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Mathematische Methoden in der Physik 31 NotationenIn der naturwissenschaftlichen Literatur benutzte griechische Symbole:Alpha �, Beta �, Gamma , Delta �, �, Epsilon �, Zeta �, Eta �, Theta �,�, Iota �, Kappa �, Lambda �, �, My �, Ny �, Xi �, (Omikron), Pi �, � ,Rho �, Sigma �, �, Tau � , (Ypsilon), Phi �, �, Chi �, Psi  , 	 , Omega !,




4 A. Kl�umper2 Lineare Algebra2.1 VektorrechnungDe�nition: VektorraumEin reeller Vektorraum ist eine Menge V , deren Elemente Vektoren genanntwerden, zusammen mit einer Addition + und einer Multiplikation mit reellenZahlen (\skalare Multiplikation") die folgenden Axiomen gen�ugenv1 + v2 = v2 + v1 (Kommutativgesetz)v1 + (v2 + v3) = (v1 + v2) + v3 (Assoziativgesetz) (2.1)Es gibt einen \Nullvektor" 0, charakterisiert durchv + 0 = 0 + v = v (2.2)Zu jedem Vektor v gibt es einen entgegengesetzten Vektor �v, so da�v + (�v) = (�v) + v = 0 (2.3)Ein solches algebraisches System hei�t kommutative oder abelsche Gruppe.Ferner: r(v1 + v2) = (rv1) + (rv2) r; s 2 IR(r + s)v = (rv) + (sv)(rs)v = r(sv)1v = v (2.4)Beispiel: Der Prototyp eines (endlichdimensionalen) Vektorraums ist derRaum der n-Tupel IRn, d.h. der Menge der \Schemata" (x1; :::; xn) mit xi 2IR. Alle Operationen elementweise, d.h. (x1; :::; xn) + (y1; :::; yn) = (x1 +y1; :::; xn + yn), �(x1; :::; xn) = (�x1; :::; �xn)Elemente eines Vektorraums werden h�au�g durch \kleine Buchstaben" a,b(2 V ), insbesondere mit r f�ur Ortsvektor, v f�ur Geschwindigkeitsvektor, ge-kennzeichnet. Evtl. mit Pfeil ~r, ~v oder auch r, v.De�nition: Basis, Dimension, Lineare (Un-) Abh�angigkeitEin Vektorraum V hei�t endlichdimensional, wenn es endlich viele Vektorenv1,...,vn gibt, die V aufspannen in dem Sinne, da� zu jedem v 2 V (reelle)Zahlen �1,...,�n existieren, so da� v = �1v1 + :::+ �nvn.Jedes Erzeugendensystem v1,...,vn mit minimaler Anzahl n hei�t Basis, n istdie \Dimension" von V. Eine Basis besteht aus linear unabh�angigen Vekto-ren, d.h. �1v1 + :::+ �nvn = 0 ist nur l�osbar mit �1 = ::: = �n = 0.Bemerkung: Durch Auszeichnung einer Basis erfolgt die Darstellung vonVektoren irgendeines Vektorraumes (Menge der Polynome ...) in n-Tupeln.



Mathematische Methoden in der Physik 5Die Elemente des n-Tupels werden die Komponenten oder Koordinaten einesVektors genannt.De�nition: Skalarprodukt (Inneres Produkt)Positiv de�nite, symmetrische bilineare Abbildung h:; :i aus V �V in IR, d.h.f�ur v1; v2; v 2 V und �; � 2 IR gilthv1; v2i = hv2; v1ih�v1 + �v2; vi = �hv1; vi+ �hv2; vihv; vi � 0; hv; vi = 0) v = 0 (2.5)Beispiel: Standard-Skalarprodukt F�ur n-Tupel ~x = (x1; :::; xn), ~y = (y1; :::; yn)h~x; ~yi = nXi=1 xiyi (2.6)Beispiel: Ist im IR2 folgende Form ein Skalarprodukt?h(x1; x2); (y1; y2)i = x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 5x2y2 (2.7)Antwort: Ja. Positive De�nitheit: h(x1; x2); (x1; x2)i = (x1 + 2x2)2 + x22.Bemerkung:F�ur ~v, ~w 2 V schreibt man auch ~v � ~w anstelle hv; wi.Die \Norm" (L�ange, Betrag) jvj eines Vektors v ist durch jvj =phv; vi de�-niert.Wir werden h�au�g die Betr�age von Ortsvektoren ~r und Geschwindigkeitsvek-toren ~v durch r und v bezeichnen.Der Winkel � zwischen zwei Vektoren ~v, ~w, ist def. durch ~v � ~w = jvjjwj cos�.Falls � = �=2 hei�en die Vektoren orthogonal.Zu einem vorgegebenen Vektor ~r de�nieren wir den \Einheitsvektor r̂ in Rich-tung ~r " durch r̂ = ~rr (2.8)Beispiel: Anwendung des Skalarproduktes (Cos-Satz)Die Vektoren ~a, ~b, ~c = ~a � ~b de�nieren die Seiten eines Dreiecks. Es gilt~c � ~c = (~a�~b) � (~a�~b), woraus folgta2 + b2 � 2ab cos�a;b = c2 (2.9)
b

a
c=a-b

θ



6 A. Kl�umperDe�nition: Euklidischer Raum, Orthonormale BasisEin euklidischer Vektorraum ist ein Vektorraum ausgestattet mit einem Ska-larprodukt. Eine orthonormale Basis ~e1; :::~en ist wie oben de�niert mit derzus�atzlichen Eigenschaft ~ei � ~ej = �i;j , d.h. gleich 1 f�ur i = j und 0 sonst.Bemerkung: Nach Auszeichnung einer orthonormalen Basis und Darstel-lung von Vektoren durch n-Tupel bzgl. dieser Basis nimmt das Skalarproduktvon ~x = (x1; :::; xn) = Pni=1 xi~ei; ~y = (y1; :::; yn)Pni=1 yi~ei 2 V folgendeForm an: ~x � ~y = x1y1 + ::: + xnyn =Pni=1 xiyi = xiyi, wobei in der letztenNotation die \Einsteinsche Summenkonvention" benutzt wurde.2.2 Lineare AbbildungenDe�nition: Lineare AbbildungSeien zwei Vektorr�aume V , W gegeben. Eine Abbildung A : V ! W hei�tlinear, wenn f�ur v1; v2 2 V und �, � 2 IR giltA(�v1 + �v2) = �Av1 + �Av2 (2.10)Hier ist die �ubliche verk�urzte Notation Av = A(v) f�ur lineare Abbildungenbenutzt worden. Beachte: V und W k�onnen unterschiedlich dimensional sein.Die Menge aller linearen Abbildungen V ! W bildet selbst einen linearenRaum (Vektorraum). Dabei ist die Summe zweier Abbildungen A und Bde�niert durch die Wirkung auf ein beliebiges v 2 V(A+B)v = Av +Bv (2.11)Analog ist f�ur � 2 IR die Abbildung �A de�niert, d.h. (�A)v = �(Av).De�nition: KompositionDie Komposition oder Verkettung AB von linearen Abbildungen B : V ! V 0A : V 0 ! V 00 ist durch die Wirkung auf ein beliebiges v 2 V de�niert(AB)v = A(Bv) (2.12)Bemerkung: Die Komposition von linearen Abbildungen ist wieder eine li-neare Abbildung. Beachte: im allgemeinen macht nur AB (wie oben) Sinn,nicht jedoch BA. Warum? Beachte: Falls V = V 0 = V 00, sind BA und ABde�niert, aber im allgemeinen gilt BA 6= AB.De�nition: MatrizenEin \Rechteckschema" (Ai;j) i=1;rj=1;s mit r � s-vielen Zahlen Ai;j hei�t r � s-Matrix. Beispiel einer 3� 3-MatrixA = 0@A11 A12 A13A21 A22 A23A31 A32 A331A (2.13)



Mathematische Methoden in der Physik 7Die Indizes i und j hei�en Zeilen- und Spalten-Index.Beispiel: Einheitsmatrix, Kronecker-Delta f�ur quadratische MatrizenF�ur r = s = 3 (allg. Fall o�ensichtlich)(�i;j) = 0@ 1 0 00 1 00 0 11A = I (2.14)De�nition: Produkt zweier MatrizenSeien A und B Matrizen mit Dimension r�s und s� t, dann ist das ProduktAB de�niert als r� t-Schema, wobei das (i; k)-te Element gegeben ist durch(AB)i;k = Xj=1;sAi;jBj;k(= Ai;jBj;k) (2.15)Beispiel: � a bc d�� 3 41 �1� = � 3a+ b 4a� b3c+ d 4c� d� (2.16)0@ 1 2 �13 1 4�1 �2 0 1A0@ 1 10 �10 1 1A = 0@ 1 �23 6�1 1 1A (2.17)Beachte: Das Produkt von mehr als zwei Matrizen ist in analoger Weisede�niert und es geltenA(BC) = (AB)C; A(B + C) = AB +AC; AB 6= BA (im allgemeinen)(2.18)Bemerkung: Das Produkt einer r�s-Matrix mit einem s-Tupel ist de�niertim obigen Sinne, wobei das s-Tupel als s� 1-Matrix verstanden wird.De�nition: Transposition, InverseF�ur jede r� s Matrix A wird eine s� r Matrix AT durch (AT )i;j = Aj;i de�-niert. Falls eine Inverse zu A existiert, hei�t A regul�ar, andernfalls singul�ar.Die Inverse wird durch A�1 bezeichnet und erf�ullt AA�1 = A�1A = I .Bemerkung: Matrizen �nden gro�e Bedeutung als Koordinatendarstellungvon linearen Abbildungen im folgenden Sinn: sei A : V ! V 0 eine lineareAbbildung wie oben und e1; :::; er eine Basis von V und e01; :::; e0r eine Basisvon V 0. Sei Ai;j de�niert als die i-te Komponente von Aej bzgl. e01; :::; e0r.Sei nun v 2 V und das r-Tupel (v1; :::; vr)T eine Koordinatendarstellung vonv. Dann ist Prj=1 Ai;jvj die i-te Komponente von Av!Die gesamte lineare Algebra kann damit auf Matrizen-Manipulationen redu-ziert werden!



8 A. Kl�umperDe�nition: Determinante von quadratischen Matrizen und linearen Abbil-dungen V 2 V (\alternierende Multilinearformen der Spaltenvektoren")De�nition f�ur 2� 2 und 3� 3-MatrizenDet� a bc d� = ����a bc d ���� = ad� bc (2.19)Det0@A11 A12 A13A21 A22 A23A31 A32 A331A = A11 ����A22 A23A32 A33 �����A12 ����A21 A23A31 A33 ����+A13 ����A21 A22A31 A32 ����(2.20)Bemerkung: Eine Matrix A ist genau dann regul�ar, wenn DetA 6= 0.De�nition: Kreuzprodukt (im 3-dim euklidischen Raum)Das Kreuzprodukt zweier Vektoren ~a und ~b in IR3 ist de�niert als der Vektor~c, der(i) orthogonal zu ~a und ~b steht,(ii) dessen L�ange c dem Fl�acheninhalt des von ~a und ~b aufgespannten Paral-lelogramms entspricht (= ab sin�a;b), und(iii) dessen Vorzeichen sich aus der \Rechte-Hand-Regel" ergibt: ~a, ~b, ~c sindzueinander wie Daumen, Zeige- und Mittel�nger der rechten Hand angeord-net.
θ

a

b

c = a x b

In Formeln (bzgl. orientierter Orthonormalbasis)0@ a1a2a31A�0@ b1b2b31A = 0BBBBBB@+ ����a2 b2a3 b3 ����� ����a1 b1a3 b3 ����+ ����a1 b1a2 b2 ����
1CCCCCCA (2.21)Beachte: aus der ersten Komponente ergeben sich die restlichen durch zykli-sches Vertauschen. Das Kreuzprodukt von h�oherdimensionalen Vektoren istnicht de�niert. (Tats�achlich werden Sie in der Analysis im Zusammenhangvon alternierenden Multilinearformen auch das allg. Kreuzprodukt kennen-lernen. Dieses bildet jedoch im allg. nicht zwei n-dim. Vektoren auf einen



Mathematische Methoden in der Physik 9weiteren n-Vektor ab!)Zerlegungssatz etc.: ~a� (~b� ~c) = ~b(~a~c)� ~c(~a~b)(~a�~b) � (~c� ~d) = (~a � ~c)(~b � ~d)� (~a � ~d)(~b � ~c)(~a�~b)� (~c� ~d) = [~a � (~b� ~d)]~c� [~a � (~b� ~c)]~d~a� [~b� (~c� ~d)] = (~a� ~c)(~b � ~d)� (~a� ~d)(~b � ~c) (2.22)De�nition: SpatproduktF�ur drei Vektoren ~a, ~b, ~c aus dem 3-dim eukl. Raum de�nieren wir das Spat-produkt (~a�~b) � ~c = (~b� ~c) � ~a = (~c� ~a) �~b = Det�~a;~b;~c� (2.23)Bemerkung: Das Spatprodukt liefert das Volumen des Parallelepipeds, dasdurch die drei Vektoren aufgespannt wird. Die Verallgemeinerung auf n-Dimensionen ist klar!?Schlu�bemerkung: Wir haben den Schnelldurchgang der linearen Algebra anden �ublichen Aufbau der Mathematik gehalten. Der Grund war letztend-lich von physikalischer Natur: wir haben Vektoren und lineare Abbildungeneingef�uhrt, wobei Vektoren physikalische Observable kodieren und Abbildun-gen Zusammenh�ange ausdr�ucken. Wir haben dann n-Tupel und Matrizen alsKoordinatendarstellungen von Vektoren und lin. Abbildungen eingef�uhrt oh-ne weitere Kommentare.Vielfach (insbes. in der �alteren Literatur) �ndet man einen Aufbau, der vonBeginn an n-Tupel und Matrizen in den Mittelpunkt stellt. Der physikali-sche Gehalt (Unabh�angigkeit von speziellen Koordinaten bzw. Basen) wirddann durch Formulierungen ausgedr�uckt wie ein Vektor ist ein Zahlentriplet,das sich bei einem Wechsel des Koordinatensystems so transformiert wie dieKomponenten des Ortsvektors etc. Diese obskure Beschreibung ist bei uns�uberf�ussig.Ausblick: Durch eine geeigneten Aufbau k�onnen Zahlen (Skalare), Vektorenund lineare Abbildungen als Tensoren 0., 1. und 2. Stufe erkl�art werden.Nat�urlich gibt es Tensoren n. Stufe, die als multilineare Abbildungen einesRaumes V1 � :::� Vn in IR de�niert sind, oder in Koordinatendarstellung alsZahlenschemata mit n Indizes.



10 A. Kl�umper3 Di�erentialrechnungWir wollen Funktionen f : V ! Rm betrachten, wobei V gleich Rn ist odereine Untermenge davon. Sei ferner x0 ein Punkt aus V .De�nition: f hei�t di�erenzierbar (ableitbar) in x0, wenn f(x)� f(x0) beix0 durch eine lineare Abbildung A approximiert werden kannlimx!x0 jf(x)� f(x0)�A(x � x0)jjx� x0j = 0 (3.1)Bemerkung: Falls wir es mit skalaren Funktionen zu tun haben (n = m =
x x

x

0

∆

∆ f = f(x)-f(x )

(m=1)

(n=1)

0

1) und auch allgemein f�ur n = 1 kann die bekannte Formel f�ur den Di�e-renzenquotienten formuliert werden. In diesem Fall ist A einfach durch dieSteigung der Tangente an die Funktion f gegeben.Im allgemeinen hei�t die lineare Abbildung A das Di�erential (Ableitung)von f in x0 und wird dann mit df gekennzeichnet.Durch diese De�nition wird einer Funktion f eine neue Funktion zugeordnet�uberall dort, wo die Ableitung de�niert ist. F�ur n = 1 wird die neue Funk-tion f 0 oder dfdx genannt und liefert die Werte der Tangentensteigung. F�urden allgemeinen Fall wird df de�niert, wir werden noch andere Notationenkennenlernen.Beispiel: Ableitungen von speziellen Funktionenddxxn = nxn�1ddxex = ddx 1Xn=0 xnn! = 1Xn=1nxn�1n! = 1Xn=1 xn�1(n� 1)! = exddx lnx = 1xddx sinx = cosxddx cosx = � sinx



Mathematische Methoden in der Physik 11ddx coshx = sinhxddx sinhx = coshx (3.2)Rechenregeln: Produkt-, Quotienten-, Ketten-Regelddx [f(x) + g(x)] = f 0(x) + g0(x)ddx [�f(x)] = �f 0(x)ddx [f(x)g(x)] = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)ddx f(x)g(x) = f 0(x)g(x) � f(x)g0(x)g2(x)ddxf [g(x)] = f 0(g(x))g0(x) (3.3)Beispiel: Ableitungen von UmkehrfunktionenSei f�1 die Umkehrfunktion von f , d.h. f�1(f(x)) = x. Mit y := f(x) (auchx = f�1(y)) und Kettenregel folgt (f�1)0(y)f 0(x) = 1, also(f�1)0(y) = 1f 0(f�1(y)) (3.4)Leichter zu merken: dxdy = 1dydx (3.5)Anwendung: f(x) = ex = y und f�1(y) = ln y = x,d ln ydy = 1dydx = 1ex = 1y (3.6)Bemerkung: 1. und 2. Ableitungen des Weges ~s nach der Zeit t ergebenGeschwindigkeit ~v und Beschleunigung ~a~v = d~sdt = _~s; ~a = d2~sdt2 = �~s; (3.7)Die auf ein Teilchen mit Masse m wirkende Kraft ~F , die zur Beschleunigung�~s f�uhrt ist ~F = m�~s.Beispiel: Schraubenlinie im IR3Betrachtet werde der folgende Weg ~s(t) = (R cos!t;R sin!t; vt), der eineSchraubenlinie mit Radius R um die z-Achse mit (Umlauf-) Winkelgeschwin-digkeit ! und Driftgeschwindigkeit v entlang der z �Achse._~s = (�!R sin!t; !R cos!t; v)�~s = �!2(R cos!t;R sin!t; 0) (3.8)



12 A. Kl�umperBeispiel: Sei ~r(t) ein Vektor mit zeitlich konstantem Betrag (auf Sph�are),dann gilt 0 = ddtr2 = ddt (~r(t) � ~r(t)) = 2~r(t) _~r(t) (3.9)Die Ableitung steht ? auf dem Vektor! Wo ist dies bei der Schraubenliniegegeben? (Bei \~r = _~s ").Bemerkung: Das Di�erential einer Funktion f : Rn ! Rm in einem Punkt(x1; :::; xn) ist in Koordinatendarstellung durch eine m� n-Matrix gegeben,wobei der j-te Spaltenvektor durch die \partielle Ableitung" gegeben ist@f@xj =: dfdxj ����� alle x1;:::;xnbis auf xj fest (3.10)Beachte: f�ur \praktische" Rechnungen ist hierdurch das allgemeine Di�eren-tial auf die Ableitung von \skalaren Funktionen" einer \skalaren" Variablenzur�uckgef�uhrt.De�nition: H�ohere AbleitungenDurch f (n) wird die n. Ableitung einer Funktion f : IR ! IRm gekennzeich-net, die rekursiv durch f (n) = (f (n�1))0 de�niert ist. Alternative Notationdnfdxn .De�nition: StammfunktionSei f(x) eine gegebene Funktion, dann hei�t eine Funktion F (x) Stammfunk-tion von f , wenn F 0(x) = f(x). Falls eine Stammfunktion existiert, gibt esunendlich viele, die sich alle nur durch eine Konstante unterscheiden.4 IntegralrechnungWir betrachten hier Funktionen f von IR in IR. Wir werden auch annehmen,da� derartige Funktionen hinreichend \regul�ar" sind, d.h. im wesentlichenstetig. Derartige Funktionen k�onnen durch Treppenfunktionen (st�uckweisekonstant) approximiert werden. �Uber diesen Umweg kann in naheliegenderWeise das Integral R ba f(t)dt als Fl�ache unter dem Graphen zwischen denArgumenten a und b de�niert werden.In der Mathematik werden Sie einen allgemeineren Integralbegri� kennenler-nen, den des Riemann- und vor allem des Lebesgue-Integrals, die auch f�urnicht-stetige Funktionen erkl�art sind.Wir wollen uns nicht mit Details der Existenz und Eindeutigkeit besch�afti-gen, sondern direkt den Fundamentalsatz der Analysis:
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a b(i) Jede stetige Funktion f(x) hat eine Stammfunktion, n�amlich das IntegralR xa f(t)dt.(ii) Ist F eine beliebige Stammfunktion, so ist das Integral von f gegebendurch R ba f(t)dt = F (b)� F (a)Bemerkung: Wir k�onnen nicht einen vollst�andigen Beweis liefern. Zur Ein-sicht in die allg. Zusammenh�ange ist jedoch folgender Physikerbeweis instruk-tiv.(a) Wir �uberlegen zun�achst da� f�ur a, b, c aus dem De�nitionsbereich einerintegrablen Funktion f giltZ ba f(t)dt+ Z cb f(t)dt = Z ca f(t)dt; (4.11)diese Beziehung gilt auch, wenn in einem der Integrale die \untere Grenze >obere Grenze" gilt, durch folgende SetzungZ ba f(t)dt := � Z ab f(t)dt; (a > b) (4.12)und o�enbar R aa f(t)dt = 0.(b) Sei eine Funktion g(x) := R xa f(t)dt gegeben. Wir wollen den Di�erenzen-quotienten berechneng(x)�g(x0) = Z xx0 f(t)dt ' (x�x0)f(x)) g0(x) = limx!x0 g(x)� g(x0)x� x0 = f(x);(4.13)damit ist g eine Stammfunktion von f wie behauptet. Aus dem Physiker-beweis wird ein Mathematikerbeweis, wenn der Mittelwertsatz benutzt wirdund oben im Di�erenzenquotienten f(x) durch f(xm) ersetzt wird, wobeisich xm zwischen x0 und x be�ndet und statt ' dann = geschrieben werdenkann.Beispiel: Z �=20 sin(x)dx = � cos(x)����=20 = 0� (�1) = 1Z ba dx1 + x2 = arctan(x)���ba = arctan(b)� arctan(a)



14 A. Kl�umperZ 1�1 dx1 + x2 = limb!1a!�1 Z ba dx1 + x2 = �2 � ���2� = � (4.14)Bemerkung: Im letzten Beispiel wurde ein \uneigentliches Integral" alsGrenzproze� eines \bestimmten Integrals" berechnet.In der Praxis l�auft die Berechnung des Integrals auf das Aufsuchen derStammfunktion hinaus. Im Gegensatz zum Di�erenzieren, wobei \jede Kom-bination von elementaren Funktionen" abgeleitet werden kann, stellt manh�au�g fest, da� das Integral selbst von \einfachen Funktionen" nicht in \ge-schlossener Weise" angegeben werden kann. Ausnahmen:Z 11 + x2 dx = arctanx (+C)Z 1p1� x2 dx = arcsinx oder� arccosxZ 1sin2 xdx = � cotxZ 1cos2 xdx = tanxZ 1sinxdx = ln tan x2Z sinhxdx = coshxZ coshxdx = sinhxZ 1px2 � 1dx = arcoshx = ln(x+px2 � 1)Z 1px2 + 1dx = arsinhx = ln(x+px2 + 1)Z 11� x2 dx = artanhx = 12 ln 1 + x1� xZ tanhxdx = ln coshxZ tanxdx = � ln cosxZ cothxdx = ln sinhxZ cotxdx = ln sinxZ 1sinhxdx = ln tanh x2Z 1sinh2 xdx = � cothxZ 1cosh2 xdx = tanhx (4.15)



Mathematische Methoden in der Physik 15Rechenregeln Z ba [f1(t)� f2(t)]dt = Z ba f1(t)dt � Z ba f2(t) (4.16)Z ba �f(t)dt = � Z ba f(t)dt (4.17)ddx Z xa f(t)dt = f(x); ddx Z ax f(t)dt = �f(x) (4.18)Substitutionsregel Z x(b)x(a) f(x)dx = Z ba f(x(t))dxdt dt (4.19)Grund: Sei F (x) die Stammfunktion zu f(x), dann ist die linke Seite F (x(b))�F (x(a)). Ferner ist F (x(t)) Stammfunktion zu f(x(t))dxdt und damit ist dierechte Seite gleich F (x(b))� F (x(a)) und die Identit�at bewiesen.Beispiel:Z 1�1p1� x2dx = Z �=2��=2q1� sin2(t) cos(t)dt = Z �=2��=2 cos2(t)dt (4.20)Partielle IntegrationZ ba dfdxg dx = fg���ba � Z ba f dgdx dx (4.21)Grund: Nach Produktregel der Di�erentialrechnung sind die Ableitungen bei-der Seiten, betrachtet als Funktionen von b, identisch. Ferner liefern beideSeiten f�ur b = a das Ergebnis 0. Damit gilt Gleichheit f�ur alle b.Beispiel:Z �=2��=2 cos2(t)dt = sin(t) cos(t)����=2��=2 � Z �=2��=2(� sin2(t))dt (4.22)Es folgt R �=2��=2 cos2(t)dt = 0 + R �=2��=2 sin2(t)dt. Da sin2 t = 1 � cos2 t, folgt2 R �=2��=2 cos2(t)dt = R �=2��=2 1dt = � und ferner R �=2��=2 cos2(t)dt = �=2.Logarithmische Integration (Anwendung der Substitutionsregelmit f(x)!1=x und x(y)! f(y) Z ba f 0(y)f(y) dy = ln f(y)���ba (4.23)



16 A. Kl�umper5 Gew�ohnliche Di�erentialgleichungenDe�nition: Sei f(x; y) : IR� IRm ! IRm eine Funktion (evtl. def. auf o�enerTeilmenge D von IR� IRm), dann hei�ty0 = f(x; y) (5.24)(gew�ohnliche) Di�erentialgleichung 1. Ordnung (DGL). Unter einer L�osungversteht man eine Funktion y : IR! IRm, deren Graph im De�nitionsbereichvon f liegt, und ferner erf�ullt y0(x) = f(x; y(x)).Beispiel: DGL y0 = 2xy hat L�osung y(x) = � exp(x2) mit beliebigem, aberfestem � 2 IR.De�nition: Das sog. \Anfangswertproblem" besteht aus DGL und der Vor-gabe einer Anfangsbedingung (x0; y0) aus D. Dabei hat eine L�osung y(x)sowohl die DGL als auch y(x0) = y0 zu erf�ullen.Beispiel: O�enbar ist mit obiger DGL jede Anfangsbedingung eindeutigerf�ullbar mit � = y0 exp(�x20).Die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit von L�osungen zu Anfangswert-problemen ist interessant. Wir notieren:(i) Ist f wie oben stetig, so existiert mindestens eine L�osung y(x), wobei derDe�nitionsbereich von y(x) evtl. ein (kleines) Intervall um x0 ist.(ii) Ist f(x; y) au�erdem nach y stetig partiell di�erenzierbar (d.h. @f=@yexistiert und ist eine stetige Funktion von (x; y)), so ist die L�osung des An-fangswertproblems eindeutig.Beispiel: DGL y0 = 2pjyj und Anfangsbedingung (0; 0), d.h. Forderungy(0) = 0, hat unendlich viele L�osungen, z.B. y1(x) = 0 f�ur alle x und y2(x)st�uckweise de�niert durch y(x) = � 0; x < 0x2; 0 � x (5.25)Wir wollen nun spezielle DGL-Typen besprechen, die h�au�g eine konkreteL�osung erlauben.Lineare DGL \f(x; y) = �a(x)y + g(x)" bzw. \y0 + a(x)y = g(x)"Ist g(x) = 0 f�ur alle x, so spricht man auch von \linear homogener", sonstvon \linear inhomogener" DGL.Wir �uberlegen zun�achst, da� die allgemeine L�osung schrittweise gefundenwerden kann:



Mathematische Methoden in der Physik 17(i) Au�nden irgendeiner speziellen L�osung ysp zum inhomogenen Problemy0 + a(x)y = g(x).(ii) Au�nden aller L�osungen zum homogenen Problem y0 + a(x)y = 0.Die allgemeinste L�osung der inhomogenen DGL ergibt sich als Summe ausspezieller L�osung und bel. homogener L�osung (Superpositionsprinzip).Ein wichtiger Spezialfall liegt vor mit:a(x) = a, d.h. konstant, und g(x) = Exponentialfunktion = g0 exp(��x).L�osung:(i) Ansatz f�ur spezielle L�osung:Exponentialfunktion proportional zur Inhomogenit�at ysp(x) = C exp(��x).Einsetzen (��+ a)C exp(��x) = g0 exp(��x), folglich C = g0=(a� �) undysp(x) = g0a� � exp(��x) (5.26)(ii) Ansatz f�ur L�osung der homogenen DGL:Exponentialfunktion exp(��x) mit zu bestimmendem Exponenten. Einset-zen in hom. DGL liefert (�� + a) exp(��x) = 0, also � = a.Die allgemeinste L�osung der inhomogenen DGL lautet:y(x) = ysp(x) + � exp(�ax) mit beliebigem, aber festem �.Beispiel: Wir wollen eine radioaktive Substanz \I" betrachten, die zur Zeitt = 0 aus NI Kernen besteht und sich mit der Rate aI in eine Substanz\II" umwandelt, die selbst mit der Rate aII zerf�allt. Wir sind an der AnzahlNII(t) der Kerne der Substanz \II" als Funktion der Zeit interessiert.Anzahl NI(t) nach �Ubungsaufgabe oder wie folgt:Ratengleichung _NI(t) = �aINI(t), linear homogen, also L�osung NI(t) =NI exp(�aIt) (da _NI(t) = �aINI exp(�aIt) = �aINI(t)). Der Koe�zientist so gew�ahlt, da� die Anfangsbedingung NI(0) = NI erf�ullt ist.Ratengleichung f�ur NII(t):_NII(t) = �aIINII(t) + aINI(t) = �aIINII(t) + aINI exp(�aI t) (5.27)O�enbar ist dies eine lineare DGL 1. Ordnung mit konstanten Koe�zientenund Inhomogenit�at vom Exponentialtyp.(i) Spezielle L�osung der inhomogenen DGL:Nsp(t) = aINIaII � aI exp(�aI t) (5.28)(ii) L�osung der homogenen DGL:



18 A. Kl�umper exp(�aII t) (5.29)Wir wollen nun kurz das L�osungsverfahren der allgemeinen linearen DGL1.Ordnung besprechen.zu (i): Sei A(x) eine Stammfunktion zu a(x). Ansatz: y(x) = exp(�A(x))z(x).Einsetzen in DGL[�a(x) exp(�A(x))z(x) + exp(�A(x))z0(x)] + a(x) exp(�A(x))z(x) = g(x)) z0(x) = exp(A(x))g(x) (5.30)Die letzte DGL wird gel�ost durch bel. StammfunktionB(x) zu exp(A(x))g(x).Ergebnis: ysp(x) = B(x) exp(�A(x)). Verfahren bekannt als \Variation derKonstanten".zu (ii): y0 + a(x)y = 0 wird durch die Fkt. � exp(�A(x)) mit bel. konst. �erf�ullt.Bemerkung: In der Terminologie der lin. Algebra stellt der L�osungsraumzum homogenen Problem einen 1-dim. Unterraum des (unendlichdimensio-nalen) Raumes aller Funktionen IR ! IR dar. Der L�osungsraum zum inho-mogenen Problem stellt einen 1-dim. a�nen Unterraum des Raumes allerFunktionen IR! IR mit Aufpunkt ysp dar. (Bem.: falls DGL 1. Ordnung f�urm-dim. vektorwertige Funktionen formuliert ist, ist der L�osungsraum sogarm-dimensional.)DGL mit getrennten Variablen \f(x; y) = g(x)h(y)" (mit h(y0) 6= 0)Die DGL y0 = f(x; y) kann umgeformt werden iny0h(y) = g(x)) Z xy0 dyh(y) = Z xx0 g(x)dx (5.31)Dies ergibt eine implizite Bestimmungsgleichung f�ur y(x), die \nur" Integra-tionen und Umkehrungen involviert.Beispiel: Exakte Di�erentialgleichungen, integrierender Faktor: sp�aterDe�nition: Gew�ohnliche Di�erentialgleichung n. OrdnungSei f(x; y1; y2; :::; yn) : IR� IRm:::� IRm ! IRm eine Funktion (evtl. def. aufo�ener Teilmenge D von IR� IRm:::� IRm), dann hei�ty(n) = f(x; y; y0; :::; y(n�1)) (5.32)(gew�ohnliche) Di�erentialgleichung n. Ordnung (DGL).Beispiel: Sei ~r(t) die Raumkurve eines Punktes mit Masse m und ~F (~r) eine(ortsabh�angige) Kraft, dann gilt nach Newton



Mathematische Methoden in der Physik 19m�~r(t) = ~F (~r(t)) (5.33)~F kann prinzipiell auch geschwindigkeits- und zeitabh�angig sein, was jedochzumindest in fundamentalen Theorien ausgeschlossen wird.Beispiel: L�osung von \m�r(t) = F (r(t))" mittels \Energiesatz"Hier wird zun�achst der 1-dimensionale Fall betrachtet. Durch Multiplikationmit _r(t) und Benutzung der Stammfunktion �U(r) (Potential) zu F (r) folgtm�r(t) _r(t) = F (r(t)) _r(t)) ddt hm2 ( _r(t))2 + U(r(t))i = 0 (5.34)Die letzte Di�erentialgleichungwird durch eine Konstante E (Gesamtenergie)gel�ost m2 ( _r(t))2 + U(r(t)) = E; (5.35)d.h. Summe aus kinetischer Energie und potentieller Energie ist zeitlich kon-stant.Wir werden bald f�ur den allgemeinen Fall m�~r(t) = ~F (~r(t)) das h�oherdimen-sionale Pendant des Potentials U(~r) zu einem Kraftfeld ~F (~r) kennenlernen.Auch in diesem Fall werden wir schlie�en m2 (_~r(t))2 + U(~r(t)) = E.Eine explizite L�osung mittels Energiesatz ist jedoch nur im 1-dimensionalenFall m�oglich durch R�uckf�uhrung von (5.35) auf \getrennte Variable":drdt = �r 2m [E � U(r)]) t� t0 = � Z rr0 drq 2m [E � U(r)] (5.36)Bemerkung: Prinzipiell ist eine DGL n. Ordnung �aquivalent zu einer DGL1. Ordnung f�ur einen Satz von n Funktionen y1(x),...,yn(x):y01(x) = y2(x); ::: ; y0n�1(x) = yn(x); y0n(x) = f(x; y1; y2; :::; yn) (5.37)Aussagen �uber Existenz und Eindeutigkeit von L�osungen k�onnen direkt �uber-nommen werden.Beachte: lineare DGL n. Ordnung haben einen n-dimensionalen L�osungs-raum (falls DGL f�ur m-dim. vektorwertige Funktionen formuliert ist, ist derL�osungsraum sogar n �m-dimensional).Beispiel: Lineare DGL n. Ordnung mit konstanten Koe�zientenany(n) + an�1y(n�1) + :::+ a1y0 + a0y = g(x) (5.38)(i) Spezielle L�osung f�ur g(x) = Exponentialfunktion = g0 exp(�x). Achtung:hier wurde kein � Vorzeichen im Exponenten gew�ahlt. L�osung durch Ansatzysp(x) = C exp(�x)



20 A. Kl�umper(an�n + an�1�n�1 + :::+ a1�+ a0)C = g0 (5.39)was o�enbar im allgemeinen direkt nach C au�osbar ist.(ii) L�osung der homogenen DGL durch Ansatz y(x) = exp(zx) f�uhrt aufNullstellengleichung eines Polynoms n. Ordnung in zzn + an�1zn�1 + :::+ a1z + a0 = 0 (5.40)mit im allgemeinen n L�osungen, die auch komplex sein k�onnen/werden. FallsNullstellen entartet sind, d.h. von h�oherer als 1. Ordnung, so mu� der obigeAnsatz modi�ziert werden [y(x) = Polynom(x) exp(zx)].Beispiel:Erzwungene Schwingungen des harmonischen Oszillators mit ReibungHier haben wir zwei konkrete RealisierungenMechanikEin K�orper der Masse m sei an einer harmonischen Feder aufgeh�angt, d.h.es wirkt eine R�uckstellkraft streng proportional zur Auslenkung x mit Fe-derkonstante k: �kx. Ferner erfolge die Bewegung in einem Medium mitReibungskonstante r, d.h. es wirkt eine Reibungskraft proportional zur Ge-schwindigkeit: �r _x. Zu guter letzt kann eine externe Kraft f(t) wirken, soda� nach Newton giltm�x = Summe aller Kr�afte = �kx� r _x + f(t), m�x+ r _x + kx = f(t) (5.41)Elektrodynamik/ElektronikHier betrachten wir eine Reihenschaltung aus Kondensator (Kapazit�at C),Widerstand (Widerstand R) und Spule (Induktivit�at L). Die Kenngr�o�endr�ucken einen linearen Zusammenhang aus zwischen individuell am Bausteinanliegender Spannung UC;R;L und: Ladung Q, Strom I , zeitliche Strom�ande-rung _I Q = C � UCUR = R � IUL = L � _I (5.42)Bei einem geschlossenen Schaltkreis ist die Summe aller Einzelspannungen 0bzw. { wenn eine externe Spannungsquelle vorliegt { gleich U(t)UC + UR + UL = U(t) (5.43)Wir leiten diese Gleichung einmal nach t ab und benutzen I = _QL�I +R _I + IC = _U(t) (5.44)



Mathematische Methoden in der Physik 21Auch diese Gleichung ist von der Form (5.41).Allgemeine L�osung der homogenen DGLAnsatz: x(t) = ezt, f�uhrt aufmz2 + rz + k = 0z2 + rmz + km = 0z1;2 = � r2m �r� r2m�2 � km (5.45)Allgemeine L�osung: x(t) = Aez1t +Bez2t (5.46)Durch Vorgabe der Anfangsbedingung f�ur x(0) und _x(0) (zwei f�ur DGL 2.Ordnung!) k�onnen A und B �xiert werden.Wir m�ussen drei F�alle unterscheiden:Ged�ampfter Fall (starke Reibung) � r2m�2 � km > 0Hier gibt es nicht mehr viel zu sagen. Jede L�osung der homogenen DGL isteine Summe von exponentiell abfallenden Termen.Schwingungs-Fall (schwache Reibung) � r2m�2 � km < 0Hier sehen wir \ein Problem in der Quadratwurzel". Tats�achlich k�onnen wirmit Quadratwurzeln aus negativen (reellen) Zahlen arbeiten, wobei wir i miti � i = �1 einf�uhren. Die Gleichung z2 = �r, r positiv, hat dann die L�osungen�ipr. Wir schreiben also umz1;2 = � r2m � ir km � � r2m�2 = �1� � i
 (5.47)wobei 1=� := r2m; 
 :=r km � � r2m�2 (5.48)Den Ansatz schreiben wir:x(t) = Ae�t=�ei
t +Be�t=�e�i
t (5.49)Wir sehen wieder, da� A und B eindeutig durch die Anfangsbedingungenbestimmt werden k�onnen (evtl. komplex). In jedem Fall ergibt sich f�ur re-elle Anfangswerte eine reelle L�osungsfunktion! Zur Deutung beachte (siehe�Ubungen): ei
t = cos(
t) + i sin(
t) (5.50)



22 A. Kl�umperAlso beschreibt die gefundene L�osung eine ged�ampfte Schwingung mit Kreis-frequenz 
 und Relaxationszeit � .Aperiodischer Grenz-Fall � r2m�2 � km = 0Hier beschreibt der rein exponentielle Ansatz nicht mehr alle L�osungen, daz1 = z2 = � r2m =: z. Es \fehlt eine L�osung". Wir machen den Ansatztezt (5.51)mit z = � r2m wie schon bestimmt. Wir sehenm�x+ r _x+ kx = (mz2 + rz + k)tezt + (2mz + r)ezt = 0 + 0 = 0 (5.52)da die erste Klammer aufgrund des urspr�unglichen Ansatzes 0 ist und diezweite Klammer aufgrund der Bedingung des aperiodischen Grenzfalles!Dieser Fall hat in der Technik (Sto�d�ampfer etc.) eine ausgezeichnete Bedeu-tung, da unter dieser Bedingung Energie schnellstm�oglich dissipiert wird!Spezielle L�osung der inhomogenen DGLa) Harmonische KraftWir wollen nun eine spezielle L�osung zu (5.41) im Falle einer periodischenexternen Kraft mit Winkelfrequenz ! bestimmenf(t) = f0ei!t (5.53)Beachte, da� ei!t = cos(!t) + i sin(!t). M.a.W.: Wir sind nur an dem Real-Teil interessiert, arbeiten aber mit der um den Imagin�arteil vervollst�andigten\einfacheren" Exponentialfunktion.Wir setzen an x(t) = x0ei!t und erhaltenx0 = f0�m!2 + ir! + k (5.54)Zerlegung nach Betrag und Phase:x0 = f0p(m!2 � k)2 + (r!)2 ei�; wobei tan� = r!m!2 � k (5.55)Dies bedeutet, da� eine harmonische externe Kraft mit St�arke f0 zu einerSchwingung mit Amplitude jx0j (Betrag) und Phasenverschiebung � (Phase)f�uhrt.Bemerkung: Im Falle des elektronischen Schaltkreises tr�agt der Koe�zient,der die Strom-Spannungs-Beziehung vermittelt den Namen Impedanz (Z).Aus (5.44) folgt analog zum mechanischen Fall



Mathematische Methoden in der Physik 23�(i!)2L+ i!R+ 1C � I0 = i!U0 (5.56)Also gilt f�ur Z := U0=I0 Z = i!L+R + 1i!C (5.57)d.h. die Elemente Spule, ohmscher Widerstand, Kondensator besitzen indivi-duell (komplexe) Widerst�ande i!L, R, 1=i!C, die sich bei Reihenschaltungaddieren.b) Kraftsto�Im Gegensatz zum obigen Fall (\dauernd wirkende Kraft") wollen wir hiereine Kraft betrachten, die nur zum Zeitpunkt t = 0 wirkt im folgenden Sinnefa(t) = � 12a f�ur t 2 [�a; a]0 sonst (5.58)wobei wir an a > 0 im Limes a! 0 interessiert sind. Beachte R1�1 fa(t)dt = 1f�ur alle a. Wir wollen nun eine spezielle L�osung im Limes a ! 0 suchen,f�ur die der Oszillator bei t < 0 in Ruhe ist x(t) = 0. Wir sehen, da� beit = 0 augenblicklich ein Kraftsto� = Impuls =1 �ubertragen wird. M.a.W.:die Geschwindigkeit _x springt bei t = 0 von _x(0�) = 0 auf _x(0+) = 1=m.Nun bestimmen wir eine spezielle L�osung zur inhomogenen DGL in folgenderWeise: x(t) = n 0 f�ur t < 0Aez1t +Bez2t f�ur t > 0 (5.59)Die DGL ist f�ur t 6= 0 erf�ullt. Nun m�ussen wir die Stetigkeit von x(t) undden Sprung von _x(t) bei t = 0 erzwingen:0 = x(0�) = x(0+) = A+B1 = m[ _x(0+)� _x(0�)] = Az1 +Bz2 (5.60)Diese Gleichungen sind eindeutig durch A = �B = [m(z1� z2)]�1 l�osbar.Wir halten fest: f�ur einen Kraftstoss bei t = 0 von der St�arke 1 wird durch(5.59) eine spezielle L�osung gegeben. Diese wird auch mit G(t) bezeichnetund hei�t \retardierte Green-Funktion"G(t) = ( 0 f�ur t < 0ez1t � ez2tm(z1 � z2) f�ur t > 0 (5.61)Als Anwendung wollen wir notieren: f�ur eine beliebige Kraft f(t) l�a�t sich einespezielle L�osung xsp(t) der inhomogenen DGL in folgender Form angebenxsp(t) = Z 1�1G(t� �)f(�)d� (5.62)



24 A. Kl�umperweitere L�osungsmethoden: Fourier-Transformation (sp�ater)Schlu�bemerkung: wir werden an geeigneter Stelle partielle Di�erential-gleichungen untersuchen; dies sind Gleichungen f�ur Funktionen von \mehre-ren Ver�anderlichen" und ihren (partiellen) Ableitungen.



Mathematische Methoden in der Physik 256 VektoranalysisWegintegraleWir wollen uns mit der Newton'schen Bewegungsgleichung m�~r = ~F (~r) indrei (beliebigen) Dimensionen befassen: Bahnkurve eines Teilchens unter demEinu� einer ortsabh�angigen Kraft ~F (~r). Hier ist ~F eine Funktion, die f�urVektoren ~r aus dem IR3 (oder einem Teil) de�niert ist. Dies ist ein Beispiel ei-ner vektorwertigen Funktion und wird Vektorfeld, im konkreten FallKraftfeldgenannt.Die erste Frage, die wir uns stellen, ist: welches ist die am Teilchen auf derBahn ~r(t) geleistete Arbeit? Dies f�uhrt uns auf das Weg- oder Kurvenintegral:W = Z ~rB~rA ~F (~r) � d~r = Z tBtA ~F (~r) � _~rdt (6.1)wobei ~rA;B = ~r(tA;B).Motivation: Der Weg sei in kleine St�ucke zerlegt mit zugeh�origen Zeiten tA =t1 < t2 < ::: < tN = tB und Raumpunkten ~r(tj) =: ~rj . Dann ist die zwischenden Zeiten tj und tj+1 geleistete Arbeit (approximativ)�Wj = ~F (~rj) � (~rj+1 � ~rj) (6.2)wobei durch das Skalarprodukt \�" gew�ahrleistet ist, da� die Parallelkompo-nente der Kraft mit dem Weg multipliziert wird. Im Limes N !1N�1Xj=1 �Wj = N�1Xj=1 ~F (~rj) � (~rj+1 � ~rj)= N�1Xj=1 ~F (~r(tj)) � _~r(tj)�(tj)! Z tBtA ~F (~r) � _~rdt (6.3)
rA

rB

rjBeispiel 1: Sei ~F (~r) = ~r gegeben (radialsymmetrisch). Der Massenpunktm durchlaufe folgende Bahn (nicht notwendigerweise gem�a� Newton) ~r1(t) =(t; t; t), die von Zeit t = 0 bis t = 1 verfolgt wird. In dieser Zeit wird folgendeArbeit geleistet



26 A. Kl�umper
Beispiel 1 Beispiel 2W1 = Z 10 ~F (~r1)� _~r1dt = Z 10 (t; t; t)�(1; 1; 1)dt = 3 Z 10 tdt = 32t2���10 = 3=2 (6.4)Wir k�onnen andere Wege von (0; 0; 0) nach (1; 1; 1) betrachten, z.B. ~r2(t) =(t=2; t=2; t2=4), mit Anfangs- und Endzeitpunkt 0 und 2W2 = Z 20 ~F (~r2) � _~r2dt = Z 20 (t=2; t=2; t2=4) � (1=2; 1=2; t=2)dt= Z 20 (t=2 + t3=8)dt = (t2=4 + t4=32)���20 = 1 + 1=2 = 3=2 (6.5)Beide Wege (mit identischen Anfangs- und Endpunkten) liefern identischeErgebnisse.Bemerkung: Wir haben oben eine Notation f�ur Kurvenintegrale benutzt,die explizit eine Parametrisierung des Weges ~r(t) benutzte. H�au�g wird aucheinfach Zc ~F (~r) � d~r (6.6)geschrieben, wobei mit c : t! ~r(t) die Kurve bzw. Contour spezi�ziert wird.Oft wird auch \�" in der Notation fallengelassen: Rc ~F (~r)d~r. Wir werden jetztein Beispiel mit Weg- (Contour)-abh�angigen Integralen kennenlernen.Beispiel 2: Sei ~F (x; y) = (�y; x) ein 2-dim Kraftfeld auf einer 2-dim Geo-metrie. Wir wollen den Kreisweg ~r1(t) = R(cos t; sin t) in der Zeit von 0 bis 2�und Anfags- gleich Endpunkt ~r1(0) = ~r1(2�) = (R; 0) betrachten. Au�erdemwollen wir den trivialen Weg ~r2(t) = (R; 0) f�ur alle t betrachten.W1 = Z 2�0 ~F (~r1) � _~r1dt = Z 2�0 (�R sin t; R cos t) � (�R sin t; R cos t)dt= Z 2�0 R2(sin2 t+ cos2 t)dt = Z 2�0 R2dt = 2�R2



Mathematische Methoden in der Physik 27W2 = Z 2�0 ~F (~r2) � _~r2dt = 0 (6.7)Die Integrale sind nicht gleich!De�nition: Ein Kraftfeld ~F f�ur das alle Integrationswegemit gleichen Anfangs-und Endpunkten denselben Wert des Wegintegrals liefern wird konservativgenannt. Insbes. geschlosseneWege liefern 0. Grund f�ur Terminologie: in kon-servativen Kraftfeldern gilt Energieerhaltung (genaueres sp�ater). Wir habenoben ein Beispiel eines nichtkonservativen Feldes gesehen. In einem derartigenFeld kann ein Proze� durchgef�uhrt werden mit Energiegewinn und Restau-rierung des Anfangszustandes.PotentialCharakterisierung:Konservative Felder sind genau solche, die ein Potential besitzen.De�nition: Sei ~F : IRn ! IRn ein Feld, dann hei�t U : IRn ! IR Potentialzu ~F , wenn gilt ~F = �~rU (6.8)wobei ~rU , \Nabla U", der Gradient von U ist, de�niert als der Spalten-vektor des Di�erentials zu U , konkret der Spaltenvektor aus allen partiellenAbleitungen ~rU := 0@ @U@x1:::@U@xn 1A (6.9)O�enbar sind Potentiale (sofern sie �uberhaupt existieren) nur bis auf eineadditive Konstante de�niert.Beispiel: Das Kraftfeld ~F (~r) = ~r wie oben hat das Potential U(~r) = � 12~r2,denn @U@xj = �12 @@xj (x21 + x22 + x23) = �xj (6.10)(A) Wir zeigen nun: jedes Feld der Gestalt ~F = �~rU ist konservativ!Beweis: Wir haben die Kettenregel f�ur h�oherdimensionale Funktionen d(f �g) = df � dg ddtU(~r(t)) = ~rU(~r(t)) � _~r(t) (6.11)Daher folgt f�ur das WegintegralZ tBtA ~F (~r) � _~rdt = Z tBtA ddt (�U(~r))dt= U(~r(tA))� U(~r(tB)) (6.12)



28 A. Kl�umper(B) Nun wollen wir zeigen, da� f�ur jede konservative Kraft ein Potentialexistiert. Idee: de�niere zu ~F eine Funktion U , die obige Beziehung erf�ullt.Zeichne irgendeinen Startpunkt ~r0 aus und integriere ~F von ~r0 bis ~r, dabeih�angt das Ergebnis nicht von der konkreten Wahl des Weges ab (\Wohlde�-niertheit") U(~r) := � Z ~r~r0 ~F (~r)d~r (6.13)Nun m�ussen wir zeigen ~rU = �~F . Wir wollen die partielle Ableitung nachxj berechnen:@U@xj = U(~r + � � ~ej)� U(~r)� = �1� Z ~r+��~ej~r ~F (~r)d~r ' �Fj(~r)�� = �Fj(~r)(6.14)alles im Limes � ! 0 zu verstehen.
ej

r

r

r+

0

δ

Bemerkung: Der Gradient gibt die Richtung und den Betrag des st�arkstenAnstiegs einer Funktion an.Beispiel: Die Funktion f(~r) = ~a �~r mit konstantem Vektor ~a hat Gradienten~rf(~r) = ~a (6.15)da @@xj f = aj .Beispiel: Die Gravitationskraft~F (~r) = �GMmr2 r̂ (6.16)hat als Potential U(~r) = �GMmr (6.17)Ganz allgemein hat eine radialsymmetrische Kraft (Betrag nur abh�angig vomAbstand, und Richtung radial bzgl. Aufpunkt)~F (~r) = �(r)r̂ (6.18)als Potential U(~r) = ��(r) (6.19)



Mathematische Methoden in der Physik 29wobei �(r) eine Stammfunktion von �(r) ist (im Sinne der Funktionen einerVer�anderlichen).Beweis: @@xj �(r) = ddr�(r) @@xj r(x1; :::; xn) (6.20)Nun gilt@@xj r(x1; :::; xn) = @@xjqx21 + :::+ x2n = 2xj2px21 + :::+ x2n = xjr (6.21)Also @@xj �(r) = �0(r)xjr ) ~r�(r) = �0(r)r̂ (6.22)Elementare Rechenregeln des Gradienten~r(�+  ) = ~r�+ ~r ~r(� ) = �~r +  ~r� (6.23)Rotation ~r�di�erentieller Stokesscher SatzWir wollen uns nun der Frage zuwenden, wie man das Abweichen eines Kraft-feldes von der Eigenschaft \konservativ" quanti�zieren kann. Insbesonderesuchen wir ein einfaches \lokales" Kriterium, das das umst�andliche Integral-Kriterium ersetzt durch \einfachere" Di�erential-Ausdr�ucke.Dazu betrachten wir ein beliebiges vorgegebenes Kraftfeld ~F und integrierendies �uber einen kleinen geschlossenenWeg, der Quadratform haben m�oge mitKantenl�angen �1 und �2 entlang der Richtungsvektoren ~e1 und ~e2.
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Z2 ~F (~r)d~r = � " F1�~r + �12 ~e1�� F1 �~r + �12 ~e1 + �2~e2�+ F2�~r + �1~e1 + �22 ~e2�� F2�~r + �22 ~e2�# (6.24)



30 A. Kl�umperNun linearisieren wie die auftretenden Terme, d.h. Ausdr�ucke f(x+�)�f(x)ersetzen wir durch f 0(x)�. Dies ist nur eine Approximation, der entstehendeFehler ist jedoch \von h�oherer Ordnung als �". Allgemein sagt man, da�-ein Fehler \von h�oherer Ordnung als �n" ist, wenn die Di�erenz zwischen\gew�unschtem" und approximiertem Term dividiert durch �n gegen 0 gehtim Limes �! 0. Wir erhalten in \f�uhrender" OrdnungZ2 ~F (~r)d~r = �1�2 � @@x1F2(~r)� @@x2F1(~r)� (6.25)Moral: Das Wegintegral um das Quadrat hat als Wert den Fl�acheninhalt desQuadrates multipliziert mit dem Ausdruck [:::].Bemerkung: Die vorgef�uhrte Rechnung liefert das richtige Ergebnis, wirdaber nicht den Kriterien eines strengen Beweises gerecht. Wir werden sp�aterim Zusammenhang mit der Taylor-Entwicklung Methoden kennenlernen, diediese L�ucke zu stopfen gestatten.De�nition: Wir de�nieren f�ur ein beliebiges (3-dimensionales) Kraftfeld ~Fdie sogenannte Rotation \rot ~F = ~r� ~F", in Komponenten~r� ~F = 0@ @@x1@@x2@@x3 1A�0@F1F2F31A = 0@ @F3@x2 � @F2@x3@F1@x3 � @F3@x1@F2@x1 � @F1@x2 1A (6.26)Mit der De�nition der Rotation l�a�t sich unser obiger Befund kompakter undallgemeiner formulierenZinf. Kurve c ~F (~r)d~r = ~r� ~F (~r) d ~A (in�nitesimaler Stokesscher Satz)(6.27)wobei c eine \kleine" (in�nitesimale) Fl�ache umschlie�t und d ~A der Fl�achen-Vektor ist, d.h. senkrecht zur Fl�ache mit Betrag gleich dem Inhalt der von cumlaufenen Fl�ache. Ferner soll der Umlaufsinn von c bzgl. d ~A einer Rechten-Hand-Regel folgen.F�ur eine beliebige \endliche" Kurve c gilt der Stokessche SatzZKurve c ~F (~r)d~r = ZFl�ache ~r� ~F (~r) d ~A (6.28)wobei das Integral auf der rechten Seite �uber eine (beliebige) von c einge-spannte Fl�ache zu nehmen ist. Eine systematische De�nition und Behandlungvon Fl�achen- und h�oherdimensionalen Integralen erfolgt im n�achsten Kapitel.Wir sind jedoch schon in der Lage folgende Charakterisierung vorzunehmen:



Mathematische Methoden in der Physik 31Eine Kraft ~F ist konservativ genau dann, wenn ~r� ~F = 0.Bemerkung: \)" gilt immer, \(" gilt, wenn die zugrunde liegende Geome-trie einfach zusammenh�angend ist, d.h. in einem gewissen Sinne keine L�ocheraufweist.Beispiel 1: Sei ~F (~r) = ~r~r� ~F = ( @@xy � @@yx; @@zx� @@xz; @@xy � @@yx) = (0; 0; 0) (6.29)Beispiel 2: Sei ~F (x; y; z) = (�y; x; 0)~r� ~F = (0; 0; @@xx� @@y (�y)) = (0; 0; 2) (6.30)Bemerkung: In den �Ubungen wird ausgehend von den Newton'schen Glei-chungen m�~r = ~F (~r) (6.31)f�ur konservative Kr�afte ~F mit Potential U(~r) die Energieerhaltung, d.h.m2 _~r2 + U(~r) = zeitlich konstant = E (6.32)gezeigt.Divergenz ~r�di�erentieller Gau�'scher SatzWir wollen den \Flu�" eines Vektorfeldes ~F \aus" einen \kleinen" Quadermit Kantenl�angen dx, dy, dz berechnen. Konkret ist damit das Ober�achen-integral ZOber�ache ~F d ~A (6.33)gemeint. F�ur einen \in�nitesimalen" Quader ist dies elementar
dx

dy

dz

Laenge= dy dzZOber�ache ~F d ~A = XFl�achen ~F (Fl�achenmitte) d ~A



32 A. Kl�umper = F1(x+ dx; y; z)dydz � F1(x; y; z)dydz+ F2(x; y + dy; z)dxdz � F2(x; y; z)dxdz+ F3(x; y; z + dz)dxdy � F3(x; y; z)dxdy= � @@xF1 + @@yF2 + @@zF3� dxdydz (6.34)De�nition: Wir de�nieren f�ur eine beliebiges Vektorfeldes ~F die Divergenz\div ~F = ~r � ~F" durch ~r � ~F = @@x1F1 + :::+ @@xnFn (6.35)Insbesondere ist ~r� ~F eine reellwertige Funktion (\skalar=einkomponentig").Mit der De�nition der Divergenz l�a�t sich unser obiger Befund kompakterund allgemeiner formulierenZ inf. geschloss.Fl�ache ~F (~r)d ~A = ~r � ~F (~r) dV (in�nitesimaler Gau�'scher Satz)(6.36)wobei dV das von der geschlossenen Fl�ache umfa�te Volumen ist.Rechenregeln: ~r � (a~b) = a~r �~b+~b~ra~r� (a~b) = a~r�~b+ (~ra)�~b~r� (~ra) = 0~r � (~r� ~a) = 0~r� (~r� ~a) = ~r(~r � ~a)� (~r � ~r)~a (6.37)dabei ist ~r � ~r(=: �) der sogenannte Laplace-Operator, de�niert durch�f := ~r � ~r = � @2@x21 + :::+ @2@x2n� f (6.38)In �~a mu� der Laplace-Operator auf jede Komponente von ~a angewandtwerden.



Mathematische Methoden in der Physik 337 Mehrdimensionale IntegraleWir wollen uns jetzt mit mehrdimensionalen Integralen besch�aftigen. Diesewerden uns h�au�g in der Physik begegnen, angefangen mit den Voluminaausgedehnter K�orper, der Gesamtmasse, die im Falle inhomogener Dichtenauf das Integral �uber die Dichtefunktion f�uhrt, etc.Wir betrachten hier Funktionen f von IRn in IR. Wir werden wieder anneh-men, da� derartige Funktionen hinreichend \regul�ar" sind, d.h. im wesentli-chen stetig. Derartige Funktionen k�onnen durch Stufenfunktionen (konstantauf \kleinen" n�dimensionalen Quadern) approximiert werden. �Uber diesenUmweg kann wieder in naheliegenderWeise das Integral RV f(~r)dnr der Funk-tion f �uber das n�dimensionale Volumen V de�niert werden.Wir wollen f�ur den n = 2�dimensionalen Fall konkreter sein. Das 2�dimen-sionale Volumen hei�t nat�urlich Fl�ache und wird mit A bezeichnet.ZA f(~r)d2r =Xi f(~ri)�Ai (7.1)im Limes immer feinerer Diskretisierung.
etc.Wenn wir ein regelm�a�igesGitter unterlegen, k�onnen wir die Summation �uberzwei Indizes i, j durchf�uhren, die die x� und y�Achsen separat diskretisierenZA f(~r)d2r =Xj Xk f(xj ; yk)�xj�yk (7.2)Hier sehen wir, da� die Summe �uber k im Limes feinerer Diskretisierung gegendas Integral R dy �uber y bei festem xj geht. Die Summe �uber j im Limesfeinerer Diskretisierung gegen das Integral R dx �uber x. Das Endergebnislautet ZA f(~r)d2r = Z �Z f(x; y)dy� dx: (7.3)Das 2�dimensionale und allgemeiner das n�dimensionale Integral f�uhrt da-her auf auf ein Mehrfachintegral, d.h. einer sukzessiven Auswertung von �ubli-chen 1�dimensionalen Integralen.Beispiel 1: f : [0; a]� [0; b]! IR konstant vom Wert 1 (A = [0; a]� [0; b])ZA f(~r)d2r = Z a0 Z b0 1dydx = Z a0 bdx = ab (7.4)



34 A. Kl�umperDas Ergebnis entspricht gerade der Fl�ache des rechteckigen De�nitionsbe-reichs.Beispiel 2: f : [0; a]� [0; b]! IR mit f(x; y) = xy + y2 (A = [0; a]� [0; b])ZA f(~r)d2r = Z a0 Z b0 (xy + y2)dydx= Z a0 �xy22 + y33 � ���b0dx = Z a0 �xb22 + b33 � dx= �b24 x2 + b33 x� ���a0 = a2b24 + ab33 (7.5)Beispiel 3: f : [�R;R]� [�R;R]! IR de�niert durchf(~r) = � 1; falls j~rj � R0; sonst (7.6)also gleich 1 innerhalb der Kreisscheibe mit Radius R, 0 au�erhalb. DasIntegral �uber A = [�R;R]�[�R;R] wird de�nitionsgem�a� den Fl�acheninhaltder Kreisscheibe liefernZA f(~r)d2r = Z R�R Z R�R f(x; y)dydx = Z R�R Z pR2�x2�pR2�x2 1dydx= Z R�R 2pR2 � x2dx= 2R2 Z 1�1p1� s2ds = 2R2�2 = �R2 (7.7)die (vor-)letzte Beziehung nach (4.20,22).In dem letzten Beispiel wurde insbes. gezeigt, wie mit nichtrechteckigen Geo-metrien verfahren wird.Wichtige Spezialf�alle:RadialsymmetrieIntegration von Funktionen, die nur von r = j~rj abh�angen, �uber Fl�achen (Vo-lumina), deren Grenzen ebenfalls nur von r abh�angen. Wir stellen uns jetztvor, der Raum werde durch radialsymmetrische Schalen der Dicke dr �uber-deckt, d.h. durch in 2-Dimensionen durch Ringe vom Radius r und Fl�ache2�rdr (in 3-Dimensionen Volumen 4�r2dr).
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r

drWir erhalten die ErsetzungZr�R f(r)d2r = Z R0 f(r)2�rdrZr�R f(r)d3r = Z R0 f(r)4�r2dr (7.8)Beispiel: Wir rechnen schnell das Beispiel 3 von oben:ZA f(~r)d2r = Z R0 1 � 2�rdr = �r2���R0 = �R2 (7.9)FaktorisierungWenn f(x1; :::; xn) = f1(x1):::fn(xn), dann giltZ f(~r)dnr = Z f1(x1)dx1 � ::: � Z fn(xn)dxn (7.10)Die Faktorisierung liegt selten vor. Weiter unten werden wir Funktionen mitspeziellen Symmetrien kennenlernen, die in geeigneten Koordinaten auf Fak-torisierung hinauslaufen. Hier konstruieren wir ein Beispiel, das uns die Be-rechnung des Gau�-Integrals erlaubt.Beispiel: Integriere f(~r) = exp(�r2) �uber die gesamte 2-dimensionale Ebe-ne.Berechnung als radialsymmetrisches Integral:ZIR2 f(~r)d2r = Z 10 exp(�r2) � 2�rdr = �� exp(�r2)���10 = � (7.11)Berechnung als faktorisierendes IntegralZIR2 f(~r)d2r = ZIR2 exp(�x2 � y2)dxdy= �Z 1�1 exp(�x2)dx� � �Z 1�1 exp(�y2)dy�= �Z 1�1 exp(�x2)dx�2 (7.12)



36 A. Kl�umperKonkreter geht an dieser Stelle die Auswertung nicht, da wir keinen elementa-ren Ausdruck f�ur die Stammfunktion von exp(�x2) haben. Aus der Gleichheitder Ergebnisse mu� aber f�ur das (uneigentliche) Integral folgenZ 1�1 exp(�x2)dx = p� (7.13)Wir wollen nun die letzte �Uberlegung auf den allgemeinen n�dimensionalenFall ausdehnen. Wir gehen aus von dem bekannten Integral (7.13) und fragenuns, wie gro� die Ober�ache einer n�dimensionalen Kugel vom Radius r ist.Wir wissen/setzen voraus, da�Sn(r) = Onrn�1 (7.14)Hiermit reduziert sich das n�dimensionale radialsymmetrische Integral zueinem 1�dimensionalenZIRn exp(�r2)dnr = Z 10 exp(�r2)Sn(r)dr = On Z 10 exp(�r2)rn�1dr= On2 Z 10 exp(�r2)rn�2dr2 = On2 Z 10 xn=2�1 exp(�x)dx= On2 � (n=2) (7.15)wobei f�ur z > 0 die Gammafunktion � (z) eingef�uhrt wurde mit der De�nition� (z) = Z 10 xz�1 exp(�x)dx (7.16)Nun gilt aber auch Faktorisierung des IntegralsZIRn exp(�r2)dnr = Z [exp(�x21) � ::: � exp(�x2n)]dx1:::dxn= �Z exp(�x21)dx1� � ::: ��Z exp(�x2n)dxn�= �n=2 (7.17)Aus der Gleichheit der Ergebnisse folgtOn = 2 �n=2� (n=2) (7.18)Wir wissen, O1 = 2 (warum!?) und O2 = 2�, also� (1=2) = p� � (1) = 1 (7.19)Wir wollen nun eine Rekursionsbeziehung f�ur die Gammafunktion herleiten,die es gestattet, in einfacher Weise die Funktionswerte von ganz- und halb-zahligen Argumenten zu berechnen. Partielle Integration liefert (f�ur z > 1verschwindet der \Ober�achenterm")



Mathematische Methoden in der Physik 37� (z) = Z 10 xz�1 exp(�x)dx= �xz�1 exp(�x)���10 + (z � 1) Z 10 xz�2 exp(�x)dx= (z � 1)� (z � 1) (7.20)Nun folgt � (3=2) = 12p� � (2) = 1� (5=2) = 34p� � (3) = 2 (7.21)Insbesondere sehen wir: � (n) = (n� 1)!.Damit gilt f�ur die Fl�achen der 3� und 4�dimensionalen KugelnO3 = 4� O4 = 2�2 (7.22)Nun berechnen wir das Volumen einer n�dimensionalen Kugel mit Radius RVn(R) = Zr�R 1dnr = Z R0 Sn(r)dr = On Z R0 rn�1dr = On rnn ���R0 = Onn Rn(7.23)Man sieht, wie die vertrauten F�alle n � 3 sich einf�ugen.Spezielle KoordinatensystemeWir haben schon den wichtigen Spezialfall der radialsymmetrischen Funk-tionen kennengelernt und eine Methode, das Mehrfachintegral auf ein einfa-ches 1�dimensionales Integral zur�uckzuf�uhren. Manchmal zeigen Funktionennur teilweise Symmetrien, die in geeigneten Koordinaten bzw. Parametri-sierungen immer noch zu Vereinfachungen f�uhren. Mathematisch entsprichtdie Einf�uhrung geeigneter Koordinaten zur Berechnung von Integralen einerh�oherdimensionalen Substitutionsregel.2-Dim: PolarkoordinatenWir parametrisieren die beiden Koordinaten ~r = (x; y) durchx = r cos�; wobei 0 � r <1;y = r sin�; 0 � � < 2� (7.24)Nun m�ussen wir uns Gedanken �uber das Volumen der Fl�ache machen, dievon ~r(r; �) �uberstrichen wird, wenn r und � um \kleine" dr und d� vari-ieren. Man mache sich an Hand der Skizzen klar, da� kleine Rechtecke mitKantenl�angen dr und rd� aufgespannt werden, die eine Fl�ache r dr d� haben.



38 A. Kl�umper
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φ

φAlso gilt Z f(x; y)dxdy = Z f(r cos�; r sin�)rdrd� (7.25)Beispiel 1: Bei der Berechnung des Tr�agheitsmomentes der Kreisscheibebzgl. der y�Achse werden Sie auf das Integral von x2 �uber die Scheibe sto�en,d.h. Zpx2+y2�R x2dxdy = Z R0 Z 2�0 (r cos�)2rdrd�=  Z R0 r3dr!�Z 2�0 cos2 �d�� = R44 � (7.26)Machen Sie sich klar, da� die Vereinfachung darin bestand, da� in den neuenKoordinaten eine Faktorisierung vorliegt!Beispiel 2: Wir hatten oben schon Funktionen behandelt, die nur von r =j~rj abh�angen, wollen aber diesen Fall nochmals schnell in PolarkoordinatenabhandelnZr�R f(r)d2r = Z R0 Z 2�0 f(r)rdrd� = Z 2�0 d� Z R0 f(r)rdr = 2� Z R0 f(r)rdr(7.27)3-Dim: KugelkoordinatenWir parametrisieren die drei Koordinaten ~r = (x; y; z) mittels Abstand r,geographischer L�ange 0 � � � 2� und geographischer Breite 0 � � � �durch
r

φ
θ



Mathematische Methoden in der Physik 39x = r sin � cos�;y = r sin � sin�;z = r cos �; (7.28)Nun m�ussen wir uns Gedanken �uber das Volumen der Fl�ache machen, dievon ~r(r; �; �) �uberstrichen wird, wenn r, � und � um \kleine" dr, d� und� variieren. Wie bei den Polarkoordinaten stehen die partiellen Ableitungenvon ~r(r; �; �) nach r, � und � orthogonal aufeinander. Die Kantenl�angendes in�nitesimalen Quaders sind dr � r sin �d� � rd�. Also ist das 3-dim.Volumenelement d3r = sin �d�d�r2dr. Damit gilt f�ur die Integration einerFunktion f(~r) �uber eine Kugel vom Radius RZ f(~r)d3r = Z R0 Z 2�0 Z �0 f(r sin � cos�; r sin � sin�; r cos �) sin �d�d�r2dr(7.29)Im Vergleich zu den Polarkoordinaten ist die \Theta-Integration" hinzu ge-kommen. Hier kann h�au�g mit Gewinn von der Integrationsvariablen � auf� := cos � transformiert werdenZ �0 (� � �) sin �d� = Z �11 (� � �) [�d(cos �)] = Z 1�1(� � �)d� (7.30)Beispiel 3: Wir hatten oben schon Funktionen behandelt, die nur von r =j~rj abh�angen, wollen aber diesen Fall nochmals schnell in Polarkoordinatenabhandeln Zr�R f(r)d3r = Z R0 Z 2�0 Z �0 f(r) sin �d�d�r2dr=  Z R0 f(r)r2dr!�Z 1�1 d���Z 2�0 d��= 4� Z R0 f(r)r2dr (7.31)Beispiel 4: Bei der Berechnung des Tr�agheitsmomentes einer homogenenKugel bzgl. der z�Achse sto�en Sie auf das IntegralZr�R(x2 + y2)d3r = Zr�R(r sin �)2d3r=  Z R0 r2r2dr!�Z 1�1 sin2 �d cos ���Z 2�0 d��= R55 � 2� � Z 1�1(1� �2)d� = R55 � 2� � �� � �33 � ���1�1= R55 � 2� � 43 = 25V R2 (7.32)



40 A. Kl�umperDie Vereinfachung bei Benutzung der Kugelkoordinaten bestand darin, da�in den neuen Koordinaten eine Faktorisierung stattfand!3-Dim: ZylinderkoordinatenWir parametrisieren die drei Koordinaten ~r = (x; y; z) mittels Abstand � vonz� (Zylinder){Achse, Winkel 0 � � � 2� und H�ohe z durch
φ

ρ

z

x

y

x = � cos�;y = � sin�;(z = z) (7.33)In gewisser Weise haben wir hier eine Kombination der 2-dim. Polarkoor-dinaten und einer restlichen kartesischen Koordinate. Wie oben stehen diepartiellen Ableitungen von ~r(�; �; z) nach �, � und z orthogonal aufeinander.Die Kantenl�angen des in�nitesimalen Quaders sind d���d��dz. Also ist das3-dim. Volumenelement d3r = (�d�)(d�)(dz). Damit gilt f�ur die Integrationeiner Funktion f(~r) �uber einen Zylinder vom Radius R und H�ohe HZ f(~r)d3r = Z R0 Z 2�0 Z H0 f(� cos�; � sin�; z)�d�d�dz (7.34)Beispiel 5: Bei der Berechnung des Tr�agheitsmomentes eines homogenenZylinders bzgl. der z�Achse sto�en Sie auf das IntegralZZylinder(x2 + y2)d3r = ZZylinder �2d3r = Z R0 �3d� Z 2�0 d� Z H0 dz= 2�H �44 ���R0 = �2R4H = 12V R2 (7.35)Integrals�atzeWir hatten schon im letzten Kapitel die in�nitesimalen Versionen der Inte-grals�atze nach Stokes und Gau� kennengelernt. Nach diesen S�atzen lassen sichIntegrale von Vektorfeldern �uber geschlossene Wege in Integrale der Rotatio-nen �uber die eingeschlossenen Fl�achen umschreiben (Stokes). Analog gehen



Mathematische Methoden in der Physik 41Integrale von Vektorfeldern �uber geschlossene Fl�achen in Integrale der Diver-genzen �uber die eingeschlossenen Volumina �uber (Gau�).Die soeben formulierten S�atze wurden f�ur in�nitesimale Geometrien \be-wiesen". Da endliche Geometrien in geeigneter Weise diskretisiert werdenk�onnen, liefert die Anwendung der Integrals�atze auf die in�nitesimalenRecht-ecke und Quader die gew�unschte Aussage f�ur die endlichen Geometrien! Be-achte: die Beitr�age von aneinander sto�enden Kanten bzw. Fl�achen zumWeg-bzw. Fl�achenintegral heben sich paarweise auf!
Zgeschl.Weg ~F (~r)d~r = Zeingeschl.Fl�ache ~r� ~F (~r) d ~A (Stokes)Zgeschloss.Fl�ache ~F (~r)d ~A = Zeingeschl.Volumen ~r � ~F (~r) dV (Gau�) (7.36)Bemerkung: Bevor wir Beispiele angehen, soll noch auf eine anschaulicheDeutung des Gau�'schen Satzes hingewiesen werden. Das Fl�achenintegral ei-nes Vektorfeldes hat die Bedeutung eines Flu�' aus dem umschlossenen Volu-men durch die begrenzende Ober�ache. Nach Gau� ist dieses Integral gleichdem Volumenintegral der Divergenz des Vektorfeldes, diese charakterisiertnach Gau� die Quellen des Vektorfeldes. Daher auch der Name \Divergenz".Beispiel Stokes: Das Vektorfeld ~F (x; y; z) = (�y; x; 0) integriert �uber denKreis mit Radius R um den Ursprung in der xy-Ebene liefert 2�R2, sieheBeispiel 2 (S.25) in Kapitel 6. Nach Beispiel 2 (S.30) ist ~r � F = (0; 0; 2),also konstant. Hier liefert die Integration von ~r � F �uber die umrandeteKreisscheibe (Fl�achenvektor (0; 0; �R2) direkt �R2�2. Man sieht die Gleich-heit!Beispiel Gau�: Betrachte ~F (~r) = rnr̂. Es gilt~r � ~F = @@x (rn�1x) + @@y (rn�1y) + @@z (rn�1z)= rn�1 + (n� 1)rn�2 xr x+ :::= 3rn�1 + (n� 1)rn�2 r2r = (n+ 2)rn�1 (7.37)Integral �uber Kugel�acheZFl�ache ~F (~r)d ~A = 4�R2Rn = 4�Rn+2 (7.38)



42 A. Kl�umperIntegral der Divergenz �uber Kugel (sinnvoll f�ur n > 2)ZKugel ~r � ~F (~r)dV = 4� Z R0 (n+ 2)rn�1r2dr= 4�rn+2���R0 = 4�Rn+2 (7.39)Identit�at!



Mathematische Methoden in der Physik 438 Kepler-ProblemWir wollen nun die Bewegungsgleichung f�ur ein Teilchen (Planet...) der Massem im Gravitationsfeld ~F (~r) = �GMmr2 r̂ (8.1)behandeln. Zu der obigen Zentralkraft geh�ort das PotentialU(~r) = �GMmr (8.2)Zun�achst sehen wir davon ab, da� wir ein 2-K�orperproblem zu l�osen haben.Wir nehmen an, da� die Masse M des zentralen K�orpers (Sonne) viel gr�o�erals m ist, so da� der zentrale K�orper ruht. Wir werden jedoch noch verste-hen, da� jedes 2-K�orperproblem durch Einf�uhren der sog. reduzierten Masseauf ein e�ektives 1-K�orperproblem reduziert werden kann. Unsere N�aherungstellt somit keine wirkliche Einschr�ankung dar.Wir notieren zwei Erhaltungss�atze:1) Energieerhaltung m2 _~r2 + U(~r) = E (8.3)2) Drehimpulserhaltung ~L := ~r � ~p (8.4)Die Energieerhaltung wurde schon aus den Newton'schen Bewegungsglei-chungen abgeleitet. Hier ist noch die Erhaltung des Drehimpulses zu be-gr�unden: _~L = _~r � ~p+ ~r � _~p = ~pm � ~p+ ~r � ~F = 0 + 0; (8.5)die letzten beiden Ausdr�ucke werten sich zu 0 aus, da u.a. ~F und ~r kollinear(parallel) sind.Wir �uberlegen weiter, da� die Bewegung in einem Zentralpotential immerin eine Ebene erfolgt, die durch Anfangsbedingungen festgelegt ist, n�amlichdurch Orts- und Geschwindigkeits-Vektor zur Zeit t0. Da die Kraft radial-symmetrisch ist, liegen alle Kraftvektoren und somit auch die Beschleuni-gungsvektoren in der Ebene, die folglich nie verlassen wird. (Dies folgt auchaus der Drehimpulserhaltung. Alle Orts- und Impulsvektoren m�ussen zu allenZeiten senkrecht auf ~L stehen.)In der Ebene f�uhren wir Polarkoordinaten ein:~r = r0@ cos�sin�0 1A; _~r = _r0@ cos�sin�0 1A+ r _�0@� sin�cos�0 1A (8.6)



44 A. Kl�umperHier stellen r und � zeitabh�angige Funktionen dar: r(t), �(t). F�ur _~r tretenzwei Summanden auf, die orthogonal zueinander stehen!Berechnung des Drehimpulses mittels (8.6)~L = ~r � ~p = m~r � _~r = mrr _�0@ cos�sin�0 1A�0@� sin�cos�0 1A = mr2 _�0@ 0011A (8.7)Wir sehen, da� nur die dritte Komponente von Null verschieden ist, diesenennen wir L (und f�uhren auch l = L=m ein):L := mr2 _�; l := Lm = r2 _� (8.8)Sowohl L als auch l sind zeitlich konstant.Zur Energieerhaltung: _~r2 = _r2 + r2 _�2 (8.9)Einsetzen von (8.8) liefert mit (8.3)m2 � _r2 + r2 _�2�+ U(r) = Em2 � _r2 + l2r2�+ U(r) = E (8.10)Im Prinzip ist das Problem nun gel�ost. Mit der letzten Gleichung kann ei-ne DGL erster Ordnung f�ur r(t) mit getrennten Variablen hergeleitet wer-den _r = f(r). Diese kann au�ntegriert werden mit dem Ergebnis t = t(r).Invertieren liefert r = r(t). Danach l�a�t sich auch (8.8) au�ntegrieren, da_�(t) = l=r2(t). Leider kann dieses Programm nur numerisch durchgef�uhrtwerden, da keines der beiden Integrale \tabelliert ist".Es gibt einen Trick, wie zumindest teilweise analytisch weitergerechnet wer-den kann und eine \geschlossene" Form f�ur die Bahnkurve R(�) in Polarko-ordinaten hergeleitet werden kann. Wir werden sehr schnell die Gleichungenf�ur Kegelschnitte �nden.Wir schreibenr(t) = R(�(t)); _r = R0(�) _� = R0(�) lR2 = �� 1R(�)�0 l; (8.11)wobei 0 die Ableitung nach � bezeichnet. Damit folgt 11 In analoger Weise l�a�t sich jedes beliebige Zentralpotential U(r) behandeln. Mansieht, da�f�ur ein geeignetes 1=r2 Potential undE = 0 als Bahn eine logarithmischeSpiralbahn ergibt, d.h. R(�) = R0 exp(��).



Mathematische Methoden in der Physik 45"� 1R�0#2 +� 1R�2 � 2GMl2 1R = 2Eml2 (8.12)Quadratische Erg�anzung"� 1R�0#2 +� 1R � GMl2 �2 = 2Eml2 +�GMl2 �2 (8.13)Wir k�onnen hier die L�osung in geschlossener Form angeben, da das mathe-matische Problem vom harmonischen Oszillator bekannt ist1R � GMl2 =s 2Eml2 +�GMl2 �2 cos� (8.14)oder mit den Abk�urzungen (p Parameter, e Exzentrizit�at)p = l2GM ; e =r1 + 2El2G2mM2 (8.15)lautet die Bahnkurve pR(�) = 1 + e cos� (8.16)Eine trivial scheinende Beobachtung ist, da� R(�) eine 2�-periodische Funk-tion ist. Dies ist alles andere als trivial, da die physikalische Bedeutung ist,da� alle endlichen Bahnen geschlossen sind!Mit einem Blick zu (8.13) erkennen wir, da� die Paramter p und e unabh�angigvoneinander alle beliebigen Werte aus IR+ annehmen k�onnen. Wir diskutie-ren die einzelnen F�alle.Kreis e = 0
a

O�enbar wir durch e = 0 eine Bahn mit konstantem Radius p beschrieben.



46 A. Kl�umperEllipse 0 < e < 1
p

p/(1+e)p/(1-e)

aeHier wird eine geschlossene Bahn beschrieben mit Perihel und Aphel (demZentrum n�achstgelegenen bzw. entferntesten Punkt) bei � = 0 und = � mitWerten Rmin = p1 + e ; Rmax = p1� e (8.17)Das arithmetische Mittel, die sog. gro�e Halbachse a ista = p1� e2 = �GmM2E (8.18)Der Abstand des Ellipsenmittelpunktes vom Gravitationszentrum ista� p1 + e = p2 � 11� e � 11 + e� = pe1� e2 = ae (8.19)Nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie (siehe auch �Ubungen)ist die kleine Halbachse b b = pp1� e2 (8.20)Parabel e = 1
Hier liegt eine unbeschr�ankte Bahn vor, da R(�) mit �! �� gegen1 geht.Hyperbel e > 1

pe/(e -1)2

φ0



Mathematische Methoden in der Physik 47Hier liegen ebenfalls unbeschr�ankte Bahn vor, da R(�) mit � ! ��0 gegen1 geht. Dabei ist �=2 < �0 < � und gegeben durchcos�0 = �1e (8.21)Mit einem Blick zu (8.15) stellen wir fest, da� die endlichen (oder gebun-denen) Bahnen, d.h. Kreis und Ellipse, bei negativer Gesamtenergie E < 0auftreten. Unbeschr�ankte (oder ungebundene) bahnen liegen in den F�allender Parabel und der Hyperbel vor mit Gesamtenergie E = 0 bzw. E > 0.Bemerkung: Das Argument der Wurzel in (8.15) kann nie negativ werden!Warum?Wir k�onnen nun die Keplerschen Gesetze zusammenfassen:1. Gesetz (Geometrie der Bahnkurven)Die Bahnkurven sind Kegelschnitte, im speziellen Fall der gebundenen Bah-nen (negative Gesamtenergie) Ellipsen und Kreise.2. Gesetz (Fl�achensatz)Der Ortsvektor (Zentrum{Planet) �uberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fl�achen.Dies folgt aus der DrehimpulserhaltungdA = 12r � rd� =) _A = r22 _� = l2 (8.22)Wir k�onnen diese Beziehung sogar �uber einen Umlauf mit Umlaufzeit (Peri-ode) T au�ntegrieren und erhaltenAges = l2T (8.23)Wir setzen ein Ages: = �ab = �app1� e2 (8.24)und quadrieren die resultierende Beziehung�2a2p21� e2 = l24 T 2 (8.25)Mit (8.18) und (8.15) folgt dannp21� e2 = ap = al2GM (8.26)und ferner



48 A. Kl�umper �2a3GM = T 24 ) T 2a3 = 4�2GM (8.27)also:3. Gesetz (Beziehung Periode{gro�e Halbachse)Das Verh�altnis aus Quadrat der Umlaufzeit zur dritten Potenz der gro�enHalbachse ist konstant.Das Zwei-K�orper-Problem und die reduzierte MasseHier wollen wir die angek�undigte Reduzierung des Zwei-K�orper- auf ein Ein-K�orper-Problem durchziehen. Wir benennen die Ortsvektoren der K�orper mitMassen M und m mit ~rM und ~rm. Die Bewegungsgleichungen lautenM�~rM = ~F (~rM � ~rm); m�~rm = �~F (~rM � ~rm) (8.28)Summieren liefert f�ur den Schwerpunkt~rS = M~rM +m~rmM +m (8.29)des Systems �~rS = 0 also eine gleichm�a�ige unbeschleunigte Bewegung. F�urdie Di�erenzkoordinate ~r = ~rM � ~rm folgt�~r = � 1M + 1m� ~F (~r) (8.30)also die bekannte Bewegungsgleichung mit einer e�ektiven, der sog. reduzier-ten Masse �, die durch 1� = 1M + 1m (8.31)de�niert ist.Wir k�onnen nun alle Formeln wie oben angegeben �ubernehmen, wobei wir imwesentlichenm durch � zu ersetzen haben, au�er in der Kombination GMm.Wir sehen, da� die ersten beiden Kepler Gesetze unver�andert gelten. F�ur das3. Kepler Gesetz erhalten wir jedochT 2a3 = 4�2 �GMm = 4�2G(M +m) (8.32)Wir sehen, da� f�ur ein gegebenes Zentrum mit Masse M und zwei Planetenmit Massen m1, m2, sowie Bahnparametern T1, T2 und a1, a2 gilt:a31a32 = T 21T 22 M +m1M +m2 (8.33)



Mathematische Methoden in der Physik 49PeriheldrehungWir hatten schon auf eine wichtige Eigenschaft der gebundenen Bahnen im1=r Potential hingewiesen: Geschlossenheit (bzw. 2�{Periodizit�at). Diese Ei-genschaft ist nicht selbstverst�andlich, da sie im Falle von 1=rn{Potentialennur f�ur n = 1 und n = �2 gilt.Abweichungen vom Fall n = 1 sind nicht unrealistisch, so gibt es in einerrelativistischen Behandlung des Keplerproblems einen Energiesatz wie (8.10),mit einer Korrektur zum Potential U(r) wieU(r)� > U(r) � 34mM2G2r2c2 (8.34)Es ergibt sich hier eine Periheldrehung (nach ordentlicher relativistischerRechnung) von ��2� = 3MGrc2 (8.35)wobei r der mittlere Sonnenabstand ist. Bei Merkur ist die durch relativisti-sche E�ekte bedingte Periheldrehung am st�arksten und betr�agt 0:103800 proUmlauf bzw. 43:11� 0:4500 pro Erdjahrhundert.



50 A. Kl�umper9 Der starre K�orperWir notieren zun�achst die bekannten Erhaltungss�atze, Energie, Drehimpuls,Impuls. Diese Erhaltungsgr�o�en gelten f�ur 1-, 2-,...N{K�orpersysteme, fallsdie Teilchen-Teilchen-Wechselwirkung eine konservative Zwei-Teilchenkraftist, die radialsymmetrisch ist und (nat�urlich) dem 3. Newton'schen Gesetz(Actio=Reactio) gen�ugt.Die Energie ist die Summe der kinetischen Energien der einzelnen Teilchenplus potentielle Energie, die die Summe aller Zwei-Teilchen-Potentiale ist.Bei der Kraftaus�ubung zwischen den Teilchen wird Drehimpuls �ubertragen,aber paarweise bleibt dieser erhalten (siehe �Ubungen). Analoges gilt f�ur denImpuls.Wir wollen nun ein speziellesN{Teilchensystem (Atome) betrachten, bei demdie 2-Teilchen-Kr�afte einen festen Abstand �xieren. O�enbar gelten hier diedrei Erhaltungss�atze. Die Freiheitsgrade der vielen Teilchen sind aber so-weit reduziert, da� nur 6 �ubrig bleiben: 3 Translations- und 3-Rotations-Freiheitsgrade. Generell ist jede Bewegung, die ein starrer K�orper ausf�uhrenkann eine Rotation um eine geeignet zu w�ahlende Achse (evtl. au�erhalb desK�orpers). Alternativ kann diese Bewegung als �Uberlagerung aus Translationdes Schwerpunktes und Eigenrotation um eine Achse durch den Schwerpunktbeschrieben werden.Zentral ist der Begri� der Winkelgeschwindigkeit ~!. F�ur starre Drehung umAchse durch Ursprung mit Richtung ~̂! und Winkelgeschwindigkeit j~!j hatein Punkt mit Ortsvektor ~r die Geschwindigkeit ~v~v = ~! � ~r (9.1)Liegt eine Drehung um eine Achse ~! durch einen Punkt ~R vor, dann ist derZusammenhang zwischen ~r und ~v nat�urlich~v = ~! � (~r � ~R) (9.2)Der Deutlichkeit wegen spricht man auch von momentaner Drehachse, umu.a. auf die zeitliche �Anderung der Drehachse hinzuweisen.ImpulsBei einer reinen Rotation um ~! durch ~R ist der Impuls durch die Gesamt-masseM gegeben:~P =Xm~v =Xm~! � (~r � ~R) =M~! � (~rS � ~R) (9.3)Hier wurde benutzt Xm =M; Xm~r =M~rS (9.4)



Mathematische Methoden in der Physik 51DrehimpulsHier wollen wir f�ur den Fall der reinen Rotation um eine Achse durch denUrsprung eine kompakte Formel f�ur den Drehimpuls des starren K�orpersdurch Summation (Pm:::) �uber die einzelnen Teilchen (Atome,...) herleiten.Mit (2.22) gilt~L =Xm~r � ~v =Xm~r � (~! � ~r) =Xm[r2~! � ~r(~r~!)]=Xm0@ r2 r2 r21A ~! �Xm0@x1x1 x1x2 x1x3x2x1 x2x2 x2x3x3x1 x3x2 x3x31A ~!= I � ~! (9.5)hierbei wurde der Tr�agheitstensor benutzt:I = 0@Pm(x22 + x23) �Pmx1x2 �Pmx1x3�Pmx2x1 Pm(x21 + x23) �Pmx2x3�Pmx3x1 �Pmx3x2 Pm(x21 + x22)1A (9.6)F�ur kontinuierliche Massenverteilungen wird die Summe Pm durch das In-tegral R dm bzw. R dr3�(~r) ersetzt, wobei �(~r) die Massendichte ist.Beispiel: Betrachte die Anordnungen von Massenpunkten (jeweils gleicheMasse m) wie in der Figur. Die Tr�agheitstensoren lautenI1 = m0@ 3=2 0 00 3=2 00 0 31A ; I2 = m0@ 2 �1 0�1 1 00 0 31A (9.7)I1 ist diagonal, ferner sind die ersten beiden Diagonalelemente identisch. In-terpretation: ist die Winkelgeschwindigkeit parallel zur z-Achse, oder liegt siein der x�y-Ebene, so sind Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit kollinear.(Haupttr�agheitsachsen bzw. Eigenvektoren von I!). Bei Abwesenheit �au�e-rer Kr�afte ist die Rotation um Haupttr�agheitsachsen leicht zu beschreiben:Drehachse und Drehimpulsachse sind zeitlich konstant. Ist eine (momentane)Drehachse nicht identisch mit einer Haupttr�agheitsachse, so beschreibt derstarre K�orper eine Rotation um die (momentane) Drehachse, die selbst umdie (zeitlich koonstante) Drehimpulsachse pr�azediert.
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52 A. Kl�umperIm Fall I2 ist die Matrix nichtdiagonal. Liegt hier die Winkelgeschwindigkeitparallel zur x-Achse, so ist der Drehimpuls nicht parallel! Es lassen sich aberbei allen symmetrischen reellen Matrizen orthogonale Eigenvektoren �nden.Man pr�ufe, da� f�ur I2 folgende Vektoren0@ 1(�1 +p5)=20 1A; 0@ 1(�1�p5)=20 1A; 0@ 0011A (9.8)Eigenvektoren zu den Eigenwerten (3+p5)=2, (3�p5)=2, 3 sind und damitHaupttr�agheitsachsen de�nieren.Bemerkung: (i) Der Drehimpuls ist abh�angig vom Aufpunkt!(ii) Oben wurde angenommen, da� die Drehachse durch den Koordinatenur-sprung laufe. Falls die Drehachse ~! durch ~R laufe, gilt f�ur den Drehimpulsbezgl. des Koordinatenursprungs~L =Xm~r � ~v =Xm~R� ~v +Xm(~r � ~R)� ~v = ~R� ~P + ~LR (9.9)wobei ~LR = IR~! den Drehimpuls bzgl. ~R bezeichnet bzw. IR der Tr�agheits-tensor des starren K�orpers bzgl. ~R.Da die Drehachse eines starren K�orpers sich allgemein bei der Bewegung�andert, ist es sinnvoll von der Beschreibung der Bewegung als reine Rotationum die momentane Drehachse abzur�ucken und die Bewegung als Translationdes Schwerpunktes mit gleichzeitiger Rotation um Achse durch den Schwer-punkt mit Winkelgeschwindigkeit ~! zu behandeln.Sei die Geschwindigkeit des Schwerpunktes ~rS gleich ~vS , dann ist die Ge-schwindigkeit ~v eines beliebigen Punktes mit Ortsvektor ~r~v = ~vS + ~! � (~r � ~rS) (9.10)Der Drehimpuls ist gleich~L =Xm~r � ~v =Xm~r � (~vS + ~! � (~r � ~rS))=M~rS � ~vS +Xm~r � (~! � (~r � ~rS))=M~rS � ~vS +Xm~rS � (~! � (~r � ~rS)) +Xm(~r � ~rS)� (~! � (~r � ~rS))= ~rS � ~P + 0 + ~LS (9.11)erf�ullt also eine Beziehung analog zu (9.9). Worin besteht der Unterschied?Kinetische EnergieDie kinetische Energie stellt sich wieder als einfacher Ausdruck bei Benutzungdes Tr�agheitstensors dar. Mit (2.22) folgt



Mathematische Methoden in der Physik 53Ekin = 12Xm~v2 = 12Xm(~! � ~r)2 = 12Xm[~!2~r2 � (~!~r)2] = 12~!T I~!(9.12)Liegt eine Rotation um eine Achse durch ~R vor, so ist oben in den Formeln~r durch ~r � ~R zu ersetzen, bzw. I durch IR, den Tr�agheitstensor bzgl. ~REkin = 12~!T IR~! (9.13)Sei nun wieder die allgemeine Bewegung als �Uberlagerung aus Translationdes Schwerpunktes ~rS und Rotation um Achse durch ~rS beschrieben, danngiltEkin = 12Xm~v2 = 12Xm(~vS + ~! � (~r � ~rS))2= 12Xm~v2S +Xm~vS(~! � (~r � ~rS)) + 12Xm(~! � (~r � ~rS))2= M2 ~v2S + 0 + 12~!T IS~! (9.14)Aus der letzten Beziehung folgt der Satz von Steiner, siehe auch �Ubungen.BewegungsgleichungenDie Aufspaltung der Bewegung in Translation und Eigenrotation ist dieGrundlage zur Behandlung der Bewegung des starren K�orpers bei Einwir-ken von �au�eren Kr�aften ~Fi an Punkten ~ri. Sei ~F = P ~Fi die Gesamtkraftund ~M =P(~ri �~rS)� ~Fi das Gesamtdrehmoment bzgl. des Schwerpunktes.Dann gilt _~P =M�~rS = ~F ; _~L = ~M (9.15)(Achtung: hier gilt _~L = I _~! nur ausnahmsweise. _I = 0 gilt nat�urlich immerf�ur vollst�andig symmetrische Kreisel.)Beispiel: Es rolle eine Kugel mit Masse m und Tr�agheitsmoment I (isotrop)eine schiefe Ebene mit Neigungswinkel � hinunter, siehe Figur. Die Haftrei-bung sei hinreichend starke, so da� kein \Schlupf" vorliege, d.h. die relativeGeschwindigkeit zwischen Kugelober�ache und Unterlage sei null. Die Ebene�ubt am Kontaktpunkt eine Kraft mit Vertikal- und HorizontalkomponentenF1 und F2 aus. Die Schwerkraft hat Komponenten mg cos� und mg sin�.
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54 A. Kl�umperTranslationsfreiheitsgradDie Vertikalkomponenten kompensieren sich, die Horizontalkomponenten sindUrsache der Beschleunigung �x parallel zur Ebene:�F1 +mg cos� = 0�F2 +mg sin� = m�x (9.16)RotationsfreiheitsgradDas Drehmoment bezogen auf den Schwerpunkt ist M = R � F2. Die Win-kelbeschleunigung (zeitl. Ableitung der Winkelgeschwindigkeit) ist �x=R, dakein Schlupf vorhanden. Gleichsetzen von M und _L = I�x=R:F2 = I �xR2 (9.17)Eliminieren von F2: mg sin� = �m+ IR2� �x (9.18)Beispiel: Kr�aftefreier symmetrischer KreiselWir betrachten nun einen starren K�orper mit einer Rotations-Symmetrieachse(\Figurenachse"), d.h. einen K�orper mit zwei gleichen Haupttr�agheitsmomen-ten I1 = I2 und einem i.a. verschiedenen I3. Siehe hierzu das Beispiel 1 diesesKapitels. Wir �uberlegen uns zun�achst, da� bei einer Rotation um eine mo-mentane Drehachse ~! durch den Schwerpunkt (die Schwerpunktsbewegungwerde als abgespalten betrachtet), die momentane Drehachse ~!, die Figu-renachse und die Drehimpulsachse in einer Ebene liegen. Dazu gehe in einmomentanes Bezugssystem, das als x3-Achse die Figurenachse habe, als x1-Achse eine dazu senkrechte Achse, die in der Ebene aus ~L und Figurenachseliege. Die x2-Achse sei senkrecht zu den x1�, x3-Achsen.Die Winkelgeschwindigkeit ist in diesen Koordinaten (=Haupttr�agheitsach-sen) ~! = (!1; !2; !3) und ~L = I~! = (I1!1; I1!2; I3!3). Andererseits gilt~L = (L1; 0; L3), also folgt !2 = 0, d.h. die Behauptung.
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Da die Drehimpulsachse i.a. nicht mit der Figurenachse zusammenf�allt, be-steht die Gesamtrotation aus einer Rotation um die Figurenachse mit �uberla-gerter Drehung bzw. Pr�azession der Figurenachse. Um die beiden Anteile zu



Mathematische Methoden in der Physik 55bestimmen, zerlegen wir ~! in zwei linear unabh�angige (aber nicht notwendigorthogonale) Komponenten bzgl. ~L und der Figurenachse:0@!10!31A = �~L+ �x̂3 = �0@ I1!10I3!31A+ �0@ 0011A (9.19)Es mu� � = 1=I1 sein! Also ist~!pr = ~L=I1 = 0@ !10I3I1!31A (9.20)Unter der weiteren Bewegung bleibt ~L zeitlich konstant, nicht jedoch dieFigurenachse und die momentane Drehachse ~!. Unver�andert wird die An-ordnung in einer gemeinsamen Ebene mit den gleichen Winkeln zwischen ~L,Figurenachse und ~! sein. (Keine Nutations-Bewegung.) Grund: die Pr�azessi-on bewegt die Figurenachse senkrecht aus der augenblicklichen gemeinsamenEbene heraus.



56 A. Kl�umper10 StatistikWahrscheinlichkeit, MittelwertEine Variable A nehme Werte aus einer vorgegebenen Menge fa1; :::; a�g an.Man denke an Messungen einer physikalischen Gr�o�e. Es seien N Messungendurchgef�uhrt worden mit Ergebnissen A(1), A(2), ..., A(N), wobei nk mal derWert ak gemessen wurde (k = 1, 2, 3, ..., �). Wir sind im allgemeinen nichtan den einzelnen Me�werten interessiert, sondern an geeigneten Mittelwerten(Erwartungswerten), so z.B.A = 1N NXi=1 nkA(i) = 1N �Xk=1 nkak = �Xk=1 nkN ak (10.1)wobei im Limes N ! 1 die Wahrscheinlichkeit des Me�wertes ak de�niertwird wk := limN!1 nkN (10.2)Bemerkung: Wahrscheinlichkeitsverteilungen erf�ullen o�ensichtlich0 � wk � 1; Xk wk = 1 (10.3)Die Me�werte fa1; :::; a�g mit Wahrscheinlichkeiten wk de�nieren eine Ereig-nisreihe.Beispiel 1: W�urfelHier sind die \Me�ergebnisse" die Zahlen 1,2,3,4,5,6 mit den Wahrscheinlich-keiten wk = 1=6 f�ur k = 1,...,6.Beispiel 2: Modi�zierter W�urfel mit Beschriftung 1,2,3,4,(4,4)Hier lauten die Wahrscheinlichkeiten wk = 1=6 f�ur k = 1,...,3 und w4 =3=6 = 1=2.De�nition: Allgemeine MittelwerteSei f eine Funktion. Bisher wurde betrachtet f(A) = A, A2. Aber auchallgemeiner f�ur f(A) = An oder jede andere Funktion (f(A) = sinA) wirdde�niert f(A) =Xk wkf(ak) (10.4)O�enbar gilt Linearit�at unter der Mittelung�f(A) = �f(A); f(A) + g(A) = f(A) + g(A) (10.5)falls � konstant ist.



Mathematische Methoden in der Physik 57SchwankungWir wollen ein Ma� f�ur die Abweichungen der Einzelwerte vom Mittelwertde�nieren. Ein geeignetes Ma� ist die mittlere quadratische Abweichung(A�A)2 =Xk wk(Ak �A)2 � 0 (10.6)O�ensichtlich gilt folgende Identit�at(A�A)2 = A2 � 2AA+A2 = A2 � 2AA+A2 = A2 �A2 (10.7)De�nition: Die Standardabweichung ist de�niert durch die Quadratwurzelder mittleren quadratischen Abweichung �A :=q(A�A)2.De�nition: Relative Schwankung �AAUnabh�angige EreignisseSei neben einer Ereignisreihe ak eine zweite Ereignisreihe bl gegeben. Un-abh�angigkeit der Ereignisse soll bedeuten, da� die Wahrscheinlichkeit f�ur eineMessung von (A;B) mit Ergebnis (ak; bl) einfach durch das Produktwabk;l = wak � wbl (10.8)mit geeigneten Einzelwahrscheinlichkeiten wak und wbl gegeben ist.Beispiel: Zwei W�urfelDie Wahrscheinlichkeit das Ergebnis k mit dem ersten W�urfel gleichzeitig lmit dem zweiten zu erzielen ist 16 � 16 = 136 .F�ur unabh�angige Ereignisse A und B lassen sich Mittelwerte von Produktenwie folgt behandelnf(A) � g(B) =Xk;l wabk;lf(ak)g(bl) =Xk;l wakf(ak)wbl g(bl)=  Xk wakf(ak)! Xl wbl g(bl)! = f(A) � g(B) (10.9)wobei z.B. f(A) bzgl. wab oder auch wa verstanden werden kann.In analoger Weise de�niert man die Unabh�angigkeit von beliebig vielen Er-eignisreihen. Ebenso ist die Verallgemeinerung der letzten Rechenregeln klar.Wir wollen diese �Uberlegungen auf Ensembles anwenden.De�nition: Ensemble: Menge von n vielen gleichartigen Objekten, �uber dieAussagen gemacht werden oder an denen Messungen vorgenommen werdensollen.



58 A. Kl�umperBeispiel 1: Ensemble von Molek�ulen eines Gases in einem Beh�alter. Mitt-lere Energie der Molek�ule entspricht der W�arme.Beispiel 2: Das Ausf�uhren von n-maligen Messungen an der gleichen Me�-apparatur kann als Ensemble aufgefa�t werden.Wir wollen nun an den n gleichartigen Objekten die gleichen Messungen(simultan) durchf�uhren und erhalten die Me�werte zu den Variablen A1,A2,...,An. Im weiteren wollen wir annehmen, da� die Ergebnisse dieser Ein-zelmessungen unabh�angig voneinander sind, aber der gleichen Wahrschein-lichkeitsverteilung gen�ugen mit Mittelwert a und Standardabweichung �a.Sch�atzwerteWir de�nieren als Sch�atzwert f�ur den Mittelwert des einzelnen EreignissesAj (mit in der Praxis unbekanntem a) das arithmetische MittelA = A1 +A2 + :::+Ann ; (10.10)das selbst eine Variable ist mit eigener Wahrscheinlichkeitsverteilung.Achtung: Formelm�a�ig scheint es sich hier um eine Duplizierung des oben Ge-sagten zu handeln. Der Unterschied ist durchaus subtil, wird aber dadurchklarer, da� wir uns �uberlegen, die n-vielen Einzelmessungen als \gro�e" Ge-samtmessung vorstellen, die beliebig h�au�g wiederholt wird. Der Erwartungs-wert von A ist dannA = 1nXAi = 1nXAi = 1nX a = a (10.11)Die Standardabweichung vonA ist jedoch nicht gleich�a, sondern viel kleinerA2 = 1n2 Xi;j AiAj = 1n2 Xi;j AiAj (10.12)Hier �uberlegen wir, da� AiAj unterschiedliche Ergebnisse liefert, je nachdemob i = j (A2i = (�a)2 + a2) oder i 6= j (AiAj = Ai Aj = a � a = a2) ist. AlsoA2 = 1n2 �n[(�a)2 + a2] + (n2 � n)a2� = 1n2 �n(�a)2 + n2a2� = 1n (�a)2+a2(10.13)Ferner (�A)2 = A2 �A2 = A2 � a2 = 1n(�a)2 (10.14)Damit ist die Standardabweichung �A = �a=pn um einen Faktor pn klei-ner!



Mathematische Methoden in der Physik 59Wiederum gehen wir pragmatisch vor und stellen fest, da� die Standardab-weichung weder von einzelnen Ereignissen Ai noch von dem arithmetischenMittel bekannt ist. Als Sch�atzwert f�ur (�a)2 mag man die VarianzV = Pi A2in � �Pi Ain �2 (10.15)ansehen. Der Erwartungswert der Varianz ist jedochV = (�a)2 + a2 �A2 = �1� 1n� (�a)2 (10.16)und damit gilt �a =r nn� 1V (10.17)BinomialverteilungVon N vorgegebenen Pl�atzen seien n besetzt (und N � n unbesetzt). DieAnzahl aller derartiger Kombinationen ist der Binomialkoe�zientN !n!(N � n)! =: �Nn � (10.18)Falls jeder der einzelnen Pl�atze unabh�angig mit der Wahrscheinlichkeit p be-setzt wird (und mit der Wahrscheinlichkeit q = 1 � p unbesetzt bleibt), istdie Wahrscheinlichkeit zu einer vorgegebenen Kon�guration von n besetztenund N � n unbesetzten Pl�atzen gerade pnqN�n. Die Wahrscheinlichkeit, ir-gendwelche n Pl�atze besetzt und die verbliebenen N �n unbesetzt zu haben,ist wn = �Nn � pnqN�n: (10.19)O�enbar gilt 0 � wn � 1 undNXi=0 wn = NXi=0 �Nn � pnqN�n = (p+ q)N = 1N = 1 (10.20)Beispiel: Krankheitsanf�alligkeit einzelner Menschen mit Wahrscheinlichkeitp f�uhrt zu einer Binomialverteilung im Krankheitsbild einer Gruppe (Gesell-schaft).Wir wollen nun allgemeine Mittelwerte (Momente) nm berechnen, also Mit-telwerte der m: Potenz der Gesamtzahl besetzter Pl�atzeNXi=0 wnnm = NXi=0 �Nn �nmpnqN�n = NXi=0 �Nn ��p @@p�m pnqN�n= �p @@p�m NXi=0 �Nn � pnqN�n = �p @@p�m (p+ q)N (10.21)



60 A. Kl�umperhier gehen wir von unabh�angigen p und q aus und setzen erst nach demAbleiten p+ q = 1. Es folgtn = pN(p+ q)N�1 = pN (10.22)undn2 = pN(p+ q)N�1 + p2N(N � 1)(p+ q)N�2 = pN + p2N(N � 1) (10.23)Also (�n)2 = n2 � n2 = p(1� p)N = pqN (10.24)
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