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0. EinleitungF�ur die meisten H�orer beginnt mit dieser Vorlesung ein zweij�ahriger Kursus intheoretisher Physik. Daher sind zu Beginn eine allgemeine Bemerkungen ange-braht.Ziel des Kurses in theoretisher Physik wird sein, Sie mit den Grundlagen un-serer heutigen Naturbeshreibung soweit vertraut zu mahen, da� Sie in derLage sein werden, die fundamentalen physikalishen Ersheinungen gr�undlih zuverstehen und quantitativ zu beshreiben. Gleihzeitig sollen Sie sih mittels diesesKurses eine solide Grundlage f�ur ein tieferes Eindringen in Spezialgebiete der the-oretishen Physik versha�en. Um dieses Ziel zu erreihen, sollte ein typisherStudierender die folgenden vier Dinge ernsthaft tun:1. Die betre�ende Vorlesung h�oren, in der er systematish mit dem zu erler-nenden Sto� bekannt gemaht wird.2. Parallel dazu empfohlene B�uher lesen, um den Vorlesungssto� zu vertiefen.3. Die Hausaufgaben l�osen, um den zu erlernenden Sto� gr�undlih zu reek-tieren und anwenden zu lernen.4. An den �Ubungen teilnehmen, um die rihtigen L�osungen der Hausaufgabenzu diskutieren und eventuelle Unklarheiten �uber den Vorlesungssto� zu elimi-nieren.Diese triviale Aufz�ahlung von f�ur ein eÆzientes Studium an sih selbstverst�and-lihen T�atigkeiten wird erfahrungsgem�a� leider von vielen Studierenden nihtbeahtet. Keine dieser vier Aktivit�aten sollte vernahl�assigt werden. Insbesonderekann der Nutzen einer selbst�andigen Besh�aftigung mit den Hausaufgaben garniht hoh genug eingesh�atzt werden.Der Kursus in theoretisher Physik umfa�t die vier Teile:1. Mehanik (Bewegung massiver K�orper)2. Elektrodynamik (Theorie elektrisher und magnetisher Felder)3. Quantenmehanik (Theorie atomarer Ersheinungen)4. Statistishe Physik (Statistishe Theorie von Systemen mit vielen Freiheits-graden und Thermodynamik)Die Bedeutung der klassishen Mehanik (im Gegensatz zur Quantenmehanik)besteht darin:1. Sie war die historish erste physikalishe Disziplin. Das erkl�art sihleiht daraus, da� sie sih mit Ersheinungen befa�t, die uns am direktestenzug�anglih sind, der Bewegung von K�orpern. Jeder Mensh maht auh ohneHilfsmittel Erfahrungen, die in der Bereih der Mehanik geh�oren. Die klas-sishe Mehanik ist daher in gewissem Sinne die elementarste physikalisheTheorie.2. Ihre Kenntnis ist von gro�er praktisher Wihtigkeit f�ur vielerlei Anwendun-gen in Tehnik, Bauwesen und vielen anderen Lebensbereihen.3



3. Sie stellt eine notwendige Grundlage zum Aufbau moderner physikalisherTheorien, wie etwa der Quantenmehanik, dar. Die vier Teile des Theorie-kurses sind also niht voneinander unabh�angig.Die grundlegenden Begri�e zum Aufbau der Mehanik sind vor etwa 300 Jahrenkonzipiert worden. Mit diesen Begri�en ist es dann gelungen, eine umfassendeerfolgreihe Beshreibung der Bewegung von Materie und deren Ursahen zu for-mulieren. Man mag sih fragen, warum die Aufstellung der klassishen Mehanikgerade dann gelang. Siher sind in diesem Zusammenhang geniale Pers�onlihkeitenwie Issa Newton (1643-1727) von gro�er Bedeutung gewesen. Aber es darfniht �ubersehen werden, da� nah einer langen Dominanz des Aristotelishen Welt-bildes shlie�lih die Zeit reif wurde f�ur unsere heutige Art der Naturbetrahtung.Wihtige Wegbereiter f�ur diese Entwiklung waren bekanntlih unter anderemGalileo Galilei (1564-1642) und Johannes Kepler (1571-1630). Aristoteles(384-322) und seine Shule hatten vor mehr als 2000 Jahren das gesamte \Wissen"ihrer Zeit �uber die Natur zusammengefa�t und geordnet. Diese Shriften wurdensp�ater f�ur mehr als 1000 Jahre als einzig legitime Quelle von Wahrheiten �uber Na-turersheinungen betrahtet. Anstelle, wie heute selbstverst�andlih, die Natur zubeobahten durfte man Aussagen �uber die Natur ausshlie�lih aus den Shriftendes Aristoteles entnehmen. Der abendl�andishe Mensh mu�te sih aus dieserunm�undigen Situation befreien, die ihm durh den Dogmatismus der r�omishenKirhe aufgezwungen wurde (Der PhilosophGiordano Bruno (1548-1600) wurdeim Jahre 1600 wegen abweihender Lehrmeinungen �uber die Natur des Universumsverbrannt). Im Gegensatz zu unserem heutigen kausalen Naturverst�andnis,nah dem jeder Naturvorgang durh eine ihm vorausgehende Ursahe bewirkt wird,war das aristotelishe Naturverst�andnis teleologish gepr�agt, d.h. ein Natur-vorgang entwikelt sih in bestimmter Weise, damit ein nat�urliher Endzustanderreiht wird (Ein Stein f�allt zu Boden, weil er dort hingeh�ort; ein sih selbst�uberlassener K�orper kommt zur Ruhe, weil dies sein nat�urliher Zustand ist).Die Entwiklung der modernen Physik wurde also nur dadurh m�oglih, da� mansih von alten Denkgewohnheiten befreien konnte: es war ein Paradigmenweh-sel erforderlih. Au�er dem Wehsel vom dogmatishen zum autarken Denkenund vom teleologishen zum kausalen Naturverst�andnis waren auh andere Ein-sihten von Bedeutung, zum Beispiel die, da� die irdishen und die himmlishenNaturvorg�ange von gleiher Art sind. Shlie�lih war die Entwiklung geeignetermathematisher Methoden zur Naturbeshreibung unverzihtbar.Es kann hier niht unser Ziel sein, die langwierige historishe Entwiklung bis zurklassishen Mehanik nahzuzeihnen, insbesondere weil wir heute von ganz an-deren Voraussetzungen ausgehen k�onnen als die Protagonisten. Wir leben in einertehnisierten Welt, die uns t�aglih ein kausales Naturverst�andnis nahelegt und unseinen riesigen Erfahrungsshatz an Bewegungsvorg�angen vermittelt - man denkeheutzutage insbesondere an die Raumfahrt. Wir betrahten die Natur als ma-nipulierbar. Wir verf�ugen �uber mathematishe Kenntnisse, die selbst denjenigenNewtons weit �uberlegen sind. Interessenten an Details der historishen Entwik-lung der Mehanik seien auf das Buh \Die Mehanik" von Ernst Mah, 9. Auage4



(1933, Nahdruk 1963) verwiesen.Es f�allt uns daher heute sehr leiht, die Grundgesetze der Mehanik zu akzep-tieren. Man neigt daher oft dazu, diese als selbstverst�andlih oder als absolut wahranzunehmen. Ih m�ohte daher niht vers�aumen, darauf hinzuweisen, da� die klas-sishe Mehanik wie alle physikalishen Theorien subjektive, historish bedingteAspekte hat. Dies ist im 20. Jahrhundert ja durh die Aufdekung von Grenzenihrer G�ultigkeit, die zur Entwiklung der relativistishen Mehanik und der Quan-tenmehanik f�uhrten, explizit deutlih geworden. Unsere Beshreibung der Naturist immer wesentlih durh unsere Denkkategorien und durh die derzeitigen Gren-zen unserer Naturkenntnis mitbestimmt und sollte niemals als allumfassend undendg�ultig angesehen werden. In diesem Sinne beshreibt Physik ein Abbild derNatur, niht die Natur an sih; sie formt ein Modell von der Natur. Wir werdensp�ater ein Beispiel daf�ur kennenlernen, da� man auh im Rahmen unserer kausalenNaturbeshreibung zu einer Formulierung der Mehanik kommen kann, die sihteleologish deuten l�a�t (siehe Hamiltonshes Prinzip). Wegen der M�oglihkeitsolher Mehrdeutigkeiten l�a�t sih eine logishe Herleitung eines mehanistishenoder materialistishen Weltbildes aus der \G�ultigkeit" oder \Rihtigkeit" der New-tonshen Mehanik niht rehtfertigen.Nah diesen historishen Vorbemerkungen wollen wir uns dem konkreten Themadieser Vorlesung zuwenden. Unser naiver naturphilosophisher Standpunkt ist derfolgende: Es gibt eine objektive materielle Welt, der wir als Physiker beobah-tend gegen�uberstehen. Wir nennen die Teile dieser Welt K�orper. Die K�orperbe�nden sih in einem dreidimensionalen Euklidishen Raum, den wir alsgegeben hinnehmen und niht weiter axiomatisieren wollen. Unter Benutzung vonMa�st�aben k�onnen wir die Lage der K�orper im Raum unter Bezugnahme auf einBezugssystem, das ebenfalls aus materiellen K�orpern gebildet wird, angeben.Im Laufe der Zeit, die wir ebenfalls als eine absolute gegebene Kategorie hin-nehmen, kann sih die Lage eines K�orpers (relativ zum Bezugssystem) ver�andern.Indem wir die Zeit mittels Uhren messen, k�onnen wir die sih daraus ergebendenBewegungen quantitativ beshreiben. Die Mehanik handelt von den Bewe-gungen der K�orper in Raum und Zeit und den Ursahen der Bewegung. Nahder Art der betrahteten K�orper wird die Vorlesung in 4 Abshnitte unterteiltwerden: Massenpunkte, Punktsysteme, starre K�orper und deformierbareMedien.Als Textb�uher zum Lesen und Nahshlagen neben der Vorlesung empfehle ih:1. H. Goldstein: \Klassishe Mehanik", Akademishe Verlagsgesellshaft (1989)2. A. Bud�o: \Theoretishe Mehanik", VEB Deutsher Verlag der Wissen-shaften (1971)3. F. Shek: \Mehanik", Springerverlag (1994)4. V. I. Arnold: \Mathematial Methods of Classial Mehanis", Springerverlag(1978)5. N. Straumann: \Klassishe Mehanik", Leture Notes in Physis 289,Stringerverlag (1987) 5



I. Mehanik des Massenpunktes1. Kinematik eines MassenpunktesWir beginnen mit einer Idealisierung: Massenpunkte oder punktf�ormige K�orpersind �ktive K�orper ohne r�aumlihe Ausdehnung (d.h. auh, ohne innere Struktur),aber mit endliher Masse. Ihre Lage kann vollst�andig durh einen Vektor im drei-dimensionalen Raum spezi�ziert werden, der in einem vereinbarten Anfangspunktoder Aufpunkt O eines Bezugssystems S angelegt wird:��!OP = r: (1:1)
.

.
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Der Begri� des Massenpunktes wird immer dann als n�aherungsweise Beshreibungeines K�orpers brauhbar sein, wenn dieser gen�ugend klein ist. Dabei h�angt es vonden Umst�anden ab, was klein bedeutet; denn von weitem betrahtet ersheintnat�urlih jeder K�orper klein. So k�onnen in der Himmelsmehanik die Planetenoft als Massenpunkte angesehen werden; die Lage der Erde ist dann durh einenPunkt im Raum gegeben. Dagegen verlangt die Post aus verst�andlihen Gr�undendetailliertere Angaben, wenn sie auf der Erde einen Brief zustellen soll. Damit istklar, da� ein und dasselbe Objekt je nah Fragestellung oder Blikwinkel einmalals Massenpunkt angesehen werden kann, ein andermal niht.Der Massenpunkt, von dem dieses Kapitel handelt, ist aber niht nur alsN�aherungskonzept f�ur reale K�orper gedaht, sondern auh als eine Arbeits-hypothese zur Einf�uhrung der Grundbegri�e der Mehanik. Wir werden sp�aterauf dieser Grundlage lernen, auh die Mehanik ausgedehnter K�orper angemessenzu beshreiben, und k�onnen dann in jedem Fall entsheiden, ob die Massen-punktn�aherung gut ist und wie gut sie ist. Die Mehanik der Massenpunkte istdie denkbar einfahste Mehanik.Wir werden zun�ahst kurz an die Kinematik eines Massenpunktes erinnern, d.h.an die wihtigsten Begri�e zur Beshreibung seiner Bewegung. Danah werden wiruns der Dynamik eines Massenpunktes zuwenden, indem wir nah den Ursahendieser Bewegung fragen.Die Bewegung eines Massenpunktes, gegeben durh die zeitlihe Ver�anderungseiner Lage im Bezugssystem, kann durh den Ortsvektor r = ��!OP als Funktion6



der Zeit harakterisiert werden: r(t). Die Kurve (gerihtete Punktmenge), die erdabei durhl�auft, nennt man seine Bahn. Die Vektorfunktion r(t) ist eine Para-meterdarstellung der Bahn. Da� die Beshreibung der Bewegung vom Bezugssys-tem abh�angt, sei kurz am Beispiel der Planetenbewegung diskutiert. In einemin der Sonne �xierten Bezugssystem beshreiben alle Planeten (n�aherungsweise)Kreisbahnen. Ein gleihfalls am Fixsternhimmel orientiertes, aber mit der Erdebewegtes Bezugssystem (das also niht die t�aglihe Eigenrotation der Erde mit-maht) l�a�t die Sonne auf einer Kreisbahn ersheinen und die �ubrigen Planetenauf Kreisen um die Sonne, also auf Epizyklen um die Erde. Beide Beshreibun-gen sind vom kinematishen Standpunkt v�ollig gleihwertig, die erste ist ein wenigeinfaher.
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Als Kuriosit�at sei bemerkt, da� die Konstruktion einer Zykloidenbahn als Vektor-summe zweier Kreisbahnen niht eindeutig ist. Wegen des Vektorparallelogramms(Kommutativit�at der Vektoraddition) sind zwei Konstruktionen derselben Zyk-loide m�oglih. W�ahrend die erste als Hilfspunkt die Position der Sonne verwendetund daher nahelegt, da� die anderen Planeten um die Sonne kreisen, stellt sih derHilfspunkt (?) der zweiten Konstruktion als ein von Planet zu Planet vershiedenerwillk�urliher Punkt im interplanetaren Raum heraus. Tats�ahlih wurde f�ur dieinneren Planeten im Altertum die erste Konstruktion verwendet und Merkur undVenus wurden als Monde der Sonne betrahtet. F�ur die �au�eren Planeten wurdejedoh die zweite Konstruktion bevorzugt, die die Kreisbewegung dieser Planetenum die Sonne vershleiert. Vom kinematishen Standpunkt sind auh diese beidenKonstruktionen v�ollig gleihwertig, aber niht vom dynamishen Standpunkt aus,weil nur die erste einen Hinweis auf die m�oglihen Hintergr�unde der Planeten-bewegung geben kann. Dieses Beispiel zeigt auh, da� man aus einer quantita-tiv sehr befriedigenden Beshreibung eines Naturvorgangs (zweite Konstruktion)keineswegs immer shlie�en kann, da� man dem Ph�anomen auf den Grund gegan-gen ist; eine noh so erfolgreihe Theorie mag so ungl�uklih formuliert sein, da�sie die Hintergr�unde des Geshehens v�ollig vershleiert.Ein wihtiger kinematisher Begri� ist die Geshwindigkeit eines Massenpunk-7



tes, gegeben durh v(t) := dr(t)dt � _r = lim�t!0 r(t+�t)� r(t)�t : (1:2)Die Geshwindigkeit v(t), genauer Momentangeshwindigkeit zur Zeit tgenannt, ist ebenfalls ein Vektor und wird durh die Messung des Ortes r zuzwei gen�ugend benahbarten Zeiten t und t + �t bestimmt. Die Rihtung derGeshwindigkeit ist tangential zur Bahn des Massenpunktes und ihr Betrag gibtden pro Zeitintervall zur�ukgelegten Weg auf der Bahn an. Die Geshwindigkeith�angt im Gegensatz zum Ort r niht von der Wahl des Aufpunktes O im Bezugssys-tem ab, denn mit einem zeitunabh�angigen Vershiebungsvektor  = ��!O0O giltnat�urlih d[r(t) + ℄=dt = dr(t)=dt.
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Die Beshleunigung eines Massenpunktes ist die zeitlihe Ableitung seinerGeshwindigkeit: a(t) := dv(t)dt � _v = d2r(t)dt2 � �r: (1:3)Man kann die Beshleunigung im Prinzip in Analogie zu (1.2) durh die Messungzweier benahbarter Geshwindigkeiten bestimmen. Sie ergibt sih aber auh ausder Messung des Ortes r zu drei benahbarten Zeiten, z.B. den Zeiten t��t, t undt+�t. Um dies einzusehen, entwikelt man den Ortsvektor in eine Taylorreihe:r(t+ Æ) = r(t) + Æ � v(t) + Æ22 � a(t) +O(Æ3)und berehnetr(t+�t) + r(t��t)� 2r(t) = a(t) � (�t)2 + O�(�t)3�:Daher gilt o�enbar a(t) = lim�t!0 r(t+�t) + r(t��t)� 2r(t)(�t)2 : (1:4)8



Die drei Endpunkte der Vektoren r(t + �t), r(t) und r(t � �t) bestimmen eineEbene (wenn sie niht zuf�allig auf einer Geraden liegen), die f�ur �t ! 0 in dieShmiegungsebene der Bahn �ubergeht. Die Beshleunigung a(t) liegt folglihin der Shmiegungsebene der Bahn und zeigt in Rihtung der konkaven Seite derBahn. Die in der Figur gezeigte Konstruktion mittels der Diagonalen des von denbeiden Vektoren r(t��t) aufgespannten Parallelogramms ergibt den Vektorb = 12�r(t+�t) + r(t��t)�� r(t) � (�t)22 a(t):
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Wir halten noh fest, da� die Beshleunigung niht nur invariant gegen eine zeitlihkonstante Vershiebung des Aufpunktes ist wie die Geshwindigkeit, sondern gegeneine Vershiebung von O mit konstanter Geshwindigkeit v0. Sei n�amlih ��!O0O =(t) = 0 + v0 � t, dann gilt mit ��!O0P = r0(t) = r(t) + (t) o�enbar a0(t) :=d2r0(t)=dt2 = a(t).Bei der Behandlung konkreter kinematisher Probleme werden bevorzugt ana-lytishe Methoden anstelle von geometrishen verwendet, man rehnet mit Zahlenanstelle von Vektoren. Dazu m�ussen die Vektoren durh ihre Komponentenin einem geeigneten Koordinatensystem dargestellt werden. Die wihtigstenKoordinatensysteme sind die kartesishen, die auf einer rehtsh�andigen or-thonormierten Basis n1, n2, n3 mit den Eigenshaftenni � nj = Æij ; n1 � (n2 � n3) = +1 (1:5)fu�en und auf die Koordinatendarstellungr = xn1 + yn2 + zn3 (1:6)f�uhren. Wegen der linearen Unabh�angigkeit der Basisvektoren entspriht jedeVektorgleihung drei Zahlengleihungen f�ur die Komponenten. Zum Beispielentsprehen der Vektorgleihung (1.2) mit v = vxn1 + vyn2 + vzn3, da die nizeitunabh�angig sind, die drei Komponentengleihungenvx(t) = _x(t); vy(t) = _y(t); vz(t) = _z(t): (1:7)9



Der Betrag der Geshwindigkeit ergibt sih aus den Komponenten alsv = jvj =qv2x + v2y + v2z : (1:8)
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Eine besondere Eigenshaft geradliniger Koordinatensysteme wie den karte-sishen ist, da� sih die Vektoraddition auf die Komponenten �ubertr�agt, weil derVektor eine lineare Funktion seiner Koordinaten ist: a+b = ! ax+bx = x; : : :.Dies gilt niht f�ur andere Koordinatensysteme, wie die gebr�auhlihen Polar{,Zylinder{ oder Kugelkoordinaten, in denen niht alle Koordinatenlinien Geradensind. Wir erinnern hier kurz an diese wihtigen krummlinigen Koordinaten.Zylinderkoordinaten: (x; y; z)! (�; '; �) (0 < �; 0 � ' < 2�;�1 < � <1)Die Transformation von Zylinder{ auf kartesishe Koordinaten lautetx = � os'y = � sin'z = �: (1:9)
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Die �{Koordinatenlinien (' und � konstant) und die �{Koordinatenlinien (� und' konstant) sind hier Geraden, w�ahrend die '{Koordinatenlinien Kreise um die �{Ahse sind. Die Einheitsvektoren e�, e' und e� in Rihtung der Koordinatenlinienbilden ein orthonormiertes rehtsh�andiges Dreibein. Es kann n�utzlih sein, dieBewegung eines Massenpunktes nah diesen Basisvektoren zu zerlegen statt nah(1.6). Der wesentlihe Untershied besteht darin, da� e� und e' vom Punkt Pabh�angen und sih daher bei einer Bewegung mit der Zeit �andern. Aus dem rehtenTeil der letzten Figur liest man ab: �e� � �' � e' und �e' � �' � (�e�). Alsogilt _e�(t) = _' e'(t); _e'(t) = � _' e�(t); _e�(t) = 0: (1:10)Die Zerlegung des Ortsvektors nah dem Dreibein lautetr(t) = �(t) � e�(t) + �(t) � e� : (1:11)Daher ist die Geshwindigkeit durhv(t) = _�(t) � e�(t) + �(t) _'(t) � e'(t) + _�(t) � e� (1:12)gegeben mit der Radialkomponente v� = _�(t) und der Transversalkomponentev' = �(t) _'(t). F�ur die Beshleunigung ergibt sih shlie�liha(t) = (��� � _'2) e� + (� �'+ 2 _� _') e' + �� e� : (1:13)In analoger Weise behandelt mansph�arishe Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten): (x; y; z)! (r; #; ')(0 < r; 0 � # � �; 0 � ' < 2�)Die Transformation von diesen auf kartesishe Koordinaten lautetx = r sin # os'y = r sin # sin'z = r os#: (1:14)Hier sind die r{Koordinatenlinien vom Aufpunkt ausgehende radiale Strahlen unddie #{ und '{Koordinatenlinien L�angen{ und Breitenkreise von Kugeln. Dasrehtsh�andige orthonormierte Dreibein er, e#, e' enth�alt hier keinen festen Vektormehr. Die zeitlihen Ableitungen der Basisvektoren sind durh folgende Glei-hungen gegeben (eine Figur zur Veranshaulihung �ndet sih bei Bud�o auf Seite13): _er = _# e# + _' sin # e'_e# = _' os# e' � _# er_e' = � _' (sin # er + os# e#): (1:15)Mit r(t) = r(t) er(t) (1:16)11



erh�alt man daraus f�ur die Geshwindigkeitv(t) = _r er + r _# e# + r _' sin # e' (1:17)und f�ur die Beshleunigunga(t) = ��r � r _#2 � r _'2 sin #2� er+ �r �#+ 2 _r _#� r _'2 sin # os#� e#+ �r �' sin #+ 2 _' ( _r sin #+ r _# os#)� e': (1:18)N�utzlih kann auh das sogenannte nat�urlihe Koordinatensystem einer Be-wegung r(t) sein. Es wird in jedem Bahnpunkt durh das rehtsh�andige or-thonormierte Dreibein aus dem Tangentialvektor t(t), dem Normalenvektor n(t)und dem Binormalenvektor b(t) aufgespannt. Da der Geshwindigkeitsvektor v intangentiale Rihtung zeigt, ist der Tangentialeinheitsvektor durh die Gleihungv(t) = v(t) t(t) (1:19)gegeben. Wenn s die Wegl�ange l�angs der Bahn mi�t, kann man den Tangentialvek-tor auh durh t = dr=ds (1:20)de�nieren. Indem man die Bahn um den Punkt r(t) durh einen Kreis mitKr�ummungsradius R in der Shmiegungsebene approximiert, erh�alt man den Nor-malenvektor n(t) als Einheitsvektor in Rihtung auf den Kreismittelpunkt. InAnalogie zu (1.10) gilt dann wegen R � _' = v_t = vR n: (1:21)
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Damit berehnet sih die Beshleunigung zua(t) = _v t+ v2R n: (1:22)Die Komponente at = _v hei�t Tangential{ oder Bahnbeshleunigung, die Kompo-nente an = v2=R Normal{ oder Zentripetalbeshleunigung. Der Binormalenvektorist shlie�lih durh b(t) := t(t)� n(t) (1:23)gegeben. 12



2. Die Newtonshen AxiomeDie Newtonshen Axiome bilden die Grundlage der Dynamik des Massenpunktesund damit der gesamten klassishen Mehanik. Sie beruhen auf Erfahrungen. Siesind entstanden durh geeignete Idealisierung empirisher Fakten. Sie stellen denkondensierten Inhalt einer umfangreihen Anzahl von idealisierten Beobahtun-gen dar. Die entsheidenden dabei auftretenden Begri�sbildungen sind die desInertialsystems, der Masse und der Kraft.Das erste Axiom handelt von der (idealisierten) Beobahtung, da� K�orper(Massenpunkte) sih unter bestimmten Umst�anden mit konstanter Geshwindig-keit auf einer geradlinigen Bahn bewegen. Die entsheidende Aussage des Axi-oms besteht dabei niht in der Feststellung der Art der Bewegung (geradliniggleihf�ormig), sondern in der Spezi�zierung der Umst�ande. Die Umst�ande sinddurh zweierlei gegeben:1. durh �au�ere Ein�usse auf den K�orper,2. durh das Bezugssystem, in dem die Bewegung des K�orpers beshrieben wird.Was �au�ere Ein�usse betri�t, wissen wir, da� man die Bewegung eines K�orpersvon au�en auf vielf�altige Weise so ver�andern kann, da� sie niht geradlinig odergleihf�ormig ist. Der gesuhte Umstand mu� daher das Fehlen jegliher �au�ererEin�usse sein. Wir wollen uns fragen, ob und wie man das Vorhandensein �au�ererEin�usse objektiv wahrnehmen kann. Nur wenn das gelingt, kann man sihersein, ihre Abwesenheit zweifelsfrei nahweisen zu k�onnen. Wenn andere K�orperden betrahteten K�orper durh Sto�en beeinussen, ist die Situation klar. Wirwissen aber, da� ein K�orper auh bei Abwesenheit anderer K�orper in seinerNahbarshaft durh Felder beeinu�t werden kann. Wir m�ussen uns daher fra-gen, wie wir die Abwesenheit oder Anwesenheit von Feldern objektiv feststellenk�onnen. Elektrishe Felder beeinussen (beshleunigen) K�orper in Abh�angigkeitvon deren elektrisher Ladung. Dadurh da� vershieden geladene K�orper ver-shieden beshleunigt werden, kann man die Anwesenheit solher Felder zweifels-frei feststellen. Alle uns bekannten �au�eren Ein�usse erweisen sih solherma�enals eindeutig identi�zierbar, bis auf eine bedeutende Ausnahme: die Gravita-tionsfelder. Es ist bekannt, da� Gravitationsfelder auf alle K�orper mit sehrgro�er Genauigkeit in gleiher Weise wirken (sie gleih beshleunigen). Daher ver-shwindet ihre Wirkung exakt in einem in gleiher Weise beshleunigten Bezugssys-tem. Gravitationsfelder sind daher lokal mittels mehanisher Experimente nihtvon beshleunigten Bezugssystemen zu untersheiden. Da� diese Aussage sihauf alle Naturersheinungen erweitern l�a�t (zum Beispiel auh auf Experimentemit Liht), hat eine wihtige Rolle bei der Entwiklung der Allgemeinen Rela-tivit�atstheorie gespielt.Indem wir das spezi�she Problem der Gravitationsfelder beiseite shieben, k�onnenwir das Problem der objektiven Identi�zierung �au�erer Ein�usse als gel�ost betrah-ten und k�onnen uns den Bezugssystemen zuwenden, in denen das erste Axiomgelten soll. Wir formulieren nunmehr pr�agnanter als oben:13



1. Newtonshes Axiom (Tr�agheitsgesetz):Es existiert ein Bezugssystem, in dem sih jeder K�orper, der frei von �au�erenEin�ussen ist, geradlinig gleihf�ormig bewegt.Ein solhes Bezugssystem hei�t Inertialsystem. Aus unseren kinematishenKenntnissen aus dem vorigen Kapitel �uber die Invarianz der Beshleunigung unterAufpunkttransformationen der Gestalt ��!O0O = 0 + v0 � t shlie�en wir sofort,da� jedes sih relativ zu einem Inertialsystem mit konstanter Geshwindigkeit v0bewegende Bezugssystem ebenfalls ein Inertialsystem ist. Konkretisiert wird einBezugssystem niht nur durh den Aufpunkt, sondern auh durh seine r�aumliheRihtungsorientierung. Diese wird am einfahsten durh ein Tripel von Basisvek-toren (1.5) spezi�ziert, relativ zu dem alle Massenpunkte sih bewegen. Ver-shiedene Basistripel harakterisieren dasselbe Bezugssystem, solange sie sih nihtgegeneinander bewegen.Der Begri� des Inertialsystems beruht nat�urlih auh auf einer Idealisierung. F�urviele Zweke kann ein fest mit der Erde verbundenes Bezugssystem (Laborsystem)als Inertialsystem betrahtet werden. Erst durh Pr�azisionsexperimente (Fou-aultshes Pendel) stellt man fest, da� solhe Systeme wegen der t�aglihen Ro-tation der Erde um ihre Ahse doh niht inertial sind. Eine bessere Ann�aherungan ein Inertialsystem, die die Erdrotation eliminiert, erzielt man daher durh eineOrientierung am Fixsternhimmel. Wenn man den Aufpunkt dieses Bezugssystemsmit dem Erdmittelpunkt identi�ziert, beshreibt er eine beshleunigte Kreisbe-wegung um die Sonne (direkt nahgewiesen durh die Entdekung der Fixstern-parallaxe durh Bessel im Jahre 1838). Daher sollte man bei noh h�oherenPr�azisionsanspr�uhen den Aufpunkt besser an der Sonne festmahen. Da aberdie Sonne wie auh der Fixsternhimmel um das Zentrum der Milhstra�e rotieren,wird man gegebenenfalls selbst mit dieser De�nition eines Inertialsystems nihtzufrieden sein. Man sieht, wie man so durh eine Folge von Verfeinerungen demIdeal des Inertialsystems immer n�aher kommen kann.Die Bewegung eines K�orpers unter den einfahsten Bedingungen, n�amlih denender Einu�freiheit und im Inertialsystem, ist damit verstanden. Der �Ubergangvon Inertialsystemen zu anderen (beshleunigten) Bezugssystemen ist eine reinkinematishe Aufgabe, der wir uns sp�ater (in Kapitel 13) zuwenden werden. Unterder Wirkung von �au�eren Ein�ussen wird ein K�orper im allgemeinen beshleunigt.Wie dies geshieht, wird durh das zweite Newtonshe Axiom beshrieben. DiesesAxiom enth�alt neben der kinematishen Gr�o�e Beshleunigung, a(t), den Begri�derMassem des Massenpunktes sowie den derKraft F, die auf den Massenpunkteinwirkt, und lautet:2. Newtonshes Axiom:In Inertialsystemen gilt die Newtonshe Bewegungsgleihungm a(t) = F�r(t);v(t); t�: (2:1)14



Sie gibt die Beshleunigung an, die ein K�orper der Masse m unter der Wirkung derKraft F erf�ahrt. Die Beshleunigung, die ein K�orper erf�ahrt, h�angt erfahrungs-gem�a�1. von Eigenshaften des K�orpers und2. von den �au�eren Bedingungen (etwas f�ormliher: der geometrishen undphysikalishen Besha�enheit der n�aheren oder weiteren Umgebung desK�orpers)ab. Wenn man nun die �au�eren Bedingungen einmal fest vorgibt, kann die Be-shleunigung von vielerlei K�orpereigenshaften wie Masse, elektrisher Ladung (beiAnwesenheit elektrisher Felder), magnetishem Moment (bei Anwesenheit inho-mogener magnetisher Felder), Ober�ahenbesha�enheit (zum Beispiel, wenn derK�orper dem Wind ausgesetzt ist) abh�angen. Von all diesen K�orpereigenshaftentauht nur die Masse auf der linken Seite des 2. Newtonshen Axioms auf. Manmu� sih fragen, was die Masse vor allen anderen K�orpereigenshaften auszeih-net. Die Antwort ist, da� alle anderen K�orpereigenshaften nur unter bestimmten�au�eren Bedingungen die Beshleunigung beeinussen, die Masse aber unter allenBedingungen. Dies erkl�art, warum die Masse m in (2.1) explizit vorkommt,w�ahrend andere K�orpereigenshaften bei Bedarf in die Kraft F integriert werden.Wie kann man die Masse eines K�orpers messen? Eine M�oglihkeit, die sih anbie-tet, besteht darin, eine Art der �au�eren Einwirkung zu w�ahlen, von der man wei�,da� die Beshleunigungswirkung von keiner anderen K�orpereigenshaft au�er derMasse abh�angt. Als einfahes Beispiel k�onnte man an eine Feder denken, an derdie Masse m befestigt ist.
Feder

m

Damit haben wir die rehte Seite der Gleihung (2.1) fest vorgegeben und k�onnendie Massen vershiedenster K�orper aufgrund der Beziehung mi ai = mj aj durhMessung der Beshleunigungen zueinander ins Verh�altnis setzen. (Aus prakti-shen Gr�unden wird man die Masse vielleiht eher eine Shwingung um ihre Ruhe-lage durhf�uhren lassen und das Massenverh�altnis �uber die Frequenzen � dieserShwingungen bestimmen: mi=mj = (�j=�i)2; man erinnere sih dazu an die Be-handlung von Shwingungen in der Physik I).Diese ziemlih gebr�auhlihe dynamishe Massende�nition befriedigt deshalbniht v�ollig, weil die Unabh�angigkeit der Wirkung der Feder von allen anderenK�orpereigenshaften vorauszusetzen ist. Wir haben eben den Begri� der Kraftnoh niht de�niert und k�onnen daher niht �uberzeugend von einer konstantenKraft sprehen, auf der die obige Diskussion verstekt fu�te. F�ur eine alterna-tive Massende�nition benutzt man deshalb lieber Sto�prozesse zwishen K�orpern.15



Diese kinematishe Massende�nition fu�t wesentlih auf der G�ultigkeit des3. Newtonshen Axioms und wir werden sie daher erst sp�ater diskutieren.Nahdem die Masse durh Vereinbarung einer Einheitsmasse wie oben diskutiertfestgelegt ist, wird die Kraft mittels des 2. Newtonshen Axioms (2.1) bestimmt.Diese Gleihung stellt tats�ahlih die einzige M�oglihkeit dar, die Kraft zu messen.Der Physiker wird durh Messung der Beshleunigung feststellen, in welhen Si-tuationen welhe Kr�afte wirken. Basierend auf der damit gewonnenen Erfahrungkann er dann die Kr�afte f�ur die vershiedensten Situationen voraussagen. DieserVorgang geh�ort aber niht eigentlih in den Bereih der Mehanik. Die eigentliheAufgabe der Mehanik besteht darin, aus irgendwie gewonnenen Kraftgesetzen aufdie Bewegung zu shlie�en.Die Gleihung (2.1) ist dann folgenderma�en zu verstehen: Das gegebene Kraft-gesetz sagt, da� der Massenpunkt die Kraft F(r;v; t) versp�urt, wenn er zur Zeitt am Ort r liegt und die Geshwindigkeit v hat. Die eigentlihe Aussage des2. Newtonshen Axioms besteht darin, da� immer eine Kraft existiert, die nur(h�ohstens) von Ort, Geshwindigkeit und Zeit abh�angt. Die Bewegungsglei-hung (2.1) dient dann bei Kenntnis von Anfangsbedingungen r und v zurZeit t zur Bestimmung des Bewegungsablaufs zu allen Zeiten (insbesondere zusp�ateren Zeiten). In mathematisher Terminologie stellt sie ein Di�erentialglei-hungssystem 2. Ordnung von 3 Di�erentialgleihungen (den 3 Komponenten desOrtsvektors r) dar. Die L�osungstheorie sagt, da� (unter physikalish vern�unftigenAnnahmen �uber die Glattheit der Funktion F(r;v; t)) bei Vorgabe von 6 Anfangs-bedingungen r(t0) = r0 und v(t0) = v0 die L�osung r(t) eindeutig bestimmt ist.Durh diese Aussage ist pr�azisiert, was man unter der Determiniertheit meh-anisher Naturersheinungen zu verstehen hat: Durh den Zustand des Massen-punktes zu einer Zeit t0, de�niert durh die beiden Vektoren r0 und v0, ist seinezuk�unftige Bewegung eindeutig festgelegt.Wie shon oben erw�ahnt, bewirken Gravitationsfelder Beshleunigungen, dieniht von der Masse des beshleunigten K�orpers abh�angen. Um diesen Sahverhaltzu vertiefen, ordnet man jedem K�orper gerne zwei begri�ih vershiedene Massenzu, eine tr�age Masse mt und eine shwere Masse ms. Die f�ur das Gravita-tionsfeld verantwortlihen Quellen erzeugen ein Beshleunigungsfeld g(r; t), mit-tels dessen sih die auf einen K�orper der shweren Masse ms wirkende Gravita-tionskraft als F = ms g shreibt. Die Newtonshe Bewegungsgleihung f�ur diesenK�orper lautet dann mt a = F = ms g, wenn mt seine tr�age Masse ist. DurhPr�azisionsexperimente hat man nahweisen k�onnen, da� das Massenverh�altnismt=ms f�ur alle K�orper mit sehr hoher Pr�azision dasselbe ist. Aus diesem Grundeidenti�ziert man diese beiden Massen miteinander, so da� sie sih aus der Bewe-gungsgleihung exakt herausk�urzen.Das 3. Newtonshe Axiom betrahtet die gegenseitige Wirkung von K�orpernaufeinander. Alle Kr�afte auf einen K�orper r�uhren letztlih von anderen K�orpernher. Nehmen wir an, der K�orper 2 �ube auf den K�orper 1 die Kraft F1 2 und derK�orper 1 auf den K�orper 2 die Kraft F2 1 aus. Dann besagt das16



3. Newtonshe Axiom (Reaktionsprinzip):Kraft und Reaktionskraft sind entgegengesetzt gleih,F2 1 = �F1 2: (2:2)Dieses wihtige Axiom, dessen Konsequenzen wir sp�ater genauer w�urdigen werden,ist tats�ahlih von grundlegender Bedeutung f�ur die innere Konsistenz der Grund-begri�e der Newtonshen Mehanik. Alle K�orper au�er den Elementarteilhen sindja aus Teilk�orpern zusammengesetzt, die aufeinander Kraftwirkungen aus�uben.Betrahten wir daher einen K�orper K der Masse m, der keinen �au�eren Kr�aftenausgesetzt ist und aus den beiden fest miteinander verbundenen Teilk�orpern K1und K2 der Massen m1 und m2 besteht (a1 = a2 = a, m = m1 + m2). Wenndiese beiden Teilk�orper Kr�afte aufeinander aus�uben, folgt durh Addition der bei-den Bewegungsgleihungen m1 a = F1 2 und m2 a = F2 1 f�ur den K�orper Kdie Bewegungsgleihung m a = F1 2 +F2 1. Da� diese mit dem Tr�agheitsgesetzm a = 0 vertr�aglih ist, wird genau durh das Reaktionsprinzip garantiert.Unter Benutzung des Reaktionsprinzip k�onnen wir jetzt auf die kinematisheMassende�nition mittels Sto�prozessen eingehen. W�ahrend eines Sto�es �ubendie sto�enden K�orper Kr�afte aufeinander aus, �uber die wir aber gar nihts wissenm�ussen au�er, da� sie dem Reaktionsprinzip gen�ugen. Der Einfahheit halberbetrahten wir den total inelastishen Sto� zwishen zwei K�orpern K1 und K2.Wie in der Figur gezeigt, habe der K�orper Ki vor dem Sto� die Geshwindigkeitvi. Nah dem inelastishen Sto� bewegen sih beide K�orper mit der gemeinsamenGeshwindigkeit v.
1 m2

1v v2 v1
m2m m

vor dem Stoss nach dem Stoss

Durh Addition der Bewegungsgleihungen f�ur die beiden K�orperm1 a1(t) = F1 2und m2 a2(t) = F2 1 und Benutzung des Reaktionsprinzips erhalten wir dieDi�erentialgleihung m1 a1(t) + m2 a2(t) = 0, aus der man durh Integrationnah der Zeit auf die zeitlihe Konstanz des Vektors m1 v1(t) +m2 v2(t) shlie�t.(Dies ist ein Beispiel f�ur die Impulserhaltung des Gesamtsystems.) Der Ver-gleih dieses Vektors vor und nah dem Sto� liefert nunmehr die Beziehungm1 v1 +m2 v2 = (m1 +m2)v oder m1 (v1 � v) = m2 (v � v2), aus der man beiKenntnis der Geshwindigkeiten vi und v unshwer das Massenverh�altnis m1=m2bestimmen kann.In der Praxis bestimmt man Massen bekanntlih durh Wiegen, weil man mitdiesem Verfahren mit Abstand die gr�o�te Emp�ndlihkeit erzielt. Nah der obigenDiskussion der beiden vershiedenen Massenbegri�e sollte klar sein, da� man durhWiegen die shweren Massen, niht die tr�agen Massen, von K�orpern vergleiht.17



Wenn ein K�orper unter dem Einu� mehrerer Kr�afte steht, kann man im allge-meinen davon ausgehen, da� sih die einzelnen Kr�afte ungest�ort �uberlagern. DieserSahverhalt wird oft formuliert als4. Newtonshes Axiom (Superpositionsprinzip der Kr�afte):Wenn zwei Kr�afte F1 und F2 auf einen K�orper wirken, so ist die GesamtkraftF = F1 + F2: (2:3)Dieses Prinzip setzt stillshweigend voraus, da� die beiden Quellen K1 und K2der Kr�afte sih niht gegenseitig hinsihtlih der Entfaltung ihrer Kraftwirkungbeeinussen. Diese Annahme ist plausibel, wenn K1 und K2 punktf�ormig sind(keine innere Struktur haben). F�ur ausgedehnte K�orper kann man sih leihtGegenbeispiele ausdenken (zum Beispiel polarisierbare geladene K�orper).

18



3. Energie und verwandte Begri�eMan kann aus den Bewegungsgleihungen (2.1) gewisse Shl�usse ziehen, ohne siekomplett gel�ost zu haben. In diesem Kapitel diskutieren wir ein wihtiges Beispielf�ur diesen Sahverhalt.Indem wir die Bewegungsgleihung (2.1) skalar mit der Momentangeshwindigkeitdes K�orpers K multiplizieren, m�r(t) � _r(t) = F�r(t); _r(t); t� � _r(t), erhalten wir eineBeziehung zwishen zwei skalaren Gr�o�en. Die linke Seite ist dabei die zeitliheAbleitung der Gr�o�e T := m2 _r2(t) = m2 v2(t); (3:1)die man die kinetishe Energie des K�orpers K nennt. Die auf der rehten Seitestehende Gr�o�e Q(t) := F�r(t);v(t); t� � v(t) (3:2)nennt man auh die Leistung der Kraft F an dem K�orper K. Wir k�onnen mitdiesen De�nitionen den Satz aussprehen:Die Leistung der �au�eren Kr�afte an einem K�orper ist gleih derzeitlihen Ableitung seiner kinetishen Energie,dTdt = Q: (3:3)Integriert man diese Gleihung �uber ein Zeitintervall (t1; t2), dann erh�alt manT2 � T1 � m2 v22 � m2 v21 = Z t2t1 F�r(t);v(t); t� � v(t) dt � A: (3:4)Das Integral auf der rehten Seite nennt man die bei der betre�enden Bewegungvon der Kraft F an dem K�orper K geleistete Arbeit A. Es gilt also, da� dieseArbeit gleih der �Anderung der kinetishen Energie ist.Ein einfahes Anwendungsbeispiel: Eine Kraft, die immer senkreht zur Bahn(d.h. zur Momentangeshwindigkeit) ist, leistet keinerlei Arbeit und �andert daherdie kinetishe Energie und damit den Betrag der Geshwindigkeit des K�orpersniht. Ein Beispiel f�ur eine solhe Kraft w�are die Lorentzkraft F = (q=)v�B,die ein Magnetfeld B auf einen K�orper mit der elektrishen Ladung q aus�ubt.In dem Fall, da� die Kraft F niht von der Geshwindigkeit abh�angt, spriht manvon einemKraftfeld F(r; t�. Wenn ein Kraftfeld zudem auh noh zeitunabh�angigist, vereinfaht sih die Bedeutung des Begri�s Arbeit betr�ahtlih. Zun�ahsteinmal stellen wir fest, da� die ArbeitA = Z t2t1 F�r(t)� � _r(t) dt (3:5)19



dann nur von der Bahn des K�orpers abh�angt, niht vom zeitlihen Ablauf seinerBewegung. Tats�ahlih ist das Integral (3.5) ja nur eine spezielle Parameterdarstel-lung des Kurvenintegrals A = ZCF(r) � dr; (3:6)das als Limes von Zwishensummen der FormA = limfj�rij!0gXi F(ri) ��ri (3:7)de�niert ist. Ein Kurvenintegral kann �uber eine beliebige Parametrisierung derBahn, r(s) (s1 � s � s2), berehnet werden. Mit �r(s) = drds ��s folgt aus (3.7)die Parameterdarstellung A = Z s2s1 F�r(s)� � drds ds; (3:8)die uns im Spezialfall s = t auf (3.5) zur�ukf�uhrt. Ein anderer n�utzliher Spezialfallist der, in dem der Parameter s den zur�ukgelegten Weg mi�t. Dann ist dr=ds = tder in (1.20) eingef�uhrte Tangenteneinheitsvektor an die Bahn und die Arbeitshreibt sih als A = Z s2s1 F�r(s)� � t(s) ds = Z s2s1 Ft(s) ds: (3:9)Die Gleihungen (3.6) bzw. (3.9) erlauben die rein geometrishe Formulierung desArbeitsbegri�es f�ur zeitunabh�angige Kraftfelder:Die von einer Kraft an einem K�orper geleistete Arbeit ist gleih dem Wegin-tegral der Kraftkomponente in Rihtung des Weges.Viele Kraftfelder haben die bemerkenswerte Eigenshaft, da� die von ihnen geleis-tete Arbeit l�angs jedes geshlossenen Weges C vershwindet:IC F(r) � dr = 0: (3:10)Solhe Kraftfelder hei�en konservativ. Eine �aquivalente Charakterisierung kon-servativer Kraftfelder lautet, da� die von ihnen verrihtete Arbeit nur vomAnfangs{ und Endpunkt des Weges, niht aber vom Verlauf des Weges zwishendiesen Punkten abh�angt. Es gilt n�amlihZCAF � dr = ZCBF � dr () ICA�CBF � dr = 0: (3:11)
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Bei festem Anfangspunkt r1 ordnet das Arbeitsintegral (3.6) daher jedem End-punkt r2 eindeutig (d.h. unabh�angig vom Verlauf des Weges zwishen den beidenPunkten) eine Arbeit A(r2) zu. Dies gestattet die De�nition einer dem Kraft-feld zugeordneten potentiellen Energie V (r2). Man w�ahlt V (r1) beliebig undde�niert V (r2) durh die BeziehungV (r2)� V (r1) = � Z r2r1 F(r) dr = �A: (3:12)Legt man durh den Punkt r2 einen Weg r(s) mit dem Tangenteneinheitsvektor tim Punkt r(0) = r2, so kann man die Rihtungsableitung der Gleihung (3.12)nah s bei s = 0 bilden und erh�alt nah der KettenregelddsV �r(s)�js=0 = gradV (r2) � t = �F(r2) � t: (3:13)Da dies f�ur jeden Tangentenvektor t gilt, folgtF(r) = �gradV (r): (3:14)Konservative Kraftfelder sind also als Gradienten eines Skalarfeldes darstellbar.Dieses Skalarfeld, das wir auh Potentialfeld nennen werden, ist bis auf eineadditive Konstante durh das Kraftfeld eindeutig bestimmt. Die Vorzeihenkon-vention in (3.12), die f�ur das Minuszeihen in (3.14) verantwortlih ist, wird durhdie Deutung des Skalarfeldes V (r) als potentielle Energie motiviert.Die Umkehrung des obigen Satzes { Jedes Gradientenfeld ist konservativ {gilt auh, weil (3.12) aus (3.14) durh Integration folgt.Die folgenden �Uberlegungen dienen der Veranshaulihung von Potentialfeldernund zugeh�origen Kraftfeldern. Die Raumpunkte, in denen ein Potential einenvorgegebenen Wert annimmt,V (r) = V (x; y; z) = V0; (3:15)bilden Fl�ahen, sogenannte �Aquipotential�ahen (oder Niveau�ahen). Durhgraphishe Darstellung solher Niveau�ahen, etwa zu �aquidistanten Potential-werten, Vn = V0 + n�V , versha�t man sih einen �Uberblik �uber das Poten-tialfeld. Ein wohlbekanntes zweidimensionales Beispiel sind die H�ohenlinien in derKartographie.Legt man einen Weg r(s) in eine Niveau�ahe, so gilt V �r(s)� = V0 und aus demVershwinden der linken Seite von (3.13) folgt in diesem Falle F �t = 0. Da t jederTangentialvektor in der Niveau�ahe sein kann, folgt daraus: Die Kraft stehtimmer senkreht zu den �Aquipotential�ahen.21
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V1Betrahtet man in (3.13) vershiedene Wege r(s) durh denselben Punkt r2, soerh�alt man vershiedene Tangentialvektoren t, aber die Kraft F(r2) ist immerdieselbe. Daher folgert man aus (3.13), da� genau dann, wenn der Tangentialvek-tor t in die Rihtung der Kraft F zeigt, die Ableitung des Potentials den gr�o�tennegativen Wert annimmt. Daher gilt: Die Kraft zeigt in Rihtung maxi-malen Potentialgef�alles. Ihr Betrag ist umgekehrt proportional zum Abstandbenahbarter �Aquipotential�ahen.Folgt man der Rihtung gr�o�ten Potentialgef�alles, so bewegt man sih auf einerKraftlinie. Die Kraftlinien sind Kurven, die durh die Di�erentialgleihungdrds = F(r)jF(r)j (3:16)harakterisiert sind.

F�ur Kraftfelder mit geshlossenen Kraftlinien ist o�ensihtlih das Wegintegral(3.10) l�angs einer solhen Kraftlinie niht gleih 0, weil �uberall l�angs des WegesF ��r � 0 gilt. Solhe Felder sind daher siher niht konservativ.Im allgemeinen ist die Berehnung der Wegintegrale (3.10) �uber alle erdenklihenWege allerdings kein praktikables Mittel, um zu entsheiden, ob ein Kraftfeldkonservativ ist oder niht. Wir suhen daher ein geeignetes Kriterium zur Identi-�kation konservativer Kraftfelder. Tats�ahlih ergibt sih, da� konservative Kr�aftewegen (3.14) die notwendige BedingungrotF(r) = 0 (3:17)22



erf�ullen m�ussen. Dabei ist rotF das Vektorfeld mit den kartesishen KomponentenrotF = ��Fz�y � �Fy�z ; �Fx�z � �Fz�x ; �Fy�x � �Fx�y �: (3:18)Dieses Vektorfeld kann man unter Einf�uhrung des vektoriellen Di�erentialopera-tors Nabla, r := nx ��x + ny ��y + nz ��z ; (3:19)auh als das vektorielle KreuzproduktrotF(r) = r� F(r) (3:20)shreiben. Eine andere symbolishe Shreibweise mittels der DeterminanterotF = det0�nx ny nz��x ��y ��zFx Fy Fz1A (3:21)ist ebenfalls einpr�agsam. Die Identit�at (3.17) folgt aus (3.14) (zum Beispiel(rot gradV )z = ��x �V�y � ��y �V�x = 0) wegen der Vertaushbarkeit der Di�erentiatio-nen (gen�ugende Di�erenzierbarkeit vorausgesetzt). Die Identit�at rot gradV = 0wird sinnf�allig bei Benutzung von Nabla{Operatoren wegen rot gradV = r�rV ,da das Vektorprodukt jedes Vektors mit sih selbst vershwindet (Vertaushbarkeitder Vektorkomponenten vorausgesetzt!).Um ein hinreihendes Kriterium f�ur die Identi�kation konservativer Kraftfelderzu �nden, m�ussen wir den Stokesshen Integralsatz aus der Vektoranalysisheranziehen. Wir betrahten ein orientierbares Fl�ahenst�uk F mit der RandkurveC und dem Normaleneinheitsvektor n(r) in jedem Punkt r des Fl�ahenst�uks. DieOrientierungen der Randkurve C und der Normalenvektoren sollen der Rehte{Hand{Regel gen�ugen. Unter geeigneten Glattheitsbedingungen f�ur das Feld Fund die Fl�ahe F gilt der Stokesshe SatzZZF rotF(r) � n(r) df = ICF(r) � dr: (3:22)Das Wegintegral der Kraft F l�angs der geshlossenen Kurve C ist gleih demFl�ahenintegral der Normalkomponente des Feldes rotF �uber das Fl�ahenst�ukF . Man nennt das Wegintegral auh die Zirkulation von F l�angs C, das Vek-torfeld rotF die Wirbelst�arke von F und das Fl�ahenintegral den Flu� derWirbelst�arke von F durh F . Unter Benutzung dieser Begri�e lautet derStokesshe Satz:Die Zirkulation von F l�angs C ist gleih dem Flu� der Wirbelst�arkevon F durh F . 23



Vershwindet nun die Wirbelst�arke rotF eines Kraftfeldes F auf der gesamtenFl�ahe F , so folgt (3.10).Damit die oben vorausgesetzten topologishen Verh�altnisse vorliegen, nimmtman an, die Wirbelst�arke vershwinde in einem einfah zusammenh�angendenRaumbereih R. (Ein Gebiet hei�t einfah zusammenh�angend, wenn sih jedegeshlossene Kurve in R stetig in einen Punkt zusammenziehen l�a�t.) Diese topo-logishe Voraussetzung garantiert, da� es zu jeder geshlossenen Kurve C in Rein Fl�ahenst�uk F in R gibt, dessen Randkurve C ist. Wir k�onnen damit einhinreihendes Kriterium f�ur konservative Kraftfelder formulieren:In einem einfah zusammenh�angenden Gebiet wirbelfreie Kraft-felder sind konservativ.Das folgende Beispiel hilft, die topologishen Voraussetzungen in diesem Kriteriumzu w�urdigen. Wir betrahten das KraftfeldF(r) = � x2 + y2 (ynx � xny): (3:23)
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Es h�angt niht von der kartesishen Koordinate z ab und seine z{Komponentevershwindet. In Zylinderkoordinaten (1.9) shreibt es sih als F = �e' undseine Kraftlinien sind folglih Kreise, die die z{Ahse entgegen dem Uhrzeigersinnumshlie�en. Die Zirkulation l�angs jeden solhen Kreises berehnet sih leiht inZylinderkoordinaten und ergibt sih zuI F(r) � dr = Z 2�0 � � d' = 2�: (3:24)Trotz der niht vershwindenden Zirkulation ist dieses Kraftfeld wirbelfrei, rotF =0, wie man leiht anhand der Formeln��x� xx2 + y2 � = y2 � x2(x2 + y2)2 = � ��y � yx2 + y2 � (3:25)24



nahrehnet. Der sheinbare Widerspruh zu unserem obigen Kriterium l�ost sihdadurh auf, da� die z{Ahse � = 0 eine singul�are Linie des Kraftfeldes ist, auf derF niht di�erenzierbar ist. Damit sind die topologishen Voraussetzungen unseresKriteriums niht erf�ullt. Physikalish kann man die singul�are Linie als eine Liniemit unendliher Wirbelst�arke interpretieren.Wir fassen noh einmal die wihtigsten Eigenshaften konservativer Kraft-felder (de�niert durh (3.10)) zusammen:{ Ihre Arbeit h�angt niht vom Wege ab.{ Sie sind Gradientenfelder eines Potentialfeldes.{ Sie sind wirbelfrei.Nah gr�undliher Diskussion des Begri�s der konservativen Kraftfelder kn�upfen wirjetzt an die obigen Gleihungen (3.4) und (3.12) an. Wir folgern aus diesen beidenGleihungen sofort, da� f�ur konservative Kraftfelder die Beziehung T2�T1 = A =V1 � V2 oder T1 + V1 = T2 + V2 (3:26)gilt. Man nennt die Summe aus kinetisher und potentieller Energie E := T+V die(mehanishe Gesamt{)Energie des K�orpers. Mit (3.26) haben wir den folgendenEnergieerhaltungssatz (kurz: Energiesatz) gefunden:Bei Bewegungen eines Massenpunktes in einem konservativenKraftfeld bleibt seine Gesamtenergie erhalten,E�v(t); r(t)� � T �v(t)�+ V �r(t)� = E0: (3:27)Der Energiesatz stellt eine teilweise L�osung der Bewegungsgleihungen dar. Manspriht von einem ersten Integral der Bewegungsgleihungen. Ohne die Bewe-gung im einzelnen zu berehnen, kann man oft n�utzlihe Shl�usse allein aus demEnergiesatz ziehen. Ein einfahes Beispiel: Wegen T � 0 mu� immer V (r) � Egelten, woraus auf r�aumlihe Beshr�ankungen der Bewegung geshlossen werdenkann.Bei eindimensionalen Bewegungen kann man aus dem Energiesatz weitreihendeFolgerungen ziehen. Zun�ahst einmal ist im eindimensionalen Fall jedes zeitun-abh�angige Kraftfeld F (x) konservativ, weil seine Stammfunktion V (x) = R F (y) dyein Potential ist. Kennt man die potentielle Energie V (x), so kann man in einem(x; v = vx){Diagramm Linien konstanter Energie ziehen. Hieraus liest man nihtnur die shon erw�ahnten Bewegungsbeshr�ankungen ab, sondern bei vorgegebenerEnergie auh zu jedem Punkt x den Betrag der Geshwindigkeit v. Das folgendeBild l�a�t die N�utzlihkeit einer solhen graphishen Darstellung erkennen. F�urdie Energie E1 ist die Bewegung auf ein endlihes x{Intervall eingeshr�ankt. DerMassenpunkt bewegt sih periodish zwishen den beiden Umkehrpunkten hinund her, an denen die potentielle Energie gleih der Gesamtenergie ist. Im (x; v){Diagramm wird diese Bewegung durh geshlossene Kurven repr�asentiert, die imUhrzeigersinn durhlaufen werden. 25
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1F�ur die h�ohere Energie E2 haben die Bewegungen nur einen Umkehrpunkt. Siesind dann niht periodish und verlaufen in einer Rihtung unbegrenzt. Ein Son-derfall liegt vor, wenn die Gesamtenergie exakt auf einem Maximum der po-tentiellen Energie liegt, E = Vm = V (xm). Indem wir die potentielle Energieum dieses Maximum herum entwikeln, erhalten wir asymptotish das VerhaltenV (x) = Vm� 2 (x�xm)2 und der Energiesatz ergibt m2 v2 = 2 (x�xm)2. Wenn derMassenpunkt sih dem Maximum xm n�ahert, verringert sih die Geshwindigkeitlinear mit dem Abstand, _x = �p=m (x � xm). Man maht sih leiht klar,da� man das Maximum angesihts dieser Gesetzm�a�igkeit niemals erreihen wird.Die folgende kleine Rehnung best�atigt das: durh Integration von _x=(x� xm) =�p=m nah der Zeit erhalten wir ln j(x � xm)=(x0 � xm)j = �p=m (t � t0),womit f�ur x! xm die Zeit t gegen unendlih gehen mu�.Die vollst�andige L�osung eindimensionaler Bewegungen kann tats�ahlih mit Hilfedes Energiesatzes immer auf eine Integration zur�ukgef�uhrt werden. NahAu�osen des Energiesatzes m2 v2 + V (x) = E nah der Geshwindigkeit, _x(t) =q 2m�E � V (x)�, Division durh die rehte Seite und Integration nah der Zeiterh�alt man n�amlih Z xx0 dyq 2m�E � V (y)� = t� t0: (3:28)Energieerhaltungss�atze spielen in der Physik eine fundamentale Rolle weit �uber denhier gestekten Rahmen hinaus. Im Falle niht{konservativer Kr�afte kann durhHinzunahme niht{mehanisher Energiearten immer ein Energieerhaltungssatzgefunden werden. 26



4. Drehimpuls und verwandte Begri�eWir gehen auh in diesem Kapitel von der Bewegungsgleihung (2.1) aus, dieunter Benutzung des Begri�es des Impulses (Newton: Bewegungsgr�o�e, english:linear momentum) p := mv (4:1)eines Massenpunktes auh in der Form_p = F (4:2)geshrieben werden kann: Die zeitlihe �Anderung des Impulses ist gleihder Kraft.Als das Moment eines im Punkte P angelegten Vektors A bez�uglih eines Auf-punktes O (r = ��!OP ) bezeihnet man das Vektorprodukt r�A.
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OSpeziell hei�t das Moment einer KraftN := r� F (4:3)auh Drehmoment (english: torque) und das Moment des Impulses einesMassenpunktes L := r� p (4:4)auh Drehimpuls (english: angular momentum). Weil Geshwindigkeit undImpuls eines K�orpers nah (4.1) parallel stehen, gilt f�ur die Zeitableitung desDrehimpulses dieses K�orpers _L = _r � p + r � _p = r � _p. Bildet man daherdie Momente auf beiden Seiten der Bewegungsgleihung (4.2), so erh�alt man dieGleihung dLdt = N; (4:5)in Worten: Die zeitlihe Ableitung des Drehimpulses eines Massenpunk-tes ist durh das Drehmoment der auf ihn wirkenden Kraft gegeben.(Beide Momente sind nat�urlih bez�uglih desselben Aufpunktes zu verstehen.)Einen Erhaltungssatz gewinnt man aus dieser Beziehung f�ur sogenannte Zen-tralkr�afte. Darunter versteht man Kraftfelder, f�ur die bei Wahl eines geeigneten27



Aufpunktes O (des Kraftzentrums) die Kraft in jedem Raumpunkt r in dieRihtung des Vektors r zeigt:F(r;v; t) = jF(r;v; t)jnr; (4:6)wenn nr = r=r der Einheitsvektor in Rihtung r ist. F�ur solhe Kraftfelder ver-shwindet das Drehmoment r� F bez�uglih des Kraftzentrums und es giltL(t) = r(t)� p(t) = L0 : (4:7)Bei der Bewegung eines Massenpunktes in einem Zentralkraftfeldist sein Drehimpuls bez�uglih des Kraftzentrums erhalten.Man beahte, da� hier alle drei Komponenten eines Vektors erhalten bleiben.Zur kinematishen Deutung desDrehimpulserhaltungssatzes shreiben wir ihnin der Form r(t) � v(t) = 2h (= L0=m). Zun�ahst folgt daraus, da� r immersenkreht zum konstanten Vektor h steht, die Bewegung sih also in einer festenEbene abspielt. Der Betrag von h h�angt mit der Fl�ahe zusammen, die in derZeiteinheit vom Radiusvektor r �uberstrihen wird. Denn nah der folgenden Figurgilt jr��rj = 2�f , so da� 12 r� v = dfdt = h (4:8)und h die Bedeutung einer Fl�ahengeshwindigkeit hat.
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Der Drehimpulssatz kann also kinematish als Fl�ahensatz gedeutet werden:Bei der Bewegung in Zentralkraftfeldern ist die Fl�ahengeshwin-digkeit konstant.Zentralkr�afte im engeren Sinne sind solhe, deren Betrag nur vom Abstandvom Kraftzentrum abh�angt: F(r) = F (r)nr: (4:9)Solhe Kraftfelder sind immer auh konservativ, weil sie das PotentialV (r) := � Z jrjr0 F (r) dr (4:10)28



besitzen, das nur vom Abstand zum Kraftzentrum abh�angt. Zur Begr�undungdieses Potentials �nden wir mittels grad r(r) = gradpx2 + y2 + z2 = nr unterAnwendung der Kettenregel tats�ahlih gradV (r) = �F (r) grad r = �F(r).F�ur Zentralkr�afte im engeren Sinne haben wir daher sowohl die Energie{ als auhdie Drehimpulserhaltung, insgesamt also 4 Erhaltungsgr�o�en. Es ist am geshik-testen, die Erhaltungss�atze mittels Polarkoordinaten (Zylinderkoordinaten mitder Einshr�ankung � � 0) zu shreiben. Unter Benutzung von (1.11) und (1.12)erhalten wir so f�ur den Energiesatz (3.27)m2 ( _�2 + �2 _'2) + V (�) = E (4:11)und f�ur den Drehimpulssatz m�2 _' = L: (4:12)Es bleiben also nur 2 Di�erentialgleihungen 1. Ordnung zu l�osen. Indem wirdie Au�osung von Gleihung (4.12) nah _' ( _' = L=(m�2)) in Gleihung (4.11)einsetzen, erhalten wir mitm2 _�2 + L22m�2 + V (�) = m2 _�2 + Ve� (�) = E (4:13)ein eindimensionales Problem mit dem e�ektiven PotentialVe�(�) = V (�) + L22m�2 : (4:14)Die L�osung solher Probleme durh das Verfahren der Trennung der Variablenhaben wir in (3.28) festgehalten. Der zweite Term in der De�nition des e�ek-tiven Potentials ist das Zentrifugalpotential. Es r�uhrt von der tangentialenBewegung her und versuht, den Massenpunkt vom Kraftzentrum fernzuhalten.Nahdem man �(t) aus der L�osung von (3.28) gewonnen hat, kann man dies in(4.12) einsetzen und durh eine weitere Integration '(t) bestimmen.Statt den vollen Bewegungsablauf anhand von �(t) und '(t) zu bestimmen, kannman sih alternativ zun�ahst auf die Bestimmung der Bahnkurve �(') beshr�ankenund danah durh Integration der Gleihung (4.12) nah der Zeit die Zeitentwik-lung '(t) berehnen. Die Di�erentialgleihung f�ur die Bahnkurve gewinnt manaus (4.11) oder (4.13), indem man _� nah der Kettenregel durh d�d' _' ersetzt unddann _' wieder mittels (4.12) eliminiert. Dies ergibtL22m�4 �( d�d')2 + �2�+ V (�) = E: (4:15)Diese Di�erentialgleihung kann nah demselben Verfahren wie (4.13) (Trennungder Variablen) durh eine Integration (hier nah ') gel�ost werden. Bei einer Reihe29



von Anwendungen ist eine analoge Gleihung f�ur die Variable u := 1=� bequemerzu handhaben. Mit dud' = � 1�2 d�d' gehorht u(') der Di�erentialgleihungL22m�( dud' )2 + u2�+ V ( 1u ) = E; (4:16)die wieder mit demselben Verfahren gel�ost wird.F�ur dasKeplerproblem, die Bewegung eines K�orpers in einemGravitationspo-tential V (�) = �k� ; (4:17)erweist sih (4.16) als besonders vorteilhaft. Bekanntlih sind die gebundenenBewegungen (E < 0) in diesem Potential Ellipsen mit einem der Brennpunkte alsKraftzentrum (1. Keplershes Gesetz). Wir rekapitulieren kurz einige Faktenzur Geometrie der Ellipse, die als die Menge aller Punkte P de�niert ist, f�urdie die Summe der Abst�ande von zwei fest vorgegebenen Brennpunkten B mitAbstand 2e gleih der festen L�ange l ist (�(') + d = l). Die Ellipse hat die gro�eHalbahse a und die kleine Halbahse b. Anhand des Spezialfalls vershwindendenPolarwinkels ' = 0 erkennt man 2a = l und das gelbe rehtwinklige Dreiek,das im Falle � = d = a entsteht, liefert die Beziehung e2 = a2 � b2. Damitsind die geometrishen Bestimmungsst�uke 2e und l in Beziehung zu den beidenHalbahsen a und b gesetzt. Das L�angenverh�altnis � := e=a < 1 nennt man die(numerishe) Exzentrizit�at.
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Die Bahngleihung der Ellipse in Polarkoordinaten erh�alt man jetzt leiht, indemman aus den beiden Beziehungen �+ d = 2a und d2 = (� sin')2 + (2e� � os')2(Pythagoras f�ur das gr�une Dreiek) die L�ange d eliminiert. Mit der Abk�urzungp := b2=a lautet sie � (') = p1� � os': (4:18)30



Die geometrishe Bedeutung der L�ange p erhellt sih aus der Figur mittels� (�=2) = p.Die Bestimmung der Bahn aus der Gleihung (4.16) kann nun reht einfah erratenwerden. Wegen V (1=u) = �ku kann man n�amlih (4.16) auh in die Form� dud'�2 + �u� kmL2 )2 = 2mEL2 + �kmL2 �2 (4:19)bringen. Hier l�a�t sih die konstante rehte Seite o�enbar wegen d os'=d' =� sin' mittels u� kmL2 = �r�kmL2 �2 + 2mEL2 os('� '0) (4:20)erzielen. Damit haben wir die Bahn zu�(') = L2=km1�p1 + 2EL2=k2m os('� '0) (4:21)als Ellipse bestimmt. Durh Vergleih mit (4.18) liefert eine kurze Rehnung unterBenutzung der oben aufgez�ahlten geometrishen Relationen die beiden Beziehun-gen E = � k2a (4:22)und L =rkmb2a =pkma(1� �2) =r�k2m2E (1� �2); (4:23)die die Erhaltungsgr�o�en durh die geometrishen Parameter der Ellipse aus-dr�uken. Danah steht die Energie E in eindeutiger Beziehung zur gro�en Halb-ahse a der Ellipse, w�ahrend der Drehimpuls L (bei vorgegebener Energie) diekleine Halbahse b bzw. die Exzentrizit�at � bestimmt. Bei vorgegebener Energieist der Drehimpuls o�enbar auf das Intervall zwishen den Grenzwerten L = 0 f�ur� = 1 (unendlih ahe Ellipse, d.h. lineare Oszillation durh das Kraftzentrum)und L = pkma f�ur � = 0 (Kreisbewegung) eingeshr�ankt.Durh zeitlihe Integration des Drehimpulssatzes (4.12) �uber eine ganze Umlauf-periode bestimmt man die Umlaufzeit T . F�ur sie erh�alt manL � T = m Z 2�0 �(')2d' = m � 2�ab; (4:24)wobei f�ur das Integral rehts die doppelte Ellipsen�ahe einsetzt wurde. Wennwir in diese Gleihung aus (4.23) L = bpkm=a einsetzen, hebt sih die kleineHalbahse b o�enbar heraus und wir erhalten das 3. Keplershe GesetzT 2a3 = (2�)2mk : (4:25)31



F�ur die Anwendung auf das Sonnensystem mu� man sih daran erinnern, da�k = GmM proportional zur Planentenmassem ist und damitm=k f�ur alle Planetendenselben Wert hat.Die Beziehung zwishen dem Polarwinkel ' und der Zeit t kann durh Integrationvon (4.12) nah der Zeit mittels elementarer Funktionen dargestellt werden. Manerh�alt (f�ur '0 = 0 und '(t = 0) = 0)mp2L �2 artan (1+�) tan('=2)p1��2(1� �2)3=2 + � sin'(1� �2)(1� � os')� = t: (4:26)Diese Beziehung kann allerdings niht elementar nah dem Polarwinkel ' aufgel�ostwerden, d.h. die Umkehrfunktion '(t) zu (4.26) ist niht elementar.Die L�osung (4.21) gilt auh f�ur ungebundene Bewegungen (E � 0) im Potential(4.17). F�ur positive Energien (E > 0) beshreibt (4.21) Hyperbelbahnen. Weilder Nenner in (4.21) positiv bleiben mu�, unterliegt der Polarwinkel ' hier derEinshr�ankung j tan('� '0)j > Lkr2Em : (4:27)Im Grenzfall E = 0 shlie�lih beshreibt (4.21) Parabelbahnen.Als zweites leiht l�osbares Zentralkraftproblem sei die elastishe FederkraftF(r) = � k r (4:28)mit der Federkonstanten k = m!2 genannt, deren Potential das harmonishePotential V (r) = k2 r2 (4:29)ist. Alle Bahnen in diesem Potential sind Ellipsenbahnen, wobei das Kraftzen-trum jedoh im Gegensatz zum Keplerproblem mit dem Mittelpunkt der Ellipsezusammenf�allt. Dieses Problem kann ebenfalls in Polarkoordinaten ohne gro�eM�uhe gel�ost werden. Noh viel einfaher gestaltet sih die L�osung allerdings inkartesishen Koordinaten (x; y) in der Bahnebene des harmonishen Oszilla-tors. Wegen V (r) = k2 (x2+y2) und T (v) = m2 (v2x+v2y) zerf�allt die GesamtenergieT + V in die beiden Anteile Ex = Tx + Vx und Ey = Ty + Vy, die beide erhaltensind. Damit ist das Problem auf zwei unabh�angige eindimensionale harmonisheOszillatoren zur�ukgef�uhrt mit der allgemeinen L�osung x(t) = x0 os(! t � 'x),y(t) = y0 os(! t � 'y). Durh eine geeignete Drehung des Koordinatensystemskann man diese L�osung shlie�lih in die Formx(t) = a os! (t� t0); y(t) = b sin! (t� t0) (4:30)bringen, die die oben behauptete Ellipsenbewegung ((x=a)2 + (y=b)2 = 1) quan-ti�ziert. Aus der L�osung (4.30) berehnet man leiht die Werte f�ur die beidenErhaltungsgr�o�en E (siehe (3.27)) und L (siehe (4.4)). Man erh�altE = k2 (a2 + b2) (4:31)32



und L = pkmab: (4:32)Die beiden oben diskutierten F�alle, das Newtonshe und das harmonishe Po-tential, sind die einzigen Zentralpotentiale, f�ur die alle gebundenen Bewegungengeshlossene Bahnen haben.Um gebundene Bewegungen f�ur beliebige Zentralpotentiale zu bestimmen, be-trahten wir die Au�osung von (4.16) nah u0,dud' = �r2mL2 (E � V ( 1u))� u2: (4:33)Wir nehmen an, der Radikant in (4.33) habe die beiden Nullstellen u1 < u2,zwishen denen er positiv sei. Dann berehnet sih ein Bahnabshnitt f�ur du=d' >0 zwishen diesen beiden u{Werten ausZ uu1 dsq2mL2 (E � V (1s ))� s2 = '(u)� '(u1) (u1 � u � u2): (4:34)Auf diesem Bahnabshnitt w�ahst der Polarwinkel um den Wert �' := '(u2) �'(u1) an, w�ahrend u vom Minimalwert u1 zum Maximalwert u2 ansteigt. DieFortsetzung der Bahn wird jetzt sehr einfah aus dem ersten Bahnabshnitt kon-struiert. Es shlie�t sih ein zweiter Bahnabshnitt an, der sih durh Spiegelungdes ersten am Polarwinkel '(u2) ergibt und auf dem u vom Maximalwert u2 wiederauf den Minmalwert u1 abf�allt. Danah wiederholt sih die Bahn periodish in ',wie in der folgenden Figur gezeigt.
u

u11u

2u

0 ∆ϕ 2∆ϕ 3∆ϕ 4∆ϕ

ϕ−ϕ(  )Diese Bahnen sind nur dann periodish im Ortsraum, wenn der Winkel �' einrationales Vielfahes von � ist. Aus unseren obigen L�osungen ergibt sih f�ur dasNewtonshe Potential �' = � und f�ur das harmonishe Potential �' = �=2.Relativistishe Korrekturen zum Newtonpotential bewirken kleine Abweihungenvom Wert � in �', die sih geometrish als Periheldrehung beshreiben lassen.Die Analyse der Periheldrehung des Planeten Merkur konnte die Existenz dieserKorrekturen quantitativ best�atigen. 33



5. Eingeshr�ankte BewegungenBis hierher hatten wir angenommen, da� die auf einen K�orper wirkenden Kr�aftevorgegeben seien. Es gibt jedoh viele Situationen, in denen niht alle Kr�afte un-mittelbar bekannt sind. Gemeint sind Bewegungsbeshr�ankungen mehanisherArt, die einen K�orper auf eine Fl�ahe, eine Linie oder einen Punkt zwingen.Beispiele daf�ur w�aren eine Kugel, die in einer Fl�ahe laufen mu�, eine Perle, dieauf einem Draht gleitet, ein Pendel, das auf einen festen Abstand von einemAufh�angepunkt festgelegt ist, oder ein K�orper, dessen Lage vollst�andig durhmehanishe Ein�usse vorgegeben ist. Die genannten Beispiele geh�oren alle zu dergro�en Klasse holonomer Zwangsbedingungen, die sih mathematish durheinen Satz von Bedingungsgleihungenf�(r; t) = 0 (� = 1; : : : ; k) (5:1)f�ur r(t) ausdr�uken lassen (Einshr�ankung auf eine Fl�ahe f�ur k = 1, auf eine Linief�ur k = 2 und auf einen Punkt f�ur k = 3). Um siherzustellen, da� die Bedin-gungen (5.1) die gew�unshte Mannigfaltigkeit de�nieren, fordern wir die lineareUnabh�angigkeit der k Normalenvektoren gradf� an jedem Punkt r der Man-nigfaltigkeit und zu jeder Zeit t. Wir shlie�en in (5.1) ausdr�uklih die M�oglihkeitzeitabh�angiger Zwangsbedingungen ein, die man auh rheonom nennt, und be-trahten zeitunabh�angige (skleronome) Zwangsbedingungen als Spezialfall.Es entsteht nunmehr die Frage, wie ein K�orper sih bewegt, der einerseits einerbekannten Kraft F unterworfen ist, aber andererseits zus�atzlihe Zwangsbedingun-gen der Form (5.1) erf�ullen mu�. Nat�urlih mu� sih der Einu� der Zwangsbedin-gungen auf die Bewegung des K�orpers ebenfalls auf Kr�afte zur�ukf�uhren lassen.Diese Kr�afte F0 nennt man Zwangskr�afte und man kann die Newtonshe Bewe-gungsgleihung mit ihnen als m�r = F+ F0 (5:2)shreiben. Zweks Kontrastierung nennt man die Kraft F auh die eingepr�agteKraft.Von der Zwangskraft F0 wissen wir zun�ahst nur, da� sie die eingepr�agte Kraft Fderart erg�anzen mu�, da� die Bewegung in der durh (5.1) vorgegebenen Man-nigfaltigkeit erfolgt. Diese Bedingung allein kann die Zwangskr�afte allerdingsniht eindeutig festlegen, weil die Zwangsbedingungen einen Mehanismus ent-halten k�onnten, der den K�orper zus�atzlih innerhalb der Zwangsmannigfaltigkeitbeshleunigt. Dies shlie�en wir aus, indem wir fordern, da� die Zwangskr�afte zujeder Zeit senkreht auf der Zwangsmannigfaltigkeit stehen. Da die oben shonerw�ahnten Normalenvektoren gradf� den zur Zwangsmannigfaltigkeit senkrehtenUnterraum aufspannen, ist es m�oglih, k skalare Parameter �� zu �nden, mitdenen sih die Zwangskraft alsF0 = kX�=1��gradf�(r; t) (5:3)34



shreiben l�a�t. Die Gleihungen (5.1-5.3) f�ur die Bewegung eines Massenpunktesunter Zwangsbedingungen hei�en Langrangeshe Bewegungsgleihungen er-ster Art. Die Parameter �� hei�en Lagrangeshe Multiplikatoren (JosephLouis Lagrange, 1736-1813).Wir wollen jetzt die L�osung dieser Gleihungen diskutieren. Gesuht ist die Be-wegung r(t), die die Newtonshe Bewegungsgleihung (5.2) l�ost. Leider ist jedohdie Kraft F + F0 niht vollst�andig bekannt. Es gibt k unbekannte LagrangesheMultiplikatoren. Gleihzeitig stehen k Zwangsbedingungen (5.1) zur Verf�ugung,die zur Bestimmung der k Multiplikatoren genutzt werden sollten.Die L�osungsstrategie besteht darin, die Zwangsbedingungen (5.1) in einem erstenShritt so in Kombination mit der Bewegungsgleihung (5.2) zu nutzen, da� dieBeshleunigung �r eliminiert werden kann. Man di�erenziert dazu die Zwangsbe-dingungen zweimal nah der Zeit. Dabei erh�alt man zun�ahstddtf�(r(t); t) = (_r � r)f� + �f��t = 0 (� = 1; : : : ; k) (5:4)und shlie�lihd2dt2 f�(r(t); t) = (�r � r)f� +R��r(t); _r(t); t� = 0 (� = 1; : : : ; k); (5:5)wobei R��r(t); _r(t); t� = (_r � r)(_r � r)f� + 2 (_r � r)�f��t + �2f��t2 (5:6)alle Terme aus der zweiten Ableitung zusammenfa�t, die die Beshleunigung nihtenthalten. Jetzt kann man durh Einsetzen der Bewegungsgleihung (5.2) mit demZwangskraftansatz (5.3) in die Gleihungen (5.5) die Beshleunigung eliminierenund erh�alt mitkX�=1(rf� � rf�)�� = �rf� � F�mR� (� = 1; : : : ; k) (5:7)ein lineares Gleihungssystem f�ur die Lagrangeshen Multiplikatoren. Die Matrixdieses Gleihungssystems mit den Elementen G�� = rf� � rf� ist die GramsheMatrix der Normalenvektoren rf� . Sie ist positiv de�nit, weil die Normalenvek-toren linear unabh�angig sind, und ihre Invertierung liefert immer eine eindeutigeL�osung ��(r; _r; t) f�ur die Multiplikatoren. Damit ist die Zwangskraft (5.3) explizitbestimmt. Sie h�angt im allgemeinen von Ort und Geshwindigkeit des Massen-punktes und der Zeit ab.In einem zweiten Shritt mu� die Bewegungsgleihung (5.2) mit nunmehr vollst�an-dig bekannten Kr�aften gel�ost werden. Dabei sind geeignete Anfangsbedingungenzu w�ahlen. Nat�urlih mu� der Massenpunkt zur Anfangszeit t0 die Zwangsbedin-gungen (5.1) erf�ullen: f�(r(t0); t0) = 0 (� = 1; : : : ; k): (5:8)35



Au�erdem mu� o�enbar die Anfangsgeshwindigkeit v0 so gew�ahlt werden, da� siedie Gleihungen (5.4) erf�ullt:ddtf�(r(t); t)���t=t0 = rf�(r0; t0) � v0 + ��tf�(r(t); t)���t=t0 = 0 (� = 1; : : : ; k):(5:9)Dies bedeutet, da� die Komponenten von v0 senkreht zur Zwangsmannigfaltigkeitniht beliebig w�ahlbar sind, sondern einer eventuellen Bewegung der Mannig-faltigkeit anzupassen sind. Es ergibt sih jetzt die Frage, ob unter solhen An-fangsbedingungen die L�osung tats�ahlih f�ur alle Zeiten den Zwangsbedingungen(5.1) gen�ugen wird. Diese Frage kann positiv beantwortet werden, weil die Glei-hungen (5.7) identish in den Variablen r, _r und t gelten. Sie gelten damitinsbesondere, wenn wir die L�osung r(t) der Bewegungsgleihung (5.2) einsetzen,und damit gelten auh die Gleihungen (5.5) f�ur alle Zeiten: d2dt2 f�(r(t); t) � 0.Aus diesen Gleihungen folgt aber angesihts der Anfangsbedingungen (5.8) und(5.9) das gew�unshte Ergebnis f�(r(t); t) � 0.Als einfahes Beispiel ist in der folgenden Figur eine Masse m gezeigt, die aneinem Pendel der L�ange l shwingt. Die Shwerkraft F = mg, die auf diese Massewirkt, zeigt nah unten. Die Zwangskraft F0 zeigt in Rihtung der Aufh�angung desPendels und ist, wie wir gleih sehen werden, f�ur den Umkehrpunkt des Pendels(v = 0) gerade so gro�, da� die Gesamtkraft in der Shwingungsebene des Pendelsliegt.
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FWir w�ahlen als Aufpunkt den Aufh�angepunkt des Pendels. Dann lautet dieZwangsbedingung jrj = l, wir shreiben sie in der Form f(r) := m2 (r2 � l2) = 0.Dann ist gradf = m r und die Bewegungsgleihung (5.2) lautet �r = g + �r (dieMasse lie� sih herausk�urzen). Durh Di�erenzieren der Zwangsbedingung nahder Zeit erhalten wir r � _r = 0 und r ��r+ _r2 = 0. Elimination von �r ergibt shlie�lih� = � (r � g + _r2)=r2 und die Bewegungsgleihung ist mit dem Einheitsvektor nrin Rihtung r durh �r = g � (nr � g)nr � v2r nr (5:10)36



gegeben. Hier kompensiert der zweite Term auf der rehten Seite die Komponenteder Erdbeshleunigung in Rihtung des Pendelfadens, wie in der Figur gezeigt,w�ahrend der dritte Term eine geshwindigkeitsabh�angige Zentripetalbeshleu-nigung darstellt, die bei endliher Geshwindigkeit notwendig ist, um den Massen-punkt auf der Zwangs�ahe zu halten. Am Faden zieht nah dem Reaktionsprinzipdie Kraft �F0 = m (g �nr+v2=l)nr, solange der Ausdruk in der Klammer positivist. F�ur ein �ubershlagendes Pendel bleibt daher der Faden nur dann gespannt,wenn die Bedingung v2 > �g � r erf�ullt ist.Die oben geshilderte Methode zur Behandlung eingeshr�ankter Bewegungenliefert niht nur die Bewegung selbst, sondern auh die Zwangskr�afte. Dies istinsbesondere f�ur viele tehnishe Anwendungen von Bedeutung, weil der Massen-punkt nah dem Reaktionsprinzip (2.2) auf die ihn einshr�ankenden Medien dieKraft �F0 aus�ubt. Falls man niht an den Zwangskr�aften interessiert ist, kannman eine andere Methode verwenden, die eine direktere Berehnung der Bewe-gung erlaubt und die wir im folgenden beshreiben werden.Die k Zwangsbedingungen (5.1) shr�anken die Bewegung des Massenpunktes aufeine Mannigfaltigkeit der Dimension f := 3�k ein. Die Zahl f nennt man die Zahlder Freiheitsgrade der Bewegung. Indem man diese Mannigfaltigkeit (zu jedemZeitpunkt) mit einem Koordinatennetz von f Koordinaten q1; : : : ; qf �uberzieht,gelangt man zu einer Parameterdarstellungr = r(q1; : : : ; qf ; t) (5:11)der Mannigfaltigkeit. Um die Unabh�angigkeit der Koordinaten qi zu garantieren,werden wir annehmen, da� die f Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien�r=�qi linear unabh�angig sind. Wir werden die Liste q1; : : : ; qf im folgenden durhdas Fettshriftsymbol q abk�urzen. Die Parameter q hei�en generalisierte Koor-dinaten. Die Funktion (5.11) erf�ullt die Zwangsbedingungen (5.1) zu allen Zeitenidentish in q.Um die Bewegung des Massenpunktes mittels generalisierter Koordinaten zubeshreiben, bedarf es nur der Angabe der Zeitabh�angigkeit der generalisierten Ko-ordinaten q = q(t). Diese Zeitabh�angigkeit sollte sih aus der Bewegungsgleihung(5.2) ableiten lassen, wobei die Zwangskraft F0 keine Rolle spielen sollte. Dennsie hatte ja nur den Zwek, die Zwangsbedingungen einhalten zu helfen, die beiBenutzung der generalisierten Koordinaten aber sowieso erf�ullt sind. Tats�ahlihsteht F0 zu jedem Zeitpunkt senkreht zur Mannigfaltigkeit (5.11) und damit zuden Tangentenvektoren �r=�qi an die Koordinatenlinien:F0 � �qi r(q; t) = 0 (i = 1; : : : ; f): (5:12)Daher enthalten die Bewegungsgleihungen f�ur die Komponenten der Bewegungin Rihtung der Koordinatenlinienm�r � �r�qi = F � �r�qi (i = 1; : : : ; f) (5:13)37



die Zwangskraft niht mehr. Wir werden im folgenden zeigen, da� die Gleihun-gen (5.13) die gesuhten Bewegungsgleihugen f�ur die Koordinatenfunktionen qi(t)beeinhalten.Zwishenbemerkung zur Notation: In der Physik werden oft im mathema-tishen Sinne vershiedene Funktionen mit dem gleihen Symbol bezeihnet. ZumBeispiel bezeihnet das Symbol r(q; t) auf der rehten Seite von (5.11) den Ortsvek-tor r als Funktion der f+1 Variablen q und t. Gleihzeitig wird die Bewegung desMassenpunktes mit r(t) bezeihnet. Der Zusammenhang zwishen beiden Bezeih-nungen ist r(t) = r(q(t); t). Diese Art der Bezeihnungsweise ist niht vertr�aglihmit den Gepogenheiten in der Mathematik, ist aber in der Physik sehr �ublih.Der Untershied r�uhrt daher, da� das Funktionssymbol in der Mathematik f�urden funktionellen Zusammenhang steht, w�ahrend es in der Physik die betre�endephysikalishe Gr�o�e kennzeihnet. Die durh diese gleihartige Benennung ver-shiedener funkioneller Abh�angigkeiten zu bef�urhtende Verwirrung l�a�t sih meis-tens durh geeignete Notationskonventionen vermeiden. Insbesondere bezeihnendie Symbole _r und dr=dt die (totale) Ableitung der Funktion r(t), w�ahrend mitdem Symbol �r=�t die (partielle) Ableitung der Funktion r(q; t) gemeint ist. Diesorgf�altige Handhabung dieser beiden Arten von Zeitableitung wird im folgendenMehrdeutigkeiten verhindern.Indem wir (5.11) nah der Zeit di�erenzieren, dr�uken wir zun�ahst die Geshwin-digkeit v des Massenpunktes durh die generalisierten Koordinaten aus:v = _r = drdt = fXj=1 �r�qj � _qj + �r�t : (5:14)Diese Gleihung de�niert im Sinne der obigen Bemerkungen zweierlei: zum eineneine Funktion von 2f + 1 Variablen v(q; _q; t), deren partielle Ableitungen im fol-genden auftreten werden, und zum anderen die Geshwindigkeit v(t), die darausdurh Einsetzen von q(t) und _q(t) entsteht und deren totale Ableitung _v dieBeshleunigung des Massenpunktes ist. Die Ableitungen _qj hei�en generalisierteGeshwindigkeiten. Wir merken uns, da� die Geshwindigkeit v immer eine li-neare Funktion der generalisierten Geshwindigkeiten ist.Die Kraftkomponente auf der rehten Seite von (5.13) wird durh Einset-zen von (5.11) und (5.14) eine Funktion der generalisierten Koordinaten undGeshwindigkeiten und der Zeit. Die so de�nierte Gr�o�eQi(q; _q; t) := F�r(q; t);v(q; _q; t); t� � ��qi r(q; t) (5:15)nennt man eine generalisierte Kraft.�Ahnlih wie bei Gleihung (5.5) enth�alt die aus (5.14) durh abermalige Di�eren-tiation nah der Zeit gewonnene Gleihung f�ur die Beshleunigung �r nur an einerStelle die generalisierten Beshleunigungen �qi in der Gestalt�r = fXj=1 �r�qj �qj + : : : : (5:16)38



Wir merken uns auh hier: die Beshleunigung ist eine lineare Funktion der gene-ralisierten Beshleunigungen. Indem wir die letzte Gleihung in (5.13) einsetzen,erhalten wir fXj=1m � �r�qi � �r�qj � �qj = Qi + Pi(q; _q; t); (5:17)wobei Pi alle Terme zusammenfa�t, die sih aus den in (5.16) durh die Punkteangedeuteten Summanden ergeben. Wegen der angenommenen linearen Unab-h�angigkeit der Tangentenvektoren �r=�qi ist dieses System von f linearen Glei-hungen f�ur die f generalisierten Beshleunigungen �qi eindeutig l�osbar und ergibtnah Au�osung ein System von Bewegungsgleihungen der Formm�qi = Ki(q; _q; t) (i = 1; : : : ; f); (5:18)in dem die urspr�unglihen Beshr�ankungen der Bewegung niht mehr zu erkennensind und das dieselbe Form wie die Bewegungsgleihungen des zweiten Newton-shen Axioms (2.1) hat.Wir wollen hier auh eine interessante Shreibweise der Bewegungsgleihung (5.13)festhalten, die uns sp�ater bei der Behandlung der Mehanik mehrerer Massen-punkte wiederbegegnen wird. Durh eine Anwendung der Produktregel formenwir die linke Seite von (5.13) zun�ahst um inm�r � �r�qi = ddt�m _r � �r�qi ��m _r � ddt� �r�qi �: (5:19)F�ur die weitere Umformung brauhen wir die folgenden zwei suggestiven Iden-tit�aten. Aus (5.14) lesen wir � _r� _qi = �r�qi (5:20)ab und eine kleine Rehnung ergibtddt� �r�qi � = fXj=1 �2r�qj�qi _qj + �2r�t�qi = ��qi � fXj=1 �r�qj _qj + �r�t � = � _r�qi : (5:21)Mittels (5.20) und (5.21) formen wir shlie�lih (5.19) weiter um inm�r � �r�qi = ddt�m _r � � _r� _qi ��m _r � � � _r�qi � = ddt� �� _qi m2 _r2�� ��qi �m2 _r2�: (5:22)Unter Verwendung der kinetishen Energie T := m2 v2 und der De�nition der gen-eralisierten Kr�afte (5.15) erh�alt (5.13) damit die Formddt �� _qiT � ��qiT = Qi: (5:23)39



An dieser Stelle halten wir fest, da� die kinetishe Energie als Funktion der genera-lisierten Koordinaten und Geshwindigkeiten T (q; _q; t), die aus (3.1) durh Ein-setzen von (5.14) erhalten wird, immer ein quadratishes Polynom in den gene-ralisierten Geshwindigkeiten ist.Falls die eingepr�agte Kraft F konservativ ist, gelingt folgende weitere Umformung.Mit F = �rV (r) (siehe (3.14)) ergibt sih aus (5.15) sofortQi = �rV (r) � �r�qi = � ��qiV: (5:24)Man de�niert die Lagrangefunktion als Di�erenz aus kinetisher und potentiellerEnergie, L(q; _q; t) := T � V: (5:25)Da die potentielle Energie V niht von der Geshwindigkeit abh�angt (�V=� _qi = 0),kann man (5.23) f�ur konservative eingepr�agte Kr�afte in die Formddt �� _qiL� ��qiL = 0 (i = 1; : : : ; f) (5:26)bringen.Die Gleihungen (5.26) hei�en Lagrangeshe Bewegungsgleihungen zweiterArt. Diese Gleihungen stellen ein besonders bequemes, shematishes Verfahrenbereit, Bewegungsgleihungen f�ur generalisierte Koordinaten aufzustellen. Manmu� nur die kinetishe und die potentielle Energie durh Einsetzen von (5.11) und(5.14) durh die generalisierten Koordinaten und Geshwindigkeiten ausdr�ukenund die damit gebildete Lagrangefunktion in (5.26) einsetzen.F�ur ein Anwendungsbeispiel greifen wir auf das shon fr�uher benutzte Pendelzur�uk. Wir nehmen jetzt an, das Pendel shwinge in einer fest vorgegebenenEbene. Als generalisierte Koordinate k�onnen wir dann den Winkel ' zwishen derVertikalen durh den Aufh�angepunkt und dem Pendelfaden w�ahlen. Die potentielleEnergie ist durh V = mgh = mgl(1 � os') und die kinetishe Energie durhT = m2 v2 = ml2 _'2=2 gegeben. Mit �L=� _' = ml2 _' und �L=�' = �mgl sin'erhalten wir sofort die Bewegungsgleihung l �'+ g sin' = 0..
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Im Falle skleronomer Zwangsbedingungen kann man den Energiesatz in der fr�uherdiskutierten Form benutzen. Es gilt n�amlih die Aussage:F�ur skleronome Zwangsbedingungen leisten die Zwangskr�afte keineArbeit.Man kann dies sowohl aus den Gleihungen (5.4) und (5.3) { �f�=�t = 0 =)_r � rf� = 0 =) _r � F0 = 0 { als auh aus den Gleihungen (5.14) und (5.12) {�r=�t = 0 =) _r � F0 = P _qj�r=�qj � F0 = 0 { herleiten. Im Energiesatz sind indiesem Falle die Zwangskr�afte niht zu ber�uksihtigen.Als Beispiel betrahten wir eine Rutshbahn, auf der ein Kind reibungsfrei aus derH�ohe h mit der Anfangsgeshwindigkeit v0 = 0 rutsht. Aus der G�ultigkeit desEnergiesatzes E = m2 v2 +mgy folgt eine Endgeshwindigkeit v = p2gh, die sihniht von der beim freien Fall untersheidet. Die Wirkung der Rutshbahn bestehtnur darin, die Rihtung der Endgeshwindigkeit in die Horizontale umzulenken unddie Dauer des Vergn�ugens zu verl�angern.
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Da� bei rheonomen Zwangsbedingungen die Zwangskr�afte im allgemeinen sehrwohl (positive oder negative) Arbeit leisten, verdeutliht man sih leiht amBeispiel eines Fahrstuhls. Die Zwangskraft auf einen im Fahrstuhl gehobe-nen oder gesenkten K�orper wirkt der Shwerkraft entgegen und leistet beiAufw�artsbewegung (Abw�artsbewegung) am K�orper positive (negative) Arbeit.Als weitere Anwendung des Energiesatzes f�ur skleronome Zwangsbedingungenkommen wir auf das ebene Pendel zur�uk, f�ur das wir oben die Bewegungs-gleihung l �'+ g sin' = 0 f�ur die generalisierte Koordinate ' abgeleitet haben. Inder Absiht, diese Di�erentialgleihung zu l�osen, wird man mit mathematishemSharfblik auf die Idee kommen, sie mit _' zu multiplizieren, weil eine Zeitintegra-tion dann den Weg zur vollst�andigen L�osung er�o�net. Eine physikalishe Betrah-tungsweise dieses Problems wird den soeben diskutierten Energiesatz nutzen, umletztlih denselben L�osungsweg zu beshreiten. Der Energieerhaltungssatz f�ur dasebene Pendel lautet E = T + V = m2 l2 _'2 +mgl(1� os'): (5:27)Wir nehmen an, das Pendel habe einen maximalen Ausshlag '0, und werdenmittels der Gleihung E = mgl(1 � os'0) die Energie durh '0 ausdr�uken.41



Unter Verwendung der Halbwinkelformel os� = 1 � 2 sin2(�=2) erhalten wir sol _'2 = 4g(sin2('0=2) � sin2('=2)). Nah Trennung der Variablen wird diese Dif-ferentialgleihung mit der Anfangsbedingung '(t = 0) = 0 durhrgl t = 12 Z '0 d' 0qsin2('0=2)� sin2(' 0=2) (5:28)gel�ost. Das verbleibende Integral ist ein elliptishes Integral, das man durheine geeignete Substitution auf Normalform bringen kann. Wir de�nieren denParameter k := sin('0=2) und f�uhren die neue Integrationsvariable s mittels derSubstitution sin('=2) = k sins ein, durh die das Intervall 0 < ' < '0 auf dasInterval 0 < s < �=2 abgebildet wird. Die obige L�osung shreibt sih dann alsrgl t = Z s(')0 ds 0p1� k2 sin2s 0 � F (k; s): (5:29)Das durh F (k; s) de�nierte Integral ist die Legendreshe Normalform des (un-vollst�andigen) elliptishen Integrals erster Art. Die Shwingungsdauer des Pendelsergibt sih damit alsT = 4s lg Z �=20 dsp1� k2 sin2s = 4s lg K(k); (5:30)wo K(k) das vollst�andige elliptishe Integral erster Art ist. Im Grenzfall kleinerShwingungsamplituden k ! 0 erhalten wir nat�urlih das bekannte Ergebnis f�urden harmonishen OszillatorT = 2�s lg ('0 � �) (5:31)zur�uk, f�ur steigende Amplituden w�ahst die Shwingungsdauer an und f�ur '0 !� (k ! 1) geht sie gegen unendlih. Korrekturen zum harmonishen Grenzfallk�onnen durh eine Reihenentwiklung der obigen Formel nah Potenzen von kberehnet werden. Die binomishe Reihe ergibt1p1� k2 sin2s = 1Xn=0��1=2n �(�k2 sin2')n (5:32)gleihm�a�ig im Integrationsintervall f�ur k < 1. Nah Vertaushung von Summeund Integration berehnet man die Integrale der einzelnen Summanden zuZ �=20 (�1)n sin2n'd' = �2��1=2n � (5:33)42



und erh�alt die ReihenentwiklungT = 2�s lg 1Xn=0��1=2n �2k2n = 2�s lg �1 + 14 sin2 '02 + 964 sin4 '02 + : : :�: (5:34)Damit shlie�en wir dieses Beispiel ab, mit dem wir auh ein Beispiel f�ur die Ent-wiklung eines niht elementaren Integrals nah einem kleinen Parameter gebenwollten. Als weiteres Beispiel skizzieren wir noh kurz das sph�arishe Pendel,f�ur das sih als generalisierte Koordinaten die Winkelvariablen der Kugelkoordi-naten (1.14) anbieten. Wir w�ahlen den Aufh�angepunkt als Aufpunkt und lassendie Polarahse # = 0 in Rihtung der Ruhelage des Pendels nah unten zeigen.Die generalisierten Geshwindigkeiten lesen wir aus (1.17) ab und erhalten dieLagrangefunktionL = T � V = m2 l2 ( _#2 + _'2 sin2 #)�mgl(1� os#): (5:35)Nah (5.26) leiten wir daraus die Lagrangegleihungenml2 (�#� _'2 sin # os#) +mgl sin # = 0ddt��T� _' � � ddt�ml2 _' sin2 #� = 0: (5:36)ab. F�ur die erste Gleihung kann man durh Multiplikation mit _# und Integrationauh hier ein erstes Integral gewinnen, das wieder die Bedeutung des Energieer-haltungssatzes hat. Die zweite Gleihung ist besonders einfah, weil die Lagrange-funktion von der Variablen ' gar niht abh�angt, und dr�ukt die Erhaltung dervertikalen Komponente des Drehimpulses Lz aus. Man maht sih leiht klar, da�die Komponente des Drehmoments (4.3) sowohl der eingepr�agten Shwerkraft r�Fals auh der Zwangskr�afte r�F0 in dieser Rihtung vershwindet und deshalb Lznah (4.5) erhalten sein mu�. Diese beiden Erhaltungss�atzem2 l2 ( _#2 + _'2 sin2 #) +mgl(1� os#) = Eml2 _' sin2 # = Lz; (5:37)ebenen den Weg zu einer vollst�andigen L�osung dieses Problems, die wir hier aberniht weiter verfolgen wollen.Im Zusammenhang mit der Bedingung (5.12) f�ur die Zwangskr�afte und mitder Form (5.13) der Bewegungsgleihungen kann man den wihtigen Begri� dervirtuellen Arbeit diskutieren. Wir f�uhren dazu zun�ahst den Begri� dervirtuellen Verr�ukung Ær mittels der FormelÆr := fXi=1 �r�qi Æqi (5:38)43



ein. Unter virtuellen Verr�ukungen eines Massenpunktes in einem Punkt derZwangsmannigfaltigkeit versteht man alle Verr�ukungen, die bei festgehaltenerZeit tangential zur Mannigfaltigkeit stehen. Wenn wir die Verr�ukungen Æqi alsin�nitesimal klein betrahten, kann man die virtuellen Verr�ukungen Ær auh alsbeliebige in�nitesimale Verr�ukungen in der Zwangsmannigfaltigkeit bei festgehal-tener Zeit au�assen. Mit Hilfe dieses Begri�es kann man die f Bedingungen (5.12)auh in die eine Bedingung ÆA0 := F0 � Ær = 0 (5:39)zusammenfassen, die man in Worten folgenderma�en ausdr�uken kann:Unter virtuellen Verr�ukungen leisten Zwangskr�afte keine Arbeitoder Die virtuelle Arbeit der Zwangskr�afte vershwindet.F�ur skleronome Zwangsbedingungen sind die virtuellen Verr�ukungen identishmit in�nitesimalen realen Verr�ukungen. Essentiell ist die Ma�gabe, da� beivirtuellen Verr�ukungen die Zeit festzuhalten ist, im Falle von zeitabh�angigenZwangsbedingungen. Wir hatten ja shon betont, da� in diesem Fall die Zwangs-kr�afte sehr wohl reale Arbeit leisten.Aus (5.2) und (5.39) folgt sofort eine alternative Shreibweise der Bewegungsglei-hungen (5.13) mittels virtueller Verr�ukungen:(F�m�r) � Ær = 0: (5:40)Der durh diese Gleihung ausgedr�ukte Sahverhalt wird das d'AlembertshePrinzip genannt. Jean{Baptist de Rond d'Alembert (1717-1783) hat diesesPrinzip aus einer Verallgemeinerung des Prinzips der virtuellen Arbeit gewon-nen, mit dem man Gleihgewihtszust�ande identi�zieren kann. Dieses Prinzipergibt sih aus (5.40) im Gleihgewiht, d.h. f�ur den Fall vershwindender Be-shleunigung, als ÆA := F � Ær = 0: (5:41)Falls die eingepr�agte Kraft F konservativ ist und damit ein Potential V besitzt, giltÆA = �ÆV und Gleihgewiht herrsht an solhen Stellen, an denen das PotentialV auf der Zwangsmannigfaltigkeit Maxima, Minima oder Wendepunkte hat. Inder folgenden Figur sind diese drei wohlbekannten Gleihgewihtssituationen noheinmal dargestellt und durh Angabe der Rihtungen der auftretenden Kr�afte inder N�ahe der Gleihgewihtslage harakterisiert..
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F�ur die begri�ihe Verallgemeinerung des Prinzips der virtuellen Arbeit auf einauh f�ur beshleunigte K�orper g�ultiges Prinzip hat d'Alembert den Beshleuni-gungsterm in (5.40) als Tr�agheitskraft aufgefa�t: F? := �m�r. Damit konnteer der Bewegungsgleihung (5.40) die Bedeutung einer Gleihgewihtsbedingunggeben, indem er sagte:Die virtuelle Arbeit der Summe von eingepr�agter Kraft undTr�agheitskraft vershwindet.Die obigen Prinzipien entfalten ihre ganze N�utzlihkeit erst rihtig nah Verallge-meinerung auf mehr als einen Massenpunkt.Wir haben oben zwei Zug�ange zu einer systematishen Behandlung holonomerZwangsbedingungen (5.1) beshrieben, die auf die Lagrangegleihungen erster Art(5.1-3) und zweiter Art (5.26) f�uhrten. Nat�urlih gibt es auh Zw�ange, die manniht durh holonome Bedingungen des Typs (5.1) ausdr�uken kann. Eine inter-essante Klasse niht{holonomer Zwangsbedingungen werden wir erst sp�aterdiskutieren, weil sih sinnvolle Beispiele f�ur diese Zw�ange nur f�ur Systeme mitmehreren Massenpunkten ergeben. Ein anderer Typ niht{holonomer Zwangsbe-dingungen enth�alt Ungleihungen f(r; t) � 0 (5:42)anstelle von Gleihungen. Einfahe Beispiele daf�ur sind der Massenpunkt in einemFahrstuhl oder auf einer beliebigen Unterlage, durh die er nah unten begrenztist, von der er aber nah oben abheben kann. Im Falle des Fadenpendels, dessenFaden niht immer gespannt sein mu�, haben wir solhe Zw�ange oben shon kurzerw�ahnt. Solhe Zw�ange lassen sih o�enbar st�ukweise wie holonome Zw�angebehandeln, n�amlih solange der Massenpunkt die Gleihung f(r; t) = 0 erf�ullt.Man mu� nur ein Kriterium daf�ur �nden, wie lange diese Gleihung g�ultig ist.Solange der Massenpunkt die Gleihung f(r; t) = 0 erf�ullt, besteht die Wirkungdes Zwanges (5.42) darin, ihn am Eindringen in das Gebiet f(r; t) < 0 zu hindern.Das kann nur durh eine Zwangskraft geshehen, die in Rihtung des Gebietesf(r; t) > 0 zeigt, in das auh der Normalenvektor gradf gerihtet ist. Mit derGleihung (5.3) f�ur die Zwangskraft erhalten wir somit das folgende Kriterium:Die nihtholonome Zwangsbedingung (5.42) wirkt wie die holonomeZwangsbedingung f(r; t) = 0, solange der zugeh�orige LagrangesheMultiplikator � positiv ist.
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II. Mehanik der Massenpunktsysteme (Punktmehanik)6. Einf�uhrungIm folgenden Teil der Vorlesung befassen wir uns mit der Mehanik eines Systemsvon n Massenpunkten (n � 1), auh kurz Punktmehanik genannt. Die imersten Teil behandelte Mehanik eines einzelnen Massenpunktes stellt den einfah-sten Spezialfall daf�ur dar. Sie wurde vorangestellt, damit Sie sih in Ruhe mit eini-gen wihtigen Grundbegri�en der Mehanik vertraut mahen konnten. Alle dieseGrundbegri�e spielen auh in der Mehanik der Punktsysteme eine wesentliheRolle. Es werden allerdings neue Begri�e hinzukommen, zum Beispiel der desMassenmittelpunkts, der im Falle eines einzelnen Massenpunktes ohne Bedeutungist. Au�erdem werden wir zus�atzlihe Prinzipien formulieren, zum Beispiel dasHamiltonshe Prinzip, die neben den shon besprohenen wesentlihe Bestandteileder analytishen Mehanik sind.Eine Punktmehanik ist o�ensihtlih angemessen f�ur die Beshreibung von Sys-temen wie dem Sonnensystem, wenn man die Planeten als Massenpunkte au�a�t.Die volle Bedeutung der Punktmehanik wird allerdings erst klar, wenn mandaran denkt, da� alle Materie aus Elementarbausteinen aufgebaut ist, die mannah g�angiger Au�assung als punktf�ormig ansieht. In diesem Sinne ist die Punkt-mehanik die jede Mehanik umfassende Mehanik. Ausgedehnte Materiest�ukek�onnen ebenfalls als Systeme aus Massenpunkten angesehen werden, die aufgrundvon inneren Kr�aften zusammenhalten. So ist f�ur feste Materie oft das Modelldes starren K�orpers von Nutzen, bei dem die einzelnen Massenpunkte denZwangsbedingungen unterliegen, da� die Abst�ande von je zwei Massenpunktenfest vorgegeben sind. Diese wihtige Klasse von Punktsystemen werden wir imdritten Teil der Vorlesung gesondert diskutieren. Auh die im vierten Teil zubehandelnden deformierbaren Medien werden als ein Spezialfall f�ur Punktsys-teme anzusehen sein.Es mu� hier erw�ahnt werden, da� aufgrund j�ungerer Entwiklungen in der The-orie der Elementarteilhen auh die Mehaniken niht punktf�ormiger Objekteeine wahsende Bedeutung erlangt haben. Zu nennen w�are insbesondere dieMehanik linienf�ormiger Objekte, die String{Mehanik, aber auh diejeni-gen f�ur �ahenhafte und h�oherdimensionale fundamentale Objekte, die Brane{Mehanik.F�ur die kinematishe Beshreibung eines Systems von n Massenpunkten sind nOrtsvektoren ri(t) (i = 1; : : : ; n) (6:1)anzugeben, die im Ursprung O eines Bezugssystems angelegt werden. Die Be-wegungsgesetze f�ur diese Massenpunkte wird man vorzugsweise wieder in einemInertialsystem beshreiben. Wenn mi die Masse des i{ten Massenpunktes ist,lauten die Bewegungsgleihungen wie in (2.1)mi�ri = Fi (i = 1; : : : ; n): (6:2)46



Die Kr�afte Fi setzen sih jetzt aus Anteilen zusammen, deren Quellen au�erhalbund innerhalb des betrahteten Systems liegen. Man untersheidet dementspre-hend �au�ere oder externe Kr�afte F(e)i und innere Kr�afte Fi k, die vomMassenpunkt k stammen, und �ndet insgesamt die KraftFi = F(e)i + nXk=1Fi k: (6:3)Damit die Summation niht auf k 6= i eingeshr�ankt werden mu�, tre�en wir dieVereinbarung Fi i = 0. (Ein Massenpunkt �ubt keine Kraft auf sih selbst aus.)Im Prinzip kann man durh eine geeignete Erweiterung des Systems immer �au�ereKr�afte zu inneren mahen. Falls aber die Quellen von �au�eren Kr�aften durh dasbetrahtete Massenpunktsystem niht beeinu�t werden, wird man diese Quellenals fest vorgegeben niht in das System einbeziehen. Systeme, auf die keine �au�erenKr�afte wirken, nennt man abgeshlossen.Innere Kr�afte, die zwishen je zwei Massenpunkten i und k wirken, haben nahdem Reaktionsprinzip (2.2) die fundamentale EigenshaftFi k = �Fk i; (6:4)die, wie wir shon in Kapitel 2 gesehen haben, ganz wihtige Konsequenzen hat.Wie shon in (2.1) h�angen die �au�eren Kr�afte im allgemeinen von der Lage undder Geshwindigkeit des beeinu�ten Massenpunktes und der Zeit ab:Fi = Fi(ri;vi; t): (6:5)Die inneren Kr�afte werden dagegen im allgemeinen niht von der Zeit abh�angen,daf�ur aber von der Lage und vielleiht auh der Geshwindigkeit der beidenbeteiligten Massenpunkte: Fi k = Fi k(ri;vi; rk;vk): (6:6)�Au�ere Kr�afte r�uhren letztlih nat�urlih immer von Zweik�orperkr�aften des Typs(6.6) her, indem Ort rk(t) und Geshwindigkeit vk(t) der �au�eren Quelle k festvorgegeben sind.Das System (6.2) von n Di�erentialgleihungen zweiter Ordnung hat eine ein-deutige L�osung, wenn die Lagen ri und die Geshwindigkeiten vi aller n Massen-punkte zu einer Anfangszeit t0 vorgegeben werden.
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7. Erhaltungss�atzeW�ahrend die detaillierte Bewegung eines Systems von Massenpunkten im all-gemeinen beliebig verwikelt sein kann, gibt es in Verallgemeinerung unsererentsprehenden Betrahtungen f�ur einen Massenpunkt eine Reihe von Erhal-tungss�atzen, die gewisse Aussagen �uber die Bewegung von Systemen als Ganzesgestatten. Diese Erhaltungss�atze werden wir im vorliegenden Kapitel besprehen.Unter dem Gesamtimpuls eines Systems von n Massenpunkten mit den Massenmi und den Geshwindigkeiten vi verstehen wir die Gr�o�eP := nXi=1mivi = nXi=1 pi; (7:1)d.h. die Summe der Einzelimpulse (4.1). Durh Summation der Bewegungsglei-hungen (6.2,3) �uber alle Massenpunkte �nden wir damit die GleihungdPdt = nXi=1 Fi = nXi=1 F(e)i + nXi;k=1Fi k = nXi=1 F(e)i : (7:2)Hierbei hat sih die Doppelsumme �uber die inneren Kr�afte wegen des Reaktions-prinzips (2.2, 6.4) herausgehoben. Wir haben damit den Impulssatz f�ur Systemevon Massenpunkten gewonnen:Die zeitlihe Ableitung des Gesamtimpulses ist gleih der Resul-tierenden der �au�eren Kr�afte.Wenn keine �au�eren Kr�afte vorhanden sind, das System also abgeshlossen ist,folgt daraus sogleih der Satz von der Erhaltung des Gesamtimpulses:In einem abgeshlossenen System ist der Gesamtimpuls zeitlih kon-stant.Der Impulssatz erh�alt eine viel anshaulihere Interpretation mithilfe des Begri�sdes Massenmittelpunktes. Wir bezeihnen die Gesamtmasse eines Systemsmit M := nXi=1mi: (7:3)Der Massenmittelpunkt des Systems ist dann durh die GleihungR := 1M nXi=1miri (7:4)gegeben. Der Massenmittelpunkt liegt immer im Inneren der konvexen H�ulleder durh die n Massenpunkte gegebenen Punktmenge. (Unter konvexer H�ulleversteht man die durh die Punkte r =Pni=1 �iri mit beliebigen Gewihten �i � 0unter der Nebenbedingung Pni=1 �i = 1 aufgespannte Punktmenge.)48



Aus (7.1) und (7.4) folgt nun sofortP =M _R (7:5)oder in Worten:Der Gesamtimpuls ist gleih dem Produkt aus der Gesamtmasseund der Geshwindigkeit des Massenmittelpunktes.Den Impulssatz (7.2) k�onnen wir damit auh als Bewegungsgleihung des Massen-mittelpunktes M �R = nXi=1 F(e)i (7:6)au�assen und in Worten folgenderma�en als Satz vom Massenmittelpunkt for-mulieren:Der Massenmittelpunkt bewegt sih so, als ob in ihm die gesamteMasse des Systems vereinigt w�are und auf ihn die Resultierendealler �au�eren Kr�afte wirkte.Entsheidend ist hier die Tatsahe, da� die inneren Kr�afte keinerlei Einu� aufdie Bewegung des Massenmittelpunktes haben. Wie shon in Kapitel 2 kurzangedeutet, rehtfertigt die Bewegungsgleihung (7.6) erst, zusammengesetzteK�orper unter geeigneten Umst�anden als Massenpunkte zu betrahten. Im homoge-nen Gravitationsfeld ist die resultierende Kraft Pni=1 F(e)i =Pni=1mig =Mg tri-vialerweise identish mit der auf die Punktmasse M wirkenden Kraft. Aus diesemGrunde nennt man den Massenmittelpunkt auh oft Shwerpunkt. Es stelltsih heraus, da� die resultierende Gravitationskraft zwishen zwei Himmelsk�orpernebenfalls exakt gleih derjenigen ist, die zwishen deren punktf�ormigen Attrappenwirkt, solange die beiden Himmelsk�orper kugelsymmetrish sind. Dies folgt auseiner einfahen Anwendung des Gau�shen Integralsatzes und wird Ihnen im Rah-men der Elektrodynamikvorlesung n�aher erl�autert werden.F�ur abgeshlossene Systeme gilt alsoM �R = 0 oder R(t) = R0 +V0 � t: (7:7)Der Erhaltungssatz f�ur den Gesamtimpuls hat daher die anshaulihe Bedeu-tung, da� der Massenmittelpunkt sih geradlinig gleihf�ormig bewegt. Dies istdas Analogon des 1. Newtonshen Axioms f�ur Systeme von Massenpunkten. Ganzwesentlih ist daf�ur das 3. Newtonshe Axiom (2.2, 6.4) gewesen. Wir halten fest,da� wir f�ur abgeshlossene Systeme von n Massenpunkten 6 der 6n Integrationen,die zur L�osung der Bewegungsgleihungen n�otig sind, ausf�uhren k�onnen (6 ersteIntregrale der Bewegung).Mit dem Ziel der Herleitung eines Energiesatzes gehen wir wie in Kapitel 3 beieinem einzigen Massenpunkt vor. Wir multiplizieren die Bewegungsgleihung (6.2)mit der Geshwindigkeit _ri und erhalten nah Summation �uber alle MassenpunktenXi=1mi _ri � �ri = nXi=1 Fi � _ri: (7:8)49



Die Gr�o�e T := nXi=1 mi2 _r2i (7:9)hat die Bedeutung der gesamten kinetishen Energie des Systems. Indem man(7.8) nah der Zeit integriert, erh�alt manT2 � T1 = Z t2t1 nXi=1 Fi � _ri dt � A: (7:10)Hier bezeihnet A die im Zeitintervall zwishen t1 und t2 von den �au�eren undinneren Kr�aften an den n Massenpunkten geleistete Arbeit. Ohne weitere An-nahmen ist die Gleihung (7.10) niht sehr n�utzlih, weil der Arbeitsbegri� indieser Allgemeinheit zu verwikelt und unanshaulih bleibt. Man wird wiederanstreben, die Zeitintegration in (7.10) ausf�uhren zu k�onnen, wie das in Kapitel 3f�ur konservative Kr�afte gelang.Die Arbeit der �au�eren Kr�afte wird leiht �ubershaubar, wenn diese konservativim fr�uheren Sinne sind. Falls Potentiale Vi(r) existieren, so da�Fi(ri) = �rVi(r)���r=ri = � ��riVi(ri); (7:11)so gilt f�ur die von dieser Kraft geleistete ArbeitA(e)i = Z t2t1 F(e)i � _ri dt = � Z t2t1 ddtVi(ri(t)) dt = ��Vi(ri(t2))� Vi(ri(t1))� (7:12)und die gesamte von den �au�eren Kr�aften geleistete Arbeit shreibt sih alsA(e) = � nXi=1�Vi(ri(t2))� Vi(ri(t1))�: (7:13)Wir wollen nun fragen, welhe Eigenshaft die inneren Kr�afte haben m�ussen,damit eine �ahnlihe Vereinfahung m�oglih ist. Es wird o�enbar notwendigsein, da� die inneren Kr�afte unabh�angig von den Geshwindigkeiten vj sind:Fj k = Fj k(rj ; rk). Ein m�oglihes Potential Wjk(rj ; rk) wird dann ebenfallsvon den beiden Ortsvektoren rj und rk abh�angen. Die totale Zeitableitung diesesPotentials lautet ddtWjk(rj(t); rk(t)) = �Wjk�rj � _rj + �Wjk�rk � _rk: (7:14)In dem Ausdruk A(i) := Z t2t1 nXj;k=1Fj k � _rj dt (7:15)50



f�ur die Arbeit der inneren Kr�afte �nden wir die rehte Seite von (7.14) wieder,indem wir die beiden folgenden Identi�kationen vornehmen:Fj k = ��Wjk�rj und Fk j = ��Wjk�rk : (7:16)Die beiden Reaktionskr�afte Fj k und Fk j m�ussen also aus einer gemeinsamenPotentialfunktion Wjk (z.B. mit der Konvention j < k) folgen. Das Reaktion-sprinzip Fk j = �Fj k hat dann die Konsequenz, da���aWjk(rj + a; rk + a)��a=0 = ��rjWjk + ��rkWjk = �Fj k � Fk j � 0; (7:17)so da�Wjk(rj+a; rk+a) unabh�angig vom Vershiebungsvektor a ist. Damit h�angtWjk(rj ; rk) aber nur vom Di�erenzvektor rj�rk ab (w�ahle dazu a = �rk) und wirk�onnen f�ur jedes Paar (j; k) von Massenpunkten das WehselwirkungspotentialV(j;k)(rj � rk) :=Wjk(rj � rk; 0) =Wjk(rj; rk) (7:18)einf�uhren.Wir haben damit herausgefunden, wann man Wehselwirkungskr�afte sinnvoller-weise konservativ nennen wird, n�amlih dann, wenn f�ur jedes Paar (j; k) vonMassenpunkten ein Potential V(j;k)(rj � rk) existiert, mit demFj k = � ��rj V(j;k)(rj � rk) = ��rk V(j;k)(rj � rk) = �Fk j (7:19)gilt. Es ist zu beahten, da� kein Untershied zwishen dem Paar (j; k) und demPaar (k; j) besteht und wegen (7.14) das Potential V(j;k) alle Beitr�age des Paares(j; k) in der Doppelsumme in (7.15) abdekt. Der Anteil der inneren Kr�afte ander Arbeit (7.10) shreibt sih dann alsA(i) = 12 nXj;k=1Z t2t1 �Fj k � _rj + Fk j � _rk� dt= X1�j<k�n Z t2t1 �Fj k � _rj + Fk j � _rk� dt= � X1�j<k�n�V(j;k)�rj(t2)� rk(t2)�� V(j;k)�rj(t1)� rk(t1)��: (7:20)
Die damit gefundene Eigenshaft konservativer Wehselwirkungskr�afte und derenPotentiale, nur vom Relativvektor rjk := rj � rk abh�angig zu sein, nennt manTranslationsinvarianz. Wir haben deshalb oben gezeigt, da� f�ur konservativeinnere Kr�afte das Reaktionsprinzip gleihbedeutend mit Translationsinvarianz ist.51



Unter der Annahme, da� innere und �au�ere Kr�afte eines Systems von n Massen-punkten konservativ sind, folgt aus (7.10), (7.13) und (7.20) der Energieerhal-tungssatz, der aussagt, da� die GesamtenergieE � T + V (e) + V (i) = nXi=1 mi2 _r2 + nXi=1 Vi + X1�j<k�nV(j;k) (7:21)erhalten ist:Die Summe aus der kinetishen, der �au�eren potentiellen und derinneren potentiellen Energie ist zeitlih konstant.F�ur manhe Zweke erweist sih die folgende Zerlegung der kinetishen Energie ineinen inneren und einen �au�eren Anteil als n�utzlih. Wir zerlegen die Ortsvektorenri in den Vektor R von Aufpunkt zum Massenmittelpunkt des Systems und denVektor r0i vom Massenmittelpunkt zum Punkt i:ri = R+ r0i: (7:22)Dann gilt wegen (7.4) o�enbar nXi=1mir0i = 0; (7:23)wodurh die gesamte kinetishe Energie sih zuT = nXi=1 mi2 ( _R+ _r0i)2 = M2 _R2 + nXi=1 mi2 _r02i = T (e) + T (i) (7:24)vereinfaht. Hierbei ist die externe kinetishe Energie T (e) diejenige, die das Sys-tem h�atte, wenn sih die Gesamtmasse M mit der Geshwindigkeit _R des Massen-mittelpunktes bewegte, und T (i) ist die kinetishe Energie des Systems in einemBezugssystem, in dem der Massenmittelpunkt ruht.Abshlie�end halten wir noh einmal fest, da� wir f�ur Systeme mit konservativenKr�aften eine Zeitintegration ausf�uhren k�onnen und so zum Energieerhaltungssatzkommen.Wir wollen nun in Analogie zu (4.5) einen Satz �uber den GesamtdrehimpulsL := nXi=1 Li = nXi=1mi ri � _ri (7:25)herleiten. Wir betonen noh einmal, da� Drehimpulse niht nur von der Wahl desBezugssystems, sondern auh von der Wahl des Aufpunktes O im Bezugssystem52



abh�angen. Durh vektorielle Multiplikation der Bewegungsgleihung (6.2) mit riund Summation �uber alle Massenpunkte erhalten wirdLdt = nXi=1mi ri � �ri = nXi=1 ri � Fi = nXi=1 ri � F(e)i + nXi;k=1 ri � Fi k: (7:26)Der erste Term auf der rehten Seite stellt die Resultierende der Drehmo-mente (siehe (4.3)) der �au�eren Kr�afte dar, die wir mitN := nXi=1 ri � F(e)i (7:27)bezeihnen. Von den Beitr�agen der inneren Kr�afte greifen wir aus der Doppel-summe in (7.26) die beiden Summandenri � Fi k + rk � Fk i = (ri � rk)� Fi k (7:28)heraus. Man erkennt an dieser Formel, da� der Beitrag der inneren Kr�aftezur zeitlihen �Anderung des Gesamtdrehimpulses vershwindet, wenn die innerenKr�afte Zentralkr�afte in dem Sinne sind, da� die Kraft zwishen i{ten und demk{ten Massenpunkt in Rihtung des Verbindungsvektors zwishen den beidenMassenpunkten zeigt. Tats�ahlih haben viele Wehselwirkungskr�afte diese Eigen-shaft (Gravitationskraft, Coulombkraft). Unter der genannten Voraussetzung giltder Drehimpulssatz f�ur Systeme von Massenpunkten,dLdt = N; (7:29)oder in Worten:F�ur Systeme mit inneren Zentralkr�aften ist die zeitlihe Ableitungdes Gesamtdrehimpulses gleih der Resultierenden der Drehmo-mente der �au�eren Kr�afte.Zu einem Drehimpulserhaltungssatz gelangt man nun, wenn das DrehmomentN vershwindet: L(t) = L0; wenn N = 0: (7:30)Wihtige Beispiele f�ur die G�ultigkeit des Drehimpulserhaltungssatzes sind:- abgeshlossene Systeme (F(e)i = 0)- Systeme, bei denen die �au�eren Kr�afte F(e)i Zentralkr�afte mit einem gemein-samen Kraftzentrum O f�ur alle i sind; dann vershwindet N bez�uglih diesesZentrums O und L ist bez�uglih des Aufpunktes O erhalten.Um die Abh�angigkeit des Drehimpulses vom Aufpunkt zu studieren, f�uhren wireine Vershiebung des Aufpunktes um den festen Vektor a durh. Mit den Be-zeihnungen ri = ��!OPi, r0i = ��!O0Pi und a = ��!OO0 haben wir die Transformationri = a+ r0i; _ri = _r0i (7:31)53



und daher gilt f�ur die Drehimpulse L0 bez�uglih O0 und L bez�uglih O dieBeziehung L0 = nXi=1mi (ri � a)� _ri = L� a�P: (7:32)Daraus folgt die Unabh�angigkeit des Drehimpulses vom Aufpunkt in Bezugssys-temen, in denen der Massenmittelpunkt ruht. Hinter diesem Ergebnis stehteine naheliegende Zerlegung des Gesamtdrehimpulses in einen inneren und einen�au�eren Anteil. W�ahlt man n�amlih statt des obigen festen Aufpunktes O0 den(m�ogliherweise bewegten) Massenmittelpunkt als neuen Bezugspunkt, so gilt mit(7.22,23) L = nXi=1mi (R+ r0i)� ( _R+ _r0i) =M R� _R+ L0: (7:33)Der hier auftretende Drehimpuls L0, der auf den Massenmittelpunkt bezogen ist,ist der sogenannte innere Drehimpuls L(i) des Systems. Wir halten daher fest:Im Bezugssystem des Massenmittelpunktes ist der Drehimpulsbez�uglih jedes Aufpunktes gleih dem inneren Drehimpuls.Wenn man vom Drehimpuls eines Atoms, Atomkerns oder eines Elementarteilhensspriht, meint man im allgemeinen den inneren Drehimpuls L(i).Wir zerlegen das Drehmoment (7.27) in Analogie zum Drehimpuls (7.33) inN = R� nXi=1 F(e)i + nXi=1 r0i � F(e)i : (7:34)Wegen der G�ultigkeit des Impulssatzes (7.2) heben sih im Drehimpulssatz (7.29)die Zeitableitung des ersten Terms der rehten Seite von (7.33) und der ersteTerm der rehten Seite von (7.34) gegenseitig weg. F�ur Systeme mit innerenZentralkr�aften folgt daher aus dem Drehimpulssatz (7.29) die GleihungdL(i)dt = nXi=1 r0i � F(e)i ; (7:35)die bei beliebiger, auh beshleunigter Bewegung des Massenmittelpunktes gilt.Wir merken uns:F�ur Systeme mit inneren Zentralkr�aften ist die zeitlihe Ableitungdes inneren Drehimpulses gleih dem Moment der �au�eren Kr�aftebez�uglih des Massenmittelpunktes.Das Moment der �au�eren Kr�afte bez�uglih des Massenmittelpunktes ist oft leihterzu berehnen als das bez�uglih anderer Aufpunkte. So gilt etwa in einem homoge-nen Shwerefeld N(i) =P r0i �mig =Pmir0i � g = 0 und deshalb ist der innereDrehimpuls eines im homogenen Shwerefeld fallenden oder geworfenen K�orperskonstant. 54



Gro�e praktishe Bedeutung hat der Drehimpulssatz f�ur die Bewegung starrerK�orper, die wir im 3. Abshnitt dieser Vorlesung noh ausf�uhrlih behandelnwerden. Hier wollen wir nur kurz die Rotation eines starren K�orpers um eine festeAhse durh seinen Massenmittelpunkt betrahten, die wir als z{Ahse unseresKoordinatensystems w�ahlen. Dann liegen die Geshwindigkeiten aller Punkte desstarren K�orpers in der (x; y){Ebene und haben den Betrag vi = li !, wo li denAbstand des Punktes i von der Drehahse und ! die Winkelgeshwindigkeitder Rotation bezeihnet. Die z{Komponente des inneren Drehimpulses ist dannLz = nXi=1mi l2i ! = �!; (7:36)wo � das Tr�agheitsmoment des K�orpers bez�uglih der Drehahse ist.Zeitlihe Konstanz des Drehimpulses Lz ist gleihbedeutend mit konstanterWinkelgeshwindigkeit !. Falls man allerdings durh innere Kr�afte, wennder K�orper niht starr ist, das Tr�agheitsmoment �andern kann, mu� sih dieWinkelgeshwindigkeit entsprehend �andern, damit der Drehimpuls konstantbleibt (Drehshemelversuh, Pirouette).In der Satellitentehnik benutzt man innere Kreisel, um kleine Drehimpulse desSatelliten aufzufangen. Auf diese Weise verhindert man niht nur unangenehmeRotationen des Satelliten, sondern rihtet ihn auh nah dem Fixsternhimmel aus.Nah demselben Prinzip fallen Katzen bekanntlih immer auf die F�u�e, indem sieihren Shwanz rotieren lassen.Wir halten abshlie�end fest, da� bei inneren Zentralkr�aften in abgeshlossenenSystemen der Drehimpuls L erhalten ist. Dies liefert 3 weitere Integrale der Be-wegungsgleihungen.In einer Gesamtsiht der besprohenen Erhaltungss�atze betrahten wir jetzt einSystem, f�ur das alle diese Erhaltungss�atze g�ultig sind. Es waren f�ur die Impulser-haltung Abgeshlossenheit, f�ur die Energieerhaltung konservative innere Kr�afteund f�ur die Drehimpulserhaltung innere Zentralkr�afte erforderlih. Wir betrahtendaher jetzt ein abgeshlossenes System mit inneren Kr�aften Fj k, die sowohl kon-servativ als auh Zentralkr�afte sind:Fj k = � ��rjk V(j;k)(rjk); Fj k k rjk; (rjk := rj � rk): (7:37)Wir fragen, was diese beiden Eigenshaften zusammen bedeuten. Mit analyti-shen Mitteln kann man diese Frage beantworten, indem man den Gradienten inKugelkoordinaten shreibt:rV = �V�r er + 1r �V�# e# + 1r sin# �V�' e': (7:38)Der Gradient eines Potentials V (r) hat folglih nur eine radiale Komponente genaudann, wenn das Potential niht von der Rihtung des Vektors r abh�angt, also eine55



Funktion allein des Betrages r(jk) := jr(jk)j ist. Wegen der Identit�at �r(jk)=�r(jk) =r(jk)=r(jk) = n(jk) (siehe Kapitel 4) erhalten wir dannFj k = � ��r(jk)V(j;k)(r(jk)) = ��V(j;k)�r(jk) � n(jk): (7:39)Wir halten fest:Konservative innere Zentralkr�afte Fj k leiten sih aus einem Po-tential V(j;k)(r(jk)) ab, das nur vom Betrag des Relativvektors r(jk)abh�angt.Ein anshauliheres geometrishes Verst�andnis f�ur diesen Sahverhalt gewinnt manaus der �Uberlegung, da� unter den Annahmen (7.37) die �Aquipotential�ahen, zudenen der Gradient des Potentials immer senkreht steht, Kugeln sein m�ussen.F�ur ein abgeshlossenes System mit inneren Kr�aften vom Typ (7.39) gelten alsodie folgenden Erhaltungss�atze:(1) Impulserhaltung (wegen Fj k = �Fk j), sehs Integrale,R = R0 + v0 � t: (7:40)(2) Energieerhaltung (wegen Fj k = ��V(j;k)=�r(jk)), ein Integral,E = nXi=1 mi2 v2i + nX1�j<k�nV(j;k)(r(jk)): (7:41)(2) Drehimpulserhaltung (wegen V(j;k) = V(j;k)(r(jk))), drei Integrale,L = nXi=1 ri �mi vi: (7:42)Wir haben damit insgesamt 10 Integrale der Bewegungsgleihungen gewonnen.Man wird nun die Frage stellen, warum wir genau 10 Intergrale der Bewegungsglei-hungen gewonnen haben. Wird man niht durh gen�ugendes Nahdenken weitereIntegrale auÆnden? Die Antwort auf diese Frage ist negativ, wenn man an allge-meine Integrale der obigen Art denkt. Dies wurde 1887 von Bruns und 1889 vonPoinar�e f�ur das Dreik�orperproblem gezeigt.Warum es genau 10 allgemeine Integrale gibt, versteht man durh die Betrahtungder Invarianzeigenshaften eines abgeshlossenen Systems. Wir nehmen unter Ver-allgemeinerung von (6.2) Bewegungsgleihungen der Formmi �ri = Fi(r1; : : : ; rn;v1; : : : ;vn; t) (i = 1; : : : ; n) (7:43)an, die sih unter den folgenden Transformationen niht �andern sollen:56



(1) Zeittranslationen, t! t+ t0(() Fi h�angt niht von t ab)(2) Raumtranslationen, ri ! ri + a(() Fi h�angt nur von den Di�erenzen ri � rk ab)(3) Galilei{Transformationen (im engeren Sinne), ri ! ri + v0 � t(() Fi h�angt nur von den Di�erenzen vi � vk ab)(4) Drehungen, ri ! Dri, vi ! DviF�ur Kr�afte vom Typ (7.39) haben die Bewegungsgleihungen die genannten Invar-ianzen.Alle Transformationen, die sih durh Aneinanderreihung der obigen Transforma-tionen ausf�uhren lassen, lassen die Bewegungsgleihungen (7.43) unter den genann-ten Bedingungen f�ur die Kr�afte Fi invariant. F�uhrt man in der Menge dieser Trans-formationen das Hintereinanderausf�uhren als Produktoperation ein, so bildet dieseMenge eine Gruppe, die inhomogene Galilei{Gruppe, deren Elemente manGalilei{Transformationen (im weiteren Sinne) nennt. Die Eigenshaft des Sys-tems (7.43), unter allen Transformationen der Galilei{Gruppe invariant zu sein,nennt man Galilei{Invarianz.Man stellt nun fest, da� die oben aufgef�uhrten Transformationen sih durh ins-gesamt 10 skalare Parameter harakterisieren lassen: t0, a, v0 und die drei Pa-rameter, durh die Drehungen parametrisiert werden (letzteres werden wir nohausf�uhrlih beim starren K�orper diskutieren). In mathematisher Terminologie istdie Galilei{Gruppe eine 10{parametrige kontinuierlihe Gruppe. Es gibt nun einenallgemeinen Satz, dasNoethershe Theorem (Emmy Noether, 1882-1935), nahdem eine m{parametrige Invarianzgruppe eines physikalishen Systems die gleiheZahl von Erhaltungsgr�o�en zur Folge hat. Dieser Satz erkl�art somit, warum wires auf 10 Erhaltungsgr�o�en gebraht haben. Wir werden hier das NoethersheTheorem niht in seiner Allgemeinheit formulieren, sondern seine Shlu�weise an-hand eines einfahen Beispiels demonstrieren. In Kapitel 11 werden wir jedoh aufdieses Theorem zur�ukkommen.Wir betrahten das System (7.43) von Bewegungsgleihungen unter der Annahme,da� die Kr�afte sih aus einem geshwindigkeits{ und zeitunabh�angigen Potentialherleiten lassen: Fi = � ��riV (r1; : : : ; rn): (7:44)Dieses Potential soll zun�ahst eine v�ollig allgemeine Funktion seiner n vektoriellenVariablen sein. Es mu� sih insbesondere niht aus einem �au�eren Potential undinneren Zweik�orperpotentialen zusammensetzen. Wir gehen mit (7.44) also deut-lih �uber die bisher behandelten F�alle hinaus. Ein solh allgemeines Potentialist tats�ahlih niht nur von hypothetishem Interesse, sondern ergibt sih zumBeispiel als e�ektives Potential, in dem sih die Atomkerne eines Molek�uls be-wegen, wenn man die Quantenmehanik der Elektronen in der sogenannten adia-batishen N�aherung behandelt. 57



Ein Impulserhaltungssatz gilt mit (7.44) nat�urlih niht, da V ja zum Beispiel�au�ere Kr�afte enthalten k�onnte. Wir mahen jetzt die zus�atzlihe Annahme derTranslationsinvarianz f�ur V :V (r1 + a; : : : ; rn + a) = V (r1; : : : ; rn): (7:45)Diese Forderung beinhaltet im �ubrigen gleihzeitig die Galilei{Invarianz (im en-geren Sinne), weil die Bewegungsgleihungen damit invariant unter allen zeit-abh�angigen Vershiebungen der Form a = a0 + v0 � t sind. F�ur Mehrk�orperkr�afte,die in (7.44) enthalten sein k�onnen, kann ein Reaktionsprinzip (2.2, 6.4) niht for-muliert werden. Die Translationsinvarianz ersetzt in dem hier vorliegenden Falldas Reaktionsprinzip. Mit_P = nXi=1mi�ri = nXi=1 Fi = � nXi=1 ��riV (r1; : : : ; rn)= � ��aV (r1 + a; : : : ; rn + a)���a=0 = 0 (7:46)folgt aus (7.45) die Impulserhaltung. Dies ist ein typishes Beispiel f�ur die Aussagedes Noethershen Theorems.Wenn man aus dem allgemeinen Potential (7.44) auf Drehimpulserhaltung shlie-�en m�ohte, ist der Begri� Zentralpotential durh die Eigenshaft der Rotations-invarianz zu ersetzen, die f�ur alle Drehungen D die BeziehungV (Dr1; : : : ;Drn) = V (r1; : : : ; rn) (7:47)fordert. Wir werden die Drehungen D im Zusammenhang mit den starren K�orpernnoh ausf�uhrlih besprehen und werden dann in der Lage sein, �ahnlih m�uhelosvon der Rotationsinvarianz auf die Erhaltung des Drehimpulses zu shlie�en wieoben von der Translationsinvarianz auf die Erhaltung des Impulses (siehe auhKapitel 11).
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8. Zweik�orperproblem und {streuungIn diesem Kapitel werden wir das allgemeine Zweik�orperproblem besprehen.Zun�ahst wollen wir untersuhen, welhe Konsequenzen die Ergebnisse des letztenKapitels f�ur ein Zweik�orpersystem haben, das durh Bewegungsgleihungen vomTyp (7.43, 7.44, 7.45, 7.47) beshrieben wird. Es gelte alsomi �ri = Fi (i = 1; 2) (8:1)mit einer inneren Kraft der GestaltFi = � ��ri V (jr1 � r2j): (8:2)Von den 12 f�ur die vollst�andige L�osung erforderlihen Zeitintegrationen werden 10durh die Erhaltungss�atze geliefert. Es zeigt sih, da� die letzten beiden immerleiht durh zwei weitere Integrationen erhalten werden.Tats�ahlih erlaubt die Impulserhaltung eine elementare Zur�ukf�uhrung desZweik�orperproblems auf ein Eink�orperproblem. Wir wissen n�amlih, wie die Be-wegung des MassenmittelpunktesR := m1 r1 +m2 r2m1 +m2 (8:3)aussieht. Sie erfolgt nah (7.7) geradlinig gleihf�ormig:R(t) = R0 +V0 � t: (8:4)Es liegt nun nahe, die Relativbewegung der beiden Massenpunkte zu studieren,die durh den Vektor r := r1 � r2 (8:5)beshrieben wird. Mit r(t) w�urde man die Bewegung der beiden Massenpunktevollst�andig kennen, weil man (8.3) und (8.5) eindeutig nah r1 und r2 au�osenkann mit dem Ergebnisr1 = R+ m2m1 +m2 r; r2 = R� m1m1 +m2 r: (8:6)Indem man F1 = �F2 = �gradV (r) benutzt, erh�alt man aus den Bewegungsglei-hungen (8.1) f�ur den Relativvektor die Bewegungsgleihung�r = 1m1F1 � 1m2F2 = �� 1m1 + 1m2 �gradV (r): (8:7)Mit der reduzierten Masse �, die durh1� := 1m1 + 1m2 oder � = m1m2m1 +m2 (8:8)59



de�niert ist, shreibt sih diese Bewegungsgleihung shlie�lih als��r = �gradV (r): (8:9)Dies ist die Bewegungsgleihung eines Massenpunktes der Masse � in einem kon-servativen Zentralkraftfeld. Die L�osung solher Probleme ist uns aus Kapitel 4gel�au�g.An dieser Stelle wollen wir kurz auf das 3. Keplershe Gesetz (4.25) zur�ukkommen,das wir in Kapitel 4 unter der Annahme einer unendlihen Sonnenmasse formulierthatten. Wir k�onnen es jetzt mit der Kraftkonstanten k = Gm1m2 pr�aziser fol-genderma�en angeben: T 2a3 = 4�2�k = 4�2G (m1 +m2) : (8:10)Das Verh�altnis T 2=a3 ist also nur insoweit f�ur alle Planeten gleih, als ihre Massem1 gegen�uber der Sonnenmasse m2 vernahl�assigt werden kann. Da die Masse desmassivsten Planeten Jupiter etwa tausendmal geringer als die Sonnenmasse ist,liegt die Varianz der Konstanten im 3. Keplershen Gesetz f�ur das Sonnensystemim Bereih 10�3.Nah Gleihung (8.6) vollf�uhren beide K�orper zur Relativbewegung r(t) im geo-metrishen Sinne �ahnlihe, mit den Faktoren m2=(m1+m2) und �m1=(m1+m2)skalierte Bewegungen um den Massenmittelpunkt. Dabei ist die Bewegung desmassiveren K�orpers st�arker gestauht als die des weniger massiven. Anhand desMassenverh�altnisses mJ=mS = 0;00095, des Abstandes DJ�S = 779 � 106 km unddes Sonnenradius RS = 696 � 103 km sh�atzt man leiht ab, da� der Massenmit-telpunkt des Sonnensystems immer in unmittelbarer N�ahe der Sonne liegt. Peri-odishe Shwankungen der Position der Sonne lassen auf die Existenz der Planetenshlie�en. Die Beobahtung solher Shwankungen bei Fixsternen liefert die bishereinzige Methode zum Nahweis ihrer Planeten.Bei der L�osung der Gleihung (8.9) wird man eine Energie und einen Drehimpulsals formale Integrationskonstanten erhalten. Wir werden nat�urlih an der genauenphysikalishen Bedeutung dieser Konstanten interessiert sein und stellen daher diefolgende Vorbetrahtung an. Aus (8.6) entnehmen wir die vom Massenmittelpunktaus gerehneten Ortsvektoren der beiden Massenpunkte, r01 = m2(m1+m2)r und r02 =� m1(m1+m2)r, und k�onnen damit die innere kinetishe Energie (siehe (7.24)) undden inneren Drehimpuls (siehe (7.33)) des Zweik�orpersystems ausrehnen. Wirerhalten mit M := m1 +m2T (i) = m12 v021 + m22 v022 = m12 (m2M )2v2+ m22 (m1M )2v2 = 12m1m2M v2 = �2 v2 (8:11)und L(i) = m1r01 � v01 +m2r02 � v02 = � r� v: (8:12)60



Die beiden zu (8.9) geh�origen Erhaltungss�atze k�onnen wir deshalb jetzt mit denin (8.11) und (8.12) berehneten Gr�o�en als�2 � _r2 + r2 _'2�+ V (r) = T (i) + V (i) = E(i) (8:13)und � r2 _' = L(i) (8:14)shreiben, wo L(i) die Komponente des Drehimpulses senkreht zur Bahnebeneder inneren Bewegung ist. Aus diesen beiden ersten Integralen der Bewegungsglei-hung (8.9) leiten wir dann in v�olliger Analogie zu Kapitel 4 die Bahngleihungab (siehe (4.16)) und erhalten mit u(') = 1rL(i)22� �u02 + u2�+ V ( 1u ) = E(i): (8:15)Wir werden diese Gleihung in der Formd'du = � 2�L(i)2 �E(i) � V ( 1u)�� u2��1=2 (8:16)weiterverwenden.Wir haben oben die L�osung des Problems der Relativbewegung noh einmal inallen Einzelheiten angegeben, weil wir sie im folgenden auf das Problem derStreuung zweier Massenpunkte aneinander anwenden wollen. Die Streuung vonTeilhen aneinander ist eine sehr wihtige Methode zur experimentellen Bestim-mung von Wehselwirkungen, zum Beispiel in der Atom{ und Elementarteilhen-physik. Sie stellt dort eine unverzihtbare Erg�anzung zur Beobahtung gebun-dener Bahnen dar, aus der wir hier bisher die Potentiale bestimmt haben, weilman mit der Streuung gro�e Abstandintervalle des Potentials �uberstreihen kann.Ein Streuvorgang ist eine Bewegung, bei der die Teilhen aus gro�er Entfernungkommend einander nahekommen und sih nah der gegenseitigen Beeinu�ungwieder voneinander entfernen. Die Relativbewegung kann dann zum Beispiel wiein der folgenden Figur gezeihnet aussehen.
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Die vorstehende Figur gibt qualitativ die Bahn f�ur ein absto�endes Potentialwieder, f�ur das der Abstand r bis zu einem Minimalwert rm abnimmt, der beimPolarwinkel 'm erreiht wird. Danah w�ahst r wieder an, wobei dieser zweiteBahnabshnitt aus dem ersten durh Spiegelung hervorgeht. Mit der Anfangsbe-dingung '(u = 0) = 0 erh�alt man durh Integration von (8.16) und mit um = 1=rm'm = Z um0 duq 2�L(i)2 �E(i) � V ( 1u )�� u2 : (8:17)Hier ist um die Nullstelle der Wurzel im Nenner, an der nah (8.16) drd' = 0 gilt,also r minimal und u maximal ist.F�ur absto�ende Potentiale gilt immer 'm � �=2, so da� das in der Figur gezeigteVerhalten typish ist. Tats�ahlih kann man dieses aus der Anshauung gewonneneErgebnis leiht auh rehnerish best�atigen. Mit �dVdr � 0 (und V (1) = 0) gilt ja0 < V (r) � V (rm) f�ur r � rm oder V ( 1u ) � V ( 1um ) f�ur u � um und daher'm � Z um0 duq 2�L(i)2 �E(i) � V ( 1um )�� u2 = Z um0 dupu2m � u2 = Z 10 dxp1� x2 = �2 :(8:18)Bei niht durhweg absto�enden Potentialen kann der Winkel 'm beliebig gro�werden. Dies ist anhand der folgenden Figur leiht einzusehen, wenn mansih an die Diskussion eindimensionaler Bewegungen in Kapitel 3 und an dieZur�ukf�uhrung von Bewegungen im Zentralpotential auf eindimensionale Bewe-gungen in Kapitel 4 mit Hilfe des e�ektiven Potentials (4.14) erinnert. Wenn dieinnere Energie E(i) gleih einem Maximum des Potentials ist, divergiert das In-tegral (8.17) und der Winkel 'm ist unendlih gro�. F�ur leiht h�ohere Energienkann dann 'm beliebig gro� sein und die Teilhen kreisen beliebig oft umeinander,bevor sie sih wieder voneinander entfernen. In der Streutheorie nennt man einesolhe Ersheinung Resonanz.
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Wir verfolgen jetzt den Fall absto�ender Potentiale weiter. (Bei anziehenden Po-tentialen w�urden im folgenden einige Vorzeihen zu �andern sein.) Als Streuwinkelbezeihnet man den in der vorletzten Figur eingezeihneten Ablenkwinkel� := � � 2': (8:19)62



Bei atomaren Streuprozessen ist niht die gesamte Bewegung beobahtbar, sondernnur der Streuwinkel. Der Streuwinkel h�angt nah den Gleihungen (8.17) und(8.19) von der inneren Energie und vom inneren Drehimpuls des Systems ab.Die innere Energie des Systems ist durh die Relativgeshwindigkeit der beidenTeilhen vorgegeben. Man shie�t typisherweise bei ruhendem Streuzentrum(\target") das zu streuende Teilhen mit der Geshwindigkeit va aus gro�emAbstand (V (r) = 0) auf das Streuzentrum und gibt dem System damit die innereEnergie E(i) = �2 v2a; (8:20)die w�ahrend des Streuvorgangs ja erhalten bleibt. Der innere Drehimpuls jedohh�angt vom Sto�parameter s ab, L(i) = �sva; (8:21)und kann bei atomarer Gr�o�enordnung von s niht vorgegeben werden. Aus diesemGrunde ist man bei Streuexperimenten auf statistishe Aussagen angewiesen. DerStreuwinkel � ist zwar eindeutig bestimmt durh den Sto�parameter s (und diefest vorgegebene Geshwindigkeit va),� = �(s); (8:22)aber wir k�onnen den Wert von s niht kontrollieren. Man nimmt daher an undf�uhrt das Experiment so durh, da� ein homogener Strom von Streuteilhen derGeshwindigkeit va auf das Streuzentrum tri�t. Dieser Strom habe die Intensit�at(Stromdihte) I, die folgenderma�en de�niert ist:Die Stromdihte I ist die Zahl N der in der Zeit t durh eine Fl�aheF (senkreht zur Stromrihtung) tretenden Teilhen dividiert durhdie Zeit t und die Fl�ahe F , I = Nt�F .Die Stromdihte hat die Dimension 1=Zeit � Fl�ahe. Die Zahl der Teilhen, diepro Zeiteinheit mit Sto�parametern zwishen s und s+�s auf das Streuzentrumtre�en, ist dann gleih �n(s) = I � 2�s�s: (8:23)
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Alle diese Teilhen werden Streuwinkel zwishen �(s) und �(s+�s) = �(s)+��haben. (F�ur absto�ende Potentiale ist �� negativ, wenn �s positiv ist.) Wir be-zeihnen den anhand der Polarwinkel � und  von der Strahlrihtung aus gemesse-nen Raumwinkel als 
 = (�;  ). Damit de�nieren wir nunmehr den di�eren-tiellen Streuquershnitt �(
) folgenderma�en:Der di�erentielle Streuquershnitt �(
) ist gleih der Zahl der proZeiteinheit in ein Raumwinkelelement �
 um den Raumwinkel 
gestreuten Teilhen dividiert durh �
 und die Intensit�at I deseinfallenden Teilhenstroms.Der di�erentielle Streuquershnitt hat die Dimension einer Fl�ahe.F�ur unser zentralsymmetrishes Potential h�angt der Streuquershnitt niht vomWinkel  ab, � = �(�), und der Raumwinkel, in den die oben genannten �n(s)Teilhen gestreut werden, ist durh �
 = 2� sin� � (���) gegeben. Daher giltnah der obigen De�nition des Streuquershnitts�n(s) = I � �(�) ��
 = �2�I�(�) sin� ���: (8:24)Aus den Gleihungen (8.23) und (8.24) erhalten wir im Limes �s! 0 die Formel�(�) = � ssin � � dsd� (8:25)f�ur den di�erentiellen Streuquershnitt. In dieser einfahen Form gilt dieFormel (8.25) f�ur absto�ende Potentiale, bei denen die Beziehung zwishen demStreuwinkel � und dem Sto�parameter s monoton (fallend) ist. Bei niht mono-tonem Verlauf von �(s), wenn �(sn) = � mehrere L�osungen sn hat, mu� �uberalle diese L�osungen summiert werden und man erh�alt die allgemeinere Formel�(�) =Xn snsin� � ��� dsnd� ���: (8:26)Wir wollen nun den Streuquershnitt f�ur den speziellen Fall zweier elektrishgeladener Teilhen mit den Ladungszahlen z1 und z2 berehnen, die miteinander�uber das Coulombpotential V (r) = z1z2 e2r (8:27)wehselwirken. Um die funktionale Beziehung zwishen dem Sto�parameter s unddem Streuwinkel � zu berehnen, untersuhen wir die Wurzel in der Gleihung(8.17):r2�E(i)L(i)2 � 2�z1z2e2L(i)2 u� u2 :=p� � 2�u� u2 =p� + �2 � (u+ �)2=p(� + �2)(1� x2) mit x := u+ �p� + �2 : (8:28)64



Indem wir die hier de�nierte neue Integrationsvariable x in (8.17) substituieren,erhalten wir das Resultat'm = Z 1 �p�+�2 dxp1� x2 = arsin x���1 �p�+�2 = �2�arsin �p� + �2 = �2��2 : (8:29)Wegen (8.19) entnehmen wir daraus die einfahe Relationsin �2 = �p� + �2 oder tg2�2 = 1sin2 �2 � 1 = ��2 = � vaL(i)z1z2 e2�2 (8:30)oder, indem wir die Wurzel ziehen und (8.21) benutzen, shlie�lihs = jz1z2j e2�v2a � tg�2 : (8:31)Durh Einsetzen dieser Relation in die Formel (8.21) f�ur den di�erentiellen Streu-quershnitt erhalten wir somit den ber�uhmten Rutherfordshen Streuquer-shnitt �(�) = �z1z2 e22�v2a �2 � 1sin4 �2 (8:32)f�ur die Coulombstreuung, urspr�unglih abgeleitet f�ur die Streuung von �{Teilhenan Atomkernen und historish bedeutsam f�ur die Aufkl�arung der r�aumlihen Struk-tur von Atomen. Man beahte die starke Divergenz � / ��4 dieses Streuquer-shnitts bei kleinen Streuwinkeln �! 0. Sie resultiert aus der langen Reihweitedes Coulombpotentials, die daf�ur verantwortlih ist, da� Teilhen mit beliebiggro�en Sto�parametern sehr kleine, aber niht vershwindende Streuwinkel be-sitzen.Erw�ahnt sei auh der Begri� des totalen Streuquershnitts oder Wirkungs-quershnitts �total:Der totale Streuquershnitt �total ist gleih der Zahl der pro Zeit-einheit gestreuten Teilhen dividiert durh die Intensit�at des ein-fallenden Teilhenstroms und damit gleih der Quershnitts�ahesenkreht zum Teilhenstrom, aus der Teilhen �uberhaupt gestreutwerden.F�ur Potentiale, die erst bei unendlih gro�em Abstand der Teilhen vershwindenund die daher alle Teilhen (mit beliebigem Sto�parameter) streuen, ist derWirkungsquershnitt immer unendlih gro�. F�ur Potentiale endliher Reihweite,die ab einem Abstand r = a vershwinden (V (r) = 0 f�ur r > a), hat der Wirkung-quershnitt o�enbar den Wert �total = � a2: (8:33)65



Durh Vergleih mit der De�nition des di�erentiellen Streuquershnitts ergibt sih,da� der totale Quershnitt gleih dem Raumwinkelintegral�total = ZZ �(
) d
 = 2�Z �(�) sin� d� (8:34)�uber den di�erentiellen Quershnitt ist. Durh Einsetzen der Formel (8.25) in(8.34) best�atigt man f�ur Potentiale endliher Reihweite mittels�total = 2� Z �0 ��s(�)� � dsd� d� = 2� Z a0 s ds = � a2 (8:35)leiht die Formel (8.33).Da f�ur mehanishe Probleme auf atomaren L�angenskalen im allgemeinen nihtdie klassishe Mehanik, sondern die Quantenmehanik zust�andig ist, kann manfragen, inwieweit die obige klassishe Analyse von Streuquershnitten relevant ist.Sie werden in der Quantenmehanikvorlesung lernen, da� der quantenmehanishedi�erentielle Streuquershnitt f�ur die Coulombstreuung (erstaunliherweise) mitdem in (8.32) angegebenen klassishen exakt �ubereinstimmt. Dies ist jedoh einSonderfall. Im allgemeinen untersheiden sih klassishe und quantenmehanisheStreuquershnitte durhaus. Insbesondere ist der totale Streuquershnitt bei quan-tenmehanisher Streuung endlih niht nur f�ur Potentiale endliher Reihweite,sondern f�ur alle Potentiale, die bei gro�en Abst�anden gen�ugend stark (st�arker alsr�2) abfallen.

Θ

Θ
sv

v

v

v

1e

2a 1a

2e

r

Teilchen 2

Teilchen 1

66



Wir haben oben den Streuprozess anhand der Relativbewegung von Streuteilhenund Streuzentrum diskutiert. Der dabei aufgetretene Streuwinkel � ist derjenigeWinkel, um den die Relativgeshwindigkeit v w�ahrend des Streuprozesses gedrehtwird. Anhand von Gleihung (8.6) und der vorstehenden Figur, die die Bewe-gung beider Teilhen im Massenmittelpunktsystem darstellt, erkennt man,da� in diesem Inertialsystem beide Teilhen um den Streuwinkel � aus ihrer ur-spr�unglihen Bewegungsrihtung abgelenkt werden.Das Laborsystem, in dem bei Experimenten der Streuvorgang beobahtet wird,stimmt in den seltensten F�allen mit dem Massenmittelpunktsystem �uberein. Invielen F�allen ruht das Streuzentrum (Teilhen 2) vor dem Streuprozess und dasStreuteilhen (Teilhen 1) wird mit der Anfangsgeshwindigkeit v1a auf das ru-hende Streuzentrum geshossen. Daher bewegt sih der Massenmittelpunkt imLaborsystem mit der Geshwindigkeitv0 = m1m1 +m2 v1a = m1M v1a: (8:36)
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W�ahrend des Streuvorgangs wird nun, wie in der vorstehenden Figur gezeihnet,das Teilhen 2 (Streuzentrum) beshleunigt. Deshalb wird das Streuteilhen imLaborsystem um einen anderen Winkel # als die Relativgeshwindigkeit v, dieum den Streuwinkel � gedreht wird. Die Bestimmung der Beziehung zwishendiesen beiden Winkeln ist ein rein kinematishes Problem, zu dessen L�osung wirdie Beziehung v1 = v0 + v01 = v0 + m2M v (8:37)67



aus Gleihung (8.6) heranziehen. Nah dem Streuprozess, wenn die potentielleEnergie wieder vershwindet (V (r) = 0), gilt wegen der Erhaltung der inneren En-ergie jvej = v1a und daher jv01ej = m2M v1a oder mit (8.36) shlie�lih die Beziehungv0=v01e = m1=m2, die wir in Gleihung (8.38) benutzen werden. Die Vektoren v1eund ve shlie�en dann (d.h. nah dem Streuprozess) mit der Streuahse (der Rih-tung von v1a) die beiden Winkel # und � ein. Anhand der folgenden Figur, diedie geometrishe Anordnung der Vektoren in (8.37) zeigt, erhalten wir nunmehrdas Ergebnis tg # = v01e sin�v01e os� + v0 = sin�os� + m1m2 : (8:38)
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Die funktionale Beziehung zwishen den beiden Streuwinkeln # und � ist in derfolgenden Figur f�ur vershiedene Massenverh�altnisse veranshauliht. F�ur sehrmassive Streuzentren, m2 � m1, spielt die Bewegung des Streuzentrums o�enbarkeine gro�e Rolle und es gilt # � �. F�ur gleihe Massen, m1 = m2, ist die rehteSeite von Gleihung (8.38) gleih tg �2 und es gilt die einfahe Beziehung # =�=2. Weiterhin maht man sih leiht klar, da� f�ur m1 < m2 der Streuwinkel imLaborsystem immer monoton mit dem Streuwinkel im Massenmittelpunktsystemvon 0 auf � anw�ahst. F�ur m1 > m2 erreiht # jedoh nie den Wert �=2 und f�alltf�ur �! � wieder auf # = 0 ab.
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Im Falle m1 � m2 ist # also eine monotone Funktion von � und jedem Intervall�# entspriht ein eindeutiges Intervall ��, in das die Teilhen in den beiden ver-shiedenen Inertialsystemen gestreut werden. Wenn wir den di�erentiellen Streu-quershnitt im Laborsystem mit �L(#) bezeihnen, gilt nah Gleihung (8.24) dieTeilhenzahlbilanz 2�I�L(#) sin#�# = 2�I�(�) sin���: (8:39)Die Beziehung zwishen den di�erentiellen Streuquershnitten im Labor{ und imMassenmittelpunktsystem ist deshalb durh�L(#) = �(�) d os�d os# (8:40)gegeben. F�ur die Rutherfordstreuung von �{Teilhen an Heliumatomen (m1 =m2) erh�alt man danah zum Beispiel, wenn man den Vorfaktor auf der rehtenSeite von Gleihung (8.32) mit �0 abk�urzt, wegen # = �=2�L(#) = �0 � 1sin4 �2 � sin�sin # � 2 = 4�0 � os#sin4 # (0 < # � �2 ): (8:41)Das �{Teilhen wird h�ohsten um den Winkel �=2 abgelenkt und wird niemalszur�ukgestreut.F�ur m1 > m2 mu� man in der (8.39) entsprehenden Bilanzgleihung wegender niht monotonen Beziehung zwishen # und � f�ur jedes �# �uber die bei-den zugeh�origen ��{Intervalle summieren, weil es genau zwei Winkel �1(#) und�2(#) gibt. Statt (8.40) erh�alt man dann die Formel�L(#) = �(�1) d os�1d os# � �(�2) d os�2d os# : (8:42)Je gr�o�er das Massenverh�altnis m1=m2 ist, um so kleiner ist der maximaleStreuwinkel #max im Laborsystem und um so st�arker ist die Streuung inVorw�artsrihtung fokussiert. Der Streuquershnitt �L divergiert nah Gleihung(8.42) f�ur den maximalen Streuwinkel #max.Im Laborsystem hat das Streuteilhen nah dem Streuprozess einen Teil seiner ur-spr�unglihen kinetishen Energie an das Streuzentrum abgegeben. Man entnimmtf�ur die Geshwindigkeit des Streuteilhens nah dem Sto� v1e aus der vorletztenFigur mittels des Cosinussatzes die Gleihungv021e = v21e + v20 � 2v1ev0 os#; (8:43)aus der man mittels v0 = m1M v1a (siehe (8.36)) und der vor Gleihung (8.38) shoneinmal abgeleiteten Relation v01e = m2M v1a die quadratishe Gleihung�v1ev1a �2 � 2m1M �v1ev1a � os#+ m1 �m2M = 0 (8:44)69



f�ur das Verh�altnis v1e=v1a erh�alt. Im Spezialfall gleiher Massen m1 = m2 ent-nimmt man daraus die einfahe L�osungv1ev1a = os#: (8:45)Diese Gleihung stimmt mit der Beobahtung �uberein, nah der das Streuteilhenbeim zentralen Sto� (Sto�parameter s = 0 und # = �=2) seine gesamte kinetisheEnergie an das Streuzentrum abgibt.Die obigen �Uberlegungen kann man f�ur die Berehnung des mittleren Energiever-lustes bei Streuprozessen nutzen, zum Beispiel bei der Streuung von Reaktorneu-tronen am Moderator. Man hat dazu unter Benutzung des di�erentiellen Streu-quershnitts �L(#) das Verh�altnis der kinetishen Energien T1e=T1a = (v1e=v1a)2�uber alle Streuwinkel zu mitteln.F�ur die Analyse von Wehselwirkungen zwishen Elementarteilhen bei kurzenAbst�anden brauht man gro�e innere Energien E(i), da der kleinste erreih-bare Abstand (bei repulsiven Potentialen) durh die Beziehung E(i) = V (rmin)(L(i) = 0) gegeben ist. Zur Erreihung m�oglihst gro�er E(i) ist es nahteilig,das Streuzentrum im Laborsystem ruhen zu lassen. Um dies zu verstehen, be-trahten wir als Beispiel den Sto� zweier Teilhen gleiher Masse m1 = m2 = mund nehmen an, wir seien in der Lage, die Teilhen im Laborsystem maximal aufdie Geshwindigkeit va zu bringen, ihnen also die maximale kinetishe EnergieE = m2 v2a zu geben. Wir wollen die dadurh erzielbare innere Energie bei zweivershiedenen Streuexperimenten vergleihen:(1) ein Teilhen ruht im Labor, das andere erh�alt die kinetishe Energie E,(2) beide Teilhen werden mit der Geshwindigkeit va aufeinander geshossen.Die bei diesen Experimenten erzielten inneren Energien sindE(i)1 = �2 v2a = m4 v2a = 12E;E(i)2 = m4 (2va)2 = 2E = 4E(i)1 : (8:46)Im zweiten Experiment erreiht man also die vierfahe innere Energie. Dies mahtverst�andlih, warum man in den Hohenergielabors Teilhen in Speiherringen zurKollision bringt, indem man sie gegensinnig umlaufen l�a�t. Auh f�ur die geplantenLinearbeshleuniger der n�ahsten Generation ist diese Art der Versuhsanordnungunerl�a�lih. Tats�ahlih wird bei hohen Geshwindigkeiten, wenn die Bewegungmittels der relativistishen Mehanik beshrieben werden mu�, das Experimentmit ruhendem Streuzentrum noh weit shlehter abshneiden, weil (8.46) dannfolgenderma�en zu modi�zieren ist ( ist die Lihtgeshwindigkeit):E(i)1 = Eq1 + E2m2 + 1 ;E(i)2 = 2E: (8:47)
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9. Eingeshr�ankte BewegungenIn diesem Abshnitt behandeln wir Methoden zur Beshreibung von Punktsyste-men, deren Massenpunkte Zwangsbedingungen unterliegen. Wir werden erken-nen, da� viele der Konzepte aus dem Kapitel 5, in dem wir eingeshr�ankte Be-wegungen eines einzelnen Massenpunktes betrahtet haben, sih in o�enbarerWeise verallgemeinern lassen. Wie dort shon diskutiert, rufen Zwangsbedingun-gen Zwangskr�afte hervor, die zun�ahst niht bekannt sind. Anstelle der Bewe-gungsgleihung (5.2) erhalten wir hier f�ur ein System von n Massenpunkten die nBewegungsgleihungen mi�ri = Fi + F0i (i = 1; : : : ; n): (9:1)Im folgenden werden wir eine Notation verwenden, die diese n Gleihungen ineine einzige Gleihung zusammenfa�t, wodurh die Formulierungen in diesemKapitel denjenigen in Kapitel 5 sehr �ahnlih werden. Wir f�uhren dazu den 3n{dimensionalen Kon�gurationsvektorx := (r1; : : : ; rn) = (x1; y1; z1; : : : ; xn; yn; zn) (9:2)ein, der die Lage aller n Massenpunkte beshreibt. In analoger Weise de�nierenwir die 3n{dimensionalen KraftvektorenY := (F1; : : : ;Fn); Y0 := (F01; : : : ;F0n): (9:3)Um die Massenfaktoren in (9.1) in eine Vektornotation zu �uberf�uhren, m�ussen wirdie diagonale Massenmatrix
M := 0BBBBBBBB�

m1 0 0 : : : 0 0 00 m1 0 : : : 0 0 00 0 m1 : : : 0 0 0... ... ... . . . ... ... ...0 0 0 : : : mn 0 00 0 0 : : : 0 mn 00 0 0 : : : 0 0 mn
1CCCCCCCCA (9:4)

verwenden. Mit dieser Notation k�onnen wir die n Bewegungsgleihungen (9.1) indie einzige Gleihung M� �x = Y +Y0: (9:5)komprimieren, die gro�e formale �Ahnlihkeit mit der Gleihung (5.2) hat.Der Begri� der virtuellen Verr�ukung aus Kapitel 5 l�a�t sih in naheliegen-der Weise verallgemeinern. Jede in�nitesimale Ver�anderung der Kon�guration xl�a�t sih durh einen 3n{dimensionalen Vektor Æx kennzeihnen. Die Zwangs-bedingungen werden gewisse Ver�anderungen Æx der Kon�guration verbieten.Die bei festgehaltener Zeit { man erinnere sih daran, da� dieser Zusatz f�ur71



zeitabh�angige (rheonome) Zwangsbedingungen wesentlih ist { m�oglihen in�nite-simalen Ver�anderungen Æx sind die virtuellen Verr�ukungen. Die Zw�ange, die wirim Sinne haben, sollen auh hier keine Beshleunigungen in Rihtung der virtuellenVerr�ukungen bewirken, sondern nur virtuelle Verr�ukungen in anderen Rihtun-gen ausshlie�en und im Falle rheonomer Zw�ange die Massenpunkte senkreht zuden momentanen virtuellen Verr�ukungen bewegen. Das bedeutet aber:Die Zwangskr�afte leisten keine Arbeit unter virtuellen Verr�ukungen,oder in Formeln, in vollst�andiger Analogie zu Gleihung (5.39):ÆA0 := Æx�Y0 = 0: (9:6)Mit dem Punkt � wird hier wie im folgenden immer das Skalarprodukt zweier 3n{dimensionaler Vektoren bezeihnet. Dieses Prinzip, nah dem die virtuelle Arbeitder Zwangskr�afte vershwindet, soll als eine Pr�azisierung des Begri�es der meha-nishen Zwangsbedingungen aufgefa�t werden. Durh Kombination von (9.6) mitder Bewegungsgleihung (9.5) entsteht sofort wieder das zu (5.40) analoge f�ur allevirtuellen Verr�ukungen g�ultige d'Alembertshe PrinzipÆx� (Y �M � �x) = 0: (9:7)F�ur Gleihgewihtssituationen, bei denen keine Beshleunigungen vorhandensind, folgt daraus in Analogie zu (5.41) das Prinzip der virtuellen ArbeitÆx�Y= 0: (9:8)Aus einer der einfahsten Anwendungen des Prinzips der virtuellen Arbeit fol-gen die Hebelgesetze. Wie in der folgenden Figur gezeigt, erleiden die beidenMassen m1 und m2 bei einer kleinen Verringerung des Winkels ' um Æ' die ver-tikalen Verr�ukungen Æz1 = �l1 sin' Æ' und Æz2 = l2 sin' Æ'. Mit den vertikalenShwerkraftkomponenten �m1g und �m2g fordert das Prinzip der virtuellen Ar-beit �m1gÆz1 �m2gÆz2 = 0 oder die Gleihgewihtsbedingungm1 l1 = m2 l2: (9:9)
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Als einfahes Anwendungsbeispiel zur Demonstration der N�utzlihkeit des d'Alem-bertshen Prinzips betrahten wir die Atwoodshe Fallmashine, bei der zweimit einem Seil der L�ange l verbundene Massen �uber ein Rad mit dem Radius ageh�angt sind. F�ur vertikale Bewegungen der Massen fordert das d'AlembertshePrinzip (�m1 g �m1�z1) Æz1 + (�m2 g �m2�z2) Æz2 = 0: (9:10)Die Zw�ange (konstante Seill�ange) bewirken die Restriktionen Æz1 = �Æz2 und�z1 = ��z2. Damit erhalten wir sofort die Bewegungsgleihungen�z1 = ��z2 = m2 �m1m1 +m2 g; (9:11)die f�ur nahezu gleihe Massen eine stark reduzierte Erdbeshleunigung ergeben,die sih leihter messen l�a�t. Die ZwangskraftF 01z = m1 �z1 � F1z = m1m2 �m1m1 +m2 g +m1 g = 2m1m2m1 +m2 g = 2�g (9:12)spannt den Faden.
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2mIm folgenden werden wir zun�ahst wieder den Fall betrahten, da� k holonomeZwangsbedingungen f�(x; t) = 0 (� = 1; : : : ; k) (9:13)vorliegen (siehe (5.1)). Die virtuellen Verr�ukungen Æx sind dann solhe in�nite-simalen Vershiebungen des Kon�gurationsvektors x, die bei festgehaltener Zeitt mit den Zwangsbedingungen vertr�aglih sind. Sie erf�ullen also die Bedingungs-gleihungen �f��x � Æx = f�x � Æx = 0 (� = 1; : : : ; k): (9:14)73



Hierbei bezeihnet die partielle Ableitung nah dem 3n{dimensionalen Vektor xden 3n{dimensionalen Gradienten gradx der Funktion f�, den wir auh kurz alsf�x shreiben. Wir werden annehmen, da� die k Zwangsbedingungen (9.13) indem Sinne unabh�angig sind, da� die k Gleihungen (9.14) linear unabh�angige Be-dingungen an die virtuellen Verr�ukungen stellen. Dann ist der Rang der (k; 3n){Matrix (f�x)�=1;:::;k gleih k. O�enbar sind daher maximal k � 3n unabh�angigeBedingungen m�oglih. Die virtuellen Verr�ukungen Æx stehen dann auf den k li-near unabh�angigen Vektoren f�x senkreht und bilden einen Vektorraum UV derDimension f = 3n � k, der das orthogonale Komplement des von den Vektorenf�x aufgespannten Vektorraums Uf ist (UV = U?f ). Das d'Alembertshe Prinzipsagt nun aus, da� der VektorY�m �x senkreht auf dem Vektorraum UV steht. Ermu� dann also im orthogonalen Komplement dieses Vektorraumes liegen, d.h. imVektorraum Uf , und mu� sih aus den k Basisvektoren f�x dieses Vektorraumeslinear kombinieren lassen. Es mu� deshalb k Parameter �1; : : : ; �k geben mitY �M � �x = kX�=1(���)f�x: (9:15)Wir haben damit nat�urlih auh die Zwangskr�afteY0 = kX�=1�� f�x: (9:16)auf die k Lagrangeparameter �� zur�ukgef�uhrt.Die Gleihungen (9.13) und (9.15) sind die Lagrangeshen Bewegungsglei-hungen 1. Art f�ur das vorliegende Problem der eingeshr�ankten Bewegungvon n Massenpunkten. Durh die kompakte Notation haben wir eine weitge-hende �Ubereinstimmung mit den entsprehenden Gleihungen f�ur einen einzigenMassenpunkt aus Kapitel 5 erzielt. Das L�osungsverfahren ist daher ebenfalls v�olliganalog zu dem in Kapitel 5 beshriebenen Verfahren (siehe (5.4-7)), wobei dieEindeutigkeit der L�osung wesentlih auf der linearen Unabh�angigkeit der k 3n{dimensionalen Vektroen f�x beruht. Wir fassen wie L�osungsshritte noh einmalin der hier benutzten Notation zusammen:1. Man di�erenziert die holonomen Zwangsbedingungen (9.13) nah der Zeit,ddtf�(x; t) = f�x � _x+ �f��t = 0 (� = 1; : : : ; k): (9:17)2. Man di�erenziert ein zweites Mal und erh�altd2dt2 f�(x; t) = f�x � �x+R�(x; _x; t) = 0 (� = 1; : : : ; k); (9:18)wobeiR��x(t); _x(t); t� = ( _x � gradx)( _x � gradx)f� + 2 ( _x � gradx)�f��t + �2f��t2 (9:19)74



wieder alle Terme der Ableitung von (9.17) zusammenfa�t, die die Beshleu-nigung �x niht enthalten.3. Man setzt �x aus (9.15) in (9.18) ein und erh�altkX�=1�f�xM�1f�x��� = �f�xM�1Y � R� (� = 1; : : : ; k): (9:20)Die (k� k){Matrix f�xM�1f�x ist wegen der linearen Unabh�angigkeit der kTangentialvektoren f�x und der Positivit�at der MassenmatrixM invertierbar.4. Man l�ost das lineare Gleihungssystem (9.20) nah den Lagrangeparametern�� auf setzt die L�osung ��(x; _x; t) in die Bewegungsgleihung (9.15) ein.5. Man l�ost die Bewegungsgleihung mit nunmehr explizit bekannten Zwangs-kr�aften unter Benutzung von Anfangsbedingungen, die die Gleihungen (9.13)und (9.17) erf�ullen.Eine zweite M�oglihkeit zur Behandlung der durh die holonomen Zwangs-bedingungen (9.13) eingeshr�ankten Bewegungen besteht auh hier wieder inder Einf�uhrung von generalisierten Koordinaten. Die Punkte x des 3n{dimensionalen Kon�gurationsraumes, die die Zwangsbedingungen (9.13) erf�ullen,bilden eine f{dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine solhe Mannigfaltigkeit kanndurh f Koordinaten q1; : : : ; qf parametrisiert werden, die wir generalisierte Ko-ordinaten nennen und in dem f{dimensionalen Vektor q zusammenfassen. DieKon�gurationen x = x(q; t) (9:21)durhlaufen die Mannigfaltigkeit, wenn die generalisierten Koordinaten q eingewisses Gebiet des f{dimensionalen Raumes durhlaufen. Die f Vektoren �x=�qi(i = 1; : : : ; f) sind Tangentenvektoren an die Mannigfaltigkeit. Um die Un-abh�angigkeit der generalisierten Koordinaten zu garantieren, nehmen wir wie inKapitel 5 an, da� die Tangentenvektoren linear unabh�angig sind. Es gilt die Iden-tit�at f��x(q; t); t� � 0 (� = 1; : : : ; k); (9:22)d.h. die Zwangsbedingungen sind in den generalisierten Koordinaten q identisherf�ullt. Aus dieser Identit�at folgen durh Di�erentiation nah qi die Gleihungen��qi f� = f�x � �x�qi = 0 (i = 1; : : : ; f ;� = 1; : : : ; k); (9:23)die noh einmal deutlih mahen, da� die f Tangentenvektoren �x=�qi den Un-terraum UV der virtuellen Verr�ukungen Æx aufspannen. Tats�ahlih k�onnen wirhier die virtuellen Verr�ukungen mittelsÆx = fXi=1 �x�qi Æqi (9:24)75



durh in�nitesimale �Anderungen Æqi der generalisierten Koordinaten ausdr�uken.Aus dem d'Alembertshen Prinzip (9.7) folgern wir hiermit in Analogie zu Glei-hung (5.13) die f Bewegungsgleihungen�x�qi �M � �x = �x�qi �Y (i = 1; : : : ; f); (9:25)aus denen die Zeitabh�angigkeit der f generalisierten Koordinaten qi(t) bestimmtwerden kann.Wir werden diese Bewegungsgleihungen, wiederum in Analogie zu Kapitel 5, imfolgenden auf eine bequemere, suggestivere Gestalt bringen. Aus (9.21) folgt inAnalogie zu (5.14), da� die 3n{dimensionale Geshwindigkeit_x = fXi=1 �x�qi _qi + �x�t (9:26)eine lineare Form in den generalisierten Geshwindigkeiten _qi ist. Wir werdenauh hier zwei zu (5.20) und (5.21) analoge Identit�aten brauhen. Die erste folgtleiht aus (9.26) und lautet � _x� _qi = �x�qi (9:27)und die zweite ergibt sih aus einer kurzen zu (5.21) analogen Rehnung alsddt� �x�qi � = � _x�qi : (9:28)Die linke Seite der Bewegungsgleihungen (9.25) wird nun umgeformt in�x�qi �M � �x = ddt� �x�qi �M � _x�� ddt� �x�qi ��M � _x = ddt� � _x� _qi �M � _x�� � _x�qi �M � _x= ddt �� _qi �12 _x �M � _x�� ��qi �12 _x �M � _x�: (9:29)Wir identi�zieren den in (9.29) auftauhenden AusdrukT = 12 _x �M � _x = 3nXj=1 mj2 _x2j (9:30)als die gesamte kinetishe Energie des hier betrahteten Massenpunktssys-tems, die wegen (9.26) auh hier eine quadratishe Form in den generalisiertenGeshwindigkeiten ist. Wenn wir die rehten Seiten der Bewegungsgleihungen(9.25) als generalisierte Kr�afte Qi := �x�qi �Y (9:31)76



bezeihnen, haben wir diese Gleihungen auf die Formddt �T� _qi � �T�qi = Qi (9:32)gebraht, die man wieder Lagrangeshe Gleihungen 2. Art (im weiterenSinne) nennt.F�ur konservative Kr�afte, die sih aus einem Potential V (x; t) alsY = � ��xV (x; t) (9:33)herleiten, lassen sih auh die generalisierten Kr�afte vereinfaht darstellen, weilf�ur V �x(q; t); t� nah der KettenregelQi = ��V�qi (9:34)folgt. F�uhrt man nunmehr die LagrangefunktionL := T � V (9:35)ein, so shreiben sih die Lagrangegleihungen 2. Art (im engeren Sinne) alsddt �L� _qi � �L�qi = 0 (i = 1; : : : ; f): (9:36)F�ur ein einfahes Beispiel der Bequemlihkeiten, die die Verwendung generalisierterKoordinaten und der Lagrangefunktion mit sih bringen, kommen wir noh ein-mal auf die Atwoodshe Fallmashine zur�uk. Die konstante Fadenl�ange lwird durh die holonome Zwangsbedingung z1 + z2 + l � �a = 0 ber�uksihtigt.Als generalisierte Koordinate k�onnen wir zum Beispiel q := z1 w�ahlen, woraufmit der Zwangsbedingung z2 = �a � l � q gilt. Die Lagrangefunktion desZweik�orpersystems ist durhL = m12 _z21 + m22 _z22 �m1g z1 �m2g z2= m1 +m22 _q2 � (m1 �m2) g q �m2 g(�a� l) (9:37)gegeben, wobei wir in der zweiten Zeile die Massenpunktkoordinaten z1 und z2durh die generalisierte Koordinate q ausgedr�ukt haben. Die Lagrangegleihung2. Art ergibt sih damit sofort als (vergleihe mit (9.11))(m1 +m2) �q + (m1 �m2) g = 0: (9:38)Als zweites Beispiel betrahten wir zwei Massenpunkte, die durh eine Stange derL�ange l mit vernahl�assigbar kleiner Masse zu einer Hantel verbunden sind und77



sih im homogenen Shwerefeld der Erde bewegen. Die sehs Freiheitsgrade derbeiden Massenpunkte sind durh die Zwangsbedingung vorgegebenen Abstands auff�unf reduziert. Als generalisierte Koordinaten w�ahlt man geshikterweise die dreikartesishen Massenmittelpunktskoordinaten x0, y0 und z0 sowie zwei Polarwinkel# und ', die die Ausrihtung der Hantelahse kennzeihnen.
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Mit l1=2 = m2=1M l (M = m1 +m2) ergibt sih f�ur die Parametrisierung der karte-sishen Massenpunktkoordinaten durh die generalisierten Koordinatenx1=2 = x0 � l1=2 sin # os'y1=2 = y0 � l1=2 sin # sin'z1=2 = z0 � l1=2 os#: (9:39)Die kinetishe Energie der Hantel istT = T1 + T2 = T (e) + T (i)T (e) = M2 v20 = m1 +m22 ( _x20 + _y20 + _z20)T (i) = m12 v021 + m22 v022 = 12(m1 l21 +m2 l22)( _#2 + sin2# _'2)= �2 ( _#2 + sin2# _'2); (9:40)
wobei Gleihung (1.17) verwendet und das Tr�agheitsmoment der Hantel zurAbk�urzung � genannt wurde. Die potentielle EnergieV = V1 + V2 = m1gz1 +m2gz2 =Mgz0 + (m1l1 �m2l2)g os# =Mgz0 (9:41)h�angt nur von der H�ohe z0 des Massenmittelpunktes ab. Die Lagrangefunktionder Hantel lautet alsoL = T � V = M2 ( _x20 + _y20 + _z20) + �2 ( _#2 + sin2# _'2)�mgz0: (9:42)78



Man sieht, wie die geshikte Wahl der generalisierten Koordinaten zu einerEntkopplung zwishen Massenmittelpunkts{ und Winkelkoordinaten in der La-grangefunktion f�uhrt. Es folgen nun die f�unf BewegungsgleihungenM �x0 = 0M �y0 = 0M �z0 +Mg = 0� �#�� _'2 sin # os# = 0ddt (� _' sin2 #) = 0: (9:43)
Man erkennt, da� der Massenmittelpunkt sih im freien Fall bewegt, w�ahrend dieHantelrotation von dieser Bewegung �uberhaupt niht beeinu�t wird. Aus derletzten Bewegungsgleihung lesen wir sogleih eine Erhaltungsgr�o�e ab,L(i) = � _' sin2 #; (9:44)wobei L(i) als die Komponente des inneren Drehimpulses in Rihtung der Po-larahse identi�ziert werden kann. Eliminiert man nun _' aus der vierten Bewe-gungsgleihung mit Hilfe von (9.44), so erh�alt man mit� �#�� os#sin3#�L(i)� �2 = 0 (9:45)eine reine Di�erentialgleihung f�ur die Koordinate #. Sie kann nah Multiplikationmit _# einmal integriert werden und ergibt eine zweite Erhaltungsgr�o�e,E(i) = �2 � _#2 + ( L(i)�sin # )2�; (9:46)die die Bedeutung der inneren Energie der Hantel hat. Man kann sih dieBestimmung dieser beiden Erhaltungsgr�o�en und die weiteren L�osungsshrittesehr erleihtern, wenn man die Wahl der Polarahse in geeigneter Weise an An-fangsbedingungen anpa�t. Im Massenmittelpunktsystem betrahtet zeihnen dieHantelahse und die Geshwindigkeit zu einem Zeitpunkt t0 eine Ebene aus, diemomentane Rotationsebene der Hantel. W�ahlt man nun die Polarahse orthogonalauf dieser Ebene, so gilt #(t0) = �=2 und _#(t0) = 0 und die vierte Bewegungsglei-hung in (9.43) impliziert, da� der Polarwinkel # f�ur alle Zeiten den Wert �=2haben wird. Aufgrund dieser Vereinfahung kann man nun (9.44) leiht nah derZeit integrieren und erh�alt die L�osung'(t) = '(t0) + L(i)� (t� t0): (9:47)Die Hantel rotiert mit konstanter Winkelgeshwindigkeit um eine raumfeste Ahse.79



Die oben diskutierte Hantel ist ein Beispiel f�ur einen starren K�orper. Ein starrerK�orper besteht aus n Massenpunkten, die starr miteinander verbunden sind. Dererste Massenpunkt hat drei freie Koordinaten. Der zweite Massenpunkt kanndurh zwei Winkel wie bei der Hantel beshrieben werden. Der dritte Massenpunktkann, falls er niht auf der durh die Hantel de�nierten Geraden liegt, noh umdie Hantelahse rotieren und der vierte Massenpunkt hat dann �uberhaupt keineFreiheit mehr. Daher kann die Bewegung jedes starren K�orpers durh sehs ge-neralisierte Koordinaten parametrisiert werden, falls er niht linear ist, durh f�unfim linearen Fall. Wir werden eine geeignete Wahl der generalisierten Koordinatensp�ater besprehen.F�ur holonome Zwangsbedingungen haben wir gezeigt, wie Bewegungsgleihungenin Form von Lagrangegleihungen 1. oder 2. Art aufgestellt werden k�onnen. Wirwerden jetzt anhand eines Beispiels einen interessanten Typ niht{holonomerZwangsbedingungen kennenlernen, f�ur den es keine generalisierten Koordinatengibt.Wir betrahten zwei R�ader vom Radius R, die durh eine Ahse der L�ange ldrehbar miteinander verbunden sind und auf einer Ebene gleitfrei rollen. Diem�oglihen Zust�ande dieses Systems kann man durh folgende Angaben kennzeih-nen: die kartesishen Ber�uhrungskoordinaten (x1; y1) und (x2; y2), an denen dieR�ader die Ebene ber�uhren und zwei von festen Stellen auf den Radumf�angenaus gemessene Winkel '1 und '2, die die Ber�uhrungspunkte auf den R�adernparametrisieren.
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Diese sehs Parameter sind nat�urlih niht unabh�angig voneinander. Es giltzun�ahst die holonome Zwangsbedingung(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 = l2; (9:48)die es erlaubt, die vier kartesishen Koordinaten durh drei Parameter zu ersetzen.Wir w�ahlen als Koordinaten die Mittelpunktskoordinaten der Radahsex0 := x1 + x22 ; y0 := y1 + y22 (9:49)80



und den Winkel #, den die Radahse mit der x{Ahse der Ebene einshlie�t. Mitdiesen Parametern gilt dannx1=2 = x0 � l2 os#; y1=2 = y0 � l2 sin #: (9:50)Eine �Anderung dieser drei Parameter wird durh eine �Anderung der beiden Winkel'1=2 bewirkt. Man maht sih leiht klar, da� gleihe �Anderungen von '1 und '2nur den Massenmittelpunkt vershieben, w�ahrend gegensinnige �Anderungen nurden Orientierungswinkel # beeinussen. Es gilt genauerl�# = R (�'1 ��'2) (9:51)und �x0 = R sin # �'1 +�'22�y0 = �R os# �'1 +�'22 : (9:52)Aus (9.51) folgt o�enbar die weitere holonome Zwangsbedingungl #� R ('1 � '2) = konstant; (9:53)durh die die Koordinate # eliminiert werden kann. Die in�nitesimalen Zwangs-bedingungen (9.52) sind jedoh niht aus holonomen Zwangsbedingungen ableit-bar. Um dies zu zeigen, ersetzen wir die beiden Winkel '1;2 durh die Variablen'� := ('1 � '2)=2 und nehmen an, es gebe eine holonome Zwangsbedingung derForm f(x0; y0; '+; '�) = 0; (9:54)die mit (9.52) konsistent sei. Dann mu� die Di�erentialform zu (9.54) eine Line-arkombination der beiden in�nitesimalen Beziehungen in (9.52) sein. Es mu� alsozwei Funktionen hx=y(x0; y0; '+; '�) geben mit�f�x0�x0 + �f�y0�y0 + �f�'+�'+ + �f�'��'� �hx (�x0 � R sin #�'+) + hy (�y0 + R os#�'+) = 0: (9:55)Durh KoeÆzientenvergleih lesen wir daraus die folgenden Beziehungen ab:�f�x0 = hx�f�y0 = hy�f�'+ = hy R os#� hxR sin #�f�'� = 0: (9:56)
81



Die vierte, erste und zweite Gleihung in (9.56) implizieren die Unabh�angigkeitder Funktionen f , hx und hy von der Variablen '�. Die rehte Seite der drittenGleihung h�angt aber wegen (9.53) �uber die Variable # von '� ab, es sei denn,die Funktionen hx und hy, und damit auh die Funktion f , vershwinden. Damitist die angenommene holonome Zwangsbedingung (9.54) ad absurdum gef�uhrt.Wir haben hier also ein System, in dem die in�nitesimalen �Anderungen aller Vari-ablen durh die der beiden Variablen '1 und '2 festgelegt sind. Man sagt indiesem Falle, das System habe zwei Freiheitsgrade im Kleinen. Der Zustanddes Systems l�a�t sih aber trotzdem niht durh zwei generalisierte Koordinatenbeshreiben, sondern es hat vier Freiheitsgrade im Gro�en.
1 3

3
2

Da� der Massenmittelpunkt tats�ahlih keine eindeutige Funktion der beidenWinkelvariablen '1=2 ist, kann man auh durh die oben skizzierte Folge vonBewegungen verstehen:(1) Man rollt zun�ahst das Rad 1 unter Festhaltung des Rades 2 ein St�uk weiterunter Verkippung der Radahse.(2) Man rollt dann das Rad 2 unter Festhaltung des Rades 1 um den gleihenWeg weiter, bis die Radahse wieder die urspr�unglihe Rihtung hat.(3) Shlie�lih rollt man beide R�ader bei fester Ahsenorientierung zur�uk, bisdie Winkel '1 und '2 die alten Werte haben.Man kann o�enbar den Massenmittelpunkt beliebig vershieben und die Winkel'1 und '2 auf ihre Anfangswerte zur�ukf�uhren.Das obige Beispiel steht f�ur eine gro�e Klasse niht{holonomer Zwangsbedingun-gen, die sih folgenderma�en beshreiben lassen. Wir nehmen an, wir h�atten shonalle holonomen Zwangsbedingungen durh die Wahl von fG generalisierten Koor-dinaten q := (q1; : : : ; qfG) ber�uksihtigt. Es seien dann k weitere di�erentielleZwangsbedingungenf�(q; t) ��q+ f�(q; t)�t = 0 (� = 1; : : : ; k) (9:57)vorhanden, wobei die f� Vektoren der Dimension fG sind. Diese di�erentiellenZwangsbedingungen kann man auh als lineare Gleihungenf�(q; t) � _q+ f�(q; t) = 0 (� = 1; : : : ; k) (9:58)82



f�ur die generalisierten Geshwindigkeiten shreiben. Die virtuellen Verr�ukungenerf�ullen dann die Bedingungenf� � Æq = 0 (� = 1; : : : ; k): (9:59)Man �uberpr�uft nun leiht, da� alle unsere �Uberlegungen, die wir zu den Lagrange-gleihungen 1. Art und deren L�osung angestellt haben, sih hier vollst�andig wieder-holen lassen. Die holonomen Zwangsbedingungen (9.13) waren daf�ur n�amlih garniht n�otig. Die Gleihungen (9.59) und (9.58) entsprehen dabei den fr�uherenGleihungen (9.14) und (9.17). Wenn die k Vektoren f� linear unabh�angig sind,hat das System fK = fG � k Freiheitsgrade im Kleinen.Die Untersuhung, ob die k di�erentiellen Zwangsbedingungen keine weiterenholonomen Zwangsbedingungen enthalten, f�uhrt wie im obigen Beispiel auf par-tielle Di�erentialgleihungen f�ur die KoeÆzienten f� und f�.W�ahrend Lagrangegleihungen 1. Art f�ur die Behandlung von Systemen mit niht{holonomen di�erentiellen Zwangsbedingungen anwendbar sind, ist die Ableitungvon Bewegungsgleihungen aus einer Lagrangefunktion niht m�oglih.
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10. Das Hamiltonshe PrinzipNahdem wir im letzten Kapitel mit dem d'Alembertshen Prinzip ein Di�er-entialprinzip zur Aufstellung von Bewegungsgleihungen kennengelernt haben,werden wir in diesem Kapitel ein Integralprinzip besprehen, das gleihfallsein grundlegendes Prinzip der analytishen Mehanik darstellt. Wir beginnenzun�ahst mit einem Exkurs in die mathematishen Grundlagen der Variations-rehnung.Die Variationsrehnung behandelt die Problematik, Extrema von Funktionalenzu �nden. Ein Funktional ist eine Abbildung einer Menge von Funktionen in eineZahlenmenge, ordnet also jeder Funktion eine (bei den hier benutzten Anwendun-gen reelle) Zahl zu. Eine wihtige Klasse von Funktionalen l�a�t sih durh Integraledarstellen. Geh�ore etwa die y(x) zur Menge der auf dem Intervall x1 � x � x2stetig di�erenzierbaren Funktionen C und sei F (y; z; x) eine gegebene integrableFunktion ihrer Variablen, dann ist die AbbildungI�y(x)� := Z x2x1 F �y(x); y0(x); x�dx (10:1)ein Funktional auf C. Typishe Variationsprobleme bestehen darin, diejenige Funk-tion y(x) aus einer gewissen Untermenge von C zu �nden, die das Funktional Iminimal oder maximal maht. Die Untermenge von C wird dabei im allgemeinendurh Rand{ oder Nebenbedingungen an die Funktion y(x) gekennzeihnet.Als historish prominentes Beispiel f�ur ein Variationsproblem sei das Brahisto-hronenproblem genannt, mit dem Johann Bernoulli 1696 die Variations-rehnung begr�undete. Gesuht ist bei diesem Problem die Bahn, die ein Massen-punkt im Shwerefeld der Erde durhlaufen soll, damit er bei vershwindenderAnfangsgeshwindigkeit am shnellsten vom Anfangspunkt (0; 0) zum Endpunkt(x0; y0) gelangt.
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Ein Wegelement l�angs der Bahn ist �s = p(�x)2 + (�y)2 = p1 + y02�x unddie Geshwindigkeit ist aufgrund des Energiesatzes m2 v2 = mgy durh v = p2gy84



gegeben. Daher gilt f�ur die Fallzeit die Formel� =X �sv = Z x00 s1 + y022gy dx: (10:2)Dieses Funktional ist mit den Randbedingungen y(0) = 0 und y(x0) = y0 zuminimieren.Ein zweites klassishes Variationsproblem ist das Kettenlinienproblem: EineKette (oder ein beliebig exibles Seil) der L�ange l ist an seinen Endpunkten imShwerefeld der Erde aufgeh�angt. Welhe Form nimmt die Kette im Gleihgewihtan?Dieses Problem geht man am einfahsten an, indem man die potentielle EnergieV der Kette minimiert. Wenn � die Massendihte der Kette pro L�angeneinheitist, gilt f�ur die in der folgenden Figur gezeigte Anordnung mit �l =p1 + y02�xsehr analog zu (10.2) die FormelV = �� gZ a�ayp1 + y02 dx: (10:3)Hier ist auh eine der Nebenbedingungen, die die Kettenl�ange festlegt, durh einFunktional gegeben: y(�a) = 0; l = Z a�ap1 + y02 dx: (10:4)
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Mit dem dritten Beispiel wollen wir andeuten, da� das in (10.1) benutzte Symboly auh mehrere Funktionen (oder eine vektorwertige Funktion) bezeihnen kann.Wir suhen die k�urzeste Kurve, die zwei gegebene Punkte r1 und r2 verbindet.
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Wenn r(s) eine beliebige di�erenzierbare Kurve ist, die die Nebenbedingungenr(s1) = r1 und r(s2) = r2 erf�ullt, erhalten wir f�ur die L�ange L dieser Kurve dasFunktional L = Z s2s1 jr0(s)j ds = Z s2s1 px02 + y02 + z02 ds: (10:5)In entsprehender Verallgemeinerung von (10.1) betrahten wir im folgenden dasFunktional I[y℄ := Z x2x1 F �y(x);y0(x); x�dx (10:6)unter den Nebenbedingungeny(x1) = y1; y(x2) = y2; (10:7)wobei das Fettshriftsymbol y einen Vektor der Dimension n bezeihnen soll.Wir werden jetzt eine notwendige Bedingung f�ur ein Extremum des Funktionals(10.6) mit den Nebenbedingungen (10.7) ableiten. Wir betrahten dazu zu einervorgegebenen Funktion y(x) benahbarte Funktionen~y(x) := y(x) + Æy(x) = y(x) + ��(x): (10:8)Hier ist � ebenfalls eine vektorwertige Funktion und � eine diagonale n�n{Matrixmit den Diagonalelementen �i��(i=1;:::;n), so da� Æyi(x) = �i�i(x) gilt. Die Varia-tionen Æy(x) sind beliebige stetig di�erenzierbare Funktionen, die die Randbedin-gungen Æy(x1) = Æy(x2) = 0; d:h: �(x1) = �(x2) = 0; (10:9)erf�ullen m�ussen, damit mit y auh ~y die Nebenbedingungen (10.7) erf�ullt. Damitdie Funktion y(x) ein Extremum des Funktionals (10.6) ist, sollte die gew�ohnliheFunktion I(�) := I[~y℄ bei � = 0 ein Extremum haben. Wir erhalten daher dienotwendigen Bedingungen�I��i ���=0 = Z x2x1 ��F�yi �i(x) + �F�y0i �0i(x)� dx = 0 (i = 1; : : : ; n): (10:10)Um aus (10.10) weitere Shlu�folgerungen ziehen zu k�onnen, f�uhren wir am zweitenTerm im Integral eine partielle Integration durh:Z x2x1 �F�y0i �0i(x) dx = ��F�y0i �i(x)���x=x2x=x1 � Z x2x1 � ddx��F�y0i �� �i(x) dx: (10:11)Hier vershwindet der erste Term auf der rehten Seite wegen der Randbedingun-gen (10.9) und wir erhalten anstelle von (10.10)Z x2x1 ��F�yi � ddx��F�y0i �� �i(x) dx = 0 (i = 1; : : : ; n): (10:12)86



Da die Variationen �i(x) bis auf die Einshr�ankungen (10.9) beliebig sind, kannman daraus auf das Vershwinden der Vorfaktoren shlie�en. Damit alle dieseShl�usse mathematish korrekt sind, mu� ausreihende stetige Di�erenzierbarkeitder beteiligten Funktionen y und F vorausgesetzt werden. Als notwendige Be-dingungen f�ur ein Extremum des Funktionals (10.6) unter den Nebenbedingungen(10.7) erhalten wir daher die Eulershen Di�erentialgleihungen (LeonhardEuler, 1707-1783) ddx��F�y0i �� �F�yi = 0 (i = 1; : : : ; n): (10:13)Die Eulershen Di�erentialgleihungen sind genau dann erf�ullt, wenn das Funk-tional bei Variation der Funktionen y um Æy keine in Æy lineare �Anderung erf�ahrt.Man nennt diese lineare �AnderungÆI := Z x2x1 ��F�y � Æy(x) + �F�y0 � Æy0(x)� dx = Z x2x1 ��F�y � ddx �F�y0 � � Æy(x) dx (10:14)auh die erste Variation des Funktionals. Dieser Begri� entspriht dem Be-gri� des totalen Di�erentials bei Funktionen von endlih vielen Variablen. DasVershwinden der ersten Variation ist also eine notwendige, aber nat�urlih keinehinreihende Bedingung daf�ur, da� ein Funktional extremal ist. Man sagt auh,das Funktional sei station�ar, wenn ÆI = 0 gilt.Nah dieser mathematishen Einf�uhrung in die Grundlagen der Variationsrehnungk�onnen wir nun angesihts der o�ensihtlihen Verwandtshaft zwishen den Eu-lershen Di�erentialgleihungen (10.13) und den Lagrangegleihungen 2. Art (9.36)das Hamiltonshe Prinzip f�ur Systeme von Massenpunkten mit holonomenZwangsbedingungen und konservativen Kr�aften (9.33) leiht formulieren (WilliamRowan Hamilton, 1805-1865). Seien q der Vektor der generalisierten Koordi-naten des Systems und L(q; _q; t) = T�V seine Lagrangefunktion. Dann de�nierenwir dasWirkungsintegral I f�ur die Bewegung des Systems �uber das Zeitintervall(t1; t2) durh I[q℄ := Z t2t1 L�q(t); _q(t); t�dt: (10:15)Wir betrahten nun alle denkbaren Bewegungen, die das System aus einer An-fangskon�guration q(t1) = q1 in die Endkon�guration q(t2) = q2 �uberf�uhren.Wir fordern also die Nebenbedingungenq(t1) = q1; q(t2) = q2: (10:16)Das Hamiltonshe Prinzip lautet dann:Unter allen Bewegungen zwishen den durh (10.16) gegebenen Kon-�gurationen f�uhrt das System diejenige aus, die das Wirkungsinte-gral (10.15) station�ar maht. 87



Nah den obigen mathematishen Vorbemerkungen folgt aus diesem Prinzip dieG�ultigkeit der Lagrangeshen Bewegungsgleihungen (9.36), die in diesem Zusam-menhang auh oft als Euler{Lagrange{Gleihungen bezeihnet werden. An-ders als bei den bisherigen Formulierungen werden diese Bewegungsgleihungenniht durh Anfangsbedingungen q(t1) = q1 und _q(t1) = _q1 zu einem An-fangswertproblem erg�anzt, sondern durh Randbedingungen (10.16) zu einemRandwertproblem, das im allgemeinen aber ebenfalls eindeutig l�osbar sein wird.Das Hamiltonshe Prinzip stellt einen besonders eleganten und n�utzlihen Aus-gangspunkt f�ur die Formulierung der Gesetze der Mehanik dar. Ein Vorzug dieserFormulierung ist ihre Unabh�angigkeit von der Wahl der generalisierten Koordi-naten. Das Hamiltonshe Prinzip ist sehr verallgemeinerungsf�ahig und kann auhals Grundlage f�ur Feldtheorien wie die Elektrodynamik sowie f�ur die Quantenthe-orie benutzt werden.Als alternatives Postulat zu Begr�undung der Mehanik vershleiert das Hamil-tonshe Prinzip den kausalen Charakter der Newtonshen Mehanik. Die Sta-tionarit�at des Wirkungsintegrals kann naturphilosophish als eine teleologisheNaturbeshreibung interpretiert werden. Wie shon in der Einleitung zu dieserVorlesung erw�ahnt, kann man dies zum Anla� nehmen, einem Absolutheits-anspruh des heute gebr�auhlihen kausalen Naturverst�andnisses mit Skepsis zubegegnen.Ein verallgemeinertes Variationsproblem besteht darin, die Stationarit�at der erstenVariation (10.14) unter k (niht notwendig holonomen) Nebenbedingungenf�(y; x) � Æy(x) = 0 (� = 1; : : : ; k) (10:17)mit k linear unabh�angigen Vektoren f� zu fordern. Da die Æy niht unabh�angiggew�ahlt werden k�onnen, kann man jetzt niht auf die G�ultigkeit der EulershenDi�erentialgleihungen (10.13) shlie�en, sondern erh�alt (wegen der Lokalit�at derNebenbedingungen in der Variablen x) zun�ahst nur die Beziehungen��F�y � ddx �F�y0 � � Æy(x) = 0 (x1 � x � x2): (10:18)Die Bedingungen (10.17) sagen, da� die k linear unabh�angigen Vektoren f� einenk{dimensionalen Unterraum aufspannen, in dem laut (10.18) der linke Faktor in(10.18) liegen mu�. Es folgen daher die Gleihungenddx �F�y0 � �F�y = kX�=1��(x) f�(y; x); (10:19)die o�ensihtlihen Bezug zu Lagrangegleihungen 1. Art haben.Zum Abshlu� dieses Kapitels wollen wir noh zeigen, wie das Hamilton-she Prinzip aus dem d'Alembertshen Prinzip (9.7) abgeleitet werden kann.Wir m�ussen dazu jedem Zeitpunkt t im Zeitintervall t1 � t � t2 eine88



virtuelle Verr�ukung zuordnen, die wir Æx(t) nennen werden. Die so de�niertenzeitabh�angigen virtuellen Verr�ukungen haben die Eigenshaftddt (Æx) = Æ _x = Æv; (10:20)die wir f�ur die nahfolgende Umformung brauhen. Es gilt n�amlih mit (10.20) dieIdentit�at Æx �M � �x = ddt (Æx �M � _x)� 12Æ( _x �M � _x); (10:21)wo rehts die kinetishe Energie T des Systems (9.30) auftauht. Mit der virtuellenArbeit der eingepr�agten Kr�afte ÆA := Æx �Y (10:22)folgern wir daher aus dem d'Alembertshen Prinzip (9.7)ÆT + ÆA = ddt (Æx �M � _x) (10:23)oder nah Integration �uber das Zeitintervall t1 � t � t2Z t2t1 (ÆT + ÆA) dt = (Æx �M � _x)��t2t1 : (10:24)Damit haben wir eine verallgemeinerte Version des Hamiltonshen Prinzipsabgeleitet, die sih folgenderma�en formulieren l�a�t:Ein System bewege sih aus der Kon�guration x(t1) = x1 in die Kon�gura-tion x(t2) = x2. An diesem System kann man virtuelle Verr�ukungen Æx(t)vornehmen, die eventuell durh Zwangsbedingungen eingeshr�ankt sind unddie nat�urlih die Bedingungen Æx(t1) = Æx(t2) = 0 erf�ullen m�ussen. Die Be-wegung verl�auft dann so, da� f�ur alle virtuellen Verr�ukungen das zeitliheIntegral der Summe aus der virtuellen Arbeit und der Variation der kineti-shen Energie vershwindet:Z t2t1 (ÆT + ÆA) dt = 0: (10:25)Dieses allgemeine Prinzip ist kein rihtiges Variationsprinzip, solange die virtuelleArbeit ÆA im Gegensatz zu ÆT niht das Di�erential einer dynamishen Funktionist. Falls jedoh eine potentielle Energie V f�ur die eingepr�agten Kr�afte existiert,mit der dann ÆA = �ÆV (10:26)gilt, kann man mit der Lagrangefunktion L := T � V aus (10.25) das eigentliheHamiltonshe VariationsprinzipÆI := Æ Z t2t1 Ldt = 0 (10:27)89



folgern.Wie wir gezeigt haben, kann man aus diesem Prinzip f�ur holonome Zwangsbedin-gungen sowohl Lagrangegleihungen 1. Art wie auh Lagrangegleihungen 2. Artherleiten. Im ersten Fall beh�alt man die Zwangsbedingungen bei und verwendetdie Argumentation, die auf Gleihung (10.19) f�uhrte. Im zweiten Fall f�uhrt mangeneralisierte Koordinaten ein und beshreitet den Weg, der auf Gleihung (10.13)f�uhrte.

90



11. Lagrangeformalismus und NoethertheoremWir haben im vorangehenden allgemeine Methoden kennengelernt, die es erlauben,die Bewegungsgleihungen f�ur mehanishe Systeme aufzustellen. Besonders be-quem waren holonome Systeme zu handhaben, bei denen sih alle Zwangsbedin-gungen durh Einf�uhrung eines f{dimensionalen Vektors q von generalisiertenKoordinaten erf�ullen lassen. Au�erdem war es erfreulih, wenn die eingepr�agtenKr�afte des Systems sih aus einem Potential ableiten lie�en. Wir wollen im fol-genden Systeme mit diesen beiden Eigenshaften n�aher untersuhen. Es gibt f�ursolhe Systeme eine LagrangefunktionL = T � V; (11:1)die von den generalisierten Koordinaten und Geshwindigkeiten und der Zeitabh�angen kann und mit der sih die f Bewegungsgleihungen in der Formddt �L� _q � �L�q = 0 (11:2)shreiben.Wir wollen zun�ahst zeigen, da� man innerhalb dieses Formalismus auh die vonelektromagnetishen Feldern erzeugten Kr�afte auf ein geladenes Teilhen behan-deln kann. Wenn E(r; t) und B(r; t) die elektrishen und magnetishen Felderam Ort r zur Zeit t sind, erf�ahrt ein Massenpunkt mit der elektrishen Ladung ebekanntlih die Lorentz{KraftFem = eE+ e v �B; (11:3)die von der Geshwindigkeit v des Teilhens abh�angt. Man zeigt im Rahmen derTheorie des Elektromagnetismus, da� sih die Felder aus einem skalaren Poten-tial �(r; t) und einem Vektorpotential A(r; t) nah folgenden Formeln ableitenlassen: E = �r�� 1 �A�tB = r�A: (11:4)Wir werden uns jetzt davon �uberzeugen, da� sih die Kraft (11.3) im Rahmen derLagrangegleihungen (11.2) aus dem geshwindigkeitsabh�angigen PotentialVem(r;v; t) := e�(r; t)� eA(r; t) � v (11:5)ergibt. Bei geshwindigkeitsunabh�angigen Potentialen bestimmte sih die genera-lisierte Kraft Qi nah Gleihung (9.34). F�ur geshwindigkeitsabh�angige Potentialeist die Kraft jedoh nah (11.2) durh den den AusdrukQi := ��V�qi + ddt �V� _qi (11:6)91



gegeben. Wir m�ussen deshalb nahpr�ufen, ob die Identit�atFem = ��Vem�r + ddt �Vem�v (11:7)gilt. Die Nahpr�ufung gelingt leiht, wenn man die Identit�atr(A � v)� (v � r)A = v � (r�A) = v �B (11:8)benutzt. Wir haben damit die Lagrangefunktion eines geladenen Teilhens imelektromagnetishen Feld alsL = m2 v2 + eA(r; t) � v � e�(r; t) (11:9)identi�ziert.Die Potentiale � und A sind durh die Felder E und B niht eindeutig bestimmt.Sei n�amlih �(r; t) eine beliebige (stetig di�erenzierbare) Funktion von r und t,dann ergeben die Potentiale ~� := �� 1 ���t ;~A := A+r�; (11:10)eingesetzt in (11.4), dieselben Felder wie die Potentiale � und A. Man nenntdie Transformation (11.10) der Potentiale eine Eihtransformation. Bei einerUmeihung (11.10) der Potentiale �andert sih jedoh auh die Lagrangefunktion(11.9) in ~L = L+ e �r� � v + ���t � = L+ ddt�e �(r; t)�: (11:11)Aus unserer obigen Rehnung ist ersihtlih, da� die Lorentzkraft und damit dieLagrangeshe Bewegungsgleihung niht von der Eihung der Potentiale abh�angt.Hinter dieser Beobahtung steht eine allgemeinere Aussage. Wenn wir f�ur einbeliebiges System mit generalisierten Koordinaten q eine Umeihung~L := L+ d�dt (11:12)der Lagrangefunktion mit einer beliebigen Eihfunktion �(q; t) vornehmen, dannbleiben die Bewegungsgleihungen (11.2) unver�andert. Da� der Zusatzterm d�=dtin (11.12) keinen Beitrag in (11.2) liefert, kann man leiht nahrehnen, ersheintaber trotzdem auf den ersten Blik erstaunlih. Eine tiefere Einsiht in diesesErgebnis gewinnt man mit Hilfe des Hamiltonshen Prinzips. Die Wirkungsinte-grale der beiden Lagrangefunktionen L und ~L in (11.12) stehen n�amlih in folgen-der Beziehung zueinander:~I = Z t2t1 ~Ldt = Z t2t1 Ldt+ ��q(t2); t2�� ��q(t1); t1� = I + : (11:13)92



Sie untersheiden sih also nur um eine Konstante, die v�ollig unabh�angig vonder Bewegung zwishen den beiden Randkon�gurationen ist. Daher sind die er-sten Variationen Æ ~I und ÆI nat�urlih identish und die daraus folgenden Euler{Lagrangegleihungen m�ussen ebenfalls �ubereinstimmen.Neben den generalisierten Koordinaten q, Geshwindigkeiten _q und Kr�aften Qspielen die generalisierten Impulsep := �L� _q ; (11:14)die in unserer Notation ebenfalls einen Vektor mit f Komponenten bilden, einewihtige Rolle. F�ur kartesishe Koordinaten stimmen die generalisierten Im-pulse mit den kartesishen Komponenten des gew�ohnlihen Impulses �uberein. Imallgemeinen haben die generalisierten Koordinaten jedoh niht notwendig diephysikalishe Dimension einer L�ange und die zugeh�origen generalisierten Impulsehaben dann auh niht die physikalishe Dimension eines Impulses. Wenn diegeneralisierte Koordinate qi beispielsweise ein Winkel ist, hat der zugeh�orige gene-ralisierte Impuls pi die Dimension eines Drehimpulses. Da nah (9.26) und (9.30)die kinetishe Energie T und damit auh die Lagrangefunktion L immer (auhim Falle (11.9)) eine quadratishe Form in den generalisierten Geshwindigkeitenist, sind die generalisierten Impulse p lineare Funktionen der generalisiertenGeshwindigkeiten _q.Eine Lagrangegleihung aus dem Gleihungssystem (11.2) wird besonders einfah,wenn die Lagrangefunktion L niht von der betre�enden generalisierten Koordi-nate qi abh�angt, �L�qi � 0: (11:15)Dann lautet die zugeh�orige Lagrangegleihung n�amlih einfahddt �L� _qi = ddt pi = 0 (11:16)und der Impuls pi ist eine Erhaltungsgr�o�e. Wenn eine generalisierte Koordinateqi die Eigenshaft (11.15) besitzt, nennt man sie eine zyklishe Koordinate:Wenn eine generalisierte Koordinate qi zyklish ist, ist der zugeh�origegeneralisierte Impuls pi erhalten.Zyklishe Koordinaten und die zugeh�origen Erhaltungss�atze sind uns shon in einerReihe von F�allen begegnet. So hatten wir aus der Unabh�angigkeit des Potentialsvom Massenmittelpunkt (7.45) auf die Erhaltung des Impulses geshlossen undaus der Unabh�angigkeit der Lagrangefunktion (9.42) vom Polarwinkel ' auf dieErhaltung des Drehimpulses (9.44). Diese Art von Shlu�folgerung ist ein Beispielf�ur eine Aussage des Noethershen Theorems, die wir im folgenden n�aher be-trahten werden. 93



Wir nehmen an, wir haben eine einparametrige Abbildung des f{dimensionalenKon�gurationsraumes C der generalisierten Koordinaten q auf sih,C 3 q! g = g(q; s) 2 C mit g(q; 0) = q: (11:17)Diese Abbildung erzeugt (bei festem Parameter s) eine lineare Abbildung derGeshwindigkeiten _q und _g aufeinander,_g = ddt g(q(t); s) = ( _q � rq)g(q; s): (11:18)Unter der so de�nierten Abbildung der Koordinaten und Geshwindigkeiten seidie Lagrangefunktion des betrahteten Systems invariant,L�g(q; s); _g(q; _q; s); t� � L�q; _q; t�: (11:19)F�ur die Herleitung des Noethertheorems werden wir allerdings nur den Grenzfallkleiner Werte des Parameters s brauhen, in dem die Abbildung (11.17) durh ihrein�nitesimale Erzeugende h(q) := ��sg(q; s)��s=0 (11:20)bestimmt ist. Es gelte damit alsog(q; s) = q+ h(q) � s+O(s2): (11:21)Aus (11.19) k�onnen wir jetzt die folgende Gleihung ableiten:0 = ddsL�g(q(t); s); _g(q(t); _q(t); s); t�js=0 = ��L�g � �g�s + �L� _g � � _g�s�js=0= � ddt��L� _q � � �g�s + �L� _q � ddt��g�s ��js=0 = ddt ��L� _q � h(q)�: (11:22)Hier wurde in der zweiten Zeile die G�ultigkeit der Euler{Lagrangegleihung (11.2)benutzt sowie die aus (11.18) ersihtlihe Identit�at� _g�s = ddt��g�s �: (11:23)Wir folgern damit aus (11.22) den Erhaltungssatzddt ��L� _q � h(q)� = ddt �p � h(q)� = 0: (11:24)Die Aussage des Noethershen Theorems besteht darin, f�ur eine Koordinatentrans-formation (11.17), unter der die Lagrangefunktion invariant ist und die durh diein�nitesimale Erzeugende (11.20) erzeugt wird, die Erhaltungsfr�o�eFh = �L� _q � h(q) = p � h(q) (11:25)94



explizit anzugeben.Eine zyklishe Koordinate entspriht dem einfahen Fall einer Kon�gurations-abbildung g = q+ s a mit einem festen Vektor a. In diesem Falle gilt _g = _q unddie Invarianz der Lagrangefunktion unter den Translationen s a hat nah (11.25)die Erhaltung der Komponente p � a des generalisierten Impulses zur Folge.Im Falle einer Rotationsinvarianz beshreiben wir eine in�nitesimale Rotationum eine durh den Einheitsvektor e gekennzeihnete Ahse um den Winkel s durhdie Abbildung gi = ri + s e� ri (i = 1; : : : ; n); (11:26)wenn ri der Ortsvektor des i{ten Massenpunktes ist. Hier werden die Geshwindig-keiten _gi = _ri + s e� _ri (i = 1; : : : ; n) (11:27)in analoger Weise transformiert. Wenn die Lagrangefunktion unter der Transfor-mation (11.26,27) invariant ist, liefert (11.25) den Erhaltungssatzddt nXi=1 pi � (e� ri) = ddt nXi=1 e � (ri � pi) = ddt (L � e) (11:28)f�ur die e{Komponente des Drehimpulses L.Ein Massenpunkt in einem homogenen Gravitationsfeld ist insofern ein trans-lationsinvariantes System, als die Erdbeshleunigung g niht vom Ort r desMassenpunktes abh�angt und deshalb die Bewegungsgleihungm�r = mg (11:29)translationsinvariant ist. Die �ublihe LagrangefunktionL = m2 _r2 +mg � r; (11:30)die man f�ur dieses Problem verwendet, ist allerdings niht invariant gegen�uber ver-tikalen Translationen. Man kann sie jedoh durh eine Eihtransformation (11.12)translationsinvariant mahen. Mit dem Eihfeld � := �mt(g�r) erh�alt man n�amlihdie v�ollig �aquivalente Lagrangefunktion~L = L+ ddt �(r; t) = m2 _r2 �mtg � _r: (11:31)Hier wurde die Translationsinvarianz der Lagrangefunktion durh eine Zeitabh�an-gigkeit erkauft. Das Noethershe Theorem liefert uns jetzt die Erhaltungsgr�o�e�L� _r = m _r�mtg; (11:32)die man bei diesem einfahen Problem nat�urlih auh durh direkte Integrationder Bewegungsgleihung (11.29) erh�alt. 95



Durh eine Eihtransformation gelingt es auh, die Konsequenzen der Galilei{Invarianz aus dem Noethertheorem abzuleiten. Wir betrahten dazu ein Systemvon n Massenpunkten mit den Bewegungsgleihungenmi �r = Fi(r1; : : : ; rn) (i = 1; : : : ; n); (11:33)dessen Kr�afte Fi invariant unter beliebigen Translationen des Systemsri ! ri + a (i = 1; : : : ; n) (11:34)sein sollen. Die Bewegungsgleihungen (11.33) sind hier auh unter den Galilei-transformationenri ! ri + s � v � t; vi ! vi + s � v (i = 1; : : : ; n) (11:35)invariant, wo s � v die Relativgeshwindigkeit der betrahteten Bezugssysteme ist.In diesem Fall ist in der �ublihen LagrangefunktionL = nXi=1 mi2 v2i � V (r1; : : : ; rn) (11:36)zwar die potentielle Energie V invariant unter der Transformation (11.35), aberdie kinetishe Energie T niht. Hier verhilft das Eihfeld� = �1t nXi=1 mi2 r2i (11:37)zu einer neuen Lagrangefunktion~L = nXi=1 mi2 �vi � 1t ri)2 � V (r1; : : : ; rn); (11:38)die o�ensihtlih unter der Transformation (11.35) invariant ist. Die zu (11.35)geh�origen in�nitesimalen Erzeugenden sind die Vektorenhi = v � t; (11:39)so da�, weil v ein beliebiger Geshwindigkeitsvektor ist, das Noethershe Theoremdie Erhaltungsgr�o�et � nXi=1 � ~L�vi = t � nXi=1mi�vi � 1t ri) = P � t�MR (11:40)ergibt, die die Bewegung des Massenmittelpunktes beshreibt.96



Es gibt einen weiteren wihtigen Erhaltungssatz, der sih niht aus der Invarianz(11.19) der Lagrangefunktion unter Koordinatentransformationen herleitet. Ergilt, wenn die Lagrangefunktion niht explizit von der Zeit abh�angt,�L�t = 0: (11:41)Unter Benutzung der Bewegungsgleihungen (11.2) erhalten wir in diesem Falledie Identit�atdLdt = �L� _q � �q+ �L�q � _q = �L� _q � d _qdt + ddt��L� _q � � _q = ddt��L� _q � _q�: (11:42)Aus dieser Identit�at folgt die Erhaltungsgr�o�eH := �L� _q � _q� L: (11:43)Zeitunabh�angige Lagrangefunktionen mit der Eigenshaft (11.41) �ndet man ins-besondere f�ur skleronome Zwangsbedingungen x = x(q) und zeitunabh�angige Po-tentiale V (x). Nah (9.26) und (9.30) ist dann die kinetishe Energie T ein ho-mogenes Polynom zweiten Grades in den generalisierten Geshwindigkeiten_q. Man �uberzeugt sih dann leiht von der G�ultigkeit der Beziehung�L� _q � _q = 2T: (11:44)(Dies ist ein triviales Beispiel f�ur den Eulershen Satz �uber homogene Funk-tionen.) Wir identi�zieren damit die Erhaltungsgr�o�e (11.43) im Falle derG�ultigkeit von (14.44) als die Gesamtenergie des Systems. Die dynamisheFunktion H = T + V (11:45)hei�t die Hamiltonfunktion des Systems, die im Zentrum des folgenden Kapitelsstehen wird.
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12. Hamiltonformalismus und PhasenraumIm Lagrangeformalismus sind die generalisierten Koordinaten und ihre Geshwin-digkeiten die nat�urlihen Variablen zur Beshreibung eines dynamishen Systems.Wir haben im letzten Kapitel jedoh gesehen, da� die generalisierten Impulseebenfalls eine herausgehobene Rolle spielen. Dieser Rolle wird im Hamiltonfor-malismus entsprohen, in dem die Impulse anstelle der Geshwindigkeiten alsnat�urlihe Variable wirken. Der �Ubergang zwishen den beiden Beshreibungenist eine einfahe Anwendung der Legendretransformation, deren allgemeinesPrinzip wir zun�ahst kurz skizzieren werden, weil sie auh in anderen Bereihender Physik (insbesondere in der Thermodynamik) Anwendung �ndet.Die Legendretransformation ist eine duale Transformation zwishen Paaren vonkonvexen Funktionen. Wir nehmen an, die Funktion f(x) sei eine konvexe Funk-tion. Ihre Legendretransformierte ist dann durh die Gleihungg(y) := maxx �y � x� f(x)� (12:1)gegeben. F�ur die uns hier interessierende Anwendung mahen wir die starkezus�atzlihe Annahme, da� die Funktion f(x) zweimal di�erenzierbar ist. Die Kon-vexit�atsannahme bedeutet dann f 00(x) > 0 und die Bestimmung des Maximumsin (12.1) f�uhrt auf die Bestimmungsgleihungy = f 0(x); (12:2)die wegen der Monotonit�at von f 0(x) f�ur alle y im Wertebereih der Funktion f 0(x)eine eindeutige L�osung x(y) besitzt, mit der die Legendretransformierte sih alsg(y) = y � x(y)� f�x(y)� (12:3)angeben l�a�t. Unter Benutzung von (12.2) �nden wir nunmehrg0(y) = x+ y � dxdy � f 0(x) � dxdy = x(y): (12:4)Die Gleihung g0(y) = x ist also die Umkehrung der Gleihung (12.2) und auf-grund der Symmetrie von (12.3) identi�zieren wir die Funktion f(x) als die Legen-dretransformierte von g(y) (Dualit�at).
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Falls die Funktion f von einem weiteren Parameter a abh�angt, f = f(x; a),erh�alt auh die L�osung x = x(y; a) von (12.2) und damit g(y; a) nah (12.3) eineentsprehende Abh�angigkeit. Eine Kompensation in Analogie zu (12.4) f�uhrt dannauf die einfahe Beziehung�g�a = y � �x�a � �f�x � �x�a � �f�a = ��f�a (12:5)zwishen den partiellen Ableitungen der dualen Partnerfunktionen.Die Verallgemeinerung der Legendretransformation auf Funktionen mehrererVariablen f(x) geshieht in v�olliger Analogie zur obigen De�nition, wobei dieForderung der Konvexit�at durh die positive De�nitheit der Jaobi{Matrixvon f zu ersetzen ist.Bei unserer Anwendung der Legendretransformation auf die Lagrangeshe Dy-namik spielen die Lagrangefunktion L die Rolle der obigen Funktion f und diegeneralisierten Geshwindigkeiten _q die Rolle der obigen Variablen x. Nah(9.26) und (9.30) ist die Lagrangefunktion ein Polynom zweiten Grades inden generalisierten Geshwindigkeiten. Dies gilt auh, wenn das Potentialgeshwindigkeitsabh�angige Terme wie in (11.5) enth�alt. Wir haben daher immereine lineare Beziehung p = �L� _q = A(q; t) � _q+ b(q; t) (12:6)zwishen den Impulsen und den Geshwindigkeiten, die der Beziehung (12.2)entspriht. Die Jaobishe Matrix in (12.6) ist dabei durh die Matrixelemente(A�i;j = �x�qi �M � �x�qj (i; j = 1; : : : ; f) (12:7)gegeben. Da die f Tangentenvektoren �x=�qi an die Zwangsmannigfaltigkeit linearunabh�angig sein sollen und da die Massen mi positiv sind, ist die Jaobimatrix Apositiv de�nit. Um dies einzusehen, shreiben wir die quadratishe Form_q � A � _q = j fXi=1pM � �x�qi _qij2 = jwj2 (12:8)als Betragsquadrat des Vektors w. Mit den f Vektoren �x=�qi sind auh die fVektoren pM� �x=�qi linear unabh�angig. Denn die (3n� f){Matrizen (�x�=�qi)und (pm��x�=�qi) haben denselben (Spalten{ und Zeilen{)Rang f . Daher kannder Vektor w nur dann der Nullvektor sein, wenn alle _qi vershwinden.Wegen der De�nitheit der MatrixA ist die Beziehung (12.6) zwishen den Impulsenund Geshwindigkeiten eindeutig umkehrbar:_q = A�1 � (p� b): (12:9)99



Damit k�onnen wir die Legendretransformierte der Lagrangefunktion L als Hamil-tonfunktion, H(q;p; t) := p � _q� L(q; _q; t); (12:10)de�nieren. Hierbei sind auf der rehten Seite die Geshwindigkeiten _q mittels(12.9) durh die Impulse p auszudr�uken.An die Stelle der Lagrangeshen (11.2) treten im Hamiltonformalismus dieHamil-tonshen Bewegungsgleihungen_q = �H�p_p = ��H�q : (12:11)Die erste Bewegungsgleihung in (12.11) entspriht der allgemeinen Beziehung(12.4) f�ur Legendretransformierte und gibt hier einfah die Beziehung (12.9) zwi-shen Geshwindigkeiten und Impulsen wieder. Zur Verdeutlihung leiten wir sienoh einmal in v�olliger Analogie zu (12.4) durh Di�erentiation von (12.10) unterBenutzung der De�nition der Impulse (11.14) ab:�H�pi = _qi + p � � _q�pi � �L� _q � � _q�pi = _qi: (12:12)Die zweite Bewegungsgleihung in (12.11) ergibt sih durh Di�erentiation von(12.10) nah q, wenn man die G�ultigkeit der Lagrangeshen Bewegungsglei-hung (11.2) voraussetzt (und auh (11.14) wieder benutzt). Um bei der Her-leitung dieser Gleihung die Bedeutung der auftretenden partiellen Ableitun-gen unmi�verst�andlih zu mahen, werden wir die festzuhaltenden Gr�o�en inZweifelsf�allen als Index hinzuf�ugen. Die Ableitung der zweiten Gleihung in (12.11)sieht dann so aus:�H�qi = p � � � _q�qi �p � � �L�qi �p = p � � � _q�qi �p � �L�qi � �L� _q � � � _q�qi �p = � �L�qi= � _pi: (12:13)Hier wurde in der ersten Zeile die Ableitung der allgemeinen Beziehung (12.5)wiederholt, w�ahrend die zweite Zeile durh Anwendung der Lagrangegleihungfolgte. Als eine zus�atzlihe Beziehung halten wir noh die Gleihung�H�t = ��L�t (12:14)fest, die ebenfalls ein Beispiel f�ur die allgemeine Beziehung (12.5) ist. Auh hierf�ugen wir zum besseren Verst�andnis noh einmal die Ableitung bei:�H�t = p ��� _q�t �q;p���L�t �q;p = p ��� _q�t �q;p� �L�t � �L� _q ��� _q�t �q;p = ��L�t : (12:15)100



Wir geben im folgenden einige einfahe Beispiele f�ur den �Ubergang von den La-grangeshen zu den Hamiltonshen Gleihungen. Als erstes Beispiel betrahtenwir einen Massenpunkt mit der LagrangefunktionL = m2 _r2 � V (r; t); (12:16)wobei wir als generalisierte Koordinaten die kartesishen Koordinaten r = (x; y; z)w�ahlen. Die generalisierten Impulsep = �L� _r = m _r (12:17)sind dann im wesentlihen (d.h. bis auf den multiplikativen Faktor m) identishmit den Geshwindigkeiten _r und die Hamiltonfunktion ist durhH = 12mp2 + V (r; t) (12:18)gegeben. F�ur dieses Beispiel ist die Beziehung zwishen den Hamiltonshen Bewe-gungsgleihungen _r = �H�p = pm; _p = ��H�r = ��V�r (12:19)und den Lagrangegleihungen m�r = ��V�r (12:20)nat�urlih v�ollig trivial.Dies �andert sih jedoh, wenn man f�ur dieselbe Lagrangefunktion (12.16) Kugelko-ordinaten als generalisierte Koordinaten w�ahlt. Sie lautet dannL = m2 � _r2 + r2 _#2 + r2 sin2# _'2�� V (r; #; '; t); (12:21)die generalisierten Impulse sindpr = m _r; p# = mr2 _#; p' = mr2 sin2# _' (12:22)und die Hamiltonfunktion istH = 12m�p2r + p2#r2 + p2'r2 sin2#�+ V (r; #; '; t): (12:23)Die generalisierten Impulse p# und p' haben hier die Bedeutung von Drehim-pulsen.Als drittes Beispiel betrahten wir die Lagrangefunktion (11.9) eines geladenenTeilhens in einem elektromagnetishen Feld. In kartesishen Koordinaten erhaltenwir f�ur den Impulsp = �L�v = mv + eA oder v = 1m (p� eA) (12:24)101



und damit die wihtige HamiltonfunktionH = p � v � L = 12m�p� eA�2 + e�: (12:25)Am Ende von Kapitel 11 hatten wir gezeigt, da� die Hamiltonfunktion eine Er-haltungsgr�o�e ist, wenn die Lagrangefunktion niht explizit von der Zeit abh�angt(siehe (11.43) und (11.41)). Wegen (12.14) k�onnen wir daraus die folgende Aussageableiten:Die Hamiltonfunktion ist eine Erhaltungsgr�o�e, wenn sie niht ex-plizit von der Zeit abh�angt: �H�t = 0: (12:26)Au�erdem konnten wir die erhaltene Hamiltonfunktion mit der Energie identi-�zieren, wenn die potentielle Energie V (q) und die Parametrisierung x = x(q)durh die generalisierten Koordinaten zeitunabh�angig sind (siehe (11.45)). Wirbetonen, da� die Gleihung (12.26) niht ausreiht, um die Hamiltonfunktion mitder Energie identi�zieren zu k�onnen. Man mu� zus�atzlih die Zeitunabh�angigkeitder Parametrisierung x = x(q) voraussetzen. Dies soll durh das folgende Gegen-beispiel belegt werden. Wir betrahten dazu wieder einen Massenpunkt mit derLagrangefunktion (12.16) und vershwindendem Potential V und de�nieren diegeneralisierten Koordinaten q durh die zeitabh�angige Beziehungr = q+ v � t (12:27)mit einem festen Vektor v. Die LagrangefunktionL = T = m2 ( _q+ v)2 (12:28)ist dann identish mit der Energie des Systems. Mit den generalisierten Impulsenp = m( _q+ v) (12:29)bleibt die HamiltonfunktionH = p � _q� L = p � ( _q+ v � v)� L = T � p � v (12:30)wie die Lagrangefunktion zeitunabh�angig und damit erhalten, hat aber niht dieBedeutung der Energie.Ob die Hamiltonfunktion (12.25) eines geladenen Teilhens im elektromagneti-shen Feld als die Energie des Teilhens interpretiert werden kann, kann manerst im Rahmen der Elektrodynamik entsheiden, indem man die Energie deselektromagnetishen Feldes mitbetrahtet.102



Eine zyklishe Koordinate qi, die wir im Lagrangeformalismus durh die Glei-hung (11.15) de�niert hatten, kann anhand der ersten Zeile der Gleihung (12.13)im Hamiltonformalismus durh die Bedingung�H�qi � 0 (12:31)identi�ziert werden. Die zweite Hamiltongleihung in (12.11) liefert uns f�ur jedezyklishe Koordinate qi in v�olliger �Ubereinstimmung mit (11.16) einen Erhal-tungssatz f�ur den zugeh�origen generalisierten Impuls pi:pi(t) = �i: (12:32)Die Handhabung zyklisher Koordinaten ist im Hamiltonformalismus besondersbequem, weil in der Hamiltonfunktion der Impuls pi durh die Konstante �i er-setzt werden kann und damit die Zahl der Freiheitsgrade explizit um 1 erniedrigtist. Die explizite Bestimmung der Geshwindigkeit _qi �uber die erste Hamilton-she Gleihung in (12.11) und damit der zeitlihen Entwiklung qi(t) erfordertallerdings die Kenntnis der zeitlihen Entwiklung der anderen Koordinaten. Einekomplette L�osung der Hamiltonshen Bewegungsgleihungen ist jedoh sofort er-reihbar, wenn die generalisierten Koordinaten so gew�ahlt werden k�onnen, da�sie allesamt zyklish sind. Dann kann der ganze Impulsvektor p(t) durh denkonstanten Vektor � ersetzt werden und die erste Zeile in (12.11)_q = �H�p := !(�; t) (12:33)liefert nah Zeitintegration die explzite L�osungq(t) = q(t0) + Z tt0!(�; t0) dt0: (12:34)Die Integrationskonstanten � k�onnen �uber die Gleihung (12.33) mit den Anfangs-geshwindigkeiten _q(t0) verkn�upft werden.Mit den Hamiltonshen Bewegungsgleihungen (12.11) sind die f LagrangeshenBewegungsgleihungen zweiter Ordnung (11.2) durh 2f Bewegungsgleihungenerster Ordnung ersetzt worden. Die auf diesen Bewegungsgleihungen fu�endeBeshreibung mehanisher Systeme betrahtet die generalisierten Koordinatenund Impulse (q;p) als 2f unabh�angige Gr�o�en, die den Zustand des Systems zujedem Zeitpunkt festlegen. Der 2f{dimensionale Raum, in dem die Vektoren (q;p)liegen, wird der Phasenraum des Systems genannt. Jeder m�oglihe Zustand desSystems entspriht damit einem Punkt im Phasenraum. Die Hamiltonshen Bewe-gungsgleihungen (12.11) de�nieren in jedem Punkt des Phasenraums einen Vektor( _q; _p) derPhasenraumgeshwindigkeit und ihre eindeutige L�osung erzeugt eineTrajektorie (q(t);p(t)) im Phasenraum, die ein Bild der Bewegung des Systems103



im Laufe der Zeit ist. Durh (12.11) wird im Phasenraum ein Geshwindigkeits-feld V(q;p; t) := (�H�p ;��H�q ) (12:35)de�niert, das zeitabh�angig sein kann, aber f�ur station�are Hamiltonfunktio-nen (12.26) zeitunabh�angig ist. Das Geshwindigkeitsfeld (12.35) hat die be-merkenswerte Eigenshaft, da� seine 2f{dimensionale Divergenz vershwindet:divV := ��q � �H�p + ��p � ���H�q � = 0: (12:36)Aus dieser Eigenshaft folgt das interessante Liouville{Theorem:Die durh die Hamiltonshen Gleihungen bestimmte Bewegung imPhasenraum ist volumenerhaltend.Phasenraumgebiete werden bei der Bewegung zwar verzerrt, wie in der folgendenFigur angedeutet, ihr Volumen bleibt dabei jedoh unver�andert. Die Phasenraum-bewegung gleiht daher derjenigen einer inkompressiblen Fl�ussigkeit.
p

qZum Beweis des Liouville-Theorems bezeihnen wir Phasenraumpunkte durh 2f{dimensionale Vektoren x bzw. y. Wir nehmen an, das System bewege sih vomPunkt x zur Zeit t in den Punkt y zur Zeit t+�t. Dann gilty = x+ V(x; t) ��t+ O�(�t)2�: (12:37)Ein Phasenraumgebiet G(t) geht dementsprehend nah dem Zeitintervall �t indas Gebiet G(t + �t) �uber. Die Berehnung des Volumens des Gebietes G(t +�t) durh ein 2f{dimensionales Integral �uber das Gebiet G(t + �t) kann in einIntegral �uber das Gebiet G(t) �uberf�uhrt werden, wenn man die Gleihung (12.37)als Variablentransformation benutzt. Unter Verwendung der Jaobi{Matrix dieserTransformation ergibt sih die BeziehungV (t+�t) := ZG(t+�t)d 2fy = ZG(t)det��y�x� d 2fx: (12:38)104



Die Jaobi{Matrix der Transformation (12.37) hat die Gestalt�y�x = I + �V�x ��t+ O�(�t)2� = 0B� 1 + �V1�x1�t �V1�x2�t : : :�V2�x1�t 1 + �V2�x2�t : : :... ... . . .1CA+O�(�t)2�:(12:39)Zur Determinante dieser Matrix tragen in der Ordnung �t nur ihre Diagonalele-mente bei und man erh�altdet�y�x = 1 + div V ��t+ O�(�t)2� = 1 +O�(�t)2�: (12:40)Aus (12.38) folgern wir daherV (t+�t) = V (t) +O�(�t)2� oder V 0(t) = 0: (12:41)Dies beweist das Liouville-Theorem, das interessante Konsequenzen hat und ins-besondere in der statistishen Mehanik eine bedeutende Rolle spielt.Als Beispiel f�ur die N�utzlihkeit des Liouville{Theorems erw�ahnen wir dasPoinar�eshe Wiederkehrtheorem:Jedes Hamiltonshe System, das auf ein endlihes Gebiet desPhasenraums beshr�ankt ist, kehrt irgendwann beliebig nahe anseinen Ausgangspunkt zur�uk.Dieses Theorem bezieht sih zum Beispiel auf Systeme mit erhaltener Energie,die durh ein geeignetes Potential r�aumlih eingeshr�ankt sind, also etwa auf einGas in einem Beh�alter. Ein durh die Bedingung H(q;p) � E de�niertes Gebiet
 des Phasenraums, in dem sih alle Trajektorien des Systems mit Energien �E bewegen, hat dann ein endlihes Volumen �(
) < 1. Man betrahtet einTeilgebiet B � 
, das ein beliebig kleines Volumen �(B) haben darf. Die obenetwas leger formulierte Aussage des Wiederkehrtheorems ist dann, da� fast alleTrajektorien (im Sinne der Ma�theorie), die von einem Punkt in B ausgehen,nah gen�ugend langer Zeit nah B zur�ukkehren (und zwar sogar beliebig oft).Aufgrund der Hamiltonshen Bewegung geht jeder Punkt des Gebietes 
 naheinem beliebigen festen Zeitintervall � in einen anderen Punkt des Gebietes 
�uber. Wir nennen die dadurh de�nierte stetige, umkehrbar eindeutige und vol-umenerhaltende Abbildung von 
 auf sih g. Zum Beweis des Wiederkehrtheoremsbetrahten wir die Gebiete in 
, die nah j Zeitshritten � in das oben genannteGebiet B �ubergehen, d.h. die Urbilder g�jB des Gebietes B unter der wieder-holten Anwendung der Abbildung g�1. Wir konstruieren daraus die Folge Un vonMengen Un := 1[j=n g�jB (n = 0; 1; 2; : : :): (12:42)105



Un ist die Menge aller Punkte in 
, die nah n oder mehr Zeitshritten � nah Bgelangen. Es gelten dann o�ensihtlih die UntermengenrelationenB � U0 (12:43)und U0 � U1 � U2 � : : : : (12:44)Shlie�lih bilden wir daraus die Durhshnittsmenge (Wiederkehrmenge)W := B \ � 1\n=0Un�; (12:45)die aus allen Punkten in B besteht, die nah beliebig langer Zeit noh einmal nahB zur�ukkehren. Wir werden zeigen, da� die Menge W dasselbe Volumen wie dieMenge B hat.Der Beweis ergibt sih sofort aus der Beobahtung, da� wegen gUn = Un�1 und derVolumenerhaltung unter der Abbildung g die Mengen Un alle das gleihe endliheVolumen haben: �(U0) = �(U1) = �(U2) = : : : � �(
) <1: (12:46)Wegen der Shahtelungseigenshaft (12.44) folgt dann aber f�ur die Di�erenzmen-gen Un�1 n Un das Volumen �(Un�1 n Un) = 0 (12:47)und damit wegen (12.43) f�ur das Volumen der Wiederkehrmenge�(W ) = �(B \ U0)� 1Xn=1�(Un�1 n Un) = �(B): (12:48)Das Wiederkehrtheorem hat historish ein wihtige Rolle bei der Diskussion derIrreversibilit�at in der statistishen Mehanik gespielt. Wenn ein Gas sih zuAnfang wie unten gezeigt in der linken H�alfte einer Doppelkammer aufh�alt, wirdes sih erfahrungsgem�a� irreversibel in die ganze Doppelkammer ausdehnen undnie wieder ausshlie�lih in der linken H�alfte angetro�en werden. Das durhdas Wiederkehrtheorem erzeugte Paradoxon wird durh die kosmishe L�ange derWiederkehrzeiten aufgel�ost.
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Die Hamiltonshe Bewegung im Phasenraum kann sehr komplex sein. Es gibtdeshalb nur wenige Aussagen von allgemeiner G�ultigkeit dar�uber. F�ur den Falleines einzigen Freiheitsgrades hatten wir shon am Ende von Kapitel 3 gezeigt, da�jedes Kraftfeld ein Potential besitzt und da� die daraus resultierende Energieerhal-tung immer eine vollst�andige L�osung der Bewegungsgleihung durh Integrationerm�ogliht. Shon f�ur nur zwei Freiheitsgrade gilt eine analoge Aussage niht.Selbst wenn aufgrund konservativer Kr�afte die Energie erhalten ist und die Hamil-tonfunktion die einfahe FormH = p212m1 + p222m2 + V (q1; q2) (12:49)hat, kann die Bewegung im allgemeinen niht durh Integrationen gewonnen wer-den. Die Fl�ahen konstanter Energie im 4-dimensionalen Phasenraum sind 3-dimensionale Hyper�ahen, die sih der direkten Anshauung entziehen. ZurVerdeutlihung der Bewegung auf diesen Hyper�ahen kann man anstelle dervollst�andigen Trajektorien nur diejenigen Punkte auf den Trajektorien betrahten,f�ur die z.B. eine der Koordinaten vershwindet. Bei vorgegebener Energie E kannman z.B. jedem Punkt der zweidimensionalen (q1; p1){Ebene, f�ur den der Phasen-raumpunkt (q1; q2; p1; p2) mit q2 = 0 und p2 � 0 (jp2j durh die Energie festgelegt)auf der Hyper�ahe der Energie E liegt, die Projektion(q01; p01) = P(q1; p1) (12:50)desjenigen Phasenraumpunktes auf die (q1; p1){Ebene zuordnen, f�ur den die Tra-jektorie das n�ahste Mal die Hyperebene q2 = 0 shneidet. Die dadurh de�nierteAbbildung P hei�t Poinar�e{Abbildung.
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qDen Spezialfall zweier harmonisher OszillatorenH = p212m1 + p222m2 + m1!212 q21 + m2!222 q22 (12:51)107



von (12.29) hatten wir im wesentlihen shon in Kapitel 4 diskutiert. Hier lautetdie allgemeine L�osungq1(t) = A1 sin(!1t+ '1); q2(t) = A2 sin(!2t+ '2): (12:52)Bei vorgegebener Energie E1 des ersten Oszillators liegen alle Punkte (q1; p1) aufder Ellipse p212m1 + m1!212 q21 = E1: (12:53)Die Durhsto�punkte mit q2(tn) = 0 werden f�ur die Zeiten tn = (�n � '2)=!2erreiht. Sie bilden eine endlihe Punktmenge auf der Ellipse (12.53), falls dasVerh�altnis !1=!2 rational ist, ansonsten eine unendlihe dihte Punktmenge.Das bei diesem einfahen Beispiel gefundene Verhalten erweist sih als typishf�ur den Fall, da� das System (12.49) eine zweite Erhaltunggr�o�e besitzt. Beiwillk�urliher Wahl der potentiellen Energie V (q1; q2) gibt es jedoh im allgemeinenkeine zweite Erhaltungsgr�o�e. Wenn man z.B. die harmonishe Hamiltonfunktiondurh nihtharmonishe Terme erg�anzt, kann man im allgemeinen niht mit derExistenz einer zweiten Erhaltungsgr�o�e rehnen. Ein viel untersuhtes Beispieldaf�ur ist das H�enon{Heiles{System mit der HamiltonfunktionH = p21 + p222 + �q2 + 12��q21 � (q2 � 1)23 �+ 16= p21 + p222 + q21 + q222 + q21q2 � q323 : (12:54)Die zugeh�origen Hamiltonshen Bewegungsgleihungen sind_qi = pi; _p1 = �q1 � 2q1q2; _p2 = �q2 � q21 + q22 : (12:55)Solhe Systeme zeigen in weiten Teilen des Phasenraums eine extrem emp�ndliheAbh�angigkeit der Bewegung von den Anfangsbedingungen nah langen Zeiten, dieman mit dem Shlagwort deterministishes Chaos beshreibt. Die Dynamikdieser Systeme ist niht als Kuriosit�at zu betrahten, sondern stellt vielmehr imGegenteil den Normalfall des Verhaltens dynamisher Systeme dar.
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13. Kanonishe TransformationenWir hatten shon fr�uher gesehen, da� ein Problem durh geshikte Wahl der ge-neralisierten Koordinaten sehr vereinfaht werden kann. Insbesondere konnte dieZahl der zyklishen Koordinaten, z.B. durh Benutzung von Massenmittelpunkt-koordinaten oder geeigneter Winkelkoordinaten, erh�oht werden. Es stellt sih dieFrage, wie weit man auf diese Weise kommen kann. F�ur welhe Systeme und mitwelhen Methoden kann man etwa erreihen, da� alle Koordinaten zyklish sind?Mit einer Punkttransformation q = q(Q; t); (13:1)mit der man die Koordinaten q im Kon�gurationsraum durh neue KoordinatenQ ersetzt, kann man selbst im Falle eines einzigen Freiheitsgrades f = 1 einenihtzyklishe Koordinate niht zyklish mahen. Die Hamiltonshe Dynamik imPhasenraum erlaubt es jedoh, eine erweiterte Klasse von Transformationen, diekanonishen Transformationen, zu betrahten.Bevor wir uns den kanonishen Transformationen zuwenden, werden wir einmodi-�ziertes Hamiltonshes Prinzip aufstellen, aus dessen Stationarit�at die Hamil-tonshen Bewegungsgleihungen (12.11) folgen. In Analogie zumWirkungsintegral(10.15) betrahten wir hier unter Beahtung der Beziehung (12.10) zwishen derLagrangefunktion und der Hamiltonfunktion das modi�zierte Wirkungsinte-gral I[q;p℄ := Z t2t1 �p(t) � _q(t)�H�q(t);p(t); t�� dt: (13:2)Dieses Wirkungsintegral ist als Funktion der 2f unabh�angigen Zeitfunktionen q(t)und p(t) im Zeitintervall (t1; t2) zu betrahten, wobei man den Anfangs{ und denEndpunkt der Phasenraumbewegung durh die Nebenbedingungenq(ti) = qi; p(ti) = pi (i = 1; 2) (13:3)�xiert. Man betrahtet also im Zeitintervall (t1; t2) alle Trajektorien im Phasen-raum zwishen den beiden durh (13.3) gegebenen Punkten. Das Variationsprinzipfordert dann die Stationarit�at des Wirkungsintegrals (13.2).In Analogie zu Kapitel 10 erhalten wir f�ur die erste Variation von IÆI = Z t2t1 �Æp(t) � _q(t) + p(t) � Æ _q(t)� �H�p � Æp(t)� �H�q � Æq(t)� dt= Z t2t1 �� _q� �H�p � � Æp(t)� � _p+ �H�q � � Æq(t)� dt+ p(t) � Æq(t)��t2t1 : (13:4)Da der Randterm am am Ende der zweiten Zeile von (13.4) wegen der Nebenbe-dingung Æq(ti) = 0 aus (13.3) vershwindet, folgt aus ÆI = 0 die G�ultigkeit derHamiltonshen Bewegungsgleihungen (12.11).109



Die zweite Nebenbedingung Æp(ti) = 0 aus (13.3) wurde bei der obigen Herleitunggar niht verwendet, da das Wirkungsintegral (13.2) niht symmetrish in denVariablen q und p ist. Unter Verwendung der vollen Nebenbedingungen (13.3)�ndet man jedoh, da� das alternative Wirkungsintegral~I[q;p℄ := Z t2t1 �� _p(t) � q(t)�H�q(t);p(t); t�� dt = I � p � q��t2t1 (13:5)bis auf eine additive Konstante identish mit I ist. Die Stationarit�at beiderWirkungsintegrale f�uhrt deshalb auf dieselben Bewegungsgleihungen.Wir wollen jetzt nah allgemeinen Phasenraumtransformationen suhen, die dieHamiltonshen Bewegungsgleihungen (12.11) invariant lassen. Dazu nehmen wiran, wir h�atten neue generalisierte Koordinaten Q und Impulse P, aus denen diealten mittels der eindeutig umkehrbaren Abbildungq = q(Q;P); p = p(Q;P) (13:6)hervorgehen. Wenn K(Q;P; t) = H�q(Q;P);p(Q;P); t� (13:7)die Hamiltonfunktion als Funktion der neuen Koordinaten und Impulse ist, sollendie Bewegungsgleihungen in den neuen Variablen wieder die Hamiltonshe Form_Q = �K�P ; _P = ��K�Q (13:8)haben. Diese Bewegungsgleihungen lassen sih auh aus einem modi�ziertenHamiltonshen Prinzip mit dem WirkungsintegralJ [Q;P℄ := Z t2t1 �P(t) � _Q(t)�K�Q(t);P(t); t�� dt (13:9)in Analogie zu (13.2) oder dem Wirkungsintegral~J [Q;P℄ := Z t2t1 �� _P(t) �Q(t)�K�Q(t);P(t); t�� dt = J �P �Q��t2t1 (13:10)in Analogie zu (13.5) ableiten.Bei vorgegebenen Randbedingungen (13.3), die nah (13.6) entsprehende Randbe-dingungen f�ur die neuen Variablen festlegen, soll nun das Wirkungsintegral I genaudann station�ar sein, wenn das Wirkungsintegral J station�ar ist. Dies soll f�ur alleHamiltonfunktionen H und die nah (13.7) zugeh�origen Hamiltonfunktionen Kgelten. Das ist aber nur m�oglih, wenn das Di�erenzintegralI � J = Z t2t1 �p(t) � _q(t)�P(t) � _Q(t)� dt; (13:11)110



in dem die Geshwindigkeiten _q und _Q, die ja durh die Hamiltonfunktionen be-stimmt sind, beliebige Funktionen der Zeit sein k�onnen, nur von den Randbedin-gungen abh�angt. Dazu mu� aber der Integrand in (13.11) eine totale Zeitableitungsein, d.h. es mu� eine Funktion S1(q;Q) mitp(t) � _q(t)�P(t) � _Q(t) = ddtS1(q;Q) = �S1�q _q+ �S1�Q _Q (13:12)geben. Damit h�angtI � J = S1�q(t2);Q(t2)�� S1�q(t1);Q(t1)� (13:13)tats�ahlih nur von den Randbedingungen ab. Die Funktion S1 spielt die Rolleeiner erzeugenden Funktion f�ur die gesuhten kanonishen Transformationen(13.6), die sih wegen (13.12) aus den partiellen Ableitungenp = �S1�q ; P = ��S1�Q (13:14)der erzeugenden Funktion ergeben, indem man die zweite Gleihung in (13.14)nah q = q(Q;P) au�ost und dies dann in die erste Gleihung einsetzt.O�enbar erh�alt man alternative erzeugende Funktionen, indem man anstelle derWirkungsintegrale I und J die gleihwertigen Integrale ~I und ~J verwendet. Sof�uhrt z.B. die zu (13.11) analoge Forderung nah der Konstanz des Di�erenzinte-grals I � ~J = Z t2t1 �p(t) � _q(t) + _P(t) �Q(t)� dt (13:15)auf die Beziehungp(t) � _q(t) + _P(t) �Q(t) = ddtS2(q;P) = �S2�q _q+ �S2�P _P (13:16)mit einer erzeugenden Funktion S2(q;P), aus der man die kanonishe Transfor-mation p = �S2�q ; Q = �S2�P (13:17)gewinnt. Analog liefert die Betrahtung des Di�erenzintegrals ~I�J eine Beziehung� _p(t) � q(t)�P(t) � _Q(t) = ddtS3(p;Q) = �S3�p _p+ �S3�Q _Q (13:18)mit einer erzeugenden Funktionen vom Typ S3(p;Q) und kanonishen Transfor-mationen q = ��S3�p ; P = ��S3�Q (13:19)111



und shlie�lih ~I � ~J mittels� _p(t) � q(t) + _P(t) �Q(t) = ddtS4(p;P) = �S4�p _p+ �S4�P _P (13:20)einen vierten Funktionstyp S4(p;P) mit den kanonishen Transformationenq = ��S4�p ; Q = �S4�P : (13:21)Die vershiedenen Typen von erzeugenden Funktionen sind grunds�atzlih �aquiva-lent zueinander, weil sie (bei geeigneter Anpassung von Vorzeihenkonventionen)Legendretransformierte voneinander sind. So �ndet man z.B. f�ur das totaleDi�erentiald(S1+P�Q�S2) = (p�dq�P�dQ)+(Q�dP+P�dQ)�(p�dq+Q�dP) = 0; (13:22)so da� S2 mit S1 + P � Q identi�ziert werden kann, bis auf eine additive Kon-stante, die man aber ignorieren kann, weil sie die kanonishe Transformation nihtbeeinu�t. In praktisher Hinsiht kann ein bestimmter Typ von erzeugenderFunktion vorzuziehen sein, wenn die f�ur die Legendretransformation notwendigeUmkehrfunktion niht durh elementare Funktionen ausgedr�ukt werden kann. Im�ubrigen kann man f�ur jeden Freiheitsgrad unabh�angig voneinander einen der vierTypen ausw�ahlen, so da� es insgesamt 4f Typen von erzeugenden Funktionen gibt.Wir werden im folgenden einige einfahe Beispiele f�ur kanonishe Transformationenvorstellen. Als erstes Beispiel betrahten wir die erzeugene FunktionS2(q;P) = �(q+ a) � (P+ b); (13:23)die die kanonishe Transformationp = �S2�q = �(P+ b); Q = �S2�P = �(q+ a) (13:24)erzeugt, also eine Translation der generalisierten Koordinaten und Impulse, dieauh die identishe Transformation (a = 0, b = 0) enth�alt, eine Skalentransfor-mation, die Koordinaten und Impulse reziprok zueinander skaliert, f�ur 0 <  6= 1sowie eine Inversion im Falle des Minuszeihens.Die erzeugende Funktion S = qrQr + i 6=rXi=1;:::;f qiPi (13:25)l�a�t, wie wir mit dem ersten Beispiel gelernt haben, die generalisierten Koordi-naten und Impulse aller Freiheitsgrade unver�andert bis auf diejenigen des r{ten112



Freiheitsgrades, in dem S vom Typus S1 ist. Anhand von (13.14) erhalten wir indiesem Freiheitsgrad die kanonishe Transformationpr = �S�qr = Qr; Pr = � �S�Qr = �qr; (13:26)die die Koordinate mit dem zugeh�origen Impuls vertausht, wobei die Vorzei-henumkehr in einer der beiden Beziehungen in (13.26), wie wir noh sehen werden,unverzihtbar ist.Die erzeugende Funktion S3 = �g(Q) � p (13:27)erzeugt nah (13.19) die Punkttransformation (siehe (13.1))q = ��S3�p = g(Q); Pi = ��S3�Qi = fXj=1 �gj�Qi pj : (13:28)Hier sollte die Funktionalmatrix der Abbildung g(Q) invertierbar sein. Die line-are Transformation zwishen den alten und den neuen Impulsen in (13.28), diezwingend mit der Punkttransformation verbunden ist, kann man auh leiht imRahmen des Lagrangeformalismus erhalten.Mit dem n�ahsten Beispiel werden wir eine kanonishe Transformation angeben,die die Hamiltonfunktion des harmonishen OszillatorsH = p22m + m!22 q2 (13:29)zyklish maht. Eine daf�ur geeignete erzeugende Funktion istS1(q;Q) = m!2 q2tgQ: (13:30)Sie erzeugt nah (13.14) die kanonishe Transformationp = �S1�q = m!q tgQ; P = ��S1�Q = m!q22 sin2Q; (13:31)die, aufgel�ost nah den alten Variablen, durh die Gleihungenq =r 2Pm! sinQ; p = p2m!P osQ (13:32)gegeben ist. Die Hamiltonfunktion hat in den neuen Variablen die GestaltK = !P os2Q+ !P sin2Q = !P; (13:33)113



die Koordinate Q ist also tats�ahlih zyklish und der Impuls P ist damit erhalten.Wir setzen P (t) = �. Die Bewegungsgleihung f�ur die neue Koordinate _Q =�K=�P = ! hat die allgemeine L�osung Q = ! t + �, so da� wir anhand von(13.32) in der alten Koordinate die allgemeine L�osungq =r 2�m! sin(! t+ �) (13:34)wiedergewonnen haben.Im folgenden wollen wir kanonishe Transformationen durh eine Reihe von wei-teren Kriterien harakterisieren. Wir f�uhren dazu den wihtigen Begri� derPoissonklammer ein. Zu je zwei Phasenraumfunktionen F (q;p) und G(q;p)de�nieren wir eine Poissonklammer als die Phasenraumfunktion[F;G℄ := �F�q � �G�p � �G�q � �F�p : (13:35)Wir notieren zun�ahst als o�ensihtlihe Eigenshaften der Poissonklammer ihreAntisymmetrie [F;G℄ = �[G;F ℄; (13:36)die das generelle Vershwinden [F; F ℄ = 0 (13:37)der Poissonklammer jeder Phasenraumfunktion mit sih selbst zur Folge hat, sowieihre Linearit�at (mit Konstanten �i)[F; �1G1 + �2G2℄ = �1[F;G1℄ + �2[F;G2℄; (13:38)die sih wegen (13.36) auh auf die erste Variable F �ubertr�agt. Desweiteren giltdie Produktregel [F;G1 �G2℄ = [F;G1℄ �G2 +G1 � [F;G2℄; (13:39)die aus der Anwendung der Produktregel der Di�erentialrehnung auf die Ableitun-gen in (13.35) folgt und die ebenfalls auf die erste Variable �ubertragen werden kann.Die auf Phasenraumfunktionen anwendbare OperationDF : : : = [F; : : :℄ (13:40)hat nah (13.38) und (13.39) o�enbar genau die Eigenshaften einer Di�erentiationund wird deshalb auh eine Derivation genannt.Eine weitere wihtige Eigenshaft der Poissonklammer ist die Jaobishe Iden-tit�at [F; [G;H℄℄ + [G; [H;F ℄℄ + [H; [F;G℄℄ = 0; (13:41)deren G�ultigkeit niht auf den ersten Blik ersihtlih ist und deren Beweis wirhier niht vorstellen werden. 114



Die N�utzlihkeit der Poissonklammer f�ur die Hamiltonshe Dynamik wird deutlihanhand der Identit�aten[q; F ℄ = �F�p und [p; F ℄ = ��F�q ; (13:42)aufgrund derer die Hamiltonshen Bewegungsgleihungen (12.11) sih sehr sugges-tiv als _q = [q; H℄; _p = [p; H℄ (13:43)shreiben lassen. Allgemeiner kann die totale Zeitableitung jeder Phasenraum-funktion F (q;p; t) l�angs einer Trajektorie sehr elegant durh die Poissonklammer[F;H℄ ausgedr�ukt werden. Es gilt n�amlihdFdt = �F�q � _q+ �F�p � _p+ �F�t = �F�q � �H�p � �F�p � �H�q + �F�t= [F;H℄ + �F�t : (13:44)Bemerkenswert einfah sind die folgenden speziellen Poissonklammern:[qi; pj ℄ = Æi;j ; [qi; qj ℄ = 0; [pi; pj℄ = 0: (13:45)Im folgenden werden wir Transformationen (13.6) auf neue Variable betrahten.Um f�ur die Poissonklammern eine eindeutige Notation zu erzielen, werden wirin diesem Zusammenhang die Variablen, nah denen in den Poissonklammern(13.35) zu di�erenzieren ist, durh einen entsprehenden Index an die Klammernanh�angen. Da die alten Variablen nah (13.6) Phasenraumfunktionen der neuensind, gelten f�ur sie nah (13.44) die Bewegungsgleihungen_q = [q; H℄(Q;P); _p = [p; H℄(Q;P): (13:46)Hier haben wir, abweihend von (13.7), aber im Sinne der Zwishenbemerkung zuden Gepogenheiten physikalisher Notation in Kapitel 5, die Hamiltonfunktionin den neuen Variablen einfah wieder H genannt. Die Variablentransformation(13.6) ist jedoh kanonish genau dann, wenn diese Bewegungsgleihungen f�uralle Hamiltonfunktionen identish mit denen in (13.43) sind, d.h. wenn f�ur alleHamiltonfunktionen die Identit�aten[q; H℄(q;p) = [q; H℄(Q;P); [p; H℄(q;p) = [p; H℄(Q;P) (13:47)gelten. Wir nehmen jetzt die nah kurzer Rehnung durh Anwendung der Ket-tenregel folgende Gleihung[F;G℄(Q;P) = fXi;j=1���F�qi �G�pj � �G�qi �F�pj �[qi; pj ℄(Q;P)+ �F�qi �G�qj [qi; qj ℄(Q;P) + �F�pi �G�pj [pi; pj℄(Q;P)	 (13:48)115



zur Hilfe. Aus ihr leitet man leiht angesihts des mit der Gleihung (13.47)formulierten Kriteriums die �Aquivalenz der folgenden drei Kriterien f�ur kanon-ishe Transformationen ab:Eine Phasenraumtransformation (13.6) ist kanonish genau dann,wenn sie eine der drei folgenden Eigenshaften besitzt:(a) Invarianz der Poissonklammern[F;G℄(Q;P) = [F;G℄(q;p); (13:49)f�ur alle Paare von Phasenraumfunktionen F und G,(b) Invarianz der Poissonklammern (13.47) f�ur alle Hamiltonfunktionen H,() Invarianz der speziellen Poissonklammern (13.45),[qi; pj℄(Q;P) = [qi; pj℄(q;p) = Æi;j ;[qi; qj℄(Q;P) = [qi; qj ℄(q;p) = 0;[pi; pj℄(Q;P) = [pi; pj℄(q;p) = 0: (13:50)Da Poissonklammern also invariant unter kanonishen Transformationen sind,er�ubrigt sih im weiteren die f�ur die obige Untersuhung kurzzeitig eingef�uhrteIndizierung durh die verwendeten Phasenraumvariablen. Die speziellen Poisson-klammern (13.45) geben eine besonders einfahe Charakterisierung von Variablen,die durh kanonishe Transformationen eingef�uhrt werden k�onnen. Man nenntsolhe Variablen deshalb auh kanonishe Phasenraumvariable und bezeih-net die Paare von Koordinaten und Impulsen, deren Poissonklammern den Wert1 haben, als zueinander kanonish konjugiert. Die Hamiltonshen Bewegungs-gleihungen (12.11) bezeihnet man entsprehend als kanonishe Bewegungs-gleihungen.Das Kriterium (13.50) erlaubt es leiht, f�ur jede vorgegebene Phasenraumtrans-formation (13.6) nahzupr�ufen, ob sie kanonish ist. Wir erkennen jetzt anhanddieses Kriteriums, da� bei einer Vertaushung (13.26) von Koordinate und Impulsder Wehsel eines Vorzeihens essentiell ist, weil ohne diesen Vorzeihenwehsel diePoissonklammer [q; p℄ den Wert �1 erhalten w�urde.Mittels (13.50) k�onnen wir auh die Kanonizit�at einer Phasenraumtransformation(13.6) durh eine Eigenshaft ihrer Funktionalmatrix harakterisieren. Wir fassendazu den f{dimensionalen Koordinatenvektor q und den f{dimensionalen Im-pulsvektor p zu einem 2f{dimensionalen Phasenraumvektor x = (q;p) zusammenund bilden analog X = (Q;P). Die Funktionalmatrix hat dann die BlokgestaltJ = �x�X = � �q�Q �q�P�p�Q �p�P � ; (13:51)deren vier Eintr�age jeweils (f � f){Matrizen sind. Die transponierte Funktional-matrix ist dann durh Jt = � �x�X�t =  � �q�Q�t � �p�Q�t� �q�P�t � �p�P�t ! (13:52)116



gegeben. Wir de�nieren au�erdem die MatrixG = � 0 I�I 0� ; (13:53)wo 0 die (f � f){Nullmatrix und I die (f � f){Einheitmatrix bezeihnet. Mitdiesen drei Matrizen bilden wir nun ein Matrixprodukt und �ndenJ �G � Jt =  � �q�P � � �q�Q�t + �q�Q � � �q�P�t � �q�P � � �p�Q�t + �q�Q � � �p�P�t� �p�P � � �q�Q�t + �p�Q � � �q�P�t � �p�P � � �p�Q�t + �p�Q � � �p�P�t! : (13:54)Die Auswertung der entstandenen Matrizenprodukte f�uhren wir am Beispiel desi; j{Matrixelementes der oberen rehten Teilmatrix vor:�� �q�P �� �p�Q�t+ �q�Q �� �p�P�t	i;j = fXk=1�� �qi�Pk �pj�Qk+ �qi�Qk �pj�Pk � = [qi; pj ℄: (13:55)Die rehte obere Teilmatrix ist also wegen (13.45) gleih der Einheitsmatrix I. Dieanderen drei Teilmatrizen berehnen sih ganz analog durh Austaush zwishenalten Koordinaten q und Impulsen p. Insgesamt erhalten wir somit die harakteri-sierende Gleihung J �G � Jt = G (13:56)f�ur die Funktionalmatrix kanonisher Transformationen. Matrizen mit der Eigen-shaft (13.56) nennt man symplektish.Mit Hilfe des Determinantenmultiplikationssatzes bestimmt sih die Determinanteder Funktionalmatrix einer kanonishen Transformation aus (13.56) zu jdetJj = 1.Wenn die kanonishe Transformation x = x(X) ein Gebiet B im X{Phasenraumauf ein Gebiet b im x{Phasenraum abbildet, gilt f�ur die Volumina der beidenGebiete V (b) = Zb d 2fx = ZB jdet �x�X j d 2fX = ZB d 2fX = V (B): (13:57)Wir haben also gezeigt:Kanonishe Transformationen erhalten das Phasenraumvolumen.Angesihts des Liouvilleshen Theorems �uber die Erhaltung des Phasenraumvo-lumens bei der Hamiltonshen Bewegung eines Systems mit der Zeit (siehe Kapi-tel 12) wird man einen Zusammenhang zwishen dieser Bewegung und kanonishenTransformationen vermuten. Wenn das System zur Zeit t0 die Anfangsbedin-gung (q(t0);p(t0)) = X erf�ullt, wird es sih zur Zeit t am Punkt x = (q(t);p(t))im Phasenraum be�nden. Die dadurh de�nierte Abbildung des Phasenraumsx = x(X) auf sih ist tats�ahlih eine kanonishe Transformation. Um dies zuzeigen, f�uhren wir eine in�nitesimale Bewegung vom Zeitpunkt t zum Zeitpunktt + �t durh. Wir nennen den Phasenraumpunkt, an dem sih das System zur117



Zeit t be�ndet, (Q;P) und den zur Zeit t+�t nennen wir (q;p). Dann gilt mitden Bewegungsgleihungen (13.43)(q;p) = (Q;P) + ([Q; H℄; [P; H℄)�t+O�(�t)2�: (13:58)Indem wir dies in die Gleihung (13.55) einsetzen, erhalten wir[qi; pj ℄ = �Qi + [Qi; H℄�t; Pj + [Pj; H℄�t�= Æij + ��Qi; [Pj; H℄�+ [�Qi; H℄; Pj���t+ O�(�t)2�= Æij + ��Qi; [Pj; H℄�+ �Pj ; [H;Qi℄���t+ O�(�t)2�= Æij � �H; [Qi; Pj℄��t+O�(�t)2�= Æij +O�(�t)2�: (13:59)
Hier haben wir beim �Ubergang von der dritten auf die vierte Zeile die Jaobi{Identit�at (13.41) und das Vershwinden der Poissonklammer [H; Æi;j℄ verwendet.Mit dem analogen Ergebnis f�ur die drei anderen Teilmatrizen haben wir hiermitgezeigt, da� f�ur die betrahtete in�nitesimale Bewegung, deren Funktionalmatrixwir mit Ji bezeihnen, Ji �G � Jti = G+ O�(�t)2� (13:60)gilt. Dies gen�ugt aber, um die Kanonizit�at der Bewegungsabbildung f�ur endliheZeitintervalle (t1; t2) zu zeigen. Wir zerlegen dazu das Zeitintervall (t1; t2) in ngleihe Abshnitte der L�ange �t (mit n�t = t2 � t1) und denken uns die Zeitent-wiklung als Folge von n in�nitesimalen Phasenraumabbildungen dargestellt. F�urdie Funktionalmatrix J der Gesamtabbildung mahen wir dann mittels (13.60) dieAbsh�atzung J �G � Jt = G+ n �O�(�t)2� = G+O��t�; (13:61)die sie f�ur �t! 0 als symplektish ausweist.Wir fassen den damit gewonnenen Sahverhalt noh einmal zusammen. Wenn�q(t);p(t)� die L�osung der Bewegungsgleihungen (12.11) bzw. (13.43) mit denAnfangsbedingungen �q(t0);p(t0)� = (Q;P) ist, dann ist die durh Ct(Q;P) =�q(t);p(t)� de�nierte Phasenraumabbildung f�ur jede Zeit t eine kanonishe Trans-formation.Die Phasenraumabbildung Ct(Q;P) h�angt von der Zeit ab und mu� deshalb inleihter Abwandlung von (13.6) durh die Gleihungenq = q(Q;P; t); p = p(Q;P; t) (13:62)beshrieben werden. Die neue Hamiltonfunktion kann dann aber niht mehr ein-fah identish mit der alten sein wie in (13.7), weil die erzeugende Funktion f�ureine zeitabh�angige kanonishe Transformation (13.62) auh explizit von der Zeitabh�angen mu�. Anstelle von (13.11) lautet die Di�erenz der Wirkungsintegrale Iund J jetzt I � J = Z t2t1 �p(t) � _q(t)�H �P(t) � _Q(t) +K� dt (13:63)118



und anstelle von (13.12) mu� die erzeugende Funktion die Bedingungp(t) � _q(t)�H�P(t) � _Q(t)+K = ddtS1(q;Q; t) = �S1�q � _q+ �S1�Q � _Q+ �S1�t (13:64)erf�ullen. Aus dieser Bedingung folgen f�ur die kanonishe Transformation derPhasenraumvariablen auh hier die Gleihungen (13.14), anstelle von (13.7) er-halten wir hier jedoh o�enbarK(Q;P; t) = H�q(Q;P; t);p(Q;P; t); t�+ �Si�t : (13:65)Hier haben wir der erzeugenden Funktion den allgemeinen Index i = 1; : : : ; 4gegeben, weil der additive Zusatz �Si=�t f�ur alle vier Typen von erzeugenden Funk-tionen von derselben Form ist. Mit der durh (13.65) de�nierten neuen Hamilton-funktion K gelten die Hamiltonshen Bewegungsgleihungen (13.8) f�ur die neuenVariablen Q und P.F�ur die oben diskutierte kanonishe Transformation Ct(Q;P), die als neue Vari-able die Anfangswerte aller Trajektorien zu einer festen Zeit t0 einf�uhrt, sind alleneuen Varibalen Q und P unabh�angig von der Zeit t. Daher kann nah (13.8) dieneue Hamiltonfunktion nur noh von der Zeit abh�angen. Eine solhe Hamilton-funktion K = K(t) kann aber mittels einer Eihtransformation (11.12), die sihnah (12.10) von der Lagrangefunktion auf die Hamiltonfunktion �ubertr�agt, aufK � 0 transformiert werden. Damit erhalten wir aus (13.65) unter Benutzung derersten Gleihung in (13.14) die partielle Di�erentialgleihungH�q; �S1�q ; t�+ �S1�t = 0 (13:66)f�ur die erzeugende Funktion S1(q;Q; t), die unter dem Namen Hamilton{Jaobi{Gleihung bekannt ist.Die Variablen Q kommen in der Di�erentialgleihung (13.66) ja niht explizitvor und sind deshalb als Parameter aufzufassen, die eine f{dimensionale Sharvon L�osungen S1(q; t) parametrisieren. Wir wollen annehmen, wir h�atten eineL�osungsshar S1(q;Q; t) der Hamilton{Jaobi{Gleihung (13.66) mit der Eigen-shaft det �2S1�q�Q 6= 0 (13:67)f�ur die (f � f){Funktionalmatrix der erzeugenden Funktion S1 gefunden, diegarantieren soll, da� die Shar wirklih f{dimensional ist. Wir benutzen dieseL�osung als erzeugende Funktion einer kanonishen Transformation. Dann ist nah(13.65) und (13.66) die neue Hamiltonfunktion durhK = 0 gegeben und die neuenKoordinaten Q und Impulse P sind nah (13.8) alle zeitunabh�angig. Um die rehteGleihung in (13.14) nah den alten Koordinaten q = q(Q;P) au�osen zu k�onnen,brauhen wir die Bedingung (13.67) und die linke Gleihung in (13.14) gibt uns119



dann die alten Impulse p = p�q(Q;P);Q� als Funktion der neuen Variablen. Wirhaben damit den Satz von Jaobi bewiesen, nah dem jede wie oben spezi�zierteL�osung der Hamilton{Jaobi{Gleihung eine kanonishe Transformation erzeugt,die die Hamiltonshen Gleihungen l�ost.Die Hamilton{Jaobi{Gleihung ist von gro�er Bedeutung f�ur das Verst�andnis desZusammenhangs zwishen quantenmehanisher Wellenmehanik und klassi-sher Punktmehanik.Wir wollen im folgenden Erhaltungsgr�o�en dazu benutzen, dynamishe Sys-teme mittels kanonisher Transformationen auf zyklishe Koordinaten zu trans-formieren. Das Konstruktionsprinzip erl�autern wir zun�ahst anhand eines Systemsmit nur einem Freiheitsgrad, dessen Energie erhalten ist, so da�H(q; p) = E (13:68)gilt. Wir betrahten die Erhaltungsgr�o�e als den neuen Impuls P := E und denkenuns die Gleihung (13.68) nah p = p(q; P ) aufgel�ost. Mit der so erhaltenen Funk-tion p(q; P ) als Integranden bilden wir durh Integration nah q die erzeugendeFunktion S2(q; P ) := Z qq0 p(q0; P ) dq0; (13:69)die man auh als Wirkungsintegral bezeihnet. Durh diese Konstruktiongarantieren wir die G�utigkeit der ersten Gleihung in (13.17),p = �S2=�q; (13:70)und die zweite Gleihung in (13.17),Q = �S2�P ; (13:71)liefert uns die neue Koordinate Q. Da per Konstruktion die Hamiltonfunktion alsFunktion der neuen Variablen durh H = P gegeben und Q daher zyklish ist,bleibt nur die L�osung der Bewegungsgleihung _Q = �H=�P = 1, die aber einfahQ(t) = Q0 + t lautet.Zur praktishen Durhf�uhrung dieser Konstruktion mu� man nur das Wirkungsin-tegral (13.69) berehnen und die Di�erentiation (13.71) ausf�uhren. Wir f�uhren dieRehnung wieder am Beispiel des harmonishen Oszillators vor und beginnen alsomit H = p22m + m!22 q2 = P: (13:72)Die erzeugende Funktion wird dannS2(q; P ) = Z q0 r2m(P � m!22 q02) dq0 = 2P! Z pm!22P q0 p1� x2 dx= P! �xp1� x2 + arsin x���x=pm!22P q: (13:73)120



Die neue Koordinate ist shlie�lih durhQ = �S2�P = � 1! (xp1� x2 + arsin x) + 2P! p1� x2 ( x�2P )���x=pm!22P q= 1! arsin�rm!22P q� (13:74)gegeben, so da� q =r 2Pm!2 sin!Q (13:75)gilt (siehe (13.32)).Falls die durh (13.68) de�nierte Trajektorie �E geshlossen ist, kann man anstelleder Energie E auh die Wirkungsvariable I, die durh das IntegralI(E) = 12� I�Ep(q; E) dq (13:76)gegeben ist, als neuen Impuls P = I einf�uhren. Hier ist zu ber�uksihtigen, da�p(q; E) l�angs der Trajektorie keine eindeutige Funktion von q ist. Das Wirkungsin-tegral (13.76) ist dann gleih der in der folgenden Figur gezeigten von der Trajek-torie �E eingeshlossenen Fl�ahe.
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Wenn man bei der De�nition der erzeugenden Funktion (13.69) die Integra-tion von q0 nah q in demselben Sinne durhf�uhrt, gelangt man nah n zus�atz-lihen Uml�aufen um �E wieder nah q und die erzeugende Funktion wird einemehrdeutige Funktion von q, deren Werte aber nahS(n)2 (q; I) = S(0)2 (q; I) + 2�nI (13:77)durh das Wirkungsintegral I verkn�upft sind. Die zur Wirkungsvariablen Igeh�orige Koordinate Q ist die Winkelvariable� = �S2�I : (13:78)121



Sie w�ahst bei jedem Umlauf um die Trajektorie �E um 2� an und ist deshalbebenfalls keine eindeutige Funktion von q, die alte Koordinate q ist jedoh eine2�{periodishe Funktion q(� + 2�; I) = q(�; I) (13:79)der neuen Koordinate �. Da die HamiltonfunktionH = E(I) (13:80)zyklish ist, de�niert die Bewegungsgleihung f�ur die neue Koordinate_� = �E�I := !(I) (13:81)eine Kreisfrequenz !(I). Mit der L�osung �(t) = �0 + !(I) t von (13.81) f�uhrtdie alte Koordinate q eine wegen (13.79) zeitlih periodishe Bewegung mit dieserKreisfrequenz aus.F�ur unser obiges Beispiel des harmonishen Oszillators bringt die Einf�uhrungvon Wirkungs{ und Winkelvariablen nur geringf�ugige �Anderungen gegen�uber derEinf�uhrung der Energie als neuem Impuls. Aus (13.73) erhalten wir f�ur dasWirkungsintegral (13.76) die FormelI = 12� � 4 � S2(r 2Em!2 ; E) = 12� � 4 � E! � �2 = E! : (13:82)Energie E und Wirkungsvariable I sind also einfah proportional zueinander. Da-her erhalten wir anstelle von (13.74) hier f�ur die Winkelvariable� = �S2�I = !�S2�E = arsin�rm!2I q� (13:83)und daher anstelle von (13.69) die kanonishe Transformation (siehe (13.32))q =r 2Im! sin�: (13:84)Die oben anhand eines Systems mit einem Freiheitsgrad diskutierten Konzeptelassen sih verallgemeinern. Wir betrahten daher jetzt ein System mit f Frei-heitsgraden, das wir wieder durh f{dimensionale Koordinatenvektoren q undImpulsvektoren p beshreiben. Wir nehmen an, f�ur dieses System seien f Erhal-tungsgr�o�en F�(q;p) (� = 1; : : : ; f) bekannt, die wir in den f{dimensionalenVektor F zusammenfassen, so da� die Erhaltungss�atze die GestaltF(q;p) = F (13:85)haben. Den Vektor F wollen wir als neuen Impulsvektor P einf�uhren. Dies istwegen der kanonishen Poissonklammern (13.45) nur m�oglih, wenn die Erhal-tungsgr�o�en die Bedingungen[F�; F� ℄ = 0 (�; � = 1; : : : ; f) (13:86)122



erf�ullen. Man sagt in diesem Falle, die f Erhaltungsgr�o�en seien in Involutionzueinander.Zur Berehnung einer erzeugenden Funktion wollen wir das Gleihungssystem(13.85) nah den Impulsen p au�osen. Dazu m�ussen die Erhaltungsgr�o�en un-abh�angig voneinander sein, eine Eigenshaft, die wir durh die Forderungdet �F�p 6= 0 (13:87)garantieren wollen. Analog zu (13.69) m�ohten wir die erzeugende Funktion durhdas Wirkungsintegral S2(q;F) := Z qq0p(q0;F) � dq0 (13:88)de�nieren. Dies kann aber nur gelingen, wenn das Integral in (13.88) wegun-abh�angig ist. Es stellt sih nunmehr heraus, da� daf�ur das Vershwinden der Pois-sonklammern (13.86) notwendig und (in einfah zusammenh�angenden Gebieten)hinreihend ist. Da die Erhaltungss�atze (13.85) nah Einsetzen der Umkehrfunk-tion p = p(q;F) identish in q erf�ullt sind, gelten die Gleihungen�F��qi + fXj=1 �F��pj �pj�qi = 0 (�; i = 1; : : : ; f): (13:89)Indem wir in den Poissonklammern (13.86) die Ableitungen nah q mittels (13.89)durh Ableitungen nah p ersetzen, erhalten wir die Identit�aten[F�; F� ℄ = fXk=1��F��qk �F��pk � �F��pk �F��qk � = fXj;k=1 �F��pk �F��pj ��pj�qk � �pk�qj �: (13:90)Falls also die f�ur die Wegunabh�angigkeit der Integration (13.88) notwendigen undnah der Verallgemeinerung des Stokesshen Integralsatzes auf f Dimensionenin einfah zusammenh�angenden Gebieten hinreihenden Bedingungen�pj�qk � �pk�qj = 0 (j; k = 1; : : : ; f) (13:91)erf�ullt sind, mu� auh (13.86) gelten. Da sih die Gleihungen (13.90) angesihtsder Forderung (13.87) aber umkehren lassen,�pj�qk � �pk�qj = fX�;�=1 �pk�F� �pj�F� [F�; F�℄; (13:92)sind (13.91) und (13.86) �aquivalent. 123



Die durh (13.88) erzeugte kanonishe Transformation ist durh die Gleihungenp = �S2�q = p(q;F); Q = �S2�F (13:93)gegeben. Da die neuen Impulse F jedoh Erhaltungsgr�o�en sind, m�ussen dieneuen Koordinaten zyklish sein und die Hamiltonfunktion ist eine Funktion H(F)allein der neuen Impulse. Die Hamiltonfunktion kann nat�urlih eine der Erhal-tungsgr�o�en F� sein, aber das ist niht erforderlih. Die Bewegungsgleihungender neuen Koordinaten lauten shlie�lih_Q = �H�F := vQ(F) (13:94)und haben die einfahe L�osungQ(t) = vQ(F) t+Q0: (13:95)Wir haben damit den folgenden Sahverhalt nahgewiesen:Die Bewegungsgleihungen f�ur Hamiltonshe Systeme mit f Frei-heitsgraden, die f unabh�angige und paarweise involutorishe Erhal-tungsgr�o�en besitzen, k�onnen durh Integrationen gel�ost werden.Man nennt solhe Systeme daher auh integrabel.Trajektorien integrabler Systeme mit f Freiheitsgraden liegen auf f{dimensionalenHyper�ahen im 2f{dimensionalen Phasenraum. Falls eine solhe durh das Glei-hungssystem (13.85) de�nierte Hyper�ahe kompakt und zusammenh�angend ist,kann man zeigen, da� sie einem f{Torus topologish �aquivalent ist. Die folgendeFigur zeigt einen 2{Torus im 3{dimensionalen Raum.

Einen f{Torus kann man in einen (f+1){dimensionalen Vektorraum einbetten,wie man durh die folgende induktive De�nition sieht. Ein 1{Torus ist ein Kreis,124



der bei festem �1 durh die Winkelvariable �1 in kartesishen Koordinaten durhdie Formeln x1 = �1 os�1; x2 = �1 sin�1 (�1 > 0) (13:96)parametrisiert wird. Um einen (f{1){Torus zu einem f{Torus zu erweitern, mahtman im (f{1){Torus die Ersetzung�f�1 ! �f�1 � �f + �f os�f (�f�1 > �f > 0) (13:97)und f�uhrt die zus�atzlihe kartesishe Koordinatexf = �f sin�f (13:98)ein.Wir betrahten geshlossene Kurven mit Umlaufsinn auf einem f{Torus als�aquivalent, wenn sie sih stetig ineinander deformieren lassen. Die �Aquivalenzklas-sen solher Kurven k�onnen dann durh f ganzzahlige Umlaufzahlen ni (i =1; : : : ; f) harakterisiert werden. Es gibt demnah f in�aquivalente geshlosseneKurven �i mit Umlaufzahlen nj = Æij (j = 1; : : : ; f), die man als Basiskurven zurZusammensetzung beliebiger geshlossener Kurven benutzen kann.F�ur einen durh (13.85) bei vorgegebenen Werten F der Erhaltungsgr�o�en be-stimmten f{Torus T (F) de�niert man unter Verwendung der f Basiskurven �Fiund unter Ankn�upfung an die erzeugende Funktion (13.88) die f Wirkungsvari-ablen Ii(F) = 12� I�Fi p(q;F) � dq (i = 1; : : : ; f); (13:99)die niht von der Wahl der Kurve innerhalb der �Aquivalenzklasse �Fi abh�angenund die wir zu dem f -dimensionalen Wirkungsvariablenvektor I zusammenfassen,der jetzt die Rolle der neuen generalisierten Impulse einnehmen soll. Die erzeu-gende Funktion (13.88) wird auf dem f{Torus T (F) eine mehrdeutige Funktionder alten Koordinaten q. Mit dem f{dimensionalen Vektor n := (n1; : : : ; nf ) derUmlaufzahlen sind die Werte der erzeugenden Funktion durhS(n)2 (q; I) = S(0)2 (q; I) + 2�n � I (13:100)gegeben. Als neue Koordinaten erhalten wir hier einen Vektor von f Winkel-variablen � = �S2�I ; (13:101)die eindeutige Funktionen von q nur modulo 2�n sind, so da� die alten Koordi-naten periodishe Funktionenq(�+ 2�n; I) = q(�; I) (13:102)125



der Winkelvariablen sind. Die Winkelvariablen � sind nat�urlih ebenfalls zyklish,da ihre konjugierten Impulse I = I(F) erhalten sind, und deshalb de�nieren dieBewegungsgleihungen f�ur die Winkelvariablen_� = �H�I = 
(I) (13:103)einen Vektor von f Kreisfrequenzen, mit dem die allgemeine L�osung von (13.103)�(t) = 
(I) t+�0 (13:104)lautet.Viele der in diesem Kapitel eingef�uhrten Konzepte bilden wie Grundlage f�urtiefergehende Untersuhungen von Systemen, die niht integrabel sind. Hierbeispielen st�orungstheoretishe Methoden eine zentrale Rolle. Die shon im18. und 19. Jahrhundert entwikelten Methoden dieser Art hatten zwar quantita-tive Erfolge zu verzeihnen, erwiesen sih jedoh als unbrauhbar f�ur die Bereh-nung des Langzeitverhaltens. (Ein eindr�uklihes Beispiel f�ur die Erfolge in derHimmelsmehanik stellt die Berehnung der Position des 1846 aufgrund dieserBerehnung entdekten Planeten Neptun dar, die zur Erkl�arung von Bahnabwei-hungen des 1781 entdekten Planeten Uranus durhgef�uhrt wurde.) WesentliheFortshritte in der Theorie des Langzeitverhaltens wurden erst in den sehzigerJahren des 20. Jahrhunderts erzielt und sind mit dem KAM{Theorem (nahKolmogorov, Arnold und Moser) verbunden.Auh in der Quantenmehanik �nden sih viele der in diesem Kapitel diskutiertenBegri�e in analogen Zusammenh�angen wieder. Ein wesentliher Aspekt der Quan-tenmehanik besteht in der Quantisierung des Phasenraumvolumens, das dortniht in beliebig kleinen Einheiten, sondern nur in Quanten der Gr�o�e dqdp = �hvorkommt, wo �h = h=2� das Plankshe Wirkungsquantum ist. Insbesondere diePoissonklammer hat in der Quantenmehanik das Analogon[F;G℄! 1i�h (FG�GF ); (13:105)wo rehts der Kommutator FG�GF der beiden Phasenraumfunktionen F undG steht, die in der Quantenmehanik in lineare Operatoren im Hilbertraum(Zustandsraum des mehnishen Systems) transmutieren. Mit der Ersetzung(13.105) gelten in der Quantenmehanik die kanonishen Vertaushungrelatio-nen (13.45), die eine der wihtigsten Grundlagen der Quantenmehanik darstellenund aus denen z.B. unmittelbar die Heisenbergshe Unsh�arferelation folgt.
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III. Mehanik starrer K�orper und Drehgruppe14. Kinematik starrer K�orperUnter einem starren K�orper verstehen wir in diesem Kapitel ein System von min-destens drei starr miteinander verbundenen Massenpunkten, die niht auf einerGeraden liegen. Im allgemeinen denken wir dabei an sehr viele Massenpunktemi (i = 1; : : : ; n), die meist durh eine kontinuierlihe Massenverteilung ersetztwerden. Wir wissen shon, da� ein solher starrer K�orper sehs Freiheitsgradebesitzt, falls er niht weiteren Zwangsbedingungen unterworfen ist. Die erste Fragelautet, wie die Lage eines starren K�orpers zu beshreiben ist und welhe generali-sierten Koordinaten man w�ahlen kann.In unserem inertialen Bezugssystem zeihnen wir einen Aufpunkt O aus undw�ahlen ein kartesishes Koordinatensystem, das durh das orthonormierte raum-feste Dreibein e1, e2 und e3 und die kartesishen Koordinaten x1, x2 und x3harakterisiert ist. Au�erdem w�ahlen wir ein k�orperfestes Bezugssystem durhWahl eines Aufpunktes O0 und eines orthonormierten Dreibeins e01, e02 und e03,die beide fest mit dem K�orper verbunden sein sollen. Die kartesishen Koordi-naten (x01; x02; x03) eines beliebigen Punktes P auf dem starren K�orper bez�uglihdes k�orperfesten Dreibeins sind dann fest und unabh�angig von der Bewegung desK�orpers. F�ur die Vektoren r = ��!OP , r0 = ��!OO0 und r0 = ��!O0P gilt dannr = 3X�=1x�e� = r0 + r0 = r0 + 3X�=1x0�e0� : (14:1)
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korperfestDie Lage des starren K�orpers bez�uglih des inertialen Bezugssystems ist danndurh den Vektor r0 und das k�orperfeste Dreibein gegeben. Damit dies insgesamt6 Freiheitsgraden entspriht, mu� die Orientierung des Dreibeins sih o�enbardurh 3 generalisierte Koordinaten beshreiben lassen.127



Die Komponenten der Vektoren e0� des k�orperfesten Dreibeins bez�uglih des raum-festen Dreibeins sind durh die Rihtungskosinusa�� = e0� � e� = os��(e0�; e�)� (14:2)gegeben, mit denen dann die Darstellunge0� = 3X�=1 a�� e� (14:3)gilt. F�ur die kartesishen Komponenten der Vektorgleihung (14.1) erhalten wirdamit die Beziehungen x� = r � e� = x0� + 3X�=1x0� a��: (14:4)Die neun Rihtungskosinus a�� sind nat�urlih niht unabh�angig voneinander, son-dern die bilden eine orthogonale (3� 3){MatrixA = 0� a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a331A ; (14:5)weil die beiden Dreibeine orthonormiert sind. Unter Benutzung der Orthonormie-rungsbedingungen e0� � e0� = Æ�� und e� � e� = Æ�� folgt n�amlih aus (14.3)Æ�� = e0� � e0� = 3X�;�=1 a��a�� (e� � e�) = 3X�=1 a��a�� (14:6)oder mit der transponierten Matrix At und der 3{dimensionalen Einheitsmatrix Iin Matrixshreibweise die orthogonale Matrizen harakterisierende EigenshaftA � At = I: (14:7)Aus (14.7) folgt �uber den DeterminantenmultiplikationssatzdetA = detAt = �1: (14:8)Es gibt daher zu At eine rehtsinverse Matrix B, mit der At � B = I gilt. Mul-tipliziert man nun (14.7) von rehts mit B, so ergibt sih B = (A � At) � B =A � (At � B) = A. Orthogonale Matrizen haben also auh die EigenshaftAt � A = I: (14:9)128



Die Gleihungen (14.7) und (14.9) bedeuten, da� sowohl die Zeilenvektoren wieauh die Spaltenvektoren der Matrix (14.5) orthonormiert sind.Unter Verwendung der Spaltenvektorenx = 0�x1x2x31A ; x0 = 0�x01x02x031A und x0 = 0�x01x02x031A (14:10)k�onnen wir nun die Gleihungen (14.4) in der vektoriellen Gleihungx = x0 +At � x0 (14:11)zusammenfassen, die wir dann leiht nahx0 = A � (x� x0) (14:12)au�osen k�onnen. Die Gleihung (14.11) und ihre Umkehrung (14.12) beshreibenden �Ubergang zwishen dem raumfesten und dem k�orperfesten Bezugssystem.Unter jeder durh orthogonale Matrizen A vermittelten Abbildung bleiben dieL�angen von Vektoren und die Winkel zwishen Vektoren invariant. Aus x01 = A�x1und der transponierten Gleihung x0t2 = xt2 � At folgt n�amlih wegen (14.9)x0t2 � x01 = xt2 � At � A � x1 = xt2 � x1: (14:13)Damit das raumfeste Dreibein durh eine stetige Bewegung in das k�orperfeste�uberf�uhrt werden kann, m�ussen die Dreibeine entweder beide rehtsh�andig oderbeide linksh�andig sein. Die eine solhe Bewegung beshreibenden orthogonalenMatrizen A m�ussen daher dieselbe DeterminantedetA = det I = +1 (14:14)wie die Einheitmatrix I haben, da die Determinanten niht stetig den laut (14.8)einzigen alternativen Wert �1 erreihen k�onnen. Orthogonale Matrizen A, derenDeterminante gleih +1 ist, hei�en eigentlih orthogonal.Den Zusammenhang zwishen dem Wert von detA und der H�andigkeit derDreibeine kann man auh durh eine einfahe Rehnung einsehen. Wenn dasungestrihene Dreibein rehtsh�andig ist, gilt f�ur seine Spatprodukte(e� � e�) � e� = ���� := 8<:+1 (��� gerade Permutation von 123)�1 (��� ungerade Permutation von 123)0 (��� niht alle vershieden). (14:15)Dann gilt jedoh f�ur das gestrihene Dreibein mit (14.3) die Beziehung(e01 � e02)� e03 = 3X�;�;�=1 a1�a2�a3�(e� � e�)� e�= 3X�;�;�=1 a1�a2�a3����� = detA: (14:16)
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Es stellt sih noh die Frage, ob tats�ahlih alle orthogonalen Matrizen mit derEigenshaft detA = +1 Drehungen beshreiben, die gleihh�andige Dreibeine in-einander �uberf�uhren. Diese Frage wird durh einen Satz von Euler positiv beant-wortet. Um diesen Satz zu beweisen, weist man die Existenz eines Spaltenvektorsx 6= 0 nah, der invariant unter der Abbildung A ist, der also die EigenshaftA � x = x (14:17)hat. Wenn man die Abbildung A in einem Koordinatensystem darstellt, in demder Eigenvektor x die 3{Ahse kennzeihnet, dann mu� sie eine orthogonale Matrixder Gestalt A = 0� a11 a12 0a21 a22 00 0 11A (14:18)sein. Damit diese Matrix eigentlih orthogonal ist, mu� die obere linke (2 � 2){Matrix sih aber als � a11 a12a21 a22� = � os� sin�� sin� os�� (14:19)shreiben lassen, wobei der Winkel � eindeutig bestimmt ist. Die Matrix (14.19)stellt eine Drehung um den Winkel � in der (x1; x2){Ebene dar, wie in der folgen-den Figur gezeigt.
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Damit w�are bewiesen, da� eine beliebige eigentlih orthogonale Matrix eine Ab-bildung darstellt, die sih als eine Drehung um eine gewisse Drehahse veran-shaulihen l�a�t. Es bleibt die Existenz eines Eigenvektors mit der Eigenshaft(14.17) zu zeigen.Wir zeigen zun�ahst, da� die Eigenwerte a orthogonaler Matrizen A, die im �ubrigenkomplex sein k�onnen, immer den Betrag 1 haben. Aus der EigenwertgleihungA � x = a � x (14:20)folgt mit dem komplex konjugierten Zeilenvektor x� := �xt und dem komplex kon-jugierten Eigenwert �a wegen x� � At = �ax� die Gleihungjxj2 = x� � x = x� � At � A � x = jaj2 � jxj2; (14:21)130



die wegen jxj2 6= 0 die Behauptung jaj2 = 1 impliziert.Sodann folgt durh komplexe Konjugation der Eigenwertgleihung (14.20), A� �x =�a�x, da� mit jeder Zahl a auh die komplex konjugierte Zahl �a ein Eigenwert derreellen Matrix A ist.Das Produkt der drei Eigenwerte der Matrix A ist bekanntlih gleih ihrer Deter-minante, a1a2a3 = detA: (14:22)Angesiht der hiermit bewiesenen Eigenshaften mu� jede eigentlih orthogonaleMatrix A mindestens einen Eigenwert a = 1 und damit die Eigenshaft (14.17)haben. Es gibt n�amlih nur die folgenden Alternativen. Wenn alle drei Eigenwertevon A reell sind, m�ussen sie nah (14.8) �1 sein und daher wegen (14.14) und(14.22) entweder alle oder genau einer von ihnen +1 sein. Wenn es einen niht{reellen Eigenwert a gibt, ist auh �a Eigenwert und der dritte Eigenwert mu� wegen(14.14) und (14.22) den Wert 1 haben.Jede 3{dimensionale eigentlih orthogonale Matrix A beshreibt also eine Drehungim 3{dimensionalen Raum. Dabei ist die Rihtung der Drehahse durh den Eigen-vektor zum Eigenwert +1 gegeben. Der Cosinus des Drehwinkels � l�a�t sih ausder Spur der Matrix A bestimmen. Denn wegen der Unabh�angigkeit der Spur einerAbbildung vom gew�ahlten Koordinatensystem (die Spur ist eine aÆne Invariante)lesen wir aus (14.5), (14.18) und (14.19) die BeziehungSpurA = a11 + a22 + a33 = 1 + 2 os� (14:23)ab.Um eigentlih orthogonale Matrizen (14.5) durh generalisierte Koordinaten zuparametrisieren, werden wir eine beliebige Drehung auf eine Folge von drei ein-fahen Drehungen zur�ukf�uhren. Als einfahe Drehungen bezeihnen wir solhe,die einen der Vektoren des ungestrihenen Dreibeins als Drehahse besitzen. Nah(14.18) und (14.19) werden die Drehungen um e3 durh MatrizenD3(�) = 0� os� sin� 0� sin� os� 00 0 11A (14:24)beshrieben, wobei � der rehtsh�andige Drehwinkel ist. Ganz analog beshreibenMatrizen D1(�) = 0� 1 0 00 os� sin�0 � sin� os�1A (14:25)Drehungen um e1 und D2(�) = 0� os� 0 � sin�0 1 0sin� 0 os� 1A (14:26)131



Drehungen um e2.In der folgenden Figur sind die durh die Dreibeine e1, e2, e3 und e01, e02, e03 gegebe-nen kartesishen Koordinatensysteme in einen gemeinsamen Ursprung gelegt. Die(x1; x2){Ebene und die (x01; x02){Ebene shneiden sih in einer Linie, die man dieKnotenlinie der betrahteten Drehung nennt. Der �Ubergang vom ungestrihenenzum gestrihenen Koordinatensystem wird nun durh die folgenden drei Shrittevollzogen:1. Drehung um die x3{Ahse, so da� der Vektor e1 in die Knotenlinie �uberf�uhrtwird. Der Drehwinkel ' liegt im Intervall 0 � ' < �.2. Drehung um die Knotenlinie, in der jetzt der Vektor e1 liegt, bis der Vektore3 in den Vektor e03 �uberf�uhrt ist. Der Drehwinkel # liegt im Intervall �� <# � �.3. Drehung um die x03{Ahse, in der jetzt der Vektor e3 liegt, bis der Vektor e1von der Knotenlinie in den Vektor e01 �uberf�uhrt ist. Der Drehwinkel  liegtim Intervall �� <  � �.
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Anhand von Gleihung (14.3) erkennen wir, da� die erste Drehung durh eineMatrix vom Typ D3 beshrieben wird, weil um den Vektor e3 gedreht wird, diezweite Drehung durh eine Matrix vom Typ D1, weil hierbei um den Vektor e1gedreht wird, der zur Zeit in der Knotenlinie liegt, und die dritte Drehung wiederdurh eine Matrix vom Typ D3, weil der Vektor e3 jetzt auf dem Vektor e03 liegt.132



Die gesamte Drehung wird daher durh die DrehmatrixA = D3( )D1(#)D3(')= 0� os' os � os# sin' sin sin' os + os# os' sin sin # sin � os' sin � os# sin' os � sin' sin + os# os' os sin # os sin # sin' � sin # os' os# 1A(14:27)beshrieben. Die drei parametrisierenden Winkel nennt man die EulershenWinkel. Mit den Eulershen Winkeln haben wir drei generalisierte Koordinatengefunden, mit denen mittels der Gleihungen (14.3) die Orientierung und die Bewe-gung eines Dreibeins und damit eines starren K�orpers beshrieben werden kann.Hierbei wird die Drehung als eine aktive Transformation aufgefa�t, der einphysikalishes Objekt unterworfen ist.In Gleihung (14.12) spielt dieselbe Drehung die Rolle einer passiven Transfor-mation. Hier sind die Komponenten ein und desselben Vektors r0 = r�r0 in zweigegeneinander verdrehten kartesishen Koordinatensystemen in Beziehung gesetzt.Diese Beziehung wird durh dieselbe Drehmatrix A hergestellt. Aktive und passiveInterpretationen sind f�ur alle Arten von physikalishen Transformationen m�oglih.In diesem Kapitel haben wir bisher Drehungen immer unter Bezugnahme aufbestimmte Koordinatensysteme (Dreibeine) harakterisiert. Eine Drehung D(denken wir jetzt einmal an die aktive Interpretation) hat aber eine von der Wahldes Koordinatensystems unabh�angige, rein geometrishe Bedeutung. Ein imdurh (e1; e2; e3) gegebenen Koordinatensystem dargestellter Vektor r,r = 3X�=1x�e� ; (14:28)wird durh eine Drehung D, die durh die Gleihung (14.3) harakterisiert ist, inden Vektor r0 = 3X�=1x�e0� = 3X�;�=1x�a��e� = 3X�=1x0�e� (14:29)�uberf�uhrt, so da� f�ur die wie in (14.10) de�nierten Spaltenvektoren mit (14.6) dieBeziehung x = A � x0 (14:30)gilt. Benutzen wir stattdessen ein anderes Koordinatensystem, dessen Basisvek-toren ~e� = 3X�=1 b��e� (14:31)mit denen des alten Systems durh die Drehung B verkn�upft ist, so giltr =X� ~x�~e� = 3X�;�=1 ~x�b��e� (14:32)133



oder f�ur die Spaltenvektoren~x = B � x und analog ~x0 = B � x0: (14:33)Die Drehung D wird daher im neuen Koordinatensystem durh die Gleihung~x = ~A � ~x0 mit ~A = BABt (14:34)dargestellt.Genau so, wie Vektoren r nah Wahl eines Koordinatensystems durh ihre Kom-ponenten x dargestellt werden, die sih bei einem Wehsel des Koordinaten-systems wie (14.33) transformieren, werden Drehungen D durh koordinaten-abh�angige Drehmatrizen A dargestellt (siehe (14.30)), deren Transformationsver-halten bei einem Wehsel des Koordinatensystems aus (14.34) ersihtlih ist. Als�ubergeordneten Begri�, der beide Verhaltensweisen umfa�t, benutzt man in derPhysik den Begri� des Tensors. Ein Tensor n{ter Stufe T ist ein geometrishesObjekt, dessen Komponenten bez�uglih eines kartesishen KoordinatensystemsT�1;:::;�n n kartesishe Indizes tragen. Bei einem Wehsel (14.33) des Koordi-natensystems transformieren sih diese Komponenten nah der Regel~T�1;:::;�n = 3X�1;:::;�n=1 b�1�1 : : : b�n�nT�1;:::;�n : (14:35)Vektoren sind angesihts des Transformationsverhaltens (14.33) o�enbar Tensorenerster Stufe, w�ahrend Drehungen nah (14.34) Beispiele f�ur Tensoren zweiter Stufesind. Wir werden sp�ater auh anderen Tensoren zweiter Stufe und Tensorenh�oherer Stufen begegnen.Orthogonale Matrizen A mit der Eigenshaft detA = �1 hei�en auh un-eigentlih orthogonal. Sie beshreiben den �Ubergang zwishen Dreibeinen untergleihzeitiger Umkehr der H�andigkeit und entsprehen daher niht einer Drehung.Spiegelungen, z.B. die SpiegelungS3 = 0� 1 0 00 1 00 0 �11A (14:36)an der zur x3{Ahse senkrehten Koordinatenebene, werden durh uneigentlihorthogonale Matrizen dargestellt. Mit detA = �1 beshreibt die orthogonale Ma-trix B = A � S3 wegen detB = +1 eine Drehung. Daher l�a�t sih jede uneigentlihorthogonale Matrix A = B � S3 als eine Operation interpretieren, die aus einerDrehung und einer Spiegelung zusammengesetzt ist.Das hintereinander Ausf�uhren physikalisher Transformationen kann man immerals Produkt der entsprehenden Operationen au�assen. Wenn man hier nah derDrehung (14.3) eine zweite Drehunge00� = 3X�=1 b�� e0� (14:37)134



ausf�uhrt, stellt sih die gesamte Drehung alse00� = 3X�;�=1 b��a�� e� = 3X�=1 �� e� (14:38)dar, wird also durh das Matrixprodukt C = B �A der darstellenden Drehmatrizenbeshrieben. Die Menge der Drehungen und Drehspiegelungen bildet bez�uglih deshintereinander Ausf�uhrens eine Gruppe, die Drehgruppe O(3). Indem man dieElemente dieser Gruppe durh orthogonale Matrizen repr�asentiert, stellt man dieDrehgruppe O(3) als Matrixgruppe dar, deren Gruppenoperation das gew�ohnliheMatrizenprodukt ist. Der Name O(3) bezieht sih auf die orthogonalen (3 � 3){Matrizen. Die Menge der eigentlihen Drehungen und deren Darstellung durheigentlih orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe SO(3) der DrehgruppeO(3) (spezielle orthogonale Matrizen).Als zwei spezielle Tensoren wollen wir dasKroneker-Symbol Æ�� und das Levi{Civita{Symbol ���� (siehe (14.15)) herausstellen. Die Gleihung (14.6), die dieDe�nition orthogonaler Matrizen beinhaltet, kann auh in die FormÆ�� = 3X�;�=1 a��a��Æ�� (14:39)gebraht werden, in der sie nah (14.35) die Invarianz des Einheits{TensorsÆ�� unter allen orthogonalen Transformationen zum Ausdruk bringt. In leihterVerallgemeinerung von Gleihung (14.16) gilt f�ur ���� die Identit�at3X�;�;=1a��a��a���� = ���� � detA: (14:40)Der total antisymmetrishe Einheitstensor ���� ist also invariant unter alleneigentlihen Drehungen und wehselt unter uneigentlihen das Vorzeihen. Ob-jekte, die sih unter der Drehgruppe wie~T�1;:::;�n = detB � 3X�1;:::;�n=1b�1�1 : : : b�n�nT�1;:::;�n (14:41)transformieren, nennt man Pseudotensoren. Zur Untersheidung von Pseu-dotensoren nennt man Tensoren mit der Eigenshaft (14.35) bei Bedarf auh ehteTensoren. Nah Gleihung (14.40) ist daher ���� ein unter der Drehgruppe in-varianter Pseudotensor dritter Stufe.Erw�ahnt werden sollen shlie�lih noh zwei Operationen der Tensoralgebra, inder man die Regeln f�ur das Rehnen mit Tensoren zusammenfa�t. O�ensihtlihist angesihts der De�nition (14.35) die Regel, da� das TensorproduktT�1:::�m�1:::�n = T (1)�1:::�mT (2)�1:::�n (14:42)135



zweier Tensoren T (1) und T (2) der Stufen m und n ein Tensor der Stufe m+n ist.Die Verj�ungung oder Kontraktion3X�i;�j=1 T�1:::�nÆ�i�j ; (14:43)eines Tensors T der Stufe n, f�ur die man zwei Indizes �i und �j gleihsetzt und�ubersummiert, ist ein Tensor der Stufe n� 2. Dies folgt sofort anhandX�i;�j ~T�1:::�nÆ�i�j = X�i;�j ;�1;:::;�n� Yk=1;:::;n b�k�k�T�1:::�nÆ�i�j= k 6=i;jXf�kg� k 6=i;jYk=1;:::;n b�k�k� X�i;�j T�1:::�nÆ�i�j (14:44)aus der Orthogonalit�at der Transformationsmatrix B. Gel�au�ge Beispiele f�ur dieVerj�ungung eines Tensors zweiter Stufe sind das Skalarprodukt zweier VektorenPi xiyi oder allgemeiner die Spur des Tensors Pi aii, die beide einen Tensornullter Stufe oder Skalar ergeben.Einen Einblik in die Topologie der Drehgruppe SO(3) gewinnt man durh einealternative Parametrisierung der eigentlihen Drehungen. Anstelle der EulershenWinkel kann man jeder Drehung eindeutig einen Vektor � zuordnen, dessen Rih-tung die Drehahse und dessen L�ange j�j � � den Drehwinkel kennzeihnet, indemman den Drehsinn nah der Rehte{Hand{Regel festlegt. Damit haben wir dieDrehgruppe SO(3) auf eine Kugel mit Radius � abgebildet. Um hier eine exakteindeutige Darstellung aller Drehungen zu erhalten, mu� man jedoh antipodi-she Punkte auf der Ober�ahe der Kugel, die Drehungen um �� um dieselbeAhse darstellen, identi�zieren. Diese Identi�zierung beleuhtet die nihtrivialetopologishe Struktur der Drehgruppe SO(3). Sie hat wihtige physikalisheKonsequenzen, weniger f�ur die Punktmehanik, um so mehr aber f�ur die Quan-tenmehanik.Nah dieser vorbereitenden Zusammenstellung wihtiger Eigenshaften der Dreh-gruppe wollen wir jetzt zur Beshreibung der Bewegung eines starren K�orpersmit fortshreitender Zeit �ubergehen. Wir kennzeihnen einen festen Punkt P aufdem starren K�orper wie in Gleihung (14.1) durh den festen Vektor x0 seinerkartesishen Koordinaten im k�orperfesten System. Die kartesishen Koordinatendes Punktes P und des Aufpunktes O0 im raumfesten System bezeihnen wir mitx(t) und x0(t). Dann gilt nah Gleihung (14.4)x(t) = x0(t) +At(t) � x0: (14:45)Hierdurh haben wir die Komponenten von x0 und die in A nah (14.27) enthal-tenen Eulershen Winkel als sehs generalisierte Koordinaten eingef�uhrt. F�ur dieGeshwindigkeit des Punktes P erhalten wir aus (14.45)_x(t) = _x0(t) + _At(t) � x0 = v0(t) + _At(t) � A(t) � [x(t)� x0(t)℄; (14:46)136



wobei wir rehts den Vektor x0 mittels (14.45) mit dem Ziel eliminiert haben,alle Vektoren im raumfesten System darzustellen. Wegen der Orthogonalit�at derDrehmatrizen (14.9) folgt f�ur das Matrixprodukt in (14.46)ddt (At � A) = _At � A+At � _A = _At � A+ ( _At � A)t = 0; (14:47)so da� die Matrix 
(t) := _At � A = �( _At � A)t = �
t(t) (14:48)antisymmetrish ist. Eine antisymmetrishe Matrix bildet jeden Vektor aufeinen dazu senkrehten Vektor ab. Denn es giltxt �
 � x = (xt � 
 � x)t = xt �
t � x = �xt � 
 � x = 0: (14:49)Dies legt es nahe, nah einem Spaltenvektorw(t) = 0�!1(t)!2(t)!3(t)1A (14:50)zu suhen, mit dem f�ur jeden Vektor x die Gleihung
 � x = w� x (14:51)gilt. Tats�ahlih liefern die drei unabh�angigen Elemente der antisymmetrishenMatrix 
 die Komponenten dieses Vektors nah dem Shema
(t) = 0� 0 �!3(t) !2(t)!3(t) 0 �!1(t)�!2(t) !1(t) 0 1A (14:52)und wir k�onnen daher die Gleihung (14.46) in_x(t) = _x0(t) +w(t)� [x(t)� x0(t)℄ (14:53)umformulieren. Diese Gleihung mu� die Koordinatendarstellung einer koordina-tenunabh�angigen Vektorgleihungv(t) = v0(t) + !(t)� [r(t)� r0(t)℄ (14:54)mit dem Vektor !(t) := !1(t)e1 + !2(t)e2 + !3(t)e3 sein (Eulershe Geshwin-digkeitsformel).Wir wollen einige der obigen Gleihungen in tensorieller Shreibweise wiederholen.Die besprohenen Regeln der Tensoralgebra sagen uns, da� mit A auh 
 ein137



Tensor zweiter Stufe ist. Die Gleihung (14.52) l�a�t sih mit dem total antisym-metrishen Einheitspseudotensor in der Form
�� = 3X�=1 ���� !� (14:55)shreiben. Mittels der Beziehung3X�;�=1 ���� ���� = 2 Æ�� (14:56)l�osen wir die Gleihung (14.55) nah den Komponenten von ! auf und erhalten!� = 12 3X�;�=1 ���� 
��: (14:57)Diese Gleihung best�atigt unsere Vermutung, da� der Spaltenvektor (14.50) sihtats�ahlih wie ein Tensor erster Stufe transformiert und wir erkennen hierzus�atzlih, da� er ein Pseudovektor ist. Dies pa�t zusammen mit der h�andigenDe�nition des Kreuzproduktes, das wir in (14.51) benutzt haben. Das Kreuzpro-dukt w� x kann nur dann ein ehter Vektor sein, wenn genau einer der Faktorenein Pseudovektor ist.So wie man ehte Vektoren koordinatenunabh�angig durh Pfeile darstellt, kannman auh f�ur Pseudovektoren eine graphishe Darstellung �nden. Man stellt siedurh eine gerihtete Streke mit Umlaufsinn dar, wie in der folgenden Figur linksgezeigt. In rehtsh�andigen Koordinatensystemen entspriht dieses Objekt einemPfeil, dessen Spitze am rehtsh�andig bestimmten Strekenende befestigt ist, und inlinksh�andigen Systemen am anderen Ende. Unter eigentlihen Drehungen verh�altsih dieses Objekt genau so wie ein Pfeil, unter der Spiegelung an einer Ebenesenkreht zur Streke bleibt es jedoh invariant, w�ahrend der Pfeil sih umkehrt.
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Die Interpretation der Gleihung (14.54) gelingt nun leiht mittels der rehtenobigen Figur. Die Geshwindigkeit des Punktes P auf dem starren K�orper setztsih zusammen aus der Geshwindigkeit des fest mit dem starren K�orper verbun-denen Aufpunktes O0 und der durh die momentane Winkelgeshwindigkeit !(t)bestimmten Rotationsgeshwindigkeit.Im raumfesten Koordinatensystem bestimmt die Drehmatrix A nah (14.48) und(14.57) die Komponenten der Winkelgeshwindigkeit nah der Formel!� = 12 X�;�;� ���� _a�� a��: (14:58)Sp�ater werden wir die Komponenten dieses Vektors auh im k�orperfesten Koor-dinatensystem ben�otigen. Die Transformation f�ur die Matrix 
 folgt aus (14.46)und (14.12) bzw. aus (14.34) und ergibt
0 = A � 
 � At = A � _At; (14:59)so da� wir mittels (14.57) !0� = 12 X�;�;� ���� a�� _a�� (14:60)erhalten. Wenn wir dies mittels (14.27) durh die Eulershen Winkel ausdr�uken,erhalten wir nah einer kurzen Rehnung die Formeln!01 = _# os + _' sin# sin !02 = � _# sin + _' sin # os !03 = _ + _' os#; (14:61)die wir sp�ater ebenfalls verwenden werden.
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15. Beshleunigte BezugssystemeWir werden jetzt unsere im letzten Kapitel erworbenen Kenntnisse �uber Koordi-natentransformationen benutzen, um die Mehanik eines Massenpunktes in einembeshleunigten Koordinatensystem zu diskutieren. Bezugssysteme sind ja im all-gemeinen in festen K�orpern verankert. Wir k�onnen daher die Figur vom Anfangdes letzten Kapitels �ubernehmen, um den �Ubergang von einem inertialen in einbeshleunigtes Bezugssystem zu illustrieren.
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beschleunigtDie Bewegung des beshleunigten relativ zum inertialen Bezugssystem wird durhdie Gr�o�en r0(t) und �A(t)��� = e0�(t) � e� (15:1)harakterisiert. Die Lage eines Punktes P wird auh hier durh Vektoren r und r0beshrieben, die der Relation r(t) = r0(t) + r0(t) (15:2)gen�ugen. Der einzige Untershied zu den Betrahtungen im letzten Kapitel bestehtdarin, da� der Punkt P im beshleunigten Bezugssystem niht ruhen mu�, sondernsih relativ zu ihm bewegen kann. Wir betrahten daher einen beliebigen VektorG(t), f�ur dessen Komponenten g(t) im inertialen und g0(t) im beshleunigtenBezugssystem nah (14.45) die Beziehungg(t) = At(t) � g0(t) (15:3)gilt. F�ur die Zeitableitungen dieser Komponenten erhalten wir in Analogie zu(14.53) die Gleihungddtg = _At � g0 +At � _g0 = _At(t) � A � g +At � _g0 = w � g + d 0dtg: (15:4)140



Hierbei bezeihnet d 0dtg = At � _g0 (15:5)die Komponenten im Inertialsystem der Zeitableitung des Vektors G beurteilt imbeshleunigten Bezugssystem. Da in Gleihung (15.4) alle Vektoren im Inertial-system dargestellt sind, gilt diese Gleihung koordinatenunabh�angig und kann mitdem Vektor G und dem Vektor ! alsddtG = ! �G+ d 0dtG (15:6)geshrieben werden.Durh Anwendung von (15.6) auf (15.2) k�onnen wir die Beziehung zwishen denGeshwindigkeiten in den beiden Bezugssystemen herleiten. Wir erhaltenv � ddtr = ddtr0 + ddtr0 = v0 + ! � r0 + d 0dt r0: (15:7)Hierbei ist d 0dt r0 = v0 (15:8)die Geshwindigkeit des Punktes P im beshleunigten Bezugssystem. DieRelation zwishen den beiden Geshwindigkeiten lautet unter Benutzung derF�uhrungsgeshwindigkeit vF � v0 + ! � r0 (15:9)einfah v = vF + v0: (15:10)Durh nohmalige Ableitung nah der Zeit �nden wir eine entsprehende Bezie-hung f�ur die Beshleunigungen. Wir erhaltena � ddtv = ddtv0 + ( ddt!)� r0 + ! � ddtr0 + ddtv0= a0 + _! � r0 + ! � (! � r0) + 2! � v0 + a0; (15:11)wobei a0 die Beshleunigung des Punktes P im beshleunigten Bezugssystem be-zeihnet. Wir k�onnen hier auh eine F�uhrungsbeshleunigungaF � a0 + ! � (! � r0) + _! � r0 (15:12)einf�uhren, die ein im beshleunigten Bezugssystem ruhender Punkt erf�ahrt. Mitihr erh�alt die Gleihung (15.11) die Forma = aF + a0 + 2! � v0: (15:13)141



Wenn auf den Massenpunkt P die eingepr�agte Kraft F wirkt, ist die NewtonsheBewegungsgleihung ma = F (15:14)im Inertialsystem �aquivalent zur Bewegungsgleihungma0 = F�ma0 �m! � (! � r0)�m _! � r0 � 2m! � v0 (15:15)im beshleunigten Bezugssystem.Neben der eingepr�agten Kraft F enth�alt die Bewegungsgleihung (15.15) vierTerme, die man als Tr�agheitskr�afte bezeihnet. Mit dieser umfassenden Be-wegungsgleihung f�ur beliebige beshleunigte Bezugssysteme ist vom praktishenStandpunkt aus die Sonderstellung der Inertialsysteme aufgehoben. Ih erinnerejedoh an die Diskussion der objektiven Identi�kation eingepr�agter Kr�afte in Kapi-tel 2. Da die Tr�agheitskr�afte alle Massenpunkte in gleiher Weise beshleunigen,sind sie eindeutig als niht eingepr�agte Kr�afte auszumahen. Sie gleihen in dieserHinsiht v�ollig den Gravitationskr�aften.Die ersten drei Tr�agheitskr�afte in (15.15) bilden zusammen die F�uhrungskraft.Die Zentrifugalkraft �m! � (! � r0) = m!2l (15:16)steht senkreht auf der momentanen Rotationsahse und ist proportional zu demin der folgenden Figur gezeigten Lotvektor l.
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Die Corioliskraft �2m!�v0 wirkt zus�atzlih zu den F�uhrungskr�aften, wenn derMassenpunkt P sih im beshleunigten Bezugssystem bewegt. Mittels des nahihm benannten Pendelversuhs hat Jean Fouault (1819-1868) 1850 die aufder Erdrotation beruhende Corioliskraft im Labor nahgewiesen. Die Wirkungdieser Kraft auf bewegte Luftmassen ist bekanntlih von essentieller Bedeutungf�ur die Dynamik der Erdatmosph�are.Aus der allgemeinen Bewegungsgleihung (15.15) liest man im �ubrigen noh ein-mal das Galileishe Relativit�atsprinzip ab. Denn ein geradlinig gleihf�ormigbewegtes Bezugssystem, das durh a0 = 0 und ! = 0 harakterisiert ist, zeigt142



keine Tr�agheitskr�afte und ist daher ebenfalls inertial. Die allgemeinste Galilei{Transformation auf ein solhes alternatives Inertialsystem ist durhr0(t) = v0 � t+ r0; A(t) = A0 (15:17)spezi�ziert. Nah dem Einsteinshen Relativit�atsprinzip sind s�amtlihe In-ertialsysteme niht nur f�ur mehanishe, sondern f�ur alle Naturersheinungen(z.B. auh optishe) gleihwertig. Nah Einstein ist bei hohen Geshwindigkeiten(v0 vergleihbar mit der Lihtgeshwindigkeit ) die Rolle der Zeit neu zu�uberdenken und anstelle der Galilei{Transformationen treten die im vierdi-mensionalen Minkowskiraum (Raum{Zeit{Kontinuum) wirkenden Lorentz{Transformationen.Da ein Gravitationsfeld lokal niht von einem beshleunigten Bezugssystem unter-shieden werden kann, ist ein in einem homogenen Gravitationsfeld frei fallendesBezugssystem (a0 = g) als inertial zu betrahten. Nah der Einsteinshen Allge-meinen Relativit�atstheorie ist ein solhes Bezugssystem tats�ahlih hinsihtlihaller Naturersheinungen zu einem inertialen Bezugssystem �aquivalent.
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16. Dynamik starrer K�orperIn diesem Kapitel werden wir oft Summen der FormP f(ri)mi �uber alle Massen-punkte eines starren K�orpers K begegnen. Da die Massenpunkte in einem typi-shen starren K�orper kontinuierlih verteilt sind, werden wir die Massenverteilungdurh eine Massendihte �(r) beshreiben und die obigen Summen als Zwishen-summen f�ur Volumenintegrale au�assen. Mit mi = �(ri)�3ri, wobei �3ri einVolumenelement um den Punkt ri ist, erhalten wir im Grenzfall beliebig feinerVolumenaufteilung die VorshriftnXi=1 f(ri)mi = nXi=1 f(ri) �(ri)�3ri ! ZK f(r) �(r) d3r: (16:1)Die praktishe Berehnung solher Volumenintegrale wird durh den Satz von Fu-bini erleihtert, nah dem die Integration koordinatenweise durhgef�uhrt werdenkann. Dies f�uhrt f�ur einen Normalbereih, bei dem die kartesishen Koordinatendes K�orper K z.B. durh die Bedingungena � x � bg1(x) � y � g2(x)h1(x; y) � z � h2(x; y) (16:2)harakterisiert sind, zu der FormelZK f(r) d3r = Z ba dx Z g2(x)g1(x) dy Z h2(x;y)h1(x;y) dz f(r): (16:3)K�orper, deren Form niht in das Shema (16.2) passen, m�ussen entweder in Nor-malbereihe zerlegt werden oder durh eine geeignete Koordinatentransformationangepa�t werden. F�ur letzteres brauht man den Transformationssatz, derSubstitutionen in mehrdimensionalen Integralen erm�ogliht. Wenn durh eine Ab-bildung K 3 r r0=F(r)����! r0 2 K0 (16:4)das Gebiet K umkehrbar eindeutig auf das Gebiet K0 abgebildet wird, gilt dieTransformationsformelZK0 f(r0) d3r0 = ZK f�F(r)�j det��F�r �j d3r: (16:5)Die Verallgemeinerung dieser Transformationsformel auf beliebige Dimensionenhaben wir shon fr�uher in (12.38) und (13.56) benutzt.Die GesamtmasseM eines starren K�orpers K mit der Massendihte �(r) berehnetsih aus der Formel M = nXi=1mi = ZK �(r) d3r: (16:6)144



F�ur den Vektor vom k�orperfesten Aufpunkt O0 zum Massenmittelpunkt S desstarren K�orpers K erhalten wirr0S = ��!O0S = 1M nXi=1mir0i = 1M ZK r0�(r0)d3r0: (16:7)Es wird sih h�au�g, jedoh niht immer, als vorteilhaft erweisen, den Aufpunkt O0in den Massenmittelpunkt S des starren K�orpers zu legen. Dann gilt r0S = 0.
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Als erste dynamishe Gr�o�e beim starren K�orper notieren wir nun seinenGesamtimpulsP = nXi=1mivi = nXi=1mi(v0 + ! � r0i) =Mv0 +M! � r0S =MvS : (16:8)Hier haben wir die Eulershe Geshwindigkeitsformel (14.54) benutzt. Der Termmit der Winkelgeshwindigkeit vershwindet f�ur O0 = S.Die kinetishe Energie unseres starren K�orpers K ist durh die FormelT = 12 nXi=1miv2i = 12 ZK(v0 + ! � r0)2�(r) d3r (16:9)gegeben. Nah Ausmultiplizieren des Quadrats im Integranden zerf�allt sie in diedrei Anteile T = Ttr + Trot + Tw; (16:10)wo Ttr = M2 v20 (16:11)die Translationsenergie, Trot = 12 ZK(! � r0)2�(r) d3r (16:12)145



die Rotationsenergie und Tw =Mv0 � (! � r0S) (16:13)die \wehselseitige" kinetishe Energie ist. Letztere vershwindet f�ur O0 = S.Unser besonderes Interesse gilt nunmehr dem Rotationsanteil Trot der kinetishenEnergie. Er ist eine quadratishe Form in den Komponenten der Winkelgeshwin-digkeit ! und l�a�t sih daher alsTrot = 12 3X�;�=1!0��0��!0� (16:14)shreiben. Hierbei empfahl sih eine Komponentendarstellung des Kreuzproduktesin (16.12) im k�orperfesten Bezugssystem, weil damit die Komponenten des Vektorsr0 und deshalb auh die KoeÆzienten �0 in der quadratishen Form zeitunabh�angigwerden. Mit der Identit�at(! � r0)2 = !2 � r02 � (! � r0)2 (16:15)erhalten wir aus (16.12) die Formel�0�� = Z �(x021 + x022 + x023 )Æ�� � x0�x0���(r0) d3r0 (16:16)f�ur die KoeÆzientenmatrix in (16.14). Die diagonalen Elemente�0�� = Z (r02 � x02� )�(r0) d3r0 =M � < d2� > (16:17)dieser Matrix werden die Tr�agheitsmomente bez�uglih der �{Ahse genannt.Sie sind proportional zum mittleren Abstandsquadrat < d2� > der Massenpunktedes K�orpers von der �{Ahse. Die nihtdiagonalen Elemente�0�� = � Z x0�x0��(r0) d3r0 (� 6= �) (16:18)hei�en Deviationsmomente. Die KoeÆzienten (16.16) bilden in jedem k�orper-festen Koordinatensystem eine symmetrishe (3� 3){Matrix �0. Wir wollen fra-gen, wie diese Matrix sih beim �Ubergang auf ein anderes k�orperfestes Systemtransformiert. Seien also mit der orthogonalen Matrix Bx00� =X� b��x0� (16:19)die Komponenten des Vektors r0 im neuen Koordinatensystem. Wir k�onnen dasTransformationsverhalten von �0 aus den Gleihungen (16.14) oder (16.16) er-mitteln. Da die Rotationsenergie ein Skalar und die Winkelgeshwindigkeit einPseudovektor ist, !0� =P� b��!00� � detB, erhalten wir aus (16.14)Trot = 12X�� !00�(X�� b���0��b��)!00� (16:20)146



und lesen daraus das Transformationsverhalten�00�� =X�� b��b���0�� (16:21)ab. Dies ist nah (14.35) das Transformationsverhaltens eines Tensors zweiterStufe. Das koordinatenunabh�angige durh die Matrixdarstellung (16.16) harak-terisierte Objekt wird daher der Tr�agheitstensor des K�orpers K genannt.Jede reelle symmetrishe Matrix besitzt reelle Eigenwerte und l�a�t sih durheine reelle orthogonale Transformation diagonalisieren. Daher existiert f�ur jedenTr�agheitstensor � ein Koordinatensystem, in dem��� = �� � Æ�� : (16:22)Die Koordinatenahsen dieses Systems sind dieHauptahsen und die zugeh�origenMomente die Haupttr�agheitsmomente des Tr�agheitstensors. Letztere sind wiealle Tr�agheitsmomente (16.17) immer positiv (au�er f�ur strikt lineare Massen-anordnungen). Im Hauptahsensystem hat die Rotationsenergie die einfaheGestalt Trot = 12(�01!021 +�02!022 +�03!023 ): (16:23)Zur koordinatenunabh�angigen Veranshaulihung von Tr�agheitstensoren dient dasPoinsotshe Tr�agheitsellipsoid. Es wird durh die Spitzen derjenigen Vektorens beshrieben, die die Bedingung st�s = 1 (16:24)erf�ullen. Im Hauptahsensystem ist dieses dreiahsige Ellipsoid durh die Formel�1s21 +�2s22 +�3s23 = 1 (16:25)gegeben. Die Halbahsen des Tr�agheitsellipsoidsa� = 1p�� (16:26)sind also die reziproken Wurzeln aus den Haupttr�agheitsmomenten.
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Wenn der Vektor der Winkelgeshwindigkeit ! = n�! in Rihtung des Einheitsvek-tors n zeigt und n� die Komponenten von n im Hauptahsensystems sind, gilt f�urdie Rotationsenergie die Formel Trot = 12�n � !2 (16:27)mit dem Tr�agheitsmoment bez�uglih der n{Ahse�n =X� ��n2�: (16:28)Der Tr�agheitstensor eines starren K�orpers h�angt von der Wahl des Aufpunktes O0ab. F�ur den �Ubergang zu einem anderen Aufpunkt O00 mittels r0 = r0 + r00 mitr0 = ���!O0O00 liest man aus den Gleihungen (16.9) und (16.7) unter Benutzung desVektors r00S = ��!O00S die BeziehungTO0rot = M2 (! � r0)2 +M(! � r0) � (! � r00S) + TO00rot (16:29)ab, aus der man bei Bedarf die Beziehung zwishen den beiden Tr�agheitstensoren�0 und �00 entnehmen kann. F�ur den speziellen Fall, in dem man als neuenAufpunkt den Massenmittelpunkt O00 = S des K�orpers w�ahlt, gilt r00S = 0 undman erh�alt f�ur die Tr�agheitsmomente in Rihtung n den Steinershen Satz�O0n = �Sn +M � d2: (16:30)Hier ist d die L�ange der Komponente des Vektors r0 senkreht zu !, j!�r0j = ! �d,d.h. der Abstand des Aufpunktes O0 von der durh den Massenmittelpunkt Sgelegten Drehahse. Tr�agheitsmomente bez�uglih des Massenmittelpunktes sindalso minimale Tr�agheitsmomente. Im allgemeinen �andern sih bei einer Ver-shiebung des Aufpunktes auh die Deviationsmomente. Wenn wir den Ver-shiebungsvektor r0 im Hauptahsensystem des Tr�agheitstensors �S durh denVektor x0 darstellen, erhalten wir aus (16.29) mittels der Identit�at (16.15)�O0�� = �S� � Æ�� +Mx20 Æ�� �Mx0�x0� : (16:31)Der Tr�agheitstensor �O0 bleibt bei dieser Vershiebung nur dann diagonal, wennder Vektor r0 in Rihtung einer der Haupttr�agheitsahsen zeigt.Als Beispiel berehnen wir zun�ahst den Tr�agheitstensor bez�uglih des Massen-mittelpunktes einer homogen mit Masse der Dihte � gef�ullten Kugel vom RadiusR. Wir k�onnen auh ohne Rehnung einsehen, da� dieser Tr�agheitstensor einVielfahes des Einheitstensors sein mu�, weil die Kugel isotrop ist und es keineausgezeihnete Rihtung f�ur die Hauptahsen gibt. Der Tr�agheitstensor mu� alsounabh�angig vom Koordinatensystem dieselbe Gestalt��� = �0 � Æ�� (16:32)148



haben. Da� alle Deviationsmomente vershwinden, kann man auh sofort an-hand der Formel (16.16) sehen, weil positive und negative Betr�age sih aus Sym-metriegr�unden kompensieren. Die Kugel bildet in kartesishen Koordinaten denNormalbereih �R � x1 � R�qR2 � x21 � x2 �qR2 � x21�qR2 � x21 � x22 � x3 �qR2 � x21 � x22: (16:33)Allerdings sind die Grenzen des Normalbereihs in Kugelkoordinaten viel einfaherdurh 0 � r � R; 0 � # � �; 0 � ' � 2� (16:34)gegeben. Volumenintegrationen in Kugelkoordinaten sind besonders einfah f�urIntegranden, die nur von der Koordinate r abh�angen. Dann gilt n�amlihZK f(r) d3r = Z R0 dr Z �0 d# Z 2�0 d' f(r) r2 sin # = 4� Z R0 f(r) r2 dr: (16:35)Die Integrale (16.16) haben diese Eigenshaft zwar niht, aber wir k�onnen f�urisotrope Tr�agheitstensoren (16.32) das Tr�agheitsmoment �0 aus der Spur desTr�agheitstensors entnehmen, f�ur die wir aus (16.16) die FormelSp�0 = 3X�=1�0�� = Z 2(x021 + x022 + x023 )�(r0) d3r0 (16:36)gewinnen. Wir erhalten daher f�ur das Tr�agheitsmoment unserer Kugel das Ergeb-nis �0 = 23� � 4� Z R0 r4 dr = 8�15 �R5 = 25MR2; (16:37)wobei wir f�ur die Masse der Kugel M = 4�3 �R3 eingesetzt haben.Ein K�orper mu� keineswegs isotrop sein, um einen isotropen Tr�agheitstensor zubesitzen. Ein homogen mit Masse gef�ullterW�urfel liefert daf�ur ein eindr�uklihesBeispiel.
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Wir betrahten den Tr�agheitstensor dieses W�urfels bez�uglih seines Massenmit-telpunktes in dem in der vorstehenden Figur gezeigten Koordinatensystem. We-gen der hohen Symmetrie des W�urfels erkennt man sofort, da� in diesem Koordi-natensystem die Deviationsmomente vershwinden und die drei Tr�agheitsmomenteidentish sind. Daher hat der Tr�agheitstensor des W�urfels in diesem Koordinaten-system dieselbe isotrope Diagonalgestalt (16.32) wie die Kugel. Aus der Invarianzdes Einheitstensors unter beliebigen Verdrehungen des Koordinatensystems ziehtman die anshaulih weniger o�ensihtlihe Folgerung, da� der Tr�agheitstensor desW�urfels (bez�uglih des Massenmittelpunktes) in jedem Koordinatensystem diago-nal ist. Diese Aussage gilt auh f�ur die anderen Platonishen K�orper.Bei rotationssymmetrishen K�orpern w�ahlen wir die Rotationsahse und zweibeliebige dazu senkrehte Ahsen durh den Massenmittelpunkt als kartesisheKoordinatenahsen. Aus Symmetriegr�unden vershwinden dann wieder alle De-viationsmomente und die beiden Tr�agheitsmomente um die zur Rotationsahsesenkrehten Ahsen sind gleih. Wenn wir die Rotationsahse als x3{Ahse w�ahlen,hat der Tr�agheitstensor des Rotationsk�orpers die Gestalt� = 0��1 0 00 �1 00 0 �31A (16:38)mit nur zwei vershiedenen Tr�agheitsmomenten.Der Drehimpuls eines starren K�orpers bez�uglih des raumfesten Aufpunktes O istLO = nXi=1miri � vi = ZK(r0 + r0)� �v0 + (! � r0)��(r0) d3r0=M r0 � v0 +M r0 � (! � r0S) +M r0S � v0 + LO0 ; (16:39)wo wie in (16.7) r0S = ��!O0S. Diese Zerlegung wird wie bei der kinetishen Ener-gie besonders einfah f�ur O0 = S und entspriht dann der Zerlegung (7.33) ininneren und �au�eren Drehimpuls. Die Komponenten des Drehimpulses bez�uglihdes k�orperfesten Aufpunktes O0 und im k�orperfesten Koordinatensystem ergebensih zuLO0� = ZK�r0 � (! � r0)�� �(r0) d3r0 = ZK�!0� � r02 � x0� � 3X�=1!0�x0���(r0) d3r0= ZK 3X�=1(r02Æ�� � x0�x0�)!0� �(r0) d3r0 = 3X�=1�0�� !0� : (16:40)Wegen des tensoriellen Transformationsverhaltens aller involvierten Gr�o�en im-pliziert dies die koordinatenunabh�angige FormelLO0 = �! (16:41)150



zwishen den beiden Pseudovektoren L und !. Im Hauptahsensystem vereinfahtsih die Gleihung (16.40) zu LO0� = �0�!0�: (16:42)Man erkennt, da� der Drehimpuls nur dann in Rihtung der Winkelgeshwindigkeitzeigt, wenn diese in einer der drei Hauptahsen liegt. Aus (16.14) und (16.40)erhalten wir die allgemeing�ultige BeziehungLO0 � ! = 2Trot: (16:43)Das Tr�agheitsellipsoid erlaubt die geometrishe Konstruktion der Rihtung desDrehimpulses LO0 aus der Rihtung der Winkelgeshwindigkeit !. Wenn dieSpitzen der Vektoren ! im Sinne von (16.24) das Ellipsoid !t�! = 2Trot auf-spannen, erf�ullen die in�nitesimalen Tangentialvektoren Æ! an das Ellipsoid imPunkte ! die Bedingung Æ!t ��! = 0, stehen also senkreht auf dem DrehimpulsLO0 . Die sih daraus ergebende Konstruktion ist in der folgenden Figur verdeut-liht.
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Der Drehimpuls steht senkreht auf der Tangentialebene an denPunkt, an dem die momentane Winkelgeshwindigkeit das Tr�ag-heitsellipsoid durhst�o�t.Wir wollen jetzt die allgemeinen Bewegungsgleihungen f�ur einen starren K�orperaus dem d'Alembertshen Prinzip ableiten. Die virtuellen Verr�ukungen Æri f�ureinen starren K�orper, der keinen weiteren Zwangsbedingungen unterliegt, sinddurh die Gleihung Æri = Ær0 + Æ'� r0i (16:44)gegeben. Hier repr�asentieren die beiden in�nitesimalen Vektoren Ær0 und Æ' diesehs Freiheitsgrade der Bewegung. Nah dem d'Alembertshen Prinzip gilt dannnXi=1 Æri �(Fi�mi�ri) = Ær0 � nXi=1(Fi�mi�ri)+Æ' � nXi=1�r0i�(Fi�mi�ri)� = 0: (16:45)151



Aus dem Vershwinden des ersten Summanden folgt die BewegungsgleihungM �rS = nXi=1 Fi = F; (16:46)die man mit dem Impulssatz (7.6) identi�zieren kann. Bei G�ultigkeit des Im-pulssatzes kann man im zweiten Summanden von (16.45) den Term Pni=1�r0 �(Fi �mi�ri)� = 0 erg�anzen und erh�alt die BewegungsgleihungdLdt = nXi=1miri � �ri = nXi=1 ri � Fi = N; (16:47)die den Drehimpulssatz (7.29) f�ur den starren K�orper darstellt. Wenn man alsk�orperfesten Aufpunkt den Massenmittelpunkt O0 = S w�ahlt, kann man anstellevon (16.47) auh den Satz (7.35) f�ur den inneren Drehimpuls des starren K�orpersdL(i)dt = nXi=1mir0i � �r0i = nXi=1 r0i � Fi = N(i) (16:48)betrahten. Ihn erh�alt man aus dem zweiten Summanden in (16.45) wegen derdann g�ultigen Relation Pni=1 r0i �mi�r0 =Mr0S � �r0 = 0.Als erstes Beispiel wollen wir einen kr�aftefreien starren K�orper betrahten. Erkann entweder v�ollig frei beweglih sein oder der zus�atzlihen Zwangsbedingungunterliegen, da� sein Aufpunkt O0 = O �xiert ist. Im ersten Fall w�ahlt man denMassenmittelpunkt als Aufpunkt und beshreibt die Bewegung im Inertialsystemdes Massenmittelpunktes S = O. In beiden F�allen verbleibt die Berehnung derRotationsbewegung, ein Problem mit drei Freiheitsgraden (Eulersher Kreisel).Aus (16.47) shlie�en wir hier auf die Erhaltung des DrehimpulsesdLdt = 0: (16:49)Dies sagt uns allerdings noh niht sehr viel �uber die Bewegung des starrenK�orpers. �Ahnlih wie im Anhang C k�onnen wir immerhin auf die Existenz von dreiinvolutorishen Erhaltungsgr�o�en shlie�en, die Energie E, das Betragsquadrat desDrehimpulses L2 und eine seiner Komponenten, z.B. Lz. Daher ist dieses Problemwie in Kapitel 13 ausgef�uhrt integrabel.Die Lagrangefunktion f�ur unser Problem ist gleih der kinetishen Energie derRotation und nah (16.23) und (14.61) im k�orperfesten Hauptahsensystem durhL = Trot = 12 3X�=1!0t��0�!0� = 12��01( _# os + _' sin # sin )2+�02(� _# sin + _' sin # os )2 +�03( _ + _' os#)2� (16:50)152



gegeben. In dieser Lagrangefunktion ist eine der generalisierten Koordinaten,n�amlih ', zyklish und daher der kanonish konjugierte Impulsp' = �L� _' = �01( _# os + _' sin # sin ) sin# sin +�02(� _# sin + _' sin # os ) sin# os +�03( _ + _' os#) os# (16:51)erhalten. Er sollte folglih mit einer raumfesten Komponente des Drehimpulses L�ubereinstimmen. Die beiden anderen kanonishen Impulsep# = �L� _# = �01( _# os + _' sin # sin ) os +�02(� _# sin + _' sin # os ) sin (16:52)und p = �L� _ = �03( _ + _' os#) (16:53)sind jedoh niht erhalten. Da die drei Lagrangeshen Bewegungsgleihungen aber�aquivalent zur Vektorgleihung (16.49) sein m�ussen, m�ussen die drei obigen Im-pulse in Beziehung zu den drei raumfesten Komponenten des Drehimpulses stehen.Um die raumfesten Komponenten des Drehimpulses durh die Eulershen Winkelund ihre Geshwindigkeiten auszudr�uken, mu� man seine k�orperfesten Kompo-nenten im Hauptahsensystem (16.42) nah (14.11) transformieren:L� = 3X�=1 a��L0� = 3X�=1 a���0�!0� : (16:54)Ein Vergleih dieser Komponenten mit den generalisierten Impulsen unter Ver-wendung von (14.27) und (14.61) liefert shlie�lih die Beziehungenp' = L3p# = os' � L1 + sin' � L2p = sin #(sin' � L1 � os' � L2) + os# � L3; (16:55)deren Umkehrung L1 = p# os'+ p � p' os#sin # sin'L2 = p# sin'� p � p' os#sin # os'L3 = p' (16:56)lautet. Mittels (16.56) k�onnen wir die Poissonklammern zwishen den Komponen-ten des Drehimpulses berehnen und erhalten wie in (C.3)[Li; Lj℄ = 3Xk=1 �ijkLk: (16:57)153



Angesihts der vershwindenden Poissonklammern zwishen je zwei generalisiertenImpulsen verstehen wir jetzt, warum niht alle drei generalisierten Impulse mitdrei raumfesten Komponenten des Drehimpulses �ubereinstimmen k�onnen. DurhUmkehren der Transformation (16.54) berehnen sih die Komponenten desDrehimpulses im k�orperfesten Hauptahsensystem zuL01 = p' � p os#sin # sin + p# os L02 = p' � p os#sin # os � p# sin L03 = p : (16:58)Nah Au�osung der Gleihungen (16.51) bis (16.53) nah den generalisiertenGeshwindigkeiten und Einsetzen in die Lagrangefunktion (16.50) erhalten wirshlie�lih die Hamiltonfunktion, die sih sehr einfah durh die Komponenten(16.58) ausdr�uken l�a�t: H = 3X�=1 L02�2�0� : (16:59)Um den �Ubergang in einen linearen starren K�orper zu vollf�uhren, der nur 2 Frei-heitsgrade der Rotation hat, mu� man in (16.50) �01 = �02 = �0 und �03 = 0setzen. Dann heben sih der Eulershe Winkel  und seine Geshwindigkeit _ vollst�andig aus der Lagrangefunktion heraus und man best�atigt den Rotationsan-teil der Lagrangefunktion (9.42). Die beiden kanonishen Impulse sind dann durhp# = �0 _#; p' = �0 sin2 # _' (16:60)gegeben, der Drehimpuls shreibt sih nah (1.16,17) mit diesen Impulsen alsL = p# e' � p'sin # e# (16:61)und die Hamiltonfunktion ist damit einfahH = L22�0 : (16:62)Zur Berehnung der Bewegung des starren K�orpers benutzt man anstelle derkanonishen Bewegungsgleihungen f�ur die Impulse (16.55) besser die EulershenBewegungsgleihungen f�ur die k�orperfesten Komponenten (16.58) des Drehim-pulses. Man erh�alt sie, indem man den Erhaltungssatz (16.49) f�ur den Drehimpulsmittels (15.6) in das k�orperfeste System transformiert,d0Ldt + ! � L = 0: (16:63)154



Die Komponenten dieser Vektorgleihung im k�orperfesten Hauptahsensystemshreiben sih wegen (16.42) entweder in Winkelgeshwindigkeiten als�01 _!01 = (�02 ��03)!02 !03�02 _!02 = (�03 ��01)!03 !01�03 _!03 = (�01 ��02)!01 !02 (16:64)oder in Drehimpulsen mita1 = 1�03 � 1�02 ; a2 = 1�01 � 1�03 ; a3 = 1�02 � 1�01 (16:65)als _L01 = a1L02L03_L02 = a2L03L01_L03 = a3L01L02: (16:66)Angesihts der beiden Identit�aten3X�=1 a� = 0; 3X�=1 a��0� = 0 (16:67)lesen wir aus (16.66) noh einmal die beiden Erhaltungsgr�o�enE = 3X�=1 L02�2�0� (16:68)und L2 = 3X�=1L02� (16:69)ab. In der nahfolgenden Figur sind im Raum der Drehimpulskomponenten f�ur�01 > �02 > �03 auf dem Ellipsoid (16.68) bei fester Energie E die Shnittlinienmit Kugeln (16.69) zu vershiedenen Drehimpulsquadraten L2 gezeihnet.
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Der im raumfesten Bezugssystem erhaltene Drehimpulsvektor mu� mit der Zeitim k�orperfesten Bezugssystem l�angs einer solhen Shnittlinie laufen. Dies erlaubtuns eine Charakterisierung der Bewegung des k�orperfesten Systems relativ zumraumfesten System.Nah Gleihung (16.66) kann der Drehimpuls nur dann im k�orperfesten Bezugssys-tem station�ar sein, wenn zwei der Komponenten L0� vershwinden, d.h. wenn derDrehimpuls parallel zu einer der Hauptahsen des starren K�orpers ist. Die obigeFigur zeigt uns zwei ganz vershiedene Verhaltensweisen, wenn der Drehimpulswenig von einer der Hauptahsen abweiht. F�ur die beiden Hauptahsen mit demgr�o�ten und dem kleinsten Haupttr�agheitsmoment bewegt sih der Drehimpulsauf kleinen Ellipsen um die betre�ende Haupttr�agheitsahse. F�ur die Hauptahsemit dem mittleren Haupttr�agheitsmoment bewegt er sih jedoh auf geshlossenenBahnen, die sih weit von der Hauptahse entfernen. Die Rotationen um dieextremalen Hauptahsen sind also gegen kleine St�orungen stabil, w�ahrend die umdie mittlere Hauptahse instabil ist.Die folgende geometrishe Veranshaulihung der Bewegung des starren K�orpersim raumfesten Bezugssystem geht auf Poinsot zur�uk. Wir betrahten dazu dasstarr mit dem K�orper verbundene und im Aufpunkt O zentrierte Tr�agheitsellipsoid(16.24). Es gibt zwei Ebenen, die zum erhaltenen Drehimpuls L normal sind unddas Tr�agheitsellipsoid ber�uhren. Wir hatten oben (im Anshlu� an Gleihung(16.43)) shon gefunden, da� durh die Ber�uhrungspunkte �s dieser Tangen-tialebenen die Rihtung der momentanen Winkelgeshwindigkeit ! markiert wird.Durh Vergleih der De�nition (16.24) des Tr�agheitsellipsoids mit der Rotations-energie ergibt sih die genauere Beziehung�s = !p2Trot ; (16:70)
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invariable Ebeneaus der wegen (16.43) die Gleihung�j�!OAj � L = �s � L = ! � Lp2Trot =p2Trot (16:71)156



folgt. Nah (16.71) �andert sih der Abstand j�!OAj der Tangentialebenen vom Mit-telpunkt des Tr�agheitsellipsoids niht mit der Zeit. Diese Ebenen werden daherdie invariablen Ebenen genannt. Da der Ber�uhrungspunkt mit der momentanenRotationsahse �ubereinstimmt, gleitet das Tr�agheitsellipsoid niht auf den invari-ablen Ebenen, sondern rollt auf ihm. Die Ber�uhrungspunkte bewegen sih auf demTr�agheitsellipsoid l�angs geshlossener Linien, die man Polhodien nennt und diein enger Beziehung zu den roten Shnittlinien in der vorletzten Figur stehen. Aufden invariablen Ebenen beshreiben die Ber�uhrungspunkte Linien, die Herpol-hodien hei�en. Die damit gefundene geometrishe Beshreibung der Bewegungnennt man die Poinsotshe Konstruktion:Der Abstand des Mittelpunktes des Tr�agheitsellipsoids von deninvariablen Ebenen, p2Trot=L, ist durh die Erhaltungsgr�o�en be-stimmt. Das Tr�agheitsellipsoid rollt gleitfrei auf den invariablenEbenen ab.Die quantitative L�osung der Bewegungsgleihungen (16.64) oder (16.66) ist beson-ders einfah, wenn zwei der Haupttr�agheitsmomente �ubereinstimmen. DasTr�agheitsellipsoid ist dann ein Rotationsellipsoid. Sei z.B. �01 = �02 = �0? und�03 = �0k, dann sind !03(t) = !0k und L03 = �0k!0k erhalten und die beiden anderenBewegungsgleihungen vereinfahen sih zu zwei gekoppelten linearen Di�erential-gleihungen, die man am geshiktesten durh Einf�uhrung der komplexen Gr�o�ez(t) = !01(t) + i !02(t) (16:72)l�ost. Deren Bewegungsgleihung lautet unter Benutzung des Asymmetrieparame-ters � = �0k=�0? � 1 _z(t) = i � !0k z(t) (16:73)und hat die allgemeine L�osungz(t) = !0? ei (�!0kt+�): (16:74)Diese L�osung sagt uns, da� der Vektor der Winkelgeshwindigkeit einen festenBetrag hat und um die Figurenahse des Rotationsellipsoids mit der Kreisfrequenz� !0k rotiert. Die k�orperfesten Komponenten der Winkelgeshwindigkeit habendaher die Zeitabh�angigkeit !01(t) = !0? os(�!0kt+ �)!02(t) = !0? sin(�!0kt+ �)!03(t) = !0k (16:75)und die k�orperfesten Komponenten des Drehimpulses sindL01(t) = �0?!0? os(�!0kt+ �)L02(t) = �0?!0? sin(�!0kt+ �)L03(t) = �0k!0k: (16:76)157



Man erkennt, da� die Figurenahse (d.h. die k�orperfeste 3{Ahse) und die bei-den Vektoren ! und L immer in einer Ebene liegen und feste Winkel miteinandereinshlie�en. Da der Drehimpuls L im raumfesten Bezugssystem nah (16.49) er-halten ist, impliziert dies in diesem Bezugssystem eine Bewegung der Figurenahseund des Vektor der Winkelgeshwindigkeit wie in der folgenden Figur gezeigt.
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Die Ebene (gelb), in der die Figurenahse und die momentane Winkelgeshwindig-keit liegen, rotiert gleihf�ormig um den Drehimpulsvektor. Diese Rotation nenntman Pr�azession. Aufgrund der Pr�azession bewegen sih die Figurenahse unddie momentane Winkelgeshwindigkeit auf Kegel�ahen mit dem Drehimpulsvek-tor als Kegelahse. Die Polhodien und die Herpolhodien sind in diesem Fall Kreise.Zur Bestimmung der Pr�azessionskreisfrequenz mu� man den Vektor der momenta-nen Winkelgeshwindigkeit aus dem Drehimpulsvektor L und dem Einheitvektorn in Rihtung der Figurenahse, dessen Komponentendarstellung im k�orperfestenHauptahsensystem n = (0; 0; 1) ist, linear kombinieren. Man erh�alt unter Be-nutzung von (16.75,76) ! = 1�0?L� � !0kn (16:77)und liest daraus f�ur die Kreisfrequenz der Pr�azession den Wert L=�0? ab. In derFigur ist die Bewegung f�ur den Fall �0k < �0? dargestellt.F�ur starre K�orper mit dreiahsigen Tr�agheitsellipsoiden kann man die Bewegungs-gleihungen (16.66) mittels der beiden Erhaltungsgr�o�en (16.68) und (16.69) ent-koppeln. Die L�osung der resultierenden nihtlinearen Di�erentialgleihungen, diewir hier niht weiterverfolgen werden, gelingt mittels elliptisher Integrale.Wir kommen jetzt auf die Beshreibung starrer K�orper zur�uk, die �au�eren Kr�aftenunterliegen. Wenn diese Kr�afte sih aus einem Potential ableiten und wenn wirden k�orperfesten Aufpunkt in den Massenmittelpunkt des K�orpers legen (O0 = S),158



lautet die Lagrangefunktion wegen (16.10), (16.11), (16.23) und (14.1)L = T � V = M2 v2S + 12 3X�=1�0�!02� � nXi=1 V �rS + 3X�=1x0i�e0��: (16:78)Hier sind die Bewegung des Massenmittelpunktes und die Rotation in der kineti-shen Energie zwar v�ollig entkoppelt, sie werden aber durh die potentielle Energieim allgemeinen miteinander verkn�upft.F�ur homogene Kraftfelder Fi = mig ist eine solhe Verkn�upfung allerdings nihtvorhanden und die resultierenden Kr�afte (16.46) und Drehmomente (16.47,48) sinddurhF = nXi=1 Fi =Mg; N = nXi=1 ri � Fi =MrS � g; N(i) = 0 (16:79)gegeben. Als einfahes Beispiel f�ur die Verkn�upfung der translatorishen und ro-tatorishen Freiheitsgrade betrahten wir das Potential eines vom starren K�orperweit entfernten gravitativen Zentrums Z. Das auf den i{ten Massenpunkt wir-kende GravitationspotentialVi = �  mijRS � r0ij = �  mipR2S + r02i � 2RS � r0i (16:80)kann nah Potenzen des als klein vorausgesetzten L�angenverh�altnisses ri=RS ent-wikelt werden. Unter Benutzung der binomishen Reihe(1 + x)�1=2 = 1� x2 + 3x28 + O(x3) (16:81)erh�alt man 1pR2S + r02i � 2RS � r0i = 1RS + RS � r0iR3S + 3(RS � r0i)2 � R2S r02i2R5S +O(R�4S ) (16:82)und damit f�ur die potentielle Energie des starren K�orpersnXi=1 Vi = � MRS + 2R3S � 3R2S X�;� RS����RS� � Sp��+ O(R�4S ): (16:83)
S

r’i

SR

Z

159



Der erste Beitrag stellt das f�ur punktartige Objekte bekannte Gravitationspo-tential dar, w�ahrend der zweite Beitrag von der Orientierung der Hauptah-sen des starren K�orpers relativ zum Verbindungsvektor zum Gravitationszen-trum abh�angt. Dieses Quadrupolpotential vershwindet f�ur isotrope K�orper.F�ur anisotrope erzeugt es ein Drehmoment und damit eine Zeitabh�angigkeit desDrehimpulses des starren K�orpers. Im Falle der abgeplatteten Erde ist das vonder Sonne und dem Mond erzeugte Quadrupolpotential verantwortlih f�ur die as-tronomishe Pr�azession der Erdahse um die Normale zur Ekliptik in etwa26000 Jahren.Interessante Beispiele f�ur die Bewegung starrer K�orper im homogenen Shwerefeldsind Kreisel. Als Kreisel bezeihnet man einen starren K�orper, der an einemPunkt �xiert ist und dem Shwerefeld unterliegt. Ein Kreisel hat damit drei Frei-heitsgrade. Man erkennt sofort zwei Erhaltungsgr�o�en, n�amlih die Energie unddie Komponente L3 des Drehimpulses parallel zur Rihtung der Erdbeshleuni-gung, zu der das Drehmoment (16.79) orthogonal steht. Leider gibt es keineweitere Erhaltungsgr�o�e, so da� der Kreisel im allgemeinen niht integrabel ist.F�ur die komplexe Bewegung eines allgemeinen Kreisel existiert daher keine L�osungdurh Integrale.
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OgEine weitere Erhaltungsgr�o�e existiert jedoh f�ur einen speziellen Kreisel, densymmetrishen oder Lagrangeshen Kreisel. Ein Kreisel hei�t symmetrish,wenn sein Tr�agheitsellipsoid bez�uglih des Festpunktes O ein Rotationsellipsoid ist,auf dessen Rotationsahse der Massenmittelpunkt S liegt. Wenn wir wieder dieBezeihnungen �0? = �01 = �02 und �0k = �03 verwenden und den Abstand zwishendem Festpunkt O und dem Massenmittelpunkt S mit l bezeihnen, erhalten wirmittels (16.50) f�ur den symmetrishen Kreisel die LagrangefunktionL = 12�0?( _#2 + _'2 sin2 #) + 12�0k( _ + _' os#)2 �Mgl os#: (16:84)In dieser Lagrangefunktion sind die beiden generalisierten Koordinaten  und 'zyklish. Die beiden zugeh�origen generalisierten Impulse p und p' sind daher er-halten und involutorish zueinander. Da wir aus (16.56) und (16.58) die Beziehun-gen p' = L3 und p = L03 ablesen, sind die Energie E, die vertikale Komponente160



des Drehimpulses L3 und die Komponente L03 des Drehimpulses in Rihtung derFigurenahse drei involutorishe Erhaltungsgr�o�en und daher ist der LagrangesheKreisel integrabel. Die folgende Figur zeigt noh einmal die geometrishe Bedeu-tung der Eulershen Winkel f�ur das hier betrahtete Problem.
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Da zwei der generalisierten Impulse shon zyklish sind, er�ubrigt sih hier dieDurhf�uhrung einer kanonishen Transformation. Wir erhalten aus (16.51) und(16.53) die FormelnL3 = p' = _' (�0? sin2 #+�0k os2 #) + _ �0k os2 # (16:85)und L03 = p = ( _ + _' os#)�0k: (16:86)Mittels der Au�osung dieser Formeln nah den generalisierten Geshwindigkeiten_' = L3 � L03 os#�0? sin2 #_ = L03�0k � L3 � L03 os#�0? sin2 # os# (16:87)erhalten wir f�ur die Energie die GleihungE = 12�0? _#2 + U(#) (16:88)mit der e�ektiven potentiellen EnergieU(#) = (L3 � L03 os#)22�0? sin2 # +Mgl os#+ L0232�0k ; (16:89)161



deren qualitatives Verhalten in der folgenden Figur gezeigt ist.
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0 π ϑϑ2ϑ1Dieses eindimensionale Problem kann nunmehr mit den in Kapitel 3 diskutiertenMethoden gel�ost werden. Der Inklinationswinkel # l�auft periodish zwishenden Extremalwerten #1 und #2 hin und her. Diese periodishe �Anderung desInklinationswinkels nennt man Nutation. Die L�osung gestaltet sih besonders�ubersihtlih, wenn man anstelle des Eulershen Winkels # die Variable u = os#einf�uhrt. Mit _u2 = _#2 sin2 # nimmt dann der Energiesatz (16.88) die Gestalt_u2 = f(u) (16:90)an, wobei f(u) = (�� �u)(1� u2)� (a� bu)2 (16:91)ein Polynom dritten Grades in u ist und die verwendeten Abk�urzungen die Bedeu-tung a = L3�0? ; b = L03�0? ; � = 2E � L023 =�0k�0? > 0; � = 2Mgl�0? > 0 (16:92)haben. Die L�osung der Gleihung (16.90) f�uhrt auf ein elliptishes Integral.
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Die erste Gleihung in (16.87) f�ur den Azimuthalwinkel ' shreibt sih in derVariablen u als _' = a� bu1� u2 : (16:93)Die zeitlihe �Anderung des Azimuthalwinkels nennt man Pr�azession. F�ur ihrqualitatives Verhalten kann man vershiedene F�alle untersheiden. Falls der Z�ahlera� bu in (16.93) im Intervall [u2; u1℄ niht vershwindet, hat der Azimuthalwinkeleine monotone Zeitabh�angigkeit. Falls der Z�ahler im Intervall [u2; u1℄ eine Null-stelle besitzt, entwikelt sih der Azimuthalwinkel nihtmonoton. Falls der Z�ahlershlie�lih am Rande des Intervalls [u2; u1℄ vershwindet, wird der Azimuthal-winkel an diesem Punkte station�ar. Die sih in diesen F�allen ergebenden Bewe-gungen der Kreiselahse sind in der folgenden Figur dargestellt.
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Die Bewegung des dritten Eulershen Winkels  , die aus der zweiten Gleihung in(16.87) oder mit der neuen Variablen u aus der Di�erentialgleihung_ = L03�0k � a� bu1� u2u (16:94)folgt, beshreibt die Rotation des Kreisels um seine Figurenahse.
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IV. Mehanik deformierbarer Medien17. Einf�uhrungMit dem starren K�orper haben wir im vorigen Teil der Vorlesung den einfahstenTyp von Systemen vieler Massenpunkte behandelt. Wir haben damit gelernt, wieman die Bewegung fester K�orper beshreiben kann. Sehr wihtig ist aber auh, dieBewegung nihtfester Materie mit sehr vielen Freiheitsgraden zu beherrshen. Manbrauht also eine Mehanik der Fl�ussigkeiten und Gase (Hydromehanik,Aeromehanik). Die festen K�orper sind jedoh auh niht wirklih v�ollig starrund man brauht daher oft eine Beshreibung f�ur die Verformungen festerK�orper unter der Wirkung von Kr�aften (Elastomehanik).�Ahnlih wie bei den starren K�orpern wird im allgemeinen die atomare Struktur derMaterie f�ur die Beshreibung ihrer makroskopishen Eigenshaften belanglos sein.Man wird also dazu neigen, makroskopishe Systeme durh eine kontinuierliheMassenverteilung zu erfassen. Ein solhes Kontinuumsmodell bringt gegen�ubereinem atomistishen Modell erheblihe Vereinfahungen mit sih. Wir wer-den in den n�ahsten drei Kapiteln die Grundbegri�e der Kontinuumsmehanikdiskutieren.Die Einfahheit des Kontinuumsmodells wird mit dem Nahteil bezahlt, da�seine M�oglihkeiten in gewisser Weise begrenzt sind. Es gelingt mit diesemModell, die makroskopish beobahteten Ersheinungen wie etwa das Str�omenvon Fl�ussigkeiten oder die elastishe Verformung von Festk�orpern quantitativzu beshreiben. Eine Begr�undung der beobahteten Ph�anomene ist aber nihtm�oglih. Eine solhe Theorie nennt man ph�anomenologish. Die Kontinuums-theorie kann niht erkl�aren, warum ein bestimmtes System �ussig oder fest ist oderwarum es genau die beobahteten elastishen Eigenshaften besitzt. All dies h�angtmit der atomaren Struktur der Materie zusammen und kann im Rahmen eineratomaren (mikroskopishen) Theorie sehr wohl verstanden werden. Die atomarePhysik wird im �ubrigen weitgehend von Quantenph�anomenen dominiert, f�ur derenBeshreibung die klassishe Mehanik niht ausreihen w�urde. Daher maht es nurbei wenigen Ph�anomenen Sinn, eine klassishe Mehanik f�ur atomistishe Systemeaufzustellen.
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18. Grundbegri�e der KontinuumsmehanikBei einem System mit endlih vielen Massenpunkten werden die Massenpunktemittels eines diskreten Index i durhnumeriert. Diese Numerierung mu� in einemkontinuierlihen System durh eine kontinuierlihe Indizierung ersetzt werden. Esbietet sih an, als Index den Ortsvektor r zu w�ahlen, an dem sih ein Massen-punkt des kontinuierlihen Systems in einem Referenzzustand, z.B. dem An-fangszustand zu einer bestimmten Zeit t0, befunden hat. Man bezeihnet diesals die Lagrangeshe Indizierung kontinuierliher Medien. Ein beliebiger an-derer Zustand des Mediums kann dann durh den Vershiebungsvektor s gekenn-zeihnet werden, um den der Massenpunkt r gegen�uber dem Referenzzustand ver-shoben ist. Ein beliebiger Zustand wird damit durh das Vershiebungsfelds(r) beshrieben, so da� r̂ = r+ s(r) = r̂(r) (18:1)die Position des Massenpunktes ist, der im Referenzzustand bei r lag.Das Vershiebungsfeld ist ein Vektorfeld, das jedem Punkt r einen Vektor s(r)zuordnet. Nah Wahl eines Koordinatensystems werden die Vektoren s bzw. rdurh Komponenten s� bzw. x� dargestellt. Diese Komponenten transformierensih beim �Ubergang zu einem anderen, verdrehten Koordinatensystem mit einerorthogonalen Matrix B in die neuen Komponenten~x� = 3X�=1 b��x� (18:2)und das Vektorfeld transformiert sih nah (14.35) wie~s(~x) = B s(Bt~x) (18:3)oder in Komponentenshreibweise wie~s�(~x1; ~x2; ~x3) =X� b��s��X� b�1~x�;X� b�2~x�;X b3~x�: (18:4)Wir werden regul�are Vershiebungsfelder betrahten, die in glatter Weise vom Re-ferenzpunkt abh�angen, und daher als n�ahstes die (3�3){Matrix der Ableitungens��(x) = �s�(x)�x� (18:5)auf ihr Transformationsverhalten untersuhen. Wir �nden durh Di�erentiationvon (18.4) ~s�� = �~s��~x� =X� b��X� �s��x� b�� =X�� b��b��s��: (18:6)Daher transformieren sih die Ableitungen (18.5) wie ein Tensorfeld zweiter Stufe.Man nennt diesen Tensor den Vershiebungstensor.165



Hinter dem Ergebnis (18.6) verbirgt sih die Tatsahe, da� sih nah der Ketten-regel das Tripel der partiellen Ableitungen��~x� =X� b�� ��x� (18:7)wie ein Vektor transformiert.Da Tensoren geometrishe Objekte sind, fragen wir nah der anshaulihen Be-deutung des Vershiebungstensors. Wir betrahten dazu die Vershiebungen derMassenpunkte, die einem Massenpunkt r0 benahbart sind. Seien also r = r0+ Ærdie Massenpunkte in einer kleinen Umgebung von r0. Ist die Umgebung kleingenug, so kann man die Vershiebungen des Massenpunktes r nah Ær entwikelnund erh�alt s�(x) = s�(x0) +X� s��(x0)Æx� + : : : : (18:8)Die Vershiebung einer kleinen Umgebung von r0 besteht also aus einer Translationum s(r0) und einem durh den Vershiebungstensor gegebenen Anteil. Wenn derVershiebungstensor antisymmetrish w�are, w�urde der zweite Term in (18.8) eineDrehung des Vektors Ær bewirken (siehe z.B. (14.51,52)). Wir zerlegen daher denVershiebungstensor in einen symmetrishen und einen antisymmetrishen Anteil.Der symmetrishe Anteil ist ��� = 12(s�� + s��) (18:9)und der antisymmetrishe ist ��� = 12(s�� � s��); (18:10)so da� s�� = ��� + ��� (18:11)gilt. Hierbei ist wihtig, da� diese Zerlegung geometrish ist, d.h. da� die beidenAnteile (18.9) und (18.10) ihre Symmetrien unter Koordinatentransformationenbeibehalten.F�ur einen antisymmetrishen Tensor hatten wir shon fr�uher gezeigt, da� die Kom-ponenten '� = 12X�� ������� = 12X�� ����s�� (18:12)einen Pseudovektor ' bilden (siehe (14.57)). Mit seiner Hilfe kann der antisym-metrishe Anteil der Vershiebung in (18.8) als Kreuzprodukt '� Ær geshriebenwerden, oder in KomponentenX� ���Æx� =X�� ����'�Æx�: (18:13)166



Die anshaulihe Bedeutung dieses Beitrags zu (18.8) ist die folgende. Der zu Ærgeh�orige Massenpunkt wird in der zu ' senkrehten Ebene um den Vektor '� Ærvershoben. Bei endliher L�ange von ' bedeutet dies eine Drehung des VektorsÆr um den Winkel  , der durh die Gleihungtg = ' (18:14)gegeben ist, sowie eine Strekung der zu ' senkrehten Komponente Æl des VektorsÆr um den Faktor 1os =p1 + '2: (18:15)
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r0F�ur kleine ' (j'j � 1), die die einzig relevanten sein werden, wird allerdings = ' + O('3), so da� der Beitrag (18.13) eine (in�nitesimale) Rotation desVektors Ær um die '{Ahse erzeugt.Es sei noh bemerkt, da� der Pseudovektor ' auh durh die suggestivere Formel' = 12r� s(r) = 12rot s(r) (18:16)de�niert werden kann. Die Wirbelst�arke eines Vektorfeldes ist immer ein Pseu-dovektorfeld.Der symmetrishe Anteil des Vershiebungstensors hat in einem geeigneten Koor-dinatensystem Diagonalgestalt und lautet dann�D = 0� �1 0 00 �2 00 0 �31A : (18:17)Sein Beitrag zu (18.8) bedeutet daher eine Verzerrung der Umgebung des Punktesr0 um den Faktor 1 + �� in Rihtung der �{ten Hauptahse des Tensors �. DerTensor ��� hei�t deshalb Deformations{ oder Verzerrungstensor. Die Eigen-werte des Verzerrungstensors in (18.17) nennt man auh die Hauptdehnungsko-eÆzienten oder Hauptdilatationen.167



Zusammenfassend k�onnen wir nun sagen, da� die allgemeinste Vershiebung eineshinreihend kleinen Volumens sih aus drei Anteilen zusammensetzt:s(r) = s0 + srot + sdef : (18:18)Hierbei bezeihnet s0 eine Translation, srot eine Rotation und sdef eine Deforma-tion.Die Deformation ist nat�urlih hier die einzig neue Ersheinung im Vergleih zumstarren K�orper, der nur Translationen und Rotationen erfahren kann. Wir werdendaher jetzt Vershiebungen n�aher betrahten, die reine Deformationen sind. DerMassenpunkt Ær wird dabei in den Punkt Ær0 = Ær+ �Ær = (1+ �)Ær �uberf�uhrt, soda� in KomponentenÆx0� = Æx� +X� ���Æx� =X� (Æ�� + ���)Æx� (18:19)gilt. Im Hauptahsensystem des Verzerrungstensors wird also Æx0� = (1 + ��)Æx�und man hat eine Dehnung f�ur �� > 0 und eine Stauhung f�ur �� < 0. Oftw�unsht man sih jedoh auh eine anshaulihe Vorstellung von Verzerrungen ineinem beliebigen Koordinatensystem. Wir wollen dies insbesondere f�ur in�nitesi-male Verzerrungen j�j � 1 untersuhen. Seien also e� die drei Einheitsvektoren inRihtung der Ahsen des beliebigen Koordinatensystems. Sie haben die Kompo-nenten (e�)� = Æ�� . Bei der Deformation (18.19) gehen diese Vektoren �uber in dreiVektoren mit den Komponenten (e0�)� = e� � e0� =P�(Æ�� + ���)Æ�� = Æ�� + ��� ,d.h. es gilt e0� = e� +X� e���� : (18:20)Daher ist das Skalarprodukt zweier verzerrter Einheitsvektorene0� �e0� = �e�+X� e����� �(e�+X� e����� = Æ��+���+���+X� ������: (18:21)F�ur in�nitesimale Verzerrungen shlie�en wir daraus, da� je0� j2 = 1+2��� +O(�2)oder je0� j � je� j = ��� + O(�2): (18:22)Die Diagonalelemente des Verzerrungstensors geben also die relative L�angen�ande-rung in der zugeh�origen Ahsenrihtung an. F�ur vershiedene Einheitsvektoren� 6= � gilt andererseits e0� � e0� = 2��� +O(�2), d.h. die beiden Vektoren e0� und e0�stehen im allgemeinen niht mehr senkreht aufeinander, sondern shlie�en einenWinkel �=2 � �� miteinander ein. Mit e0� � e0� = je0� j � je0�j � os(�=2 � ��) =sin ��(1 + O(�)) folgt �� = 2��� +O(�2): (18:23)Die Nihtdiagonalelemente des Verzerrungstensors geben also die H�alfte derWinkel�anderung zwishen den zugeh�origen Ahsen an. Daher werden die Diago-nalelemente Dehnungen und die Nihtdiagonalelemente Sherungen genannt.168



�Ahnlih wie den Tr�agheitstensor mit Gleihung (16.24) kann man auh den Verzer-rungstensor anshaulih darstellen. Man kann dazu entweder durh die Gleihungst� s = �1 (18:24)eine Dehnungs�ahe de�nieren, die je nah den Vorzeihen der Hauptdilatatio-nen ein Ellipsoid oder ein Hyperboloid ist, oder (wenn die Hauptdilatationen kleinsind, j�� j < 1,) durh die Gleihungst(I + �) s = 1 (18:25)ein Deformationsellipsoid.Wir betrahten nunmehr die Volumen�anderung, die ein Parallelepiped, das vondrei Vektoren a� (� = 1; 2; 3) aufgespannt wird, durh eine Verzerrung � erf�ahrt.Wir fassen die Komponenten a�� der Vektoren a� zu einer (3 � 3){Matrix Azusammen. Dann ist das Volumen des Parallelepipeds durh V = (a1 � a2) � a3 =P��� ����a�1a�2a�3 = detA gegeben. Wenn jetzt die drei Vektoren a0� aus denVektoren a� durh eine lineare Transformation L hervorgehen, a0�� =P� L��a�� ,dann gilt in Matrixshreibweise die Beziehung A0 = LA und daher f�ur das lineartransformierte Volumen V 0 = detA0 = detL �detA = detL �V . Angewandt auf dieVerzerrung (18.19) bedeutet dies eine �Anderung des Volumens nah der GleihungV 0 = V � det(I + �): (18:26)F�ur eine in�nitesimale Verzerrung gilt det(I + �) = 1 +P� ��� + O(�2) und dierelative Volumen�anderung � ist durh die Formel� = V 0 � VV =X� ��� = Sp � (18:27)gegeben. Da die relative Volumen�anderung f�ur alle Parallelepipede gleih ist, giltdie koordinatenunabh�angige Formel (18.27) f�ur Volumina beliebiger Gestalt. DieKoordinatenunabh�angigkeit der relativen Volumen�anderung ist auh anhand deralternativen Formel �(r) = Sp � = div s(r) (18:28)evident.Wir gehen jetzt zur Betrahtung von Bewegungen in kontinuierlihen Medien �uber,die wir durh zeitabh�angige Vershiebungsfelder s(r; t) beshreiben k�onnen. Of-fenbar hat v(r; t) = �s(r; t)�t (18:29)die Bedeutung der Geshwindigkeit des Massenpunktes mit dem Index r zur Zeitt. Wir betonen hier nohmals, da� der durh r indizierte Massenpunkt zur Zeit tim allgemeinen niht am Ort r sein wird, sondern am Ort r+ s(r; t).169



Es ist nun klar, da� wir mit dem Geshwindigkeitsfeld v(r) dieselben Manipula-tionen vornehmen k�onnen wie mit dem Vershiebungsfeld s(r). Insbesondere kannin Analogie zu (18.5) ein Geshwindigkeitstensor gebildet und in einen antisym-metrishen und einen symmetrishen Teil zerlegt werden. Das Geshwindigkeits-feld in einer kleinen Umgebung eines Massenpunktes r0 kann dann in die dreiAnteile v(r) = v0 + vrot + vdef (18:30)zerlegt werden, wobei v0 = v(r0) die Translationsgeshwindigkeit, vrot =! � Ær die Rotationsgeshwindigkeit mit dem sogenannten Wirbelvektor!(r0) = _'(r0) = 12rotv(r)jr=r0 (18:31)und vdef = _� Ær die Deformationsgeshwindigkeit ist, die durh die zeitliheAbleitung des Deformationstensors _� gegeben ist. Speziell bezeihnet_� = div v(r)jr=r0 (18:32)die Dilatationsgeshwindigkeit.Die Beshleunigung eines Massenpunktes in einem kontinuierlihen Medium istdurh die Formel atot(r; t) = �vL(r; t)�t (18:33)de�niert. Hier haben wir durh den Index L an der Geshwindigkeit daran erin-nert, da� wir hier die Lagrangeshe Indizierung verwenden. Mit r wird in dieserIndizierung niht der Ort, sondern nur der Index eines Massenpunktes zur Zeit tbezeihnet. Daher ist atot(r; t) die Beshleunigung, die der Massenpunkt r zur Zeitt erf�ahrt, w�ahrend er sih an der durh (18.1) de�nierten Stelle r̂(r; t) be�ndet.Diese Beshleunigung hei�t die totale oder substanzielle Beshleunigung.Alternativ zur Lagrangeshen kann man auh die Eulershe Indizierung ver-wenden, bei der man die Massenpunkte durh die Orte r kennzeihnet, an denensie sih zur Zeit t be�nden. Mit dem so indizierten Geshwindigkeitsfeld vE(r; t)berehnet man dann die lokale Beshleunigung alsalok(r; t) = �vE(r; t)�t : (18:34)die beiden Geshwindigkeitsfelder vL und vE sind �uber die GleihungvL(r; t) = vE�r̂(r; t); t� (18:35)miteinander verkn�upft. Die totale und die lokale Beshleunigung k�onnen daherdurh die Kettenregel miteinander in Beziehung gesetzt werden. Wenn wir mit v inZukunft immer das Eulershe Geshwindigkeitsfeld bezeihnen, gilt die Gleihungatot = dvdt = �v(r; t)�t + (v � r)v = alok + akonv; (18:36)170



nah der die totale Beshleunigung sih additiv aus der lokalen und der Konvek-tionsbeshleunigung akonv zusammensetzt.Zur Veranshaulihung dieses Sahverhalts betrahten wir in der folgenden Figurdie station�are Str�omung einer inkompressiblen Fl�ussigkeit durh ein sih verengen-des Rohr. Wegen der Stationarit�at der Str�omung vershwindet die lokale Beshleu-nigung �uberall, w�ahrend im Bereih der Verengung eine totale Beshleunigungvorhanden ist, die auf die Konvektionsbeshleunigung zur�ukzuf�uhren ist.
v v1 2

Die obige �Uberlegung gilt gleiherma�en f�ur jedes physikalishe Feld A(r; t), dasauf einem kontinuierlihen Medium mit einem (Eulershen) Geshwindigkeitsfeldv(r; t) de�niert ist. Analog zu (18.36) gilt danndAdt = �A(r; t)�t + (v � r)A: (18:37)Es gibt Situationen, in denen der Konvektionsterm (v�r)A gegen�uber dem lokalenTerm �A(r; t)=�t vernahl�assigt werden kann. Dies h�angt ab von dem Verh�altnistypisher L�angen{ und Zeitskalen, auf denen sih das Feld A �andert, relativ zurGeshwindigkeit v des Mediums. Anhand der beiden Beispiele in der folgendenFigur maht man sih klar, da� eine typishe L�angenskala � und eine typisheZeitskala � auh f�ur nihtperiodishe Funktionen durh Gleihungen� � �A�r =�2A�r2 ; � � �A�t =�2A�t2 (18:38)de�niert werden k�onnen. Die Bedingung f�ur die Irrelevanz des Konvektionstermsim Vergleih zum lokalen Term ist dannv � �=�: (18:39)
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Als Beispiel f�ur die G�ultigkeit der Ungleihung (18.39) stellen wir die Shallaus-breitung in Materie vor und betrahten z.B. die Beshleunigungsgleihung (18.36).Hier ist die L�angenskala � durh die Wellenl�ange und die Zeitskala � durh die Fre-quenz des Shalls gegeben, so da� �=� = s die Shallgeshwindigkeit ist. F�ur dasGeshwindigkeitsfeld v = Amplitude=� ist dagegen die Shallamplitude relevant,die im allgemeinen sehr viel kleiner als die Wellenl�ange ist. Daher ist die Unglei-hung (18.39) in diesem Falle sehr gut erf�ullt und die Konvektionsbeshleunigungkann gegen�uber der lokalen Beshleunigung in sehr guter N�aherung vernahl�assigtwerden.Wir wollen jetzt die Kr�afte diskutieren, die in kontinuierlihen Medien wirken.Man untersheidet hierbei Volumenkr�afte und Fl�ahenkr�afte. Ein kleinesMassenelement �m = ��V kann eine seinem Volumen proportionale Kraft F�Verfahren, z.B. aufgrund der Shwerkraft, wobei hier F eine Kraftdihte ist. Esgibt in kontinuierlihen Medien aber auh Kr�afte, die nur auf die Begrenzungs�ahe(Ober�ahe) des Volumenelementes wirken. Solhe Fl�ahenkr�afte (Spannungen,Dr�uke) r�uhren von den unmittelbar benahbarten Massenelementen des Mediumsher. Sie sind proportional der Fl�ahe �f eines betrahteten Ober�ahenelementesmit dem nah au�en gerihteten Normaleneinheitsvektor n und werden mittelsdes Spannungsvektors Pn als Pn ��f geshrieben. Der Spannungsvektor kanndabei eine beliebige Rihtung haben wie in der folgenden Figur links gezeigt.
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Zwei benahbarte Massenelemente �uben Fl�ahenkr�afte aufeinander aus, die demReaktionsprinzip gen�ugen. Deshalb gilt f�ur die Spannungsvektoren ein Reaktions-prinzip der Form P�n = �Pn: (18:40)Die Bewegungsgleihung f�ur ein kleines Massenelement mit der Ober�ahe O lautetnunmehr a � ��V = F ��V +ZZO Pn df; (18:41)woraus im Grenzfall vershwindenden Volumens die Bewegungsgleihung� � a = F+ lim�V!0 1�V ZZOPn df (18:42)wird. Aus der Forderung, da� der Grenzwert im Fl�ahenkraftterm der Glei-hung (18.42) existiert und unabh�angig von der Gestalt des Volumenelementesist, kann man ableiten, wie der Spannungsvektor Pn von der Fl�ahennormalenabh�angt. Wir betrahten dazu ein kleines tetraederf�ormiges Volumenelement T ,172



das wie in der folgenden Figur gezeigt in ein Koordinatendreibein eingepa�t ist.Die von den beiden Vektoren 2 und 3 aufgespannte Basis�ahe des Tetraedershat den Normaleneinheitsvektor n und die Gr�o�e �f . F�ur die folgende Analysebrauhen wir die Beziehung zwishen n, �f und den Gr�o�en �f� der drei anderenTetraeder�ahen. Wenn n� die �{te Komponente des Normalenvektors n in demgezeigten Koordinatensystem ist, lautet diese Beziehung�f� = �f � n� : (18:43)
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Wir rehnen (18.43) f�ur � = 3 mittels der in der Figur eingetragenen Bezeih-nungen leiht nah: Es gilt zun�ahst 2 � 3 = 2�f � n und daraus folgt sofort2�f � n3 = (2 � 3) � e3 = 2 � (3 � e3) = 2 � d1 � e2 = d1 � d2 = 2�f3.Mit Hilfe von (18.43) und (18.40) k�onnen wir nun die gesamte auf das TetraederT wirkende Fl�ahenkraft folgenderma�en ausrehnen:ZZT Pn df = �f � (Pn +P�e1 � n1 +P�e2 � n2 +P�e3 � n3)= �f � (Pn �Pe1 � n1 �Pe2 � n2 �Pe3 � n3): (18:44)Damit der Grenzwert in (18.42) existiert, mu� wegen �f=�V !1 (�V ! 0) derAusdruk in Klammern in (18.44) vershwinden und wir erhalten die BedingungPn = Pe1 � n1 +Pe2 � n2 +Pe3 � n3 =X� Pe� � n� ; (18:45)die den Spannungsvektor zu einem beliebigen Einheitsvektor auf die drei Span-nungsvektoren eines orthonormalen Dreibeins zur�ukf�uhrt. Wir bilden aus diesendrei Spannungsvektoren die (3� 3){MatrixP�� = e� �Pe� : (18:46)173



Die �{te Komponente des Spannungsvektors Pn ist dann durhP�n =X� P��n� (18:47)gegeben. Die Matrix P�� de�niert also eine lineare Abbildung, die jedem Ein-heitsvektor n einen Spannungsvektor Pn zuordnet. Sie mu� sih daher unterKoordinatentransformationen wie ein Tensor zweiter Stufe transformieren. DiesenTensor bezeihnet man als den Spannungstensor P. Diagonalelemente des Span-nungstensors P�� nennt man Drukspannungen, wenn sie negativ sind, undZugspannungen, wenn sie positiv sind. Nihtdiagonalelemente P�� f�ur � 6= �nennt man Sherspannungen.Wir wollen nun den Impuls{ und den Drehimpulssatz f�ur ein Massenelement eineskontinuierlihen Mediums mit dem Volumen �V betrahten. Den Impulssatzhatten wir shon in Gleihung (18.42) vorbereitet. Zur Berehnung des Grenz-wertes f�ur die �{te Komponente der dortigen Fl�ahenkraft k�onnen wir nun denGau�shen Integralsatz verwenden und erhaltenZZO P�n df =ZZ X� P��n� df = ZZZ�V dV X� �P���x� : (18:48)Mit dem erhaltenen Volumenintegral kann jetzt der Grenzwert gebildet werdenund wir erhalten f�ur die �{te Komponente des Impulssatzes die Gleihung� a� = F� +X� �P���x� (18:49)oder shlie�lih in Tensorshreibweise� atot = F+ DivP: (18:50)Die De�nition des hierbei benutzten Di�erentialoperators der Vektordivergenz,der auf einen Tensor h�oherer Stufe wirkt, ist aus der Gleihung (18.49) zu ent-nehmen.Zur Aufstellung des Drehimpulssatzes f�ur ein kleines Massenelement beginnenwir mit der GleihungZZZ�V (r� a) � dV = ZZZ�V (r� F) dV +ZZO(r�Pn) df: (18:51)Auh diese Gleihung wollen wir wieder durh das Volumen �V dividieren unddann den Grenzwert �V ! 0 bilden. Um mit der �-ten Komponente desOber�ahenintegrals eine zu (18.48) analoge Umformung vornehmen zu k�onnen,brauhen wir die folgenden beiden Identit�aten. Zun�ahst gilt die Identit�at(r�Pn)� =X�� ����x�P�n =X��� ����x�P��n�: (18:52)174



Nah der Anwendung des Gau�shen Integralsatzes werden wir zudem die weitereIdentit�at ��x� (x�P��) = x� �P���x� + Æ��P�� (18:53)brauhen. Wir erhalten jetzt unter Benutzung von (18.52,53)ZZO(r�Pn)� df =ZZOX��� ����x�P��n� df= ZZZ�V X��� ��x� (����x�P��) dV= ZZZ�V X��� �����x� �P���x� + Æ��P��� dV= ZZZ�V �(r� DivP)� +X�� ����P��� dV:
(18:54)

Wenn wir jetzt den vorgesehenen Grenzwert bilden, wird der Vektor r auf den Ortdes punktf�ormigen Massenelementes �xiert und wir erhalten die Gleihung�r� (� � a� F�DivP)�� =X�� ����P�� : (18:55)Wegen des Impulssatzes (18.50) vershwindet die linke Seite dieser Gleihung.Damit auh die rehte Seite vershwindet, mu� der Spannungstensor die Bedin-gungen P�� = P�� (18:56)erf�ullen, er mu� also immer ein symmetrisher Tensor sein. Wir halten fest:Aus der simultanen G�ultigkeit des Impulsatzes und des Drehim-pulssatzes ergibt sih, da� der Spannungstensor immer symmetrishsein mu�. Wenn umgekehrt ein symmetrisher Spannungstensorvorausgesetzt wird, impliziert der Impulssatz den Drehimpulssatz.Weil Spannungstensoren immer symmetrish sind, k�onnen sie diagonalisiert wer-den und besitzen daher Hauptspannungsahsen und Hauptspannungen.Wir fassen die obigen Ergebnisse noh einmal zusammen. Die Bewegungsglei-hung der Kontinuumsmehanik ist der Impulssatz (18.50). Sie bestimmt die Be-shleunigungen und damit auh die Verzerrungen, die aufgrund der Volumen{ undFl�ahenkr�afte entstehen. Die Fl�ahenkr�afte werden dabei durh den Spannungs-tensor beshrieben, der immer symmetrish ist. Zur Erg�anzung der Bewegungs-gleihungen werden Beziehungen zwishen den Verzerrungen und den Spannun-gen, sogenannte Spannungs{Dehnungs{Beziehungen, ben�otigt, die von denEigenshaften des betrahteten Mediums abh�angen und die wir in den folgendenKapiteln diskutieren werden. 175



19. Elastishe Festk�orperIn diesem Kapitel werden wir einige Grundbegri�e der Beshreibung elastisherFestk�orper diskutieren. Man spriht bei kontinuierlihen Medien von elastishemVerhalten, wenn sie eine eindeutige lokale Beziehung zwishen Spannungen undVerzerrungen besitzen. Viele Festk�orper k�onnen sih auh plastish verhalten, diemeisten reagieren jedoh elastish, solange die Verzerrungen niht zu gro� sind.Das elastishe Verhalten f�ur kleine Verzerrungen wird nah dem HookeshenGesetz durh eine lineare Beziehung zwishen dem Verzerrungstensor und demSpannungstensor beshrieben (Robert Hooke, 1635-1703). Die allgemeinstelineare Beziehung zwishen zwei Tensoren zweiter Stufe lautetP�� =X�� ��;�� ���; (19:1)wobei die Elastizit�atsmoduln  einen Tensor vierter Stufe bilden. Der allgemein-ste Tensor vierter Stufe w�urde 34 = 81 unabh�angige Komponenten haben. Nunsind aber die hier verkn�upften Tensoren zweiter Stufe beide symmetrish. Deshalbm�ussen die Elastizit�atsmoduln bez�uglih einer Vertaushung der ersten beiden In-dizes � und � ebenfalls symmetrish sein. Au�erdem w�urde ein antisymmetrisherAnteil von  bez�uglih einer Vertaushung der letzten beiden Indizes � und � inder Summe in (19.1) keinen Beitrag leisten. Daher kann man annehmen, da� derElastizit�atsmodul bez�uglih beider Indexpaare symmetrish ist, d.h. in Formeln��;�� = ��;�� = ��;��: (19:2)Da die beiden Indexpaare je sehs vershiedene Werte annehmen, bleiben damit6� 6 = 36 unabh�angige Elastizit�atsmoduln.Eine weitere Reduktion dieser Zahl ergibt sih aus der Annahme der Existenzeines elastishen Potentials. Wir betrahten dazu die durh eine kleine Ver-zerrung d��� an einem Volumenelement geleistete mehanishe Arbeit. Wir werdenzeigen, da� diese Arbeit pro Volumeneinheit durhÆ� =X�� P�� d��� (19:3)gegeben ist. Zur Herleitung dieser Formel betrahten wir einen kleinen Quader, dershon einer gewissen Verzerrung unterworfen ist, die den lokalen SpannungstensorP erzeugt hat und damit den Quader vorverspannt hat (siehe die folgende Figurlinks). Wir wenden dann eine zus�atzlihe kleine Vershiebung ds(r) auf diesenQuader an, die eine weitere kleine Verzerrung d��� = (�ds�=�x�+�ds�=�x�)=2 desQuaders bewirkt. Auf die r�ukseitige Quader�ahe senkreht zu e1 mit der Gr�o�e�f1 = �2 ��3 wirkt die Kraft P�e1(r)�f1. Sie leistet aufgrund der Vershiebungds(r) an dem Quader die ArbeitÆA�e1 = �Pe1(r) � ds(r)�f1: (19:4)176



Die an der vorderseitigen Fl�ahe senkreht zu e1 geleistete Arbeit ist dagegendurh ÆAe1 = �Pe1(r+�1e1) � ds(r+�1e1)��f1= �Pe1(r) � ds(r)��f1 + ��x1 �Pe1(r) � ds(r)��f1 ��1 (19:5)gegeben, wobei wir zuletzt eine Taylorentwiklung nah der Kantenl�ange �1durhgef�uhrt haben. An den gesamten auf alle sehs Quader�ahen wirkendenFl�ahenkr�aften und eventuellen Volumenkr�aften wird shlie�lih die ArbeitÆA =X� �X� ��x� (P��ds�) + F� ds�� ��V=X� �X� P�� �ds��x� + �X� �P���x� + F��ds�� ��V (19:6)geleistet. Wenn die Vershiebung ds gen�ugend langsam (quasistatish) erfolgt,entstehen keine Beshleunigungen und keine kinetishen Energien und die gesamtegeleistete Arbeit �ndet sih in elastisher Energie wieder. Da dann wegen DivP +F = 0 (siehe (18.50)) der zweite Term in der zweiten Zeile von (19.6) vershwindetund da im ersten Term nur der symmetrishe Anteil ��� des Vershiebungstensors�ds�=�x� beitr�agt, haben wir damit die Formel (19.3) f�ur die elastishe Arbeitpro Volumeneinheit bewiesen.
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Wir werden jetzt die zus�atzlihe Annahme mahen, da� Æ� ein totales Di�erentialist. Aus der G�ultigkeit des Hookeshen Gesetzes (19.1) alleine kann man dasniht folgern. Es folgt aber, wenn man annimmt, da� der einer bestimmten Ver-zerrung entsprehende Zustand des Mediums niht davon abh�angt, auf welhemWege man die Verzerrung erzeugt hat (siehe die obige Figur rehts f�ur zwei Wegezu demselben Endzustand). Dieser eindeutige Zustand sollte dann eine eindeutigbestimmte elastishe Energie �(�) haben. Das elastishe Potential � ist dannwegen (19.1) und (19.3) eine quadratishe Form in den Verzerrungen und es geltendie Beziehungen ������ = P�� und ������ = 2P�� (� 6= �); (19:7)177



wobei der Faktor 2 in der rehten Gleihung sih wegen ��� � ��� ergibt. Aus derVertaushbarkeit der zweiten Ableitungen�2��������� = �2��������� (19:8)folgt dann wegen (19.1) die zus�atzlihe Symmetrieeigenshaft��;�� = ��;�� (19:9)der Elastizit�atsmoduln, mit der die (6� 6){Matrix nur noh 21 unabh�angige Ko-eÆzienten hat.Um handlihe Ausdr�uke f�ur die elastishen Potentiale zu erhalten und unter-shiedlihe Formeln f�ur � = � und � 6= � wie in (19.7) zu vermeiden, ist einever�anderte Notation �ublih, die in der folgenden Tabelle zusammengefa�t ist.Indizes Verzerrung Spannungneu alt1 11 �1 = �11 P1 = P112 22 �2 = �22 P2 = P223 33 �3 = �33 P3 = P334 23; 32 �4 = �23 + �32 P4 = P23 = P325 31; 13 �5 = �31 + �13 P5 = P31 = P136 12; 21 �6 = �12 + �21 P6 = P12 = P21Man numeriert die 6 Komponenten der beiden symmetrishen Tensoren � und Pwie in der Tabelle angegeben durh die Zi�ern i = 1; : : : ; 6 durh. Dann bilden dieElastizit�atsmoduln die symmetrishe (6� 6){Matrixik = ki (19:10)und das Hookeshe Gesetz (19.1) erh�alt die GestaltPi = 6Xk=1 ik�k: (19:11)Das positiv de�nite elastishe Potential ist dann durh� = 12 6Xi;k=1 ik�i�k (19:12)gegeben und anstelle von (19.7) tritt die einfahe BeziehungPi = ����i (i = 1; : : : ; 6): (19:13)178



Bei kristallinen Medien niedrigster Symmetrie (trikline Kristalle) ist das elasti-she Verhalten tats�ahlih durh 21 unabh�angige Moduln festgelegt, deren experi-mentelle Bestimmung einen sehr gro�en Aufwand erfordert. Viele Kristalle habenjedoh eine h�ohere Symmetrie, die unter anderem durh eine endlihe Untergruppeder Drehgruppe O(3) gekennzeihnet werden kann. Solhe Untergruppen hei�enPunktgruppen. Man kann zeigen, da� alle Tensoren, die makroskopishe Ma-terialeigenshaften eines Kristalls beshreiben, unter den in der Punktgruppe desKristalls enthaltenen Drehungen invariant sind.Wir wollen hier als erstes Beispiel explizit untersuhen, welhe Konsequenzen dieExistenz einer 2{z�ahligen Drehahse f�ur den Elastizit�atsmodul hat (monoklineKristalle). Dazu w�ahlen wir die Drehahse z.B. als dritte Koordinatenahse. Seialso ein Kristall invariant unter einer Drehung B2 um die 3{Ahse um den Winkel�. Dann mu� das elastishe Potential (19.12) unter dieser Drehung, die durh dieMatrix B2 = 0��1 0 00 �1 00 0 11A (19:14)beshrieben wird, invariant sein. Da B2 die Vorzeihen der 1{ und 2{Ahseumkehrt, kehren sih unter B2 die Vorzeihen der Verzerrungen �4 und �5 um,w�ahrend die anderen vier Verzerrungen unver�andert bleiben. Das Potential �ist daher genau dann invariant, wenn die aht Elastizit�atsmoduln ik = ki f�uri = 1; 2; 3; 6 und k = 4; 5 vershwinden:14 = 15 = 24 = 25 = 34 = 35 = 64 = 65 = 0: (19:15)Monokline Kristalle haben daher nur noh 13 unabh�angige Elastizit�atsmoduln.Als zweites Beispiel betrahten wir einen Kristall mit einer 4{z�ahligen Drehahse.Wir w�ahlen wieder die Drehahe als 3{Ahse, so da� die 1{Ahse durh die �=2{Drehung in die 2{Ahse �uberf�uhrt wird und die 2{Ahse in die negative 1{Ahse.Die Drehmatrix hat dann die GestaltB4 = 0� 0 �1 01 0 00 0 11A (19:16)und bewirkt die folgende Transformation der Verzerrungen:�1 ! �2 ! �1; �3 ! �3; �5 ! �4 ! ��5; �6 ! ��6: (19:17)Das allgemeinste elastishe Potential, das unter dieser Transformation invariantist, lautet �4 = 112 (�21 + �22) + 332 �23 + 442 (�24 + �25) + 662 �26+ 12�1�2 + 13(�1 + �2)�3 + 16(�1 � �2)�6 (19:18)und hat nur noh 7 unabh�angige Parameter.179



Als weiteres Beispiel betrahten wir eine 3{z�ahlige Drehahse. In diesem Fall legenwir das Koordinatensystem so, da� die Drehahse durh x1 = x2 = x3 gegebenist. Dann bewirkt eine Drehung um den Winkel 2�=3 eine zyklishe Vertaushungder Koordinaten (x1 ! x2 ! x3 ! x1) und die Drehmatrix lautetB3 = 0� 0 0 11 0 00 1 01A : (19:19)Die Verzerrungen werden durh die zyklishe Vertaushung wie�1 ! �2 ! �3 ! �1; �4 ! �5 ! �6 ! �4 (19:20)transformiert. Das allgemeinste elastishe Potential mit dieser Symmetrie hatebenfalls nur noh 7 unabh�angige Parameter und lautet�3 = 112 (�21 + �22 + �23) + 442 (�24 + �25 + �26) + 12(�1�2 + �2�3 + �3�1)+ 45(�4�5 + �5�6 + �6�4) + 14(�1�4 + �2�5 + �3�6)+ 15(�1�5 + �2�6 + �3�4) + 16(�1�6 + �2�4 + �3�5): (19:21)Viele Kristalle haben die h�ohstm�oglihe Symmetrie, die kubishe Symmetrie.Sie ist vorhanden, wenn eine Invarianz sowohl unter der Drehung (19.19) alsauh unter der Drehung (19.14) vorliegt (diese beiden Drehungen erzeugen diesogenannte Tetraedergruppe). Von den 7 in (19.21) verbliebenen Parameternm�ussen laut (19.15) 4 aufgrund der Invarianz unter B2 vershwinden, n�amlih45 = 56 = 0; 14 = 0; 15 = 0; 16 = 24 = 0 (19:22)und damit lautet das allgemeinste kubish invariante elastishe Potential�kubish = 112 (�21 + �22 + �23) + 442 (�24 + �25 + �26) + 12(�1�2 + �2�3 + �3�1): (19:23)Bei kubisher Symmetrie kann auh eine Invarianz unter der Oktaedergruppevorliegen, die durh die beiden Drehungen (19.14) und (19.15) aufgespannt wirdund die eine Erweiterung der Tetraedergrupe ist. Diese h�ohere Symmetrie f�uhrtaber zu keinen weiteren Einshr�ankungen hinsihtlih des elastishen Potentials,so da� (19.23) f�ur alle kubishen Kristalle gilt.Die elastish einfahsten Festk�orper sind die isotropen Festk�orper. SolheFestk�orper, die unter beliebigen Drehungen invariant sind, werden durh amor-phe oder polykristalline Systeme realisiert. Um ihr elastishes Verhalten zu ver-stehen, legen wir zun�ahst das Koordinatendreibein auf das Hauptahsendreibeindes Verzerrungstensors, so da� � = 0� �1 0 00 �2 00 0 �31A (19:24)180



gilt. Da der isotrope Festk�orper selbst keine Rihtung auszeihnet, mu� in diesemKoordinatensystem auh der Spannungstensor diagonal sein und die GestaltP = 0�P1 0 00 P2 00 0 P31A (19:25)haben. Das Hookeshe Gesetz mu� sih jetzt mit nur zwei Parametern formulierenlassen: P1 = a�1 + b(�2 + �3) = (a� b)�1 + b(�1 + �2 + �3)P2 = a�2 + b(�3 + �1) = (a� b)�2 + b(�1 + �2 + �3)P3 = a�3 + b(�1 + �2) = (a� b)�3 + b(�1 + �2 + �3); (19:26)weil f�ur eine Spannung Pi in Rihtung i die beiden anderen Rihtungen �aquivalentsind. Unter Einf�uhrung der beiden Lam�eshen Elastizit�atsmoduln � = b und� = (a� b)=2 shreiben wir nun (19.26) kompakter alsPi = 2� �i + �Sp � (i = 1; 2; 3): (19:27)Die Verallgemeinerung der Beziehung (19.27) auf beliebige Koordinatensystemek�onnen wir nun wegen der Invarianz der relativen Volumen�anderung � = Sp �unter Drehungen leiht angeben. In der alten Tensornotation lautet sieP�� = 2� ��� + �� Æ�� : (19:28)In der neuen Notation impliziert die Tensorrelation (19.28) zum einen die dreiGleihungen (19.27) und zus�atzlih die drei weiteren GleihungenPi = � �i (i = 4; 5; 6): (19:29)Das zugeh�orige elastishe Potential k�onnen wir jetzt mittels (19.13) durh Inte-gration zu�isotrop = �2 (2�21 + 2�22 + 2�23 + �24 + �25 + �26) + �2 (�1 + �2 + �3)2 (19:30)bestimmen.Das isotrope elastishe Potential (19.30) mu� ein Spezialfall des kubishen Poten-tials (19.23) sein. Durh Vergleih der beiden Potentiale erhalten wir die Relatio-nen 12 = �; 44 = �; 11 = 2�+ �: (19:31)Das isotrope elastishe Potential geht also aus dem kubishen durh die zus�atzliheBedingung 11 = 12 + 244 (19:32)hervor. 181



Die m�oglihen Werte der Lam�eshen Moduln � und � sind durh eine Sta-bilit�atsbedingung eingeshr�ankt, nah der das elastishe Potential (19.30) posi-tiv de�nit sein mu�. Diese Bedingung mu� erf�ullt sein, weil andernfalls dasMedium sih spontan verzerren w�urde, um seine Energie abzusenken. Als Eigen-werte der (6�6){Matrix, aus der die quadratishe Form (19.30) gebildet ist, �ndetman � (f�un�ah) und �+ 3�=2. Aus deren Positivit�at folgen die Ungleihungen� > 0; � > �2�3 : (19:33)Wir wollen jetzt die Bewegungsgleihung (18.50) auf den Fall eines isotropenFestk�orpers spezi�zieren. Dazu dr�uken wir die Divergenz des Spannungstensorsunter Benutzung der Relationen (18.9) und (19.28) durh den Vershiebungsvektors aus und erhalten(DivP)� =X� �P���x� = �X� ��x� � �s��x� + �s��x� �+ � ��x�X� �s��x�= �X� �2�x2� s� + (�+ �) ��x�X� �s��x� : (19:34)Die Bedingung (18.39) f�ur die Vernahl�assigbarkeit der Konvektionsbeshleuni-gung ist f�ur elastishe Festk�orper im allgemeinen erf�ullt. Damit erhalten dieHauptgleihungen der Elastizit�atstheorie die Gestalt��2s�t2 = F+ �� s+ (�+ �)grad div s: (19:35)Die Volumenkr�afte F sind bei vielen Problemen der Elastizit�atstheorie ebenfallsvernahl�assigbar.
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Um die physikalishe Bedeutung der beiden Lam�eshen Moduln zu erhellen, be-trahten wir das Anwendungsbeispiel eines Quaders aus einem isotropen elasti-shen Material, der einem einseitigen (uniaxialen) Zug (oder Druk) ausgesetztist. Wie in der obigen Figur gezeigt, soll auf eine der Ober�ahen des Quaders182



eine Zugspannung Pez wirken, deren Betrag P = Q=q durh das Verh�altnis ausder Kraft Q und der Fl�ahe q = a2 bestimmt ist. Die gegen�uberliegende Fl�ahedes Quaders soll festgehalten werden. Diese Zwangsbedingung erzeugt auf dieserFl�ahe eine entgegengesetzte Zugspannung P�ez = �Pez . Wir wollen den sta-tion�aren verzerrten Gleihgewihtszustand des Quaders berehnen. In diesem Zu-stand mu� DivP = 0 gelten. Weil Zugspannungen nur in z{Rihtung auftretensollten, mu� der Spannungstensor r�aumlih homogen sein und seine einzige nihtvershwindende Komponente ist P33 = Q=q. Unsere Aufgabe besteht nun darin,mittels (19.28) die dieser Spannung entsprehende Verzerrung zu �nden.Durh Spurbildung gewinnen wir zun�ahst aus (19.28) die BeziehungX� P�� = (2�+ 3�)� (19:36)zwishen der Spur des Spannungstensors und der relativen Volumen�anderung �und k�onnen damit (19.28) nah dem Verzerrungstensor au�osen mit dem Ergebnis��� = 12� P�� � �2�(2�+ 3�) Æ��X� P��: (19:37)In Rihtung der Zugspannung erwarten wir eine Dehnung des Quaders, die durhdie Verzerrung �33 = �sz=�z = �l=l gegeben ist. Nah (19.37) hat diese Verzer-rung die Gr�o�e �33 = �+ ��(2�+ 3�) P33: (19:38)F�ur den durh die Gleihung �ll = 1E Qq (19:39)de�nierten Youngshen Modul E erhalten wir demnahE = �(2�+ 3�)�+ � : (19:40)O�enbar ist aber �33 niht die einzige von Null vershiedene Komponente desVerzerrungstensors. Aus (19.37) lesen wir auh Kontraktionen�11 = �22 = � �2�(2�+ 3�) P33 (19:41)des Quaders senkreht zur Rihtung der uniaxialen Zugspannung ab. Zur Charak-terisierung dieses E�ektes de�niert man den QuerkontraktionskoeÆzienten� = ��11�33 = ��aa : �ll (19:42)183



(auh Poissonshe Zahl genannt), der hier den Wert� = �2(�+ �) (19:43)hat. Durh Umkehrung der Beziehungen (19.40) und (19.43) k�onnen die beidenLam�eshen Moduln � = E2(1 + �) � = �E(1 + �)(1� 2�) (19:44)aus dem obigen uniaxialen Zugspannungsexperiment bestimmt werden. F�ur dierelative Volumen�anderung (19.36) erhalten wir den Ausdruk�uni = 12�+ 3� Qq = 1� 2�E Qq : (19:45)Besonders einfah ist die Reaktion eines isotropen Festk�orpers auf eine gleih-m�a�ige Kompression. In diesem Falle ist der Spannungstensor isotrop und wirddurh die Formel P�� = �p Æ�� (19:46)beshrieben, wobei p der �au�ere Druk auf den Festk�orper beliebiger Gestalt ist.Da man einen gleihm�a�igen Druk am besten durh Einbettung des Festk�orpersin eine Fl�ussigkeit realisiert, nennt man den gleihm�a�igen Druk auh hydro-statishen Druk. Da der Verzerrungstensor in diesem Falle ebenfalls isotropist, wird die Verzerrung durh die relative Volumen�anderung vollst�andig harak-terisiert und man erh�alt anhand von (19.36) die Beziehung�hydro = � 32�+ 3� p = �� p: (19:47)Den Parameter � nennt man die Kompressibilit�at des Festk�orpers.Die aus dem Stabilit�atskriterium gewonnenen Ungleihungen (19.33) haben ent-sprehende Ungleihungen f�ur die oben diskutierten elastishen Konstanten zurFolge. Man �ndet die UngleihungenE > 0; �1 < � < 12 ; � > 0: (19:48)F�ur viele Materialien gilt die st�arkere Ungleihung � > 0, die nur positive Pois-sonzahlen � > 0 zul�a�t, die aber niht aus generellen Prinzipien folgt.Als eine Anwendung der Bewegungsgleihung (19.35) behandeln wir abshlie�enddie Ausbreitung von Shallwellen in einem isotropen Medium. Man suht dazuwellenartige L�osungen der Bewegungsgleihung. F�ur eine ebene Welle, die in Rih-tung der 3{Ahse mit der Geshwindigkeit  l�auft, mahen wir den vektoriellenAnsatz s(r; t) = f(x3 �  � t): (19:49)184



F�ur die �{te Komponente dieses Ansatzes ergibt die Bewegungsgleihung (19.35)die Bedingung �� 2 � �� (�+ �) Æ�3� f 00� = 0; (19:50)aus der wir die Shallgeshwindigkeit ablesen k�onnen. Die Shallgeshwindigkeith�angt von der Polarisation der Shallwelle ab. Wenn die Auslenkungsvektorens parallel zur Ausbreitungsrihtung des Shalles sind, spriht man von longitu-dinalen Shallwellen, wenn sie senkreht zur Ausbreitungsrihtung stehen, vontransversalen Shallwellen. Die entsprehenden Shallgeshwindigkeiten sindnah (19.50) durh l =s2�+ �� ; t =r�� (19:51)gegeben. Die Stabilit�atsbedingung (19.33) hat zur Folge, da� generell die Unglei-hung l > t gilt.

185



20. Mehanik der Fl�ussigkeiten und GaseIn diesem Kapitel werden wir kurz auf die elementarsten Grundbegri�e derMehanik der Fl�ussigkeiten und Gase eingehen. Wie man im Rahmen der Thermo-dynamik lernt gibt es keinen qualitativen Untershied zwishen der �ussigen undder gasf�ormigen Phase einer Substanz. Beide Phasen zeihnen sih im Vergleih zuFestk�orpern mehanish dadurh aus, da� der Spannungstensor im Gleihgewihts-zustand (Ruhezustand) immer isotrop ist. Das impliziert rihtungsunabh�angigeDrukspannungen und vershwindende Sherspannungen und einen Spannungsten-sor der Form P�� = �p � Æ�� (Ruhe): (20:1)Es ist meist niht sinnvoll, insbesondere f�ur Gase niht, den Druk p im Sinne von(19.28) und (19.47) mit der relativen Volumen�anderung � in die Beziehungp = �� �� = � 1� �� (20:2)zu setzen, weil die Kompressibilit�at � f�ur gr�o�ere Volumen�anderungen vom Vo-lumen abh�angt. Zur Erfassung solher E�ekte zieht man anstelle von (20.2) diethermodynamishe Zustandgleihungp = p(�; T ) bzw: � = �(p; T ) / 1V (p; T ) (20:3)hinzu und de�niert die Kompressibilit�at durh� = � 1V dVdp : (20:4)Es gibt auh anisotrope Fl�ussigkeiten (auh �ussige Kristalle genannt), derenmehanishes Verhalten komplexer ist als das der isotropen Fl�ussigkeiten, aufdie wir uns in diesem Kapitel beshr�anken werden.In bewegten Fl�ussigkeiten und Gasen gibt es jedoh durhaus Sherspannun-gen, die mit den Deformationsgeshwindigkeiten (siehe (18.30) und (18.32))anwahsen. F�ur niht zu gro�e Deformationsgeshwindigkeiten wird man in Analo-gie zum Hookeshen Gesetz (19.28) in isotropen Festk�orpern und in Erweiterungvon (20.1) die lineare BeziehungP�� = �p � Æ�� + 2 � _��� + �0 _� Æ�� (20:5)annehmen. Hier entsprehen die dynamishe Z�ahigkeit (oder Viskosit�at) �und der zweite Parameter �0 den Lam�eshen Moduln � und �. Aufgrund derReibungsterme in (20.5) ist die mehanishe Energie des Systems niht l�angererhalten. Der Verlust an mehanisher Energie, die sih in Form von W�armewieder�ndet, wird auh Dissipation genannt.186



F�ur die Aufstellung der Bewegungsgleihung (18.50) brauhen wir die zu (19.34)analoge Gleihung (beahte dazu _s = v)DivP = �grad p+ ��v + (� + �0) grad div v: (20:6)Die (18.50) entsprehende Bewegungsgleihung stellt man f�ur das Geshwindig-keitsfeld v(r; t) in Eulersher Parameterisierung auf. Wenn man zur Beshreibungder Volumenkr�afte anstelle der in Kapitel 18 verwendeten Kraftdihte F (Kraftpro Volumeneinheit) noh die Notation �F verwendet, in der F die Kraft proMasseneinheit ist, erh�alt man die aus dem 19. Jahrhundert (Navier 1822, Stokes1845) stammende Navier{Stokesshe Bewegungsgleihung� �v�t + � (v � r)v = �F� grad p+ ��v + (� + �0) graddiv v (20:7)(Claude Navier (1785-1836) und Georges Stokes (1819-1903)).Im allgemeinen haben wir bei dem hier betrahteten Problem drei ortsabh�angigeFelder zu berehnen, das Geshwindigkeitsfeld v(r; t) sowie die Massendihte �(r; t)und den Druk p(r; t). Mit der Zustandsgleihung (20.3) und der Bewegungs-gleihung (20.7) haben wir zun�ahst zwei Gleihungen f�ur diese Felder. Die drittenoh fehlende Gleihung dr�ukt die Erhaltung der Masse aus. Die MasseMV (t) = ZV �(r; t) d3r; (20:8)die in einem beliebig gew�ahlten Teilvolumen V enthalten ist, kann sih n�amlihnur dadurh �andern, da� Masse durh die Ober�ahe von V str�omt. Durh einkleines Fl�ahenelement �f auf der Ober�ahe von V mit der Au�ennormalen nstr�omt im Zeitintervall dt die Masse � � �f vdt � n, die zur Erniedrigung der inV enthaltenen Masse beitr�agt. Der gesamte Massenu� durh die Ober�ahe Ovon V w�ahrend des Zeitintervalls dt ist deshalb gleih der Reduktion �dMV derMasse (20.8) in diesem Zeitintervall und die Massenerhaltung wird durh dieGleihung ddtMV + ZZO �v � n df = 0 (20:9)ausgedr�ukt.
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Wenn wir das Flu�integral mittels des Gau�shen Integralsatzes in ein Volumenin-tegral umwandeln, erhalten wir mit (20.8) aus (20.9) die BedingungZV � ��t�(r; t) + div (�v)�d3r = 0: (20:10)Da diese Bedingung f�ur beliebige Volumina V gilt, mu� der Integrand vershwindenund wir erhalten die Kontinuit�atsgleihung��t�(r; t) + div (�v) = 0 (20:11)als Ausdruk der lokalen Massenerhaltung. Anhand der allgemeinen Beziehung(18.37) zwishen lokalen und totalen (oder substantiellen) Zeitableitungen undder Identit�at div (�v) = v � grad � + � div v kann die Kontinuit�atsgleihung auhin die Form ddt�+ � div v = 0 (20:12)gebraht werden.Die Navier{Stokes{Gleihung (im Zusammenspiel mit der Kontinuit�atsgleihungund einer Zustandsgleihung) gestattet die Behandlung der Dynamik einer Vielzahlvon Ph�anomenen, die wir hier niht weiter betrahten k�onnen. Wir wollen hier ab-shlie�end nur noh einige wihtige Spezialf�alle der Fl�ussigkeitsdynamik aufz�ahlen.Bei Fl�ussigkeiten �andert sih im Gegensatz zu Gasen die Dihte oft so wenig mitdem Druk, da� man die Dihte als unver�anderlih ansehen kann. In diesem Sinnenennt man eine Fl�ussigkeit inkompressibel, wenn sie die Bedingungddt� = 0 (20:13)erf�ullt. Wegen der Kontinuit�atsgleihung (20.12) sind die Geshwindigkeitsfelderinkompressibler Fl�ussigkeiten immer quellenfrei, d.h. f�ur sie giltdiv v = 0: (20:14)Homogene Fl�ussigkeiten sind durh die Bedingunggrad � = 0 (20:15)harakterisiert. Wenn eine Fl�ussigkeit homogen und inkompressibel ist, ziehenwir aus (20.11) die Folgerung ��=�t = 0, d.h. die Dihte ist r�aumlih und zeitlihkonstant: �(r; t) = �0.Shon im Jahre 1755 hat Leonard Euler die Bewegungsgleihung f�ur idealeFl�ussigkeiten �v�t + (v � r)v = F� 1� grad p (20:16)188



aufgestellt (Eulershe Gleihungen der Hydrodynamik), die sih aus derNavier{Stokes{Gleihung im Grenzfall vershwindender Z�ahigkeitskoeÆzientenergibt. Da bei normalen Fl�ussigkeiten (im Gegensatz zu Super�ussigkeiten) dieZ�ahigkeit niht vershwindet, stellt sih die Frage, unter welhen Bedingungen dieZ�ahigkeitsterme in (20.7) vernahl�assigt werden k�onnen. Wir bringen die Navier{Stokes{Gleihung zur Beantwortung dieser Frage in eine dimensionslose Form,indem wir mittelsv = v0 � u; r = l0 � x; t = l0v0 �; � = �0 � � (20:17)typishe Einheiten f�ur die Geshwindigkeit v0, die L�ange l0 und die Dihte �0einf�uhren und annehmen, die Zeit skaliere wie das Verh�altnis aus L�ange undGeshwindigkeit. In den skalierten Gr�o�en hat die Navier{Stokes{Gleihung dieGestalt (dividiere Gleihung (20.7) durh �0v20=l0)� �u�� + � �u � ��x�u = : : :+ ��0l0v0 � ��x � ��x�u+ : : : : (20:18)Ein Vergleih der Terme auf der linken Seite dieser Gleihung mit dem erstenZ�ahigkeitsterm auf der rehten Seite zeigt, da� die Gr�o�e der ReynoldshenZahl R := �0l0v0� (20:19)�uber die Relevanz der Z�ahigkeitsterme entsheidet. Eine ideale Fl�ussigkeit liegtim Grenzfall R!1 vor.Falls die eingepr�agte Kraft pro Masseneinheit F sih wie z.B. beim Shwerefeldaus einem Potential ableitet, F = � gradU(r); (20:20)bietet sih die folgende Umformung der Eulershen Gleihung (20.16) f�ur idealeFl�ussigkeiten an. F�ur den Konvektionsterm benutzt man die Identit�at�v � r�v = 12 grad v2 � v � rotv: (20:21)Mittels der aus der Zustandsgleihung � = �(p) gewonnenen StammfunktionP (p) := Z p dp0�(p0) (20:22)l�a�t sih der Drukterm als 1� grad p = gradP (20:23)189



shreiben. Damit lautet die Eulershe Gleihung nunmehr�v�t = � grad �12v2 + U + P �+ v � rotv: (20:24)Da die Wirbelst�arke jedes Gradientenfeldes vershwindet, folgt aus dieser Glei-hung � rotv�t = rot(v � rotv): (20:25)Falls das Geshwindigkeitsfeld v zu einem Zeitpunkt t0 wirbelfrei ist, rotv � 0,vershwindet an diesem Zeitpunkt die Zeitableitung von rotv und das Feld ist zuallen Zeiten wirbelfrei. Da wirbelfreie Felder sih als Gradient eines Potentialsdarstellen lassen, v = grad�(r; t); (20:26)spriht man in diesem Falle von Potentialstr�omungen. Die Theorie dieserStr�omungen hat gro�e �Ahnlihkeit mit der Elektrostatik, weil elektrostatisheFelder ebenfalls wirbelfrei sind.Falls man (20.21) niht benutzt, erh�alt man anstelle von (20.24) f�ur die EulersheGleihung die Gestalt dvdt = � grad (U + P ): (20:27)F�ur den Wirbelvektor (siehe auh (18.31))!(r; t) := 12 rotv (20:28)des Geshwindigkeitsfeldes erh�alt man durh Anwendung der Operation rot auf(20.27) den Erhaltungssatz ddt! = 0: (20:29)Er dr�ukt das Vershwinden der substantiellen Zeitableitung des Wirbelvektorsaus, aus dem die Helmholtzshen Wirbels�atze folgen.In niht idealen Fl�ussigkeiten �andert sih der Wirbelvektor im Laufe der Zeitaufgrund der Wirkung der Z�ahigkeitsterme.Als Anwendung wollen wir kurz auf die Shallausbreitung in idealen Fl�ussigkeitenoder Gasen eingehen. Unter Vernahl�assigung des Konvektionsterms und der Vo-lumenkr�afte lautet die zu verwendende Bewegungsgleihung nah (20.16) hier� �v�t + grad p = 0: (20:30)Sie ist zu erg�anzen durh die Kontinuit�atsgleihung (20.11) und durh die Zu-standsgleihung (20.3). Wir nehmen kleine Abweihungen vom Gleihgewiht an,wobei die Geshwindigkeiten sowie die Abweihungen Æp := p� p0 und Æ� := �� �0190



als kleine Gr�o�en betrahtet werden, in denen alle Gleihungen linearisiert werdenk�onnen. Aus der Zustandsgleihung (20.3) ergibt sih zwishen den Druk{ undden Dihteabweihungen die BeziehungÆp = �dpd��0 � Æ� (20:31)und die linearisierte Bewegungsgleihung und linearisierte Kontinuit�atsgleihunglauten �0 �v�t + grad Æp = 0 (20:32)und �Æ��t + �0 div v = 0: (20:33)Nah nohmaliger Ableitung von (20.33) nah der Zeit eliminiert man mittels(20.31) und (20.32) sowohl Æp als auh v und erh�alt die Wellengleihung�2Æ��t2 � �dpd��0 �� Æ� = 0 (20:34)f�ur die Dihteshwankung Æ�. Mit dem zu (19.47) analogen Ansatz Æ� =g(x3 �  � t) f�ur eine ebene Welle in Rihtung der 3{Ahse �nden wir f�ur dieShallgeshwindigkeit die Formel  =s�dpd��0: (20:35)Das Geshwindigkeitsfeld einer Shallwelle kann nah Gleihung (20.26) als Poten-tialstr�omung angenommen werden, wodurh Gleihung (20.32) in die Gestaltgrad ��0 ���t + Æp� = 0 (20:36)�uberf�uhrt werden kann. Diese Gleihung sagt uns, da� die in Klammern ste-hende Gr�o�e niht vom Ort r abh�angt, also eine reine Funktion der Zeit tist. Diese Zeitfunktion kann man dann aber durh einen additiven Zusatz zumGeshwindigkeitspotential � kompensieren, der das aus � abgeleitete Geshwin-digkeitsfeld v niht ber�uhrt. Nah dieser Umeihung des Geshwindigkeitspoten-tials gilt daher �0 ���t + Æp = 0; (20:37)w�ahrend Gleihung (20.33) sih mit dem Potential jetzt als�Æ��t + �0�� = 0 (20:38)191



shreiben l�a�t. Nah nohmaliger Zeitdi�erentiation der Gleihung (20.37) kannman hier mittels (20.38) und (20.31) Æ� und Æp eliminieren und erh�alt f�ur dasGeshwindigkeitspotential ebenfalls die Wellengleihung�2��t2 � 2�� = 0: (20:39)Mit dem Ansatz �(r; t) = f(r � n�  � t) (20:40)f�ur eine ebene Welle in Rihtung des Einheitsvektors n erh�alt man aus (20.26) dieGeshwindigkeit v(r; t) = n � f 0; (20:40)aus (20.37) die Drukshwankung Æp = �0 � f 0 (20:41)und aus (20.31) und (20.35) die DihteshwankungÆ� = �0 � f 0: (20:42)Wir erkennen anhand dieser L�osung, da� es sih um longitudinale Shallwellenhandelt. Transversale Shallwellen sind im Gegensatz zu Festk�orpern wegen dervershwindenden Sherspannungen niht m�oglih.Nah diesem sehr kurzen Abri� �uber einige Begri�e der Hydromehanik und derBerehnung der Shallgeshwindigkeit als einzigem Anwendungsbeispiel beendenwir dieses Kapitel.
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V. Anh�angeA. Zentralpotentiale mit geshlossenen BahnenDieser Anhang ist der Suhe nah denjenigen Zentralpotentialen (4.10) gewid-met, f�ur die alle gebundenen Bewegungen geshlossene Bahnen sind. Als zweisolhe Zentralpotentiale haben wir in Kapitel 4 die beiden Potentiale (4.17) und(4.29) identi�ziert. Wir werden im folgenden zeigen, da� dies die einzigen Zen-tralpotentiale mit dieser Eigenshaft sind.Wir kn�upfen an die Formel (4.34) an, aus der wir den Winkelabstand �' zwishenbenahbarten Perizentren und Apozentren (Punkten k�urzesten und weitesten Ab-standes zum Kraftzentrum) ablesen k�onnen. Wir erhalten daf�ur die Formel�' = Z �+�� d�=�2q2mL2 (E � V (�))� 1�2 ; (A:1)wobei der Abstand �+ des Apozentrums und der Abstand �� des Perizentrumsjeweils Nullstellen der Wurzel im Nenner sind. Wir benutzen hier aus Gr�undender gr�o�eren physikalishen Anshaulihkeit den Abstand � und niht den inversenAbstand u als Integrationsvariable. Wie shon am Ende von Kapitel 4 erw�ahnt,mu� der Winkelabstand �' kommensurabel mit der Zahl � sein, damit eine Bahngeshlossen ist. Alle Bahnen zu einem gegebenen Zentralpotential k�onnen dahernur dann geshlossen sein, wenn �' ein festes rationales Vielfahes von � un-abh�angig von der Wahl der Parameter E und L ist.Wir behandeln dieses h�ubshe Problem hier niht etwa, weil es ein besonderswihtiges Problem der theoretishen Mehanik w�are, sondern weil seine L�osungsh�one Beispiele f�ur die Suhe nah l�osbaren Grenzf�allen von niht allge-mein l�osbaren Problemen liefert. Die geshikte Vereinfahung mathematishshwieriger Probleme in Grenzf�allen geh�ort zu den Fertigkeiten, die ein Physikerbeherrshen sollte.Wir beginnen mit der Betrahtung des Grenzfalls nahezu kreisf�ormiger Bah-nen. F�ur solhe Bahnen mu� die Energie diht oberhalb eines Minimums V0 :=Ve�(�0) des e�ektiven PotentialsVe�(�) = V (�) + L22m�2 (A:2)liegen. F�ur E & V0 geht die Di�erenz�� := �+ � ��2 (A:3)zwishen den Abst�anden im Apo{ und im Perizentrum gegen 0. Daher kann mandas e�ektive Potential in (A.1) durh seine TaylorentwiklungVe�(�) = V0 + 12V 00e�(�0)(�� �0)2 (A:4)i



approximieren. Man erh�alt dann unter geshikter Benutzung der Substitution� = �0 +�� � x das Ergebnis�' = lim��!0 Z �+�� d�=�2q mL2V 00e�(�0)���2 � (�� �0)2�= Z 1�1 dx=�20p mL2V 00e�(�0)(1� x2) = �L�20pmV 00e� (�0) : (A:5)Um dieses Ergebnis auf das Potential V (�) umzurehnen, brauht man die FormelnV 0e�(�0) = V 0(�0)� L2m�30 = 0;V 00e�(�0) = V 00(�0) + 3L2m�40 (A:6)und erh�alt �' = �q3 + �0V 00(�0)V 0(�0) : (A:7)Hier konnte der Parameter L2=m mittels der ersten Gleihung in (A.6) eliminiertwerden, so da� �' allein durh lokale Eigenshaften des Potentials am Minimum�0 des e�ektiven Potentials ausgedr�ukt ist.Wegen der Kommensurabilit�at von �' mit � mu� die Wurzel in (A.7) immereine rationale Zahl sein und darf daher niht vom Bahnradius �0 abh�angen. DieseForderung versha�t uns die Di�erentialgleihung� := 1 + �V 00(�)V 0(�) ; (A:8)deren L�osung V (�) = � a�� (� 6= 0)a log � (� = 0) (A:9)(unter Vernahl�assigung einer physikalish irrelevanten additiven konstanten Ener-gie) die in Frage kommenden Potentiale shon sehr stark einshr�ankt. Wir haltenfest, da� f�ur die Potentiale (A.9) der Winkelabstand �' nur vom Exponenten �abh�angt und durh �' = �p2 + � (A:10)gegeben ist, so da� der Exponent aus dem Wertebereih � > �2 kommen mu�.Au�erdem folgt aus der Forderung nah der Existenz des Minimums im e�ektivenPotential V 0e� (�0) = a����10 � L2m�30 := 0 (A:11)ii



die Vorzeihenregel a� > 0 f�ur die Potentiale (A.9). Der Fall � = 0 kann wegendes inkommensurablen Wertes �' = �=p2 ausgeshlossen werden. Im folgendenwerden wir zwei weitere Grenzf�alle der Formel (A.1) betrahten, die sih auf diebeiden F�alle � > 0 und �2 < � < 0 beziehen.F�ur � > 0 steigt das Potential (A.9) mit � ! 1 unbegrenzt an und deshalbsind alle Bahnen gebunden. Wir betrahten f�ur diese Potentiale den GrenzfallE ! 1 bei festgehaltenem Drehimpuls L. In dem betrahteten Grenzfallgilt �� / 1=pE ! 0 und �+ / E1=� ! 1. Da der Hauptbetrag zu �' indieser Situation von der Umgebung des Perizentrums zu erwarten ist, spalten wirdas Integral (A.1) am Minimum des �0 e�ektiven Potentials in zwei Anteile aufund f�uhren in diesen beiden Anteilen vershiedene Substitutionen � = �� � s und� = �+ � s durh. Wir erhalten dann�' = Z �0�� d�=�2q2mL2 (V (��)� V (�)) + 1�2� � 1�2+ Z �+�0 d�=�2q2mL2 (V (�+)� V (�)) + 1�2+ � 1�2= Z �0=��1 ds=s2q1� 1s2 + 2maL2 �2+�� (1� s�)+ ��1��=2+ Z 1�0=�+ ds=s2q2maL2 (1� s�) + ��2��+ (1� 1s2 ) :
(A:12)

Den zweiten Term kann man jetzt als O(���=2+ ) = O(1=pE) absh�atzen und dererste Term ergibt im Grenzfall E ! 0�' = Z 11 ds=s2q1� 1s2 = Z 10 dup1� u2 = �2 : (A:13)Durh Vergleih von (A.10) mit (A.13) bleibt als einziges Potential f�ur � > 0 dasharmonishe Potential mit � = 2.F�ur �2 < � < 0 ist das Potential (A.9) nah unten unbeshr�ankt. Hier liegt esnahe, den Grenzfall L ! 0 bei festgehaltener Energie E zu betrahten, indem das Minimum des e�ektiven Potentials beliebig nahe an das Kraftzentrumr�ukt und beliebig tief wird. Als Parameter f�ur das Potential werden wir k :=�a > 0 und 0 < � := �� < 2 benutzen. Wir werden die Integrationsvariable indiesem Grenzfall mit der Nullstelle �0 des e�ektiven Potentials skalieren, derenRelation zum Drehimpuls aus der Gleihung�2��0 = L22mk (A:14)iii



entnommen werden kann. Mit der Substitution � = �0 � s erhalten wir dann�' = limL!0Z �+=�0��=�0 ds=s2qEk ��0 + 1s� � 1s2 = Z 11 ds=s2q 1s� � 1s2= Z 10 dxpx� � x2 = 22� � arsin�x 2��2 ���10 = �2 + �: (A:15)Durh Vergleih von (A.10) mit (A.15) bleibt als einziges Potential f�ur �2 < � < 0das Keplerpotential mit � = �1.Insgesamt sind damit das harmonishe und das Keplerpotential als die einizgenZentralpotentiale identi�ziert, f�ur die alle gebundenen Bahnen geshlossen sind.
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B. Keplerbahnen kleiner Exzentrizit�atIn diesem Anhang werfen wir einen kurzen Blik auf Keplerbahnen kleiner Exzen-trizit�at �� 1. Wir lesen aus Gleihung (4.23) die Relationb = ap1� �2 = a(1� �2=2 + : : :) (B:1)ab, die uns zeigt, da� das Verh�altnis der beiden Halbahsen nur quadratish in� vom Wert 1 abweiht. Dies impliziert nur sehr geringe Abweihungen von derKreisf�ormigkeit bei niht zu gro�en Exzentrizit�aten. Zur quantitativen Demonstra-tion dieses Aspektes zeigen wir im folgenden eine Tabelle mit den Exzentrizit�atender Planeten des Sonnensystems und den zugeh�origen Abweihungen �2=2.Planet � �2=2Merkur 0; 2056 0; 021Venus 0; 0068 0; 000023Erde 0; 0167 0; 00014Mars 0; 0934 0; 0044Jupiter 0; 0482 0; 0012Saturn 0; 0553 0; 00115Uranus 0; 0474 0; 0011Neptun 0; 0104 0; 000054Pluto 0; 2476 0; 0307Der Haupte�ekt kleiner Exzentrizit�aten ist also niht eine elliptishe Verformungder Bahn, sondern die Vershiebung des Brennpunktes aus dem Zentrum der Bahn.
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C. Wirkungs{ und Winkelvariable beim KeplerproblemIn diesem Anhang stellen wir als Anwendung der Behandlung integrabler Systemenah Kapitel 13 die Bestimmung von Wirkungs{ und Winkelvariablen f�ur dasKeplerproblem vor.Ein Massenpunkt in einem zentralen Gravitationspotential wird durh die Hamil-tonfunktion H = p22m � kr (C:1)beshrieben. Wir hatten shon in Kapitel 4 gezeigt, da� dieses Problem aufgrundder vielen Erhaltungsgr�o�en durh Integrationen gel�ost werden kann. Erhalten istneben der Energie H der Drehimpulsvektor L. Um die Integrabilit�at des Systemsim Sinne von Kapitel 13 zu zeigen, m�ussen wir aus diesen Erhaltungsgr�o�en min-destens drei Erhaltungsgr�o�en konstruieren, die paarweise in Involution zueinandersind, d.h. die die Gleihungen (13.85) erf�ullen. Wegen der Erhaltung des Drehim-pulses lesen wir aus (13.43) ab, da�[L; H℄ = 0 (C:2)gilt und daher alle drei Komponenten des Drehimpulsvektors in Involution zurHamiltonfunktion sind. Damit haben wir allerdings unser Problem noh nihtgel�ost, weil die vershiedenen Komponenten Li des Drehimpluses niht zueinanderin Involution stehen. Es gilt vielmehr[Li; Lj℄ = 3Xk=1 �ijkLk: (C:3)Wegen der Derivationseigenshaft (13.38) der Poissonklammern ist jedoh auhjede Funktion der Drehimpulses L in Involution zur Hamiltonfunktion. So giltinsbesondere auh [H;L2℄ = 3Xi=1�[H;Li℄Li + Li[H;Li℄� = 0: (C:4)Man kann zeigen, da� jeder Skalar, d.h. jede unter allen Rotationen um den Ko-ordinatenurspung invariante Phasenraumfunktion, mit dem Drehimpulsvektor inInvolution steht. Hinsihtlih des Skalars L2 �uberzeugen wir uns hier mittels derHilfsformelnL = r� p; �L�r = �p; �L�p = r�L2 = r2p2 � (r � p)2; �L2�r = 2p2r� 2(r � p)p; �L2�p = 2pr2 � 2r(r � p) (C:5)von der Identit�at[L;L2℄ = �2r2p� 2(r � p)r�� p� r� �2rp2 � 2p(r � p)� = 0: (C:6)vi



Angesihts der vershwindenden Poissonklammern (C.2), (C.4) und (C.6) kannman jetzt eine Komponente, etwa Lz, des Drehimpulksvektors ausw�ahlen underh�alt die drei paarweise involutorishen Erhaltunggr�o�enF1 = H; F2 = L2; F3 = Lz: (C:7)Um die erzeugende Funktion (13.87) zu bilden, mu� man zun�ahst das Gle-ihungssystem (C.7) nah den Impulsen au�osen. Dies stellt sih als einfaherheraus, wenn man anstelle der kartesishen Kugelkoordinaten verwendet. Aus derLagrangefunktion f�ur das Keplerproblem in KugelkoordinatenL = m2 ( _r2 + r2 _#2 + r2 _'2 sin2 #) + kr (C:8)lesen wir die generalisierten Impulsepr = m _r; p# = mr2 _#; p' = mr2 _' sin2 # (C:9)und die HamiltonfunktionF1 = E = H = 12m (p2r + p2#r2 + p2'r2 sin2 # )� kr (C:10)ab. Die beiden anderen Erhaltungsgr�o�en in (C.7) haben in diesen Koordinatendie Darstellungen F2 = L2 = L2 = p2# + p2'sin2 # (C:11)und F3 = Lz = p': (C:12)Wir werden die Erhaltungsgr�o�en im folgenden zugunsten einer besseren physikali-shen Transparenz mit E, L2 und Lz bezeihnen, wobei L der Betrag des Drehim-pulses ist. Die Au�osung der Gleihungen (C.10-12) nah den Impulsen ergibtjetzt p' = Lz; p# =rL2 � L2zsin2 #; pr =r2m�E + kr �� L2r2 : (C:13)Die erzeugende Funktion (13.87) berehnet sih mit diesen Impulsen als die SummeS2(F1; F2; F3;'; #; r) = Z (p'd'+ p#d#+ prdr) (C:14)von drei Stammfunktionen. Da die Variable ' shon zyklish ist, ist die ersteStammfunktion nat�urlih trivial. Die anderen beiden Stammfunktionen sind abervii



auh elementar und man erh�alt insgesamtS2 = Lz '+ �L artg L os#qL2 sin2 #� L2z+ Lz2 artgL2z � L2(1 + os#)LzqL2 sin2 #� L2z � Lz2 artgL2z � L2(1� os#)LzqL2 sin2 #� L2z �+ �p2mr(k + Er)� L2 + L artg L2 � kmrLp2mr(k + Er)� L2� kr m�2E artg q m�2E (k + 2Er)p2mr(k + Er)� L2 �:
(C:15)

Hier haben wir ber�uksihtigt, da� die durh (C.7) de�nierten Phasenraum�ahennur f�ur negative Energien kompakt sind. Bei der Berehnung der Wirkungsvari-ablen (13.98) beahten wir zun�ahst, da� die Koordinate ' ja shon zyklish ist.Daher gilt I' = 12� Z 2�0 p' d' = p' = Lz = F3 (C:16)und die erste Wirkungsvariable ist identish mit der Erhaltungsgr�o�e Lz. Diebeiden anderen Ringintegrale �uber geshlossene Kurven auf der Phasenraum�ahek�onnen ohne Benutzung der expliziten Stammfunktionen in (C.15) mittels funktio-nentheoretisher Methoden berehnet werden. Da wir die Stammfunktionen je-doh zur Hand haben, k�onnen wir diese Integrale aus (C.15) ablesen. Wir m�ussendazu die Nullstellen der beiden anderen Impulse in (C.13) bestimmen. Die Null-stellen #� von p# ergeben sih ausos#� = �r1� L2zL2 (C:17)und die zugeh�orige Wirkungsvariable istI# = 12� �Z #+#� p# � Z #�#+ p#� = 1� Z #+#� p# = L� jLzj: (C:18)Das einfahe Ergebnis folgt aus der Beobahtung, da� die Argumente der artg{Funktionen in (C.15) an den Integrationsgrenzen immer die Werte �1 haben unda� die Z�ahler in den artg{Funktionen auf dem Integrationsweg immer das Vorzei-hen wehseln. Dadurh erhalten die Integrale �uber jede der artg{Funktionen dieWerte ��.Die Nullstellen von pr bestimmen sih zur� = 1�2E �k �rk2 + 2EL2m �: (C:19)viii



Hier garantieren die beiden Ungleihungenr� < L2km < r+; und r� < k�2E < r+; (C:20)da� die beiden letzten artg{Funktionen in (C.15) ebenfalls l�angs des Integra-tionsweges ihr Vorzeihen umkehren, und wir erhalten daherIr = 1� Z r+r� pr dr = �L+ kr m�2E : (C:21)Wie in Kapitel 13 gezeigt wurde, ist die Hamiltonfunktion in den zu denWirkungsvariablen geh�origen Koordinaten zyklish. Daher mu� sie eine Funk-tion alleine der Wirkungsvariablen sein. Tats�ahlih erhalten wir durh Au�osender Gleihungen (C.21), (C.18) und (C.16) nah der Energie die BeziehungenL = I# + jI'j (C:22)und H = � mk22(Ir + I# + jI'j)2 : (C:23)Aufgrund der einfahen Abh�angigkeit der Hamiltonfunktion von der Summe derWirkungsvariablen stehen die drei Kreisfrequenzen (13.102) nunmehr in der ein-fahen Beziehung 
r = 
# = 
' � sign I' = mk2(Ir + I# + jI'j)3 : (C:24)Die Gleihheit der Kreisfrequenzen garantiert die bekannte Geshlossenheit allergebundenen Bahnen beim Keplerproblem, weil nah (13.103) die Zeitentwiklungaller drei Winkelvariablen die gleihe Periode hat.Die Winkelvariablen leiten sih jetzt nah (13.100) aus den partiellen Ableitungender erzeugenden Funktion (C.15) nah den Wirkungsvariablen ab. Wir bildenzun�ahst die Ableitungen nah den Erhaltungsgr�o�en und erhalten�S2�E = p2mr(k + Er)� L22E �r mk2�8E3 artg (k + 2Er)q m�2Ep2mr(k +Er)� L2�S2�L = artg L2 � kmrLp2mr(k + Er)� L2 + artg L os#qL2 sin2 #� L2z�S2�Lz = '+ 12 artgL2z � L2(1 + os#)LzqL2 sin2 #� L2z � 12 artgL2z � L2(1� os#)LzqL2 sin2 #� L2z : (C:25)
ix



Angesihts der Beziehungen (C.16), (C.22) und (C.23) berehnen sih daraus leihtmittels der Kettenregel die Ableitungen nah den Wirkungsvariablen. Man erh�altso die drei Winkelvaribalen�r = �S2�Ir = �S2�E �E�Ir= �p2mr(k +Er)� L2Ir + I# + jI'j � artg (1 + 2Erk )(Ir + I# + jI'j)p2mr(k +Er)� L2�# = �S2�I# = �S2�E �E�I# + �S2�L �L�I# = �r + �S2�L�' = �S2�I' = �S2�E �E�I' + �S2�L �L�I' + �S2�Lz �Lz�I'= (�r + �S2�L ) � signI' + �S2�Lz :
(C:26)

�Ahnlih wie Gleihung (4.26) lassen sih diese Gleihungen zwar niht elementarnah den urspr�unglihen Variablen r, # und ' au�osen, aber man �uberzeugt sihanhand der obigen Gleihungen, da� man die folgende Parameterdarstellung derBewegung ausshlie�lih mittels elementarer Funktionen erh�alt:(a) Man gibt r vor und berehnet aus der ersten Gleihung in (C.26) �r.(b) Aus der Zeitentwiklung (13.103) bestimmt man sodann die Zeit t und dieWerte �# und �' der beiden anderen Winkelvariablen zu dieser Zeit.() Da man die zweite Gleihung in (C.25) elementar nah # au�osen kann,berehnet sih nunmehr # elementar aus der zweiten Gleihung in (C.26).(d) ' bestimmt man dann leiht aus den dritten Gleihungen in (C.25) und (C.26).
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D. Kleine ShwingungenIn diesem Anhang werden wir die Behandlung von Bewegungen eines Systems vonMassenpunkten in der N�ahe einer stabilen Gleihgewihtskon�guration vorstellen.Formal zusammengefa�t handelt es sih um das Problem, die Bewegung von Sys-temen mit f Freiheitsgraden zu berehnen, die durh eine LagrangefunktionL = T � V (D:1)mit T = 12 fX�;�=1 a�� _q� _q� (D:2)und V = 12 fX�;�=1 b�� q� q� (D:3)beshrieben werden. Hierbei soll die Massenmatrix A = (a��) positiv de�nit unddie Potentialmatrix B = (b��) positiv semide�nit sein. Beide Matrizen kann manals symmetrish annehmen. Diese Systeme sind unabh�angig von der Zahl derFreiheitsgrade immer integrabel. Bevor wir die allgemeine L�osung beshreiben,werden wir im folgenden einige Beispiele vorstellen, die alle in das obige Shemapassen.1. Gekoppelte Pendel.Wir betrahten zwei ebene Pendel mit Massen mi, L�angen li und kleinenAuslenkungen qi = li'i aus der Ruhelage, die durh eine Feder so miteinan-der verbunden sind, da� bei einer �Anderung des Gleihgewihtsabstandes a einer�uktreibende Kraft vom Betrage kjq1�q2j entsteht, die sih aus einer potentiellenEnergie k2 (q1� q2)2 ableitet. Die potentielle Energie eines der Pendel ist f�ur kleineAuslenkungen durh mgl(1 � os') = mgl(q=l)2=2 gegeben. Daher lautet dieLagrangefunktion der gekoppelten PendelL = m12 _q21 + m22 _q22 � m1g2l1 q21 � m2g2l2 q22 � k2 (q1 � q2)2: (D:4)
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2. Doppelpendel.Das Doppelpendel besteht aus zwei aneinander aufgeh�angten ebenen Pendeln, diewir mit den generalisierten Koordinaten '1 und '2 beshreiben. Die kartesishenKoordinaten der beiden Massenpunkte sind durhx1 = l1 sin'1; x2 = l1 sin'1 + l2 sin'2y1 = l1 os'1; y2 = l1 os'1 + l2 os'2 (D:5)und ihre Geshwindigkeiten durh_x1 = l1 _'1 os'1; _x2 = l1 _'1 os'1 + l2 _'2 os'2_y1 = �l1 _'1 sin'1; _y2 = �l1 _'1 sin'1 � l2 _'2 sin'2 (D:6)gegeben. Damit ergibt sih f�ur die kinetishe Energie der AusdrukT = m12 ( _x21 + _y21) + m22 ( _x22 + _y22)= m1 +m22 l21 _'21 + m22 l22 _'22 +m2l1l2 _'1 _'2 os('1 � '2)! m1 +m22 l21 _'21 + m22 l22 _'22 +m2l1l2 _'1 _'2 (D:7)und f�ur die potentielle Energie der AusdrukV = �m1gy1 �m2gy2 = �(m1 +m2)gl1 os'1 �m2gl2 os'2! ��(m1 +m2)l1 +m2l2�g + m1 +m22 gl1'21 + m22 gl2'22: (D:8)In beiden Formeln wurde zuletzt nah kleinen Auslenkungen entwikelt.
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3. Molek�ulshwingungen.Die Kerne eines n{atomigen Molek�uls be�nden sih im Gleihgewiht in einerbestimmten Kon�guration ri0 (i = 1; : : : ; n), die durh die elektrostatishe Ab-sto�ung der Kerne untereinander und durh ihre anziehende Wehselwirkung mitden Elektronen bestimmt ist. Die r�aumlihe Verteilung der Elektronen kann nurim Rahmen der Quantenmehanik verstanden werden. Eine Auslenkung der Kerneaus ihren stabilen Gleihgewihtspositionen kostet eine niht negative potentielleEnergie V . Da Auslenkungen der Kerne im allgemeinen zu Umlagerungen derElektronen f�uhren, kann diese potentielle Energie niht durh eine Summe vonZweik�orperpotentialen dargestellt werden. Wir beshreiben die Auslenkungen ausder Gleihgewihtslage durh 3n (z.B. kartesishe) Koordinaten q� (� = 1; : : : ; 3n).Da die potentielle Energie V f�ur vershwindende Auslenkungen minimal ist, hatihre Taylorentwiklung um die Gleihgewihtskon�guration die FormV (q1; : : : ; q3n) = V0 + 12 3nX�;�=1 �2V�q��q� ��0 q�q� + : : : : (D:9)Die Reduktion der potentiellen Energie auf die quadratishen Terme in denAuslenkungen hei�t die harmonishe N�aherung f�ur die Behandlung der Mole-k�ulshwingungen. Wir bemerken, da� in diesem Falle das Potential (D.3) wirklihniht positiv de�nit, sondern nur semide�nit ist, weil jede starre Bewegung desMolek�uls die potentielle Energie niht ver�andert.Es seien n Massenpunkte der gleihen Masse m mit n � 1 gleihen Federn mitder Federkonstanten k zu einer Kette verkn�upft. Man betrahtet Auslenkungenq� in Rihtungen der Kette. Dieses System kann als Modell f�ur ein sehr langesgestrektes Molek�ul aus identishen Atomen oder als Vorstufe der Modellierungeines Kristalls angesehen werden. Seine Lagrangefunktion lautetL = m2 nX�=1 _q2� � k2 n�1X�=1(q�+1 � q�)2: (D:10)
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qn5. Kristallshwingungen.Die Beshreibung von Shwingungen der Atomkerne in einem Kristall geshiehtgrunds�atzlih analog zur obigen Beshreibung von Molek�ulshwingungen. BeimKristall ist man allerdings am Fall einer sehr gro�en Zahl von Atomen (z.B. 1023)interessiert. Zur Vereinfahung dient dabei die r�aumlih periodishe Anordnungder Atome im Kristall. Ein Kristall ist aus lauter identishen Gitterzellen zusam-mengesetzt, die auseinander durh Translationen tn1n2n3 = n1a1 + n2a2 + n3a3xiii



hervorgehen, die mit ganzen Zahlen ni (i = 1; 2; 3) aus drei primitiven Trans-lationen ai (i = 1; 2; 3) linear kombiniert werden. In jeder Gitterzelle liegenr Atome, deren Kerne die Gleihgewihtspositionen R0�;n1;n2;n3 = � + tn1n2n3(� = 1; : : : ; r) haben. Wenn wir die Abweihungen von den Gleihgewihtspositio-nen durh Vektoren r�n1n2n3 mit kartesishen Komponenten x��n1n2n3 beshreiben,ist die kinetishe Energie des KristallsT = X�n1n2n3� m�2 ( _x��n1n2n3)2 (D:11)und die potentielle Energie in harmonisher N�aherungV = 12 X�n1n2n3�;�0n01n02n03�0 V ��0�n1n2n3;�0n01n02n03x��n1n2n3x�0�0n01n02n03 : (D:12)Die Handhabung der Vielfahsumme in der potentiellen Energie vereinfaht sihwegen der Tarnslationsinvarianz des Kristalls, aufgrund derer die Kraftkonstan-ten V ��0�n1n2n3;�0n01n02n03 in der potentiellen Energie nur von den Di�erenzen ni � n0i(i = 1; 2; 3) abh�angen.Nah Vorstellung der 5 Beispiele werden wir jetzt zur L�osung des in (D.1-3) gestell-ten Problems shreiten. Zun�ahst werden wir nebem den Matrizen A und B dieSpalten{ und Zeilenvektorenq := 0B� q1...qf 1CA ; qt := (q1 : : : qf ) (D:13)f�ur die generalisierten Koordinaten einf�uhren, um die Notation kompakter zugestalten. Mit dieser Notation shreibt sih die Lagrangefunktion (D.1) in derForm L = 12 _qtA _q� 12qtB q: (D:14)Die f Lagrangeshen Bewegungsgleihungen lassen sih in der Matrixnotation zuder kompakten Vektorgleihung A �q+ B q = 0 (D:15)zusammenfassen, die ein System von f gekoppelten linearen Bewegungsgleihun-gen darstellt.Wir werden im folgenden versuhen, dieses Gleihungssystem durh eine lineareKoordinatentransformation der Gestaltq = CQ (D:16)xiv



mit einer konstanten (f � f){Matrix C zu entkoppeln. Mit dem Spaltenvektor Qder neuen Koordinaten shreibt sih die Lagragefunktion (D.14) dann alsL(Q; _Q) = 12 _Qt CtAC _Q� 12QtCtB CQ: (D:17)Wir wollen die Matrix C so w�ahlen, da� sowohl die Matrix CtAC als auh dieMatrix CtB C Diagonalgestalt haben. Es sei angemerkt, da� die gesuhte MatrixC im allgemeinen niht orthogonal sein wird und deshalb niht die BeziehungCt = C�1 gelten mu�. Mit der letzteren Beziehung w�are die Transformation (D.16)eine �Aquivalenztransformation, mit der man die beiden Matrizen A und B nurdann simultan diagonalisieren k�onnte, wenn sie vertaushen, d.h. wenn AB = BAgilt.Wir beginnen die Bestimmung der Transformationsmatrix C, indem wir aus derpositiv de�niten symmetrishen Matrix A die Wurzel ziehen. Dazu diagonalisierenwir die symmetrishe Matrix A zun�ahst mithilfe einer orthogonalen Matrix O underhalten die diagonale MassenmatrixM = 0�m1 : : : 0... . . . ...0 : : : mf 1A = OtAO (D:18)mit lauter positiven Diagonalelementen m�. Aus dieser Diagonalmatrix k�onnenwir elementweise die positive Wurzel ziehen, die durhM1=2 = 0B�pm1 : : : 0... . . . ...0 : : : pmf 1CA (D:19)de�niert ist. Die positive Wurzel aus der Matrix A ist dann durhA1=2 := OM1=2Ot (D:20)gegeben. Denn man rehnet leiht nah: A1=2A1=2 = OM1=2OtOM1=2Ot = A.In analoger Weise bildet man die inverse Matrix zur Wurzel durhA�1=2 := OM�1=2Ot; (D:21)die ebenfalls positiv de�nit und symmetrish ist. W�urden wir als Transformations-matrix C die Matrix A�1=2 w�ahlen, dann w�urde die Matrix A in der kinetishenEnergie der Lagrangefunktion (D.17) wegen CtAC = A�1=2AA�1=2 = I in dieEinheitsmatrix I transformiert. Gleihzeitig w�urde die Matrix B in der potentiellenEnergie in die Matrix B̂ := A�1=2BA�1=2 (D:22)xv



�uberf�uhrt. Eine anshlie�ende Diagonalisierung der symmetrishen Matrix B̂durh die orthogonale Matrix U mitD = U tB̂U (D:23)l�a�t die Einheitsmatrix I in der kinetishen Energie invariant. Insgesamt habenwir somit mittels der TransformationsmatrixC := A�1=2 U (D:24)simultan die DiagonalisierungenCtAC = U tA�1=2AA�1=2U = I (D:25)und CtB C = U tA�1=2 BA�1=2 U = U tB̂U = D (D:26)erreiht. In den neuen generalisierten Koordinaten Q hat die Lagrangefunktion(D.17) also die Form L(Q; _Q) = 12 _Qt _Q� 12QtDQ (D:27)und die Bewegungsgleihungen �Q+DQ = 0 (D:28)beshreiben f voneinander unabh�angige harmonishe Oszillatoren. Aus den fEigenwerten d� der positiv semide�niten Diagonalmatrix D kann man f nihtnegative Kreisfrequenzen !� := pd� bilden, mit denen die Bewegungsgleihungen(D.28) sih als �Q� + !2�Q� = 0 (� = 1; : : : ; f) (D:29)shreiben. Sie haben die allgemeine L�osungQ�(t) = �Q0� os(!�t+ ��) (!� > 0)_Q0� � t+Q0� (!� = 0). (D:30)Die generalisierten Koordinaten Q� hei�en dieNormalkoordinaten und die posi-tiven Frequenzen !� die Normalfrequenzen des Systems (D.14) von gekoppeltenlinearen Oszillatoren. Jede der periodishen Bewegungen in (D.30) nennt maneine Normalshwingung des Systems. Die �{te Normalshwingung impliziertf�ur !� > 0 wegen (D.16) f�ur die urspr�unglihen Koordinaten eine Bewegung derGestalt q = �Q0� os(!�t+ ��); (D:31)wenn � die �{te Spalte der Transformationsmatrix C bezeihnet. Eine Nor-malshwingung zeihnet sih daher dadurh aus, da� alle Massenpunkte des Sys-tems eine harmonishe Shwingung gleiher Frequenz !� und gleiher Phase�� (mod�) ausf�uhren. xvi



Indem man die Normalshwingung (D.31) in die Bewegungsgleihung (D.15) ein-setzt, erh�alt man das lineare Gleihungssystem(�!2� A+ B) � = 0 (D:32)das eine nihtriviale L�osung � 6= 0 genau dann besitzt, wenn die S�akulargleihungdet(�!2� A+ B) = 0 (D:33)erf�ullt ist. Wenn man niht an der expliziten Bestimmung der Normalkoordinateninteressiert ist, kann man aus der S�akulargleihung direkt die Normalfrequenzenberehnen.Abshlie�end werden wir kurz auf die zu Anfang skizzierten Beispiele zur�ukkom-men.1. Gekoppelte Pendel.Die potentielle Energie in (D.4) ist positiv de�nit, so da� man 2 Normalshwingun-gen mit positiver Frequenz erwartet, die aus der S�akulargleihungdet��m1!2 + m1gl1 + k �k�k �m2!2 + m2gl2 + k� = 0 (D:34)folgen. Wir diskutieren nur kurz den Spezialfall identisher Pendel (m1 = m2 = m,l1 = l2 = l), in dem die beiden Pendel bei vershwindender Kopplung k = 0 diegleihe Frequenz ! =pg=l haben. Die Normalfrequenzen der gekoppelten Pendelergeben sih zu !1 =rgl ; !2 =rgl + 2km > !1: (D:35)Die beiden zugeh�origen Eigenvektoren, die das Gleihungssystem (D.32) erf�ullen,sind t1 = (1; 1) und t2 = (1;�1) (Zeilenvektoren). Der Eigenvektor t1 beshreibtdie synhrone Bewegung der beiden identishen Pendel, bei der die Kopplung garniht in Ersheinung tritt und daher auh niht die Eigenfrequenz modi�ziert.Der Eigenvektor t2 beshreibt dagegen ein Gegeneinandershwingen der beidenPendel, bei dem die Kopplung eine zus�atzlihe, frequenzerh�ohende r�uktreibendeKraft erzeugt.2. Doppelpendel.Bei diesem Beispiel erfolgt die Kopplung zwishen den beiden Pendeln niht durhdie potentielle, sondern durh die kinetishe Energie und die S�akulargleihunglautet det� (m1 +m2)(l21 !2 � gl1) m2l1l2 !2m2l1l2 !2 m2(l22 !2 � gl2)� = 0: (D:36)Da in diesem Falle die potenielle Energie shon diagonal und positiv de�nit ist,kann man bei der oben beshriebenen Diagonalisierung die Rolle der Matrizenxvii



A und B vertaushen, d.h. zun�ahst mittels B�1=2 die Matrix B auf die Ein-heitsmatrix I transformieren und dann im zweiten Shritt die kinetishe Energiediagonalisieren.3. Molek�ulshwingungen.Ein n{atomiges Molek�ul hat f = 3n Freiheitsgrade f�ur die Bewegung seinerAtomkerne. Wir wissen, da� darunter sehs Freiheitsgrade der starren Bewegungdes Molek�uls sind (f�unf f�ur lineare Molek�ule), die sih in sehs (bzw. f�unf) ver-shwindenden Eigenfrequenzen !� = 0 der S�akulargleihung (D.33) wieder�ndenm�ussen. Die restlihenk = � 3n� 6 (nihtlineare Molek�ule)3n� 5 (lineare Molek�ule) (D:37)Eigenfrequenzen entsprehen Normalshwingungen (oder inneren Shwingun-gen) des Molek�uls. Wir betrahten drei Beispiele. Zweiatomige Molek�ule (z.B.O2)sind immer linear und haben daher genau eine innere Shwingung, die im Massen-mittelpunktsystem in einem Gegeneinandershwingen der beiden Atome besteht.Wir wollen anhand dieses einfahen Beispiels darauf hinweisen, da� die Rotationund die inneren Shwingungen eines Molek�uls niht ganz unabh�angig voneinandererfolgen. Wenn wir den Atomabstand des nihtrotierenden 2{atomigen Molek�ulsim Gleihgewiht mit a bezeihnen, die Normalkoordinate der inneren Shwingung,die die �Anderung dieses Abstandes mi�t, mit q und die reduzierte Masse (8.8) desMolek�uls mit �, dann ergibt sih das Tr�agheitsmoment des Molek�uls bez�uglih desMassenmittelpunktes als �0(q) = �(a+ q)2: (D:38)Mit der Normalfrequenz !0 der inneren Shwingung des nihtrotierenden Molek�ulslautet die Lagrangefunktion unter Benutzung von (16.62)L = L22�0(q) + �2 _q2 � �2!20q2: (D:39)Da das Moek�ul niht starr ist, geht in die kinetishe Energie der Rotation dieNormalkoordinate q der inneren Shwingung ein.
O2 CO2 H  O2Das lineare 3{atomige Molek�ul CO2 hat nah (D.37) vier innere Shwingungen.Die Natur dieser Normalshwingungen kann man wegen der hohen Symmetriedes Molek�uls ohne Rehnung verstehen. Eine erste innere Shwingung erh�altman, indem man die beiden SauerstoÆonen bei ruhendem KohlenstoÆon gegen-phasig gegeneinander shwingen l�a�t. Bei der zweiten Normalshwingung shwin-gen die beiden SauerstoÆonen gleihphasig gegen das KohlenstoÆon. Die beidenxviii



restlihen Normalshwingungen sind Biegeshwingungen (in der Zeihenebene undsenkreht zur Zeihenebene), die aus Symmetriegr�unden dieselbe Eigenfrequenzhaben m�ussen.Das geknikte 3{atomige Wassermolek�ul H2O hat nah (D.37) nur drei in-nere Shwingungen. Die Normalshwingungen �ahneln denen des linearen CO2{Molek�uls sehr. Nur die Biegeshwingung des linearen Molek�uls senkreht zur Zei-henebene hat sih beim geknikten Molek�ul in einen Freiheitsgrad der Rotationverwandelt.4. Lineare Kette.Die zur kinetishen Energie geh�orige Matrix A in der Lagrangefunktion (D.10)f�ur die lineare Kette ist shon proportional zu Einheitsmatrix. Daher besteht dieAufgabe hier darin, die zur potentiellen Energie geh�orige Matrix
B = k �0BBBBBBBB�

1 �1�1 2 �1�1 2 �1. . .�1 2 �1�1 2 �1�1 1
1CCCCCCCCA (D:40)

zu diagonalisieren. Sie enth�alt in der Diagonalen lauter Eintr�age 2 bis auf Eintr�age1 an den Kettenenden, in den beiden Nebendiagonalen lauter Eintr�age �1 und an-sonsten Eintr�age 0. Diese Matrix kann f�ur beliebig lange Ketten in geshlossenerForm (d.h. ohne Verwendung numerisher Methoden) diagonalisiert werden, weil(bis auf die Endpunkte der Kette) alle Pl�atze in der Kette �aquivalent sind. DieNormalshwingungen sind stehende Wellen und man kann mit einem entsprehen-den L�osungsansatz das lineare Gleihungssystem (D.32) l�osen. Die L�osung wirdnoh einfaher, wenn man die Kette zyklish shlie�t, indem man der poteniellenEnergie den Term k2 (qn � q1)2 beif�ugt. Die Matrix B nimmt dann die Gestalt
B = k �0BBBBBBBB�

2 �1 �1�1 2 �1�1 2 �1. . .�1 2 �1�1 2 �1�1 �1 2
1CCCCCCCCA (D:41)

an, wobei wir die vier gegen�uber (D.40) abge�anderten Matrixelemente in rot her-ausgehoben haben. F�ur die zyklishe Kette erwarten wir laufende Wellen alsL�osungen und setzen die Matrixelemente der Transformationsmatrix C nah derGleihung �� = 1pn e2�i��=n (�; � = 1; : : : ; n) (D:42)xix



an. Zur Beshreibung laufender Wellen ist es vorteilhaft, komplexwertige Eigen-vektoren anzusetzen. Wegen der Identit�atnX�=1 e2�i�(���0)=n = n � Æ��0 (D:43)ist die so angesetzte Matrix C unit�ar. Au�erdem gilt(BC)�� = kpn�2e2�i��=n � e2�i(��1)�=n � e2�i(�+1)�=n�= 2kpn e2�i��=n�1� os 2��n � = (CD)�� (D:44)mit der DiagonalmatrixD = 2k�1� os 2��n � Æ�� = 4k sin2 ��n Æ�� : (D:45)Die physikalishen Amplituden (D.31) der Normalshwingungen k�onnen aus denReal{ oder Imagin�arteilen der Matrixelemente (D.42) erhalten werden. DieNormalfrequenzen der zyklishen linearen Kette ergeben sih aus (D.45) unterBer�uksihtigung des Massenfaktors in der kinetishen Energie zu!� = 2r km sin ��n (� = 1; : : : ; n): (D:46)F�ur � = n erhalten wir eine starre zyklishe Bewegung mit vershwindender Fre-quenz. Die L�osung f�ur die o�ene Kette ist nur wenig aufw�andiger. Wir werden siehier niht n�aher beshreiben.5. Kristallshwingungen.Die Berehnung der Normalshwingungen in dreidimensionalen Kristallen ist einwihtiges Problem der Festk�orpertheorie, das in den entsprehenden Lehrb�uhernbehandelt wird (siehe auh mein Vorlesungsmanuskript: \Theoretishe Festk�orper-physik I").
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E. An Wand gelehnte HantelIn diesem Anhang behandeln wir als Beispiel f�ur eingeshr�ankte Bewegungen diein der folgenden Figur dargestellte an eine Wand gelehnte Hantel aus zwei gleihenMassen m und Hantell�ange l.
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1

2In dem eingezeihneten Koordinatensystem lauten die Zwangsbedingungenf1 � x1 � 0;f2 � y2 � 0;f3 � (x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 � l2 = 0;f4 � y1 � 0: (E:1)Bewegungen in der dritten Raumrihtung ignorieren wir. (Wir k�onnen uns diebeiden Massen als stabf�ormig vorstellen oder die Hantel gleih als Karikatur eineran eine Wand gelehnte Leiter betrahten.) Die Hantel soll aus der gezeihnetenRuheposition, in der die Masse 1 auf der H�ohe h liegt, reibungsfrei abrutshen.Wir wollen zun�ahst die anf�anglihe Bewegung studieren, bei der die beiden erstenZwangsbedingungen durh die holonomen Zwangsbedingungenf1 = x1 = 0; f2 = y2 = 0 (E:2)ersetzt werden k�onnen. Das System hat dann nur einen einzigen Freiheitsgradund wir k�onnen als generalisierte Koordinate z.B. einen der eingezeihneten Winkel(' = ��� = �2+�) verwenden. Da die Energie erhalten ist, k�onnen wir siher sein,da� die Bewegungsgleihung durh Integrationen l�osbar ist. Die Beshreibung wirdder eines ebenen Pendels, das wir in Kapitel 5 behandelt haben, am �ahnlihsten,wenn wir den Winkel ' als Koordinate verwenden. Mity1 = l sin� = �l os'; x2 = l os� = l sin' (E:3)xxi



�nden wir die EnergieE = m2 ( _y21 + _x22) +mgy1 = ml22 _'2 �mgl os' = mgh = �mgl os'0; (E:4)die tats�ahlih mit der Energie eines ebenen Pendels der L�ange l und der Masse m�ubereinstimmt. Der Winkel ' liegt hier im Intervall �=2 � ' � '0 < �, d.h. dasPendel f�allt von einem Winkel ' = '0 > �=2 bis zum Winkel ' = �=2. DieIntegration der aus (E.4) folgenden Gleihung_' = �r2gl (os'� os'0) = �r4gl �sin2('0=2)� sin2('=2)� (E:5)erfolgt bis auf die hier anderen Anfangsbedingungen sehr analog zu (5.28). ZurStandardisierung des sih ergebenden elliptishen Integrals rehnen wir2rgl t = Z '0' d'0qsin2('0=2)� sin2('0=2)= Z �' d'0qsin2('0=2)� sin2('0=2) � Z �'0 d'0qsin2('0=2)� sin2('0=2)= Z ��'0 d'0qsin2('0=2)� sin2('0=2) � Z ��'00 d'0qsin2('0=2)� sin2('0=2) : (E:6)
Mit den Parametern k := sin ��'02 = os('0=2) und s, de�niert durh dieBeziehung k sin s = sin ��'2 = os('=2), erhalten wir shlie�lih analog zu (5.29)2rgl t = F (k; s)� F (k; �2 ): (E:7)Die Bewegung der Hantel kann dieser L�osung aber niht bis zum Aufprall derMasse 1 auf dem Boden (y1 = 0 oder ' = �=2) folgen. Beim Auftre�en der Masse1 auf dem Boden m�u�te die Horizontalgeshwindigkeit der Masse 2 n�amlih ver-shwinden. Die Masse 2 wird jedoh durh das Abrutshen der Masse 1 nah rehtsbeshleunigt und kann die dabei erzielte horizontale Geshwindigkeitskomponenteniht wieder reduzieren. Daher mu� die Masse 1 sih vor ihrem Auftre�en auf demBoden von der linken Wand abl�osen.Um festzustellen, wie lange die holonomen Zwangsbedingungen (E.2) gelten,m�ussen wir die zugeh�origen Zwangskr�afte mittels der Lagrangegleihungen 1. Artbetrahten. Mit Lagrangeparametern �i f�ur die Zwangsbedingung fi = 0 lautendiese m�x1 = �1 + 2�3(x1 � x2)m�y1 = �mg + 2�3(y1 � y2)m�x2 = 2�3(x2 � x1)m�y2 = �mg + �2 + 2�3(y2 � y1): (E:8)xxii



Da hier zun�ahst x1 = y2 � 0 gilt, k�onnen wir diese beiden Variablen zusammenmit ihren Zeitableitungen null setzen und erhalten sofort�1 = 2�3x2; �2 = mg + 2�3y1: (E:9)Den Lagrangeparameter �3 bestimmen wir durh zweifahe Ableitung der Zwangs-bedingung f3 = 0, m(x2�x2 + y1�y1 + _x22 + _y21) = 0; (E:10)und Eliminierung der Beshleunigungen mittels der Bewegungsgleihungen aus(E.8). Wir erhalten damit�3 = m2l2 �gy1 � ( _x22 + _y21)� = m2l2 �gy1 � l2 _'2� = mg2l2 (3y1 � 2h); (E:11)wobei wir rehts die Geshwindigkeiten mittels des Energiesatzes (E.4) eliminierthaben. Wir erkennen nunmehr, da� �3 und wegen (E.9) gleihzeitig �1 f�ury1 = 23 h (E:12)vershwindet. Dies signalisiert den Punkt, an dem die Zwangskraft der Wandauf den Massenpunkt 1 vershwindet und an dem der Massenpunkt 1 sih vonder Wand l�ost. Dieser Punkt konnte allein mittels des Energiesatzes bestimmtwerden. Die L�osung (E.7) der Bewegungsgleihung bis zu diesem Punkt dient nurzur Bestimmung der Zeit, zu der dieser Punkt erreiht wird.F�ur die Bewegung nah Erreihen des Punktes (E.12) hat das System zwei Frei-heitsgrade und gleihzeitig aber auh zwei Erhaltungss�atze. Erhalten ist n�amlihau�er der Energie die horizontale Komponente des Gesamtimpulses. Letzteresfolgt sofort aus (E.8) f�ur �1 = 0. Am Abl�osepunkt A ergibt sih aus dem En-ergiesatz (E.4) _�A = _'A = �r2gh3 l2 (E:13)und daraus f�ur die danah erhaltene x{Komponente der Geshwindigkeit desMassenmittelpunktesVx = 12 ( _x2)A = �12 l _�A sin�A =r2gh327 l2 : (E:14)F�ur die Bewegung nah dem Punkt (E.12) kann man daher die x{Komponentender Geshwindigkeiten beider Massenpunkte als_x1 = Vx + 12 l _� sin�; _x2 = Vx � 12 l _� sin� (E:15)shreiben. Damit erhalten wir f�ur den Energieerhaltungssatz jetztE = m2 ( _x21 + _y21 + _x22) +mgy1 = m2 �2V 2x + 12 l2 _�2(1 + os2 �)�+mgy1 = mgh:(E:16)xxiii



Wegen des ver�anderten Ausdruks (E.16) f�ur die Energie lautet der Ausdruk f�urden Lagrangeparameter �3 in leihter Abwandlung von (E.11) jetzt�3 = m4l2 � 2y21 �gy1 � ( _x2 � _x1)2 � _y21� = m2l2(1 + os2 �)�gl sin�� l2 _�2�= mg2l2(1 + os2 �)2 �l sin�(1 + os2 �)� 4(h� l sin�) + 8h327l2 �: (E:17)Unter Benutzung dieser Formel kann man jetzt das Vorzeihen des Lagrangepa-rameters (siehe (E.9))�2 = mg + 2�3 l sin�= mg(1 + os2 �)2 �4� 2 sin2 �� 4hl �1� 227(hl )2� sin�� (E:18)untersuhen. Man �ndet, da� die Werte von sin�, f�ur die �2 vershwinden w�urde,immer oberhalb des durh den Abl�osepunkt (E.12) gegebenen Wertes sin� = 2h=3lliegen. Daher vershwindet �2 niht, solange die Masse 1 den Boden noh nihtber�uhrt hat, und die Masse 2 hebt niht vom Boden ab.Wenn die Masse 1 den Boden erreiht, wird sie elastish reektiert und f�uhrt imweiteren Verlauf der Bewegung eine unendlihe Folge von H�upfbewegungen durh.Die obige Analyse sollte die erstaunlihe Komplexit�at der Bewegung in einemeinfahen System deutlih mahen.
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F. Der Kowalewskishe KreiselIn Kapitel 16 haben wir zwei integrable Spezialf�alle des shweren Kreisels disku-tiert, den Eulershen und den Lagrangeshen Kreisel. Im Jahre 1889zeigte die russishe Mathematikerin Sophya Kowalewski mit einer von derfranz�osishen Akademie der Wissensahaften preisgekr�onten Arbeit, da� es genaueinen weiteren integrablen Spezialfall gibt.Zur Charakterisierung eines shweren Kreisels gen�ugen die folgenden Angaben:- die Haupttr�agheitsmomente �0i (i = 1; 2; 3) bez�uglih des Festpunktes O sowie- der Vektor l = l1 e01 + l2 e02 + l3 e03 = �!OS vom Festpunkt O zum Massen-mittelpunkt S des Kreisels. (Die Einheitsvektoren e0i zeigen in Rihtung derHaupttr�agheitsahsen.)Mittels dieser Parameter k�onnen die integrablen Kreisel folgenderma�en beshrie-ben werden:- Eulersher Kreisel: l = 0- Lagrangesher Kreisel: �01 = �02, l1 = l2 = 0- Kowalewskisher Kreisel: �01 = �02 = 2�03, l3 = 0Zun�ahst wollen wir uns klarmahen, wie ein Kowalewskisher Kreisel realisiertwerden kann. Dazu notieren wir als Vorbereitung die aus (16.29) folgende Formelf�ur die Beziehung zwishen dem Tr�agheitstensor �0 bez�uglih des Festpunktes Ound dem Tr�agheitstensor � bez�uglih des Massenmittelpunktes S bei Vershiebungum den Vektor l = �!OS. Sie lautet�0�� = ��� +M(l2 Æ�� � l� l�): (F:1)Da �01 = �02 gelten soll, k�onnen wir das Hauptahsensystem des Tr�agheitstensors�0 so w�ahlen, da� neben l3 = 0 auh l2 = 0 gilt. Dann shreibt sih die Gleihung(F.1) im Hauptahsensystem des Tr�agheitstensors �0 als0��0 0 00 �0 00 0 12 �01A := 0��11 �12 �13�21 �22 �23�31 �32 �331A+M 0� 0 0 00 l21 00 0 l211A : (F:2)Daher mu� der Tr�agheitstensors � im Hauptahsensystem des Tr�agheitstensors�0 diagonal sein (mit Haupttr�agheitsmomenten �i = �ii) und die Bedingungen�0 = �1; �0 = �2 +Ml21; 12�0 = �3 +Ml21 (F:3)erf�ullen. Dies impliziert f�ur die Haupttr�agheitsmomente �i bez�uglih des Massen-mittelpunktes S die Relation 2�2 = 2�3 +�1: (F:4)xxv



Die Vershiebung des Festpunktes O mu� dann in Rihtung der Haupttr�agheits-ahse 1 des Kreisels erfolgen und die Bedingung�1 = �2 +Ml21 (F:5)erf�ullen.F�ur einen homogen mit Masse gef�ullten Quader der Kantenl�angen 1, 2, 3 erh�altman f�ur die Haupttr�agheitsmomente die Formel�3 = M12 (21 + 22) (und zyklish): (F:6)Die Gleihungen (F.4) und (F.5) entsprehen dann den beiden Bedingungen23 = 3 22 und 22 = 21 + 12 l21 (F:7)f�ur die involvierten L�angen. Die folgende Figur stellt einen solhen Quaderkreiseldar.
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Um die Lagrangefunktion des Kowalewskishen Kreisels aufzustellen, brauhen wireine Formel f�ur die H�ohe seines auf der k�orperfesten e01{Ahse liegenden Massen-mittelpunktes �uber dem Festpunkt. Aus (14.4) und (14.27) entnehmen wir daf�urdie Gleihung e01 � e3 = sin # sin : (F:8)In Anlehnung an (16.84) lautet die Lagrangefunktion des Kowalewskishen Kreiselsdaher L = 12�0( _#2 + _'2 sin2 #) + 14�0( _ + _' os#)2 �Mg l1 sin # sin : (F:9)xxvi



Als Hamiltonfunktion erhalten wir unter Benutzung von (16.59)H = 12�0 (L021 + L022 + 2L023 ) +Mg l1 sin # sin ; (F:10)wobei die Drehimpulskomponenten L0i mittels (16.58) durh die Eulershen Winkelund ihre Geshwindigkeiten auszudr�uken sind. Als zweite Erhaltungsgr�o�e ken-nen wir (siehe (16.85)) die vertikale Komponente des DrehimpulsesL3 = p' = �02 � _'(1 + sin2 #) + _ os2 #�: (F:11)Die von Sophya Kowalewski gefundene dritte Erhaltungsgr�o�e istF3 = ��(L01 + iL02)2 � 2�0Mgl1(a13 + ia23)��2= �L021 � L022 � 2�0Mg l1a13�2 + �2L01L02 � 2�0Mg l1a23�2: (F:12)Die hier auftauhenden Matrixelemente a13 = sin # sin und a23 = sin # os der Drehmatrix (14.27) haben die anshaulihe Bedeutung der Komponenten desvertikalen Einheitsvektors e3 im k�orperfesten System. Da� die Gr�o�en (F.10-12)in Involution zueinander sind, �uberpr�uft man am besten durh Berehnung derPoissonklammern mittels symbolisher algebraisher Manipulation (Mathematia,Maple). Die explizite L�osung f�ur den Kowalewskikreisel ist tehnish aufw�andigund soll hier niht weiter verfolgt werden.
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G. Raumug mit vorgegebener DauerAngenommen man m�ohte zu einem vorgegebenen Zeitpunkt t1 zu einem Raum-ug von der Erde zum Mars starten und zu einem vorgegebenen Zeitpunkt t2dort ankommen. Nah einer kurzen Anfangsbeshleunigung wird man sih dengr�o�ten Teil der Reise ballistish im Shwerefeld der Sonne auf einer elliptishenBahn bewegen, so da� die Shwerefelder von Erde und Mars vernahl�assigt werdenk�onnen. Die gestellte Aufgabe besteht darin, eine geeignete Trajektorie zu �nden,die die obigen Bedingungen erf�ullt. Dieses Problem wurde von Johann HeinrihLambert (1728-1777) gel�ost.Zur L�osung des Problems erweist sih eine besondere Parametrisierung der Ellipseals n�utzlih, die auh Kepler shon benutzte. Wir legen im folgenden die x{Ahsein die gro�e Halbahse und den Koordinatenursprung in den linken Brennpunktder Keplerellipse, in dem die Sonne liegen soll. Dann lautet die Bahngleihung derEllipse in kartesishen Koordinaten�x� ea| {z }osu �2 + � yb|{z}sinu�2 = 1: (G:1)Die hier angezeigte Parametrisierung durh den Winkelparameter u istx = a (osu+ �); y = b sin u: (G:2)Die geometrishe Bedeutung des Winkels u wird aus der folgenden Figur er-sihtlih, in der zur Ellipse konzentrishe Kreise mit der gro�en und der kleinenHalbahse a und b als Radien gezeihnet sind. Die Lote von einem EllipsenpunktP auf die x{ und die y{Ahse shneiden diese Kreise in den Punkten A und B.Dann geht die durh A und B bestimmte Gerade durh das Zentrum Z der Ellipseund bildet mit der gro�en Halbahse den Winkel u.
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In Polarkoordinaten um den Brennpunkt Ox = � os'; y = � sin' (G:3)shreibt sih die Bahngleihung der Ellipse� = a (1� �2)1� � os': (G:4)Die Parametrisierung der Ellipse in Polarkoordinaten durh den Winkel u ergibtsih aus (G.2,3) nah kurzer Rehnung zu� = a (1 + � osu); tg '2 =r1� �1 + � tg u2 : (G:5)Wenn die Ellipse im Laufe der Zeit durhlaufen wird, ergibt sih zwishen denZeitableitungen _u und _' die einfahe Beziehung� _' = b _u: (G:6)Um sie herzuleiten, kann man z.B. die aus (G.4) und (G.5) folgende Gleihung(1 + � osu)(1� � os') = 1� �2nah der Zeit ableiten,� _u sin u|{z}y=b (1� � os')| {z }b2=a� + _' sin'|{z}y=� (1 + � osu)| {z }�=a = 0;und die angezeigten Ersetzungen vornehmen.Mittels (G.6) gelingt nunmehr eine elegante Integration des Fl�ahensatzesm�2 _' = mb� _u = mab (1 + � osu) _u = L (G:7)mit dem Ergebnis (Keplershe Gleihung)u� � sin u = ! (t� t0); (G:8)wobei ! = Lmab = 2�T = pGMa3=2 (G:9)die mittlere Kreisfrequenz �uber einen Umlauf ist und die Anfangsbedingungu(t0) = 0 angenommen wurde.Um auf das zu Anfang des Kapitels formulierte Raumugproblem zur�ukzukom-men, spezi�zieren wir den Startpunkt der Reise (Erde) durh die Polarkoordinaten�1 = �(t1), '1 = '(t1) und den Zielpunkt (Mars) durh �2 = �(t2), '2 = '(t2).xxix



Wir wollen das Koordinatensystem so legen, da� die gesuhte Keplerellipse durhdie Gleihung (G.1) bzw. (G.4) beshrieben wird. Da wir dieses Koordinatensys-tem zun�ahst noh gar niht kennen, sind uns auh die Winkel '1 und '2 nihtbekannt, sondern nur ihre Di�erenz �' = '2 � '1, die wir ohne Einshr�ankungder Allgemeinheit als positiv annehmen k�onnen. Die der Problemstellung zugrun-deliegenden Eingabeparameter sind daher�1; �2; �' und �t = t2 � t1: (G:10)Bekannt sind uns damit auh der Abstandd =p(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 =q�21 + �22 � 2�1�2 os�' (G:11)zwishen Start{ und Zielpunkt sowie die beiden L�angenl� = �1 + �2 � d; (G:12)die wir sp�ater benutzen werden.Zu bestimmen sind die Formparameter der Ellipse a und � sowie die Winkel '1oder '2, die die Lage von Erde (zum Zeitpunkt t1) und Mars (zum Zeitpunkt t2)auf der L�osungsellipse angeben.Wir denken uns nunmehr die L�osungsellipse durh den oben de�nierten Winkelu parametrisiert. Die Startposition wird dann durh den Winkel u1 = u(t1) unddie Zielposition durh den Winkel u2 = u(t2) gekennzeihnet. Die LambertsheProbleml�osung basiert auf der geshikten Einf�uhrung der beiden Winkel � und �durh die Gleihungenos� = � os u1 + u22 ; � = u2 � u12 (G:13)und der beiden weiteren Winkel � = �� �: (G:14)Zwishen den hiermit eingef�uhrten Gr�o�en �ndet nah einigem Rehnen die ein-fahen Beziehungen l� = 4a sin2 �: (G:15)Zur Herleitung von (G.15) parametrisiert man zun�ahst die L�angen (G.12) mitHilfe von (G.2) und (G.5) durh die Winkel u1 und u2,l� = a �2� �(osu1 + osu2)�p(osu1 � osu2)2 + (1� �2)(sinu1 � sin u2)2�:(G:16)Gleihung (G.15) ergibt sih dann durh geshikten Einsatz von trigonometrishenHalbwinkelformeln und Additionstheoremen, unter anderem durh Verwendungder Identit�aten sin u2 � sin u1 = 2 sin2 u2 � u12 os2 u2 + u12osu2 + osu1 = 2 os2 u2 � u12 os2 u2 + u12 :xxx



Nah �ahnlihen Umformungen erh�alt man shlie�lih aus der Keplershen Glei-hung (G.8) unter Verwendung von (G.9) die weitere BeziehungpGM�t = a3=2�(u2 � sin u2)� (u1 � sin u1)�= a3=2�(+ � sin +)� (� � sin �)�: (G:17)Um eine Bestimmungsgleihung f�ur die gro�e Halbahse a zu erhalten, mu� manin (G.17) nur noh mittels (G.15) die Winkel � eliminieren. Dies ist m�oglih,wenn man die L�osung die Eigenshaft 4a � l+ besitzt. Mitsin �2 = ��(a) �r l�4a (G:18)erh�alt man die BestimmungsgleihungpGM�t = a3=2h�2 arsin �+(a)� 2�+(a)q1� �2+(a)�� �2 arsin ��(a)� 2��(a)q1� �2�(a)�i: (G:19)Da die rehte Seite dieser Gleihung bei vorgegebenen l� wegen a � l+=4 niht be-liebig klein werden kann, existiert eine L�osung a nur f�ur gen�ugend gro�e Reisezeiten�t.Nah der Bestimmung der gro�en Halbahse a folgen die anderen Bestim-mungsst�uke nun leiht, weil mit (G.15) die Winkel � und mit Gleihung (G.14)dann auh die Winkel � und � bekannt sind. Zur Bestimmung der Winkel u1 undu2 reiht dann die Bestimmung ihres Mittelwertesu0 = u1 + u22 ; (G:20)wegen u2 = u0+� und u1 = u0��. Anhand der zweiten Gleihung in (G.5) bringenwir den letzten Eingabeparameter �' ins Spiel und erhalten die Gleihung�' = 2artg �r1� �1 + � tg u0 + �2 �� 2artg �r1� �1 + � tg u0 � �2 �: (G:21)Dies ist eine Bestimmungsgleihung f�ur u0, wenn man mittels der ersten Gleihungin (G.13) den Parameter � = os�osu0 (G:22)als Funktion von u0 betrahtet. Der letzte gesuhte Parameter � berehnet sihdann aus (G.22).
xxxi



H. Das Wassersto�molek�ulion H+2Ein Elektron, das sih unter der Wirkung des anziehenden Coulombpotentialszweier Ladungen Ze bewegt, stellt ein weiteres integrables System dar. Wirstellen uns zun�ahst eine Beshreibung dieses Systems in Zylinderkoordinaten(1.9) vor, wobei die beiden Ladungen an den Positionen A und B auf der �{Ahse� = 0 bei � = � und � =  �xiert sind, wie in der folgenden Figur gezeigt. WennrA = �!AP = r �  und rB = ��!BP = r +  die beiden Vektoren von den �xiertenKernladungen zum Elektron bezeihnen, lautet die Hamiltonfunktion des SystemsH = p22m � Ze2� 1rA + 1rB �: (H:1)
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Da das System rotationssymmetrish um die �{Ahse ist (die Zylinderkoordinate' ist zyklish), erkennen wir in der �{Komponente des DrehimpulsesL� = (r� p)� = p' (H:2)eine zweite Erhaltungsgr�o�e. Die dritte Erhaltungsgr�o�e shreibt sih unterVerwendung der beiden Winkel �A und �B , die die beiden Vektoren rA und rBmit der �{Ahse einshlie�en, als
 = LA � LB + 2mZe2(os�A � os�B); (H:3)wo LA = rA � p und LB = rB � p die Drehimpulse des Elektrons bez�uglihder Aufpunkte A und B sind. Diese Erhaltungsgr�o�e geht im isotropen Grenzfall! 0 in die dort o�ensihtlihe Erhaltungsgr�o�e L2 �uber.xxxii



Zur bequemen Berehnung der erforderlihen Poissonklammern benutzen wir imfolgenden anstelle der Zylinderkoordinaten � und � die rotationselliptishenKoordinaten � = rA + rB2 ; � = rA � rB2 (H:4)mit der Umkehrbeziehung� = p(�2 � 1)(1� �2); z =  �� (� � 1;�1 � � � 1): (H:5)Die Fl�ahen zu konstantem � sind konfokale Rotationsellipsoide mit den Brenn-punkten A und B, die Fl�ahen zu konstantem � dazu orthogonale konfokale zwei-shalige Rotationshyperboloide.Die generalisierten Geshwindigkeiten der Zylinderkoordinaten � und � dr�ukensih in denen der elliptishen Koordinaten � und � wie_� =  (1� �2)� _� � (�2 � 1)� _�p(�2 � 1)(1� �2) ; _z =  (� _� + � _�) (H:6)aus, so da� die kinetishe Energie in rotationselliptishen Koordinaten die GestaltT = m2 ( _�2 + �2 _'2 + _z2)= m2 2 ��(1� �2)� _� � (�2 � 1)� _��2p(�2 � 1)(1� �2) +p(�2 � 1)(1� �2) _'2 + (� _� + � _�)2�(H:7)annimmt. F�ur die generalisierten Impulse der rotationselliptishen Koordinatenerhalten wir damit p� = �T� _� = m2 �2 � �2�2 � 1 _�;p� = �T� _� = m2 �2 � �21� �2 _�;p' = �T� _' = m2 (�2 � 1)(1� �2) _'; (H:8)
womit die kinetishe Energie in den Impulsen die GestaltT = 12m2 � �2 � 1�2 � �2 p2� + 1� �2�2 � �2 p2� + p2'(�2 � 1)(1� �2)� (H:9)erh�alt.Da die Energie (H.1) und die in (H.3) de�nierte Gr�o�e 
 niht von der Koordinate' abh�angen, vershwinden die beiden PoissonklammernfH; p'g = 0; f
; p'g = 0: (H:10)xxxiii



Zum Nahweis der Integrabilit�at fehlt uns daher nur noh das Vershwindender Poissonklammer fH;
g sowie die Unabh�angigkeit (13.86) der drei Erhal-tungsgr�o�en. Im folgenden werden wir anstelle der Erhaltungsgr�o�e 
 die gleih-wertige Erhaltungsgr�o�e G = �H � 
2m2 (H:11)verwenden.Das Skalarprodukt der beiden DrehimpulseLA = (r+ )� p; LB = (r� )� p (H:12)berehnet sih ausLA �LB = (r2�2) p2�(r�p)2+(�p)2 = (r2�2) p2�(�p�+zpz)2+2p2z: (H:13)F�ur die Transformation auf rotationselliptishe Koordinaten leiten wir unter Be-nutzung von (H.5) und (H.8) die Hilfsbeziehungenp� = m _� = m (1� �2)� _� � (�2 � 1)� _�p(�2 � 1)(1� �2) = p(�2 � 1)(1� �2) (�2 � �2) (�p� � �p�);pz = m _z = m(� _� + � _�) = (�2 � 1)�p� + (1� �2)�p� (�2 � �2) : (H:14)her, aus denen die Darstellungr � p = 1�2 � �2 �(�2 � 1)�p� + (1� �2)�p�� (H:15)folgt. Unter Verwendung der Darstellung f�ur p2 aus (H.9) erhalten wir damitshlie�lihLA � LB = (�2 � 1)(1� �2)�2 � �2 (p2� � p2�) + � 11� �2 � 1�2 � 1�p2': (H:16)F�ur die Darstellung der Potentialterme folgern wir aus (H.4)rArB = 2(�2 � �2) (H:17)und damit die Ausdr�uke1rA + 1rB = 2� (�2 � �2) ; 1rA � 1rB = �2� (�2 � �2) ; (H:18)die wir f�ur die Hamiltonfunktion (H.1) und f�ur den zweiten Summanden der drittenErhaltungsgr�o�e (H.3) brauhen. Mitos�A = z + rA ; os�B = z � rB (H:19)xxxiv



ergibt sihos�A � os�B = � 1rA � 1rB � z + � 1rA + 1rB �  = 2� 1� �2�2 � �2 : (H:20)Das endg�ultige Ergebnis shreibt sih unter Verwendung der beiden Hilfsgr�o�enH� = 12m2 �(�2 � 1)p2� + p2'�2 � 1�� 2Ze2 �H� = 12m2 �(1� �2)p2� + p2'1� �2 � (H:21)shlie�lih sehr kompakt alsH = 1�2 � �2 [H� +H�℄;G = �1�2 � �2 [�2H� + �2H�℄: (H:22)Die Berehnung der Poissonklammer fH;Gg reduziert sih jetzt wegen der o�en-sihtlihen Beziehungen�H��� = �H��p� = �H��' = 0; �H��� = �H��p� = �H��' = 0;�G�p� = ��2 �H�p� ; �G�p� = ��2 �H�p� (H:23)nah wenig aufw�andiger Rehnung auffH;Gg = ���2 �H�� � �G�� ��H�p� + ���2 �H�� � �G�� ��H�p� = 0: (H:24)Die Unabh�angigkeit der drei Erhaltungsgr�o�en und damit der vollst�andige Nah-weis der Integrabilit�at ergibt sih shlie�lih nah (13.86) aus der Funktionalde-terminante �(H; p'; G)�(p�; p�; p') = (�2 � 1)(1� �2)p�p�m24(�2 � �2) 6� 0: (H:25)Um den L�osungsmehanismus f�ur integrable Systeme nah Kapitel 13 in Gang zusetzen, m�ussen wir die Erhaltungss�atzeH = E; G = ; p' =M (H:26)nah den generalisierten Impulsen au�osen. Die Abh�angigkeit von den Systemkon-stanten gestaltet sih dabei �ubersihtliher, wenn man nat�urlihe Einheiten f�urEnergie und Wirkung, E0 = Ze2 ; p0 = pmZe2; (H:27)xxxv



einf�uhrt und alle Energien in Einheiten von E0 und alle Impulse in Einheitenvon p0 mi�t. (Da unsere generalisierten Koordinaten dimensionslos sind, habenihre Impulse die Dimension einer Wirkung.) Wir bezeihnen die skalierten Erhal-tungsgr�o�en mit ~E = EE0 ; ~ = E0 ; ~M = Mp0 (H:28)und erhalten nah Au�osen der Gleihungen (H.26) nah den Impulsen~p� =s2 ~E�2 + 4� + 2~ � ~M2=(�2 � 1)�2 � 1 ;~p� =s�2 ~E�2 � 2~ � ~M2=(1� �2)1� �2 ;~p' = ~M: (H:29)
Auf der Grundlage dieser Gleihungen kann man nun leiht f�ur gebundene Bewe-gunge (E < 0) die Struktur der L�osungstori im Phasenraum diskutieren und nahden Vorshriften in Kapitel 13 Wirkungs{ und Winkelvariable einf�uhren. Die dazuauszuf�uhrenden Integrationen f�uhren auf elliptishe Funktionen.Die quantenmehanishe Behandlung dieses Problems hat eine interessante Ge-shihte und konnte die Existenz eines gebundenen Zustandes f�ur das H+2 {Ionnahweisen.
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I. Die Toda{KetteDie Toda{Kette ist ein au�ergew�ohnlihes integrables System. Es ist ein eindimen-sionales System mit n Teilhen der Masse m, Koordinaten qi und Impulsen pi, die�uber ein nihtlineares Potential wehselwirken und durh die HamiltonfunktionH = 12m nXi=1 p2i + V0 nXi=1 e qi�qi+1a (I:1)beshrieben werden. Die potentielle Energie ist durh die Vorstellung motiviert,da� die Teilhen in der Form q1 < q2 < : : : < qn in aufsteigender Reihenfolgeangeordnet sind und daher die Wehselwirkung auf n�ahste Nahbarn beshr�anktist. Die angegebene Anordnung ist allerdings im Modell (I.1) dann gar nihtvorausgesetzt. Die in der potentiellen Energie (f�ur i = n) auftretende Koordinateqn+1 identi�zieren wir mit der Koordinate q1 (\zyklishe Randbedingungen"). In-dem wir shlie�lih L�angen, Energien und Zeiten in geeigneten Einheiten messen,k�onnen wir f�ur die drei Parameter der Toda{Kette ohne Beshr�ankung der All-gemeinheit die Annahme a = m = V0 = 1 mahen. Die aus (I.1) folgendenHamiltonshen Gleihungen lauten dann_qi = pi; _pi = �eqi�qi+1 + eqi�1�qi (i = 1; : : : ; n) (I:2)mit den Konventionen f�ur zyklishe Randbedingungenq0 = qn; qn+1 = q1: (I:3)Die Konstruktion von n Erhaltungsgr�o�en der Toda{Kette gelingt, indem man ausden Bewegungsgleihungen (I.2) eine Di�erentialgleihung f�ur eine (n�n){Matrixherleitet. Wir de�nieren zur Abk�urzung die Gr�o�enai = e qi�qi+12 (i = 1; : : : ; n) (I:4)und bilden damit die symmetrishe Matrix
L = 0BBBBBB� p1 a1 0 0 : : : ana1 p2 a2 0 : : : 00 a2 p3 a3 : : : 0... ... ... . . . ... ...0 0 0 : : : pn�1 an�1an 0 0 : : : an�1 pn

1CCCCCCA (I:5)
sowie die antisymmetrishe Matrix

M = 12 0BBBBBB� 0 a1 0 0 : : : �an�a1 0 a2 0 : : : 00 �a2 0 a3 : : : 0... ... ... . . . ... ...0 0 0 : : : 0 an�1an 0 0 : : : �an�1 0
1CCCCCCA : (I:6)
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Man �uberpr�uft nun leiht, da� diese beiden Matrizen aufgrund der Bewegungsglei-hungen (I.2) die Di�erentialgleihungdLdt = LM �ML (I:7)erf�ullen. Ein Paar von Matrizen mit der Eigenshaft (I.7) nennt man auh einLax{Paar. Tats�ahlih impliziert die Gleihung (I.7) f�ur die Diagonalelemente piund die Nihtdiagonalelemente ai der Matrix L die Di�erentialgleihungen_pi = (a2i�1 � a2i ); _ai = ai(pi � pi+1)=2 (i = 1; : : : ; n): (I:8)Anhand der De�nitionen (I.4) erkennt man sofort die �Aquivalenz_pi = (a2i�1 � a2i ) () _pi = �eqi�qi+1 + eqi�1�qi (i = 1; : : : ; n): (I:9)Die n Gleihungen f�ur _ai in (I.8) folgen aus den n Gleihungen _qi = pi in (I.2),sind allerdings linear abh�angig voneinander und es gilt die �Aquivalenz� _ai = ai(pi � pi+1)=2 (i = 1; : : : ; n); nXi=1 _qi = nXi=1 pi� ()_qi = pi (i = 1; : : : ; n): (I:10)Aus der Di�erentialgleihung (I.7) folgt die Unabh�angigkeit aller Eigenwerte derMatrix L von der Zeit t oder, �aquivalent dazu, die Zeitunabh�angigkeit des harak-teristishen Polynoms det(L� �I) der Matrix L. Die n KoeÆzienten des harak-teristishen Polynoms ergeben n Erhaltungsgr�o�en und begr�unden vorbehaltlihdes Nahweises ihrer Kompatibilit�at und Unabh�angigkeit den Beweis f�ur die Inte-grabilit�at der Toda{Kette.Zum Beweis der Zeitunabh�angigkeit des harakteristishen Polynoms betrahtenwir eine regul�are (als Matrix invertierbare) L�osung V (t) der Di�erentialgleihungddtV (t) = �M(t)V (t): (I:11)F�ur die Inverse von V (t) gilt dann die Di�erentialgleihungddtV �1 = �V �1 _V V �1 = V �1M(t) (I:12)und wir erhalten damit unter Benutzung von (I.7)ddt�V �1LV � = V �1(ML+ _L� LM)V = 0 =) V �1(t)L(t)V (t) = C=) det(L� �I) = det(C � �I) (I:13)xxxviii



mit einer zeitunabh�angigen Matrix C.Wir bezeihnen die erhaltenen KoeÆzienten von (��)n�i des harakteristishenPolynoms det(L� �I) mit Fi(n). Dann sind die ersten drei Erhaltungsgr�o�enF1(n) = nXi=1 pi = P;F2(n) = X1�i<j�n pipj � nXi=1 eqi�qi+1 = 12P 2 �H;F3(n) = X1�i<j<k�n pipjpk � nXi=1 eqi�qi+1 Xj 6=(i;i+1) pj + 2Æ3n: (I:14)
Die ersten beiden Erhaltungsgr�o�en sind durh die o�ensihtlihen Erhaltungs-gr�o�en Gesamtimpuls P und Gesamtenergie H bestimmt. Die weiteren Erhal-tungsgr�o�en sind ganz neuartig, da Fi(n) ein Polynom vom Grade i in den Im-pulsen ist.Zum Nahweis der Unabh�angigkeit der n Erhaltungsgr�o�en Fi(n) mu� man dieFunktionaldeterminante (13.86) berehnen. Es gen�ugt hier, den Fall vershwinden-der potentieller Energie (V0 = 0) zu untersuhen, in dem mandet �F(n)�p = Y1�i<j�n(pi � pj) 6� 0 (I:15)erh�alt. Die potentielle Energie erzeugt hier additive Zusatzterme von geringererOrdnung in den Impulsen, die niht ein identishes Vershwinden der Determinantebewirken k�onnen.Der Beweis, da� wie in (13.85) die n Erhaltungsgr�o�en Fi(n) paarweise in In-volution zueinander sind, erfordert einige Anstrengung. Wir beginnen mit derDe�nition der Erhaltungsgr�o�en (I.14) im Falle vershwindender potentieller En-ergie F 0i (n) = �j2[1;n℄Xf�jgij=1 p�1 � � � p�i : (I:16)Hier kommt jeder Impuls h�ohstens einmal in einem Summanden vor, d.h. dieIndizes �j sind paarweise vershieden. Aus den F 0i (n) kann man die Erhal-tungsgr�o�en Fi(n) mit Hilfe des OperatorsOn = nYi=1h1� a2i �2�pi�pi+1 i (I:17)mittels der Formel Fi(n) = OnF 0i (n)� 2(�1)nÆi;n (I:18)xxxix



erzeugen. Der Operator On ersetzt jedes Produkt benahbarter Impulse pipi+1durh die Subdeterminante pipi+1 � a2i . Dies ist genau die Art, in der die Niht-diagonalelemente ai der Bandmatrix L in die Adjunkten eingehen, aus denen dieFi(n) gebildet sind. Nur f�ur i = n werden damit niht die Produkte a1 � � �an = 1der Nebendiagonalelemente ber�uksihtigt, die daher durh den Zusatzsummanden�2 erg�anzt werden.Zur Berehnung der Poissonklammern (13.35) brauhen wir die Abk�urzungenJ (k)i;i+s�1(n) = �sF 0k (n)�pi � � ��pi+s�1 (I:19)und xi;i+s�1 = a2i � � �a2i+s�1; (I:20)wobei s jede nat�urlihe Zahl aus dem Intervall [1; n℄ sein kann. (Indizes, die gr�o�erals n sind, sind immer modulo n zu verstehen.) Man �uberzeugt sih nun leihtvon den beiden Identit�aten�Fm(n)�qj = �On�xj;jJ (m)j;j+1(n)� xj�1;j�1J (m)j�1;j(n)� (I:21)und �Fm(n)�pj = OnJ (m)j;j (n); (I:22)mit deren Hilfe die Poissonklammern sih zu[Fk(n); Fl(n)℄ = nXj=1 xj;j�[On(J (k)j+1;j+1(n)� J (k)j;j (n))℄[OnJ (l)j;j+1(n)℄� [On(J (l)j+1;j+1(n)� J (l)j;j (n))℄[OnJ (k)j;j+1(n)℄� (I:23)ergeben. Wir werden im folgenden induktiv beweisen, dass in Verallgemeinerungvon (I.23) f�ur beliebige s = 1; 2; : : : die Formel[Fk(n); Fl(n)℄ = nXj=1 xj;j+s�1�[On(J (k)j+1;j+s(n)� J (k)j;j+s�1(n))℄[OnJ (l)j;j+s(n)℄� [On(J (l)j+1;j+s(n)� J (l)j;j+s�1(n))℄[OnJ (k)j;j+s(n)℄� (I:24)gilt, deren G�ultigkeit f�ur s = 1 mit (I.23) festgestellt wurde. Die rehte Seite von(I.24) vershwindet jedoh f�ur s � max(k; l), weil dann J (k)j;j+s(n) und J (l)j;j+s(n)beide vershwinden. Daher sind alle Erhaltungsgr�o�en Fk(n) als paarweise invo-lutorish erkannt, sobald die G�ultigkeit der Formel (I.24) f�ur alle s nahgewiesenist. xl



Wir nehmen also an, die Gleihung (I.24) gelte f�ur ein s � 1. Niht vershwindendeBeitr�age zu einer Di�erenz J (m)j+1;j+s(n)�J (m)j;j+s�1(n) leiten sih nah (I.19) nur ausSummanden in F 0m(n) ab, die den Faktor pi � � � pi+s enthalten. Denn der Faktorpi+1 � � � pi+s�1 muss mindestens enthalten sein, damit niht beide Summandender Di�erenz vershwinden. Wenn nur einer der beiden zus�atzlihen Faktoren piund pi+s enthalten ist, heben sih die beiden Beitr�age, die von analogen Termenin F 0m(n) mit pi � � � pi+s�1 und pi+1 � � � pi+s herr�uhren, gegenseitig auf. Es folgtdaher die Identit�atJ (m)j+1;j+s(n)� J (m)j;j+s�1(n) = (pj � pj+s)J (m)j;j+s(n): (I:25)Indem wir diese in (I.24) einsetzen, erhalten wir[Fk(n); Fl(n)℄ = nXj=1 xj;j+s�1��[On; pj � pj+s℄J (k)j;j+s(n)�[OnJ (l)j;j+s(n)℄� �[On; pj � pj+s℄J (l)j;j+s(n)�[OnJ (k)j;j+s(n)℄�: (I:26)Hier haben wir die Produkte On(pj�pj+s) durh die Kommutatoren [On; pj�pj+s℄ersetzen k�onnen, weil die Zusatzterme der ersten und zweiten Zeile in (I.26) einan-der kompensieren. Da jeder Impuls in F 0m(n) h�ohsten in erster Potenz vorkommt,ergeben sih nun die Indentit�aten[On; pj ℄J (m)j;j+s(n) = �Ona2i�1J (m)j�1;j+s(n);[On; pj+s℄J (m)j;j+s(n) = �Ona2i+sJ (m)j;j+s+1(n): (I:27)Indem man diese in (I.26) einsetzt, erh�alt man[Fk(n); Fl(n)℄ = nXj=1 xj;j+s�1�[Ona2j+sJ (k)j;j+s+1(n)� Ona2j�1J (k)j�1;j+s(n)℄[OnJ (l)j;j+s(n)℄� [Ona2j+sJ (l)j;j+s+1(n)� Ona2j�1J (l)j�1;j+s(n)℄[OnJ (k)j;j+s(n)℄�= nXj=1�[xj;j+sOnJ (k)j;j+s+1(n)� xj�1;j+s�1OnJ (k)j�1;j+s(n)℄� [OnJ (l)j;j+s(n)℄� [xj;j+sOnJ (l)j;j+s+1(n)� xj�1;j+s�1OnJ (l)j�1;j+s(n)℄� [OnJ (k)j;j+s(n)℄�:
(I:28)

Durh Anheben des Summationsindex j um 1 in den jeweils rehten Summandenund durh Vertaushen der unteren und oberen Summanden erh�alt man shlie�lihxli



das Endergebnis[Fk(n); Fl(n)℄ = nXj=1 xj;j+s�[On(J (k)j+1;j+s+1(n)� J (k)j;j+s(n))℄[OnJ (l)j;j+s+1(n)℄� [On(J (l)j+1;j+s+1(n)� J (l)j;j+s(n))℄[OnJ (k)j;j+s+1(n)℄�; (I:29)durh das die Induktion von s auf s+ 1 durh Vergleih mit (I.24) erwiesen ist.Eine alternative M�oglihkeit zur De�nition von n zu den Fi(n) �aquivalenten un-abh�angigen Erhaltungsgr�o�en erh�alt man �uber die n SpurenGi(n) = SpurLi (i = 1; : : : ; n): (I:30)Die algebraishen Beziehungen zwishen den beiden Basissystemen h�angen nihtvon der Zahl n der Freiheitsgrade ab. Man erh�alt f�ur die ersten Erhaltungsgr�o�endie FormelnG1(n) = F1(n)G2(n) = F 21 (n)� 2F2(n)G3(n) = F 31 (n)� 3F1(n)F2(n) + 3F3(n)G4(n) = F 41 (n)� 4F 21 (n)F2(n) + 4F1(n)F3(n) + 2F 22 (n)� 4F4(n) (I:31)Die Gi(n) eignen sih besser zur Betrahtung des Grenzfalls n ! 1 unendlihlanger Ketten, weil sie im Gegensatz zu den Fi(n) linear in der Systemgr�o�e sind.Die Toda{Kette f�ur n = 3 steht in enger Beziehung zum H�enon{Heiles{System(12.54). Wir spezi�zieren die Parameter der Toda{Kette (I.1) so (m = 1, a =1=p8, V0 = 1=24), da� ihre Hamiltonfunktion durhH = 12(p21 + p22 + p23) + 124(e q1�q2p8 + e q2�q3p8 + e q3�q1p8 ) (I:32)gegeben ist. Wegen der Translationsinvarianz f�uhren wir Massenmittelpunkt{ undRelativkoordinatenQ1 = 2q1 � q2 � q3p6 ; Q2 = q3 � q2p2 ; Q3 = q1 + q2 + q33 (I:33)ein. Hierbei ist Q3 die Koordinate des Massenmittelpunktes des Gesamtsystems,Q1 die Relativkoordinate zwishen dem Massenmittelpunkt der Freiheitsgrade q2und q3 und dem Freiheitsgrad q1 und Q2 die Relativkoordinate der Freiheitsgradeq3 und q2. Die alten Koordinaten dr�uken sih durh die neuen wieq1 = Q3+p23 Q1; q2 = Q3� 1p6Q1� 1p2Q2; q3 = Q3� 1p6Q1+ 1p2Q2 (I:24)xlii



aus. Damit erh�alt die kinetishe Energie in den zu den neuen Koordinaten Qikanonish konjugierten Impulsen Pi die GestaltT = P 21 + P 222 + P 236 : (I:35)Wenn wir die potentielle Energie in den neuen Koordinaten bis zur dritten Ord-nung entwikeln, erhalten wir das ErgebnisV = 18 + Q21 +Q222 +Q21Q2 � Q323 +O(Q4): (I:36)Die aus (I.35) und (I.36) gebildete Hamiltonfunktion ist in den beiden Rela-tivfreiheitsgraden 1 und 2 identish mit der Hamiltonfunktion (12.54). Die Toda{Kette mit drei Freiheitsgraden ist also eine integrable Erweiterung des haotishenH�enon{Heiles{Systems auf gro�e Anharmonizit�aten.
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