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• singuläre Punkte gehören per De�nition niht zur Raumzeit, bzw. können aus dieser aus-geshnitten werden, sodass die zurükbleibende Mannigfaltigkeit in jedem Falle regulär ist
• die Charakterisierung von Singularitäten ist shwierig, da z.B. die Divergenzen des Krüm-mungstensors von einer ungünstigen Wahl der Basis abhängen können und selbst wenn mannur Krümmungsinvarianten nutzt, kann es passieren, dass alle diese Gröÿen vershwindenund trotzdem Singularitäten bleiben ([21℄). Dies ist eine Eigenshaft der Lorentzshen Geo-metrie, in der die Zeitahse eine andere Signatur als die Raumahsen hatVon daher de�niert man Singularitäten über die Unvollständigkeit von Kurven in der Raumzeit(man nimmt normalerweise Geodäten, obwohl es auh Raumzeiten mit vollständigen Geodäten,aber unvollständigen zeitartigen Kurven gibt, siehe [11℄ oder [15℄, S. 257f), sozusagen als �Zeiger�auf die �Löher� in der Raumzeitmannigfaltigkeit. Gewöhnlih werden nur kausale Kurven (zeit-artig oder lihtartig) betrahtet, obwohl im Allgemeinen auh raumartige Kurven Singularitätende�nieren.Als minimale Bedingung für eine singularitätenfreie Raumzeit ist daher nah Hawking & Ellis([15℄) zeitartige und lihtartige Geodätenvollständigkeit zu fordern (Hawking & Ellis untershei-den zwishen metrisher, geodätisher und bündelartiger Vollständigkeit). Von daher benutzenwir folgende De�nition von Singularitäten (Zusatz mit eingebettetem Raum aus [16℄ S.15)Def Eine Raumzeit ist singulär, wenn in ihr unvollständige zeitartige oder lihtartigeGeodäten existieren und sie niht in eine gröÿere Raumzeit eingebettet werden kann1.2 Annahme über die Raumzeit in den TheoremenWie bei jedem mathematish zu beweisendem Theorem brauht man gewisse Annahmen (es seiden es handelt sih um logishe Wahrheiten). Es gibt viele vershiedene Singularitätentheoreme,man kann aber meist zwishen vier Klassen an Annahmen untersheiden ([10℄, S.2)
• Die klassishe Raumzeit erfüllt die Einstein-Gleihungen (hier ohne kosmologishe Kon-stante Λ), d.h. es gilt

Gab = Rab −
1

2
gabR = 8πTab.Das bedeutet, dass wir im Gültigkeitsbereih der klassishen Allgemeinen Relativität ar-beiten

• Es gibt einen Energie-Impuls-Tensor, der gewisse Energiebedingungen erfüllt (s. S. 3) (esgibt allerdings auh Singularitätentheoreme, die ohne Energiebedingung auskommen (s. [6℄,dort wird die Singularität gezeigt, durh Ausnutzen, dass die in�ationäre Phase niht ewiggedauert haben kann, ohne den Energie-Impuls-Tensor zu gebrauhen)
• �Besondere� physikalishe Situationen als Eingangsbedingung wie die Existenz von �ge-fangenen Ober�ähen�, wie sie z.B. bei shwarzen Löhern auftreten können oder eineBedingung an die Entwiklung des Universums, wie einen Zeitpunkt, ab dem das ganzeUniversum expandiert. Diese Annahme ist notwendig, da es nihtsinguläre exakte Lösun-gen der Einstein-Gleihungen gibt, wie z.B. bei einem statishen Stern. Allerdings sheintz.B. die Annahme, dass Gravitation stark genug ist, um gewisse Regionen zu fangen, nihtunnatürlih
• kausales Verhalten der Raumzeit, das übersetzt wird in globales topologishes Verhaltenwie z.B. ein global hyperbolishes Universum2



Def eine o�ene Menge U heiÿt global hyperbolish, wenn(vgl.[15℄, S. 206 und [16℄, S. 8, einfahere De�nition s.S. 6)-∀Punkte p, q ∈ U : der Shnitt aus Zunkunft von p und Vergangenheitvon q kompakt ist und enthalten in U (I+(p) ∩ I−(q) ⊂ U und ist kompakt)-starke Kausalitätsbedingung gilt in U , was bedeutet, dass keine geshlossenenoder fast geshlossenen zeitartigen Kurven in U enthalten sindDie Annahmen über die kausale Struktur der Raumzeit sind vielleiht die gesihertsten der ganzenVorraussetzungen. Trotzdem gibt es Theoreme, die ohne diese Bedingung auskommen (s. [15℄,S. 272). Die Raumzeit sollte so besha�en sein, dass sie kausales Verhalten zulässt, wir alsogeshlossene zeitartige Kurven verbieten. Dadurh wird eine globale Zeitrihtung ausgezeihnet.Auÿerdem brauhen wir die kausale Bedingung, um die Existenz von Geodäten mit maximalerEigenzeit zwishen zwei Raumzeitpunkten zu sihern, was zu Geodäten ohne Verklumpung führt.Im folgenden untersuhen wir einige Energiebedingungen
• shwahe Energiebedingung ∀zeitartige Geodäten ξa : Tabξ

aξb ≥ 0. Dies besagt, dassdie lokale Energiedihte im Ruhesystem niht negativ ist. Diese Energiebedingung sollte,vom klassishen Gesihtspunkt her, für alle im Universum vorkommende Materie erfülltsein. Auh gilt dies lokal für den quantenmehanishen Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensors. Aus Stetigkeitsgründen folgt diese Bedingung auh für lihtartige Geodäten, wennwir ξa dem Nullvektor annähern
• gemittelte shwahe Energiebedingung ∀zeitartige Geodäten ξa :

∫
Tabξ

aξbdτ ≥ 0,bzw. mit a�nem Parameter λ bei lihtartige Geodäten. Diese Energiebedingund ist nohshwäher, da sie der lokalen Energiedihte erlaubt, in einigen Regionen sogar negativ zusein
• starke Energiebedingung ∀zeitartige Geodäten ξa : Tabξ

aξb ≥ 1/2ξaξaT , wobei T = T c
c .In einem Bezugssystem, in dem Tab diagonal ist, bedeutet diese Bedingung, dass mit derlokalen Energiedihte ρ und dem lokalen Druk pi gilt: ρ +

∑
pi ≥ 0. Die starke Energiebe-dingung ist, wie der Name shon sagt, stärker und gilt für alle �normale� Materie. Allerdingsgibt es Skalarfelder, die diese Bedingung verletzen (siehe dazu [15℄, S. 95)

• generishe Energiebedingung ([16℄, S.14) die starke Energiebedingung gilt und jedezeitartige oder lihtartige Geodäte enthält einen Punkt, an dem ξ[aRb]cd[eξf ]ξ
cξd 6= 0 gilt.Diese Bedingung wird von vielen exakten Lösungen erfüllt, aber von einigen speziellen niht.Von �normalen�, generishen Lösungen sollte die Bedingung allerdings erfüllt werden. Wennsie gilt, wird jede Geodäte eine gravitativ fokussierte Gegend antre�en

• dominante Energiebedingung ∀zeitartige Geodäten ξa : Tabξ
aξb ≥ 0 und T abξa istniht raumartig (siehe [15℄, S.91�)Die Rayhaudhuri-Gleihung lautet (Herleitung s. z.B. [24℄)

ξc∇cΘ =
dΘ

dτ
= −

1

3
Θ2 − σabσ

ab + ωabω
ab − Rcdξ

cξdmit der Dilatation Θ, der Sherung σ und der Rotation ω. Wir formulieren die Gleihung als
dΘ

dτ
= −Rabξ

aξb + Resthierbei wird mit �Rest� der Rest bezeihnet, welher für rotationsfreie Geodäten niht positivist. Zu der Herleitung dieser Gleihung wurde �keine Physik� benutzt, sondern nur geometrishe3



Eigenshaften. Erst die positive Energiebedingung in den Einsteingleihung führt zu einem positi-ven Krümmungstensor. Damit sehen wir auh, dass dΘ
dτ

< 0 gilt, was bedeutet, dass die Geodätenim gravitativen Feld gebündelt werden und somit zur Verklumpung neigen. Dies ist konsistentmit Vorstellung der attraktiven Wirkung der Gravitation.1.3 TheoremeDie Singularitätentheoreme werden nun typisherweise formuliert, indem man in einer vernünf-tigen Raumzeit arbeitet, also mit der Allgemeinen Relativitätstheorie, und dort zum einen eineEnergiebedingung annimmt. Diese übersetzt sih mit den Einsteingleihungen in eine positiveKrümmungsbedingung und führt zum Zusammenlaufen der Geodäten und �Verklumpung� vonGeodätenfamilien. Zum anderen stellen wir Kausalitätsbedingung, die sih in topologishe Eigen-shaften der Raumzeit wie globale Hyperbolizität oder räumlihe Nihtkompaktheit formuliuerenlassen. Diese erlauben eine Verbindung von Eigenshaften der Geodätenfamilien mit denen derRaumzeit. Auÿerdem nehmen wir eine geeignete Eingangs- bzw. Randbedingung an, wie einüberall expandierendes/sih zusammenziehendes Universum (Kosmologie) oder die Existenz vongefangenen Flähen an.Der Beweis skizziert sih häu�g folgendermaÿen; die physikalishen Eingangsbedingungen stel-len siher, dass es Geodätenfamilien gibt, die sih aufeinander zu bewegen, wie für gefangeneOber�ähen bei Shwarzen Löhern oder im kosmologishen Fall ein Zeitursprung, ab dem allesexpandiert oder ein geshlossenes Universum. Die Energiebedingung wird mit der Einsteinglei-hung in eine Krümmungsbedingung übersetzt, die mit der Rayhaudhuri-Gleihung zu einerFokussierung der Geodäten führt. Mit den Eingangsbedingung folgt, dass dies in endliher Zeitgeshieht. Die kausale Bedingung, übersetzt als topologishe Bedingung führt zu Geodäten mitmaximaler Eigenzeit und somit zum Nihtvorhandensein von Verklumpungspunkten. Daraus fol-gert man einen Widerspruh zur Vollständigkeit der Geodäten.Die Einsteingleihungen, also die Dynamik des Gravitationsfeldes wird eigentlih nur gebrauht,um die Energie- in eine Krümmungsbedingung zu verwandeln.Mit diesen Theoremen wurde durh Hawking und Penrose in den 1960er Jahren gezeigt, dass, imRahmen der Gültigkeit der Allgemeinen Relativitätstheorie unter vernünftigen Annahmen, dieunser Universum zu beshreiben sheinen, die Existenz von Singularitäten unvermeidbar ist.Durh die Singularitätentheoreme kann man die Stabilität von Singularitäten, die in symmetri-shen Lösungen auftauhen, unter niht-symmetrishen Störungen sehen (z.B. bei der Shwarz-shildgeometrie, siehe [4℄ �2.2.4). Allerdings sind einige der Vorraussetzungen für die Theoremunter Umständen zu stark. Die stärksten Theoreme (shwähsten Annahmen) zeigen, dass zu-mindest eine unvollständige Geodäte existiert, sagen allerdings nihts über die generelle Strukturder Raumzeit aus. Es sind auh (niht ganz realistishe) Lösungen, in denen einige Vorraus-setzungen erfüllt sind und keine Singularitäten auftreten, bekannt (s. �3). Die Frage ist also,welhe Vorrausetzungen man verwenden darf. Beispielsweise ist die Gültigkeit der AllgemeinenRelativitätstheorie an Singularitäten im Prinzip hinfällig.2 Singularitäten in Kosmologie und in Shwarzen LöhernDie Singularitätentheoreme verweisen auf zwei vershiedene Arten von Singularitäten. Zum einenverweisen sie auf in der Zukunft liegende Singularitäten, dabei könnte es sih um den Kollapsvon Sternen oder anderen massiven Objekten handeln. Diese Singularitäten bedeuten ein Endeder Zeit, zumindestens für die Objekte, die sih auf den unvollständigen Geodäten bewegen.Zum anderen wird eine in der Vergangenheit liegende Singularität vorrausgesagt zu Beginn der4



gegenwärtigen Expansion des Universums, also einem Urknall oder Big Bang.So wurde in einem frühen Theorem von Penrose 1965 ([18℄) gezeigt, dass bei der Existenz vongefangenen Flähen Singularitäten folgen, die sih in der Zukunft be�nden. Im selben Jahr ent-dekte Hawking ([13℄), dass man das Argument von Penrose auh umdrehen, also die zeitge-spiegelte Version betraheten kann. Eine umgekehrte gefangene Flähe, die sehr groÿ sein kann(kosmologishe Maÿstäbe), führt (zusammen mit Kausalitätsannahmen) zu einer Singularität inder Vergangenheit.Da der singuläre Punkt per De�nition niht zur Mannigkaltigkeit gehört, können dort die Ein-steinshen Feldgleihungen niht formuliert werden und wir können physikalish nihts über dieSingularität aussagen. Das bedeutet, dass die Allgemeine Relativität in dem Sinne unvollständigist. Mit der Ursprungssingularität sheint die einzige Möglihkeit umzugehen, indem man einegemeinsame Theorie der Gravitation und der Quantentheorie beahtet.2.1 neue De�nitionenUm uns das Verhalten der Singularitäten weiter anzushauen, führen wir zuerst einige De�nitio-nen ein. Diese sind im Wesentlihen an [24℄ angelehnt.Def Eine di�erenzierbare Kurve λ(t) wird in Zukunft/Vergangenheit gerihtete Kurvegenannt, wenn ∀p ∈ λ die Tangente ta ein in die Zukunft/Vergangenheit gerihteterVektor ist, was bedeutet, dass er in der �Zukunftshälfte�, bzw. �Vergangenheitshälfte�des Lihtkegels liegt. λ heiÿt in Zukunft/Vergangenheit gerihtete kausale Kurve,wenn ∀p ∈ λ die Tangente ta entweder in Zukunft/Vergangenheit gerihteterzeitartiger oder lihtartiger Vektor istWir wollen festlegen, was wir unter der Zukunft und Vergangenheit verstehen. Dabei untershei-den wir zwishen hronologishen (zeitlihen) und kausalen Begri�en.Def die hronale Zukunft/Vergangenheit I+/I−(p) eines Punktes p der Raumzeit (M, gab)ist de�niert als I+/I−(p) := {q ∈ M |∃ in Zukunft/Vergangenheit gerihtetezeitartige Kurve λ(t) mit λ(0) = p, λ(1) = q}Def die kausale Zukunft/Vergangenheit J+/J−(p) eines Punktes p der Raumzeit (M, gab)ist de�niert als J+/J−(p) := {q ∈ M |∃ in Zukunft/Vergangenheit gerihtetekausale Kurve λ(t) mit λ(0) = p, λ(1) = q}Def die hronale/kausale Zukunft/Vergangenheit I±, J± einer Menge an Punkten in Mist die Vereinigung der Zukünfte/Vergangenheiten an den Punkten der MengeDef eine Untermenge S ⊂ M heiÿt ahronal, falls
6 ∃p, q ∈ S : q ∈ I+(p), d.h. I+(S) ∩ S = ∅Def eine Raumzeit (M, gab) heiÿt stark kausal wenn ∀p ∈ M und
∀Umgebungen O von p : ∃Umgebung V von p ⊂ O s.d. keine kausale Kurve Vmehr als ein mal shneidet (wenn (M, gab) niht stark kausal ist, kommt sih einekausale Kurve in Umgebung von p beliebig nahe und shneidet sih selbst)Def sei S eine geshlossene, ahronale Menge (mit Rand möglih). DieZukunfts-/Vergangenheitsabhängigkeitsdomäne von S ist
D+(S)/D−(S) := {p ∈ M |jede in Vergangenheit/Zukunft gerihtete, unerweiterbare,kausale Kurve durh p shneidet S},die Abhängigkeitsdomäne von S ist D(S) := D+(S) ∪ D−(S)5



Def eine geshlossene ahronale Menge ∑ der Raumzeit (M, gab), für die
D(

∑
) = M gilt, heiÿt Cauhy-FläheWir können nun auh eine einfahe De�nition für eine global hyperbolishe Raumzeit gebenDef enthält eine Raumzeit (M, gab) eine Cauhy-Flähe ∑, so heiÿt sie global hyperbolishDef für eine geshlossene ahronale Menge S ist der Rand der Abhängigkeitsdomäneder Cauhyhorizont H(S) := Ḋ(S) = H+(S) ∪ H−(S)Def unter einer Anfangsdatenmenge verstehen wir ein Tripel (

∑
, hab, Kab),wobei ∑ eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit mit Riemannsher Metrik hab istund Kab ein symmetrishes Tensorfeld, die induzierte äuÿere Krümmung istHäu�g will man ein isoliertes System wie beispielsweise einen einzelnen Stern betrahten. In diesereigentlih natürlih niht realisierbaren, idealisierten Situation kann dann der Ein�uss von weitentfernter Materie und der kosmologishen Krümmung vernahlässigt werden. Wir suhen alsoeine asymptotish �ahe Raumzeit, d.h. die Gravitation soll bei groÿen Distanzen vershwinden.Allerdings ist dies in der Allgemeinen Relativität niht ganz so einfah. Wir haben keine �a-he Hintergrundmetrik ηab, womit der Abfall von der realen, physikalishen Metrik gab bestimmtwerden könnte, wir haben also kein natürlishes globales Koordinatensystem um z.B. die Radi-alkomponente r für die Abfallraten zu beshreiben. Wir suhen also eine präzise Vorstellung vonasymptotisher Flahheit und ein Verständnis von Grenzverhalten r → ∞.Wir führen in die reale, physikalishe Raumzeit angenäherte Grenzen, �Punkte an Unendlih�ein und sha�en damit eine ünphysikalishe� Raumzeit (M, gab). Eine präzise De�nition vonasymptotish �ah kann dann so formuliert werden (vgl. [24℄)Def eine Anfangsdatenmenge (

∑
, hab, Kab) heiÿt asymptotish �ah, wenn ∃

∑̃, s.d.-∃ �Punkt an Unendlih� Λ ∈
∑̃

: ∃konforme Isometrie Ψ :
∑

→ (
∑̃

\ Λ) mit
h̃ab = Ω2Ψ∗hab auf (

∑̃
\ Λ)-Ω ∈ C2 an Λ und

C∞ sonst auf ∑̃, solange h̃ab ∈ C>0 an Λ und C∞ sonst auf ∑-Ω(Λ) = 0 und limΛD̃aΩ = 0 während Ω−1(D̃aD̃bΩ − 2h̃ab) einen endlihen,rihtungsabhängigen Grenzwert an Λ annähert, an dem D̃a derAbleitungsoperator assoziiert mit hab ist-der �unphysikalishe� Rii-Tensor (3)Rab und Ψ∗Kab haben angemessenesGrenzverhalten an Λ, d.h. Ω1/2 (3)Rab und ΩΨ∗Kab gehen gegen endlihe,rihtungsabhängige Grenzwerte an Λ2.2 kosmishe ZensurFür die zukünftigen Singularitäten sheint es eine besondere Eigenshaft zu geben, die (von Pen-rose) kosmishe Zensur genannt wurde. Dies besagt, dass die Natur nakte Singularitäten verab-sheut. Man kann also demnah niht z.B. die Singularität eines shwarzen Lohes beobahten.Der Zusammenbruh der Theorie wirkt sih also (klassish gesehen) niht auf den Auÿenraumaus.Um die Vermutung der kosmishen Zensur genauer zu fassen, de�nieren wir uns zunähst, waswir unter einem Shwarzen Loh verstehen wollen, der Gegend, die so etwas wie eine �Regionohne Entkommen� darstellen soll. 6



Def sei (M, gab) eine asymptotish �ahe Raumzeit mit assoziierter �unphysikalisher�Raumzeit (M̃, g̃ab). (M, gab) heiÿt stark asymptotish vorhersagbar, wenn
∃ Region Ṽ ⊂ M̃ mit M ∩ J−(I+) ⊂ Ṽ : (Ṽ , g̃ab) global hyperbolish. Eine starkasymptotish vorhersagbare Raumzeit (M, gab) enthalte ein Shwarzes Loh, wenn Mniht in J−(I+). Die Shwarz-Loh-Region B ist de�niert als B := M\J−(I+).
H := ∂B = J̇−(I+) ∩ M ist der Ereignishorizont. Eine asymptotish �ahe Raumzeit,die niht stark asymptotish vorhersagbar ist, besitzt nakte SingularitätenDas bedeutet, dass keine Singularität in (M ∩ Ṽ ) ⊃ (M ∩J−(I+)) von einem Beobahter gesehenwerden kann, ausgenommen wird hier eine Anfangssingularität wie z.B. ein Weiÿes Loh.Ein weiÿes Loh kann analog de�niert werden, indem J−(I+) durh J+(I−) ersetzt wird. Es istzu erwähnen, dass unsere De�nition einer stark asymptotish vorhersagbaren Raumzeit (kommtaus [24℄) von der De�nition von Ellis & Hawking ([15℄) abweiht, da wir eine andere Notationder asymptotishen Flahheit verwenden.Existieren in einer Raumzeit Singularitäten, bedeutet dies niht, dass Shwarze Löher existieren,da Singularitäten nakt sein können, d.h. die Raumzeit niht stark asymptotish vorhersagbar seinmuss. Wenden wir uns nun der Vermutung zu, dass wir keine solhen nakten Singularitäten, wiesie in Shwarzen Löhern vorkommen sollten, beobahten können. Dies kann wie folgt formuliertwerden.Kosmishe Zensur (Vermutung, shwahe Version) Sei (

∑
, hab, Kab) eine asymptotish �aheAnfangsdatenmenge für die Einsteingleihungen mit einer vollständigenRiemann-Mannigfaltigkeit (

∑
, hab). Tab erfülle eine Energiebedingungund die Einsteingleihungen als quasilineares, diagonales, hyperbolishesSystem zweiter Ordnung. Auÿerdem erfüllen die Anfangsdaten desMateriefeldes auf ∑ geeignete asymptotishe Abfallbedingungen beider räumlihen Unendlihkeit. Dann, so die Vermutung, ist die maximaleCauhy-Entwiklung dieser Anfangsbedingungen eine asymptotish �ahe,stark asymptotish vorhersagbare Raumzeit.Etwas anshauliher formuliert besagt die Vermutung, dass der gravitative Kollaps eines Körpersimmer zu Shwarzen Löhern und niht zu nakten Singularitäten führt, was bedeutet, dass alledurh den gravitativen Kollaps entstandenen Singularitäten verstekt sind in Shwarzen Löhernund demnah niht von entfernten Beobahtern gesehen werden können.Penrose shlägt 1979 eine stärkere Version der Vermutung vor. Als einzige Bedingung an Tabstellt er die Energiebedingung. Wenn die maximale Cauhyentwiklung der Anfangsdaten er-weiterbar ist, dann soll ∀p ∈ H+(

∑
) in jeder Erweiterung entweder die starke Kausalität an pzusammenbrehen oder I+(p)

∑̂ niht kompakt sein.Davon können wir uns wieder eine physikalishere Formulierung anshauen. Die starke Vermutungbesagt, dass alle physikalish vernünftigen Raumzeiten global hyperbolish sind, d.h. abgesehenvon einer Anfangssingularität (Urknall) keine Singularitäten jemals für einen Beobahter sihtbarwerden.Diese Formulierung ist stärker als die erste Vermutung, da sie auf alle Beobahter, niht nur aufweit entfernte in asymptotish �aher Raumzeit zutri�t.Es ist meines Wissens niht bewiesen, ob die kosmishe Zensur wirklih wahr ist. (s. dazu auh[16℄, S.32-34), jedenfalls ist sie nah Wald �the key unresolved issue in the theory of gravitationalollapse� ([24℄, S. 303). Sie sheint unter Einbeziehung der Quantenmehanik verletzt zu sein,wie das Verdampfen Shwarzer Löher zeigt. 7



Abbildung 1: Ein kollabierender Stern, eingebettet in eine Mannigfaltigkeit mit Rand (aus [16℄)2.3 Ende?Die folgenden Betrahtungen sind nur in klassishen Fall zutre�end. In den Standardmodellen derKosmologie (Friedman, Lemaître, Robertson, Walker; FLRW) hat der Urknall vershwindenden(bzw. nahe bei 0 liegenden) Weyl-Tensor (für Dimension n ≥ 3)
Cabcd = Rabcd +

2

n − 2
(ga[dRc]b + gb[cRd]a) +

2

(n − 1)(n − 2)
Rga[cgd]b,der die Gezeitenkräfte eines sih auf einer Geodäte bewegenden Körpers beshreibt.Es gibt auh Betrahtungen zum umgekehrten Fall, nämlih dass ein Universum mit Anfangssin-gularität von konform regulärem Typ mit vershwindendem Weyl-Tensor und einigen geeignetenZustandsgleihungen ein FLRW-Universum sein muss (s. [17℄).Auf der anderen Seite haben Shwarze (und falls sie existieren Weiÿe) Löher im Normalfalldivergierenden Weyltensor (bzw. dieser nimmt sehr groÿe Werte an). Allerdings muss man mitWeiÿen Löhern vorsihtig sein, da sie dem zweiten Haupsatz der Thermodynamik widersprehen([16℄). Daher formulieren wir die (phänomenologishe)Weylshe Krümmunghypothese-Anfangssingularitäten müssen vershwindenden (oder sehr kleinen) Weyl-Tensor haben-Endsingularitäten haben keine solhe EinshränkungDas bedeutet, das Universum hat mit einem Urknall (Big Bang) begonnen und hat zwei wesent-lihe Möglihkeiten, zu �enden�. Im o�enen Universum haben die entstehenden Shwarzen Löherdivergierenden Weyl-Tensor, im geshlossenen Fall würde der Weyl-Tensor für die Endsingula-rität auh divergieren und das Universum würde in einem Endknall (Big Crunh) enden (sieheAbb. 2). Durh diese Vermutung könnte auh eine Rihtung der Zeit festgelegt werden ([16℄). DieWahrsheinlihkeit, dass eine solh spezieller Anfangszustand vorlag, ist, im Vergleih zu einemanderen Anfangszustand etwa

1 zu 1010123

, ([16℄)Das bedeutet, dieser Zustand besitzt eine viel geringere Entropie und das Universum entwi-kelt sih von einem Zustand niedriger Entropie zu einem mit höherer. Weiterführende Theorienkönnten eventuell einen Grund für die Zeit-Asymmetrie liefern, z.B. die Weylshe Krümmungs-hyphothese bestätigen.Als möglihe Endszenarien seien hier nur fünf Varianten genannt8



Abbildung 2: zur Weylshen Krümmungshyphothese (aus [16℄)
• big runh: dies ist sozusagen das Gegenstük zum big bang am Anfang des Universums.Das Universum wird sih im Laufe der Zeit immer mehr zusammenziehen und demnah ineinem Endknall, in dem wieder alle Materie in einem Punkt singulär vereinigt ist, vergehen
• big freeze/whimper : hierbei handelt es sih um eine ewige Expansion, allerdings bleibt dieGröÿe und Dihte �lokaler Objekte� (Menshen, Sterne, Galaxien et.) erst mal konstant,die Gravitation gleiht das �Enstehen des neuen Raums� durh die Expansion aus. Aller-dings wandelt sih die Materie in Strahlung um im Laufe der Zeit bis dann in, je nahShätzung 10150 . . . 101000 Jahren alle Protonen zerstrahlt sind (!) und jeglihe Strahlungsoweit ausgedünnt ist, dass die Temperatur des Kosmos bei etwa 0K liegt
• big rip: in diesem hyphotetishem Modell stoppt wie beim big freeze die Expansion desUniversums nie, sondern steigt sogar irgendwann exponentiell an (→ �Endknall�). Dadurhwerden auh die �lokalen Objekte� immer weiter ausgedünnt, so dass die Dihte und Tempe-ratur bei gleihbleibender Masse abnehmen. Wähst der Raum je Zeiteinheit irgendwann soshnell, dass ihn Teilhen auh mit Lihtgeshwindigkeit niht durhqueren können, so steigtsogar das Volumen von Shwarzen Löhern, deren Dihte nimmt ab und sie zerfallen. Esergibt sih der (etwas traurige) Endzustand, dass jedes �Elementarteilhen� für sih selbstexistiert und keine Wehselwirkung mit anderen Teilhen eingehen kann. Zusammenfassendsagt man, der Skalenfaktor divergiert gegen +∞ in endliher Zeit
• big brake: in diesem Modell bleibt der Skalenfaktor und dessen erste zeitlihe Ableitung end-lih (und damit der Hubble-Parameter H = ȧ/a regulär), allerdings divergiert die Ableitungvon H (und damit die zweite Ableitung des Skalenfaktor, also dessen Beshleunigung) unddamit eine Krümmungsinvariante (s. dazu [12℄). Das bedeutet, die Entwiklung des Uni-versums hört in einer endlihen Zeit abrupt auf. In [12℄ wird dies in Abhängigkeit einesTahyonenfeldes (überlihtshnelle, hyphotetishe Elementarteilhen) diskutiert
• big boune: dadurh wird ein zyklishes, oszillierendes Universum beshrieben, d.h. derUrknall wird als Ergebnis eines früheren kollabierenden Universums gesehen. Wir brauhenalso nah einem big bang einen big hrunh, der wieder von einem big bang gefolgt wirdusw. um von einem big boune reden zu können. Natürlih widerspriht diese Möglihkeitdem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik3 Singularitätenfreie RaumzeitMan könnte nun meinen, die Singularitätentheoreme verbieten im Allgemeinen Raumzeiten ohneSingularitäten. Dies stimmt so allerdings niht. Es lassen sih durhaus viele vernünftige Raum-zeiten konstruieren, auf die die Singularitätentheoreme niht anwendbar sind. Einige gehören zu9



räumlih inhomogenen Universen, andere enthalten eine kosmologishe Konstante und es gibtweitere Beispiele (siehe dazu [20℄, Paragraph 7).Wir wollen hier ein Beispiel einer zylindersymmetrishen Raumzeit untersuhen (aus [7℄, dasganze Beispiel ist auh in aller Kürze diskutiert in [8℄). In Zylinderkoordinaten nehmen wir fürdas Linienelement folgende Form an
ds2 = cosh4(act) cosh2(3ar)(−c2dt2 + dr2) +

1

9a2
cosh4(act) cosh−2/3(3ar)dΦ2+

cosh−2(act) cosh−2/3(3ar)dz2wobei a = onst > 0 ist. Dies ist eine Lösung der Einsteinshen Feldgleihungen für Λ = 0 undeinem Energie-Impuls-Tensor einer idealen Flüssigkeit
Tab = ρuaub + p(gab + uaub)mit der Energiedihte der Flüssigkeit

8πG

c4
ρ = 15a2 cosh−4(act) cosh−4(3ar)und dem isotropen Druk p. Das Einheits-Geshwindigkeits-Vektorfeld der Flüssigkeit ist

ua = (−c cosh2(act) cosh(3ar), 0, 0, 0)Es ist i.A. keine Geodäte. Die Flüssigkeit erfülle die realistishe Gleihung ρ = 3p (beshreibtstrahlungsdominiertes Universum, kann also für die frühe Phase des Universums benutzt wer-den). Es kann gezeigt werden, dass diese Raumzeit Geodäten-vollständig und damit frei vonSingularitäten ist (siehe [7℄, Paragraph 2).Die Raumzeit erfüllt die starke Kausalitätsbedingung, was bedeutet, dass sie global hyperbolishist und ebenso die dominante Energiebedingung. Berehnen wir die Divergenz der Geshwindig-keit, ergibt dies
∇au

a = 3a
sinh(act)

cosh3(act) cosh(3ar)Also wird die Geshihte des Universums in zwei Hälften geteilt, eine kontahierende Phase (t < 0)und eine expandierende (t > 0). Im letzten Fall folgern wir, dass das Universum dann überallexpandierend ist. Dies war allerdings eine möglihe äuÿere Bedingung. Warum kann also diesesModell singularitätenfrei sein?Die Au�ösung des sheinbaren Wiederspruhs zu den Singularitätentheoremen ist, dass die exakteBedingung eines Theorems mit global hyperbolisher Raumzeit impliziert, dass ∇au
a > b(=onst) > 0 gelten soll, dass also ∇au

a von unten begrenzt ist durh eine positive Konstante. Diesist in unserem Fall allerdings niht zutre�end, da sinh für t = 0 auh 0 ergibt. Dieser winzigeUntershied erlaubt es unserem Modell frei von Singularitäten zu sein.Der Widerspruh zum Theorem von Penrose ([18℄, Theorem 9.5.3 in [24℄, S. 239f) ergibt sih wiefolgt. Wir wissen bereits, dass die Lösung lihtartig Geodäten-vollständig ist (singularitätenfrei),global hyperbolish ist und dass die starke Energiebedingung gilt. Da das Theorem natürlihgültig ist, darf unser Beispiel keine gefangene Ober�ähen besitzen. Rehnungen ergeben, dassdiese wirklih niht existieren. Somit ist in dieser Lösung die Gravitation �niht stark genug� umRegionen, wie Shwarze Löher zu erzeugen.Auh interessant ist, das Theorem von Hawking und Penrose ([14℄, Theorem 2 in [15℄, S. 266f,oder Theorem 9.5.4 in [24℄, S. 240f) zu betrahten. Die generishe Energiebedingung gilt undauh die starke Energiebedingung (daraus folgt Rabv
avb ≥ 0) und die hronologishe Bedingung10



(d.h. es existieren keine geshlossenen zeitartigen Kurven) sind erfüllt. Also darf, da die RaumzeitGeodäten-vollständig ist, keine der drei alternativen Bedingungen gelten. Da wir shon wissen,dass wir keine geshlossenen gefangenen Flähen haben, müssen wir nur die anderen beidenBedingungen untersuhen.Die Existenz eines Punktes q, so dass auf jeder in Vergangenheit (Zukunft) gerihteten liht-artige Geodäte von q aus, die Expansion Θ der lihtartigen Geodäten negativ wird (d.h. dassdie lihtartigen Geodäten von q durh Materie oder Krümmung fokussieren und dann wiederauseinanderlaufen). Die Nihtexistenz kann gezeigt werden, indem man zwei Geodätenfamilienbetrahtet. Die radialen lihtartigen Geodäten durh jeden Punkt der Mannigfaltigkeit divergie-ren aber in der Zukunft (Vergangenheit), wenn sie hinauslaufend (hineinlaufend) sind, so dass Θniht negativ sein kann.Auh die dritte Bedingung, die Annahme einer Existenz einer kompakten ahronalen Menge ohneRand (d.h. dass (M, gab) ein geshlossenens Universum darstellt) kann zu einem Widerspruhgebraht werden.Dieses Beispiel zeigt uns, dass sehr wohl vernünftige klassishe überall expandierende Modelleexistieren, die die Kausalitäts- und Energiebedingungen erfüllen und trotzdem singularitätenfreisind. Damit ist auh die Wihtigkeit der �Eingangsbedingung�, also der physikalishen Annahmeüber die Raumzeit, unterstrihen.Dieses Modell tri�t leider niht auf die wirklihe Beshreibung unseres Universums zu, z.B. kanndie hohe Isotropie der Hintergrundstrahlung niht erklärt werden. Allerdings ist die Frage o�en,ob klassishe realistishe Universen konstruiert werden können, auf die die Singularitätentheoremeniht anwendbar sind und deren Geodäten vollständig sind.Um dieser Frage weiter auf den Grund zu gehen, haben u.a. Rayhaudhuri ([19℄) und Senovilla([22℄)versuht, die besondere physikalishe Bedingung durh räumlihe Bedingungen an die Mittelwer-te bestimmter Gröÿen zu ersetzen. Dabei ergibt sih z.B., dass in Modellen, die Kausalitäts- undEnergiebedingung und nihtvershwindende kosmologishe Konstante aufweisen, nur die Bedin-gungen an räumlihe Mittelwerte ausreihen, damit alle in Vergangenheit gerihtete zeitartigenGeodäten unvollständig sind.4 Probleme und AuswegeDas Auftreten von Singularitäten bereitet einem Shwierigkeiten, da sie unter geeigneten Annah-men aus der Gültigkeit der Allgemeinen Relativität zu folgen sheinen, allerdings gleihzeitig dasVersagen der Theorie an der Stelle ankündigen. Man könnte daher vermuten, dass der Existenzbe-weis von Singularitäten nur ein Artefakt einer unvollständigen Theorie ist. Der Zusammenbruhder Theorie maht es notwendig, sih mit weiterführenden Theorien beshäftigen und zu shauen,was dann mit den Singularitäten passiert.Ein weiterer ungeklärter Punkt ist, was mit der Materie an der Singularität passiert, z.B. wennsie in ein shwarzes Loh fällt und die Singularität erreiht. Wird sie dort als �singuläre Materie�ersheinen? Im Rahmen der Allgemeinen Relativität verliert Materie an der Singularität ihreMaterieeigenshaften, sonder existiert als �Masse ohne Materie�. Dies wird zumindest vom No-Hair-Theorem nahegelegt.4.1 QuantenmehanikUm einen Einblik in die Shwierigkeiten zu bekommen, die bei der Einbeziehung der Quanten-mehanik in die Theorie entstehen, shauen wir uns zunähst den �semiklassishen� Fall an, dasswir Elemente der Quantenmehanik in unsere Theorie aufnehmen.11



4.1.1 Verletzung der EnergiebedingungÜber die Heisenbergshe Energieunshärfe ist klar, dass quantenmehanishe E�ekte die klassi-she Energieerhaltung verletzt. Betrahten wir den Casimire�ekt (es be�nden sih zwei Plattenim elektromagnetishen Vakuum), bekommen wir negative lokale Energiedihten, die zu eineranziehenden Wirkung zwishen den Platten führt. Dies widerspriht der shwahen Energiebe-dingung und sogar der gemittelten shwahen Energiebedingung (obwohl dies für lihtartigenGeodäten doh erfüllt zu sein sheint).Eine zweite Möglihkeit, in der Quantenmehanik negative Energiedihten erzeugen kann, bestehtin Kohärenze�ekten, z.B. in einer bosonishen Feldtheorie (siehe [10℄).Die Frage, ob diese Verletztungen der Energiebedingung nutzen lassen, um die Singularitätender klassishen Physik zu umgehen, konnte in einigen Fällen positiv beantwortet werden. Eskonnte z.B. shon in den 70er Jahren eine nihtsinguläre Kosmologie betrieben werden unterBenutzung des quantenmehanishen Kohärenze�ektes um die Anfangssingularität zu vermeiden.Das Universum prallt an einer endlihen Krümmung zurük (sogar weit entfernt von der Gröÿeder Plankskala) und vermeidet somit die Krümmungssingularität.Allerdings wird dadurh nur gezeigt, dass es Situationen gibt, in denen Singularitäten vermiedenwerden können. Es wird keine Aussage über die Notwendigkeit der Vermeidung der Singularitätausgesagt. Die Situation mit Shwarz-Loh-Singularitäten sheint auh wesentlih shwieriger zusein. Auÿerdem ist zu erwähnen, dass es sih hierbei um eine semiklassishe Theorie handelt, inder zwar das Materiefeld, niht jedoh die Gravitation quantisiert wird.4.1.2 Quanten�uktuationen der Raumzeit-GeometrieEs gibt zwei Ursahen für Fluktuationen der Raumzeit, die sih auf der Gröÿenordnung derPlankskala abspielen sollten. Zum einen entstehen sie, wenn das Gravitationsfeld als Quantenfeldbehandelt wird, zum anderen, wenn der Energie-Impuls-Tensor für ein quantisiertes Materiefeldaufgestellt wird. Selbst wenn die Gravitation niht quantenmehanish beshrieben wird, führenFluktuationen der lokalen Energiedihte zu Fluktuationen des Gravitationsfeldes.Durh diese E�ekte ist die Gültigkeit der Einsteinshen Gleihungen in der klassishen Raumzeitniht mehr streng erfüllt. Lihtkegel fokussieren niht mehr präzise an einem Punkt sondern sindverwashen. Dies kann behandelt werden, indem die Rayhaudhuri-Gleihung in eine Langevin-Gleihung mit �ukturierendem Rii-Tensor umgewandelt wird (s. [10℄).4.2 hronologishes VerhaltenWie aus den Theoremen ersihtlih wird, müssen wir ein gewisses hronologishes Verhalten derRaumzeit zusätzlih postulieren, um über die Übersetzung in topologishe Raumeigenshaftendie Defokussierung im Beweis zu erreihen. O�enbar bekommen wir diese Eigenshaft niht ge-shenkt. So wurde in den 60er Jahren auh überlegt, ob die Singularitätentheoreme niht dieExistenz einer Singularität, sondern das akausale Verhalten der Raumzeit beweist.Die Einsteingleihungen mahen nur lokale Aussagen ohne Einshränkung über das globale Raum-zeitverhalten. So existieren exakte Lösungen der Einsteingleihungen (→ Gödel-Universum), dielokal physikalish Sinn mahen nur global unserem Kausalitätsverständnis wiedersprehen undexperimentell falsi�ziert sind. So existieren dort geshlossene zeitartige Kurven was zu Paradoxienwie einem E�ekt, der seine eigene Ursahe ist, führt. Der Wunsh besteht also, diese Chronologie-Shutz-Vermutung niht zusätzlih fordern zu müssen, sondern aus der Theorie automatish zuerhalten.Ein Beweis wie von Stephen Hawking, der einen starken experimentellen Hinweis für die Rihtig-keit der Vermutung in der Tatsahe sieht, dass wir noh niht von Horden an Touristen aus der12



Zukunft übershwemmt wurden, reiht hier niht aus. Semiklassishe Argumente versagen hierbislang als Erklärung (vgl. [23℄), evtl. können weiterführende Theorien mehr Aufshluss geben.4.3 QuantengravitationHier wird versuht, niht die Quantenmehanik semiklassish in eine Hintergrundwelt zu be-kommen, sondern direkt den Raum zu quantisieren. In der Shleifen-Quantengravitation (loop-quantum gravity, LQG) wird der Raum niht als kontinuierlihes Konstrukt in der Raumzeitgesehen, sondern der Raum ändert seine Gröÿe in kleinsten Sprüngen (auf der Gröÿenskala derPlanklänge).Die LQG liefert einem Gleihungen, die es einem im Prinzip erlauben sollte, um von einem gege-benen Zustand an gequantelten Raumzeitelementen auf einen Anfangszustand zurükzurehnen.Sollte dies gelingen, so wäre es prinzipiell möglih, das Universum in einem Zustand wie in derUrknallsingularität zu berehnen und die möglihe Existenz einer solhen Singularität zu über-prüfen.In der Allgemeinen Relativität weiÿ man seit der exakten Shwarzshildlösung von der Exis-tenz einer Singularität (auh wenn sie von einigen wie z.B. Einstein selbst niht gemoht wurde)in einem homogenen und isotropen, also hohgradig symmetrishem Universum. Dank der Sin-gularitätentheoreme ist die Existenz von Singularitäten in der klassishen Relativität für eineallgemeine Raumzeit gesihert. In der LQG-Kosmologie werden ähnlih wie in der Kosmologieder Allgemeinen Relativität starke Symmetrieannahmen durhgeführt, die die komlizierten Glei-hungen etwas vereinfahen.Betrahten wir ein solhes symmetrishes Universum und bliken zu dessen Beginn, so wird derRaum, der bis dahin expandiert ist, immer kleiner. Das bedeutet, wir entfernen aus dem Raum-konstrukt aus quantisiertem Volumen immer mehr Raumelemente. Dadurh ergeben sih in derLQG diskrete Di�erenzengleihungen statt kontinuierlihe Di�erentialgleihungen, die allerdingsauh sehr shwierig zu behandeln sind. Die Frage, ob die LQG das Universum vor einer Singu-larität bewahren kann, ähnlih wie die Quantenmehanik das Wassersto� vor der Zerstrahlungbewahrt hat, konnte durh Bojowald positiv beantwortet werden (s. [1℄, [2℄, [4℄, s. auh [5℄).Nahe eines Urknalls wird das Universum immer heiÿer und be�ndet sih immer näher am Zusam-menbruh. Die Allgemeine Relativität behandelt die Raumzeit dort weiterhin kontinuierlih undbriht dort in der Singularität zusammen. In der LQG wird mehr Sorge um die genaue Form derShrittweite der Zeiteinheit getragen. Betrahtet man den diskretisierten Skalenfaktor, so wirdder Wert a ≡ 0 niht angenommen und man kommt so über den Urknall hinaus, die Zeit endet(bzw. beginnt) am Urknall niht. Es gibt also in der LQG im Gegensatz zur Allgemeinen Relati-vität einen früheren Zeitpunkt als den Urknall. Als interessante Tatsahe stellt sih heraus, dassdas Universum vor dem Urknall expandiert (in negativer Zeitrihtung gesehen, also kontahiert)und sih dort die Raumrihtungen umkehren.Auh für die Singularitäten in Shwarzen Löhern hat Bojowald gezeigt, dass sie in der LQGniht auftreten (s. [3℄). Die neue Frage ist nun aber, ob das Innere des Shwarzen Lohes nahder Singularität mit dem Äuÿeren verbunden ist oder niht, bzw. anders formuliert: wird dieMasse des Shwarzen Lohes wieder freigegeben oder zweigt sih evtl. ein Tohteruniversum imShwarzen Loh ab (s. Abb 3)?Laut Bojowald ([5℄, S. 241) gibt es Hinweise, dass eine vollständige Theorie keine Abzweigung inein Tohteruniversum vorsieht. Singularitätenvermeidung tritt in vielen Fällen von Quantenhy-perbolizität (De�nition bei [4℄, �3.4) auf, was den allgemeinsten Mehanismus für nihtsingulari-täres Verhalten darstellt.
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Abbildung 3: zu den zwei Möglihkeiten, das singularitätenfreie Innere mit dem Äuÿeren zuverbinden (aus [5℄)4.4 StringtheorieAuh die Stringtheorie stellt eine Theorie dar, die bei kleinen Krümmungen und niedrige Ener-gien in die Allgemeine Relativität übergeht und für die Quantentheorie zugänglih ist. Stattder klassishen Punktteilhen werden eindimensionale Strings (oder höherdimensionale Branen)als elementare Objekte gedeutet. Gravitative Anregungen werden auf einer gegebenen Hinter-grundraumzeit beshrieben. Die Raumzeit selbst mit in die Theorie zu integrieren, was für dasVerständnis der Singularitäten nötig wäre, ist weit shwieriger, wird aber wohl aktuell diskutiert(s. [9℄ für mehr Details).In der Stringtheorie werden die Geodäten durh �Welt-Volumen� von Teststrings bzw. -branenersetzt, die den klassishen Geodäten folgen und die Unvollständigkeit dieser Untermannigfaltig-keiten würde dann eine Singularität ankündigen.Literatur[1℄ Bojowald, M., Initial Conditions for a Universe, 2003 [arXiv:gr-q/0305069v1℄[2℄ Bojowald, M., Quantum Gravity and the Big Bang, 2003 [arXiv:astro-ph/0309478v1℄[3℄ Bojowald, M., Nonsingular Blak Holes and degrees of freedom in Quantum Gravity, 2005[arXiv:gr-q/0506128v1℄[4℄ Bojowald, M., Singularities and Quantum Gravity, 2007 [arXiv:gr-q/0702144v1℄[5℄ Bojowald, M., Zurük vor den Urknall, 3.Au�., Fisher Verlag, Frankfurt 2009[6℄ Borde, A., Guth, A., Vilenkin, A., In�ationary spaetimes are not past-omplete, 2003[arXiv:gr-q/0110012v2℄[7℄ Chinea, F.J., Fernández-Jambrina, Senovilla, J., Singularity-free spae-times, Phys. Rev. D45, 481-486, 1992[8℄ Chinea, F.J., Fernández-Jambrina, Senovilla, J., Absene of singularities in a osmologialperfet �uid solution, 2009 [arXiv:0906.4480v1 [gr-q℄℄[9℄ Craps, B., Big Bang Models in String Theory, 2006 [arXiv:hep-th/0605199v2℄14



[10℄ Ford, L.H. The Classial Singularity Theorems and their Quantum Loopholes 2003 [arXiv:gr-q/0301045v1℄[11℄ Geroh, R., What is a Singularity in General Relativity, Ann. Phys., 48, 526-540, 1968[12℄ Gorini, V., Tahyons, salar �elds, and osmology, Phys. Rev. D 69, 123512, 2004[13℄ Hawking, S., Ourrene of singularities in open universe, Phys. Rev. Lett. 15, 689-690, 1965[14℄ Hawking, S., Penrose, R., The singularities of gravitational olapse and osmology, Pro.Roy. So. London A314, 529-548[15℄ Hawking, S., Ellis, G., The large sale struture of spae-time, Cambridge University Press,Cambridge 1973[16℄ Hawking, S., Penrose, R., The Nature of Spae and Time, Prineton University Press, Prin-eton 1996, teilweise (Teil von Hawking) auh über [arXiv:hep-th/9409195v1℄[17℄ Newman, R., On the struture of onformal singularities in lassial general relativity, Pro.Roy. So. London A443, 473-492[18℄ Penrose, R., Gravitational Collapse and Spae-Time Singularities, Phys. Rev. Lett., 10,66-68, 1965[19℄ Rayhaudhuri, A., A new singularity theorem in relativisti osmology, 2000 [arXiv:gr-q/0002041v1℄[20℄ Senovilla, J., Singularity Theorems and Their Consequenes, General Relativity and Gravi-tation, 30, 701-848, 1998[21℄ Senovilla, J., Singularity Theorems in General Relativity: Ahievements and Open Questions,2006 [arXiv:physis/0605007v1 [physis.hist-ph℄℄[22℄ Senovilla, J., A New Type of Singularity Theorem, 2007 [arXiv:0712.1428v1 [gr-q℄℄[23℄ Visser, M., The quantum physis of hronology protetion in Gibbons, G.W., Shellard,E.P.S., Rankin, S.J., The Future of Theoretial Physis and Cosmology, 3rd edition, Cam-bridge University Press, Cambridge 2009[24℄ Wald, R., General Relativity, Chiago University Press, Chiago, 1984

15


