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1 Notationen

In der naturwissenschaftlichen Literatur benutzte griechische Symbole:
Alpha «a, Beta 3, Gamma v, Delta §, A, Epsilon ¢, Zeta (, Eta n, Theta 6,
O, Iota 1, Kappa k, Lambda A, 4, My u, Ny v, Xi &, (Omikron), Pi «, II,
Rho p, Sigma o, ¥, Tau 7, (Ypsilon), Phi ¢, &, Chi x, Psi ¢, ¥, Omega w,
n
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2 Lineare Algebra

2.1 Vektorrechnung

Definition: Vektorraum

Ein reeller Vektorraum ist eine Menge V', deren Elemente Vektoren genannt
werden, zusammen mit einer Addition + und einer Multiplikation mit reellen
Zahlen (“skalare Multiplikation”) die folgenden Axiomen geniigen

v1 +v2 =vy+ oy (Kommutativgesetz)
vy + (v2 +v3) = (v1 +v2) +v3 (Assoziativgesetz) (2.1)

Es gibt einen “Nullvektor” 0, charakterisiert durch
v+0=0+v="2 (2.2)
Zu jedem Vektor v gibt es einen entgegengesetzten Vektor —v, so daf}
v+ (—v) =(-v)+v=0 (2.3)

Ein solches algebraisches System heifit kommutative oder abelsche Gruppe.
Ferner:

r(vi +v2) = (rv1) + (rv2) r,s € R

(r + s)v = (rv) + (sv)
(rs)v = r(sv)
lv=vw (2.4)

Beispiel: Der Prototyp eines (endlichdimensionalen) Vektorraums ist der
Raum der n-Tupel IR", d.h. der Menge der “Schemata” (z1, ..., z,) mit z; €
IR. Alle Operationen elementweise, d.h. (z1,...,2,) + (Y1, .-, yn) = (1 +
Yty ey T + Yn)s A1y eeey Tn) = (AZ1, ooy ATy)

Elemente eines Vektorraums werden haufig durch “kleine Buchstaben” a,
b(e V), insbesondere mit r fiir Ortsvektor, v fiir Geschwindigkeitsvektor, ge-
kennzeichnet. Evtl. mit Pfeil 7, ¥ oder auch r, v.

Definition: Basis, Dimension, Lineare (Un-) Abhéngigkeit

Ein Vektorraum V heifit endlichdimensional, wenn es endlich viele Vektoren
V1,..-,U, gibt, die V aufspannen in dem Sinne, daf§ zu jedem v € V (reelle)
Zahlen Aq,...,A, existieren, so dal v = Ajvy + ... + Apvn.

Jedes Erzeugendensystem vy,...,v,, mit minimaler Anzahl n heifit Basis, n ist
die “Dimension” von V. Eine Basis besteht aus linear unabhéngigen Vekto-
ren, d.h. A\jv; + ... + Apv, = 0 ist nur 16sbar mit Ay =... = A\, = 0.

Bemerkung: Durch Auszeichnung einer Basis erfolgt die Darstellung von
Vektoren irgendeines Vektorraumes (Menge der Polynome ...) in n-Tupeln.



Mathematische Methoden in der Physik 5

Die Elemente des n-Tupels werden die Komponenten oder Koordinaten eines
Vektors genannt.

Definition: Skalarprodukt (Inneres Produkt)
Positiv definite, symmetrische bilineare Abbildung (.,.) aus V x V in R, d.h.
fiir v1,v2,v € V und A\, p € R gilt

(vl,v2> = <172,U1>
<)\’l)1 + ,LL’U2,’U> = )\<’l)1,’l)> +[L<’l)2,’l)>
(v,v) >0, (v,v)=0=v=0 (2.5)

Beispiel: Standard-Skalarprodukt Fiir n-Tupel & = (21, ...,Z5), ¥ = (Y1, -+, Yn)
n
@) =3z (2.6)
i=1

Beispiel: Ist im IR? folgende Form ein Skalarprodukt?

((z1,22), (Y1,Y2)) = T1y1 + 2T1y2 + 222y1 + BT2yo (2.7)

Antwort: Ja. Positive Definitheit: ((z1,2), (z1,22)) = (21 + 222)% + 3.
Bemerkung:

Fiir ¢, @ € V schreibt man auch ¥ - « anstelle (v, w).

Die “Norm” (Lénge, Betrag) |v| eines Vektors v ist durch |v| = /(v,v) defi-
niert.

Wir werden hiufig die Betrige von Ortsvektoren 7 und Geschwindigkeitsvek-
toren ¢ durch r und v bezeichnen.

Der Winkel @ zwischen zwei Vektoren ¥, w, ist def. durch 7@ = |v||w| cos 6.
Falls ©® = 7/2 heiflen die Vektoren orthogonal.

Zu einem vorgegebenen Vektor 7 definieren wir den “Einheitsvektor # in Rich-
tung ¥ ” durch

11

(2.8)

F=

Beispiel: Anwendung des Skalarproduktes (Cos-Satz)
Die Vektoren da, 5, ¢ = @ — b definieren die Seiten eines Dreiecks. Es gilt

-, =

¢-¢=(a—-"b)-(d@—>b), woraus folgt

a® +b* — 2abcos O, p = (2.9)

c=ab
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Definition: Euklidischer Raum, Orthonormale Basis

Ein euklidischer Vektorraum ist ein Vektorraum ausgestattet mit einem Ska-
larprodukt. Eine orthonormale Basis €1, ...€, ist wie oben definiert mit der
zusdtzlichen Eigenschaft é; - €; = 4, 5, d.h. gleich 1 fiir ¢ = j und 0 sonst.

Bemerkung: Nach Auszeichnung einer orthonormalen Basis und Darstel-
lung von Vektoren durch n-Tupel bzgl. dieser Basis nimmt das Skalarprodukt
von T = (%1, @Tn) = Y11 Zi€s, § = (Y1,-yYn) 2oy Yi€i € V folgende
Form an: -4 = z1y1 + ... + Tpyn = E?:l Z;Y; = T;y;, wobei in der letzten
Notation die “Einsteinsche Summenkonvention” benutzt wurde.

2.2 Lineare Abbildungen

Definition: Lineare Abbildung
Seien zwei Vektorrdume V', W gegeben. Eine Abbildung A4 : V. — W heif}t
linear, wenn fiir v1,v2 € V und A, p € IR gilt

A(Avy + pva) = Aoy + pAu, (2.10)

Hier ist die {ibliche verkiirzte Notation Av = A(v) fiir lineare Abbildungen
benutzt worden. Beachte: V und W kénnen unterschiedlich dimensional sein.

Die Menge aller linearen Abbildungen V' — W bildet selbst einen linearen
Raum (Vektorraum). Dabei ist die Summe zweier Abbildungen A und B
definiert durch die Wirkung auf ein beliebiges v € V'

(A+ B)v=Av+ Bv (2.11)
Analog ist fiir A € IR die Abbildung AA definiert, d.h. (A4)v = A\(Av).

Definition: Komposition
Die Komposition oder Verkettung AB von linearen Abbildungen B : V — V'
A: V" — V" ist durch die Wirkung auf ein beliebiges v € V' definiert

(AB)v = A(Bv) (2.12)

Bemerkung: Die Komposition von linearen Abbildungen ist wieder eine li-
neare Abbildung. Beachte: im allgemeinen macht nur AB (wie oben) Sinn,
nicht jedoch BA. Warum? Beachte: Falls V = V' = V", sind BA und AB
definiert, aber im allgemeinen gilt BA # AB.

Definition: Matrizen
Ein “Rechteckschema” (A;;)i=1- mit r - s-vielen Zahlen A;; heifit r x s-
j=1,s
Matrix. Beispiel einer 3 x 3-Matrix
A A Ags

A= A21 A22 A23 (213)
A31 A32 A33
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Die Indizes ¢ und j heiflen Zeilen- und Spalten-Index.

Beispiel: Einheitsmatrix, Kronecker-Delta fiir quadratische Matrizen
Fiir r = s = 3 (allg. Fall offensichtlich)

100
Gij)=10 1 0] =T (2.14)
00 1

Definition: Produkt zweier Matrizen
Seien A und B Matrizen mit Dimension r X s und s X ¢, dann ist das Produkt
AB definiert als r x t-Schema, wobei das (¢, k)-te Element gegeben ist durch

(AB)i = Y Ai;Bik(= Ai;Bjx) (2.15)
j=1,s
Beispiel:
a b 3 4\ (3a+b 4a-—b>
(c d> (1 —1) o (30+d 4c—d> (2.16)
1 2 -1 1 1 1 -2
3 1 4 |[lo -1]=(3 6 (2.17)
-1 -2 0 0 1 -1 1

Beachte: Das Produkt von mehr als zwei Matrizen ist in analoger Weise
definiert und es gelten

A(BC)=(AB)C, A(B+C)=AB+ AC, AB # BA (im allgemeinen)

(2.18)
Bemerkung: Das Produkt einer r x s-Matrix mit einem s-Tupel ist definiert
im obigen Sinne, wobei das s-Tupel als s x 1-Matrix verstanden wird.

Definition: Transposition, Inverse

Fiir jede r x s Matrix A wird eine s x r Matrix AT durch (A7), ; = A;; defi-
niert. Falls eine Inverse zu A existiert, heifit A regulér, andernfalls singulir.
Die Inverse wird durch A~! bezeichnet und erfiillt AA~! = A=14A =1T.

Bemerkung: Matrizen finden grofie Bedeutung als Koordinatendarstellung
von linearen Abbildungen im folgenden Sinn: sei A : V' — V' eine lineare
Abbildung wie oben und ey, ..., e, eine Basis von V und ej, ..., €. eine Basis
von V'. Sei A; ; definiert als die i-te Komponente von Ae; bzgl. ef, ..., ..
Sei nun v € V und das r-Tupel (v1,...,v,)T eine Koordinatendarstellung von
v. Dann ist Z;Zl A; jv; die i-te Komponente von Av!

Die gesamte lineare Algebra kann damit auf Matrizen-Manipulationen redu-
ziert werden!
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Definition: Determinante von quadratischen Matrizen und linearen Abbil-
dungen V € V (“alternierende Multilinearformen der Spaltenvektoren”)
Definition fiir 2 x 2 und 3 x 3-Matrizen

a b a b
Det(c d)z d‘:ad—bc (2.19)
A A Ass
Det | Ayy Ayy Ags | = Ay Azp Aoz | b Az Az . Az As
Azy  Ass Az, Asz As; Az
As1 Asx Ass
(2.20)

Bemerkung: Eine Matrix A ist genau dann reguléir, wenn DetA # 0.
Definition: Kreuzprodukt (im 3-dim euklidischen Raum)

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren @ und bin IR? ist definiert als der Vektor
¢, der

(i) orthogonal zu @ und b steht,

(i) dessen Lénge ¢ dem Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Paral-
lelogramms entspricht (= absin O, ), und

(iii) dessen Vorzeichen sich aus der “Rechte-Hand-Regel” ergibt: a, 5, ¢ sind
zueinander wie Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand angeord-
net.

c=axb

In Formeln (bzgl. orientierter Orthonormalbasis)

as b2

b + as b3

o ! ar b
as X b2 = — (221)

as b3

as b3
+ a1 b1
as b2

Beachte: aus der ersten Komponente ergeben sich die restlichen durch zykli-
sches Vertauschen. Das Kreuzprodukt von h6herdimensionalen Vektoren ist
nicht definiert. (Tatséchlich werden Sie in der Analysis im Zusammenhang
von alternierenden Multilinearformen auch das allg. Kreuzprodukt kennen-
lernen. Dieses bildet jedoch im allg. nicht zwei n-dim. Vektoren auf einen
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weiteren n-Vektor ab!)

Zerlegungssatz etc.:

@”x(bxé_:):b("é')—_’é’(c_i:) .
(@xb)-(¢xd)=(a-¢)(b-d)—(a-d)(b-0)
(@xb)x (¢xd)=a-(bxd)c—I[a-(bx?d]d
axbx(@xd]=@xeb-d—(@xdb- e (2.22)

Definition: Spatprodukt
Fiir drei Vektoren @, b, ¢ aus dem 3-dim eukl. Raum definieren wir das Spat-
produkt

(axi)’)-a:(Exa-a:(axa)-é’:Det(a,i;,a) (2.23)
Bemerkung: Das Spatprodukt liefert das Volumen des Parallelepipeds, das
durch die drei Vektoren aufgespannt wird. Die Verallgemeinerung auf n-
Dimensionen ist klar!?

Schlubemerkung: Wir haben den Schnelldurchgang der linearen Algebra an
den iiblichen Aufbau der Mathematik gehalten. Der Grund war letztend-
lich von physikalischer Natur: wir haben Vektoren und lineare Abbildungen
eingefiihrt, wobei Vektoren physikalische Observable kodieren und Abbildun-
gen Zusammenhénge ausdriicken. Wir haben dann n-Tupel und Matrizen als
Koordinatendarstellungen von Vektoren und lin. Abbildungen eingefiihrt oh-
ne weitere Kommentare.

Vielfach (insbes. in der dlteren Literatur) findet man einen Aufbau, der von
Beginn an n-Tupel und Matrizen in den Mittelpunkt stellt. Der physikali-
sche Gehalt (Unabhingigkeit von speziellen Koordinaten bzw. Basen) wird
dann durch Formulierungen ausgedriickt wie ein Vektor ist ein Zahlentriplet,
das sich bei einem Wechsel des Koordinatensystems so transformiert wie die
Komponenten des Ortsvektors etc. Diese obskure Beschreibung ist bei uns
iiberfiissig.

Ausblick: Durch eine geeigneten Aufbau konnen Zahlen (Skalare), Vektoren
und lineare Abbildungen als Tensoren 0., 1. und 2. Stufe erklirt werden.
Natiirlich gibt es Tensoren n. Stufe, die als multilineare Abbildungen eines
Raumes V7 X ... x V,, in IR definiert sind, oder in Koordinatendarstellung als
Zahlenschemata mit n Indizes.
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3 Differentialrechnung

Wir wollen Funktionen f: V — R™ betrachten, wobei V' gleich R™ ist oder
eine Untermenge davon. Sei ferner zo ein Punkt aus V.

Definition: f heifit differenzierbar (ableitbar) in zo, wenn f(z) — f(zo) bei
xo durch eine lineare Abbildung A approximiert werden kann

lim |f(z) — f(®0) — Az — z0)|

T—To |,’E — 1,'0|

=0 (3.1)
Bemerkung: Falls wir es mit skalaren Funktionen zu tun haben (n = m =

(m=1)

A f=F(x)f(x)
! 0

‘ X X (n=1)

1) und auch allgemein fiir n = 1 kann die bekannte Formel fiir den Diffe-
renzenquotienten formuliert werden. In diesem Fall ist A einfach durch die
Steigung der Tangente an die Funktion f gegeben.

Im allgemeinen heifit die lineare Abbildung A das Differential (Ableitung)
von f in 2o und wird dann mit df gekennzeichnet.

Durch diese Definition wird einer Funktion f eine neue Funktion zugeordnet
iiberall dort, wo die Ableitung definiert ist. Fiir n = 1 wird die neue Funk-
tion f' oder g{; genannt und liefert die Werte der Tangentensteigung. Fiir
den allgemeinen Fall wird df definiert, wir werden noch andere Notationen
kennenlernen.

Beispiel: Ableitungen von speziellen Funktionen

d

n n—1
—2z" =nzx
dzx
e n e n—1 o0 n—1
iez:izx_zznx -y e
dzx dz n! n! n —1)!
n=0 n=1 n:l( )
d 1
—Inz = —
dx T
d
—sinz = coszx
dz
d .
—cosx = —sinz
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— coshz = sinhz
i
e sinhz = coshz (3.2)

Rechenregeln: Produkt-, Quotienten-, Ketten-Regel

L17(@) +9(@)] = ') + ¢ (@)
@) = A (@)
21 @)@)] = 1/ @e(z) + f(2)g' @)
A 1) _ f@l) -~ f@)g' @)
ddw g(x) 9*(z)
2 flo@) = £ (o(a))o' (@) (33

Beispiel: Ableitungen von Umkehrfunktionen
Sei f~1 die Umkehrfunktion von f, d.h. f~1(f(z)) = z. Mit y := f(z) (auch
z = f~(y)) und Kettenregel folgt (f~1)'(y)f'(z) = 1, also

—1y7 1
= 4
(F) (w) =) (3.4)
Leichter zu merken: p )
z
Anwendung: f(z) =e® =y und f l(y) =lny = =z,
dny 1 1 1 (3.6)

. -
dy d_z e’ y

Bemerkung: 1. und 2. Ableitungen des Weges § nach der Zeit ¢ ergeben

Geschwindigkeit ¥ und Beschleunigung @

5_, s

¥=-— =35, a=
dt ’ dt?

=5, (3.7)
Die auf ein Teilchen mit Masse m wirkende Kraft ﬁ, die zur Beschleunigung
§ fithrt ist F' = msé.

Beispiel: Schraubenlinie im R?

Betrachtet werde der folgende Weg §(t) = (R coswt, Rsinwt,vt), der eine
Schraubenlinie mit Radius R um die z-Achse mit (Umlauf-) Winkelgeschwin-
digkeit w und Driftgeschwindigkeit v entlang der z — Achse.

= (—wRsinwt,wR cos wt, v)
= —w?(Rcoswt, Rsinwt, 0) (3.8)

o
S
-
S
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Beispiel: Sei #(t) ein Vektor mit zeitlich konstantem Betrag (auf Sphire),
dann gilt

d » d, ... . N
0= pri a(r(t) - 7(t)) = 27()7(¢) (3.9)
Die Ableitung steht L auf dem Vektor! Wo ist dies bei der Schraubenlinie

«z= '—*”)

gegeben? (Bei “7 =3

Bemerkung: Das Differential einer Funktion f : R™ — R™ in einem Punkt
(z1,...,2,) ist in Koordinatendarstellung durch eine m x n-Matrix gegeben,
wobei der j-te Spaltenvektor durch die “partielle Ableitung” gegeben ist

of _ 4

5e = (3.10)

alle @1,...,2n

bis auf z; fest

Beachte: fiir “praktische” Rechnungen ist hierdurch das allgemeine Differen-
tial auf die Ableitung von “skalaren Funktionen” einer “skalaren” Variablen
zuriickgefiihrt.

Definition: Hohere Ableitungen
Durch (™ wird die n. Ableitung einer Funktion f : R — IR™ gekennzeich-

net, die rekursiv durch f(® = (f(»~1)" definiert ist. Alternative Notation
d" f
dzn*

Definition: Stammfunktion

Sei f(z) eine gegebene Funktion, dann heifit eine Funktion F'(z) Stammfunk-
tion von f, wenn F'(z) = f(xz). Falls eine Stammfunktion existiert, gibt es
unendlich viele, die sich alle nur durch eine Konstante unterscheiden.

4 Integralrechnung

Wir betrachten hier Funktionen f von IR in IR. Wir werden auch annehmen,
daf} derartige Funktionen hinreichend “regulir” sind, d.h. im wesentlichen
stetig. Derartige Funktionen kénnen durch Treppenfunktionen (stiickweise
konstant) approximiert werden. Uber diesen Umweg kann in naheliegender
Weise das Integral fab f(t)dt als Fliche unter dem Graphen zwischen den
Argumenten a und b definiert werden.

In der Mathematik werden Sie einen allgemeineren Integralbegriff kennenler-
nen, den des Riemann- und vor allem des Lebesgue-Integrals, die auch fiir
nicht-stetige Funktionen erklirt sind.

Wir wollen uns nicht mit Details der Existenz und Eindeutigkeit beschéfti-
gen, sondern direkt den Fundamentalsatz der Analysis:
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(i) Jede stetige Funktion f(z) hat eine Stammfunktion, nimlich das Integral
[7 ft)dt.

(ii) Ist F' eine beliebige Stammfunktion, so ist das Integral von f gegeben
durch [ f(t)dt = F(b) — F(a)

Bemerkung: Wir kénnen nicht einen vollstindigen Beweis liefern. Zur Ein-
sicht in die allg. Zusammenhénge ist jedoch folgender Physikerbeweis instruk-
tiv.

(a) Wir iiberlegen zuniichst daf fiir a, b, ¢ aus dem Definitionsbereich einer
integrablen Funktion f gilt

/abf(t)dt+/bcf(t)dt:/acf(t)dt, (4.11)

diese Beziehung gilt auch, wenn in einem der Integrale die “untere Grenze >
obere Grenze” gilt, durch folgende Setzung

b a
/ F(t)dt = —/ F)dt,  (a>b) (4.12)
a b

und offenbar [ f(t)dt = 0.
(b) Sei eine Funktion g(z) := [ f(t)dt gegeben. Wir wollen den Differenzen-
quotienten berechnen

o(e)=gleo) = [ F0)it = (a—20)f(x) » ge) = tim LDy

z—To T — Xo
(4.13)
damit ist g eine Stammfunktion von f wie behauptet. Aus dem Physiker-
beweis wird ein Mathematikerbeweis, wenn der Mittelwertsatz benutzt wird
und oben im Differenzenquotienten f(z) durch f(z,,) ersetzt wird, wobei
sich z,, zwischen zg und z befindet und statt ~ dann = geschrieben werden
kann.
Beispiel:

w/2

w/2
/0 sin(z)dz = — cos(z) . = 0-(-1)=1

/b de arctan(z)
—5 = ar n\xr
o 1+ 22

b
= arctan(b) — arctan(a)
a
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®  dr b dz ™ ™
— 1 @ T (——) - 4.14
/_oo 1422 ab_%%o o 1422 2 2 i (4.14)

Bemerkung: Im letzten Beispiel wurde ein “uneigentliches Integral” als
Grenzprozef eines “bestimmten Integrals” berechnet.

In der Praxis lduft die Berechnung des Integrals auf das Aufsuchen der
Stammfunktion hinaus. Im Gegensatz zum Differenzieren, wobei “jede Kom-
bination von elementaren Funktionen” abgeleitet werden kann, stellt man
héufig fest, dafl das Integral selbst von “einfachen Funktionen” nicht in “ge-
schlossener Weise” angegeben werden kann. Ausnahmen:

1
/—dx =arctanz (+C)

1+ 22
1 .
————dz = arcsinz oder — arccosz
V1—2a?
1
——dr = —cotzx
sin” z
5 dr = tanzx
cos? z

1
/ dr = Intan z
sin 2

/smh zdz = coshz

coshzdr = sinhz

z = arcoshz = In(z + Vz

———dz = arsinhz = In(z + V22 + 1)

e

1+z
2da: — artanhz = Eln -
/ tanh zdx = Incosh z
/tan zdr = —Incosz
/ cothzdzr = Insinh z
/ cotzdr = Insinz
T
/ smhxdm = Intanh 5
/ 5 = —cothz
smh
dx = tanhz (4.15)

cosh? z
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Rechenregeln
b b b
[0 ne= [ nods [ neo (4.16)
b b

/)\f(t)dt:)\/ F(t)dt (4.17)
& [ swa=so. L[ rwa--f@ @

Substitutionsregel
/z ((:) f()de = / ' f(x(t))‘;—fdt (4.19)

Grund: Sei F(z) die Stammfunktion zu f(z), dann ist die linke Seite F'(z(b))—

F(z(a)). Ferner ist F(z(t)) Stammfunktion zu f(z(¢))%2 und damit ist die

rechte Seite gleich F(z(b)) — F(z(a)) und die Identitéit bewiesen.

Beispiel:

/ " wde = [ i i) cos(t)dt = / 7 o)t (4.20)

—m/2 —m/2
Partielle Integration
b b
df b dg
- = - —= 4.21
[ Lode=1d - [ 152 (.21)
Grund: Nach Produktregel der Differentialrechnung sind die Ableitungen bei-
der Seiten, betrachtet als Funktionen von b, identisch. Ferner liefern beide

Seiten fiir b = a das Ergebnis 0. Damit gilt Gleichheit fiir alle b.

Beispiel:

/W/z cos®(t)dt = sin(t) cos(t) e /W/z (—sin®(t))dt (4.22)

—n/2 —-m/2 —n/2
Es folgt f:{; cos?(t)dt = 0 + ffﬁz sin?(t)dt. Da sin®’t = 1 — cos? t, folgt

2 ffﬁz cos(t)dt = ffﬁz 1dt = 7 und ferner ffﬁz cos?(t)dt = m/2.

Logarithmische Integration (Anwendung der Substitutionsregel mit f(z) —
1/z und z(y) — f(y)

b
a

“fly),
/a Wy = 1a £(0)

(4.23)
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5 Gewohnliche Differentialgleichungen

Definition: Sei f(z,y) : RxR™ — IR™ eine Funktion (evtl. def. auf offener
Teilmenge D von IR x IR™), dann heifit

v = f(z,y) (5.24)

(gewohnliche) Differentialgleichung 1. Ordnung (DGL). Unter einer Losung
versteht man eine Funktion y : IR — IR™, deren Graph im Definitionsbereich
von f liegt, und ferner erfiillt y'(z) = f(z, y(z)).

Beispiel: DGL y' = 2zy hat Losung y(z) = Aexp(z?) mit beliebigem, aber
festem A € IR.

Definition: Das sog. “Anfangswertproblem” besteht aus DGL und der Vor-
gabe einer Anfangsbedingung (zo,yo) aus D. Dabei hat eine Losung y(z)
sowohl die DGL als auch y(z¢) = yo zu erfiillen.

Beispiel: Offenbar ist mit obiger DGL jede Anfangsbedingung eindeutig
erfiillbar mit A = yo exp(—z2).

Die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit von Losungen zu Anfangswert-
problemen ist interessant. Wir notieren:

(i) Ist f wie oben stetig, so existiert mindestens eine Losung y(z), wobei der
Definitionsbereich von y(z) evtl. ein (kleines) Intervall um zg ist.

(ii) Ist f(z,y) auBerdem nach y stetig partiell differenzierbar (d.h. 9f/dy
existiert und ist eine stetige Funktion von (z,y)), so ist die Losung des An-
fangswertproblems eindeutig.

Beispiel: DGL y' = 24/|y| und Anfangsbedingung (0,0), d.h. Forderung
y(0) = 0, hat unendlich viele Losungen, z.B. y;(z) = 0 fiir alle z und y»(z)
stiickweise definiert durch

o ={% §<, (5.25)

z=,

Wir wollen nun spezielle DGL-Typen besprechen, die hiufig eine konkrete
Losung erlauben.

Lineare DGL “f(z,y) = —a(z)y + g(z)” bzw. “y' + a(z)y = g(z)”

Ist g(z) = O fiir alle z, so spricht man auch von “linear homogener”, sonst
von “linear inhomogener” DGL.

Wir iiberlegen zunéchst, dafl die allgemeine Losung schrittweise gefunden
werden kann:
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(i) Auffinden irgendeiner speziellen Lisung y,, zum inhomogenen Problem
y' +a(x)y = g(z).
(ii) Auffinden aller Losungen zum homogenen Problem y' + a(z)y = 0.

Die allgemeinste Losung der inhomogenen DGL ergibt sich als Summe aus
spezieller Losung und bel. homogener Lésung (Superpositionsprinzip).

Ein wichtiger Spezialfall liegt vor mit:
a(z) = a, d.h. konstant, und g(z) = Exponentialfunktion = go exp(—puz).
Losung:

(i) Ansatz fiir spezielle Losung:
Exponentialfunktion proportional zur Inhomogenitit ysp(z) = C exp(—puz).
Einsetzen (—p + a)C exp(—pz) = go exp(—pz), folglich C = go/(a — ) und

yon() = -2 exp(—pa) (5.26)
(ii) Ansatz fiir Lésung der homogenen DGL:

Exponentialfunktion exp(—vz) mit zu bestimmendem Exponenten. Einset-
zen in hom. DGL liefert (—v + a) exp(—vz) = 0, also v = a.

Die allgemeinste Losung der inhomogenen DGL lautet:
y(z) = ysp(z) + Aexp(—az) mit beliebigem, aber festem A.

Beispiel: Wir wollen eine radioaktive Substanz “I” betrachten, die zur Zeit
t = 0 aus Ny Kernen besteht und sich mit der Rate ar in eine Substanz
“II” umwandelt, die selbst mit der Rate ar; zerfillt. Wir sind an der Anzahl
Ni1(t) der Kerne der Substanz “IT” als Funktion der Zeit interessiert.

Anzahl N;(t) nach Ubungsaufgabe oder wie folgt:

Ratengleichung N;(t) = —a;Ny(t), linear homogen, also Lésung Ny (t) =
Nrexp(—ast) (da N;(t) = —arNyexp(—ast) = —a;Ni(t)). Der Koeffizient
ist so gewihlt, daf die Anfangsbedingung N;(0) = Ny erfiillt ist.
Ratengleichung fiir Nyr(t):

N[[(t) = —anN]](t) + a]NI(t) = —aUNU(t) +arNy exp(—azt) (5.27)
Offenbar ist dies eine lineare DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
und Inhomogenitidt vom Exponentialtyp.

(i) Spezielle Losung der inhomogenen DGL:

a]NI
Nsp(t) = mexp(—a;t) (528)

(ii) Losung der homogenen DGL:
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exp(—arrt) (5.29)

Wir wollen nun kurz das Losungsverfahren der allgemeinen linearen DGL
1.0rdnung besprechen.

u (i): Sei A(z) eine Stammfunktion zu a(z). Ansatz: y(z) = exp(—A(z)
Einsetzen in DGL

[ 2) exp(—A(2))2(2) + exp(~A(2))2'(2)] + a(2) exp (- A(2))2(2) = g(2)
#'(z) = exp(A(z))g() (5.

Die letzte DGL wird geldst durch bel. Stammfunktion B(z) zu exp(A(z))g(z).
Ergebnis: ysp(z) = B(z)exp(—A(z)). Verfahren bekannt als “Variation der
Konstanten”.

~—
N

—~
8

~—

u (ii): ¥’ + a(z)y = 0 wird durch die Fkt. A exp(—A(z)) mit bel. konst. A
erfiillt.

Bemerkung: In der Terminologie der lin. Algebra stellt der Losungsraum
zum homogenen Problem einen 1-dim. Unterraum des (unendlichdimensio-
nalen) Raumes aller Funktionen R — IR dar. Der Lésungsraum zum inho-
mogenen Problem stellt einen 1-dim. affinen Unterraum des Raumes aller
Funktionen IR — IR mit Aufpunkt y,, dar. (Bem.: falls DGL 1. Ordnung fiir
m-dim. vektorwertige Funktionen formuliert ist, ist der Losungsraum sogar
m-dimensional.)

DGL mit getrennten Variablen “f(z,y) = g(z)h(y)” (mit h(yo) # 0)
Die DGL y' = f(z,y) kann umgeformt werden in

yl = xXr : ﬂ = ’ xr)axr
=o0)= [ 5=/ s (31

Dies ergibt eine implizite Bestimmungsgleichung fiir y(z), die “nur” Integra-
tionen und Umkehrungen involviert.

Beispiel: Exakte Differentialgleichungen, integrierender Faktor: spéter
Definition: Gewohnliche Differentialgleichung n. Ordnung

Sei f(z,y1,Y2, -, Yn) : R X R™... x R™ — IR™ eine Funktion (evtl. def. auf
offener Teilmenge D von IR x IR™... x IR™), dann heif}t

y(n) = f(zay’yla ""y(n_l)) (532)

(gewohnliche) Differentialgleichung n. Ordnung (DGL).

Beispiel: Sei 7(t) die Raumkurve eines Punktes mit Masse m und F(7) eine
(ortsabhiéingige) Kraft, dann gilt nach Newton
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—

mi(t) = F(7(t)) (5.33)

F kann prinzipiell auch geschwindigkeits- und zeitabhéngig sein, was jedoch
zumindest in fundamentalen Theorien ausgeschlossen wird.

Beispiel: Losung von “mi#(t) = F(r(t))” mittels “Energiesatz”
Hier wird zunéchst der 1-dimensionale Fall betrachtet. Durch Multiplikation

mit 7(¢) und Benutzung der Stammfunktion —U(r) (Potential) zu F(r) folgt
N d rm

dt L2
Die letzte Differentialgleichung wird durch eine Konstante E (Gesamtenergie)
gelost

(+()? +U(r(t))| =0 (5.34)

SEB)? +U(W) = B, (5.35)

d.h. Summe aus kinetischer Energie und potentieller Energie ist zeitlich kon-
stant.

Wir werden bald fiir den allgemeinen Fall mi(t) = F(7(t)) das hoherdimen-
sionale Pendant des Potentials U(7) zu einem Kraftfeld F(7) kennenlernen.

Auch in diesem Fall werden wir schlieflen %(1”(15))2 +U(7(t)) = E.

Eine explizite Losung mittels Energiesatz ist jedoch nur im 1-dimensionalen
Fall méglich durch Riickfiihrung von (5.35) auf “getrennte Variable”:

dr

2 r dr
N (O EIRT :i/m NErRr (5.36)

Bemerkung: Prinzipiell ist eine DGL n. Ordnung dquivalent zu einer DGL
1. Ordnung fiir einen Satz von n Funktionen y; (z),...,yn(2):

yi(x) = y2($)a ay;—l(x) = yn(z)a y;(z) = .f(zaylay% ayn) (537)

Aussagen iiber Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen kénnen direkt iiber-
nommen werden.

Beachte: lineare DGL n. Ordnung haben einen n-dimensionalen L&sungs-
raum (falls DGL fiir m-dim. vektorwertige Funktionen formuliert ist, ist der
Losungsraum sogar n - m-dimensional).

Beispiel: Lineare DGL n. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

any™ +an_1y™ Y + L+ a1y’ + aoy = g() (5.38)

(i) Spezielle Losung fiir g(z) = Exponentialfunktion = g exp(uz). Achtung;:
hier wurde kein — Vorzeichen im Exponenten gewihlt. Losung durch Ansatz
Ysp(z) = C exp(uz)
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(@npt™ + @ 1 p™ o Farp + a0)C = go (5.39)

was offenbar im allgemeinen direkt nach C' auflésbar ist.

(ii) Losung der homogenen DGL durch Ansatz y(z) = exp(zz) fiihrt auf
Nullstellengleichung eines Polynoms n. Ordnung in z

2" tap_12" "+t arz+ag =0 (5.40)

mit im allgemeinen n Losungen, die auch komplex sein konnen/werden. Falls
Nullstellen entartet sind, d.h. von héherer als 1. Ordnung, so muf} der obige
Ansatz modifiziert werden [y(z) = Polynom(z) exp(zz)].

Beispiel:
Erzwungene Schwingungen des harmonischen Oszillators mit Reibung
Hier haben wir zwei konkrete Realisierungen

Mechanik

Ein Ko6rper der Masse m sei an einer harmonischen Feder aufgehiingt, d.h.
es wirkt eine Riickstellkraft streng proportional zur Auslenkung z mit Fe-
derkonstante k: —kz. Ferner erfolge die Bewegung in einem Medium mit
Reibungskonstante r, d.h. es wirkt eine Reibungskraft proportional zur Ge-
schwindigkeit: —rz. Zu guter letzt kann eine externe Kraft f(t) wirken, so
dafl nach Newton gilt

mi& = Summe aller Krifte = —kz — rz + f(¢)
& miE+re+ k= f(t) (5.41)

Elektrodynamik/Elektronik

Hier betrachten wir eine Reihenschaltung aus Kondensator (Kapazitit C),
Widerstand (Widerstand R) und Spule (Induktivitit L). Die Kenngrofien
driicken einen linearen Zusammenhang aus zwischen individuell am Baustein
anliegender Spannung Uc g,; und: Ladung @, Strom I, zeitliche Stroménde-
rung [

Q=C -Uc
Up=R-T
U,=L-1I (5.42)

Bei einem geschlossenen Schaltkreis ist die Summe aller Einzelspannungen 0
bzw. — wenn eine externe Spannungsquelle vorliegt — gleich U (¢)

Uc+Ur+UL=U(t) (5.43)

Wir leiten diese Gleichung einmal nach ¢ ab und benutzen I = Q

. . I .
Li+RI+ 5 =0U() (5.44)
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Auch diese Gleichung ist von der Form (5.41).
Allgemeine Lésung der homogenen DGL

Ansatz: z(t) = e*t, fiihrt auf

mzl+rz+k=0

22+ i +—==0
m m
r r\2 k
=——*\l5=) = 4
“1.2 2m 2m) m (5.45)
Allgemeine Lésung;:
z(t) = Ae”'t + Be®! (5.46)

Durch Vorgabe der Anfangsbedingung fiir (0) und #(0) (zwei fiir DGL 2.
Ordnung!) kénnen A und B fixiert werden.

Wir miissen drei Fille unterscheiden:

Gedémpfter Fall (starke Reibung) ()" — £ >0

k
m
Hier gibt es nicht mehr viel zu sagen. Jede Losung der homogenen DGL ist
eine Summe von exponentiell abfallenden Termen.

Schwingungs-Fall (schwache Reibung) (#)2 - % <0

Hier sehen wir “ein Problem in der Quadratwurzel”. Tatséchlich kénnen wir
mit Quadratwurzeln aus negativen (reellen) Zahlen arbeiten, wobei wir i mit
i-i = —1 einfijhren. Die Gleichung 22 = —r, r positiv, hat dann die Lésungen
+i4/r. Wir schreiben also um

r k r \2 1
21,2 v 7 - (2m) - 112 (5.47)
wobei
r k r 2

Den Ansatz schreiben wir:
z(t) = Ae /7l 4 Be t/Te i (5.49)

Wir sehen wieder, da3 A und B eindeutig durch die Anfangsbedingungen
bestimmt werden konnen (evtl. komplex). In jedem Fall ergibt sich fiir re-
elle Anfangswerte eine reelle Losungsfunktion! Zur Deutung beachte (siehe
Ubungen):

e’ = cos(2t) + i sin(2t) (5.50)
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Also beschreibt die gefundene Losung eine geddmpfte Schwingung mit Kreis-
frequenz 2 und Relaxationszeit .

Aperiodischer Grenz-Fall (#)2 — % =0

Hier beschreibt der rein exponentielle Ansatz nicht mehr alle Lésungen, da

21 = 29 = —# =: z. Es “fehlt eine Losung”. Wir machen den Ansatz
te*t (5.51)
mit z = —ﬁ wie schon bestimmt. Wir sehen

mi +ri + kr = (m2> +rz + k)te” + 2mz+1r)et =04+0=0 (5.52)

da die erste Klammer aufgrund des urspriinglichen Ansatzes 0 ist und die
zweite Klammer aufgrund der Bedingung des aperiodischen Grenzfalles!
Dieser Fall hat in der Technik (Stoddmpfer etc.) eine ausgezeichnete Bedeu-
tung, da unter dieser Bedingung Energie schnellstmoglich dissipiert wird!

Spezielle Losung der inhomogenen DGL

a) Harmonische Kraft
Wir wollen nun eine spezielle Losung zu (5.41) im Falle einer periodischen
externen Kraft mit Winkelfrequenz w bestimmen

f(t) = foe'? (5.53)

Beachte, da8 et = cos(wt) + i sin(wt). M.a.W.: Wir sind nur an dem Real-
Teil interessiert, arbeiten aber mit der um den Imaginérteil vervollstindigten
“einfacheren” Exponentialfunktion.

Wir setzen an z(t) = zoe? und erhalten

fo

= 5.54
T T tirw + k (5:54)
Zerlegung nach Betrag und Phase:
fO id . rw
Ty = e'?, wobei tan¢ = ———— (5.55)
V(mw? — k)2 + (rw)? mw? — k

Dies bedeutet, dal eine harmonische externe Kraft mit Stirke fo zu einer
Schwingung mit Amplitude |zo| (Betrag) und Phasenverschiebung ¢ (Phase)
fiihrt.

Bemerkung: Im Falle des elektronischen Schaltkreises trigt der Koeffizient,
der die Strom-Spannungs-Beziehung vermittelt den Namen Impedanz (Z).
Aus (5.44) folgt analog zum mechanischen Fall
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. \2 . 1 .
(iw)*L +iwR + el Iy = iwly (5.56)

Also gilt fiir Z := Uy /Iy

1
Z =iwL+ R+ — 5.57
Wl et wC ( )
d.h. die Elemente Spule, ohmscher Widerstand, Kondensator besitzen indivi-
duell (komplexe) Widerstinde iwL, R, 1/iwC, die sich bei Reihenschaltung

addieren.

b) Kraftstof8
Im Gegensatz zum obigen Fall (“dauernd wirkende Kraft”) wollen wir hier
eine Kraft betrachten, die nur zum Zeitpunkt ¢ = 0 wirkt im folgenden Sinne

_J 5 firte[-a,aq
falt) = {[2) sonst (5:58)

wobei wir an a > 0 im Limes a — 0 interessiert sind. Beachte [*_ f,(t)dt = 1
fiir alle a. Wir wollen nun eine spezielle Losung im Limes a — 0 suchen,
fiir die der Oszillator bei ¢ < 0 in Ruhe ist z(¢) = 0. Wir sehen, daf§ bei
t = 0 augenblicklich ein Kraftsto} = Impuls =1 iibertragen wird. M.a.W.:
die Geschwindigkeit & springt bei ¢ = 0 von #(0—) = 0 auf £(0+) = 1/m.

Nun bestimmen wir eine spezielle Losung zur inhomogenen DGL in folgender

Weise:
0 firt<O0

z(t) = {Aezlt + Be*2t fiirt >0

Die DGL ist fiir ¢t # 0 erfiillt. Nun miissen wir die Stetigkeit von z(¢) und
den Sprung von Z(t) bei t = 0 erzwingen:

(5.59)

0=2(0-)=2z(0+)=A+B
1 =m[2(0+) — 2(0—)] = Az; + Bz (5.60)

Diese Gleichungen sind eindeutig durch A = —B = [m(z1 — 22)]~! lésbar.
Wir halten fest: fiir einen Kraftstoss bei ¢ = 0 von der Stirke 1 wird durch
(5.59) eine spezielle Lésung gegeben. Diese wird auch mit G(t) bezeichnet
und heift “retardierte Green-Funktion”

0 . . firt<0

21l __ hZ2

G(t) = { 2% fiirt>0 (5.61)
m(z1 — 22)

Als Anwendung wollen wir notieren: fiir eine beliebige Kraft f(¢) 148t sich eine
spezielle Losung z,,(t) der inhomogenen DGL in folgender Form angeben

Zsp(t) = /:xv Gt —7)f(r)dr (5.62)
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weitere Losungsmethoden: Fourier-Transformation (spéter)
Schluibemerkung: wir werden an geeigneter Stelle partielle Differential-

gleichungen untersuchen; dies sind Gleichungen fiir Funktionen von “mehre-
ren Verdnderlichen” und ihren (partiellen) Ableitungen.
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6 Vektoranalysis
Wegintegrale

Wir wollen uns mit der Newton’schen Bewegungsgleichung mr = ﬁ(F’) in
drei (beliebigen) Dimensionen befassen: Bahnkurve eines Teilchens unter dem
Einfluff einer ortsabhingigen Kraft F(7). Hier ist F' eine Funktion, die fiir
Vektoren 7 aus dem IR?® (oder einem Teil) definiert ist. Dies ist ein Beispiel ei-
ner vektorwertigen Funktion und wird Vektorfeld, im konkreten Fall Kraftfeld
genannt.

Die erste Frage, die wir uns stellen, ist: welches ist die am Teilchen auf der
Bahn 7(t) geleistete Arbeit? Dies fiihrt uns auf das Weg- oder Kurvenintegral:

B ts )

W:/ 7 -dF:/ F() - it (6.1)
A ta

wobei FAYB = F(tA,B)-

Motivation: Der Weg sei in kleine Stiicke zerlegt mit zugehorigen Zeiten t 4 =

t1 < t2 < ... < ty = tp und Raumpunkten 7(¢;) =: 7;. Dann ist die zwischen

den Zeiten t; und t;41 geleistete Arbeit (approximativ)

AW; = F(75) - (1 = 75) (6.2)

wobei durch das Skalarprodukt “-” gewé&hrleistet ist, da3 die Parallelkompo-
nente der Kraft mit dem Weg multipliziert wird. Im Limes N — oo

N-1 N-1
AW; = )  F() - (Tj41 — 75)

j=1 j=1

N-—1 . te .

= F(7(t;)) - 7(t;) A(t;) — F(7) - rdt (6.3)
j=1 ta
's
Ia

Beispiel 1: Sei F(7) = 7 gegeben (radialsymmetrisch). Der Massenpunkt
m durchlaufe folgende Bahn (nicht notwendigerweise geméf Newton) 7 () =
(t,t,t), die von Zeit t = 0 bis t = 1 verfolgt wird. In dieser Zeit wird folgende
Arbeit geleistet
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Beispiel 1 Beispiel 2

1 1 1
. ; 3 .1
W, :/ F(Fl)-ﬁdt:/ (t,t,t)-(l,l,l)dt:3/ tdt = —t2‘ —3/2 (6.4)
0 0 0 2 o
Wir kénnen andere Wege von (0,0,0) nach (1,1,1) betrachten, z.B. 7(t) =
(t/2,t/2,t2/4), mit Anfangs- und Endzeitpunkt 0 und 2

o= [ R -e= [ (172,00

2 2
_ / (t/2+ 8 /8)dt = (P[4 + 1 /32)] =1+1/2=3/2  (65)
0
Beide Wege (mit identischen Anfangs- und Endpunkten) liefern identische
Ergebnisse.

Bemerkung: Wir haben oben eine Notation fiir Kurvenintegrale benutzt,
die explizit eine Parametrisierung des Weges 7(t) benutzte. Hiufig wird auch
einfach

/ F(7) - dF (6.6)

c
geschrieben, wobei mit ¢ : t — #(t) die Kurve bzw. Contour spezifiziert wird.

Oft wird auch “” in der Notation fallengelassen: [ F(7)d7. Wir werden jetzt
ein Beispiel mit Weg- (Contour)-abhéngigen Integralen kennenlernen.

Beispiel 2: Sei ﬁ(a:, y) = (—y, z) ein 2-dim Kraftfeld auf einer 2-dim Geo-
metrie. Wir wollen den Kreisweg 7 (t) = R(cost,sint) in der Zeit von 0 bis 27
und Anfags- gleich Endpunkt 7 (0) = 71 (27) = (R, 0) betrachten. Auflerdem
wollen wir den trivialen Weg 7>(t) = (R, 0) fiir alle ¢ betrachten.

27 27
Wy = F(iy) - fidt = / (—Rsint, Rcost) - (—Rsint, R cost)dt
0

0
27 27

= R*(sin® t + cos® t)dt = R%dt = 2 R?
0 0



Mathematische Methoden in der Physik 27

2m
W, = F(i) - fadt = 0 (6.7)
0

Die Integrale sind nicht gleich!

Definition: Ein Kraftfeld F fiir das alle Integrationswege mit gleichen Anfangs-
und Endpunkten denselben Wert des Wegintegrals liefern wird konservativ
genannt. Insbes. geschlossene Wege liefern 0. Grund fiir Terminologie: in kon-
servativen Kraftfeldern gilt Energieerhaltung (genaueres spéter). Wir haben
oben ein Beispiel eines nichtkonservativen Feldes gesehen. In einem derartigen
Feld kann ein Prozefl durchgefiihrt werden mit Energiegewinn und Restau-
rierung des Anfangszustandes.

Potential

Charakterisierung:
Konservative Felder sind genau solche, die ein Potential besitzen.

Definition: Sei F : R — IR" ein Feld, dann heifit U : R™ — IR Potential
zu F', wenn gilt . .
F=-VU (6.8)

wobei ﬁU, “Nabla U”, der Gradient von U ist, definiert als der Spalten-
vektor des Differentials zu U, konkret der Spaltenvektor aus allen partiellen
Ableitungen

N EER
VU = : (6.9)
U
0xn
Offenbar sind Potentiale (sofern sie iiberhaupt existieren) nur bis auf eine

additive Konstante definiert.

Beispiel: Das Kraftfeld F(7) = 7 wie oben hat das Potential U(7) = — 172,
denn

ou 10

2. _Eﬁ(zi +ay +a3) = —u; (6.10)
J J

(A) Wir zeigen nun: jedes Feld der Gestalt FF = —VU ist konservativ!
Beweis: Wir haben die Kettenregel fiir hoherdimensionale Funktionen d(f o

g) =df odg

d . )
&U(F’(t)) = VU(7(t)) - 7(¢) (6.11)
Dabher folgt fiir das Wegintegral
tp . . tp d
F() - it = / 4 o)t
ta ea At

= U(r(ta)) — U((tB)) (6.12)
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(B) Nun wollen wir zeigen, daf} fiir jede konservative Kraft ein Potential
existiert. Idee: definiere zu F eine Funktion U, die obige Beziehung erfiillt.
Zeichne irgendeinen Startpunkt 7 aus und integriere F von 7, bis 7, dabei
hingt das Ergebnis nicht von der konkreten Wahl des Weges ab (“Wohldefi-
niertheit”)

U(F) := —/f F(P)dr (6.13)

Nun miissen wir zeigen VU = —F. Wir wollen die partielle Ableitung nach
z; berechnen:

oU UF+6-é)—U(7 1 [T L Fi(R)0
— = = ——= F ~ — = —F;
(6.14)
alles im Limes § — 0 zu verstehen.
Tr+6ej
i

)

Bemerkung: Der Gradient gibt die Richtung und den Betrag des stéirksten
Anstiegs einer Funktion an.

Beispiel: Die Funktion f(7) = @7 mit konstantem Vektor @ hat Gradienten

Vi) =a (6.15)
da % f=aj.
Beispiel: Die Gravitationskraft
F(r) = —G]\f?f (6.16)
hat als Potential
v = -2 (6.17)

Ganz allgemein hat eine radialsymmetrische Kraft (Betrag nur abhéngig vom
Abstand, und Richtung radial bzgl. Aufpunkt)

F(7) = ¢(r)7 (6.18)

als Potential
U(F) =—¥(r) (6.19)
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wobei ¢(r) eine Stammfunktion von ¢(r) ist (im Sinne der Funktionen einer
Verinderlichen).

Beweis: 5 p 5
~—%(r) = zé(r)a—%r(af:l,...,mn) (6.20)

Nun gilt

8 8 2 5 2:15]' .’IZ]’
— N = 1/ = = 6.21
637jr($1 ) Ox; Tt 2/z? +...+x2 T (6.21)

Also

aixjﬁ(r) = ¢'(r)% = Vé(r) = &' (r)f (6.22)

Elementare Rechenregeln des Gradienten
V(g+y)=Vo+ Ve
V(gy) = ¢Vip + 4V (6.23)

Rotation V x
differentieller Stokesscher Satz

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, wie man das Abweichen eines Kraft-
feldes von der Eigenschaft “konservativ” quantifizieren kann. Insbesondere
suchen wir ein einfaches “lokales” Kriterium, das das umsténdliche Integral-
Kriterium ersetzt durch “einfachere” Differential-Ausdriicke.

Dazu betrachten wir ein beliebiges vorgegebenes Kraftfeld F und integrieren
dies iiber einen kleinen geschlossenen Weg, der Quadratform haben mége mit
Kantenléngen §; und 4, entlang der Richtungsvektoren €; und é5.

%6 e+ e

/Dﬁ(r*)dr: B)

5 5
F <F+ ! *1> -y ) <F+ Le +52€2>

)
+ Fy <F+ 6161 + §€2> — I (’F-}— —62) ] (624)
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Nun linearisieren wie die auftretenden Terme, d.h. Ausdriicke f(z+A)— f(z)
ersetzen wir durch f'(z)A. Dies ist nur eine Approximation, der entstehende
Fehler ist jedoch “von hoherer Ordnung als A”. Allgemein sagt man, daf}-
ein Fehler “von hoherer Ordnung als A™” ist, wenn die Differenz zwischen
“gewiinschtem” und approximiertem Term dividiert durch A™ gegen 0 geht
im Limes A — 0. Wir erhalten in “fiihrender” Ordnung

/D F(#)dr = 5,6, [a%Fzm - a%ﬂm (6.25)

Moral: Das Wegintegral um das Quadrat hat als Wert den Flicheninhalt des
Quadrates multipliziert mit dem Ausdruck [...].

Bemerkung: Die vorgefiihrte Rechnung liefert das richtige Ergebnis, wird
aber nicht den Kriterien eines strengen Beweises gerecht. Wir werden spéter
im Zusammenhang mit der Taylor-Entwicklung Methoden kennenlernen, die
diese Liicke zu stopfen gestatten.

Definition: Wir definieren fiir ein beliebiges (3-dimensionales) Kraftfeld F
die sogenannte Rotation “rot F=Vx 13"”, in Komponenten

0 OF; _ OF>
de1 Fy dzs  Ozs
AV 8 _ | oF, _ oFs
VxF=|s- | x| 2| =] %2 55 (6.26)
0 Fs OF, _ O0F;
Oz Oz dzo

Mit der Definition der Rotation 148t sich unser obiger Befund kompakter und
allgemeiner formulieren

/ F()di =V x F(i)dA (infinitesimaler Stokesscher Satz)
inf. Kurve ¢

(6.27)
wobei ¢ eine “kleine” (infinitesimale) Fliche umschliet und dA der Flichen-
Vektor ist, d.h. senkrecht zur Flache mit Betrag gleich dem Inhalt der von ¢
umlaufenen Fliche. Ferner soll der Umlaufsinn von ¢ bzgl. dA einer Rechten-
Hand-Regel folgen.

Fiir eine beliebige “endliche” Kurve c gilt der Stokessche Satz

ﬁrdf’:/ V x F(7)dAd 6.28
/Kurve c 7) Fliche 7) ( )

wobei das Integral auf der rechten Seite iiber eine (beliebige) von ¢ einge-
spannte Fliche zu nehmen ist. Eine systematische Definition und Behandlung
von Flichen- und hoherdimensionalen Integralen erfolgt im nichsten Kapitel.

Wir sind jedoch schon in der Lage folgende Charakterisierung vorzunehmen:
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Eine Kraft F ist konservativ genau dann, wenn VxF=0.

Bemerkung: “=" gilt immer, “<” gilt, wenn die zugrunde liegende Geome-
trie einfach zusammenhingend ist, d.h. in einem gewissen Sinne keine Locher
aufweist.

Beispiel 1: Sei F(7) =7

5 o 0 0 0 0o 0 0

Beispiel 2: Sei F(z,y,2) = (—y,x,0)

. . a 0
VX F=(0,0,50 - 5-(-y) = (0,0,2) (6.30)

Bemerkung: In den Ubungen wird ausgehend von den Newton’schen Glei-
chungen )
m7 = F(7) (6.31)

fiir konservative Krifte F' mit Potential U () die Energieerhaltung, d.h.

%7’?2 4+ U(7) = zeitlich konstant = E (6.32)

gezeigt.

Divergenz V-
differentieller Gauf3’scher Satz

Wir wollen den “Fluf8” eines Vektorfeldes F “aus” einen “kleinen” Quader
mit Kantenléngen dz, dy, dz berechnen. Konkret ist damit das Oberflichen-
integral

/ FdA (6.33)
Oberfliche

gemeint. Fiir einen “infinitesimalen” Quader ist dies elementar

fffffffffffff - \J/Laenge: dy dz

4 dxl

FdA = Z F(Flachenmitte) dA

/Oberﬁiiche Flachen
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= Fy(z + dz,y, z)dydz — Fy(z,y, z)dydz
+ Fy(z,y + dy, z)dzdz — Fy(z,y, z)dzdz
+ F3(z,y,z + dz)dzdy — F3(z,y, z)dzdy

0 0 0
= <%Fl + a—sz + &F3> d.’L'dde (634)

Definition: Wir definieren fiir eine beliebiges Vektorfeldes F die Divergenz
“div FF = V - F” durch

. 0 0
V-F=_—F+..+ —F, 6.35
6371 1+ + 6$n ( )
Insbesondere ist V- F eine reellwertige Funktion (“skalar=einkomponentig”).
Mit der Definition der Divergenz lif8t sich unser obiger Befund kompakter
und allgemeiner formulieren

—

ﬁnf_ geschloss. F(RdA =V -F()dV (infinitesimaler Gauf’scher Satz)

Fléche
(6.36)
wobei dV das von der geschlossenen Fliche umfafite Volumen ist.
Rechenregeln:
V-(ab) =aV -b+bVa
V x (ab) = aV x b+ (Va) x b
V x (Va) =0
V- (Vxad) =0
Vx(Vxa)=V(V-d)—(V-V)d (6.37)

dabei ist V - ﬁ(:: A) der sogenannte Laplace-Operator, definiert durch

I

In Ad mufl der Laplace-Operator auf jede Komponente von @ angewandt
werden.
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7 Mehrdimensionale Integrale

Wir wollen uns jetzt mit mehrdimensionalen Integralen beschiiftigen. Diese
werden uns hiufig in der Physik begegnen, angefangen mit den Volumina
ausgedehnter Korper, der Gesamtmasse, die im Falle inhomogener Dichten
auf das Integral iiber die Dichtefunktion fiihrt, etc.

Wir betrachten hier Funktionen f von IR" in IR. Wir werden wieder anneh-
men, daf} derartige Funktionen hinreichend “regulir” sind, d.h. im wesentli-
chen stetig. Derartige Funktionen kénnen durch Stufenfunktionen (konstant
auf “kleinen” n—dimensionalen Quadern) approximiert werden. Uber diesen
Umweg kann wieder in naheliegender Weise das Integral [, f(#)d™r der Funk-
tion f iiber das n—dimensionale Volumen V definiert werden.

Wir wollen fiir den n = 2—dimensionalen Fall konkreter sein. Das 2—dimen-
sionale Volumen heifit natiirlich Fliche und wird mit A bezeichnet.

/A f@dr =Y 1) A (7.1)

im Limes immer feinerer Diskretisierung.

Wenn wir ein regelmifiges Gitter unterlegen, kénnen wir die Summation iiber
zwei Indizes i, j durchfiihren, die die z— und y— Achsen separat diskretisieren

[RGIZED ) SRR (7.2)
7 k

Hier sehen wir, dafl die Summe iiber k im Limes feinerer Diskretisierung gegen
das Integral [dy iiber y bei festem z; geht. Die Summe iiber j im Limes
feinerer Diskretisierung gegen das Integral [dz iiber z. Das Endergebnis

lautet
[swer=[ ([ s@na) e (7.3

Das 2—dimensionale und allgemeiner das n—dimensionale Integral fiihrt da-
her auf auf ein Mehrfachintegral, d.h. einer sukzessiven Auswertung von iibli-
chen 1—dimensionalen Integralen.

Beispiel 1: f:[0,a] x [0,b] - IR konstant vom Wert 1 (4 = [0, a] X [0, b])

/Af(F’)dzr = /0 /Ob ldydz = /Oa bdz = ab (7.4)
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Das Ergebnis entspricht gerade der Fliche des rechteckigen Definitionsbe-

reichs.
Beispiel 2: f:[0,a] x [0,b] = R mit f(z,y) = zy + y* (A = [0,a] x [0,])

RSy / b(zy+ ?)dyde
= z

3
¥, v a a2 ab?
_<4a: +§$>0——4 +? (7.5)
Beispiel 3: f:[-R,R] x [-R, R] — IR definiert durch
1, falls|f] <R
fr) = {0, sonst (7.6)

also gleich 1 innerhalb der Kreisscheibe mit Radius R, 0 auflerhalb. Das
Integral iiber A = [-R, R] x [—R, R] wird definitionsgem#f den Flicheninhalt
der Kreisscheibe liefern

R R R VRZ=z2
[so@r=[ [ fayats= [ [ Ldyde
A -RJ—-R —RJ—VRZ 2

R
:/ 24/ R?2 — z2dzx
R

1
—2R? / 1 V1= stds = 2R2g — 7R? (7.7)

die (vor-)letzte Beziehung nach (4.20,22).

In dem letzten Beispiel wurde insbes. gezeigt, wie mit nichtrechteckigen Geo-
metrien verfahren wird.

Wichtige Spezialfille:

Radialsymmetrie

Integration von Funktionen, die nur von r = || abhéingen, iiber Flichen (Vo-
lumina), deren Grenzen ebenfalls nur von r abhingen. Wir stellen uns jetzt
vor, der Raum werde durch radialsymmetrische Schalen der Dicke dr iiber-
deckt, d.h. durch in 2-Dimensionen durch Ringe vom Radius r und Fldche
2rrdr (in 3-Dimensionen Volumen 4mr2dr).



Mathematische Methoden in der Physik 35

dr
\
Wir erhalten die Ersetzung
R
f(r)d?r = (r)2mrdr
r<R 0
R
fr)d®r = (r)dnridr (7.8)
r<R 0
Beispiel: Wir rechnen schnell das Beispiel 3 von oben:
R R
/ f(@d*r = / 1-27nrdr = 7rr2‘ = 7R? (7.9)
A 0 0

Faktorisierung

Wenn f(z1,...,2n) = fi(z1)...fn(zy), dann gilt

[ 1o = [ fi@dos - [ fafzda, (7.10)

Die Faktorisierung liegt selten vor. Weiter unten werden wir Funktionen mit
speziellen Symmetrien kennenlernen, die in geeigneten Koordinaten auf Fak-
torisierung hinauslaufen. Hier konstruieren wir ein Beispiel, das uns die Be-
rechnung des Gauf-Integrals erlaubt.

Beispiel: Integriere f(7) = exp(—r?) iiber die gesamte 2-dimensionale Ebe-
ne.
Berechnung als radialsymmetrisches Integral:

oo

/ f(@d*r = /00 exp(—r?) - 2wrdr = —mwexp(—r?)| =7 (7.11)
R? 0

0
Berechnung als faktorisierendes Integral
f(Ad*r = / exp(—z” — y”)dady
leoo [e9)
= (/ eXP(_$2)d$> : (/ exp(—yz)dy>
oo , o
= (/ exp(—mz)dm> (7.12)

R2
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Konkreter geht an dieser Stelle die Auswertung nicht, da wir keinen elementa-
ren Ausdruck fiir die Stammfunktion von exp(—z?) haben. Aus der Gleichheit
der Ergebnisse muf} aber fiir das (uneigentliche) Integral folgen

/_00 exp(—z?)dz = /7 (7.13)

Wir wollen nun die letzte Uberlegung auf den allgemeinen n—dimensionalen
Fall ausdehnen. Wir gehen aus von dem bekannten Integral (7.13) und fragen
uns, wie grof} die Oberfliche einer n—dimensionalen Kugel vom Radius r ist.
Wir wissen/setzen voraus, dafl

Sn(r) = Opr™* (7.14)

Hiermit reduziert sich das n—dimensionale radialsymmetrische Integral zu
einem 1—dimensionalen

/ exp(—r?)d"r :/ exp(—77)Sn (r)dr :On/ exp(—r?)r™ tdr
n o )

= On exp(—r?)r"2dr® = %/ /2 exp(—z)dz
2 Jo 2 Jo
_ %F(n/?) (7.15)

wobei fiir z > 0 die Gammafunktion I'(z) eingefiihrt wurde mit der Definition

I'(z) :/ z* ' exp(—z)dz (7.16)
0
Nun gilt aber auch Faktorisierung des Integrals

/ exp(—rz)dnr:/[exp(—x2) - exp( zi )dz; ...dz,

- ( / exp(—a? dz1> - exp(— da:n>

= 7"/? (7.17)
Aus der Gleichheit der Ergebnisse folgt

7I.11/2

I'(n/2)

Wir wissen, O; = 2 (warum!?) und O, = 27, also
ra/2)=vr Ir1)=1 (7.19)

Wir wollen nun eine Rekursionsbeziehung fiir die Gammafunktion herleiten,
die es gestattet, in einfacher Weise die Funktionswerte von ganz- und halb-
zahligen Argumenten zu berechnen. Partielle Integration liefert (fiir z > 1
verschwindet der “Oberflichenterm”)

O, =2

(7.18)
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I'(z)= /000 z* ! exp(—z)dz

=zt exp(—x)‘zo +(z—-1) /00 z* 2 exp(—z)dz
0
=(z-1I'(z-1) (7.20)
Nun folgt
r3/2) = éﬁ re =1
r'G5/2) =3y re)=2 (7.21)

Insbesondere sehen wir: I'(n) = (n — 1)!.

Damit gilt fiir die Flidchen der 3— und 4—dimensionalen Kugeln
Os =41 O4 =217 (7.22)
Nun berechnen wir das Volumen einer n—dimensionalen Kugel mit Radius R

R B r" B O,
Va(R) = / 1d™r = / Sp(r)dr = On/ " ldr = On; .= —ZR"™
r<R 0 0

n
(7.23)
Man sieht, wie die vertrauten Félle n < 3 sich einfiigen.

Spezielle Koordinatensysteme

Wir haben schon den wichtigen Spezialfall der radialsymmetrischen Funk-
tionen kennengelernt und eine Methode, das Mehrfachintegral auf ein einfa-
ches 1—dimensionales Integral zuriickzufiihren. Manchmal zeigen Funktionen
nur teilweise Symmetrien, die in geeigneten Koordinaten bzw. Parametri-
sierungen immer noch zu Vereinfachungen fiihren. Mathematisch entspricht
die Einfiihrung geeigneter Koordinaten zur Berechnung von Integralen einer
hoherdimensionalen Substitutionsregel.

2-Dim: Polarkoordinaten

Wir parametrisieren die beiden Koordinaten ¥ = (z,y) durch

X = rcos @, wobei 0 < r < o0,
y = rsin ¢, 0<¢p<2mr (7.24)

Nun miissen wir uns Gedanken iiber das Volumen der Fliche machen, die
von 7(r, @) iiberstrichen wird, wenn r und ¢ um “kleine” dr und d¢ vari-
ieren. Man mache sich an Hand der Skizzen klar, daf} kleine Rechtecke mit
Kantenléngen dr und rd¢ aufgespannt werden, die eine Fliche r dr d¢ haben.
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y y
rd
dx do \ ar
@
X X
Also gilt
/f(z,y)dxdy = /f(r cos ¢, 7 sin @)rdrdd (7.25)

Beispiel 1: Bei der Berechnung des Trigheitsmomentes der Kreisscheibe
bzgl. der y— Achse werden Sie auf das Integral von z? iiber die Scheibe stofien,
d.h.

R 27
w2dzdy = / / (r cos ¢)*rdrdg
o Jo

- </OR 7'3d7'> (/:W cos? ¢d¢> = R{r (7.26)

Machen Sie sich klar, daf} die Vereinfachung darin bestand, daf} in den neuen
Koordinaten eine Faktorisierung vorliegt!

/\/ z2+y?<R

Beispiel 2: Wir hatten oben schon Funktionen behandelt, die nur von r =
|¥] abhéngen, wollen aber diesen Fall nochmals schnell in Polarkoordinaten
abhandeln

/rgR f(r)d?r = /OR /027r f(r)yrdrdg = /027r de /OR f(r)yrdr =27 /OR F(r)rdr
(7.27)

3-Dim: Kugelkoordinaten

Wir parametrisieren die drei Koordinaten ¥ = (z,y, z) mittels Abstand r,
geographischer Linge 0 < ¢ < 27 und geographischer Breite 0 < 6 < «
durch

[—
N
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x = rsinf cos ¢,
y = rsinfsin ¢,
z =rcoséb, (7.28)

Nun miissen wir uns Gedanken iiber das Volumen der Fliche machen, die
von 7(r, ¢, ) iiberstrichen wird, wenn 7, ¢ und 6 um “kleine” dr, d¢ und
0 variieren. Wie bei den Polarkoordinaten stehen die partiellen Ableitungen
von 7(r,$,0) nach r, ¢ und 6 orthogonal aufeinander. Die Kantenldngen
des infinitesimalen Quaders sind dr x rsinfd¢ x rdf. Also ist das 3-dim.
Volumenelement d3r = sin 0dfdéridr. Damit gilt fiir die Integration einer
Funktion f() iiber eine Kugel vom Radius R

R 2m b
/ f(@d*r = / / / f(rsin@ cos ¢, r sin § sin ¢, r cos #) sin 8dOddr? dr
o Jo Jo

(7.29)
Im Vergleich zu den Polarkoordinaten ist die “Theta-Integration” hinzu ge-
kommen. Hier kann hiufig mit Gewinn von der Integrationsvariablen 6 auf
¢ := cos @ transformiert werden

/0”(...)sin0d0 = /1_1(...) [—d(cos 8)] = /1 (---)d€ (7.30)

—1

Beispiel 3: Wir hatten oben schon Funktionen behandelt, die nur von r =
|¥] abhingen, wollen aber diesen Fall nochmals schnell in Polarkoordinaten

abhandeln
R p27 pm
/ f(r)d3r :/ / / f(r) sin 8dOder> dr
r<R o Jo Jo

(o) (£ ([

R
= 47r/0 f(r)ridr (7.31)

Beispiel 4: Bei der Berechnung des Trigheitsmomentes einer homogenen
Kugel bzgl. der z—Achse stoflen Sie auf das Integral

/ (2% +yH)d®r = / (r sin 8)%d®r
r<R

r<R

_ (/ORr2r2dr> (/_11 sin20dcos0> (/02” d¢>

R5 1 R5 3 1
:?-%-/_1(1—52)&:?-%- (g—§> ‘_1

5 4 2
_ R? 2m 3 = VR (7.32)
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Die Vereinfachung bei Benutzung der Kugelkoordinaten bestand darin, dafl
in den neuen Koordinaten eine Faktorisierung stattfand!

3-Dim: Zylinderkoordinaten

Wir parametrisieren die drei Koordinaten ¥ = (z,y, z) mittels Abstand p von
z— (Zylinder)—Achse, Winkel 0 < ¢ < 27 und Héhe z durch

x = pcos ¢,
y = psing,
(z =2) (7.33)

In gewisser Weise haben wir hier eine Kombination der 2-dim. Polarkoor-
dinaten und einer restlichen kartesischen Koordinate. Wie oben stehen die
partiellen Ableitungen von 7(p, ¢, z) nach p, ¢ und z orthogonal aufeinander.
Die Kantenlingen des infinitesimalen Quaders sind dp x pd¢ x dz. Also ist das
3-dim. Volumenelement d3r = (pdp)(d¢)(dz). Damit gilt fiir die Integration
einer Funktion f(7) iiber einen Zylinder vom Radius R und Hohe H

R 27 H
@@= [" [ [ ttocoso.psing.2)papsiz (7.34)

Beispiel 5: Bei der Berechnung des Trigheitsmomentes eines homogenen
Zylinders bzgl. der z—Achse stoflen Sie auf das Integral

R 27 H
/ (% + y?)d®r :/ pdir :/ p3dp/ qu/ dz
Zylinder Zylinder 0 0 0

4 R 1
= —p :E 4 = — 2
—27TH4 . 2RH 2[/R (7.35)

Integralsitze

Wir hatten schon im letzten Kapitel die infinitesimalen Versionen der Inte-
gralsiitze nach Stokes und Gaufl kennengelernt. Nach diesen Sitzen lassen sich
Integrale von Vektorfeldern iiber geschlossene Wege in Integrale der Rotatio-
nen iiber die eingeschlossenen Flichen umschreiben (Stokes). Analog gehen



Mathematische Methoden in der Physik 41

Integrale von Vektorfeldern iiber geschlossene Flichen in Integrale der Diver-
genzen iiber die eingeschlossenen Volumina iiber (Gau8).

Die soeben formulierten S#tze wurden fiir infinitesimale Geometrien “be-
wiesen”. Da endliche Geometrien in geeigneter Weise diskretisiert werden
kénnen, liefert die Anwendung der Integralsiitze auf die infinitesimalen Recht-
ecke und Quader die gewiinschte Aussage fiir die endlichen Geometrien! Be-
achte: die Beitrige von aneinander stolenden Kanten bzw. Flachen zum Weg-
bzw. Flichenintegral heben sich paarweise auf!

gy o

/geschl. F(r)dr = /eingeschl‘ V x F(if)dA  (Stokes)

Weg Fliche
/geschloss. F(r)dA = ﬂeingeschl. V- F(r)dv (Gauf)
Fliche Volumen

(7.36)

Bemerkung: Bevor wir Beispiele angehen, soll noch auf eine anschauliche
Deutung des Gauf’schen Satzes hingewiesen werden. Das Flichenintegral ei-
nes Vektorfeldes hat die Bedeutung eines Fluf’ aus dem umschlossenen Volu-
men durch die begrenzende Oberfliche. Nach Gau$f ist dieses Integral gleich
dem Volumenintegral der Divergenz des Vektorfeldes, diese charakterisiert
nach Gauf} die Quellen des Vektorfeldes. Daher auch der Name “Divergenz”.
Beispiel Stokes: Das Vektorfeld F(z,y,z) = (—y, z,0) integriert iiber den
Kreis mit Radius R um den Ursprung in der zy-Ebene liefert 2rR?, siehe
Beispiel 2 (S.25) in Kapitel 6. Nach Beispiel 2 (S.30) ist V x F = (0,0,2),
also konstant. Hier liefert die Integration von V x F iiber die umrandete
Kreisscheibe (Flidchenvektor (0,0, 7R?) direkt mR? x 2. Man sieht die Gleich-
heit!

Beispiel Gau8: Betrachte F () = r"#. Es gilt

0 0 0

= (pn—1 = (pn—1
G R G - w

=" 4 (n - 1)r”_2£x + ...

2
=34+ (n— 1)r"’2% =(n+2)r"! (7.37)

V.-F= (r"1z)

Integral iiber Kugelfliche

/ F(f)dA = 4rR®R" = 4xR"+? (7.38)
Fldche
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Integral der Divergenz iiber Kugel (sinnvoll fiir n > 2)
L. R
/ V- F(7)dV = 47r/ (n+2)r" tridr
Kugel 0

R
= 47rr"+2‘ = 4xR"2
0

Identitit!

(7.39)
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8 Kepler-Problem

Wir wollen nun die Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen (Planet...) der Masse

m im Gravitationsfeld
Mm _

ﬁm:—crzr (8.1)
behandeln. Zu der obigen Zentralkraft gehort das Potential
M
mm:—G7@ (8.2)

Zunichst sehen wir davon ab, dafl wir ein 2-Kérperproblem zu 16sen haben.
Wir nehmen an, daf} die Masse M des zentralen Korpers (Sonne) viel grofier
als m ist, so dafl der zentrale Kérper ruht. Wir werden jedoch noch verste-
hen, daf} jedes 2-Korperproblem durch Einfiihren der sog. reduzierten Masse
auf ein effektives 1-Korperproblem reduziert werden kann. Unsere Niherung
stellt somit keine wirkliche Einschrinkung dar.

Wir notieren zwei Erhaltungsséitze:

1) Energieerhaltung

%F+mm:E (8.3)
2) Drehimpulserhaltung
L:=Fxp (8.4)

Die Energieerhaltung wurde schon aus den Newton’schen Bewegungsglei-
chungen abgeleitet. Hier ist noch die Erhaltung des Drehimpulses zu be-
griinden:

L=rxp+Pxp="xp+ixF=0+0, (8.5)

3y

die letzten beiden Ausdriicke werten sich zu 0 aus, da u.a. F und 7 kollinear
(parallel) sind.

Wir iiberlegen weiter, dafl die Bewegung in einem Zentralpotential immer
in eine Ebene erfolgt, die durch Anfangsbedingungen festgelegt ist, ndmlich
durch Orts- und Geschwindigkeits-Vektor zur Zeit ¢o. Da die Kraft radial-
symmetrisch ist, liegen alle Kraftvektoren und somit auch die Beschleuni-
gungsvektoren in der Ebene, die folglich nie verlassen wird. (Dies folgt auch
aus der Drehimpulserhaltung. Alle Orts- und Impulsvektoren miissen zu allen
Zeiten senkrecht auf L stehen.)

In der Ebene fiihren wir Polarkoordinaten ein:

cos ¢ ) cos ¢ [ —sing
¥=r| sing |, ¥=7¢| sing | +r¢d| cos¢ (8.6)
0 0 0
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Hier stellen r und ¢ zeitabhingige Funktionen dar: r(t), ¢(t). Fiir 7 treten
zwel Summanden auf, die orthogonal zueinander stehen!
Berechnung des Drehimpulses mittels (8.6)

. ) [ cos¢ —sing (0
L=7Fxp=mix7=mrr¢| sing | x | cos¢ | =mri¢p| 0 (8.7)
0 0 1

Wir sehen, dafl nur die dritte Komponente von Null verschieden ist, diese
nennen wir L (und fithren auch [ = L/m ein):

L:=mr’¢, l:= % =124 (8.8)

Sowohl L als auch [ sind zeitlich konstant.

Zur Energieerhaltung:

P =42 (8.9)

Einsetzen von (8.8) liefert mit (8.3)

% (7.,2 +r2q'52) +U(r)=E

> (»2 + i—i) +U(r)=E (8.10)

Im Prinzip ist das Problem nun gel6st. Mit der letzten Gleichung kann ei-
ne DGL erster Ordnung fiir 7(¢) mit getrennten Variablen hergeleitet wer-
den 7 = f(r). Diese kann aufintegriert werden mit dem Ergebnis ¢t = ¢(r).
Invertieren liefert » = r(t). Danach &8t sich auch (8.8) aufintegrieren, da
@(t) = 1/r*(t). Leider kann dieses Programm nur numerisch durchgefiihrt
werden, da keines der beiden Integrale “tabelliert ist”.

Es gibt einen Trick, wie zumindest teilweise analytisch weitergerechnet wer-
den kann und eine “geschlossene” Form fiir die Bahnkurve R(¢) in Polarko-
ordinaten hergeleitet werden kann. Wir werden sehr schnell die Gleichungen
fiir Kegelschnitte finden.

Wir schreiben

l

"0 =RO0). P =R@=RO = (5) b 61

wobei / die Ableitung nach ¢ bezeichnet. Damit folgt *

! In analoger Weise 148t sich jedes beliebige Zentralpotential U (r) behandeln. Man
sieht, dafifiir ein geeignetes 1/7? Potential und E = 0 als Bahn eine logarithmische
Spiralbahn ergibt, d.h. R(¢) = Ro exp(—¢).
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2
1\ 1\> 2GM1 2E
- —) = =2 12
(R) (R) 2 R mi? (8.12)
Quadratische Ergénzung
N1 /1 eM\® 2B [GM\?
(E) +<E‘z—z> =W+<l—z> (8.13)

Wir konnen hier die Losung in geschlossener Form angeben, da das mathe-
matische Problem vom harmonischen Oszillator bekannt ist

1 GM 2B (GM\°®
R \me + (l—2> cos ¢ (8.14)
oder mit den Abkiirzungen (p Parameter, e Exzentrizitét)
2 2E12
= — =4/14+ == .1
PEer TV T G (8.15)
lautet die Bahnkurve
p
—— =1+4ecos¢ 8.16
R(@) (816

Eine trivial scheinende Beobachtung ist, dal R(¢) eine 2r-periodische Funk-
tion ist. Dies ist alles andere als trivial, da die physikalische Bedeutung ist,
daf alle endlichen Bahnen geschlossen sind!

Mit einem Blick zu (8.13) erkennen wir, daf} die Paramter p und e unabhéngig
voneinander alle beliebigen Werte aus IR™ annehmen kénnen. Wir diskutie-

ren die einzelnen Fille.

Kreis e =10

|2
NI

Offenbar wir durch e = 0 eine Bahn mit konstantem Radius p beschrieben.
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Ellipse0<e<1

R
P/(l-e)wp/(he)

-

ae

Hier wird eine geschlossene Bahn beschrieben mit Perihel und Aphel (dem
Zentrum ni#chstgelegenen bzw. entferntesten Punkt) bei ¢ = 0 und = 7 mit
Werten

p p
Ryin = 1+ e’ Rz = 1_e (817)
Das arithmetische Mittel, die sog. grofle Halbachse a ist
p GmM
= = — .].
1T e °F (8.18)
Der Abstand des Ellipsenmittelpunktes vom Gravitationszentrum ist
p D 1 1 pe
_ 4 — = = 8.19
“T1ve 2(1—e 1+e> 1—ez (8:19)

Nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie (siehe auch Ubungen)
ist die kleine Halbachse b p

b=
V1—e?

(8.20)
Parabele =1

Hier liegt eine unbeschrinkte Bahn vor, da R(¢) mit ¢ — =7 gegen oo geht.

Hyperbel e > 1

pel(€1)
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Hier liegen ebenfalls unbeschrinkte Bahn vor, da R(¢) mit ¢ — +¢o gegen
oo geht. Dabei ist 7/2 < ¢p9 < 7 und gegeben durch

cos ¢g = —% (8.21)

Mit einem Blick zu (8.15) stellen wir fest, daf§ die endlichen (oder gebun-
denen) Bahnen, d.h. Kreis und Ellipse, bei negativer Gesamtenergie £ < 0
auftreten. Unbeschrinkte (oder ungebundene) bahnen liegen in den Fillen
der Parabel und der Hyperbel vor mit Gesamtenergie £ = 0 bzw. E > 0.

Bemerkung: Das Argument der Wurzel in (8.15) kann nie negativ werden!
Warum?

Wir kénnen nun die Keplerschen Gesetze zusammenfassen:
1. Gesetz (Geometrie der Bahnkurven)

Die Bahnkurven sind Kegelschnitte, im speziellen Fall der gebundenen Bah-
nen (negative Gesamtenergie) Ellipsen und Kreise.

2. Gesetz (Flichensatz)

Der Ortsvektor (Zentrum-Planet) iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fléchen.
Dies folgt aus der Drehimpulserhaltung

l

1 . r? .

Wir kénnen diese Beziehung sogar iiber einen Umlauf mit Umlaufzeit (Peri-
ode) T aufintegrieren und erhalten

Ages =T (823)

Wir setzen ein

Tap
Ages. = mab = — (8.24)
und quadrieren die resultierende Beziehung
r2a®p? 12
= _T? 2
1—e? 4 (8.25)
Mit (8.18) und (8.15) folgt dann
2 2
p al

und ferner
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m2ad T2 T2 472
T T _ 4 2
GM ~ 4 7 @ oM (8.27)

also:
3. Gesetz (Beziehung Periode—grofie Halbachse)

Das Verhiltnis aus Quadrat der Umlaufzeit zur dritten Potenz der groflen
Halbachse ist konstant.

Das Zwei-Korper-Problem und die reduzierte Masse

Hier wollen wir die angekiindigte Reduzierung des Zwei-Korper- auf ein Ein-
Korper-Problem durchziehen. Wir benennen die Ortsvektoren der Korper mit
Massen M und m mit #p; und 7,,. Die Bewegungsgleichungen lauten

—

M’;;"M:F(_’M—Fm), m;"m:—ﬁ(F’M—

3

m) (8.28)

Summieren liefert fiir den Schwerpunkt
M7y + miy,
M+m

(8.29)

=3

S

des Systems Fs = 0 also eine gleichmiflige unbeschleunigte Bewegung. Fiir
die Differenzkoordinate = 7y, — 7, folgt

—

P (% + %) F(7) (8.30)

also die bekannte Bewegungsgleichung mit einer effektiven, der sog. reduzier-
ten Masse u, die durch
1

. 1
M m

1 (8.31)
7
definiert ist.
Wir kénnen nun alle Formeln wie oben angegeben iibernehmen, wobei wir im
wesentlichen m durch p zu ersetzen haben, aufler in der Kombination GMm.
Wir sehen, daf} die ersten beiden Kepler Gesetze unverdndert gelten. Fiir das
3. Kepler Gesetz erhalten wir jedoch

T L 47?

2 _
=4 GMm T GO+ m) (8.32)

a3

Wir sehen, daf fiir ein gegebenes Zentrum mit Masse M und zwei Planeten
mit Massen mi, ms, sowie Bahnparametern T, T5 und aq, as gilt:

a’ _T12M+m1

= =— 8.33
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Periheldrehung

Wir hatten schon auf eine wichtige Eigenschaft der gebundenen Bahnen im
1/r Potential hingewiesen: Geschlossenheit (bzw. 2m—Periodizitéit). Diese Ei-
genschaft ist nicht selbstverstindlich, da sie im Falle von 1/r"—Potentialen
nur fiir n = 1 und n = —2 gilt.

Abweichungen vom Fall n = 1 sind nicht unrealistisch, so gibt es in einer
relativistischen Behandlung des Keplerproblems einen Energiesatz wie (8.10),
mit einer Korrektur zum Potential U(r) wie

§mM2G2
4 r2c?

U(r)—>U(r) — (8.34)

Es ergibt sich hier eine Periheldrehung (nach ordentlicher relativistischer
Rechnung) von

@ _3MG
o re?

wobei r der mittlere Sonnenabstand ist. Bei Merkur ist die durch relativisti-
sche Effekte bedingte Periheldrehung am stérksten und betrigt 0.1038" pro
Umlauf bzw. 43.11 &+ 0.45" pro Erdjahrhundert.

(8.35)
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9 Der starre Korper

Wir notieren zunéchst die bekannten Erhaltungsséitze, Energie, Drehimpuls,
Impuls. Diese Erhaltungsgréfien gelten fiir 1-, 2-,...N-Korpersysteme, falls
die Teilchen-Teilchen-Wechselwirkung eine konservative Zwei-Teilchenkraft
ist, die radialsymmetrisch ist und (natiirlich) dem 3. Newton’schen Gesetz
(Actio=Reactio) geniigt.

Die Energie ist die Summe der kinetischen Energien der einzelnen Teilchen
plus potentielle Energie, die die Summe aller Zwei-Teilchen-Potentiale ist.
Bei der Kraftausiibung zwischen den Teilchen wird Drehimpuls iibertragen,
aber paarweise bleibt dieser erhalten (siche Ubungen). Analoges gilt fiir den
Impuls.

Wir wollen nun ein spezielles N-Teilchensystem (Atome) betrachten, bei dem
die 2-Teilchen-Kriifte einen festen Abstand fixieren. Offenbar gelten hier die
drei Erhaltungssiitze. Die Freiheitsgrade der vielen Teilchen sind aber so-
weit reduziert, dafl nur 6 {ibrig bleiben: 3 Translations- und 3-Rotations-
Freiheitsgrade. Generell ist jede Bewegung, die ein starrer Koérper ausfithren
kann eine Rotation um eine geeignet zu wiihlende Achse (evtl. auBerhalb des
Korpers). Alternativ kann diese Bewegung als Uberlagerung aus Translation
des Schwerpunktes und Eigenrotation um eine Achse durch den Schwerpunkt
beschrieben werden.

Zentral ist der Begriff der Winkelgeschwindigkeit &. Fiir starre Drehung um
Achse durch Ursprung mit Richtung & und Winkelgeschwindigkeit |&J| hat
ein Punkt mit Ortsvektor 7 die Geschwindigkeit @

T=@ %7 (9.1)

Liegt eine Drehung um eine Achse & durch einen Punkt R vor, dann ist der
Zusammenhang zwischen 7 und ¥ natiirlich

7=a % (F— R) (9.2)

Der Deutlichkeit wegen spricht man auch von momentaner Drehachse, um
u.a. auf die zeitliche Anderung der Drehachse hinzuweisen.

Impuls
Bei einer reinen Rotation um & durch R ist der Impuls durch die Gesamt-
masse M gegeben:

P=Y mi=) mdx (7— R) = M x (7s — §) (9.3)
Hier wurde benutzt

Yom=M, Y mi=Mrs (9.4)
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Drehimpuls
Hier wollen wir fiir den Fall der reinen Rotation um eine Achse durch den
Ursprung eine kompakte Formel fiir den Drehimpuls des starren Koérpers
durch Summation (3 m...) iiber die einzelnen Teilchen (Atome,...) herleiten.
Mit (2.22) gilt

L= mixv=>Y mix(@xi) =Y m[r’s—iw)

2

r T1Z1 T1Z2 T173
= Zm r? & — Zm Tol1 T2Zz Tal3z | I
7"2 31 T3T2 IT3T3
=13 (9.5)
hierbei wurde der Tréigheitstensor benutzt:
Yom(z3 +x3)  — Y meizs — > mz1T3
I= — Y mzazy Y.m(z?+23) - mzazs (9.6)
Y mzzzy Y mzzze Y. m(z?+ 23)

Fiir kontinuierliche Massenverteilungen wird die Summe Y m durch das In-
tegral [ dm bzw. [ dr3p(7) ersetzt, wobei p(7) die Massendichte ist.

Beispiel: Betrachte die Anordnungen von Massenpunkten (jeweils gleiche
Masse m) wie in der Figur. Die Tréigheitstensoren lauten

3/2 0 0 2 -1 0
L=m| 0 32 0|, L=m|[-1 1 0 (9.7)
o 0 3 0o 0 3

I; ist diagonal, ferner sind die ersten beiden Diagonalelemente identisch. In-
terpretation: ist die Winkelgeschwindigkeit parallel zur z-Achse, oder liegt sie
in der z —y-Ebene, so sind Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit kollinear.
(Haupttrigheitsachsen bzw. Eigenvektoren von I!). Bei Abwesenheit dufle-
rer Krifte ist die Rotation um Haupttrigheitsachsen leicht zu beschreiben:
Drehachse und Drehimpulsachse sind zeitlich konstant. Ist eine (momentane)
Drehachse nicht identisch mit einer Haupttrigheitsachse, so beschreibt der
starre Korper eine Rotation um die (momentane) Drehachse, die selbst um
die (zeitlich koonstante) Drehimpulsachse prézediert.
2 %2
1 1

- 032 032 1

t Xl t X]_
[} -1/2 e
-1 [ ]
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Im Fall I, ist die Matrix nichtdiagonal. Liegt hier die Winkelgeschwindigkeit
parallel zur z-Achse, so ist der Drehimpuls nicht parallel! Es lassen sich aber
bei allen symmetrischen reellen Matrizen orthogonale Eigenvektoren finden.
Man priife, daB fiir I» folgende Vektoren

1 1 0
(-1+v5)/2 ], (-1-v5)/2 ], 0 (9-8)
0 0 1

Eigenvektoren zu den Eigenwerten (3 ++/5)/2, (3 —v/5)/2, 3 sind und damit
Haupttrigheitsachsen definieren.

Bemerkung: (i) Der Drehimpuls ist abhiingig vom Aufpunkt!

(ii) Oben wurde angenommen, daf§ die Drehachse durch den Koordinatenur-
sprung laufe. Falls die Drehachse & durch R laufe, gilt fiir den Drehimpuls
bezgl. des Koordinatenursprungs

L= mixv=>Y» mRxv+» mF—R) xo=ExP+Lrp (9.9

wobei L r = Ird den Drehimpuls_’bzgl. R bezeichnet bzw. I r der Triagheits-
tensor des starren Korpers bzgl. R.

Da die Drehachse eines starren Koérpers sich allgemein bei der Bewegung
dndert, ist es sinnvoll von der Beschreibung der Bewegung als reine Rotation
um die momentane Drehachse abzuriicken und die Bewegung als Translation
des Schwerpunktes mit gleichzeitiger Rotation um Achse durch den Schwer-
punkt mit Winkelgeschwindigkeit & zu behandeln.

Sei die Geschwindigkeit des Schwerpunktes 7s gleich ¥s, dann ist die Ge-
schwindigkeit ¥ eines beliebigen Punktes mit Ortsvektor 7

—

T=0Us+d x (F—7s) (9.10)

Der Drehimpuls ist gleich

S
= Mis x Us + Y mi* x (& x (7 — 7s))
M x4 s (85 )+ E () 6 7 )
=7sx P+0+Ls (0.11)

erfiillt also eine Beziehung analog zu (9.9). Worin besteht der Unterschied?
Kinetische Energie

Die kinetische Energie stellt sich wieder als einfacher Ausdruck bei Benutzung
des Trigheitstensors dar. Mit (2.22) folgt
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_1 21 ~ 2 _ 1 O T S e
Ekm—Eva —EZm(wa’) —EZm[wr —(wf‘)]—a (;uiz)

Liegt eine Rotation um eine Achse durch R vor, o ist oben in den Formeln
7 durch ¥ — R zu ersetzen, bzw. I durch Ig, den Trigheitstensor bzgl. R

1
Ejin = EQ‘TIRQ‘ (9.13)

Sei nun wieder die allgemeine Bewegung als Uberlagerung aus Translation
des Schwerpunktes #s und Rotation um Achse durch 7s beschrieben, dann
gilt
Bin = 2 S mi? = 2 m(is + 6 x (7 — 7s))?
S E=A 1
5 D mi% 4+ mis(@ x (7 - is)) + 5 > m(@ x (7 - 7's))?
M

1
= 71‘;% +0+ 5aiTISa;‘ (9.14)

Aus der letzten Beziehung folgt der Satz von Steiner, siehe auch Ubungen.

Bewegungsgleichungen

Die Aufspaltung der Bewegung in Translation und Eigenrotation ist die
Grundlage zur Behandlung der Bewegung des starren Korpers bei Einwir-
ken von dufleren Kriften IT'Z an Punkten 7;. Sei F = ZF‘Z die Gesamtkraft
und M = Y (F; — 7s) x F; das Gesamtdrehmoment bzgl. des Schwerpunktes.
Dann gilt ) ]

P=Mrs=F, L=M (9.15)

(Achtung: hier gilt L = I nur ausnahmsweise. I = 0 gilt natiirlich immer
fiir vollstéindig symmetrische Kreisel.)

Beispiel: Es rolle eine Kugel mit Masse m und Triigheitsmoment I (isotrop)
eine schiefe Ebene mit Neigungswinkel o hinunter, siehe Figur. Die Haftrei-
bung sei hinreichend starke, so da kein “Schlupf” vorliege, d.h. die relative
Geschwindigkeit zwischen Kugeloberfliche und Unterlage sei null. Die Ebene
iibt am Kontaktpunkt eine Kraft mit Vertikal- und Horizontalkomponenten
F} und F; aus. Die Schwerkraft hat Komponenten mg cos o und mgsin a.

(a
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Translationsfreiheitsgrad
Die Vertikalkomponenten kompensieren sich, die Horizontalkomponenten sind
Ursache der Beschleunigung & parallel zur Ebene:

—Fi +mgcosa =0
—F> + mgsina = mi (9.16)

Rotationsfreiheitsgrad

Das Drehmoment bezogen auf den Schwerpunkt ist M = R - F,. Die Win-
kelbeschleunigung (zeitl. Ableitung der Winkelgeschwindigkeit) ist Z/R, da
kein Schlupf vorhanden. Gleichsetzen von M und I = IZ/R:

P
F, = Iﬁ (9.17)
Eliminieren von F5:
I
mgsina = <m + ﬁ) Z (9.18)

Beispiel: Kriftefreier symmetrischer Kreisel

Wir betrachten nun einen starren Korper mit einer Rotations-Symmetrieachse
(“Figurenachse”), d.h. einen Koérper mit zwei gleichen Haupttrigheitsmomen-
ten I; = I, und einem i.a. verschiedenen I5. Siehe hierzu das Beispiel 1 dieses
Kapitels. Wir iiberlegen uns zuniichst, dafl bei einer Rotation um eine mo-
mentane Drehachse & durch den Schwerpunkt (die Schwerpunktsbewegung
werde als abgespalten betrachtet), die momentane Drehachse &, die Figu-
renachse und die Drehimpulsachse in einer Ebene liegen. Dazu gehe in ein
momentanes Bezugssystem, das als z3-Achse die Figurenachse habe, als z1-
Achse eine dazu senkrechte Achse, die in der Ebene aus L und Figurenachse
liege. Die z5-Achse sei senkrecht zu den z; —, z3-Achsen.

Die Winkelgeschwindigkeit ist in diesen Koordinaten (=Haupttréigheitsach-
sen) @ = (wi,ws,ws) und L = I& = (Liwy, w2, Isws). Andererseits gilt
L= (L1,0, L3), also folgt we = 0, d.h. die Behauptung.

[}

~y

Da die Drehimpulsachse i.a. nicht mit der Figurenachse zusammenfillt, be-
steht die Gesamtrotation aus einer Rotation um die Figurenachse mit iiberla-
gerter Drehung bzw. Prézession der Figurenachse. Um die beiden Anteile zu
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bestimmen, zerlegen wir & in zwei linear unabhiingige (aber nicht notwendig
orthogonale) Komponenten bzgl. L und der Figurenachse:

w1 N Ilwl 0
0 | =AL+puss=x[ 0 |+ulo0 (9.19)
w3 I3ws 1

Es mufl A = 1/I; sein! Also ist

w1

Gpr=L/L=| 0 (9.20)
Unter der weiteren Bewegung bleibt L zeitlich konstant, nicht jedoch die
Figurenachse und die momentane Drehachse &. Unveréindert wird die An-
ordnung in einer gemeinsamen Ebene mit den gleichen Winkeln zwischen I-;,
Figurenachse und & sein. (Keine Nutations-Bewegung.) Grund: die Prézessi-
on bewegt die Figurenachse senkrecht aus der augenblicklichen gemeinsamen
Ebene heraus.
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10 Statistik

Wahrscheinlichkeit, Mittelwert

Eine Variable A nehme Werte aus einer vorgegebenen Menge {a1, ..., ax} an.
Man denke an Messungen einer physikalischen Grofle. Es seien N Messungen
durchgefiihrt worden mit Ergebnissen A, A®) .. AN) wobei n;, mal der
Wert aj, gemessen wurde (k =1, 2, 3, ..., k). Wir sind im allgemeinen nicht
an den einzelnen Meflwerten interessiert, sondern an geeigneten Mittelwerten
(Erwartungswerten), so z.B.

K

N K
— 1 . 1 n
= — E () — — E - Tk
A N 2. npA N 2 nrag ,;_1 N ag (10.1)

wobei im Limes N — oo die Wahrscheinlichkeit des Meflwertes a; definiert
wird n
wy, = lim & (10.2)

N—o00
Bemerkung: Wahrscheinlichkeitsverteilungen erfiillen offensichtlich
0<wp <1, Y wp=1 (10.3)
k

Die Mefiwerte {ay, ..., ax } mit Wahrscheinlichkeiten wy, definieren eine Ereig-
nisreihe.

Beispiel 1: Wiirfel

Hier sind die “Meflergebnisse” die Zahlen 1,2,3,4,5,6 mit den Wahrscheinlich-
keiten wy = 1/6 fiir k = 1,...,6.

Beispiel 2: Modifizierter Wiirfel mit Beschriftung 1,2,3,4,(4,4)

Hier lauten die Wahrscheinlichkeiten wy = 1/6 fiir £k = 1,...,3 und wy =
3/6=1/2.

Definition: Allgemeine Mittelwerte
Sei f eine Funktion. Bisher wurde betrachtet f(A4) = A, A2. Aber auch
allgemeiner fiir f(A) = A™ oder jede andere Funktion (f(A) = sin A) wird

definiert L
F(A) = wef(an) (10.4)
k

Offenbar gilt Linearitéit unter der Mittelung

Af(A) = Af(4),  f(A)+g(A4) = f(A4) +g(4) (10.5)
falls A konstant ist.
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Schwankung
Wir wollen ein Maf fiir die Abweichungen der Einzelwerte vom Mittelwert
definieren. Ein geeignetes Maf ist die mittlere quadratische Abweichung

(A—4)2 =) wi(Ax—4)>*> >0 (10.6)
k

Offensichtlich gilt folgende Identitét
(A-A2=A2—2AA+ A =2 AA+ A =22 - A& (10.7)
Definition: Die Standardabweichung ist definiert durch die Quadratwurzel

der mittleren quadratischen Abweichung AA := /(4 — A4)2.
Definition: Relative Schwankung %

Unabhingige Ereignisse

Sei neben einer Ereignisreihe a; eine zweite Ereignisreihe b; gegeben. Un-
abhingigkeit der Ereignisse soll bedeuten, dal die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Messung von (A4, B) mit Ergebnis (ag, b;) einfach durch das Produkt

wih = wip - w) (10.8)
mit geeigneten Einzelwahrscheinlichkeiten w¢ und w! gegeben ist.

Beispiel: Zwei Wiirfel
Die Wahrscheinlichkeit das Ergebnis & mit dem ersten Wiirfel gleichzeitig [

mit dem zweiten zu erzielen ist % . % = %.

Fiir unabhingige Ereignisse A und B lassen sich Mittelwerte von Produkten
wie folgt behandeln

F(A)-g(B) =Y wiliflar)g(b) =Y wi flar)wig(br)
1

k, k,l
_ (zwzﬂak)) (zwfg<b,>) T -7E (09)
k l

wobei z.B. f(A) bzgl. w?® oder auch w?® verstanden werden kann.

In analoger Weise definiert man die Unabhéngigkeit von beliebig vielen Er-
eignisreihen. Ebenso ist die Verallgemeinerung der letzten Rechenregeln klar.
Wir wollen diese Uberlegungen auf Ensembles anwenden.

Definition: Ensemble: Menge von n vielen gleichartigen Objekten, iiber die
Aussagen gemacht werden oder an denen Messungen vorgenommen werden
sollen.
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Beispiel 1: Ensemble von Molekiilen eines Gases in einem Behilter. Mitt-
lere Energie der Molekiile entspricht der Warme.

Beispiel 2: Das Ausfiihren von n-maligen Messungen an der gleichen Mef}-
apparatur kann als Ensemble aufgefafit werden.

Wir wollen nun an den n gleichartigen Objekten die gleichen Messungen
(simultan) durchfiihren und erhalten die Mewerte zu den Variablen Aj,
A,,...,A,. Im weiteren wollen wir annehmen, dafl die Ergebnisse dieser Ein-
zelmessungen unabhéngig voneinander sind, aber der gleichen Wahrschein-
lichkeitsverteilung geniigen mit Mittelwert ¢ und Standardabweichung Aa.

Schitzwerte
Wir definieren als Schétzwert fiir den Mittelwert des einzelnen Ereignisses
A; (mit in der Praxis unbekanntem a) das arithmetische Mittel

A=t : ot An (10.10)

das selbst eine Variable ist mit eigener Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Achtung: Formelmé#8ig scheint es sich hier um eine Duplizierung des oben Ge-
sagten zu handeln. Der Unterschied ist durchaus subtil, wird aber dadurch
klarer, daf8 wir uns iiberlegen, die n-vielen Einzelmessungen als “grofie” Ge-
samtmessung vorstellen, die beliebig hiufig wiederholt wird. Der Erwartungs-
wert von A ist dann

T le=— 1
A:EZAi:gZAi:gZa:a (10.11)

Die Standardabweichung von A ist jedoch nicht gleich Aa, sondern viel kleiner
— 1 1 -
2= — Z Aid; = — Z A A; (10.12)
l’] l’]

Hier tiberlegen wir, daf8 A;A; unterschiedliche Ergebnisse liefert, je nachdem

obi=j (A? = (Aa)? +a?) oder i # j (A;A; = A; A; = a-a = a?) ist. Also

— 1 1 1

A? = e (n[(Aa)® + a®] + (n® — n)a®) = oz (n(Aa)? +n®a®) = E(Aa)2+a2
(10.13)

Ferner
1

(AA? =R -A =L —a® =
n

(Aa)? (10.14)

Damit ist die Standardabweichung AA = Aa/+/n um einen Faktor /n klei-
ner!
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Wiederum gehen wir pragmatisch vor und stellen fest, daf die Standardab-
weichung weder von einzelnen Ereignissen A; noch von dem arithmetischen
Mittel bekannt ist. Als Schitzwert fiir (Aa)? mag man die Varianz

V= Z;A% - (Zi Ai>2 (10.15)

n

ansehen. Der Erwartungswert der Varianz ist jedoch

n

V = (Aa)? +a® - 42 = (1 - 1) (Aa)? (10.16)

und damit gilt
n

Aa = 14 (10.17)

n—1

Binomialverteilung
Von N vorgegebenen Plitzen seien n besetzt (und N — n unbesetzt). Die
Anzahl aller derartiger Kombinationen ist der Binomialkoeffizient

M (N> (10.18)

n!(N —n)! n

Falls jeder der einzelnen Pléitze unabhingig mit der Wahrscheinlichkeit p be-
setzt wird (und mit der Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p unbesetzt bleibt), ist
die Wahrscheinlichkeit zu einer vorgegebenen Konfiguration von n besetzten
und N — n unbesetzten Plitzen gerade p"¢™N ~". Die Wahrscheinlichkeit, ir-
gendwelche n Plitze besetzt und die verbliebenen N —n unbesetzt zu haben,
ist

wy, = <JZ> prgN . (10.19)
Offenbar gilt 0 < w, < 1 und

N

N

N _
Sun=3 (V) e = oy =1v =1 (10.20)
=0 =0

Beispiel: Krankheitsanfilligkeit einzelner Menschen mit Wahrscheinlichkeit
p fiihrt zu einer Binomialverteilung im Krankheitsbild einer Gruppe (Gesell-
schaft).

Wir wollen nun allgemeine Mittelwerte (Momente) n™ berechnen, also Mit-
telwerte der m. Potenz der Gesamtzahl besetzter Plitze

N N N m
» wanm=>" (Z) nmprgV =) (Z) (pa%> PV "
=0

i=0 =0

= (pa%>m i (Z) prgY = (pa%))m (p+q)™ (10.21)

=0
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hier gehen wir von unabh#ngigen p und ¢ aus und setzen erst nach dem
Ableiten p + q¢ = 1. Es folgt

n=pN(p+q¥N ' =pN (10.22)

n? =pN(p+q)" ' +p’N(N —1)(p+q)¥ > = pN + p’N(N — 1) (10.23)

(An)? =n? —7n® = p(1 — p)N = pgN (10.24)
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