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0. Einleitung

Fir die meisten Horer beginnt mit dieser Vorlesung ein zweijahriger Kursus in
theoretischer Physik. Daher sind zu Beginn eine allgemeine Bemerkungen ange-
bracht.

Ziel des Kurses in theoretischer Physik wird sein, Sie mit den Grundlagen un-
serer heutigen Naturbeschreibung soweit vertraut zu machen, dafl Sie in der
Lage sein werden, die fundamentalen physikalischen Erscheinungen griindlich zu
verstehen und quantitativ zu beschreiben. Gleichzeitig sollen Sie sich mittels dieses
Kurses eine solide Grundlage fiir ein tieferes Eindringen in Spezialgebiete der the-
oretischen Physik verschaffen. Um dieses Ziel zu erreichen, sollte ein typischer
Studierender die folgenden vier Dinge ernsthaft tun:

1. Die betreffende Vorlesung horen, in der er systematisch mit dem zu erler-
nenden Stoff bekannt gemacht wird.

2. Parallel dazu empfohlene Biicher lesen, um den Vorlesungsstoff zu vertiefen.

3. Die Hausaufgaben l6sen, um den zu erlernenden Stoff griindlich zu reflek-
tieren und anwenden zu lernen.

4. An den ﬂ‘bungen teilnehmen, um die richtigen Losungen der Hausaufgaben
zu diskutieren und eventuelle Unklarheiten iiber den Vorlesungsstoff zu elimi-
nieren.

Diese triviale Aufzahlung von fiir ein effizientes Studium an sich selbstverstand-
lichen Tatigkeiten wird erfahrungsgemafl leider von vielen Studierenden nicht
beachtet. Keine dieser vier Aktivitaten sollte vernachlissigt werden. Insbesondere
kann der Nutzen einer selbstandigen Beschaftigung mit den Hausaufgaben gar
nicht hoch genug eingeschatzt werden.

Der Kursus in theoretischer Physik umfafit die vier Teile:

Mechanik (Bewegung massiver Korper)

Elektrodynamik (Theorie elektrischer und magnetischer Felder)
Quantenmechanik (Theorie atomarer Erscheinungen)

Statistische Physik (Statistische Theorie von Systemen mit vielen Freiheits-
graden und Thermodynamik)

=

Die Bedeutung der klassischen Mechanik (im Gegensatz zur Quantenmechanik)
besteht darin:

1. Sie war die historisch erste physikalische Disziplin. Das erklart sich
leicht daraus, daf sie sich mit Erscheinungen befaflt, die uns am direktesten
zuganglich sind, der Bewegung von Korpern. Jeder Mensch macht auch ohne
Hilfsmittel Erfahrungen, die in der Bereich der Mechanik gehoéren. Die klas-
sische Mechanik ist daher in gewissem Sinne die elementarste physikalische
Theorie.

2. Thre Kenntnis ist von grofler praktischer Wichtigkeit fiir vielerlei Anwendun-
gen in Technik, Bauwesen und vielen anderen Lebensbereichen.
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3. Sie stellt eine notwendige Grundlage zum Aufbau moderner physikalischer
Theorien, wie etwa der Quantenmechanik, dar. Die vier Teile des Theorie-
kurses sind also nicht voneinander unabhangig.

Die grundlegenden Begriffe zum Aufbau der Mechanik sind vor etwa 300 Jahren
konzipiert worden. Mit diesen Begriffen ist es dann gelungen, eine umfassende
erfolgreiche Beschreibung der Bewegung von Materie und deren Ursachen zu for-
mulieren. Man mag sich fragen, warum die Aufstellung der klassischen Mechanik
gerade dann gelang. Sicher sind in diesem Zusammenhang geniale Personlichkeiten
wie Issac Newton (1643-1727) von grofiler Bedeutung gewesen. Aber es darf
nicht iibersehen werden, dafl nach einer langen Dominanz des Aristotelischen Welt-
bildes schlieflich die Zeit reif wurde fiir unsere heutige Art der Naturbetrachtung.
Wichtige Wegbereiter fiir diese Entwicklung waren bekanntlich unter anderem
Galileo Galilei (1564-1642) und Johannes Kepler (1571-1630). Aristoteles
(384-322) und seine Schule hatten vor mehr als 2000 Jahren das gesamte “Wissen”
ihrer Zeit iiber die Natur zusammengefafit und geordnet. Diese Schriften wurden
spater fiir mehr als 1000 Jahre als einzig legitime Quelle von Wahrheiten iiber Na-
turerscheinungen betrachtet. Anstelle, wie heute selbstverstandlich, die Natur zu
beobachten durfte man Aussagen iiber die Natur ausschliellich aus den Schriften
des Aristoteles entnehmen. Der abendlindische Mensch muf3te sich aus dieser
unmiindigen Situation befreien, die ihm durch den Dogmatismus der romischen
Kirche aufgezwungen wurde (Der Philosoph Giordano Bruno (1548-1600) wurde
im Jahre 1600 wegen abweichender Lehrmeinungen iiber die Natur des Universums
verbrannt). Im Gegensatz zu unserem heutigen kausalen Naturverstandnis,
nach dem jeder Naturvorgang durch eine ihm vorausgehende Ursache bewirkt wird,
war das aristotelische Naturverstandnis teleologisch gepragt, d.h. ein Natur-
vorgang entwickelt sich in bestimmter Weise, damit ein natiirlicher Endzustand
erreicht wird (Ein Stein fillt zu Boden, weil er dort hingehort; ein sich selbst
iiberlassener Korper kommt zur Ruhe, weil dies sein natiirlicher Zustand ist).
Die Entwicklung der modernen Physik wurde also nur dadurch moglich, dafl man
sich von alten Denkgewohnheiten befreien konnte: es war ein Paradigmenwech-
sel erforderlich. Aufler dem Wechsel vom dogmatischen zum autarken Denken
und vom teleologischen zum kausalen Naturverstandnis waren auch andere Ein-
sichten von Bedeutung, zum Beispiel die, daf§ die irdischen und die himmlischen
Naturvorgidnge von gleicher Art sind. Schliefllich war die Entwicklung geeigneter
mathematischer Methoden zur Naturbeschreibung unverzichtbar.

Es kann hier nicht unser Ziel sein, die langwierige historische Entwicklung bis zur
klassischen Mechanik nachzuzeichnen, insbesondere weil wir heute von ganz an-
deren Voraussetzungen ausgehen konnen als die Protagonisten. Wir leben in einer
technisierten Welt, die uns taglich ein kausales Naturverstandnis nahelegt und uns
einen riesigen Erfahrungsschatz an Bewegungsvorgangen vermittelt - man denke
heutzutage insbesondere an die Raumfahrt. Wir betrachten die Natur als ma-
nipulierbar. Wir verfiigen iiber mathematische Kenntnisse, die selbst denjenigen
Newtons weit iiberlegen sind. Interessenten an Details der historischen Entwick-
lung der Mechanik seien auf das Buch “Die Mechanik” von Ernst Mach, 9. Auflage
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(1933, Nachdruck 1963) verwiesen.

Es fallt uns daher heute sehr leicht, die Grundgesetze der Mechanik zu akzep-
tieren. Man neigt daher oft dazu, diese als selbstverstandlich oder als absolut wahr
anzunehmen. Ich mo6chte daher nicht versaumen, darauf hinzuweisen, daf} die klas-
sische Mechanik wie alle physikalischen Theorien subjektive, historisch bedingte
Aspekte hat. Dies ist im 20. Jahrhundert ja durch die Aufdeckung von Grenzen
ihrer Giiltigkeit, die zur Entwicklung der relativistischen Mechanik und der Quan-
tenmechanik fithrten, explizit deutlich geworden. Unsere Beschreibung der Natur
ist immer wesentlich durch unsere Denkkategorien und durch die derzeitigen Gren-
zen unserer Naturkenntnis mitbestimmt und sollte niemals als allumfassend und
endgiiltig angesehen werden. In diesem Sinne beschreibt Physik ein Abbild der
Natur, nicht die Natur an sich; sie formt ein Modell von der Natur. Wir werden
spater ein Beispiel dafiir kennenlernen, dafl man auch im Rahmen unserer kausalen
Naturbeschreibung zu einer Formulierung der Mechanik kommen kann, die sich
teleologisch deuten 1a8t (siche Hamiltonsches Prinzip). Wegen der Moglichkeit
solcher Mehrdeutigkeiten 148t sich eine logische Herleitung eines mechanistischen
oder materialistischen Weltbildes aus der “Giiltigkeit” oder “Richtigkeit” der New-
tonschen Mechanik nicht rechtfertigen.

Nach diesen historischen Vorbemerkungen wollen wir uns dem konkreten Thema
dieser Vorlesung zuwenden. Unser naiver naturphilosophischer Standpunkt ist der
folgende: Es gibt eine objektive materielle Welt, der wir als Physiker beobach-
tend gegeniiberstehen. Wir nennen die Teile dieser Welt Korper. Die Korper
befinden sich in einem dreidimensionalen Euklidischen Raum, den wir als
gegeben hinnehmen und nicht weiter axiomatisieren wollen. Unter Benutzung von
Mafistaben konnen wir die Lage der Korper im Raum unter Bezugnahme auf ein
Bezugssystem, das ebenfalls aus materiellen Korpern gebildet wird, angeben.
Im Laufe der Zeit, die wir ebenfalls als eine absolute gegebene Kategorie hin-
nehmen, kann sich die Lage eines Korpers (relativ zum Bezugssystem) verdndern.
Indem wir die Zeit mittels Uhren messen, konnen wir die sich daraus ergebenden
Bewegungen quantitativ beschreiben. Die Mechanik handelt von den Bewe-
gungen der Korper in Raum und Zeit und den Ursachen der Bewegung. Nach
der Art der betrachteten Korper wird die Vorlesung in 4 Abschnitte unterteilt
werden: Massenpunkte, Punktsysteme, starre Korper und deformierbare
Medien.

Als Textbiicher zum Lesen und Nachschlagen neben der Vorlesung empfehle ich:

H. Goldstein: “Klassische Mechanik”, Akademische Verlagsgesellschaft (1989)

A. Budé: “Theoretische Mechanik”, VEB Deutscher Verlag der Wissen-

schaften (1971)

3. F. Scheck: “Mechanik”, Springerverlag (1994)

4. V.I. Arnold: “Mathematical Methods of Classical Mechanics”, Springerverlag
(1978)

5. N. Straumann: “Klassische Mechanik”, Lecture Notes in Physics 289,

Stringerverlag (1987)
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I. Mechanik des Massenpunktes

1. Kinematik eines Massenpunktes

Wir beginnen mit einer Idealisierung: Massenpunkte oder punktformige Korper
sind fiktive Korper ohne rdumliche Ausdehnung (d.h. auch, ohne innere Struktur),
aber mit endlicher Masse. Ihre Lage kann vollstandig durch einen Vektor im drei-
dimensionalen Raum spezifiziert werden, der in einem vereinbarten Anfangspunkt
oder Aufpunkt O eines Bezugssystems S angelegt wird:

OP =r. (1.1)

Massenpunkt
N

o | —+ P

—~ — Bezugssystem

Aufpunkt—

Der Begriff des Massenpunktes wird immer dann als naherungsweise Beschreibung
eines Korpers brauchbar sein, wenn dieser geniigend klein ist. Dabei hangt es von
den Umstanden ab, was klein bedeutet; denn von weitem betrachtet erscheint
natiirlich jeder Korper klein. So konnen in der Himmelsmechanik die Planeten
oft als Massenpunkte angesehen werden; die Lage der Erde ist dann durch einen
Punkt im Raum gegeben. Dagegen verlangt die Post aus verstandlichen Griinden
detailliertere Angaben, wenn sie auf der Erde einen Brief zustellen soll. Damit ist
klar, daf8 ein und dasselbe Objekt je nach Fragestellung oder Blickwinkel einmal
als Massenpunkt angesehen werden kann, ein andermal nicht.

Der Massenpunkt, von dem dieses Kapitel handelt, ist aber nicht nur als
Naherungskonzept fiir reale Korper gedacht, sondern auch als eine Arbeits-
hypothese zur Einfithrung der Grundbegriffe der Mechanik. Wir werden spater
auf dieser Grundlage lernen, auch die Mechanik ausgedehnter Korper angemessen
zu beschreiben, und konnen dann in jedem Fall entscheiden, ob die Massen-
punktnaherung gut ist und wie gut sie ist. Die Mechanik der Massenpunkte ist
die denkbar einfachste Mechanik.

Wir werden zunachst kurz an die Kinematik eines Massenpunktes erinnern, d.h.
an die wichtigsten Begriffe zur Beschreibung seiner Bewegung. Danach werden wir
uns der Dynamik eines Massenpunktes zuwenden, indem wir nach den Ursachen
dieser Bewegung fragen.

Die Bewegung eines Massenpunktes, gegeben durch die zeitliche Veranderung
seiner Lage im Bezugssystem, kann durch den Ortsvektor r = OP als Funktion
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der Zeit charakterisiert werden: r(t). Die Kurve (gerichtete Punktmenge), die er
dabei durchlduft, nennt man seine Bahn. Die Vektorfunktion r(¢) ist eine Para-
meterdarstellung der Bahn. Dafl die Beschreibung der Bewegung vom Bezugssys-
tem abhangt, sei kurz am Beispiel der Planetenbewegung diskutiert. In einem
in der Sonne fixierten Bezugssystem beschreiben alle Planeten (ndherungsweise)
Kreisbahnen. Ein gleichfalls am Fixsternhimmel orientiertes, aber mit der Erde
bewegtes Bezugssystem (das also nicht die tdgliche Eigenrotation der Erde mit-
macht) 148t die Sonne auf einer Kreisbahn erscheinen und die iibrigen Planeten
auf Kreisen um die Sonne, also auf Epizyklen um die Erde. Beide Beschreibun-
gen sind vom kinematischen Standpunkt vollig gleichwertig, die erste ist ein wenig
einfacher.

Ma

/%

Als Kuriositat sei bemerkt, daf§ die Konstruktion einer Zykloidenbahn als Vektor-
summe zweiler Kreisbahnen nicht eindeutig ist. Wegen des Vektorparallelogramms
(Kommutativitdt der Vektoraddition) sind zwei Konstruktionen derselben Zyk-
loide moglich. Wahrend die erste als Hilfspunkt die Position der Sonne verwendet
und daher nahelegt, dafl die anderen Planeten um die Sonne kreisen, stellt sich der
Hilfspunkt (?) der zweiten Konstruktion als ein von Planet zu Planet verschiedener
willkiirlicher Punkt im interplanetaren Raum heraus. Tatsachlich wurde fiir die
inneren Planeten im Altertum die erste Konstruktion verwendet und Merkur und
Venus wurden als Monde der Sonne betrachtet. Fiir die aufleren Planeten wurde
jedoch die zweite Konstruktion bevorzugt, die die Kreisbewegung dieser Planeten
um die Sonne verschleiert. Vom kinematischen Standpunkt sind auch diese beiden
Konstruktionen vollig gleichwertig, aber nicht vom dynamischen Standpunkt aus,
weil nur die erste einen Hinweis auf die moglichen Hintergriinde der Planeten-
bewegung geben kann. Dieses Beispiel zeigt auch, dafl man aus einer quantita-
tiv sehr befriedigenden Beschreibung eines Naturvorgangs (zweite Konstruktion)
keineswegs immer schlieffen kann, dafl man dem Phinomen auf den Grund gegan-
gen ist; eine noch so erfolgreiche Theorie mag so ungliicklich formuliert sein, daf
sie die Hintergriinde des Geschehens vollig verschleiert.

Ein wichtiger kinematischer Begriff ist die Geschwindigkeit eines Massenpunk-
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tes, gegeben durch

v(t) = — i = pm SEEAD ()

dt At—0 At (1.2)

Die Geschwindigkeit v(t), genauer Momentangeschwindigkeit zur Zeit ¢
genannt, ist ebenfalls ein Vektor und wird durch die Messung des Ortes r zu
zwei geniigend benachbarten Zeiten ¢ und ¢ + At bestimmt. Die Richtung der
Geschwindigkeit ist tangential zur Bahn des Massenpunktes und ihr Betrag gibt
den pro Zeitintervall zuriickgelegten Weg auf der Bahn an. Die Geschwindigkeit
hangt im Gegensatz zum Ort r nicht von der Wahl des Aufpunktes O im Bezugssys-
tem ab, denn mit einem zeitunabhingigen Verschiebungsvektor ¢ = O'O gilt
natiirlich d[r(t) + c]/dt = dr(t)/dt.

[ >

O’
Die Beschleunigung eines Massenpunktes ist die zeitliche Ableitung seiner
Geschwindigkeit:

=T. (1.3)

=v =

dt dt?

Man kann die Beschleunigung im Prinzip in Analogie zu (1.2) durch die Messung
zweier benachbarter Geschwindigkeiten bestimmen. Sie ergibt sich aber auch aus
der Messung des Ortes r zu drei benachbarten Zeiten, z.B. den Zeiten ¢ — At, ¢ und
t + At. Um dies einzusehen, entwickelt man den Ortsvektor in eine Taylorreihe:

r(t+0)=r(t)+6-v(t)+ %2 -a(t) + 0(6%)

und berechnet
r(t+ At) +r(t — At) — 2r(t) = a(t) - (At)2 + O((At)?).
Daher gilt offenbar

r(t + At) +r(t — At) — 2r(t)

= AlS0 (At)2 (1-4)




Die drei Endpunkte der Vektoren r(t + At), r(¢) und r(t — At) bestimmen eine
Ebene (wenn sie nicht zufillig auf einer Geraden liegen), die fiir A¢ — 0 in die
Schmiegungsebene der Bahn iibergeht. Die Beschleunigung a(t) liegt folglich
in der Schmiegungsebene der Bahn und zeigt in Richtung der konkaven Seite der
Bahn. Die in der Figur gezeigte Konstruktion mittels der Diagonalen des von den
beiden Vektoren r(t + At) aufgespannten Parallelogramms ergibt den Vektor

(At)®
2

b= —(r(t+ At) + r(t — At)) —r(t) ~

a(t).

DN | =

r(t-

d

Wir halten noch fest, dal die Beschleunigung nicht nur invariant gegen eine zeitlich
konstante Verschiebung des Aufpunktes ist wie die Geschwindigkeit, sondern gegen

eine Verschiebung von O mit konstaﬁ)r Geschwindigkeit vg. Sei ndmlich O'O =
c(t) = co + vo - t, dann gilt mit O'P = r'(t) = r(t) + c(t) offenbar a’(t) =
d?r'(t)/dt? = a(t).

Bei der Behandlung konkreter kinematischer Probleme werden bevorzugt ana-
lytische Methoden anstelle von geometrischen verwendet, man rechnet mit Zahlen
anstelle von Vektoren. Dazu missen die Vektoren durch ihre Komponenten
in einem geeigneten Koordinatensystem dargestellt werden. Die wichtigsten
Koordinatensysteme sind die kartesischen, die auf einer rechtshandigen or-
thonormierten Basis n;, ny, ng mit den Eigenschaften

n; -n; = d;j, n; - (ny x n3) = +1 (1.5)

fulen und auf die Koordinatendarstellung
r = rn; + yn, + 2ng (1.6)
fiilhren. Wegen der linearen Unabhangigkeit der Basisvektoren entspricht jede
Vektorgleichung drei Zahlengleichungen fiir die Komponenten. Zum Beispiel

entsprechen der Vektorgleichung (1.2) mit v = v,n; + vyn, + v,ns3, da die n;
zeitunabhangig sind, die drei Komponentengleichungen

ve(t) = &(t), vy(t) =9(t), wv.(t) =2(). (1.7)



Der Betrag der Geschwindigkeit ergibt sich aus den Komponenten als

v =|v|= /v + v+ V2 (1.8)

N3 zZ

y

Eine besondere Eigenschaft geradliniger Koordinatensysteme wie den karte-
sischen ist, daf} sich die Vektoraddition auf die Komponenten iibertragt, weil der
Vektor eine lineare Funktion seiner Koordinaten ist: a4+b =c¢ — a; +b, = ¢4, .. ..
Dies gilt nicht fiir andere Koordinatensysteme, wie die gebrauchlichen Polar—,
Zylinder— oder Kugelkoordinaten, in denen nicht alle Koordinatenlinien Geraden
sind. Wir erinnern hier kurz an diese wichtigen krummlinigen Koordinaten.

Zylinderkoordinaten: (z,y,2) — (p,¢,() (0<p,0<p <271, —00 < ( < )

Die Transformation von Zylinder— auf kartesische Koordinaten lautet

T =pcosy
y = psing (1.9)
z=C(.
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Die p—Koordinatenlinien (¢ und ¢ konstant) und die (-Koordinatenlinien (p und
¢ konstant) sind hier Geraden, wihrend die p—Koordinatenlinien Kreise um die {—
Achse sind. Die Einheitsvektoren e,, e, und e¢ in Richtung der Koordinatenlinien
bilden ein orthonormiertes rechtshandiges Dreibein. Es kann niitzlich sein, die
Bewegung eines Massenpunktes nach diesen Basisvektoren zu zerlegen statt nach
(1.6). Der wesentliche Unterschied besteht darin, daf e, und e, vom Punkt P
abhangen und sich daher bei einer Bewegung mit der Zeit d&ndern. Aus dem rechten
Teil der letzten Figur liest man ab: Ae, ~ Ap-e, und Ae, ~ Ap - (—e,). Also
gilt

é,(t) = pey(t), é,(t) = —peyt), éc(t) = 0. (1.10)

Die Zerlegung des Ortsvektors nach dem Dreibein lautet

r(t) = p(t) - ep(t) + (1) - e (1.11)

Daher ist die Geschwindigkeit durch

v(t) = A(t) - ep(t) + p(t) (1) - ey () +((1) - e (1.12)

gegeben mit der Radialkomponente v, = p(t) und der Transversalkomponente
v, = p(t) $(t). Fiir die Beschleunigung ergibt sich schliefilich

a(t) = (5 —p¢?)e, + (pé+2p¢) e, + Cec. (1.13)
In analoger Weise behandelt man

sphérische Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten): (z,y,2) — (r, ¥, ¢)
0<r0<¥<m0<p<2m)

Die Transformation von diesen auf kartesische Koordinaten lautet

x = rsind cos ¢
y = rsindsinp (1.14)

z =rcosd.

Hier sind die —Koordinatenlinien vom Aufpunkt ausgehende radiale Strahlen und
die ¥- und ¢p—Koordinatenlinien Langen— und Breitenkreise von Kugeln. Das
rechtshandige orthonormierte Dreibein e,, ey, e, enthilt hier keinen festen Vektor
mehr. Die zeitlichen Ableitungen der Basisvektoren sind durch folgende Glei-
chungen gegeben (eine Figur zur Veranschaulichung findet sich bei Budé auf Seite
13):

€, = zi‘eﬂ + ¢sinde,

€y = pcose, — Je, (1.15)
€, = —¢(sinde, + cosdey).
Mit
r(t) = r(t) e.(t) (1.16)
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erhdlt man daraus fir die Geschwindigkeit

v(t) =re,+rdeyg+r¢sinde, (1.17)
und fiir die Beschleunigung

a(t) = (¥ — rd? —rp? sin¥?) e,

+(7“1.9.+27519—rgb2 sind cos ¥) ey (1.18)

+ (r@sind +2¢ (7 sind + rd cos?)) e,.
Niitzlich kann auch das sogenannte natiirliche Koordinatensystem einer Be-
wegung r(t) sein. Es wird in jedem Bahnpunkt durch das rechtshindige or-
thonormierte Dreibein aus dem Tangentialvektor t(¢), dem Normalenvektor n(t)

und dem Binormalenvektor b(t) aufgespannt. Da der Geschwindigkeitsvektor v in
tangentiale Richtung zeigt, ist der Tangentialeinheitsvektor durch die Gleichung

v(t) = v(t) t(¢) (1.19)
gegeben. Wenn s die Wegliange langs der Bahn mifit, kann man den Tangentialvek-
tor auch durch

t =dr/ds (1.20)

definieren. Indem man die Bahn um den Punkt r(¢) durch einen Kreis mit
Kriimmungsradius R in der Schmiegungsebene approximiert, erhilt man den Nor-
malenvektor n(¢) als Einheitsvektor in Richtung auf den Kreismittelpunkt. In
Analogie zu (1.10) gilt dann wegen R - ¢ = v

t= % n. (1.21)
Bahn As
/ ’ y
n t
Damit berechnet sich die Beschleunigung zu
a(t)=0t+ U—2 n. (1.22)

R
Die Komponente a; = ¥ heifit Tangential- oder Bahnbeschleunigung, die Kompo-

nente a,, = v2/R Normal- oder Zentripetalbeschleunigung. Der Binormalenvektor
ist schliefllich durch
b(t) = t(t) x n(t) (1.23)

gegeben.
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2. Die Newtonschen Axiome

Die Newtonschen Axiome bilden die Grundlage der Dynamik des Massenpunktes
und damit der gesamten klassischen Mechanik. Sie beruhen auf Erfahrungen. Sie
sind entstanden durch geeignete Idealisierung empirischer Fakten. Sie stellen den
kondensierten Inhalt einer umfangreichen Anzahl von idealisierten Beobachtun-
gen dar. Die entscheidenden dabei auftretenden Begriffsbildungen sind die des
Inertialsystems, der Masse und der Kraft.

Das erste Axiom handelt von der (idealisierten) Beobachtung, dafl Kérper
(Massenpunkte) sich unter bestimmten Umsténden mit konstanter Geschwindig-
keit auf einer geradlinigen Bahn bewegen. Die entscheidende Aussage des Axi-
oms besteht dabei nicht in der Feststellung der Art der Bewegung (geradlinig
gleichformig), sondern in der Sperzifizierung der Umstidnde. Die Umstinde sind
durch zweierlei gegeben:

1. durch duflere Einfliisse auf den Korper,
2. durch das Bezugssystem, in dem die Bewegung des Korpers beschrieben wird.

Was auflere Einfliisse betrifft, wissen wir, dal man die Bewegung eines Korpers
von auflen auf vielfaltige Weise so verandern kann, daf sie nicht geradlinig oder
gleichformig ist. Der gesuchte Umstand mufl daher das Fehlen jeglicher duflerer
Einfliisse sein. Wir wollen uns fragen, ob und wie man das Vorhandensein duflerer
Einfliisse objektiv wahrnehmen kann. Nur wenn das gelingt, kann man sicher
sein, ihre Abwesenheit zweifelsfrei nachweisen zu kénnen. Wenn andere Korper
den betrachteten Korper durch Stoflen beeinflussen, ist die Situation klar. Wir
wissen aber, dafl ein Korper auch bei Abwesenheit anderer Korper in seiner
Nachbarschaft durch Felder beeinflufit werden kann. Wir miissen uns daher fra-
gen, wie wir die Abwesenheit oder Anwesenheit von Feldern objektiv feststellen
konnen. Elektrische Felder beeinflussen (beschleunigen) Koérper in Abhingigkeit
von deren elektrischer Ladung. Dadurch dafl verschieden geladene Korper ver-
schieden beschleunigt werden, kann man die Anwesenheit solcher Felder zweifels-
frei feststellen. Alle uns bekannten aufleren Einfliisse erweisen sich solchermafien
als eindeutig identifizierbar, bis auf eine bedeutende Ausnahme: die Gravita-
tionsfelder. Es ist bekannt, dafl Gravitationsfelder auf alle Korper mit sehr
grofler Genauigkeit in gleicher Weise wirken (sie gleich beschleunigen). Daher ver-
schwindet ihre Wirkung exakt in einem in gleicher Weise beschleunigten Bezugssys-
tem. Gravitationsfelder sind daher lokal mittels mechanischer Experimente nicht
von beschleunigten Bezugssystemen zu unterscheiden. Dafl diese Aussage sich
auf alle Naturerscheinungen erweitern 148t (zum Beispiel auch auf Experimente
mit Licht), hat eine wichtige Rolle bei der Entwicklung der Allgemeinen Rela-
tivitatstheorie gespielt.

Indem wir das spezifische Problem der Gravitationsfelder beiseite schieben, konnen
wir das Problem der objektiven Identifizierung auflerer Einfliisse als gelost betrach-
ten und konnen uns den Bezugssystemen zuwenden, in denen das erste Axiom
gelten soll. Wir formulieren nunmehr pragnanter als oben:

13



1. Newtonsches Axiom (Tragheitsgesetz):

Es existiert ein Bezugssystem, in dem sich jeder Korper, der frei von aufleren
Einfliissen ist, geradlinig gleichférmig bewegt.

Ein solches Bezugssystem heifit Inertialsystem. Aus unseren kinematischen
Kenntnissen aus dem vorigen Kapitel iiber die Invarianz der Beschleunigung unter
Aufpunkttransformationen der Gestalt O'O = co + vq - t schlieflen wir sofort,
daf jedes sich relativ zu einem Inertialsystem mit konstanter Geschwindigkeit v
bewegende Bezugssystem ebenfalls ein Inertialsystem ist. Konkretisiert wird ein
Bezugssystem nicht nur durch den Aufpunkt, sondern auch durch seine raumliche
Richtungsorientierung. Diese wird am einfachsten durch ein Tripel von Basisvek-
toren (1.5) spezifiziert, relativ zu dem alle Massenpunkte sich bewegen. Ver-
schiedene Basistripel charakterisieren dasselbe Bezugssystem, solange sie sich nicht
gegeneinander bewegen.

Der Begriff des Inertialsystems beruht natiirlich auch auf einer Idealisierung. Fir
viele Zwecke kann ein fest mit der Erde verbundenes Bezugssystem (Laborsystem)
als Inertialsystem betrachtet werden. Erst durch Préizisionsexperimente (Fou-
caultsches Pendel) stellt man fest, dafl solche Systeme wegen der téglichen Ro-
tation der Erde um ihre Achse doch nicht inertial sind. Eine bessere Anndherung
an ein Inertialsystem, die die Erdrotation eliminiert, erzielt man daher durch eine
Orientierung am Fixsternhimmel. Wenn man den Aufpunkt dieses Bezugssystems
mit dem Erdmittelpunkt identifiziert, beschreibt er eine beschleunigte Kreisbe-
wegung um die Sonne (direkt nachgewiesen durch die Entdeckung der Fixstern-
parallaxe durch Bessel im Jahre 1838). Daher sollte man bei noch hdheren
Priazisionsanspriichen den Aufpunkt besser an der Sonne festmachen. Da aber
die Sonne wie auch der Fixsternhimmel um das Zentrum der Milchstrafle rotieren,
wird man gegebenenfalls selbst mit dieser Definition eines Inertialsystems nicht
zufrieden sein. Man sieht, wie man so durch eine Folge von Verfeinerungen dem
Ideal des Inertialsystems immer naher kommen kann.

Die Bewegung eines Korpers unter den einfachsten Bedingungen, namlich denen
der Einflufifreiheit und im Inertialsystem, ist damit verstanden. Der ﬁbergang
von Inertialsystemen zu anderen (beschleunigten) Bezugssystemen ist eine rein
kinematische Aufgabe, der wir uns spéter (in Kapitel 13) zuwenden werden. Unter
der Wirkung von dufleren Einfliissen wird ein Korper im allgemeinen beschleunigt.
Wie dies geschieht, wird durch das zweite Newtonsche Axiom beschrieben. Dieses
Axiom enthilt neben der kinematischen Gréfle Beschleunigung, a(t), den Begriff
der Masse m des Massenpunktes sowie den der Kraft F, die auf den Massenpunkt
einwirkt, und lautet:

2. Newtonsches Axiom:

In Inertialsystemen gilt die Newtonsche Bewegungsgleichung

ma(t) = F(r(t),v(t),t). (2.1)
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Sie gibt die Beschleunigung an, die ein Korper der Masse m unter der Wirkung der
Kraft F erfahrt. Die Beschleunigung, die ein Korper erfahrt, hangt erfahrungs-
gemaf

1. von Eigenschaften des Korpers und

2. von den duBeren Bedingungen (etwas formlicher: der geometrischen und
physikalischen Beschaffenheit der naheren oder weiteren Umgebung des
Korpers)

ab. Wenn man nun die dufleren Bedingungen einmal fest vorgibt, kann die Be-
schleunigung von vielerlei Kérpereigenschaften wie Masse, elektrischer Ladung (bei
Anwesenheit elektrischer Felder), magnetischem Moment (bei Anwesenheit inho-
mogener magnetischer Felder), Oberflichenbeschaffenheit (zum Beispiel, wenn der
Korper dem Wind ausgesetzt ist) abhingen. Von all diesen Korpereigenschaften
taucht nur die Masse auf der linken Seite des 2. Newtonschen Axioms auf. Man
muf} sich fragen, was die Masse vor allen anderen Korpereigenschaften auszeich-
net. Die Antwort ist, dafl alle anderen Korpereigenschaften nur unter bestimmten
aufleren Bedingungen die Beschleunigung beeinflussen, die Masse aber unter allen
Bedingungen. Dies erkldrt, warum die Masse m in (2.1) explizit vorkommt,
wahrend andere Korpereigenschaften bei Bedarf in die Kraft F integriert werden.

Wie kann man die Masse eines Korpers messen? Eine Moglichkeit, die sich anbie-
tet, besteht darin, eine Art der dufleren Einwirkung zu wahlen, von der man weif3,
dafl die Beschleunigungswirkung von keiner anderen Korpereigenschaft aufler der
Masse abhiangt. Als einfaches Beispiel konnte man an eine Feder denken, an der
die Masse m befestigt ist.

QOO0
Feder

Damit haben wir die rechte Seite der Gleichung (2.1) fest vorgegeben und kénnen
die Massen verschiedenster Korper aufgrund der Beziehung m; a; = m; a; durch
Messung der Beschleunigungen zueinander ins Verhéltnis setzen. (Aus prakti-
schen Griinden wird man die Masse vielleicht eher eine Schwingung um ihre Ruhe-
lage durchfithren lassen und das Massenverhaltnis tiber die Frequenzen v dieser
Schwingungen bestimmen: m;/m; = (v;/v;)?; man erinnere sich dazu an die Be-
handlung von Schwingungen in der Physik I).

Diese ziemlich gebrauchliche dynamische Massendefinition befriedigt deshalb
nicht vollig, weil die Unabhangigkeit der Wirkung der Feder von allen anderen
Korpereigenschaften vorauszusetzen ist. Wir haben eben den Begriff der Kraft
noch nicht definiert und konnen daher nicht tiberzeugend von einer konstanten
Kraft sprechen, auf der die obige Diskussion versteckt fufite. Fiir eine alterna-
tive Massendefinition benutzt man deshalb lieber Stofiprozesse zwischen Korpern.
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Diese kinematische Massendefinition fufit wesentlich auf der Gultigkeit des
3. Newtonschen Axioms und wir werden sie daher erst spater diskutieren.

Nachdem die Masse durch Vereinbarung einer Einheitsmasse wie oben diskutiert
festgelegt ist, wird die Kraft mittels des 2. Newtonschen Axioms (2.1) bestimmt.
Diese Gleichung stellt tatsachlich die einzige Moglichkeit dar, die Kraft zu messen.
Der Physiker wird durch Messung der Beschleunigung feststellen, in welchen Si-
tuationen welche Krafte wirken. Basierend auf der damit gewonnenen Erfahrung
kann er dann die Krafte fiir die verschiedensten Situationen voraussagen. Dieser
Vorgang gehort aber nicht eigentlich in den Bereich der Mechanik. Die eigentliche
Aufgabe der Mechanik besteht darin, aus irgendwie gewonnenen Kraftgesetzen auf
die Bewegung zu schlieflen.

Die Gleichung (2.1) ist dann folgendermaflen zu verstehen: Das gegebene Kraft-
gesetz sagt, dafl der Massenpunkt die Kraft F(r,v,t) verspiirt, wenn er zur Zeit
t am Ort r liegt und die Geschwindigkeit v hat. Die eigentliche Aussage des
2. Newtonschen Axioms besteht darin, dafl immer eine Kraft existiert, die nur
(hochstens) von Ort, Geschwindigkeit und Zeit abhingt. Die Bewegungsglei-
chung (2.1) dient dann bei Kenntnis von Anfangsbedingungen r und v zur
Zeit t zur Bestimmung des Bewegungsablaufs zu allen Zeiten (insbesondere zu
spiteren Zeiten). In mathematischer Terminologie stellt sie ein Differentialglei-
chungssystem 2. Ordnung von 3 Differentialgleichungen (den 3 Komponenten des
Ortsvektors r) dar. Die Losungstheorie sagt, dafi (unter physikalisch verniinftigen
Annahmen tiber die Glattheit der Funktion F(r,v,t)) bei Vorgabe von 6 Anfangs-
bedingungen r(tg) = ro und v(tp) = vo die Losung r(t) eindeutig bestimmt ist.
Durch diese Aussage ist prézisiert, was man unter der Determiniertheit mech-
anischer Naturerscheinungen zu verstehen hat: Durch den Zustand des Massen-
punktes zu einer Zeit ty, definiert durch die beiden Vektoren ry und vg, ist seine
zukiinftige Bewegung eindeutig festgelegt.

Wie schon oben erwahnt, bewirken Gravitationsfelder Beschleunigungen, die
nicht von der Masse des beschleunigten Korpers abhangen. Um diesen Sachverhalt
zu vertiefen, ordnet man jedem Korper gerne zwei begrifflich verschiedene Massen
zu, eine trage Masse m; und eine schwere Masse mg. Die fiir das Gravita-
tionsfeld verantwortlichen Quellen erzeugen ein Beschleunigungsfeld g(r,t), mit-
tels dessen sich die auf einen Korper der schweren Masse mg wirkende Gravita-
tionskraft als F = m, g schreibt. Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir diesen
Korper lautet dann m;a = F = m, g, wenn m; seine trage Masse ist. Durch
Prazisionsexperimente hat man nachweisen konnen, dafl das Massenverhaltnis
myg/m fiir alle Kérper mit sehr hoher Prézision dasselbe ist. Aus diesem Grunde
identifiziert man diese beiden Massen miteinander, so daf} sie sich aus der Bewe-
gungsgleichung exakt herauskiirzen.

Das 3. Newtonsche Axiom betrachtet die gegenseitige Wirkung von Korpern
aufeinander. Alle Krafte auf einen Korper riithren letztlich von anderen Kérpern
her. Nehmen wir an, der Korper 2 iibe auf den Korper 1 die Kraft F{.o und der
Korper 1 auf den Korper 2 die Kraft Fo, 1 aus. Dann besagt das
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3. Newtonsche Axiom (Reaktionsprinzip):

Kraft und Reaktionskraft sind entgegengesetzt gleich,

For 1 = —Fico. (2.2)

Dieses wichtige Axiom, dessen Konsequenzen wir spater genauer wiirdigen werden,
ist tatsachlich von grundlegender Bedeutung fiir die innere Konsistenz der Grund-
begriffe der Newtonschen Mechanik. Alle Korper aufler den Elementarteilchen sind
ja aus Teilkorpern zusammengesetzt, die aufeinander Kraftwirkungen ausiiben.
Betrachten wir daher einen Koérper K der Masse m, der keinen aufleren Kraften
ausgesetzt ist und aus den beiden fest miteinander verbundenen Teilkorpern Ky
und Ky der Massen my und mso besteht (a; = ay = a, m = my + my). Wenn
diese beiden Teilkorper Krafte aufeinander ausiiben, folgt durch Addition der bei-
den Bewegungsgleichungen m;a = Fy, 5 und mya = Fy,; fiir den Korper K
die Bewegungsgleichung ma = F{,_ 5 + F5,_ 1. Daf} diese mit dem Tragheitsgesetz
ma = 0 vertraglich ist, wird genau durch das Reaktionsprinzip garantiert.

Unter Benutzung des Reaktionsprinzip konnen wir jetzt auf die kinematische
Massendefinition mittels Stolprozessen eingehen. Wahrend eines Stofles iiben
die stoflenden Korper Krafte aufeinander aus, iiber die wir aber gar nichts wissen
miissen aufler, dal sie dem Reaktionsprinzip geniigen. Der Einfachheit halber
betrachten wir den total inelastischen Stof3 zwischen zwei Korpern K und K.
Wie in der Figur gezeigt, habe der Korper K; vor dem Stofl die Geschwindigkeit
v;. Nach dem inelastischen Stofl bewegen sich beide Korper mit der gemeinsamen
Geschwindigkeit v.

vor dem Stoss nach dem Stoss

®— -0 0o

Durch Addition der Bewegungsgleichungen fiir die beiden Kérper mq a;(t) = F1 2
und mo as(t) = Fo.; und Benutzung des Reaktionsprinzips erhalten wir die
Differentialgleichung m; a;(t) + myas(t) = 0, aus der man durch Integration
nach der Zeit auf die zeitliche Konstanz des Vektors my v1(t) + ma va(t) schliefit.
(Dies ist ein Beispiel fiir die Impulserhaltung des Gesamtsystems.) Der Ver-
gleich dieses Vektors vor und nach dem Stof liefert nunmehr die Beziehung
my vy + mg vy = (my + mz) v oder my (vi —v) = mo (Vv — va), aus der man bei
Kenntnis der Geschwindigkeiten v; und v unschwer das Massenverhaltnis my /ms
bestimmen kann.

In der Praxis bestimmt man Massen bekanntlich durch Wiegen, weil man mit
diesem Verfahren mit Abstand die grofite Empfindlichkeit erzielt. Nach der obigen
Diskussion der beiden verschiedenen Massenbegriffe sollte klar sein, dafl man durch
Wiegen die schweren Massen, nicht die tragen Massen, von Korpern vergleicht.
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Wenn ein Korper unter dem Einflul mehrerer Krafte steht, kann man im allge-
meinen davon ausgehen, daf} sich die einzelnen Krafte ungestort iiberlagern. Dieser
Sachverhalt wird oft formuliert als

4. Newtonsches Axiom (Superpositionsprinzip der Kréfte):

Wenn zwei Krafte F1 und F4 auf einen Korper wirken, so ist die Gesamtkraft

F=F, +F,. (2.3)

Dieses Prinzip setzt stillschweigend voraus, dafl die beiden Quellen K; und K
der Krafte sich nicht gegenseitig hinsichtlich der Entfaltung ihrer Kraftwirkung
beeinflussen. Diese Annahme ist plausibel, wenn K; und K, punktférmig sind
(keine innere Struktur haben). Fiir ausgedehnte Korper kann man sich leicht
Gegenbeispiele ausdenken (zum Beispiel polarisierbare geladene Kérper).
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3. Energie und verwandte Begriffe

Man kann aus den Bewegungsgleichungen (2.1) gewisse Schliisse ziehen, ohne sie
komplett gelost zu haben. In diesem Kapitel diskutieren wir ein wichtiges Beispiel
fiir diesen Sachverhalt.

Indem wir die Bewegungsgleichung (2.1) skalar mit der Momentangeschwindigkeit
des Kérpers K multiplizieren, m #(t) - #(t) = F(r(¢), #(t),t) - £(t), erhalten wir eine
Beziehung zwischen zwei skalaren Groflen. Die linke Seite ist dabei die zeitliche

Ableitung der Grofie
T= 2520 = %ﬂ(t), (3.1)
die man die kinetische Energie des Korpers K nennt. Die auf der rechten Seite

stehende Grofle
Q(t) = F(r(t),v(t),t) - v(t) (3.2)

nennt man auch die Leistung der Kraft F an dem Korper K. Wir konnen mit
diesen Definitionen den Satz aussprechen:

Die Leistung der aufleren Krafte an einem Korper ist gleich der
zeitlichen Ableitung seiner kinetischen Energie,

dr

Integriert man diese Gleichung iiber ein Zeitintervall (¢1,%3), dann erhilt man

to
T, —T, = %U% — %v% = / F(r(t),v(t),t) - v(t)dt = A. (3.4)
t1

Das Integral auf der rechten Seite nennt man die bei der betreffenden Bewegung
von der Kraft F an dem Korper K geleistete Arbeit A. Es gilt also, daff diese
Arbeit gleich der Anderung der kinetischen Energie ist.

Ein einfaches Anwendungsbeispiel: Eine Kraft, die immer senkrecht zur Bahn
(d.h. zur Momentangeschwindigkeit) ist, leistet keinerlei Arbeit und dndert daher
die kinetische Energie und damit den Betrag der Geschwindigkeit des Korpers
nicht. Ein Beispiel fiir eine solche Kraft wire die Lorentzkraft F = (¢/c) v x B,
die ein Magnetfeld B auf einen Korper mit der elektrischen Ladung g ausiibt.

In dem Fall, dafl die Kraft F nicht von der Geschwindigkeit abhingt, spricht man
von einem Kraftfeld F(r, t). Wenn ein Kraftfeld zudem auch noch zeitunabhangig
ist, vereinfacht sich die Bedeutung des Begriffs Arbeit betrichtlich. Zunéchst
einmal stellen wir fest, dafl die Arbeit

A:/QF(r(t)) CF(t) dt (3.5)

t1
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dann nur von der Bahn des Korpers abhangt, nicht vom zeitlichen Ablauf seiner
Bewegung. Tatséchlich ist das Integral (3.5) ja nur eine spezielle Parameterdarstel-
lung des Kurvenintegrals

A= /CF(r) -dr, (3.6)

das als Limes von Zwischensummen der Form

A= lim F(r;) - Ar; 3.7

{IAriI%O}; (r:) (3.7)
definiert ist. Ein Kurvenintegral kann iiber eine beliebige Parametrisierung der
Bahn, r(s) (s; < s < s3), berechnet werden. Mit Ar(s) = 2 . As folgt aus (3.7)

die Parameterdarstellung

A= /st(r(s)) . % ds, (3.8)

die uns im Spezialfall s = ¢ auf (3.5) zuriickfiithrt. Ein anderer niitzlicher Spezialfall
ist der, in dem der Parameter s den zuriickgelegten Weg mifit. Dann ist dr/ds =t
der in (1.20) eingefiihrte Tangenteneinheitsvektor an die Bahn und die Arbeit
schreibt sich als 5 o
A= / F(r(s)) - 6(s) ds = / F,(s) ds. (3.9)
381 S1

Die Gleichungen (3.6) bzw. (3.9) erlauben die rein geometrische Formulierung des
Arbeitsbegriffes fiir zeitunabhangige Kraftfelder:

Die von einer Kraft an einem Korper geleistete Arbeit ist gleich dem Wegin-
tegral der Kraftkomponente in Richtung des Weges.

Viele Kraftfelder haben die bemerkenswerte Eigenschaft, dafl die von ihnen geleis-
tete Arbeit lings jedes geschlossenen Weges C verschwindet:

7{ F(r)-dr =0. (3.10)
c

Solche Kraftfelder heiflen konservativ. Eine dquivalente Charakterisierung kon-
servativer Kraftfelder lautet, dafl die von ihnen verrichtete Arbeit nur vom
Anfangs— und Endpunkt des Weges, nicht aber vom Verlauf des Weges zwischen
diesen Punkten abhangt. Es gilt namlich

/ F-dr:/ F.dr < F-dr=0. (3.11)
Ca Cg Ca—Cs
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Bei festem Anfangspunkt r; ordnet das Arbeitsintegral (3.6) daher jedem End-
punkt ro eindeutig (d.h. unabhéngig vom Verlauf des Weges zwischen den beiden
Punkten) eine Arbeit A(rz) zu. Dies gestattet die Definition einer dem Kraft-
feld zugeordneten potentiellen Energie V(ry). Man wahlt V(ry) beliebig und
definiert V(r2) durch die Beziehung

V(rg) = V(r1) = — /rzF(r) dr = —A. (3.12)

rp

Legt man durch den Punkt ry einen Weg r(s) mit dem Tangenteneinheitsvektor t
im Punkt r(0) = rs, so kann man die Richtungsableitung der Gleichung (3.12)
nach s bei s = 0 bilden und erhalt nach der Kettenregel

%V(r(@)ls:o = grad V(ra) -t = —F(r2) - t. (3.13)

Da dies fiir jeden Tangentenvektor t gilt, folgt
F(r) = —grad V(r). (3.14)

Konservative Kraftfelder sind also als Gradienten eines Skalarfeldes darstellbar.
Dieses Skalarfeld, das wir auch Potentialfeld nennen werden, ist bis auf eine
additive Konstante durch das Kraftfeld eindeutig bestimmt. Die Vorzeichenkon-
vention in (3.12), die fiir das Minuszeichen in (3.14) verantwortlich ist, wird durch
die Deutung des Skalarfeldes V (r) als potentielle Energie motiviert.

Die Umkehrung des obigen Satzes — Jedes Gradientenfeld ist konservativ —
gilt auch, weil (3.12) aus (3.14) durch Integration folgt.

Die folgenden I"Jberlegungen dienen der Veranschaulichung von Potentialfeldern
und zugehorigen Kraftfeldern. Die Raumpunkte, in denen ein Potential einen
vorgegebenen Wert annimmt,

V(r)=V(z,y,2) = Vo, (3.15)

bilden Flachen, sogenannte Aquipotentialﬂéchen (oder Niveauflichen). Durch
graphische Darstellung solcher Niveauflachen, etwa zu aquidistanten Potential-
werten, V,, = Vi + nAV, verschafft man sich einen Uberblick iiber das Poten-
tialfeld. Ein wohlbekanntes zweidimensionales Beispiel sind die Hohenlinien in der
Kartographie.

Legt man einen Weg r(s) in eine Niveaufliche, so gilt V' (r(s)) = Vo und aus dem
Verschwinden der linken Seite von (3.13) folgt in diesem Falle F-t = 0. Da t jeder
Tangentialvektor in der Niveauflache sein kann, folgt daraus: Die Kraft steht
immer senkrecht zu den Aquipotentialﬂéichen.
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V3>Vo
I'B

F(p)

Vo>Vq

V
Fi) .

Betrachtet man in (3.13) verschiedene Wege r(s) durch denselben Punkt ry, so
erhilt man verschiedene Tangentialvektoren t, aber die Kraft F(r;) ist immer
dieselbe. Daher folgert man aus (3.13), da8 genau dann, wenn der Tangentialvek-
tor t in die Richtung der Kraft F zeigt, die Ableitung des Potentials den grofiten
negativen Wert annimmt. Daher gilt: Die Kraft zeigt in Richtung maxi-
malen Potentialgefalles. Thr Betrag ist umgekehrt proportional zum Abstand
benachbarter Aquipotentialflichen.

Folgt man der Richtung grofiten Potentialgefilles, so bewegt man sich auf einer
Kraftlinie. Die Kraftlinien sind Kurven, die durch die Differentialgleichung
dr  F(r)
ds  |F(r)|

(3.16)

charakterisiert sind.

Fiir Kraftfelder mit geschlossenen Kraftlinien ist offensichtlich das Wegintegral
(3.10) lings einer solchen Kraftlinie nicht gleich 0, weil {iberall langs des Weges
F - Ar > 0 gilt. Solche Felder sind daher sicher nicht konservativ.

Im allgemeinen ist die Berechnung der Wegintegrale (3.10) iiber alle erdenklichen
Wege allerdings kein praktikables Mittel, um zu entscheiden, ob ein Kraftfeld
konservativ ist oder nicht. Wir suchen daher ein geeignetes Kriterium zur Identi-
fikation konservativer Kraftfelder. Tatsachlich ergibt sich, dafl konservative Krafte
wegen (3.14) die notwendige Bedingung

rotF(r) =0 (3.17)
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erfiillen miissen. Dabei ist rot F' das Vektorfeld mit den kartesischen Komponenten

OF, 0F, OF, OF, 0F, OF,

rot F = ( oy 0z ' 0z oz’ Oz oy

). (3.18)

Dieses Vektorfeld kann man unter Einfithrung des vektoriellen Differentialopera-
tors Nabla,

) 0 0 0
V_nx%—knya—y—knz&, (3.19)

auch als das vektorielle Kreuzprodukt

rot F(r) = V x F(r) (3.20)

schreiben. Eine andere symbolische Schreibweise mittels der Determinante

n,; l'].y n,
_ o] o) o)
T Fy Fz

ist ebenfalls einprigsam. Die Identitdt (3.17) folgt aus (3.14) (zum Beispiel
(rotgrad V), = (%%—‘; — 8%‘?9—‘; = 0) wegen der Vertauschbarkeit der Differentiatio-
nen (geniigende Differenzierbarkeit vorausgesetzt). Die Identitdt rot gradV = 0
wird sinnfillig bei Benutzung von Nabla—Operatoren wegen rot gradV =V xV V,
da das Vektorprodukt jedes Vektors mit sich selbst verschwindet (Vertauschbarkeit

der Vektorkomponenten vorausgesetzt!).

Um ein hinreichendes Kriterium fiir die Identifikation konservativer Kraftfelder
zu finden, miissen wir den Stokesschen Integralsatz aus der Vektoranalysis
heranziehen. Wir betrachten ein orientierbares Flachenstiick F' mit der Randkurve
C und dem Normaleneinheitsvektor n(r) in jedem Punkt r des Flichenstiicks. Die
Orientierungen der Randkurve C' und der Normalenvektoren sollen der Rechte—
Hand—-Regel gentigen. Unter geeigneten Glattheitsbedingungen fiir das Feld F
und die Flache F' gilt der Stokessche Satz

/ /F rot F(r) - n(r) df = 7{1 F(r) - dr. (3.22)

Das Wegintegral der Kraft F langs der geschlossenen Kurve C' ist gleich dem
Flachenintegral der Normalkomponente des Feldes rot F iiber das Flachenstiick
F. Man nennt das Wegintegral auch die Zirkulation von F langs C, das Vek-
torfeld rot F die Wirbelstarke von F und das Flachenintegral den Fluf3 der
Wirbelstarke von F durch F. Unter Benutzung dieser Begriffe lautet der
Stokessche Satz:

Die Zirkulation von F langs C ist gleich dem Fluf3 der Wirbelstarke
von F durch F.
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Verschwindet nun die Wirbelstarke rot F eines Kraftfeldes F auf der gesamten
Fliche F, so folgt (3.10).

Damit die oben vorausgesetzten topologischen Verhaltnisse vorliegen, nimmt
man an, die Wirbelstarke verschwinde in einem einfach zusammenhangenden
Raumbereich R. (Ein Gebiet heifit einfach zusammenhéingend, wenn sich jede
geschlossene Kurve in R stetig in einen Punkt zusammenziehen 148t.) Diese topo-
logische Voraussetzung garantiert, dafl es zu jeder geschlossenen Kurve C in R
ein Flachenstiick F' in R gibt, dessen Randkurve C' ist. Wir konnen damit ein
hinreichendes Kriterium fiir konservative Kraftfelder formulieren:

In einem einfach zusammenhangenden Gebiet wirbelfreie Kraft-
felder sind konservativ.

Das folgende Beispiel hilft, die topologischen Voraussetzungen in diesem Kriterium
zu wirdigen. Wir betrachten das Kraftfeld

Cc

F
y
A
r
A P
Ny~ ¢
Ny > X

Es hangt nicht von der kartesischen Koordinate z ab und seine z—Komponente
verschwindet. In Zylinderkoordinaten (1.9) schreibt es sich als F = e, und
seine Kraftlinien sind folglich Kreise, die die z—Achse entgegen dem Uhrzeigersinn
umschliefen. Die Zirkulation langs jeden solchen Kreises berechnet sich leicht in
Zylinderkoordinaten und ergibt sich zu

2w
]{F(r) -dr = / gpdgo = 27e. (3.24)
0

Trotz der nicht verschwindenden Zirkulation ist dieses Kraftfeld wirbelfrei, rot F =
0, wie man leicht anhand der Formeln

%($2+y2) - ($2+y2)2 __3_y($2+y2

2 _ .2
0 x y -z 0 Y ) (3.25)
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nachrechnet. Der scheinbare Widerspruch zu unserem obigen Kriterium 16st sich
dadurch auf, dafl die z—Achse p = 0 eine singulédre Linie des Kraftfeldes ist, auf der
F nicht differenzierbar ist. Damit sind die topologischen Voraussetzungen unseres
Kriteriums nicht erfiillt. Physikalisch kann man die singulare Linie als eine Linie
mit unendlicher Wirbelstarke interpretieren.

Wir fassen noch einmal die wichtigsten Eigenschaften konservativer Kraft-
felder (definiert durch (3.10)) zusammen:

— Thre Arbeit hangt nicht vom Wege ab.
— Sie sind Gradientenfelder eines Potentialfeldes.
— Sie sind wirbelfrei.

Nach griindlicher Diskussion des Begriffs der konservativen Kraftfelder kniipfen wir
jetzt an die obigen Gleichungen (3.4) und (3.12) an. Wir folgern aus diesen beiden
Gleichungen sofort, daf} fiir konservative Kraftfelder die Beziehung T, — 77 = A =
Vi — V5 oder

TV, =Ty + Vs (3.26)

gilt. Man nennt die Summe aus kinetischer und potentieller Energie £ = T+ V die
(mechanische Gesamt—)Energie des Korpers. Mit (3.26) haben wir den folgenden
Energieerhaltungssatz (kurz: Energiesatz) gefunden:

Bei Bewegungen eines Massenpunktes in einem konservativen
Kraftfeld bleibt seine Gesamtenergie erhalten,

E(v(t),r(t)) =T(v(t)) + V(r(t)) = Eo. (3.27)

Der Energiesatz stellt eine teilweise Losung der Bewegungsgleichungen dar. Man
spricht von einem ersten Integral der Bewegungsgleichungen. Ohne die Bewe-
gung im einzelnen zu berechnen, kann man oft niitzliche Schliisse allein aus dem
Energiesatz ziehen. Ein einfaches Beispiel: Wegen 7' > 0 mufl immer V(r) < E
gelten, woraus auf raumliche Beschrankungen der Bewegung geschlossen werden
kann.

Bei eindimensionalen Bewegungen kann man aus dem Energiesatz weitreichende
Folgerungen ziehen. Zunachst einmal ist im eindimensionalen Fall jedes zeitun-
abhéingige Kraftfeld F(z) konservativ, weil seine Stammfunktion V(z) = [F(y) dy
ein Potential ist. Kennt man die potentielle Energie V(z), so kann man in einem
(z,v = v;)-Diagramm Linien konstanter Energie ziehen. Hieraus liest man nicht
nur die schon erwahnten Bewegungsbeschrankungen ab, sondern bei vorgegebener
Energie auch zu jedem Punkt x den Betrag der Geschwindigkeit v. Das folgende
Bild 1af3t die Niitzlichkeit einer solchen graphischen Darstellung erkennen. Fiir
die Energie F; ist die Bewegung auf ein endliches z—Intervall eingeschrankt. Der
Massenpunkt bewegt sich periodisch zwischen den beiden Umkehrpunkten hin
und her, an denen die potentielle Energie gleich der Gesamtenergie ist. Im (z,v)—
Diagramm wird diese Bewegung durch geschlossene Kurven reprasentiert, die im
Uhrzeigersinn durchlaufen werden.
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Fiir die hohere Energie Fs haben die Bewegungen nur einen Umkehrpunkt. Sie
sind dann nicht periodisch und verlaufen in einer Richtung unbegrenzt. Ein Son-
derfall liegt vor, wenn die Gesamtenergie exakt auf einem Maximum der po-
tentiellen Energie liegt, E = V,, = V(z,,). Indem wir die potentielle Energie
um dieses Maximum herum entwickeln, erhalten wir asymptotisch das Verhalten
V(z) = Vi — $(2 — 2,,)? und der Energiesatz ergibt Zv? = £ (z — 2,,)?. Wenn der
Massenpunkt sich dem Maximum z,, nahert, verringert sich die Geschwindigkeit
linear mit dem Abstand, # = —\/¢/m (z — x,,). Man macht sich leicht klar,
dafl man das Maximum angesichts dieser Gesetzmafligkeit niemals erreichen wird.
Die folgende kleine Rechnung bestétigt das: durch Integration von &/(x — z,,) =
—+/c/m nach der Zeit erhalten wir In|(z — z,,)/(z0 — )| = —+y/¢/m (t — to),
womit fiur r — z,, die Zeit t gegen unendlich gehen muf.

Die vollstandige Losung eindimensionaler Bewegungen kann tatsachlich mit Hilfe
des Energiesatzes immer auf eine Integration zuriickgefithrt werden. Nach
Auflésen des Energiesatzes Zv? + V(z) = E nach der Geschwindigkeit, &(t) =
\/ 2 (E — V(z)), Division durch die rechte Seite und Integration nach der Zeit
erhalt man namlich

=t—tp. (3.28)

Ny

/2 (B~ V()
Energieerhaltungssatze spielen in der Physik eine fundamentale Rolle weit iiber den
hier gesteckten Rahmen hinaus. Im Falle nicht—konservativer Krafte kann durch

Hinzunahme nicht-mechanischer Energiearten immer ein Energieerhaltungssatz
gefunden werden.



4. Drehimpuls und verwandte Begriffe

Wir gehen auch in diesem Kapitel von der Bewegungsgleichung (2.1) aus, die
unter Benutzung des Begriffes des Impulses (Newton: Bewegungsgrofie, englisch:
linear momentum)

p=mv (4.1)

eines Massenpunktes auch in der Form
p=F (4.2)

geschrieben werden kann: Die zeitliche Anderung des Impulses ist gleich
der Kraft.

Als das Moment eines im Punkte P angelegten Vektors A beziiglich eines Auf-
punktes O (r = @) bezeichnet man das Vektorprodukt r x A.

P
A

O

Speziell heifit das Moment einer Kraft
N=rxF (4.3)

auch Drehmoment (englisch: torque) und das Moment des Impulses eines
Massenpunktes
L=rxp (4.4)

auch Drehimpuls (englisch: angular momentum). Weil Geschwindigkeit und
Impuls eines Koérpers nach (4.1) parallel stehen, gilt fiir die Zeitableitung des
Drehimpulses dieses Korpers L =7fx p+rxp =rxp. Bildet man daher
die Momente auf beiden Seiten der Bewegungsgleichung (4.2), so erhilt man die
Gleichung

dL

dt
in Worten: Die zeitliche Ableitung des Drehimpulses eines Massenpunk-
tes ist durch das Drehmoment der auf ihn wirkenden Kraft gegeben.
(Beide Momente sind natiirlich beziiglich desselben Aufpunktes zu verstehen.)

=N, (4.5)

Einen Erhaltungssatz gewinnt man aus dieser Beziehung fiir sogenannte Zen-
tralkrafte. Darunter versteht man Kraftfelder, fiir die bei Wahl eines geeigneten
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Aufpunktes O (des Kraftzentrums) die Kraft in jedem Raumpunkt r in die
Richtung des Vektors r zeigt:

F(r,v,t) = |F(r,v,t)| n,, (4.6)

wenn n, = r/r der Einheitsvektor in Richtung r ist. Fiir solche Kraftfelder ver-
schwindet das Drehmoment r x F beziiglich des Kraftzentrums und es gilt

L(t) = r(t) x p(t) = Lo : (4.7)

Bei der Bewegung eines Massenpunktes in einem Zentralkraftfeld
ist sein Drehimpuls bezuglich des Kraftzentrums erhalten.

Man beachte, daf} hier alle drei Komponenten eines Vektors erhalten bleiben.

Zur kinematischen Deutung des Drehimpulserhaltungssatzes schreiben wir ihn
in der Form r(t) x v(t) = 2h (= Lo/m). Zunichst folgt daraus, daf§ r immer
senkrecht zum konstanten Vektor h steht, die Bewegung sich also in einer festen
Ebene abspielt. Der Betrag von h hangt mit der Flache zusammen, die in der
Zeiteinheit vom Radiusvektor r iiberstrichen wird. Denn nach der folgenden Figur
gilt |r x Ar| =2Af, so dal

1 df
—rXxXv= =

=—=h 4.8
2 dt (48)

und h die Bedeutung einer Flachengeschwindigkeit hat.

F'xV

r(t

r(t)
Der Drehimpulssatz kann also kinematisch als Flachensatz gedeutet werden:

Bei der Bewegung in Zentralkraftfeldern ist die Flachengeschwin-
digkeit konstant.

Zentralkrafte im engeren Sinne sind solche, deren Betrag nur vom Abstand

vom Kraftzentrum abhangt:
F(r) = F(r) n,. (4.9)

Solche Kraftfelder sind immer auch konservativ, weil sie das Potential

|z
V(r) = —/ F(r)dr (4.10)
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besitzen, das nur vom Abstand zum Kraftzentrum abhangt. Zur Begrindung

dieses Potentials finden wir mittels gradr(r) = grad /22 + y2 + 22 = n, unter
Anwendung der Kettenregel tatsichlich grad V(r) = —F(r) gradr = —F(r).

Fiir Zentralkrafte im engeren Sinne haben wir daher sowohl die Energie— als auch
die Drehimpulserhaltung, insgesamt also 4 Erhaltungsgrofien. Es ist am geschick-
testen, die Erhaltungsséitze mittels Polarkoordinaten (Zylinderkoordinaten mit
der Einschrinkung ¢ = 0) zu schreiben. Unter Benutzung von (1.11) und (1.12)
erhalten wir so fiir den Energiesatz (3.27)

5 (0 + %) +V(p) = E (4.11)

und fiir den Drehimpulssatz
mp’p = L. (4.12)

Es bleiben also nur 2 Differentialgleichungen 1. Ordnung zu losen. Indem wir
die Auflssung von Gleichung (4.12) nach ¢ (¢ = L/(mp?)) in Gleichung (4.11)
einsetzen, erhalten wir mit

2
2
LYV T2+ Veg(p) = E 4.1

_.2

2

ein eindimensionales Problem mit dem effektiven Potential

L2

Ve (p) = V(p) + 2

(4.14)

Die Losung solcher Probleme durch das Verfahren der Trennung der Variablen
haben wir in (3.28) festgehalten. Der zweite Term in der Definition des effek-
tiven Potentials ist das Zentrifugalpotential. Es rithrt von der tangentialen
Bewegung her und versucht, den Massenpunkt vom Kraftzentrum fernzuhalten.
Nachdem man p(t) aus der Losung von (3.28) gewonnen hat, kann man dies in
(4.12) einsetzen und durch eine weitere Integration ¢(¢) bestimmen.

Statt den vollen Bewegungsablauf anhand von p(t) und ¢(¢) zu bestimmen, kann
man sich alternativ zundchst auf die Bestimmung der Bahnkurve p(y) beschrinken
und danach durch Integration der Gleichung (4.12) nach der Zeit die Zeitentwick-
lung ¢(t) berechnen. Die Differentialgleichung fiir die Bahnkurve gewinnt man
aus (4.11) oder (4.13), indem man p nach der Kettenregel durch j—g ¢ ersetzt und
dann ¢ wieder mittels (4.12) eliminiert. Dies ergibt

L ((22)2 4 p2) + V() = . (4.15)

2mp* M dp

Diese Differentialgleichung kann nach demselben Verfahren wie (4.13) (Trennung
der Variablen) durch eine Integration (hier nach ¢) geldst werden. Bei einer Reihe
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von Anwendungen ist eine analoge Gleichung fiir die Variable u = 1/p bequemer

zu handhaben. Mit g—; = —p%g—:; gehorcht u(y) der Differentialgleichung
L? | du., 9 1
— (= V(i-)=F 4.16
om () Tw) V() =E, (4.16)

die wieder mit demselben Verfahren gelost wird.

Fiir das Keplerproblem, die Bewegung eines Korpers in einem Gravitationspo-
tential

Vip) = ——, (4.17)

erweist sich (4.16) als besonders vorteilhaft. Bekanntlich sind die gebundenen
Bewegungen (E < 0) in diesem Potential Ellipsen mit einem der Brennpunkte als
Kraftzentrum (1. Keplersches Gesetz). Wir rekapitulieren kurz einige Fakten
zur Geometrie der Ellipse, die als die Menge aller Punkte P definiert ist, fiir
die die Summe der Abstande von zwei fest vorgegebenen Brennpunkten B mit
Abstand 2e gleich der festen Lange [ ist (p(¢) + d = [). Die Ellipse hat die grofle
Halbachse a und die kleine Halbachse b. Anhand des Spezialfalls verschwindenden
Polarwinkels ¢ = 0 erkennt man 2a¢ = [ und das gelbe rechtwinklige Dreieck,
das im Falle p = d = a entsteht, liefert die Beziehung e? = a2 — b2. Damit
sind die geometrischen Bestimmungsstiicke 2e und [ in Beziehung zu den beiden
Halbachsen a und b gesetzt. Das Lingenverhiltnis € = e/a < 1 nennt man die
(numerische) Exzentrizitat.

Die Bahngleichung der Ellipse in Polarkoordinaten erhalt man jetzt leicht, indem
man aus den beiden Beziehungen p + d = 2a und d? = (psin)? + (2e — pcos p)?
(Pythagoras fiir das griine Dreieck) die Linge d eliminiert. Mit der Abkiirzung
p = b?/a lautet sie

p

= — 4.18
1 —e€ecosp ( )

p(p)
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Die geometrische Bedeutung der Lange p erhellt sich aus der Figur mittels
p(m/2) =p.

Die Bestimmung der Bahn aus der Gleichung (4.16) kann nun recht einfach erraten
werden. Wegen V(1/u) = —ku kann man ndmlich (4.16) auch in die Form

du 2 km 2mE km.2
)"+ )

(@ (v-73)" =75 + (73 (4.19)

bringen. Hier 14t sich die konstante rechte Seite offenbar wegen dcosy¢/dp =

— sin ¢ mittels
km km,2 2mE
U— 73 = —\/(ﬁ) + 75 cos(¢ — ¢o) (4.20)

erzielen. Damit haben wir die Bahn zu

B L?/km
1— /14 2EL2]k?m cos(yp — @)

p(®) (4.21)

als Ellipse bestimmt. Durch Vergleich mit (4.18) liefert eine kurze Rechnung unter
Benutzung der oben aufgezahlten geometrischen Relationen die beiden Beziehun-
gen

E=——" (4.22)

und

kmb? k2
L = m = \/kma(l — 62) = —2—5(1 — 62), (423)

a

die die Erhaltungsgrofilen durch die geometrischen Parameter der Ellipse aus-
driicken. Danach steht die Energie F in eindeutiger Beziehung zur groflen Halb-
achse a der Ellipse, wihrend der Drehimpuls L (bei vorgegebener Energie) die
kleine Halbachse b bzw. die Exzentrizitat ¢ bestimmt. Bei vorgegebener Energie
ist der Drehimpuls offenbar auf das Intervall zwischen den Grenzwerten L = 0 fir
€ = 1 (unendlich flache Ellipse, d.h. lineare Oszillation durch das Kraftzentrum)
und L = vkma fiir e = 0 (Kreisbewegung) eingeschréankt.

Durch zeitliche Integration des Drehimpulssatzes (4.12) iiber eine ganze Umlauf-
periode bestimmt man die Umlaufzeit 7. Fiir sie erhalt man

2m
L-T= m/ p(p)?dp = m - 2mab, (4.24)
0

wobei fiir das Integral rechts die doppelte Ellipsenfliche einsetzt wurde. Wenn
wir in diese Gleichung aus (4.23) L = by/km/a einsetzen, hebt sich die kleine
Halbachse b offenbar heraus und wir erhalten das 3. Keplersche Gesetz

(4.25)



Fiir die Anwendung auf das Sonnensystem mufl man sich daran erinnern, daf
k = GmM proportional zur Planentenmasse m ist und damit m /k fiir alle Planeten
denselben Wert hat.

Die Beziehung zwischen dem Polarwinkel ¢ und der Zeit ¢ kann durch Integration
von (4.12) nach der Zeit mittels elementarer Funktionen dargestellt werden. Man
erhilt (fiir o = 0 und (¢t = 0) = 0)

(1+e) tan(p/2) ;
mp? 2arctan Vi n esm ] — ¢ (4.26)
L R (e e L

Diese Beziehung kann allerdings nicht elementar nach dem Polarwinkel ¢ aufgelost
werden, d.h. die Umkehrfunktion ¢(¢) zu (4.26) ist nicht elementar.

Die Losung (4.21) gilt auch fiir ungebundene Bewegungen (E > 0) im Potential
(4.17). Fiir positive Energien (E > 0) beschreibt (4.21) Hyperbelbahnen. Weil
der Nenner in (4.21) positiv bleiben muf}; unterliegt der Polarwinkel ¢ hier der

Einschrankung
L |2FE
t — —4/—. 4.27
[tan(p — po)| > 4/ (4.27)

Im Grenzfall E = 0 schliefllich beschreibt (4.21) Parabelbahnen.

Als zweites leicht 16sbares Zentralkraftproblem sei die elastische Federkraft
F(r) = —kr (4.28)

mit der Federkonstanten ¥ = mw? genannt, deren Potential das harmonische
Potential L

2
= 5" (4.29)
ist. Alle Bahnen in diesem Potential sind Ellipsenbahnen, wobei das Kraftzen-
trum jedoch im Gegensatz zum Keplerproblem mit dem Mittelpunkt der Ellipse
zusammenfillt. Dieses Problem kann ebenfalls in Polarkoordinaten ohne grofie
Miihe gelost werden. Noch viel einfacher gestaltet sich die Losung allerdings in
kartesischen Koordinaten (z,y) in der Bahnebene des harmonischen Oszilla-
tors. Wegen V(r) = %(22+y?) und T(v) = 2 (v2+v}) zerfillt die Gesamtenergie
T +V in die beiden Anteile £, = T, + V, und E, = T, + V,;, die beide erhalten
sind. Damit ist das Problem auf zwei unabhangige eindimensionale harmonische
Oszillatoren zurtickgefiihrt mit der allgemeinen Losung x(t) = xgcos(wt — @),
y(t) = yocos(wt — ¢,). Durch eine geeignete Drehung des Koordinatensystems
kann man diese Losung schlielich in die Form

Vi(r)

z(t) = acosw (t — to), y(t) = bsinw (t — to) (4.30)

bringen, die die oben behauptete Ellipsenbewegung ((x/a)? + (y/b)? = 1) quan-
tifiziert. Aus der Losung (4.30) berechnet man leicht die Werte fiir die beiden
ErhaltungsgroBen E (siehe (3.27)) und L (siehe (4.4)). Man erhilt

k

E = §(a2 +b?) (4.31)
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und

L = VEkmab. (4.32)

Die beiden oben diskutierten Falle, das Newtonsche und das harmonische Po-
tential, sind die einzigen Zentralpotentiale, fiir die alle gebundenen Bewegungen
geschlossene Bahnen haben.

Um gebundene Bewegungen fiir beliebige Zentralpotentiale zu bestimmen, be-
trachten wir die Auflésung von (4.16) nach o/,

du 2m
— =4 E-V — u?. 4.33
N R (133)
Wir nehmen an, der Radikant in (4.33) habe die beiden Nullstellen u; < us,
zwischen denen er positiv sei. Dann berechnet sich ein Bahnabschnitt fiir du/de >
0 zwischen diesen beiden u—Werten aus

/ =pw) —p(u) (w1 <u<u). (4.34)
\/2m E — V ) _ §2

Auf diesem Bahnabschnitt wichst der Polarwinkel um den Wert Ap = ¢(ug) —
¢©(uq) an, wihrend u vom Minimalwert u; zum Maximalwert uy ansteigt. Die
Fortsetzung der Bahn wird jetzt sehr einfach aus dem ersten Bahnabschnitt kon-
struiert. Es schliefit sich ein zweiter Bahnabschnitt an, der sich durch Spiegelung
des ersten am Polarwinkel ¢(us) ergibt und auf dem u vom Maximalwert uy wieder
auf den Minmalwert u; abfallt. Danach wiederholt sich die Bahn periodisch in ¢,
wie in der folgenden Figur gezeigt.

Au

sz

Uy 0-90)
0 A‘cl) 2A¢ 3A¢ 4A¢

Diese Bahnen sind nur dann periodisch im Ortsraum, wenn der Winkel Ay ein
rationales Vielfaches von 7 ist. Aus unseren obigen Losungen ergibt sich fiir das
Newtonsche Potential Ay = 7 und fiir das harmonische Potential Ay = w/2.
Relativistische Korrekturen zum Newtonpotential bewirken kleine Abweichungen
vom Wert 7 in A, die sich geometrisch als Periheldrehung beschreiben lassen.
Die Analyse der Periheldrehung des Planeten Merkur konnte die Existenz dieser
Korrekturen quantitativ bestatigen.
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5. Eingeschrankte Bewegungen

Bis hierher hatten wir angenommen, dafl die auf einen Korper wirkenden Krafte
vorgegeben seien. Es gibt jedoch viele Situationen, in denen nicht alle Krafte un-
mittelbar bekannt sind. Gemeint sind Bewegungsbeschrankungen mechanischer
Art, die einen Korper auf eine Flache, eine Linie oder einen Punkt zwingen.
Beispiele dafiir waren eine Kugel, die in einer Flache laufen muf, eine Perle, die
auf einem Draht gleitet, ein Pendel, das auf einen festen Abstand von einem
Aufhangepunkt festgelegt ist, oder ein Korper, dessen Lage vollstandig durch
mechanische Einfliisse vorgegeben ist. Die genannten Beispiele gehoren alle zu der
groflen Klasse holonomer Zwangsbedingungen, die sich mathematisch durch
einen Satz von Bedingungsgleichungen

fut, ) =0  (u=1,...,k) (5.1)

fiir r(¢) ausdriicken lassen (Einschrinkung auf eine Fliche fiir £k = 1, auf eine Linie
fir k¥ = 2 und auf einen Punkt fiir £ = 3). Um sicherzustellen, da§ die Bedin-
gungen (5.1) die gewlinschte Mannigfaltigkeit definieren, fordern wir die lineare
Unabhangigkeit der £ Normalenvektoren gradf, an jedem Punkt r der Man-
nigfaltigkeit und zu jeder Zeit ¢. Wir schliefien in (5.1) ausdriicklich die Méglichkeit
zeitabhangiger Zwangsbedingungen ein, die man auch rheonom nennt, und be-
trachten zeitunabhingige (skleronome) Zwangsbedingungen als Spezialfall.

Es entsteht nunmehr die Frage, wie ein Korper sich bewegt, der einerseits einer
bekannten Kraft F unterworfen ist, aber andererseits zusatzliche Zwangsbedingun-
gen der Form (5.1) erfiillen muf. Natiirlich muf} sich der Einfluf} der Zwangsbedin-
gungen auf die Bewegung des Korpers ebenfalls auf Krafte zuriickfithren lassen.
Diese Krafte F/ nennt man Zwangskrafte und man kann die Newtonsche Bewe-
gungsgleichung mit ihnen als

mr =F + F' (5.2)

schreiben. Zwecks Kontrastierung nennt man die Kraft F auch die eingepragte
Kraft.

Von der Zwangskraft F' wissen wir zunédchst nur, daf} sie die eingepriagte Kraft F
derart erginzen muf}, dafl die Bewegung in der durch (5.1) vorgegebenen Man-
nigfaltigkeit erfolgt. Diese Bedingung allein kann die Zwangskrafte allerdings
nicht eindeutig festlegen, weil die Zwangsbedingungen einen Mechanismus ent-
halten konnten, der den Korper zusatzlich innerhalb der Zwangsmannigfaltigkeit
beschleunigt. Dies schlieflen wir aus, indem wir fordern, dafl die Zwangskrafte zu
jeder Zeit senkrecht auf der Zwangsmannigfaltigkeit stehen. Da die oben schon
erwahnten Normalenvektoren gradf, den zur Zwangsmannigfaltigkeit senkrechten
Unterraum aufspannen, ist es moglich, k skalare Parameter A, zu finden, mit
denen sich die Zwangskraft als

k
F' =) Agradf,(r,t) (5.3)
pn=1
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schreiben 148t. Die Gleichungen (5.1-5.3) fiir die Bewegung eines Massenpunktes
unter Zwangsbedingungen heiflen Langrangesche Bewegungsgleichungen er-
ster Art. Die Parameter A, heiflen Lagrangesche Multiplikatoren (Joseph
Louis Lagrange, 1736-1813).

Wir wollen jetzt die Losung dieser Gleichungen diskutieren. Gesucht ist die Be-
wegung r(t), die die Newtonsche Bewegungsgleichung (5.2) 16st. Leider ist jedoch
die Kraft F + F’ nicht vollstdndig bekannt. Es gibt k unbekannte Lagrangesche
Multiplikatoren. Gleichzeitig stehen k Zwangsbedingungen (5.1) zur Verfiigung,
die zur Bestimmung der k£ Multiplikatoren genutzt werden sollten.

Die Losungsstrategie besteht darin, die Zwangsbedingungen (5.1) in einem ersten
Schritt so in Kombination mit der Bewegungsgleichung (5.2) zu nutzen, daf§ die
Beschleunigung r eliminiert werden kann. Man differenziert dazu die Zwangsbe-
dingungen zweimal nach der Zeit. Dabei erhalt man zunachst

d 8ﬁ

SR, = (- V), +

und schliefllich

CoL (0,0 = (D)o + R (0,50,) =0 (v=1,.,k), (55

=0  (v=1,...,k) (5.4)

wobei

Ry (e(0), 1), 1) = (8- V) V) f, + 2 (- 9) e 4 O

alle Terme aus der zweiten Ableitung zusammenfaflt, die die Beschleunigung nicht
enthalten. Jetzt kann man durch Einsetzen der Bewegungsgleichung (5.2) mit dem
Zwangskraftansatz (5.3) in die Gleichungen (5.5) die Beschleunigung eliminieren
und erhalt mit

(5.6)

k
}:Vﬁ,vh u=-Vf,-F—mR, (v=1,...,k) (5.7)

ein lineares Gleichungssystem fiir die Lagrangeschen Multiplikatoren. Die Matrix
dieses Gleichungssystems mit den Elementen G,, = Vf, - Vf, ist die Gramsche
Matrix der Normalenvektoren V f,,. Sie ist positiv definit, weil die Normalenvek-
toren linear unabhangig sind, und ihre Invertierung liefert immer eine eindeutige
Losung A, (r, 1, t) fiir die Multiplikatoren. Damit ist die Zwangskraft (5.3) explizit
bestimmt. Sie hangt im allgemeinen von Ort und Geschwindigkeit des Massen-
punktes und der Zeit ab.

In einem zweiten Schritt muf} die Bewegungsgleichung (5.2) mit nunmehr vollstén-
dig bekannten Kraften gelost werden. Dabei sind geeignete Anfangsbedingungen
zu wahlen. Natiirlich mufl der Massenpunkt zur Anfangszeit ¢o die Zwangsbedin-
gungen (5.1) erfiillen:

fu(r(to),to) =0 (v=1,...,k). (5.8)
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Auflerdem muf offenbar die Anfangsgeschwindigkeit v so gewahlt werden, daf sie
die Gleichungen (5.4) erfiillt:

0
afu(r(t),t) bty =V fu(ro,t0) - vo + afy(r(t),t) it =0 (v=1,...,k).
(5.9)

Dies bedeutet, dafl die Komponenten von v senkrecht zur Zwangsmannigfaltigkeit
nicht beliebig wahlbar sind, sondern einer eventuellen Bewegung der Mannig-
faltigkeit anzupassen sind. Es ergibt sich jetzt die Frage, ob unter solchen An-
fangsbedingungen die Losung tatsichlich fiir alle Zeiten den Zwangsbedingungen
(5.1) geniigen wird. Diese Frage kann positiv beantwortet werden, weil die Glei-
chungen (5.7) identisch in den Variablen r, ¥ und ¢ gelten. Sie gelten damit
insbesondere, wenn wir die Losung r(¢) der Bewegungsgleichung (5.2) einsetzen,
und damit gelten auch die Gleichungen (5.5) fiir alle Zeiten: % fu(x(t),t) = 0.
Aus diesen Gleichungen folgt aber angesichts der Anfangsbedingungen (5.8) und
(5.9) das gewiinschte Ergebnis f,(r(t),t) = 0.

Als einfaches Beispiel ist in der folgenden Figur eine Masse m gezeigt, die an
einem Pendel der Lange [ schwingt. Die Schwerkraft F = mg, die auf diese Masse
wirkt, zeigt nach unten. Die Zwangskraft F' zeigt in Richtung der Aufhingung des
Pendels und ist, wie wir gleich sehen werden, fiir den Umkehrpunkt des Pendels
(v = 0) gerade so groB, daf die Gesamtkraft in der Schwingungsebene des Pendels
liegt.

Wir wahlen als Aufpunkt den Aufhingepunkt des Pendels. Dann lautet die
Zwangsbedingung |r| = I, wir schreiben sie in der Form f(r) = 2(r?> —[?) = 0.
Dann ist gradf = mr und die Bewegungsgleichung (5.2) lautet ¥ = g + Ar (die
Masse lief§ sich herauskiirzen). Durch Differenzieren der Zwangsbedingung nach
der Zeit erhalten wir r-r = 0 und r-t+1r? = 0. Elimination von ¥ ergibt schlie8lich
A= —(r-g+1?)/r? und die Bewegungsgleichung ist mit dem Einheitsvektor n,
in Richtung r durch

’02

F=g—(n,-g)n, — 7nr (5.10)
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gegeben. Hier kompensiert der zweite Term auf der rechten Seite die Komponente
der Erdbeschleunigung in Richtung des Pendelfadens, wie in der Figur gezeigt,
wahrend der dritte Term eine geschwindigkeitsabhiangige Zentripetalbeschleu-
nigung darstellt, die bei endlicher Geschwindigkeit notwendig ist, um den Massen-
punkt auf der Zwangsflache zu halten. Am Faden zieht nach dem Reaktionsprinzip
die Kraft —F’ = m (g-n, +v?/l) n,, solange der Ausdruck in der Klammer positiv
ist. Fiir ein iiberschlagendes Pendel bleibt daher der Faden nur dann gespannt,
wenn die Bedingung v? > — g - r erfiillt ist.

Die oben geschilderte Methode zur Behandlung eingeschrankter Bewegungen
liefert nicht nur die Bewegung selbst, sondern auch die Zwangskrafte. Dies ist
insbesondere fiir viele technische Anwendungen von Bedeutung, weil der Massen-
punkt nach dem Reaktionsprinzip (2.2) auf die ihn einschrinkenden Medien die
Kraft —F' ausiibt. Falls man nicht an den Zwangskraften interessiert ist, kann
man eine andere Methode verwenden, die eine direktere Berechnung der Bewe-
gung erlaubt und die wir im folgenden beschreiben werden.

Die k Zwangsbedingungen (5.1) schranken die Bewegung des Massenpunktes auf
eine Mannigfaltigkeit der Dimension f = 3 —k ein. Die Zahl f nennt man die Zahl
der Freiheitsgrade der Bewegung. Indem man diese Mannigfaltigkeit (zu jedem
Zeitpunkt) mit einem Koordinatennetz von f Koordinaten gi,...,qs iiberzieht,
gelangt man zu einer Parameterdarstellung

r:r((_h,---,Qf,t) (511)

der Mannigfaltigkeit. Um die Unabhangigkeit der Koordinaten g; zu garantieren,
werden wir annehmen, dafl die f Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien
Or/0g; linear unabhéngig sind. Wir werden die Liste ¢y, ..., ¢s im folgenden durch
das Fettschriftsymbol q abkiirzen. Die Parameter q heiflen generalisierte Koor-
dinaten. Die Funktion (5.11) erfiillt die Zwangsbedingungen (5.1) zu allen Zeiten
identisch in q.

Um die Bewegung des Massenpunktes mittels generalisierter Koordinaten zu
beschreiben, bedarf es nur der Angabe der Zeitabhangigkeit der generalisierten Ko-
ordinaten q = q(t). Diese Zeitabhingigkeit sollte sich aus der Bewegungsgleichung
(5.2) ableiten lassen, wobei die Zwangskraft F’ keine Rolle spielen sollte. Denn
sie hatte ja nur den Zweck, die Zwangsbedingungen einhalten zu helfen, die bei
Benutzung der generalisierten Koordinaten aber sowieso erfiillt sind. Tatsachlich
steht F’ zu jedem Zeitpunkt senkrecht zur Mannigfaltigkeit (5.11) und damit zu
den Tangentenvektoren dr/d¢; an die Koordinatenlinien:

0
F'-fr(q,t) =0 (t=1,...,f). (5.12)
Daher enthalten die Bewegungsgleichungen fiir die Komponenten der Bewegung
in Richtung der Koordinatenlinien

. Or or .
mr-aqi —F-aqi (t=1,...,f) (5.13)
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die Zwangskraft nicht mehr. Wir werden im folgenden zeigen, dafl die Gleichun-
gen (5.13) die gesuchten Bewegungsgleichugen fiir die Koordinatenfunktionen g; (%)
beeinhalten.

Zwischenbemerkung zur Notation: In der Physik werden oft im mathema-
tischen Sinne verschiedene Funktionen mit dem gleichen Symbol bezeichnet. Zum
Beispiel bezeichnet das Symbol r(q, t) auf der rechten Seite von (5.11) den Ortsvek-
tor r als Funktion der f+1 Variablen q und t. Gleichzeitig wird die Bewegung des
Massenpunktes mit r(¢) bezeichnet. Der Zusammenhang zwischen beiden Bezeich-
nungen ist r(t) = r(q(t),t). Diese Art der Bezeichnungsweise ist nicht vertraglich
mit den Gepflogenheiten in der Mathematik, ist aber in der Physik sehr iiblich.
Der Unterschied riithrt daher, dal das Funktionssymbol in der Mathematik fiir
den funktionellen Zusammenhang steht, wahrend es in der Physik die betreffende
physikalische Grofle kennzeichnet. Die durch diese gleichartige Benennung ver-
schiedener funkioneller Abhangigkeiten zu befiirchtende Verwirrung 1afit sich meis-
tens durch geeignete Notationskonventionen vermeiden. Insbesondere bezeichnen
die Symbole r und dr/dt die (totale) Ableitung der Funktion r(t¢), wahrend mit
dem Symbol 9r /0t die (partielle) Ableitung der Funktion r(q,t) gemeint ist. Die
sorgfaltige Handhabung dieser beiden Arten von Zeitableitung wird im folgenden
Mehrdeutigkeiten verhindern.

Indem wir (5.11) nach der Zeit differenzieren, driicken wir zunéchst die Geschwin-
digkeit v des Massenpunktes durch die generalisierten Koordinaten aus:

: a
v=r>= _Za% i + - (5.14)

Diese Gleichung definiert im Sinne der obigen Bemerkungen zweierlei: zum einen
eine Funktion von 2f + 1 Variablen v(q, q,t), deren partielle Ableitungen im fol-
genden auftreten werden, und zum anderen die Geschwindigkeit v(t¢), die daraus
durch Einsetzen von q(¢) und q(t) entsteht und deren totale Ableitung v die
Beschleunigung des Massenpunktes ist. Die Ableitungen ¢; heiflen generalisierte
Geschwindigkeiten. Wir merken uns, dafl die Geschwindigkeit v immer eine li-
neare Funktion der generalisierten Geschwindigkeiten ist.

Die Kraftkomponente auf der rechten Seite von (5.13) wird durch Einset-
zen von (5.11) und (5.14) eine Funktion der generalisierten Koordinaten und
Geschwindigkeiten und der Zeit. Die so definierte Grofie

Qi(qa éb t) = F(r(q, t),v(q, q’ t)’t) )

nennt man eine generalisierte Kraft.

Ahnlich wie bei Gleichung (5.5) enthilt die aus (5.14) durch abermalige Differen-
tiation nach der Zeit gewonnene Gleichung fiir die Beschleunigung ¥ nur an einer
Stelle die generalisierten Beschleunigungen g; in der Gestalt

- Z 8% i y (5.16)

%r(q’ t) (5.15)
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Wir merken uns auch hier: die Beschleunigung ist eine lineare Funktion der gene-
ralisierten Beschleunigungen. Indem wir die letzte Gleichung in (5.13) einsetzen,
erhalten wir

or

m j; = Qi + P;(q,q,t 5.17
Jz:; aqz aq] Ql 'L(q, q’ )’ ( )
wobei P; alle Terme zusammenfafit, die sich aus den in (5.16) durch die Punkte
angedeuteten Summanden ergeben. Wegen der angenommenen linearen Unab-
hingigkeit der Tangentenvektoren dr/dq; ist dieses System von f linearen Glei-
chungen fiir die f generalisierten Beschleunigungen ¢; eindeutig 16sbar und ergibt

nach Auflosung ein System von Bewegungsgleichungen der Form

qu :Ki(qa(iat) (i: la-'-af)a (518)

in dem die urspriinglichen Beschrankungen der Bewegung nicht mehr zu erkennen
sind und das dieselbe Form wie die Bewegungsgleichungen des zweiten Newton-
schen Axioms (2.1) hat.

Wir wollen hier auch eine interessante Schreibweise der Bewegungsgleichung (5.13)
festhalten, die uns spater bei der Behandlung der Mechanik mehrerer Massen-
punkte wiederbegegnen wird. Durch eine Anwendung der Produktregel formen
wir die linke Seite von (5.13) zunichst um in

or _i( I___Br)_ r-i(ar)
8(],' N dt mn 8q¢ mn dt 8(],' '

mr -

(5.19)

Fir die weitere Umformung brauchen wir die folgenden zwei suggestiven Iden-
titdten. Aus (5.14) lesen wir
or or

= 5.20
0¢;  0g; (5.20)
ab und eine kleine Rechnung ergibt
d ar 0*r or or
] q = . 5.21
& o) Z aqjaqz "+ oy = Z g o) T o B2
Mittels (5.20) und (5.21) formen wir schlieflich (5.19) weiter um in
or d or . ,Or d, 0 m., 0 m.,
. . - . —r). .22
mr 9a _ di (mr 3q'i) mr (aqi) 7 (aqZ r ) e, ( 5 ¥ ) (5.22)

Unter Verwendung der kinetischen Energie 7' = %02 und der Definition der gen-
eralisierten Kréfte (5.15) erhilt (5.13) damit die Form

d 0 0
aniT— 0q;

T = Q. (5.23)
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An dieser Stelle halten wir fest, daf die kinetische Energie als Funktion der genera-
lisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten T'(q, q,t), die aus (3.1) durch Ein-
setzen von (5.14) erhalten wird, immer ein quadratisches Polynom in den gene-
ralisierten Geschwindigkeiten ist.

Falls die eingepragte Kraft F konservativ ist, gelingt folgende weitere Umformung.
Mit F = —VV (r) (siehe (3.14)) ergibt sich aus (5.15) sofort

or 0
Qi =-VV(r)- = — V. .24
(I‘) 3qi aq,- (5 )

Man definiert die Lagrangefunktion als Differenz aus kinetischer und potentieller
Energie,
L(q,q,t) =T - V. (5.25)

Da die potentielle Energie V nicht von der Geschwindigkeit abhingt (0V/9¢; = 0),
kann man (5.23) fiir konservative eingepragte Krifte in die Form
d o
Sy S 4
dt 0g; 0q;

L=0 (i=1,...,f) (5.26)

bringen.

Die Gleichungen (5.26) heilen Lagrangesche Bewegungsgleichungen zweiter
Art. Diese Gleichungen stellen ein besonders bequemes, schematisches Verfahren
bereit, Bewegungsgleichungen fiir generalisierte Koordinaten aufzustellen. Man
muf} nur die kinetische und die potentielle Energie durch Einsetzen von (5.11) und
(5.14) durch die generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten ausdriicken
und die damit gebildete Lagrangefunktion in (5.26) einsetzen.

Fiir ein Anwendungsbeispiel greifen wir auf das schon frither benutzte Pendel
zuriick. Wir nehmen jetzt an, das Pendel schwinge in einer fest vorgegebenen
Ebene. Als generalisierte Koordinate kénnen wir dann den Winkel ¢ zwischen der
Vertikalen durch den Aufhangepunkt und dem Pendelfaden wahlen. Die potentielle
Energie ist durch V' = mgh = mgl(1 — cos¢) und die kinetische Energie durch
T = Zv? = ml?¢?/2 gegeben. Mit L/d¢p = ml*¢ und OL/d¢ = —mglsinp
erhalten wir sofort die Bewegungsgleichung [¢ + gsin ¢ = 0.
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Im Falle skleronomer Zwangsbedingungen kann man den Energiesatz in der friither
diskutierten Form benutzen. Es gilt ndmlich die Aussage:

Fir skleronome Zwangsbedingungen leisten die Zwangskrafte keine

Arbeit.

Man kann dies sowohl aus den Gleichungen (5.4) und (5.3) — df, /0t = 0 —
r-Vf, =0=r-F = 0 — als auch aus den Gleichungen (5.14) und (5.12) —
Or/ot =0 =1 -F =) ¢;0r/0q; - F' = 0 — herleiten. Im Energiesatz sind in
diesem Falle die Zwangskrafte nicht zu beriicksichtigen.

Als Beispiel betrachten wir eine Rutschbahn, auf der ein Kind reibungsfrei aus der
Hohe h mit der Anfangsgeschwindigkeit vy = 0 rutscht. Aus der Giiltigkeit des
Energiesatzes E = 2v? + mgy folgt eine Endgeschwindigkeit v = v/2gh, die sich
nicht von der beim freien Fall unterscheidet. Die Wirkung der Rutschbahn besteht
nur darin, die Richtung der Endgeschwindigkeit in die Horizontale umzulenken und
die Dauer des Vergniigens zu verlangern.

VO:O

o

Daf bei rheonomen Zwangsbedingungen die Zwangskrafte im allgemeinen sehr
wohl (positive oder negative) Arbeit leisten, verdeutlicht man sich leicht am
Beispiel eines Fahrstuhls. Die Zwangskraft auf einen im Fahrstuhl gehobe-
nen oder gesenkten Korper wirkt der Schwerkraft entgegen und leistet bei
Aufwirtsbewegung (Abwértsbewegung) am Korper positive (negative) Arbeit.

Als weitere Anwendung des Energiesatzes fiir skleronome Zwangsbedingungen
kommen wir auf das ebene Pendel zurick, fir das wir oben die Bewegungs-
gleichung [y + gsin ¢ = 0 fiir die generalisierte Koordinate ¢ abgeleitet haben. In
der Absicht, diese Differentialgleichung zu losen, wird man mit mathematischem
Scharfblick auf die Idee kommen, sie mit ¢ zu multiplizieren, weil eine Zeitintegra-
tion dann den Weg zur vollstandigen Losung eroffnet. Eine physikalische Betrach-
tungsweise dieses Problems wird den soeben diskutierten Energiesatz nutzen, um
letztlich denselben Losungsweg zu beschreiten. Der Energieerhaltungssatz fir das
ebene Pendel lautet

E=T+V = %2@2 + mgl(1 — cos p). (5.27)

Wir nehmen an, das Pendel habe einen maximalen Ausschlag ¢y, und werden
mittels der Gleichung E = mgl(1 — cos ) die Energie durch ¢, ausdriicken.
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Unter Verwendung der Halbwinkelformel cosa = 1 — 2sin®(/2) erhalten wir so
1$? = 4g(sin®(po/2) — sin®(p/2)). Nach Trennung der Variablen wird diese Dif-
ferentialgleichung mit der Anfangsbedingung ¢(t = 0) = 0 durch

T Jon( @0/2 sin®()2) o

gelost. Das verbleibende Integral ist ein elliptisches Integral, das man durch
eine geeignete Substitution auf Normalform bringen kann. Wir definieren den
Parameter k = sin(¢(/2) und fiihren die neue Integrationsvariable s mittels der
Substitution sin(¢/2) = ksins ein, durch die das Intervall 0 < ¢ < o auf das
Interval 0 < s < 7/2 abgebildet wird. Die obige Losung schreibt sich dann als

@) g
\/gt :/ i = F(k, ). (5.29)
! 0 1 — k2sin%’

Das durch F(k,s) definierte Integral ist die Legendresche Normalform des (un-
vollstdndigen) elliptischen Integrals erster Art. Die Schwingungsdauer des Pendels
ergibt sich damit als

[ [7/? d l
T=4 _/ B — . Y (5.30)
g9 Jo 1 — k2sin’%s g

wo K (k) das vollstdndige elliptische Integral erster Art ist. Im Grenzfall kleiner
Schwingungsamplituden k£ — 0 erhalten wir natiirlich das bekannte Ergebnis fiir
den harmonischen Oszillator

T = 27r\/§ (po < ) (5.31)

zuriick, fiir steigende Amplituden wéachst die Schwingungsdauer an und fiir ¢y —
m (k — 1) geht sie gegen unendlich. Korrekturen zum harmonischen Grenzfall
konnen durch eine Reihenentwicklung der obigen Formel nach Potenzen von k
berechnet werden. Die binomische Reihe ergibt

gleichmafBig im Integrationsintervall fiir £ < 1. Nach Vertauschung von Summe
und Integration berechnet man die Integrale der einzelnen Summanden zu

/0 s o 2( }l/ 2) (5.33)
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und erhalt die Reihenentwicklung

1/2 ! 1 vo 9 ©o
T=2 k2 =2m, -1 270 4 Zgint 2 . (5.34
m Z( ) W\/;[+4S 2+645111 2-1- ] ( )

Damit schlielen wir dieses Beispiel ab, mit dem wir auch ein Beispiel fiir die Ent-
wicklung eines nicht elementaren Integrals nach einem kleinen Parameter geben
wollten. Als weiteres Beispiel skizzieren wir noch kurz das spharische Pendel,
fiir das sich als generalisierte Koordinaten die Winkelvariablen der Kugelkoordi-
naten (1.14) anbieten. Wir wéhlen den Aufhingepunkt als Aufpunkt und lassen
die Polarachse ¥ = 0 in Richtung der Ruhelage des Pendels nach unten zeigen.
Die generalisierten Geschwindigkeiten lesen wir aus (1.17) ab und erhalten die
Lagrangefunktion

L=T-V= %12 (92 + ¢2sin? 9) — mgl(1 — cos ). (5.35)
Nach (5.26) leiten wir daraus die Lagrangegleichungen

mi? (9 — ¢% sin ¥ cos ¥) + mglsing = 0
d oT, d, .
%(%)—a(ml ¢ sin 19)—0

(5.36)
ab. Fir die erste Gleichung kann man durch Multiplikation mit 9 und Integration
auch hier ein erstes Integral gewinnen, das wieder die Bedeutung des Energieer-
haltungssatzes hat. Die zweite Gleichung ist besonders einfach, weil die Lagrange-
funktion von der Variablen ¢ gar nicht abhangt, und driickt die Erhaltung der
vertikalen Komponente des Drehimpulses L, aus. Man macht sich leicht klar, daf3
die Komponente des Drehmoments (4.3) sowohl der eingepriagten Schwerkraft r xF
als auch der Zwangskrafte r x F' in dieser Richtung verschwindet und deshalb L,
nach (4.5) erhalten sein muf}. Diese beiden Erhaltungssitze

m .

— 12 (9% + $%sin? 9) + mgl(1 — cos V) = E

5 ( @ ) + mgl( ) (5.37)
ml?¢sin? 9 = L,

ebenen den Weg zu einer vollstandigen Losung dieses Problems, die wir hier aber
nicht weiter verfolgen wollen.

Im Zusammenhang mit der Bedingung (5.12) fiir die Zwangskrifte und mit
der Form (5.13) der Bewegungsgleichungen kann man den wichtigen Begriff der
virtuellen Arbeit diskutieren. Wir fithren dazu zunachst den Begriff der
virtuellen Verrickung dr mittels der Formel

or = Z 8% ; (5.38)
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ein. Unter virtuellen Verriickungen eines Massenpunktes in einem Punkt der
Zwangsmannigfaltigkeit versteht man alle Verriickungen, die bei festgehaltener
Zeit tangential zur Mannigfaltigkeit stehen. Wenn wir die Verriickungen dg; als
infinitesimal klein betrachten, kann man die virtuellen Verriickungen dr auch als
beliebige infinitesimale Verriickungen in der Zwangsmannigfaltigkeit bei festgehal-
tener Zeit auffassen. Mit Hilfe dieses Begriffes kann man die f Bedingungen (5.12)
auch in die eine Bedingung

SA'=F -6r=0 (5.39)
zusammenfassen, die man in Worten folgendermafien ausdriicken kann:

Unter virtuellen Verriickungen leisten Zwangskrafte keine Arbeit
oder Die virtuelle Arbeit der Zwangskrafte verschwindet.

Fir skleronome Zwangsbedingungen sind die virtuellen Verriickungen identisch
mit infinitesimalen realen Verriickungen. Essentiell ist die Mafigabe, dafl bei
virtuellen Verriickungen die Zeit festzuhalten ist, im Falle von zeitabhangigen
Zwangsbedingungen. Wir hatten ja schon betont, daf in diesem Fall die Zwangs-
krafte sehr wohl reale Arbeit leisten.

Aus (5.2) und (5.39) folgt sofort eine alternative Schreibweise der Bewegungsglei-
chungen (5.13) mittels virtueller Verriickungen:

(F —mt) - dr = 0. (5.40)

Der durch diese Gleichung ausgedriickte Sachverhalt wird das d’Alembertsche
Prinzip genannt. Jean—Baptist de Rond d’Alembert (1717-1783) hat dieses
Prinzip aus einer Verallgemeinerung des Prinzips der virtuellen Arbeit gewon-
nen, mit dem man Gleichgewichtszustande identifizieren kann. Dieses Prinzip
ergibt sich aus (5.40) im Gleichgewicht, d.h. fiir den Fall verschwindender Be-
schleunigung, als

SA=TF-or=0. (5.41)

Falls die eingepragte Kraft F konservativ ist und damit ein Potential V besitzt, gilt
0A = —0V und Gleichgewicht herrscht an solchen Stellen, an denen das Potential
V' auf der Zwangsmannigfaltigkeit Maxima, Minima oder Wendepunkte hat. In
der folgenden Figur sind diese drei wohlbekannten Gleichgewichtssituationen noch
einmal dargestellt und durch Angabe der Richtungen der auftretenden Kréfte in
der Niahe der Gleichgewichtslage charakterisiert.
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Fiir die begriffliche Verallgemeinerung des Prinzips der virtuellen Arbeit auf ein
auch fiur beschleunigte Korper giiltiges Prinzip hat d’Alembert den Beschleuni-
gungsterm in (5.40) als Tragheitskraft aufgefafit: F* = —mi. Damit konnte
er der Bewegungsgleichung (5.40) die Bedeutung einer Gleichgewichtsbedingung
geben, indem er sagte:

Die virtuelle Arbeit der Summe von eingepragter Kraft und
Tragheitskraft verschwindet.

Die obigen Prinzipien entfalten ihre ganze Niitzlichkeit erst richtig nach Verallge-
meinerung auf mehr als einen Massenpunkt.

Wir haben oben zwei Zugange zu einer systematischen Behandlung holonomer
Zwangsbedingungen (5.1) beschrieben, die auf die Lagrangegleichungen erster Art
(5.1-3) und zweiter Art (5.26) fithrten. Natiirlich gibt es auch Zwinge, die man
nicht durch holonome Bedingungen des Typs (5.1) ausdriicken kann. Eine inter-
essante Klasse nicht—holonomer Zwangsbedingungen werden wir erst spater
diskutieren, weil sich sinnvolle Beispiele fiir diese Zwange nur fiir Systeme mit
mehreren Massenpunkten ergeben. Ein anderer Typ nicht—holonomer Zwangsbe-
dingungen enthalt Ungleichungen

flx,t)=0 (5.42)

anstelle von Gleichungen. Einfache Beispiele dafiir sind der Massenpunkt in einem
Fahrstuhl oder auf einer beliebigen Unterlage, durch die er nach unten begrenzt
ist, von der er aber nach oben abheben kann. Im Falle des Fadenpendels, dessen
Faden nicht immer gespannt sein muf}, haben wir solche Zwange oben schon kurz
erwahnt. Solche Zwange lassen sich offenbar stiickweise wie holonome Zwinge
behandeln, ndmlich solange der Massenpunkt die Gleichung f(r,t) = 0 erfiillt.
Man mufl nur ein Kriterium dafiir finden, wie lange diese Gleichung giiltig ist.
Solange der Massenpunkt die Gleichung f(r,¢) = 0 erfiillt, besteht die Wirkung
des Zwanges (5.42) darin, ihn am Eindringen in das Gebiet f(r,¢) < 0 zu hindern.
Das kann nur durch eine Zwangskraft geschehen, die in Richtung des Gebietes
f(r,t) > 0 zeigt, in das auch der Normalenvektor gradf gerichtet ist. Mit der
Gleichung (5.3) fiir die Zwangskraft erhalten wir somit das folgende Kriterium:

Die nichtholonome Zwangsbedingung (5.42) wirkt wie die holonome
Zwangsbedingung f(r,t) = 0, solange der zugehorige Lagrangesche
Multiplikator A\ positiv ist.
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II. Mechanik der Massenpunktsysteme (Punktmechanik)

6. Einfithrung

Im folgenden Teil der Vorlesung befassen wir uns mit der Mechanik eines Systems
von n Massenpunkten (n > 1), auch kurz Punktmechanik genannt. Die im
ersten Teil behandelte Mechanik eines einzelnen Massenpunktes stellt den einfach-
sten Spezialfall dafiir dar. Sie wurde vorangestellt, damit Sie sich in Ruhe mit eini-
gen wichtigen Grundbegriffen der Mechanik vertraut machen konnten. Alle diese
Grundbegriffe spielen auch in der Mechanik der Punktsysteme eine wesentliche
Rolle. Es werden allerdings neue Begriffe hinzukommen, zum Beispiel der des
Massenmittelpunkts, der im Falle eines einzelnen Massenpunktes ohne Bedeutung
ist. Auflerdem werden wir zusatzliche Prinzipien formulieren, zum Beispiel das
Hamiltonsche Prinzip, die neben den schon besprochenen wesentliche Bestandteile
der analytischen Mechanik sind.

Eine Punktmechanik ist offensichtlich angemessen fiir die Beschreibung von Sys-
temen wie dem Sonnensystem, wenn man die Planeten als Massenpunkte auffafit.
Die volle Bedeutung der Punktmechanik wird allerdings erst klar, wenn man
daran denkt, dafl alle Materie aus Elementarbausteinen aufgebaut ist, die man
nach gangiger Auffassung als punktformig ansieht. In diesem Sinne ist die Punkt-
mechanik die jede Mechanik umfassende Mechanik. Ausgedehnte Materiestiicke
konnen ebenfalls als Systeme aus Massenpunkten angesehen werden, die aufgrund
von inneren Kraften zusammenhalten. So ist fiir feste Materie oft das Modell
des starren Korpers von Nutzen, bei dem die einzelnen Massenpunkte den
Zwangsbedingungen unterliegen, daf3 die Abstinde von je zwei Massenpunkten
fest vorgegeben sind. Diese wichtige Klasse von Punktsystemen werden wir im
dritten Teil der Vorlesung gesondert diskutieren. Auch die im vierten Teil zu
behandelnden deformierbaren Medien werden als ein Spezialfall fir Punktsys-
teme anzusehen sein.

Es muf} hier erwahnt werden, dafl aufgrund jlingerer Entwicklungen in der The-
orie der Elementarteilchen auch die Mechaniken nicht punktformiger Objekte
eine wachsende Bedeutung erlangt haben. Zu nennen ware insbesondere die
Mechanik linienformiger Objekte, die String—Mechanik, aber auch diejeni-
gen fir flachenhafte und hoherdimensionale fundamentale Objekte, die Brane—
Mechanik.

Fiir die kinematische Beschreibung eines Systems von n Massenpunkten sind n
Ortsvektoren
r;(t) (i=1,...,n) (6.1)

anzugeben, die im Ursprung O eines Bezugssystems angelegt werden. Die Be-
wegungsgesetze fir diese Massenpunkte wird man vorzugsweise wieder in einem
Inertialsystem beschreiben. Wenn m; die Masse des i—ten Massenpunktes ist,
lauten die Bewegungsgleichungen wie in (2.1)
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Die Krifte F; setzen sich jetzt aus Anteilen zusammen, deren Quellen auflerhalb
und innerhalb des betrachteten Systems liegen. Man unterscheidet dementspre-

chend auflere oder externe Krafte Fz(e) und innere Krafte F;_j, die vom
Massenpunkt k& stammen, und findet insgesamt die Kraft

Fi=F +Y Fiy. (6.3)
k=1

Damit die Summation nicht auf k& # ¢ eingeschrankt werden muf}, treffen wir die
Vereinbarung F;, ; = 0. (Ein Massenpunkt iibt keine Kraft auf sich selbst aus.)

Im Prinzip kann man durch eine geeignete Erweiterung des Systems immer auflere
Krafte zu inneren machen. Falls aber die Quellen von dufleren Kraften durch das
betrachtete Massenpunktsystem nicht beeinflufit werden, wird man diese Quellen
als fest vorgegeben nicht in das System einbeziehen. Systeme, auf die keine aufleren
Krafte wirken, nennt man abgeschlossen.

Innere Krafte, die zwischen je zwei Massenpunkten ¢ und k& wirken, haben nach
dem Reaktionsprinzip (2.2) die fundamentale Eigenschaft
Ficx = —Frey, (6-4)

die, wie wir schon in Kapitel 2 gesehen haben, ganz wichtige Konsequenzen hat.
Wie schon in (2.1) hingen die dufleren Krifte im allgemeinen von der Lage und
der Geschwindigkeit des beeinfluBten Massenpunktes und der Zeit ab:

Fi = Fz (I‘,’, Vi, t) (65)

Die inneren Krafte werden dagegen im allgemeinen nicht von der Zeit abhangen,
dafiir aber von der Lage und vielleicht auch der Geschwindigkeit der beiden
beteiligten Massenpunkte:

Ficr =F; r(ri,vi;re, vi). (6.6)

Auflere Krifte rithren letztlich natiirlich immer von Zweikorperkraften des Typs
(6.6) her, indem Ort rg(¢t) und Geschwindigkeit vi(¢) der dufleren Quelle k fest
vorgegeben sind.

Das System (6.2) von n Differentialgleichungen zweiter Ordnung hat eine ein-
deutige Losung, wenn die Lagen r; und die Geschwindigkeiten v; aller n Massen-
punkte zu einer Anfangszeit to vorgegeben werden.
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7. Erhaltungssatze

Wihrend die detaillierte Bewegung eines Systems von Massenpunkten im all-
gemeinen beliebig verwickelt sein kann, gibt es in Verallgemeinerung unserer
entsprechenden Betrachtungen fiir einen Massenpunkt eine Reihe von Erhal-
tungssitzen, die gewisse Aussagen iiber die Bewegung von Systemen als Ganzes
gestatten. Diese Erhaltungssatze werden wir im vorliegenden Kapitel besprechen.

Unter dem Gesamtimpuls eines Systems von n Massenpunkten mit den Massen
m; und den Geschwindigkeiten v; verstehen wir die Grofie

P = zn:mivi = zn:pi, (71)
i=1 i=1

d.h. die Summe der Einzelimpulse (4.1). Durch Summation der Bewegungsglei-
chungen (6.2,3) iiber alle Massenpunkte finden wir damit die Gleichung

LS T D LR SR 9 1 2
=1 i=1 i=1

i k=1

Hierbei hat sich die Doppelsumme iiber die inneren Krafte wegen des Reaktions-
prinzips (2.2, 6.4) herausgehoben. Wir haben damit den Impulssatz fiir Systeme
von Massenpunkten gewonnen:

Die zeitliche Ableitung des Gesamtimpulses ist gleich der Resul-
tierenden der aufleren Krafte.

Wenn keine aufleren Krafte vorhanden sind, das System also abgeschlossen ist,
folgt daraus sogleich der Satz von der Erhaltung des Gesamtimpulses:

In einem abgeschlossenen System ist der Gesamtimpuls zeitlich kon-
stant.

Der Impulssatz erhalt eine viel anschaulichere Interpretation mithilfe des Begriffs
des Massenmittelpunktes. Wir bezeichnen die Gesamtmasse eines Systems
mit

M= En: m;. (7.3)

Der Massenmittelpunkt des Systems ist dann durch die Gleichung
R Ly (7.4)
= — I .
M i=1 "

gegeben. Der Massenmittelpunkt liegt immer im Inneren der konvexen Hiille
der durch die n Massenpunkte gegebenen Punktmenge. (Unter konvexer Hiille
versteht man die durch die Punkte r = Z?:l a;r; mit beliebigen Gewichten a; > 0
unter der Nebenbedingung Y ., @; = 1 aufgespannte Punktmenge.)
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Aus (7.1) und (7.4) folgt nun sofort
P=MR (7.5)
oder in Worten:

Der Gesamtimpuls ist gleich dem Produkt aus der Gesamtmasse
und der Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes.

Den Impulssatz (7.2) konnen wir damit auch als Bewegungsgleichung des Massen-
mittelpunktes

MR =Y"F{ (7.6)
i=1
auffassen und in Worten folgendermaflen als Satz vom Massenmittelpunkt for-
mulieren:

Der Massenmittelpunkt bewegt sich so, als ob in ihm die gesamte
Masse des Systems vereinigt ware und auf ihn die Resultierende
aller aufleren Krafte wirkte.

Entscheidend ist hier die Tatsache, dafl die inneren Krafte keinerlei Einfluff auf
die Bewegung des Massenmittelpunktes haben. Wie schon in Kapitel 2 kurz
angedeutet, rechtfertigt die Bewegungsgleichung (7.6) erst, zusammengesetzte
Korper unter geeigneten Umstanden als Massenpunkte zu betrachten. Im homoge-
nen Gravitationsfeld ist die resultierende Kraft > ; Fz(.e) =37  mig= Mg tri-
vialerweise identisch mit der auf die Punktmasse M wirkenden Kraft. Aus diesem
Grunde nennt man den Massenmittelpunkt auch oft Schwerpunkt. Es stellt
sich heraus, daf} die resultierende Gravitationskraft zwischen zwei Himmelskorpern
ebenfalls exakt gleich derjenigen ist, die zwischen deren punktformigen Attrappen
wirkt, solange die beiden Himmelskorper kugelsymmetrisch sind. Dies folgt aus
einer einfachen Anwendung des Gauf3schen Integralsatzes und wird Thnen im Rah-
men der Elektrodynamikvorlesung naher erlautert werden.

Fiir abgeschlossene Systeme gilt also
MR =0 oder R(t)=Rg+ V-t (7.7)

Der Erhaltungssatz fiir den Gesamtimpuls hat daher die anschauliche Bedeu-
tung, dafl der Massenmittelpunkt sich geradlinig gleichformig bewegt. Dies ist
das Analogon des 1. Newtonschen Axioms fiir Systeme von Massenpunkten. Ganz
wesentlich ist dafiir das 3. Newtonsche Axiom (2.2, 6.4) gewesen. Wir halten fest,
dafl wir fiir abgeschlossene Systeme von n Massenpunkten 6 der 6n Integrationen,
die zur Losung der Bewegungsgleichungen nétig sind, ausfithren kénnen (6 erste
Intregrale der Bewegung).

Mit dem Ziel der Herleitung eines Energiesatzes gehen wir wie in Kapitel 3 bei
einem einzigen Massenpunkt vor. Wir multiplizieren die Bewegungsgleichung (6.2)
mit der Geschwindigkeit r; und erhalten nach Summation iiber alle Massenpunkte

i=1 i=1
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Die Grofle
(7.9)

hat die Bedeutung der gesamten kinetischen Energie des Systems. Indem man
(7.8) nach der Zeit integriert, erhélt man

T,—Ty= [ Y Fi-i;dt=A (7.10)

Hier bezeichnet A die im Zeitintervall zwischen ¢; und ¢3 von den aufleren und
inneren Kraften an den n Massenpunkten geleistete Arbeit. Ohne weitere An-
nahmen ist die Gleichung (7.10) nicht sehr niitzlich, weil der Arbeitsbegriff in
dieser Allgemeinheit zu verwickelt und unanschaulich bleibt. Man wird wieder
anstreben, die Zeitintegration in (7.10) ausfiihren zu kénnen, wie das in Kapitel 3
fir konservative Krafte gelang.

Die Arbeit der auleren Krafte wird leicht {iberschaubar, wenn diese konservativ
im fritheren Sinne sind. Falls Potentiale V;(r) existieren, so daf

= —iVi(ri), (7.11)

r=r; 81‘1'

Fi (I‘,) = —VV;(I‘)

so gilt fiir die von dieser Kraft geleistete Arbeit

A© :/2F§,e> b dt = —/2%1/;(”(7:))(#: —[WViri(ta)) = Vi(rs(tr))] (7.12)

t1 t1
und die gesamte von den dufleren Kriften geleistete Arbeit schreibt sich als

n

A© = =3 [Vilri(t2)) = Vilri(ta))]- (7.13)

=1

Wir wollen nun fragen, welche Eigenschaft die inneren Krafte haben miissen,
damit eine ahnliche Vereinfachung moglich ist. Es wird offenbar notwendig
sein, dafl die inneren Krafte unabhingig von den Geschwindigkeiten v; sind:
Fir = Fji(rj,ry). Ein mogliches Potential W (r;,ry) wird dann ebenfalls
von den beiden Ortsvektoren r; und rjy abhangen. Die totale Zeitableitung dieses
Potentials lautet

d Wi . oWy,

53 Wik (r; (1), ri(t)) = or; 0t e - P (7.14)

In dem Ausdruck -
A® i/ > Fjp-tjdt (7.15)
t1

Jk=1
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fir die Arbeit der inneren Kréifte finden wir die rechte Seite von (7.14) wieder,
indem wir die beiden folgenden Identifikationen vornehmen:

oW, und Fpej — oW,

— . 1
r; 8I‘k (7 6)

Fj(—k = -

Die beiden Reaktionskrafte F;,, und Fj. ; miissen also aus einer gemeinsamen
Potentialfunktion Wj; (z.B. mit der Konvention j < k) folgen. Das Reaktion-

sprinzip Fy. ; = —F; hat dann die Konsequenz, daf}
0 0 0 o
£ij(r]’ + a,rg + a)‘a:0 = ijk + a—rijk = —Fj<_k — Fk<—j = 0, (7.17)
J

so dal W (r;+a,rr+a) unabhingig vom Verschiebungsvektor a ist. Damit héngt
Wk (rj,rr) aber nur vom Differenzvektor r; —rj ab (wihle dazu a = —r) und wir
konnen fiir jedes Paar (j, k) von Massenpunkten das Wechselwirkungspotential

Viiey (tj — rr) = Wig(rj — rx,0) = Wig(r;, rx) (7.18)

einfihren.

Wir haben damit herausgefunden, wann man Wechselwirkungskrafte sinnvoller-
weise konservativ nennen wird, nidmlich dann, wenn fiir jedes Paar (j,k) von
Massenpunkten ein Potential V{; r)(r; — ry) existiert, mit dem

0 0
Ficw =5 -Vim(r;—1) = a—rkV(j,k)(rj — 1) = —Fpej (7.19)

Lj
gilt. Es ist zu beachten, daf kein Unterschied zwischen dem Paar (j, k) und dem
Paar (k, j) besteht und wegen (7.14) das Potential V{; ) alle Beitrige des Paares

(7, k) in der Doppelsumme in (7.15) abdeckt. Der Anteil der inneren Krifte an
der Arbeit (7.10) schreibt sich dann als

R (AL
AW = 5 Z/ (Fjeg )+ Frej - Ty) dt

jk=1"1
123
= Z / (Fjek 1)+ Frej - ) dt (7.20)
1<j<k<n®”t1
== > [Vim(rilts) —ralt2)) = Ve (v (t1) = re(ts))]-
1<j<k<n

Die damit gefundene Eigenschaft konservativer Wechselwirkungskrafte und deren
Potentiale, nur vom Relativvektor r;; = r; — r; abhangig zu sein, nennt man
Translationsinvarianz. Wir haben deshalb oben gezeigt, daf} fiir konservative
innere Krafte das Reaktionsprinzip gleichbedeutend mit Translationsinvarianz ist.
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Unter der Annahme, daf innere und &uflere Krafte eines Systems von n Massen-
punkten konservativ sind, folgt aus (7.10), (7.13) und (7.20) der Energieerhal-
tungssatz, der aussagt, dal die Gesamtenergie

EET+V(8)+V("):Z +ZV+ > Vi (7.21)
i=1 1<j<k<n

erhalten ist:

Die Summe aus der kinetischen, der aufleren potentiellen und der
inneren potentiellen Energie ist zeitlich konstant.

Fiir manche Zwecke erweist sich die folgende Zerlegung der kinetischen Energie in
einen inneren und einen aufleren Anteil als niitzlich. Wir zerlegen die Ortsvektoren
r; in den Vektor R von Aufpunkt zum Massenmittelpunkt des Systems und den
Vektor r; vom Massenmittelpunkt zum Punkt i:

= R+ r;_ (7.22)

Dann gilt wegen (7.4) offenbar

Zmir; =0, (7.23)
i=1

wodurch die gesamte kinetische Energie sich zu

M . Ly )
T = Z (R+)?= TR+ Y THP=TC 410 (1.24)

i=1

vereinfacht. Hierbei ist die externe kinetische Energie T(¢) diejenige, die das Sys-
tem hatte, wenn sich die Gesamtmasse M mit der Geschwindigkeit R des Massen-
mittelpunktes bewegte, und T ist die kinetische Energie des Systems in einem
Bezugssystem, in dem der Massenmittelpunkt ruht.

Abschlieflend halten wir noch einmal fest, daff wir fiir Systeme mit konservativen
Kraften eine Zeitintegration ausfithren konnen und so zum Energieerhaltungssatz
kommen.

Wir wollen nun in Analogie zu (4.5) einen Satz iiber den Gesamtdrehimpuls

i=1 i=1

herleiten. Wir betonen noch einmal, dafl Drehimpulse nicht nur von der Wahl des
Bezugssystems, sondern auch von der Wahl des Aufpunktes O im Bezugssystem
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abhéngen. Durch vektorielle Multiplikation der Bewegungsgleichung (6.2) mit r;
und Summation tiber alle Massenpunkte erhalten wir

n

%:imiriXi;i:iriXFi:ZriXFge)+ iriXFu—k- (7.26)
=1

i=1 i=1 ik=1

Der erste Term auf der rechten Seite stellt die Resultierende der Drehmo-
mente (siehe (4.3)) der dufleren Kréafte dar, die wir mit

N=>"rxF" (7.27)
i=1

bezeichnen. Von den Beitragen der inneren Krifte greifen wir aus der Doppel-
summe in (7.26) die beiden Summanden

r; X F“_k + 1 X Fk(—z = (I‘,’ — I‘k) X F“_k (728)

heraus. Man erkennt an dieser Formel, dal der Beitrag der inneren Krafte
zur zeitlichen Anderung des Gesamtdrehimpulses verschwindet, wenn die inneren
Krafte Zentralkrafte in dem Sinne sind, dafl die Kraft zwischen i—ten und dem
k-ten Massenpunkt in Richtung des Verbindungsvektors zwischen den beiden
Massenpunkten zeigt. Tatsachlich haben viele Wechselwirkungskrafte diese Eigen-
schaft (Gravitationskraft, Coulombkraft). Unter der genannten Voraussetzung gilt
der Drehimpulssatz fiir Systeme von Massenpunkten,

dL
— =N -2
dt ’ (7.29)

oder in Worten:

Fiir Systeme mit inneren Zentralkraften ist die zeitliche Ableitung
des Gesamtdrehimpulses gleich der Resultierenden der Drehmo-
mente der aufleren Krafte.

Zu einem Drehimpulserhaltungssatz gelangt man nun, wenn das Drehmoment
N verschwindet:
L(t) = Lo, wenn N =0. (7.30)

Wichtige Beispiele fiir die Giiltigkeit des Drehimpulserhaltungssatzes sind:

- abgeschlossene Systeme (Fge) =0)

- Systeme, bei denen die aufleren Krafte Fge) Zentralkrafte mit einem gemein-
samen Kraftzentrum O fiir alle ¢ sind; dann verschwindet N beziiglich dieses
Zentrums O und L ist beziiglich des Aufpunktes O erhalten.

Um die Abhéngigkeit des Drehimpulses vom Aufpunkt zu studieren, fithren wir
eine Verschiebung des Aufpunktes um den festen Vektor a durch. Mit den Be-

—
zeichnungen r; = OTZ, ri = O'P; und a = OO' haben wir die Transformation
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und daher gilt fiir die Drehimpulse L’ beziiglich O’ und L beziiglich O die
Beziehung

L'=) m;(ri—a)xi;=L-axP. (7.32)
=1

Daraus folgt die Unabhingigkeit des Drehimpulses vom Aufpunkt in Bezugssys-
temen, in denen der Massenmittelpunkt ruht. Hinter diesem Ergebnis steht
eine naheliegende Zerlegung des Gesamtdrehimpulses in einen inneren und einen
aufleren Anteil. Wahlt man ndmlich statt des obigen festen Aufpunktes O’ den
(moglicherweise bewegten) Massenmittelpunkt als neuen Bezugspunkt, so gilt mit
(7.22,23)

L=> mR+r)x (R+#)=MRxR+L (7.33)
i=1

Der hier auftretende Drehimpuls L', der auf den Massenmittelpunkt bezogen ist,
ist der sogenannte innere Drehimpuls L(*) des Systems. Wir halten daher fest:

Im Bezugssystem des Massenmittelpunktes ist der Drehimpuls
beziiglich jedes Aufpunktes gleich dem inneren Drehimpuls.

Wenn man vom Drehimpuls eines Atoms, Atomkerns oder eines Elementarteilchens
spricht, meint man im allgemeinen den inneren Drehimpuls L),

Wir zerlegen das Drehmoment (7.27) in Analogie zum Drehimpuls (7.33) in
N=Rx Y F¥+3 rixF. (7.34)
i=1 i=1

Wegen der Giiltigkeit des Impulssatzes (7.2) heben sich im Drehimpulssatz (7.29)
die Zeitableitung des ersten Terms der rechten Seite von (7.33) und der erste
Term der rechten Seite von (7.34) gegenseitig weg. Fiir Systeme mit inneren
Zentralkriften folgt daher aus dem Drehimpulssatz (7.29) die Gleichung

L " )
- =3 "rixF, (7.35)
=1

die bei beliebiger, auch beschleunigter Bewegung des Massenmittelpunktes gilt.
Wir merken uns:

Fir Systeme mit inneren Zentralkraften ist die zeitliche Ableitung
des inneren Drehimpulses gleich dem Moment der aufleren Krafte
beziiglich des Massenmittelpunktes.

Das Moment der dufleren Krafte beziiglich des Massenmittelpunktes ist oft leichter
zu berechnen als das beziiglich anderer Aufpunkte. So gilt etwa in einem homoge-
nen Schwerefeld N = S"r! x m;g = S m;r, x g = 0 und deshalb ist der innere
Drehimpuls eines im homogenen Schwerefeld fallenden oder geworfenen Korpers
konstant.
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Grofle praktische Bedeutung hat der Drehimpulssatz fiir die Bewegung starrer
Korper, die wir im 3. Abschnitt dieser Vorlesung noch ausfiihrlich behandeln
werden. Hier wollen wir nur kurz die Rotation eines starren Korpers um eine feste
Achse durch seinen Massenmittelpunkt betrachten, die wir als z—Achse unseres
Koordinatensystems wahlen. Dann liegen die Geschwindigkeiten aller Punkte des
starren Korpers in der (z,y)-Ebene und haben den Betrag v; = [;w, wo I; den
Abstand des Punktes ¢ von der Drehachse und w die Winkelgeschwindigkeit
der Rotation bezeichnet. Die z—Komponente des inneren Drehimpulses ist dann

L, = Zmi Pw=0uw, (7.36)
i=1

wo O das Tragheitsmoment des Korpers beziiglich der Drehachse ist.

Zeitliche Konstanz des Drehimpulses L, ist gleichbedeutend mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w. Falls man allerdings durch innere Krafte, wenn
der Korper nicht starr ist, das Tragheitsmoment andern kann, mufl sich die
Winkelgeschwindigkeit entsprechend andern, damit der Drehimpuls konstant
bleibt (Drehschemelversuch, Pirouette).

In der Satellitentechnik benutzt man innere Kreisel, um kleine Drehimpulse des
Satelliten aufzufangen. Auf diese Weise verhindert man nicht nur unangenehme
Rotationen des Satelliten, sondern richtet ihn auch nach dem Fixsternhimmel aus.
Nach demselben Prinzip fallen Katzen bekanntlich immer auf die Fufle, indem sie
ihren Schwanz rotieren lassen.

Wir halten abschlielend fest, daf3 bei inneren Zentralkraften in abgeschlossenen
Systemen der Drehimpuls L erhalten ist. Dies liefert 3 weitere Integrale der Be-
wegungsgleichungen.

In einer Gesamtsicht der besprochenen Erhaltungssatze betrachten wir jetzt ein
System, fiir das alle diese Erhaltungssatze giiltig sind. Es waren fiir die Impulser-
haltung Abgeschlossenheit, fiir die Energieerhaltung konservative innere Krafte
und fiir die Drehimpulserhaltung innere Zentralkrafte erforderlich. Wir betrachten
daher jetzt ein abgeschlossenes System mit inneren Kraften F ;. j, die sowohl kon-
servativ als auch Zentralkrafte sind:
0 .
Fj(—k = _81'—']‘,‘/0’]‘:) (rjk), Fj(—k || rjk:, (rjk = I'j - rk). (737)
J
Wir fragen, was diese beiden Eigenschaften zusammen bedeuten. Mit analyti-
schen Mitteln kann man diese Frage beantworten, indem man den Gradienten in
Kugelkoordinaten schreibt:

ov 10V 1 oV

V= et 99 % reing 0y &

(7.38)

Der Gradient eines Potentials V' (r) hat folglich nur eine radiale Komponente genau
dann, wenn das Potential nicht von der Richtung des Vektors r abhangt, also eine
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Funktion allein des Betrages r(;iy = |r(jx)| ist. Wegen der Identitét Or ;i) /0r k) =
r(jk)/T(jk) = N(jk) (siehe Kapitel 4) erhalten wir dann

9 Vi)
Fjcr = ~ Org Vi) () = =572

* (k). (739)

Wir halten fest:

Konservative innere Zentralkrafte F;, ; leiten sich aus einem Po-
tential V(j7k)(r(jk)) ab, das nur vom Betrag des Relativvektors r;,
abhangt.

Ein anschaulicheres geometrisches Verstandnis fiir diesen Sachverhalt gewinnt man
aus der Uberlegung, daf unter den Annahmen (7.37) die Aquipotentialflichen, zu
denen der Gradient des Potentials immer senkrecht steht, Kugeln sein miissen.

Fiir ein abgeschlossenes System mit inneren Kréften vom Typ (7.39) gelten also
die folgenden Erhaltungssatze:

(1) Impulserhaltung (wegen F;_, = —Fj;), sechs Integrale,
R = RO + vp - t. (740)
(2) Energieerhaltung (wegen F;_j = —0V{; r)/0r(;i)), ein Integral,
mz 2
E= Z + Z ik (i) )- (7.41)
1<j<k<n

(2) Drehimpulserhaltung (wegen V(; »y = V(; k) (7(jk))), drei Integrale,

L= ZI‘,’ X m; vj. (742)

Wir haben damit insgesamt 10 Integrale der Bewegungsgleichungen gewonnen.

Man wird nun die Frage stellen, warum wir genau 10 Intergrale der Bewegungsglei-
chungen gewonnen haben. Wird man nicht durch geniigendes Nachdenken weitere
Integrale auffinden? Die Antwort auf diese Frage ist negativ, wenn man an allge-
meine Integrale der obigen Art denkt. Dies wurde 1887 von Bruns und 1889 von
Poincaré fiir das Dreikorperproblem gezeigt.

Warum es genau 10 allgemeine Integrale gibt, versteht man durch die Betrachtung
der Invarianzeigenschaften eines abgeschlossenen Systems. Wir nehmen unter Ver-
allgemeinerung von (6.2) Bewegungsgleichungen der Form

m;t; = Fi(r,...,rp;vy,...,vp3t) (i=1,...,n) (7.43)
an, die sich unter den folgenden Transformationen nicht andern sollen:
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(1) Zeittranslationen, t —t + tg
(<= F; hingt nicht von t ab)

(2) Raumtranslationen, r; > r; +a
(<= F; hingt nur von den Differenzen r; — ry ab)

(3) Galilei-Transformationen (im engeren Sinne), r; — r; + vo - ¢
(<= F; hingt nur von den Differenzen v; — v ab)

(4) Drehungen, r; — Dr;, v; — Dv;

Fiir Kréfte vom Typ (7.39) haben die Bewegungsgleichungen die genannten Invar-
ianzen.

Alle Transformationen, die sich durch Aneinanderreihung der obigen Transforma-
tionen ausfiihren lassen, lassen die Bewegungsgleichungen (7.43) unter den genann-
ten Bedingungen fiir die Krafte F; invariant. Fiihrt man in der Menge dieser Trans-
formationen das Hintereinanderausfithren als Produktoperation ein, so bildet diese
Menge eine Gruppe, die inhomogene Galilei-Gruppe, deren Elemente man
Galilei-Transformationen (im weiteren Sinne) nennt. Die Eigenschaft des Sys-
tems (7.43), unter allen Transformationen der Galilei-Gruppe invariant zu sein,
nennt man Galilei-Invarianz.

Man stellt nun fest, dal die oben aufgefithrten Transformationen sich durch ins-
gesamt 10 skalare Parameter charakterisieren lassen: tg, a, vg und die drei Pa-
rameter, durch die Drehungen parametrisiert werden (letzteres werden wir noch
ausfiihrlich beim starren Korper diskutieren). In mathematischer Terminologie ist
die Galilei-Gruppe eine 10—parametrige kontinuierliche Gruppe. Es gibt nun einen
allgemeinen Satz, das Noethersche Theorem (Emmy Noether, 1882-1935), nach
dem eine m-parametrige Invarianzgruppe eines physikalischen Systems die gleiche
Zahl von Erhaltungsgrofien zur Folge hat. Dieser Satz erklart somit, warum wir
es auf 10 Erhaltungsgrofien gebracht haben. Wir werden hier das Noethersche
Theorem nicht in seiner Allgemeinheit formulieren, sondern seine Schlufiweise an-
hand eines einfachen Beispiels demonstrieren. In Kapitel 11 werden wir jedoch auf
dieses Theorem zuriickkommen.

Wir betrachten das System (7.43) von Bewegungsgleichungen unter der Annahme,
dafl die Krafte sich aus einem geschwindigkeits— und zeitunabhangigen Potential
herleiten lassen:

0
Bri

Dieses Potential soll zunachst eine vollig allgemeine Funktion seiner n vektoriellen
Variablen sein. Es muf} sich insbesondere nicht aus einem aufleren Potential und
inneren Zweikorperpotentialen zusammensetzen. Wir gehen mit (7.44) also deut-
lich iber die bisher behandelten Falle hinaus. Ein solch allgemeines Potential
ist tatsachlich nicht nur von hypothetischem Interesse, sondern ergibt sich zum
Beispiel als effektives Potential, in dem sich die Atomkerne eines Molekiils be-
wegen, wenn man die Quantenmechanik der Elektronen in der sogenannten adia-
batischen Naherung behandelt.

Fi=—

V(ry,...,rp). (7.44)
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Ein Impulserhaltungssatz gilt mit (7.44) natiirlich nicht, da V' ja zum Beispiel
auBere Krifte enthalten konnte. Wir machen jetzt die zusétzliche Annahme der
Translationsinvarianz fiir V:

V(ri+a,...,rp+a)=V(ry,...,rp). (7.45)

Diese Forderung beinhaltet im iibrigen gleichzeitig die Galilei-Invarianz (im en-
geren Sinne), weil die Bewegungsgleichungen damit invariant unter allen zeit-
abhéngigen Verschiebungen der Form a = ag + vq - ¢ sind. Fiir Mehrkorperkrafte,
die in (7.44) enthalten sein kénnen, kann ein Reaktionsprinzip (2.2, 6.4) nicht for-
muliert werden. Die Translationsinvarianz ersetzt in dem hier vorliegenden Fall
das Reaktionsprinzip. Mit

PoYmi =Y =Y V()
i=1 i=1 i=1 "

0
:—%V(rl—}—a,...,rn_'_a)

(7.46)
=0

a=0

folgt aus (7.45) die Impulserhaltung. Dies ist ein typisches Beispiel fiir die Aussage
des Noetherschen Theorems.

Wenn man aus dem allgemeinen Potential (7.44) auf Drehimpulserhaltung schlie-
len mochte, ist der Begriff Zentralpotential durch die Eigenschaft der Rotations-
invarianz zu ersetzen, die fiir alle Drehungen D die Beziehung

V(Dry,...,Dr,) =V (r1,...,rp) (7.47)

fordert. Wir werden die Drehungen D im Zusammenhang mit den starren Kérpern
noch ausfiihrlich besprechen und werden dann in der Lage sein, ahnlich miihelos
von der Rotationsinvarianz auf die Erhaltung des Drehimpulses zu schlielen wie
oben von der Translationsinvarianz auf die Erhaltung des Impulses (siehe auch
Kapitel 11).

58



8. Zweikorperproblem und —streuung

In diesem Kapitel werden wir das allgemeine Zweikorperproblem besprechen.
Zunachst wollen wir untersuchen, welche Konsequenzen die Ergebnisse des letzten
Kapitels fiir ein Zweikorpersystem haben, das durch Bewegungsgleichungen vom
Typ (7.43, 7.44, 7.45, 7.47) beschrieben wird. Es gelte also

mit einer inneren Kraft der Gestalt

0
8I‘i

F, = ——V(|r; — ra|). (8.2)
Von den 12 fiir die vollstandige Losung erforderlichen Zeitintegrationen werden 10
durch die Erhaltungssatze geliefert. Es zeigt sich, dafl die letzten beiden immer
leicht durch zwei weitere Integrationen erhalten werden.

Tatsachlich erlaubt die Impulserhaltung eine elementare Zuriickfithrung des
Zweikorperproblems auf ein Einkorperproblem. Wir wissen namlich, wie die Be-
wegung des Massenmittelpunktes

miry + mors

R = (8.3)
mi + Mo

aussieht. Sie erfolgt nach (7.7) geradlinig gleichférmig;:
R(t) =Ro + Vo - t. (8.4)

Es liegt nun nahe, die Relativbewegung der beiden Massenpunkte zu studieren,
die durch den Vektor
r=rj; —ry (8.5)

beschrieben wird. Mit r(¢) wiirde man die Bewegung der beiden Massenpunkte
vollstindig kennen, weil man (8.3) und (8.5) eindeutig nach r; und r, auflésen
kann mit dem Ergebnis

ri =R+ ﬁr, ro =R — ™y (8.6)
m1 + me my + mo

Indem man F; = —F5 = —grad V(r) benutzt, erhilt man aus den Bewegungsglei-
chungen (8.1) fiir den Relativvektor die Bewegungsgleichung

r=—F ——Fy=—(—+ i)grad V(r). (8.7)

Mit der reduzierten Masse p, die durch

1 1 1
— = — 4+ —— oder pu= mime (8.8)
n mi ma mi + mo
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definiert ist, schreibt sich diese Bewegungsgleichung schlieilich als
pt = —grad V (r). (8.9)

Dies ist die Bewegungsgleichung eines Massenpunktes der Masse p in einem kon-
servativen Zentralkraftfeld. Die Losung solcher Probleme ist uns aus Kapitel 4
gelaufig.

An dieser Stelle wollen wir kurz auf das 3. Keplersche Gesetz (4.25) zuriickkommen,
das wir in Kapitel 4 unter der Annahme einer unendlichen Sonnenmasse formuliert
hatten. Wir konnen es jetzt mit der Kraftkonstanten & = G mq mo praziser fol-
gendermaflen angeben:

T? B 42 B 42
a3k G(myp+ms)

(8.10)

Das Verhiltnis 72 /a? ist also nur insoweit fiir alle Planeten gleich, als ihre Masse
my gegeniiber der Sonnenmasse mso vernachlassigt werden kann. Da die Masse des
massivsten Planeten Jupiter etwa tausendmal geringer als die Sonnenmasse ist,
liegt die Varianz der Konstanten im 3. Keplerschen Gesetz fiir das Sonnensystem
im Bereich 1073.

Nach Gleichung (8.6) vollfiihren beide Korper zur Relativbewegung r(¢) im geo-
metrischen Sinne dhnliche, mit den Faktoren ms/(mq + ms) und —mq /(my + ms)
skalierte Bewegungen um den Massenmittelpunkt. Dabei ist die Bewegung des
massiveren Korpers starker gestaucht als die des weniger massiven. Anhand des
Massenverhéltnisses my/mg = 0,00095, des Abstandes Dj_gs = 779 - 10° km und
des Sonnenradius Rg = 696 - 103 km schitzt man leicht ab, dafi der Massenmit-
telpunkt des Sonnensystems immer in unmittelbarer Nahe der Sonne liegt. Peri-
odische Schwankungen der Position der Sonne lassen auf die Existenz der Planeten
schliefen. Die Beobachtung solcher Schwankungen bei Fixsternen liefert die bisher
einzige Methode zum Nachweis ihrer Planeten.

Bei der Losung der Gleichung (8.9) wird man eine Energie und einen Drehimpuls
als formale Integrationskonstanten erhalten. Wir werden natiirlich an der genauen
physikalischen Bedeutung dieser Konstanten interessiert sein und stellen daher die
folgende Vorbetrachtung an. Aus (8.6) entnehmen wir die vom Massenmittelpunkt
aus gerechneten Ortsvektoren der beiden Massenpunkte, rj = mr und rf =
mr und kdénnen damit die innere kinetische Energie (siehe (7.24)) und
den inneren Drehimpuls (siehe (7.33)) des ZweikOrpersystems ausrechnen. Wir

erhalten mit M = my + mo

: mq mo mi , My mo , My 1 mims 7
T('L) 12 a2 — TPaN2).2 A TTPAIN2 02 2 o2 8].].
Tty 2 (ar) > )V =3 v oy (B
und .
L® = mir} x v + morh x vh = pr x v. (8.12)
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Die beiden zu (8.9) gehoérigen Erhaltungssitze konnen wir deshalb jetzt mit den
in (8.11) und (8.12) berechneten Grofien als

S 41707 + V() =10 + V) = B0 (8.13)
und
prio =L (8.14)

schreiben, wo L(#) die Komponente des Drehimpulses senkrecht zur Bahnebene
der inneren Bewegung ist. Aus diesen beiden ersten Integralen der Bewegungsglei-
chung (8.9) leiten wir dann in volliger Analogie zu Kapitel 4 die Bahngleichung
ab (siehe (4.16)) und erhalten mit u(yp) = 1

()2 1 ,

Wir werden diese Gleichung in der Form

d_‘P_[2“
du

(B — V(L)) -] (8.16)

FAGE )
weiterverwenden.

Wir haben oben die Losung des Problems der Relativbewegung noch einmal in
allen Einzelheiten angegeben, weil wir sie im folgenden auf das Problem der
Streuung zweier Massenpunkte aneinander anwenden wollen. Die Streuung von
Teilchen aneinander ist eine sehr wichtige Methode zur experimentellen Bestim-
mung von Wechselwirkungen, zum Beispiel in der Atom— und Elementarteilchen-
physik. Sie stellt dort eine unverzichtbare Erganzung zur Beobachtung gebun-
dener Bahnen dar, aus der wir hier bisher die Potentiale bestimmt haben, weil
man mit der Streuung grofle Abstandintervalle des Potentials tiberstreichen kann.
Ein Streuvorgang ist eine Bewegung, bei der die Teilchen aus grofler Entfernung
kommend einander nahekommen und sich nach der gegenseitigen BeeinfluBung
wieder voneinander entfernen. Die Relativbewegung kann dann zum Beispiel wie
in der folgenden Figur gezeichnet aussehen.




Die vorstehende Figur gibt qualitativ die Bahn fiir ein abstoflendes Potential
wieder, fiir das der Abstand r bis zu einem Minimalwert r,, abnimmt, der beim
Polarwinkel ¢,, erreicht wird. Danach wachst r wieder an, wobei dieser zweite
Bahnabschnitt aus dem ersten durch Spiegelung hervorgeht. Mit der Anfangsbe-
dingung ¢(u = 0) = 0 erhilt man durch Integration von (8.16) und mit u,, = 1/rp,

/ . (8.17)

V7 (B0 - (a)) —u?
Hier ist u,,, die Nullstelle der Wurzel im Nenner, an der nach (8.16) 4= = 0 gilt,
also 7 minimal und » maximal ist.

Fiir abstoflende Potentiale gilt immer ¢, < 7/2, so da§ das in der Figur gezeigte
Verhalten typisch ist. Tatsachlich kann man dieses aus der Anschauung gewonnene
Ergebnis leicht auch rechnerisch bestétigen. Mit —4%¥ > 0 (und V(oc0) = 0) gilt ja
0 < V(r) <V(rp) fir r > ry, oder V(1) < V(ufn) fur u < Uy, und daher

o / du B /“m du /1 de 7w
\/L<> (BO -v() —w Jo vun—ut Jo i-a? 2
(8.18)

Bei nicht durchweg abstoflenden Potentialen kann der Winkel ¢,, beliebig grofl
werden. Dies ist anhand der folgenden Figur leicht einzusehen, wenn man
sich an die Diskussion eindimensionaler Bewegungen in Kapitel 3 und an die
Zuriickfiilhrung von Bewegungen im Zentralpotential auf eindimensionale Bewe-
gungen in Kapitel 4 mit Hilfe des effektiven Potentials (4.14) erinnert. Wenn die
innere Energie E(® gleich einem Maximum des Potentials ist, divergiert das In-
tegral (8.17) und der Winkel ¢,, ist unendlich gro8. Fiir leicht héhere Energien
kann dann ¢,, beliebig grof} sein und die Teilchen kreisen beliebig oft umeinander,
bevor sie sich wieder voneinander entfernen. In der Streutheorie nennt man eine
solche Erscheinung Resonanz.

A
Veff (I)m>>T[ q)m:(l)

\

| £0)

Y

Wir verfolgen jetzt den Fall abstoflender Potentiale weiter. (Bei anziehenden Po-
tentialen wiirden im folgenden einige Vorzeichen zu dndern sein.) Als Streuwinkel
bezeichnet man den in der vorletzten Figur eingezeichneten Ablenkwinkel

O =m— 2. (8.19)
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Bei atomaren Streuprozessen ist nicht die gesamte Bewegung beobachtbar, sondern
nur der Streuwinkel. Der Streuwinkel hingt nach den Gleichungen (8.17) und
(8.19) von der inneren Energie und vom inneren Drehimpuls des Systems ab.
Die innere Energie des Systems ist durch die Relativgeschwindigkeit der beiden
Teilchen vorgegeben. Man schiefit typischerweise bei ruhendem Streuzentrum
(“target”) das zu streuende Teilchen mit der Geschwindigkeit v, aus groflem
Abstand (V(r) = 0) auf das Streuzentrum und gibt dem System damit die innere
Energie

B0 = K2 (8.20)

die wahrend des Streuvorgangs ja erhalten bleibt. Der innere Drehimpuls jedoch
hangt vom Stoflparameter s ab,

LY = psv,, (8.21)

und kann bei atomarer Groflenordnung von s nicht vorgegeben werden. Aus diesem
Grunde ist man bei Streuexperimenten auf statistische Aussagen angewiesen. Der
Streuwinkel © ist zwar eindeutig bestimmt durch den Stofiparameter s (und die
fest vorgegebene Geschwindigkeit v, ),

0 = 0(s), (8.22)

aber wir konnen den Wert von s nicht kontrollieren. Man nimmt daher an und
filhrt das Experiment so durch, dafl ein homogener Strom von Streuteilchen der
Geschwindigkeit v, auf das Streuzentrum trifft. Dieser Strom habe die Intensitat
(Stromdichte) I, die folgendermaflen definiert ist:

Die Stromdichte I ist die Zahl N der in der Zeit ¢ durch eine Flache
F (senkrecht zur Stromrichtung) tretenden Teilchen dividiert durch

die Zeit t und die Fliche F, I = .

Die Stromdichte hat die Dimension 1/Zeit - Flache. Die Zahl der Teilchen, die
pro Zeiteinheit mit Stolparametern zwischen s und s + As auf das Streuzentrum

treffen, ist dann gleich
An(s) =1 -2msAs. (8.23)

% sinE

AO
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Alle diese Teilchen werden Streuwinkel zwischen ©(s) und ©(s+As) = O(s) +AO
haben. (Fiir abstoflende Potentiale ist A©® negativ, wenn As positiv ist.) Wir be-
zeichnen den anhand der Polarwinkel ® und 1 von der Strahlrichtung aus gemesse-
nen Raumwinkel als = (0,v). Damit definieren wir nunmehr den differen-
tiellen Streuquerschnitt o(Q) folgendermafen:

Der differentielle Streuquerschnitt o(Q2) ist gleich der Zahl der pro
Zeiteinheit in ein Raumwinkelelement A{) um den Raumwinkel )
gestreuten Teilchen dividiert durch A() und die Intensitat I des
einfallenden Teilchenstroms.

Der differentielle Streuquerschnitt hat die Dimension einer Flache.

Fiir unser zentralsymmetrisches Potential hangt der Streuquerschnitt nicht vom
Winkel ¢ ab, 0 = 0(0©), und der Raumwinkel, in den die oben genannten An(s)
Teilchen gestreut werden, ist durch AQ) = 27sin© - (—A®) gegeben. Daher gilt
nach der obigen Definition des Streuquerschnitts

An(s)=1-0(0) - AQ = —271lc(0)sin® - AO. (8.24)
Aus den Gleichungen (8.23) und (8.24) erhalten wir im Limes As — 0 die Formel

s ds
o(©) = " sin® dO

(8.25)

fir den differentiellen Streuquerschnitt. In dieser einfachen Form gilt die
Formel (8.25) fiir abstofiende Potentiale, bei denen die Beziehung zwischen dem
Streuwinkel © und dem Stofparameter s monoton (fallend) ist. Bei nicht mono-
tonem Verlauf von O(s), wenn O(s,) = O mehrere Losungen s, hat, muf} iiber
alle diese Losungen summiert werden und man erhalt die allgemeinere Formel

Sn ds,
“®=> w6 | ®

n

. (8.26)

Wir wollen nun den Streuquerschnitt fiir den speziellen Fall zweier elektrisch
geladener Teilchen mit den Ladungszahlen z; und 22 berechnen, die miteinander
iiber das Coulombpotential

2129 62

V(r)= (8.27)

r
wechselwirken. Um die funktionale Beziehung zwischen dem Stofparameter s und
dem Streuwinkel ©® zu berechnen, untersuchen wir die Wurzel in der Gleichung

(8.17):

u—u?=/B—20u—u?=+\/B+a%— (u+a)?

=vV(B+a2)(1-22) mit z=

\/2uE(") .y 21 Zoe2

L2 L2 (8.28)

JFra
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Indem wir die hier definierte neue Integrationsvariable z in (8.17) substituieren,
erhalten wir das Resultat

/1 dz . T ) o' T O (8.29)
Om = = Tarcsing| = o -aresin —e——— = o — . (8
e ViTe o VB+ar 22
Wegen (8.19) entnehmen wir daraus die einfache Relation
© o © 1 B v L™ \ 2
sin — = ————— oder ctg’— = —lz—z(a ) 8.30
2 /B+a? 8797 sin? o a? 2129 €2 (8.30)
oder, indem wir die Wurzel ziehen und (8.21) benutzen, schliefilich
|21 29| €2 ©
s = T’Ug . Ctg; . (831)

Durch Einsetzen dieser Relation in die Formel (8.21) fiir den differentiellen Streu-
querschnitt erhalten wir somit den berithmten Rutherfordschen Streuquer-

schnitt

2129 e2>2 1

7 (8.32)

- — 5
Slni

o(0) = ( 2p02
fir die Coulombstreuung, urspriinglich abgeleitet fiir die Streuung von a—Teilchen
an Atomkernen und historisch bedeutsam fiir die Aufklarung der raumlichen Struk-
tur von Atomen. Man beachte die starke Divergenz o o« ©~* dieses Streuquer-
schnitts bei kleinen Streuwinkeln ® — 0. Sie resultiert aus der langen Reichweite
des Coulombpotentials, die dafiir verantwortlich ist, dafl Teilchen mit beliebig
groflen Stoflparametern sehr kleine, aber nicht verschwindende Streuwinkel be-
sitzen.

Erwahnt sei auch der Begriff des totalen Streuquerschnitts oder Wirkungs-
querschnitts oigta1:

Der totale Streuquerschnitt oy, ist gleich der Zahl der pro Zeit-
einheit gestreuten Teilchen dividiert durch die Intensitat des ein-
fallenden Teilchenstroms und damit gleich der Querschnittsflache
senkrecht zum Teilchenstrom, aus der Teilchen iiberhaupt gestreut
werden.

Fiir Potentiale, die erst bei unendlich grolem Abstand der Teilchen verschwinden
und die daher alle Teilchen (mit beliebigem Stofiparameter) streuen, ist der
Wirkungsquerschnitt immer unendlich grof. Fir Potentiale endlicher Reichweite,
die ab einem Abstand r = a verschwinden (V(r) = 0 fiir r > a), hat der Wirkung-
querschnitt offenbar den Wert

Ototal = T G°. (8.33)
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Durch Vergleich mit der Definition des differentiellen Streuquerschnitts ergibt sich,
dafl der totale Querschnitt gleich dem Raumwinkelintegral

Tiotal = //U(Q) dQ = 27r/a(@) sin © dO© (8.34)

iber den differentiellen Querschnitt ist. Durch Einsetzen der Formel (8.25) in
(8.34) bestitigt man fiir Potentiale endlicher Reichweite mittels

™ d a
Ototal = 27!'/ (—s(@)) . £ doe = 27r/ sds = ma? (8.35)
0 0

leicht die Formel (8.33).

Da fiir mechanische Probleme auf atomaren Langenskalen im allgemeinen nicht
die klassische Mechanik, sondern die Quantenmechanik zustandig ist, kann man
fragen, inwieweit die obige klassische Analyse von Streuquerschnitten relevant ist.
Sie werden in der Quantenmechanikvorlesung lernen, dafl der quantenmechanische
differentielle Streuquerschnitt fiir die Coulombstreuung (erstaunlicherweise) mit
dem in (8.32) angegebenen klassischen exakt {ibereinstimmt. Dies ist jedoch ein
Sonderfall. Im allgemeinen unterscheiden sich klassische und quantenmechanische
Streuquerschnitte durchaus. Insbesondere ist der totale Streuquerschnitt bei quan-
tenmechanischer Streuung endlich nicht nur fiir Potentiale endlicher Reichweite,

sondern fiir alle Potentiale, die bei grofien Abstédnden geniigend stark (starker als
r~2) abfallen.

e

r Tellchen 1

-

‘ o\ )
V2a N@ Via

- \J

Teilchen 2

wn

e
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Wir haben oben den Streuprozess anhand der Relativbewegung von Streuteilchen
und Streuzentrum diskutiert. Der dabei aufgetretene Streuwinkel © ist derjenige
Winkel, um den die Relativgeschwindigkeit v wahrend des Streuprozesses gedreht
wird. Anhand von Gleichung (8.6) und der vorstehenden Figur, die die Bewe-
gung beider Teilchen im Massenmittelpunktsystem darstellt, erkennt man,
dafl in diesem Inertialsystem beide Teilchen um den Streuwinkel © aus ihrer ur-
spriinglichen Bewegungsrichtung abgelenkt werden.

Das Laborsystem, in dem bei Experimenten der Streuvorgang beobachtet wird,
stimmt in den seltensten Fallen mit dem Massenmittelpunktsystem iiberein. In
vielen Féllen ruht das Streuzentrum (Teilchen 2) vor dem Streuprozess und das
Streuteilchen (Teilchen 1) wird mit der Anfangsgeschwindigkeit vy, auf das ru-
hende Streuzentrum geschossen. Daher bewegt sich der Massenmittelpunkt im
Laborsystem mit der Geschwindigkeit

m1 mq
= Vi = — Vig. 8.36
Vo mi + mo V1 M Vi ( )

Tellchen 1

Wahrend des Streuvorgangs wird nun, wie in der vorstehenden Figur gezeichnet,
das Teilchen 2 (Streuzentrum) beschleunigt. Deshalb wird das Streuteilchen im
Laborsystem um einen anderen Winkel ¢ als die Relativgeschwindigkeit v, die
um den Streuwinkel © gedreht wird. Die Bestimmung der Beziehung zwischen
diesen beiden Winkeln ist ein rein kinematisches Problem, zu dessen Losung wir

die Beziehung
V1:V0—{—V,1:V0—I—%V (8.37)
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aus Gleichung (8.6) heranziehen. Nach dem Streuprozess, wenn die potentielle
Energie wieder verschwindet (V' (r) = 0), gilt wegen der Erhaltung der inneren En-
ergie |ve| = v1 und daher v | = T2 v1, oder mit (8.36) schliefllich die Beziehung
vo/v], = m1/ma, die wir in Gleichung (8.38) benutzen werden. Die Vektoren v;,
und v, schliefien dann (d.h. nach dem Streuprozess) mit der Streuachse (der Rich-
tung von vq,) die beiden Winkel ¢ und © ein. Anhand der folgenden Figur, die
die geometrische Anordnung der Vektoren in (8.37) zeigt, erhalten wir nunmehr

das Ergebnis
v],sin © sin ©
tg) = ——=< = : 8.38
& V1, o8O + vy  cosO + 1 (8.38)

, _Mo
Vle_—M Ve

O

V1,C0SO

Die funktionale Beziehung zwischen den beiden Streuwinkeln ¥ und © ist in der
folgenden Figur fiir verschiedene Massenverhaltnisse veranschaulicht. Fiir sehr
massive Streuzentren, mo > mq, spielt die Bewegung des Streuzentrums offenbar
keine grofle Rolle und es gilt ¥ ~ ©. Fiir gleiche Massen, m; = mg, ist die rechte
Seite von Gleichung (8.38) gleich tg % und es gilt die einfache Beziehung ¢ =
©/2. Weiterhin macht man sich leicht klar, da§ fiir m; < mo der Streuwinkel im
Laborsystem immer monoton mit dem Streuwinkel im Massenmittelpunktsystem
von 0 auf = anwéachst. Fiir my > mg erreicht 9 jedoch nie den Wert /2 und fallt
fir ® — m wieder auf ¥ = 0 ab.

Tt
m.<<m
1 2
9 X m1<m2
m-/
n
2 —
\ m=m,
|
o~ | m1>m2
0 ©) T
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Im Falle m; < ms ist ¥ also eine monotone Funktion von © und jedem Intervall
A7 entspricht ein eindeutiges Intervall A©, in das die Teilchen in den beiden ver-
schiedenen Inertialsystemen gestreut werden. Wenn wir den differentiellen Streu-
querschnitt im Laborsystem mit o, () bezeichnen, gilt nach Gleichung (8.24) die
Teilchenzahlbilanz

2nlo(9)sin¥AY = 2710 (0) sin ©AO. (8.39)

Die Beziehung zwischen den differentiellen Streuquerschnitten im Labor— und im
Massenmittelpunktsystem ist deshalb durch

dcos®
or(¥) = o(0) TeosD (8.40)

gegeben. Fiir die Rutherfordstreuung von a—Teilchen an Heliumatomen (m; =
ms) erhilt man danach zum Beispiel, wenn man den Vorfaktor auf der rechten
Seite von Gleichung (8.32) mit o abkiirzt, wegen ¥ = ©/2

0<9< g). (8.41)

Das a—Teilchen wird hochsten um den Winkel 7/2 abgelenkt und wird niemals
zuriickgestreut.

Fiir m; > my mufl man in der (8.39) entsprechenden Bilanzgleichung wegen
der nicht monotonen Beziehung zwischen ¥ und © fiir jedes A¢ tiiber die bei-
den zugehorigen A©-Intervalle summieren, weil es genau zwei Winkel O (¢) und
©2(¥) gibt. Statt (8.40) erhilt man dann die Formel

)dcos@l_ ( )dcos@z
deosd V% dcosd

or(¥) =0a(0; (8.42)
Je grofler das Massenverhéltnis mq/my ist, um so kleiner ist der maximale
Streuwinkel ¥,,x im Laborsystem und um so starker ist die Streuung in
Vorwartsrichtung fokussiert. Der Streuquerschnitt oy divergiert nach Gleichung
(8.42) fiir den maximalen Streuwinkel ¥y ax.

Im Laborsystem hat das Streuteilchen nach dem Streuprozess einen Teil seiner ur-
spriinglichen kinetischen Energie an das Streuzentrum abgegeben. Man entnimmt
fir die Geschwindigkeit des Streuteilchens nach dem Stofl vi. aus der vorletzten
Figur mittels des Cosinussatzes die Gleichung

V2 = i, + v — 2v1.v0 cos ¥, (8.43)

aus der man mittels vg = T} v1, (siehe (8.36)) und der vor Gleichung (8.38) schon

einmal abgeleiteten Relation vy, = 77 v1, die quadratische Gleichung

VUle\ 2 my ,Vie miy —mg
(Ula) _2ﬁ(ula)COSﬁ+T —O (844)
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fir das Verhéltnis vie/v1, erhélt. Im Spezialfall gleicher Massen mq = mgy ent-
nimmt man daraus die einfache Losung

VUle

= cos 7. (8.45)
Vla

Diese Gleichung stimmt mit der Beobachtung iiberein, nach der das Streuteilchen

beim zentralen Stof8 (Stofiparameter s = 0 und ¥ = 7/2) seine gesamte kinetische

Energie an das Streuzentrum abgibt.

Die obigen I"Jberlegungen kann man fiir die Berechnung des mittleren Energiever-
lustes bei Streuprozessen nutzen, zum Beispiel bei der Streuung von Reaktorneu-
tronen am Moderator. Man hat dazu unter Benutzung des differentiellen Streu-
querschnitts o, (1) das Verhéltnis der kinetischen Energien Ti./T1, = (v1e/v14)?
iiber alle Streuwinkel zu mitteln.

Fiir die Analyse von Wechselwirkungen zwischen Elementarteilchen bei kurzen
Abstinden braucht man groSe innere Energien E(), da der kleinste erreich-
bare Abstand (bei repulsiven Potentialen) durch die Beziehung E®) = V (rmpin)
(L% = 0) gegeben ist. Zur Erreichung moglichst grofer E(® ist es nachteilig,
das Streuzentrum im Laborsystem ruhen zu lassen. Um dies zu verstehen, be-
trachten wir als Beispiel den Stof§ zweier Teilchen gleicher Masse m; = my = m
und nehmen an, wir seien in der Lage, die Teilchen im Laborsystem maximal auf
die Geschwindigkeit v, zu bringen, ihnen also die maximale kinetische Energie
E = 2 v? zu geben. Wir wollen die dadurch erzielbare innere Energie bei zwei

2
verschiedenen Streuexperimenten vergleichen:

(1) ein Teilchen ruht im Labor, das andere erhélt die kinetische Energie E,
(2) beide Teilchen werden mit der Geschwindigkeit v, aufeinander geschossen.

Die bei diesen Experimenten erzielten inneren Energien sind
m 1

P22

2 4 2 (8.46)
B =" (20,)? = 25 = 4B()
2 = 7 a) = = xlLy .

Im zweiten Experiment erreicht man also die vierfache innere Energie. Dies macht
verstandlich, warum man in den Hochenergielabors Teilchen in Speicherringen zur
Kollision bringt, indem man sie gegensinnig umlaufen 1a8t. Auch fiir die geplanten
Linearbeschleuniger der nichsten Generation ist diese Art der Versuchsanordnung
unerlafilich. Tatsdchlich wird bei hohen Geschwindigkeiten, wenn die Bewegung
mittels der relativistischen Mechanik beschrieben werden muf}, das Experiment
mit ruhendem Streuzentrum noch weit schlechter abschneiden, weil (8.46) dann
folgendermaflen zu modifizieren ist (c ist die Lichtgeschwindigkeit):

; E
EY = ,

1+ 505 +1 (8.47)
EY) = 2E.
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9. Eingeschrankte Bewegungen

In diesem Abschnitt behandeln wir Methoden zur Beschreibung von Punktsyste-
men, deren Massenpunkte Zwangsbedingungen unterliegen. Wir werden erken-
nen, dafl viele der Konzepte aus dem Kapitel 5, in dem wir eingeschrankte Be-
wegungen eines einzelnen Massenpunktes betrachtet haben, sich in offenbarer
Weise verallgemeinern lassen. Wie dort schon diskutiert, rufen Zwangsbedingun-
gen Zwangskrafte hervor, die zunichst nicht bekannt sind. Anstelle der Bewe-
gungsgleichung (5.2) erhalten wir hier fiir ein System von n Massenpunkten die n
Bewegungsgleichungen

mit; =F; +F, (i=1,...,n). (9.1)

Im folgenden werden wir eine Notation verwenden, die diese n Gleichungen in
eine einzige Gleichung zusammenfafit, wodurch die Formulierungen in diesem
Kapitel denjenigen in Kapitel 5 sehr dhnlich werden. Wir fithren dazu den 3n—
dimensionalen Konfigurationsvektor

X = (rla .- 'arn) - (xlaylazla .- 'amnaynazn) (92)

ein, der die Lage aller n Massenpunkte beschreibt. In analoger Weise definieren
wir die 3n—dimensionalen Kraftvektoren

Y = (Fy,...,F,), Y =(F, ....F.). (9.3)

Um die Massenfaktoren in (9.1) in eine Vektornotation zu iiberfiihren, miissen wir
die diagonale Massenmatrix

(ml 0 o ... 0 0 0\
0 mg 0 ... O 0 0
0 0 mpy ... O 0 0
M= s (9.4)
0 0 o ... m, O 0
0 0 o ... 0 m, O
\O 0 o ... 0 0 mn)

verwenden. Mit dieser Notation kénnen wir die n Bewegungsgleichungen (9.1) in
die einzige Gleichung

M-x=Y+Y" (9.5)
komprimieren, die groBe formale Ahnlichkeit mit der Gleichung (5.2) hat.

Der Begriff der virtuellen Verriickung aus Kapitel 5 1483t sich in naheliegen-
der Weise verallgemeinern. Jede infinitesimale Veranderung der Konfiguration x
laBt sich durch einen 3n—dimensionalen Vektor dx kennzeichnen. Die Zwangs-
bedingungen werden gewisse Veranderungen dx der Konfiguration verbieten.
Die bei festgehaltener Zeit — man erinnere sich daran, dal dieser Zusatz fir
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zeitabhéngige (rheonome) Zwangsbedingungen wesentlich ist — moglichen infinite-
simalen Verdnderungen dx sind die virtuellen Verriickungen. Die Zwénge, die wir
im Sinne haben, sollen auch hier keine Beschleunigungen in Richtung der virtuellen
Verriickungen bewirken, sondern nur virtuelle Verriickungen in anderen Richtun-
gen ausschliefen und im Falle rheonomer Zwange die Massenpunkte senkrecht zu
den momentanen virtuellen Verriickungen bewegen. Das bedeutet aber:

Die Zwangskrafte leisten keine Arbeit unter virtuellen Verriickungen,

oder in Formeln, in vollstandiger Analogie zu Gleichung (5.39):
JA' = §x.Y' = 0. (9.6)

Mit dem Punkt - wird hier wie im folgenden immer das Skalarprodukt zweier 3n—
dimensionaler Vektoren bezeichnet. Dieses Prinzip, nach dem die virtuelle Arbeit
der Zwangskrafte verschwindet, soll als eine Prazisierung des Begriffes der mecha-
nischen Zwangsbedingungen aufgefafit werden. Durch Kombination von (9.6) mit
der Bewegungsgleichung (9.5) entsteht sofort wieder das zu (5.40) analoge fiir alle
virtuellen Verriickungen giiltige d’Alembertsche Prinzip

dx- (Y — M%) = 0. (9.7)

Fiir Gleichgewichtssituationen, bei denen keine Beschleunigungen vorhanden
sind, folgt daraus in Analogie zu (5.41) das Prinzip der virtuellen Arbeit

5x-Y=0. (9.8)

Aus einer der einfachsten Anwendungen des Prinzips der virtuellen Arbeit fol-
gen die Hebelgesetze. Wie in der folgenden Figur gezeigt, erleiden die beiden
Massen m; und my bei einer kleinen Verringerung des Winkels ¢ um ¢ die ver-
tikalen Verriickungen §z; = —l; sin p dp und dz5 = I3 sin ¢ dp. Mit den vertikalen
Schwerkraftkomponenten —mig und —mesg fordert das Prinzip der virtuellen Ar-
beit —m1gdz; — mogdze = 0 oder die Gleichgewichtsbedingung

miy ll = My l2. (99)
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Als einfaches Anwendungsbeispiel zur Demonstration der Niitzlichkeit des d’Alem-
bertschen Prinzips betrachten wir die Atwoodsche Fallmaschine, bei der zwei
mit einem Seil der Lange [ verbundene Massen iiber ein Rad mit dem Radius a
gehangt sind. Fiir vertikale Bewegungen der Massen fordert das d’Alembertsche
Prinzip

(—m1 g — mlél) (521 + (—m2 g — ngg) 522 =0. (910)
Die Zwinge (konstante Seillinge) bewirken die Restriktionen dz; = —dz2 und
Z1 = —Z5. Damit erhalten wir sofort die Bewegungsgleichungen
.. . ma —my
3l=—8yg=—"4g, 9.11
' 27 my +may g ( )

die fiir nahezu gleiche Massen eine stark reduzierte Erdbeschleunigung ergeben,
die sich leichter messen lafit. Die Zwangskraft

. m
Fl,=m1% —F,=mi———g+mig=————g=2ug (9.12)
2

spannt den Faden.

Mm@ mz‘

Im folgenden werden wir zunachst wieder den Fall betrachten, dafl k holonome
Zwangsbedingungen

fux,t) =0 (p=1,...,k) (9.13)

vorliegen (siehe (5.1)). Die virtuellen Verriickungen 0x sind dann solche infinite-
simalen Verschiebungen des Konfigurationsvektors x, die bei festgehaltener Zeit
t mit den Zwangsbedingungen vertraglich sind. Sie erfiillen also die Bedingungs-
gleichungen

0fu

8X-5x:fux-5x:0 (L=1,...,k). (9.14)

73



Hierbei bezeichnet die partielle Ableitung nach dem 3n—dimensionalen Vektor x
den 3n-dimensionalen Gradienten grady der Funktion f,, den wir auch kurz als
fux schreiben. Wir werden annehmen, dafi die £ Zwangsbedingungen (9.13) in
dem Sinne unabhingig sind, da8 die k¥ Gleichungen (9.14) linear unabhéngige Be-
dingungen an die virtuellen Verriickungen stellen. Dann ist der Rang der (k,3n)—
Matrix (fux)u=1,...,k gleich k. Offenbar sind daher maximal £ < 3n unabhingige
Bedingungen moglich. Die virtuellen Verriickungen 6x stehen dann auf den k li-
near unabhangigen Vektoren f,x senkrecht und bilden einen Vektorraum Uy der
Dimension f = 3n — k, der das orthogonale Komplement des von den Vektoren
fux aufgespannten Vektorraums Uy ist (Uy = UJ%) Das d’Alembertsche Prinzip
sagt nun aus, dafl der Vektor Y —m x senkrecht auf dem Vektorraum Uy steht. Er
mufl dann also im orthogonalen Komplement dieses Vektorraumes liegen, d.h. im
Vektorraum Uy, und muf} sich aus den k Basisvektoren f,x dieses Vektorraumes

linear kombinieren lassen. Es mufl deshalb & Parameter Aq,..., A geben mit
k
Y - M-%= (A fux- (9.15)
pn=1

Wir haben damit natiirlich auch die Zwangskrafte

k
Y =) A fuxe (9.16)
pn=1

auf die k Lagrangeparameter A, zuriickgefiihrt.

Die Gleichungen (9.13) und (9.15) sind die Lagrangeschen Bewegungsglei-
chungen 1. Art fiir das vorliegende Problem der eingeschrankten Bewegung
von n Massenpunkten. Durch die kompakte Notation haben wir eine weitge-
hende Ubereinstimmung mit den entsprechenden Gleichungen fiir einen einzigen
Massenpunkt aus Kapitel 5 erzielt. Das Losungsverfahren ist daher ebenfalls vollig
analog zu dem in Kapitel 5 beschriebenen Verfahren (siehe (5.4-7)), wobei die
Eindeutigkeit der Losung wesentlich auf der linearen Unabhangigkeit der k& 3n—
dimensionalen Vektroen f,x beruht. Wir fassen wie Losungsschritte noch einmal
in der hier benutzten Notation zusammen:

1. Man differenziert die holonomen Zwangsbedingungen (9.13) nach der Zeit,

d IS _
afl/(xat)_fvx X+ ot =0 (V—l,...,k). (917)

2. Man differenziert ein zweites Mal und erhalt
2

Ff,,(x,t) = fux- X+ R, (x,%,8) =0 (v=1,...,k), (9.18)
wobei
2
R, (x(t),x(t),t) = (x - grad,)(x - grad,) f, + 2 (% - gradx)% + 88;;” (9.19)
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wieder alle Terme der Ableitung von (9.17) zusammenfafit, die die Beschleu-
nigung X nicht enthalten.
3. Man setzt X aus (9.15) in (9.18) ein und erhélt

k
S (fox M i) My = —fux MY R, (v=1,...,k). (9.20)
u=1

Die (k x k)-Matrix f,x M™!f,x ist wegen der linearen Unabhéngigkeit der k
Tangentialvektoren f,x und der Positivitat der Massenmatrix M invertierbar.
4. Man 16st das lineare Gleichungssystem (9.20) nach den Lagrangeparametern
A, auf setzt die Losung A, (x, X, t) in die Bewegungsgleichung (9.15) ein.
5. Man lost die Bewegungsgleichung mit nunmehr explizit bekannten Zwangs-

kraften unter Benutzung von Anfangsbedingungen, die die Gleichungen (9.13)
und (9.17) erfiillen.

Eine zweite Moglichkeit zur Behandlung der durch die holonomen Zwangs-
bedingungen (9.13) eingeschrinkten Bewegungen besteht auch hier wieder in
der Einfithrung von generalisierten Koordinaten. Die Punkte x des 3n—
dimensionalen Konfigurationsraumes, die die Zwangsbedingungen (9.13) erfiillen,
bilden eine f-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine solche Mannigfaltigkeit kann
durch f Koordinaten qi,...,qs parametrisiert werden, die wir generalisierte Ko-
ordinaten nennen und in dem f-dimensionalen Vektor q zusammenfassen. Die
Konfigurationen

x = x(q,t) (9.21)

durchlaufen die Mannigfaltigkeit, wenn die generalisierten Koordinaten q ein
gewisses Gebiet des f—dimensionalen Raumes durchlaufen. Die f Vektoren 0x/dq;
(¢ = 1,...,f) sind Tangentenvektoren an die Mannigfaltigkeit. Um die Un-
abhangigkeit der generalisierten Koordinaten zu garantieren, nehmen wir wie in
Kapitel 5 an, daf die Tangentenvektoren linear unabhangig sind. Es gilt die Iden-
titat

fulx(q,t),t) =0 (p=1,...,k), (9.22)

d.h. die Zwangsbedingungen sind in den generalisierten Koordinaten q identisch
erfiillt. Aus dieser Identitat folgen durch Differentiation nach g; die Gleichungen

fu_fux-aq =0 (i=1,...,f;u=1,...,k), (9.23)

die noch einmal deutlich machen, daf die f Tangentenvektoren 0x/d¢; den Un-
terraum Uy der virtuellen Verriickungen dx aufspannen. Tatsachlich konnen wir
hier die virtuellen Verriickungen mittels

ox = Z 8% (9.24)
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durch infinitesimale Anderungen 0q; der generalisierten Koordinaten ausdriicken.
Aus dem d’Alembertschen Prinzip (9.7) folgern wir hiermit in Analogie zu Glei-
chung (5.13) die f Bewegungsgleichungen

0x . 0x
. X = .
dq; dq;

Y (i=1,....f) (9.25)

aus denen die Zeitabhingigkeit der f generalisierten Koordinaten g¢;(¢) bestimmt
werden kann.

Wir werden diese Bewegungsgleichungen, wiederum in Analogie zu Kapitel 5, im
folgenden auf eine bequemere, suggestivere Gestalt bringen. Aus (9.21) folgt in
Analogie zu (5.14), daf§ die 3n—dimensionale Geschwindigkeit

f
ox ox
— ¢+ — 9.26
oy (9-26)
eine lineare Form in den generalisierten Geschwindigkeiten ¢; ist. Wir werden
auch hier zwei zu (5.20) und (5.21) analoge Identitdten brauchen. Die erste folgt
leicht aus (9.26) und lautet

ox  0x
= 9.27
0¢;  0g; (9-27)
und die zweite ergibt sich aus einer kurzen zu (5.21) analogen Rechnung als
d  0x 0x
— = . 9.28
dt (8%) 8(],' ( )
Die linke Seite der Bewegungsgleichungen (9.25) wird nun umgeformt in
ox . d, ox . d  Ox . d, o0x . ox .
dq; 'X_a(aqz"M.x)_%(aqz')' .X_E(aéi.M'x)_aqi.M'x
d 0 1, . 0o 1, .
(9.29)
Wir identifizieren den in (9.29) auftauchenden Ausdruck
1 o
. . . 7 .9
T_EX.M.X_;T%. (9.30)

als die gesamte kinetische Energie des hier betrachteten Massenpunktssys-
tems, die wegen (9.26) auch hier eine quadratische Form in den generalisierten
Geschwindigkeiten ist. Wenn wir die rechten Seiten der Bewegungsgleichungen
(9.25) als generalisierte Krafte

Qi =

5o Y (9.31)
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bezeichnen, haben wir diese Gleichungen auf die Form

4T 9T
dt9g;  dq;

Qi (9.32)

gebracht, die man wieder Lagrangesche Gleichungen 2. Art (im weiteren
Sinne) nennt.

Fiir konservative Krifte, die sich aus einem Potential V' (x,t) als

0
Y =5 V(x1) (9.33)

herleiten, lassen sich auch die generalisierten Krafte vereinfacht darstellen, weil
fiir V(x(q, t), t) nach der Kettenregel

ov

Qi =— 94, (9.34)

folgt. Fihrt man nunmehr die Lagrangefunktion
L=T-V (9.35)
ein, so schreiben sich die Lagrangegleichungen 2. Art (im engeren Sinne) als

doL oL
dt 8g; 0q;

(i=1,...,f). (9.36)

Fiir ein einfaches Beispiel der Bequemlichkeiten, die die Verwendung generalisierter
Koordinaten und der Lagrangefunktion mit sich bringen, kommen wir noch ein-
mal auf die Atwoodsche Fallmaschine zuriick. Die konstante Fadenliange [
wird durch die holonome Zwangsbedingung z; + 23 + 1 — ma = 0 beriicksichtigt.
Als generalisierte Koordinate konnen wir zum Beispiel ¢ = z; wéihlen, worauf
mit der Zwangsbedingung 2o = ma — | — ¢ gilt. Die Lagrangefunktion des
Zweikorpersystems ist durch
mi .o ms .o

L= 7Z1 + 722 —MmMi1g 21 — Mag 2

mi1 + mso .
= %f—(ml—mz)gq—ng(m—l)

(9.37)

gegeben, wobei wir in der zweiten Zeile die Massenpunktkoordinaten z; und zs
durch die generalisierte Koordinate g ausgedriickt haben. Die Lagrangegleichung
2. Art ergibt sich damit sofort als (vergleiche mit (9.11))

(m1 + mz) q + (m1 — mz) g = 0. (938)

Als zweites Beispiel betrachten wir zwei Massenpunkte, die durch eine Stange der
Lange [ mit vernachlassigbar kleiner Masse zu einer Hantel verbunden sind und
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sich im homogenen Schwerefeld der Erde bewegen. Die sechs Freiheitsgrade der
beiden Massenpunkte sind durch die Zwangsbedingung vorgegebenen Abstands auf
fiinf reduziert. Als generalisierte Koordinaten wéahlt man geschickterweise die drei
kartesischen Massenmittelpunktskoordinaten xg, yo und zy sowie zwei Polarwinkel
¥ und ¢, die die Ausrichtung der Hantelachse kennzeichnen.

V4

Mit 1y /5 = mj/j/ L1 (M = my + my) ergibt sich fiir die Parametrisierung der karte-

sischen Massenpunktkoordinaten durch die generalisierten Koordinaten
l']_/Q = X9 + 11/2 Sil’l’lgCOS(‘D
Y1/2 = Yo £ Iy /2 sind sin ¢ (9.39)
21/2 =2y + 11/2 cos .
Die kinetische Energie der Hantel ist
T=T+T,= 7€) 4 7

M2 mi + Mo

T(e) = U = T(a‘c% + 95 + £5)
» ) _ (9.40)
76 — %uf 4 %Ug = S (m1 12 + my 12)(9? + sin9 $?)
e .
— 5(192 + sin?¥ ¢?),

wobei Gleichung (1.17) verwendet und das Trégheitsmoment der Hantel zur
Abkiirzung © genannt wurde. Die potentielle Energie

V =Vi+ Vo =mygz1 + magzo = Mgzg + (myly — mala)gcosd = Mgzg (9.41)

hangt nur von der Hohe z; des Massenmittelpunktes ab. Die Lagrangefunktion
der Hantel lautet also

M e .
L=T-V= 7(533 + g2+ 22) + 5(192 + sin?9 p?) — mgzo. (9.42)
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Man sieht, wie die geschickte Wahl der generalisierten Koordinaten zu einer
Entkopplung zwischen Massenmittelpunkts— und Winkelkoordinaten in der La-
grangefunktion fiihrt. Es folgen nun die fiinf Bewegungsgleichungen

Mzog=0
Myo=0

N (9.43)
OY9— 0O ¢?sindcosy =0

d

%(@ $sin® ) = 0.

Man erkennt, dafl der Massenmittelpunkt sich im freien Fall bewegt, wahrend die

Hantelrotation von dieser Bewegung iiberhaupt nicht beeinflufit wird. Aus der
letzten Bewegungsgleichung lesen wir sogleich eine Erhaltungsgrofle ab,

L® =@ ¢sin? 9, (9.44)

wobei L() als die Komponente des inneren Drehimpulses in Richtung der Po-
larachse identifiziert werden kann. Eliminiert man nun ¢ aus der vierten Bewe-
gungsgleichung mit Hilfe von (9.44), so erhélt man mit

- cosd L o
O -0—(—) =0 9.45
sin®¥ ( O ) ( )
eine reine Differentialgleichung fir die Koordinate ¢). Sie kann nach Multiplikation
mit ¥ einmal integriert werden und ergibt eine zweite Erhaltungsgrofle,

0 — O g2y (LY

E 5 (9% + (5 Sin19)2), (9.46)

die die Bedeutung der inneren Energie der Hantel hat. Man kann sich die
Bestimmung dieser beiden Erhaltungsgrofien und die weiteren Losungsschritte
sehr erleichtern, wenn man die Wahl der Polarachse in geeigneter Weise an An-
fangsbedingungen anpafit. Im Massenmittelpunktsystem betrachtet zeichnen die
Hantelachse und die Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt ¢y eine Ebene aus, die
momentane Rotationsebene der Hantel. Wahlt man nun die Polarachse orthogonal
auf dieser Ebene, so gilt 9(tg) = /2 und 9(¢o) = 0 und die vierte Bewegungsglei-
chung in (9.43) impliziert, daf der Polarwinkel ¢ fiir alle Zeiten den Wert /2
haben wird. Aufgrund dieser Vereinfachung kann man nun (9.44) leicht nach der
Zeit integrieren und erhalt die Losung

()
C)

p(t) = ¢(to) + —5-(t —to)- (9-47)

Die Hantel rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine raumfeste Achse.
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Die oben diskutierte Hantel ist ein Beispiel fiir einen starren Korper. Ein starrer
Korper besteht aus n Massenpunkten, die starr miteinander verbunden sind. Der
erste Massenpunkt hat drei freie Koordinaten. Der zweite Massenpunkt kann
durch zwei Winkel wie bei der Hantel beschrieben werden. Der dritte Massenpunkt
kann, falls er nicht auf der durch die Hantel definierten Geraden liegt, noch um
die Hantelachse rotieren und der vierte Massenpunkt hat dann uberhaupt keine
Freiheit mehr. Daher kann die Bewegung jedes starren Korpers durch sechs ge-
neralisierte Koordinaten parametrisiert werden, falls er nicht linear ist, durch fiinf
im linearen Fall. Wir werden eine geeignete Wahl der generalisierten Koordinaten
spater besprechen.

Fiir holonome Zwangsbedingungen haben wir gezeigt, wie Bewegungsgleichungen
in Form von Lagrangegleichungen 1. oder 2. Art aufgestellt werden konnen. Wir
werden jetzt anhand eines Beispiels einen interessanten Typ nicht—holonomer
Zwangsbedingungen kennenlernen, fiir den es keine generalisierten Koordinaten
gibt.

Wir betrachten zwei Rédder vom Radius R, die durch eine Achse der Lange [
drehbar miteinander verbunden sind und auf einer Ebene gleitfrei rollen. Die
moglichen Zustande dieses Systems kann man durch folgende Angaben kennzeich-
nen: die kartesischen Berithrungskoordinaten (z1,y;) und (x2,ys), an denen die
Rader die Ebene beriihren und zwei von festen Stellen auf den Radumfiangen
aus gemessene Winkel ¢; und ¢s, die die Beriihrungspunkte auf den Radern
parametrisieren.

N XY XY

Diese sechs Parameter sind natiirlich nicht unabhangig voneinander. Es gilt
zunachst die holonome Zwangsbedingung

(z1 — 22)* + (y1 —2)° = 1%, (9.48)

die es erlaubt, die vier kartesischen Koordinaten durch drei Parameter zu ersetzen.
Wir wahlen als Koordinaten die Mittelpunktskoordinaten der Radachse

. T1+ T2 Lty
Lo = 9 y Yo = 9

(9.49)
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und den Winkel 1}, den die Radachse mit der z—Achse der Ebene einschliefit. Mit
diesen Parametern gilt dann

[ [
l']_/Q = X9 + 5 COS ’19, y1/2 = Yo + 5 sin 1. (950)

Eine Anderung dieser drei Parameter wird durch eine Anderung der beiden Winkel
1,2 bewirkt. Man macht sich leicht klar, daf} gleiche Anderungen von ¢; und ¢,
nur den Massenmittelpunkt verschieben, wahrend gegensinnige Anderungen nur
den Orientierungswinkel 1} beeinflussen. Es gilt genauer

und A A
Axg = Rsind w
(9.52)
A A
Ayo = —Rcos y

Aus (9.51) folgt offenbar die weitere holonome Zwangsbedingung
[Y¥ — R (p1 — p2) = konstant, (9.53)

durch die die Koordinate ?} eliminiert werden kann. Die infinitesimalen Zwangs-
bedingungen (9.52) sind jedoch nicht aus holonomen Zwangsbedingungen ableit-
bar. Um dies zu zeigen, ersetzen wir die beiden Winkel ¢ 5 durch die Variablen
v+ = (p1 £ ¢2)/2 und nehmen an, es gebe eine holonome Zwangsbedingung der
Form

f(zo, Y0, p4,9-) =0, (9.54)

die mit (9.52) konsistent sei. Dann mufl die Differentialform zu (9.54) eine Line-
arkombination der beiden infinitesimalen Beziehungen in (9.52) sein. Es muf} also
zwei Funktionen A/, (0, yo, ¢+, ¥—) geben mit

of of of
L Azo+ 2L Ayo+ LA+~ Ap_ =
R e P PR (9.55)

hy (Azg — Rsind Apy) + hy (Ayo + Rcosd Ap,) = 0.

Durch Koeffizientenvergleich lesen wir daraus die folgenden Beziehungen ab:

of _

— h,
3;80

ai’f (9.56)
—— = hy Rcos?Y — h; Rsin?

dpy

of
—Bgo_ = 0.

81



Die vierte, erste und zweite Gleichung in (9.56) implizieren die Unabhingigkeit
der Funktionen f, h, und hy von der Variablen ¢_. Die rechte Seite der dritten
Gleichung hingt aber wegen (9.53) iiber die Variable ¢ von ¢_ ab, es sei denn,
die Funktionen h, und h,, und damit auch die Funktion f, verschwinden. Damit
ist die angenommene holonome Zwangsbedingung (9.54) ad absurdum gefiihrt.

Wir haben hier also ein System, in dem die infinitesimalen Anderungen aller Vari-
ablen durch die der beiden Variablen ¢; und s festgelegt sind. Man sagt in
diesem Falle, das System habe zwei Freiheitsgrade im Kleinen. Der Zustand
des Systems 1aflt sich aber trotzdem nicht durch zwei generalisierte Koordinaten
beschreiben, sondern es hat vier Freiheitsgrade im Groflen.

14 v 3
2
Y3

Dal der Massenmittelpunkt tatsachlich keine eindeutige Funktion der beiden
Winkelvariablen ¢;/5 ist, kann man auch durch die oben skizzierte Folge von
Bewegungen verstehen:

(1) Man rollt zunichst das Rad 1 unter Festhaltung des Rades 2 ein Stiick weiter
unter Verkippung der Radachse.

(2) Man rollt dann das Rad 2 unter Festhaltung des Rades 1 um den gleichen
Weg weiter, bis die Radachse wieder die urspriingliche Richtung hat.

(3) SchlieBlich rollt man beide Réder bei fester Achsenorientierung zuriick, bis
die Winkel ¢; und ¢4 die alten Werte haben.

Man kann offenbar den Massenmittelpunkt beliebig verschieben und die Winkel
1 und @9 auf ihre Anfangswerte zuriickfiihren.

Das obige Beispiel steht fiir eine grofie Klasse nicht—holonomer Zwangsbedingun-
gen, die sich folgendermaflen beschreiben lassen. Wir nehmen an, wir hatten schon
alle holonomen Zwangsbedingungen durch die Wahl von fs generalisierten Koor-
dinaten q = (g1,...,¢f,) beriicksichtigt. Es seien dann k weitere differentielle
Zwangsbedingungen

fn(qat)'Aq+fn(qat)At:0 (H': 15--'ak) (957)

vorhanden, wobei die f, Vektoren der Dimension fg sind. Diese differentiellen
Zwangsbedingungen kann man auch als lineare Gleichungen

f.(q,t)-a+ fu(a,t) =0 (k=1,...,k) (9.58)
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fir die generalisierten Geschwindigkeiten schreiben. Die virtuellen Verriickungen
erfiillen dann die Bedingungen

f.-0q=0 (k=1,...,k). (9.59)

Man tiberpriift nun leicht, daf§ alle unsere ﬁberlegungen, die wir zu den Lagrange-
gleichungen 1. Art und deren Losung angestellt haben, sich hier vollstandig wieder-
holen lassen. Die holonomen Zwangsbedingungen (9.13) waren dafiir ndmlich gar
nicht notig. Die Gleichungen (9.59) und (9.58) entsprechen dabei den fritheren
Gleichungen (9.14) und (9.17). Wenn die k Vektoren f,; linear unabhéngig sind,
hat das System fx = fg — k Freiheitsgrade im Kleinen.

Die Untersuchung, ob die k differentiellen Zwangsbedingungen keine weiteren
holonomen Zwangsbedingungen enthalten, fiihrt wie im obigen Beispiel auf par-
tielle Differentialgleichungen fiir die Koeffizienten f,; und f..

Wihrend Lagrangegleichungen 1. Art fiir die Behandlung von Systemen mit nicht—
holonomen differentiellen Zwangsbedingungen anwendbar sind, ist die Ableitung
von Bewegungsgleichungen aus einer Lagrangefunktion nicht moglich.
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10. Das Hamiltonsche Prinzip

Nachdem wir im letzten Kapitel mit dem d’Alembertschen Prinzip ein Differ-
entialprinzip zur Aufstellung von Bewegungsgleichungen kennengelernt haben,
werden wir in diesem Kapitel ein Integralprinzip besprechen, das gleichfalls
ein grundlegendes Prinzip der analytischen Mechanik darstellt. Wir beginnen
zunachst mit einem Exkurs in die mathematischen Grundlagen der Variations-
rechnung.

Die Variationsrechnung behandelt die Problematik, Extrema von Funktionalen
zu finden. Ein Funktional ist eine Abbildung einer Menge von Funktionen in eine
Zahlenmenge, ordnet also jeder Funktion eine (bei den hier benutzten Anwendun-
gen reelle) Zahl zu. Eine wichtige Klasse von Funktionalen 148t sich durch Integrale
darstellen. Gehore etwa die y(z) zur Menge der auf dem Intervall z; < z <
stetig differenzierbaren Funktionen C und sei F(y, z,z) eine gegebene integrable
Funktion ihrer Variablen, dann ist die Abbildung

T2

I[y(ac)] = / F(y(ac),y'(ac),;v) dx (10.1)

1

ein Funktional auf C. Typische Variationsprobleme bestehen darin, diejenige Funk-
tion y(z) aus einer gewissen Untermenge von C zu finden, die das Funktional
minimal oder maximal macht. Die Untermenge von C wird dabei im allgemeinen
durch Rand- oder Nebenbedingungen an die Funktion y(z) gekennzeichnet.

Als historisch prominentes Beispiel fiir ein Variationsproblem sei das Brachisto-
chronenproblem genannt, mit dem Johann Bernoulli 1696 die Variations-
rechnung begriindete. Gesucht ist bei diesem Problem die Bahn, die ein Massen-
punkt im Schwerefeld der Erde durchlaufen soll, damit er bei verschwindender
Anfangsgeschwindigkeit am schnellsten vom Anfangspunkt (0,0) zum Endpunkt

(o, y0) gelangt.
Xo

.
X

mg

Yo
Yy

Ein Wegelement lings der Bahn ist As = /(Az)? + (Ay)?2 = /1 + y'2 Az und

die Geschwindigkeit ist aufgrund des Energiesatzes %ﬁ = mgy durch v = /29y
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gegeben. Daher gilt fir die Fallzeit die Formel

As 14—y’2
= 10.2
T Z / 29y (10.2)

Dieses Funktional ist mit den Randbedingungen y(0) = 0 und y(zo) = yo zu
minimieren.

Ein zweites klassisches Variationsproblem ist das Kettenlinienproblem: Eine
Kette (oder ein beliebig flexibles Seil) der Lange [ ist an seinen Endpunkten im
Schwerefeld der Erde aufgehangt. Welche Form nimmt die Kette im Gleichgewicht
an?

Dieses Problem geht man am einfachsten an, indem man die potentielle Energie
V der Kette minimiert. Wenn p die Massendichte der Kette pro Langeneinheit
ist, gilt fiir die in der folgenden Figur gezeigte Anordnung mit Al = /1 + y'? Ax
sehr analog zu (10.2) die Formel

V= —,ug/ yv1+y?de. (10.3)

Hier ist auch eine der Nebenbedingungen, die die Kettenlange festlegt, durch ein
Funktional gegeben:

y(+a) =0, [ = /a V1+y?de. (10.4)
—a a

X

Al

vy

Mit dem dritten Beispiel wollen wir andeuten, dafi das in (10.1) benutzte Symbol
y auch mehrere Funktionen (oder eine vektorwertige Funktion) bezeichnen kann.
Wir suchen die kiirzeste Kurve, die zwei gegebene Punkte r; und rs verbindet.

ro
Ar
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Wenn r(s) eine beliebige differenzierbare Kurve ist, die die Nebenbedingungen
r(s1) = r; und r(ss) = ro erfiillt, erhalten wir fiir die Linge L dieser Kurve das
Funktional

L:/ |r'(s)|ds:/ Va2 +y'? + 22 ds. (10.5)

In entsprechender Verallgemeinerung von (10.1) betrachten wir im folgenden das
Funktional

Ily] = /wzF(y(m),y'(ac),;r;) dzx (10.6)

1

unter den Nebenbedingungen

y(z1) = y1, y(z2) = y2, (10.7)

wobei das Fettschriftsymbol y einen Vektor der Dimension n bezeichnen soll.

Wir werden jetzt eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum des Funktionals
(10.6) mit den Nebenbedingungen (10.7) ableiten. Wir betrachten dazu zu einer
vorgegebenen Funktion y(z) benachbarte Funktionen

y(2) = y(z) + 0y(z) = y(2) + en(). (10.8)

Hier ist 17 ebenfalls eine vektorwertige Funktion und € eine diagonale n x n—-Matrix
mit den Diagonalelementen 61"@:1 n) SO daB dy;(z) = €;ni(x) gilt. Die Varia-
tionen dy(z) sind beliebige stetig differenzierbare Funktionen, die die Randbedin-
gungen

dy(z1) = dy(z2) =0, d.h. m(z1) =n(z2) =0, (10.9)

erfiillen miissen, damit mit y auch y die Nebenbedingungen (10.7) erfiillt. Damit
die Funktion y(z) ein Extremum des Funktionals (10.6) ist, sollte die gewdhnliche
Funktion I(e) = I[y] bei € = 0 ein Extremum haben. Wir erhalten daher die
notwendigen Bedingungen

ol 72 OF OF .

1

Um aus (10.10) weitere Schlufifolgerungen ziehen zu kénnen, fiihren wir am zweiten
Term im Integral eine partielle Integration durch:

" oF OF omas [T d OF
/961 8—%772(3:) dx = (8—% 0i(2))|p—q, — /ml [5(8—%)] ni(z) dz. (10.11)

Hier verschwindet der erste Term auf der rechten Seite wegen der Randbedingun-
gen (10.9) und wir erhalten anstelle von (10.10)

*»2 9F d ,OF :
/ (8y.—%(8—y,’))m($)dm:0 (i=1,...,n). (10.12)

86



Da die Variationen 7;(z) bis auf die Einschrinkungen (10.9) beliebig sind, kann
man daraus auf das Verschwinden der Vorfaktoren schliefen. Damit alle diese
Schliisse mathematisch korrekt sind, mufl ausreichende stetige Differenzierbarkeit
der beteiligten Funktionen y und F' vorausgesetzt werden. Als notwendige Be-
dingungen fiir ein Extremum des Funktionals (10.6) unter den Nebenbedingungen
(10.7) erhalten wir daher die Eulerschen Differentialgleichungen (Leonhard
Euler, 1707-1783)

i(a_F) _OF _
dx 0y, oy;

0 (i=1,...,n). (10.13)

Die Eulerschen Differentialgleichungen sind genau dann erfiillt, wenn das Funk-
tional bei Variation der Funktionen y um dy keine in dy lineare Anderung erféhrt.
Man nennt diese lineare Anderung

1= [ G oy + g bv(@) do =[50~ 2 20) byl da (1014

1 1

auch die erste Variation des Funktionals. Dieser Begriff entspricht dem Be-
griff des totalen Differentials bei Funktionen von endlich vielen Variablen. Das
Verschwinden der ersten Variation ist also eine notwendige, aber natiirlich keine
hinreichende Bedingung dafiir, dafl ein Funktional extremal ist. Man sagt auch,
das Funktional sei stationar, wenn 6/ = 0 gilt.

Nach dieser mathematischen Einfithrung in die Grundlagen der Variationsrechnung
konnen wir nun angesichts der offensichtlichen Verwandtschaft zwischen den Eu-
lerschen Differentialgleichungen (10.13) und den Lagrangegleichungen 2. Art (9.36)
das Hamiltonsche Prinzip fiir Systeme von Massenpunkten mit holonomen
Zwangsbedingungen und konservativen Kréften (9.33) leicht formulieren (William
Rowan Hamilton, 1805-1865). Seien q der Vektor der generalisierten Koordi-
naten des Systems und L(q, q,t) = T —V seine Lagrangefunktion. Dann definieren
wir das Wirkungsintegral [ fiir die Bewegung des Systems iiber das Zeitintervall
(tl, t2) durch

flal = [ el a(0).1) ar (10.15)

t1

Wir betrachten nun alle denkbaren Bewegungen, die das System aus einer An-
fangskonfiguration q(¢;) = qi in die Endkonfiguration q(t2) = q2 tberfiihren.
Wir fordern also die Nebenbedingungen

q(t1) = a1, q(t2) = Q. (10.16)

Das Hamiltonsche Prinzip lautet dann:

Unter allen Bewegungen zwischen den durch (10.16) gegebenen Kon-
figurationen filhrt das System diejenige aus, die das Wirkungsinte-
gral (10.15) stationar macht.
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Nach den obigen mathematischen Vorbemerkungen folgt aus diesem Prinzip die
Giiltigkeit der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen (9.36), die in diesem Zusam-
menhang auch oft als Euler—Lagrange—Gleichungen bezeichnet werden. An-
ders als bei den bisherigen Formulierungen werden diese Bewegungsgleichungen
nicht durch Anfangsbedingungen q(¢;) = q; und q(¢;) = @1 zu einem An-
fangswertproblem erginzt, sondern durch Randbedingungen (10.16) zu einem
Randwertproblem, das im allgemeinen aber ebenfalls eindeutig losbar sein wird.

Das Hamiltonsche Prinzip stellt einen besonders eleganten und niitzlichen Aus-
gangspunkt fiir die Formulierung der Gesetze der Mechanik dar. Ein Vorzug dieser
Formulierung ist ihre Unabhangigkeit von der Wahl der generalisierten Koordi-
naten. Das Hamiltonsche Prinzip ist sehr verallgemeinerungsfahig und kann auch
als Grundlage fiir Feldtheorien wie die Elektrodynamik sowie fiir die Quantenthe-
orie benutzt werden.

Als alternatives Postulat zu Begriindung der Mechanik verschleiert das Hamil-
tonsche Prinzip den kausalen Charakter der Newtonschen Mechanik. Die Sta-
tionaritat des Wirkungsintegrals kann naturphilosophisch als eine teleologische
Naturbeschreibung interpretiert werden. Wie schon in der Einleitung zu dieser
Vorlesung erwédhnt, kann man dies zum Anlafl nehmen, einem Absolutheits-
anspruch des heute gebrauchlichen kausalen Naturverstindnisses mit Skepsis zu
begegnen.

Ein verallgemeinertes Variationsproblem besteht darin, die Stationaritat der ersten
Variation (10.14) unter &k (nicht notwendig holonomen) Nebenbedingungen

f.(y,z)-d0y(z) =0 (k=1,...,k) (10.17)

mit k£ linear unabhangigen Vektoren f,, zu fordern. Da die dy nicht unabhangig
gewahlt werden konnen, kann man jetzt nicht auf die Giiltigkeit der Eulerschen
Differentialgleichungen (10.13) schlieflen, sondern erhilt (wegen der Lokalitdt der
Nebenbedingungen in der Variablen z) zunichst nur die Beziehungen

(5= — —7—) - 0y(x) =0 (21 <z <x9). (10.18)

Die Bedingungen (10.17) sagen, daf§ die k linear unabhingigen Vektoren f,; einen
k—dimensionalen Unterraum aufspannen, in dem laut (10.18) der linke Faktor in
(10.18) liegen muB. Es folgen daher die Gleichungen

k

A = (@) (v, @), (10.19)

k=1
die offensichtlichen Bezug zu Lagrangegleichungen 1. Art haben.

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir noch zeigen, wie das Hamilton-
sche Prinzip aus dem d’Alembertschen Prinzip (9.7) abgeleitet werden kann.
Wir missen dazu jedem Zeitpunkt ¢ im Zeitintervall t; < t < {5 eine

88



virtuelle Verriickung zuordnen, die wir 0x(¢) nennen werden. Die so definierten
zeitabhangigen virtuellen Verriickungen haben die Eigenschaft

d(5) 0x =10 (10.20)
—_— X)) = 0X =0V .

dt ’

die wir fiir die nachfolgende Umformung brauchen. Es gilt ndmlich mit (10.20) die

Identitat p .
6x-M-5i:E(éx-M-:’c)—ié(i{-Md{), (10.21)

wo rechts die kinetische Energie T' des Systems (9.30) auftaucht. Mit der virtuellen
Arbeit der eingepragten Krafte

SA=6x-Y (10.22)

folgern wir daher aus dem d’Alembertschen Prinzip (9.7)

ST + A = %(5}( M%) (10.23)

oder nach Integration iiber das Zeitintervall ¢; <t <,

123
/(6T+6A)dt:(5x-/\/l-5c) , (10.24)
t1

Damit haben wir eine verallgemeinerte Version des Hamiltonschen Prinzips
abgeleitet, die sich folgendermafien formulieren laft:

Ein System bewege sich aus der Konfiguration x(¢;) = x; in die Konfigura-
tion x(t2) = x2. An diesem System kann man virtuelle Verriickungen dx(t)
vornehmen, die eventuell durch Zwangsbedingungen eingeschrankt sind und
die natiirlich die Bedingungen dx(t;) = 0x(t2) = 0 erfiillen miissen. Die Be-
wegung verlauft dann so, dafl fiir alle virtuellen Verriickungen das zeitliche
Integral der Summe aus der virtuellen Arbeit und der Variation der kineti-
schen Energie verschwindet:

/ " (5T + 5A) dt = 0. (10.25)

t1

Dieses allgemeine Prinzip ist kein richtiges Variationsprinzip, solange die virtuelle
Arbeit § A im Gegensatz zu 0T nicht das Differential einer dynamischen Funktion
ist. Falls jedoch eine potentielle Energie V fiir die eingepragten Krafte existiert,
mit der dann

§A=—6V (10.26)
gilt, kann man mit der Lagrangefunktion L = T — V aus (10.25) das eigentliche
Hamiltonsche Variationsprinzip

to
oI = 6/ Ldt=0 (10.27)

t1
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folgern.

Wie wir gezeigt haben, kann man aus diesem Prinzip fiir holonome Zwangsbedin-
gungen sowohl Lagrangegleichungen 1. Art wie auch Lagrangegleichungen 2. Art
herleiten. Im ersten Fall behalt man die Zwangsbedingungen bei und verwendet
die Argumentation, die auf Gleichung (10.19) fithrte. Im zweiten Fall fiihrt man
generalisierte Koordinaten ein und beschreitet den Weg, der auf Gleichung (10.13)
fithrte.
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11. Lagrangeformalismus und Noethertheorem

Wir haben im vorangehenden allgemeine Methoden kennengelernt, die es erlauben,
die Bewegungsgleichungen fiir mechanische Systeme aufzustellen. Besonders be-
quem waren holonome Systeme zu handhaben, bei denen sich alle Zwangsbedin-
gungen durch Einfiihrung eines f-dimensionalen Vektors q von generalisierten
Koordinaten erfiillen lassen. Auflerdem war es erfreulich, wenn die eingepragten
Krafte des Systems sich aus einem Potential ableiten lieen. Wir wollen im fol-
genden Systeme mit diesen beiden Eigenschaften naher untersuchen. Es gibt fiir
solche Systeme eine Lagrangefunktion

L=T-Y, (11.1)

die von den generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten und der Zeit
abhéngen kann und mit der sich die f Bewegungsgleichungen in der Form

- =0 (11.2)

schreiben.

Wir wollen zunéchst zeigen, dafl man innerhalb dieses Formalismus auch die von
elektromagnetischen Feldern erzeugten Krafte auf ein geladenes Teilchen behan-
deln kann. Wenn E(r,¢) und B(r,¢) die elektrischen und magnetischen Felder
am Ort r zur Zeit ¢ sind, erfahrt ein Massenpunkt mit der elektrischen Ladung e
bekanntlich die Lorentz—Kraft

Femn = eE+ S v x B, (11.3)
C

die von der Geschwindigkeit v des Teilchens abhangt. Man zeigt im Rahmen der
Theorie des Elektromagnetismus, dafl sich die Felder aus einem skalaren Poten-
tial ®(r,t) und einem Vektorpotential A(r,t) nach folgenden Formeln ableiten
lassen:

10A
B=-Ve— o (11.4)

B =V xA.

Wir werden uns jetzt davon iiberzeugen, dafl sich die Kraft (11.3) im Rahmen der
Lagrangegleichungen (11.2) aus dem geschwindigkeitsabhingigen Potential

Vem(r,v,t) = e®(r,t) — EA(r,t) -V (11.5)

ergibt. Bei geschwindigkeitsunabhangigen Potentialen bestimmte sich die genera-
lisierte Kraft @; nach Gleichung (9.34). Fiir geschwindigkeitsabhéngige Potentiale
ist die Kraft jedoch nach (11.2) durch den den Ausdruck

ov.  dov

Qi = Og +Et9q'i

(11.6)
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gegeben. Wir miissen deshalb nachpriifen, ob die Identitat

OVem | d OVem
Fem = — — 11.7
or + dt oOv ( )
gilt. Die Nachprifung gelingt leicht, wenn man die Identitat
VA-v) - (v-V)A=vx (VxA)=vxB (11.8)

benutzt. Wir haben damit die Lagrangefunktion eines geladenen Teilchens im
elektromagnetischen Feld als

m

2

L="024 A(r,t) - v—ed(r,t) (11.9)
C

identifiziert.

Die Potentiale & und A sind durch die Felder E und B nicht eindeutig bestimmt.
Sei ndmlich x(r,t) eine beliebige (stetig differenzierbare) Funktion von r und ¢,
dann ergeben die Potentiale

=P — 16_x,
c Ot (11.10)
A=A+Vy,

eingesetzt in (11.4), dieselben Felder wie die Potentiale ® und A. Man nennt
die Transformation (11.10) der Potentiale eine Eichtransformation. Bei einer
Umeichung (11.10) der Potentiale &dndert sich jedoch auch die Lagrangefunktion
(11.9) in

~ e ox d e

L=L+—-(Vx- =) =L+ — (- t)). 11.11
Aus unserer obigen Rechnung ist ersichtlich, daf§ die Lorentzkraft und damit die
Lagrangesche Bewegungsgleichung nicht von der Eichung der Potentiale abhangt.
Hinter dieser Beobachtung steht eine allgemeinere Aussage. Wenn wir fiir ein
beliebiges System mit generalisierten Koordinaten q eine Umeichung

= dx

L=1TL+ o (11.12)
der Lagrangefunktion mit einer beliebigen Eichfunktion x(q,t) vornehmen, dann
bleiben die Bewegungsgleichungen (11.2) unverdndert. Dafl der Zusatzterm dy/dt
in (11.12) keinen Beitrag in (11.2) liefert, kann man leicht nachrechnen, erscheint
aber trotzdem auf den ersten Blick erstaunlich. FEine tiefere Einsicht in dieses
Ergebnis gewinnt man mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips. Die Wirkungsinte-
grale der beiden Lagrangefunktionen L und L in (11.12) stehen namlich in folgen-
der Beziehung zueinander:

I= /tzfjdt = /tzL dt + x(a(t2), t2) — x(a(t1),t1) =1 +c. (11.13)

t1 t1
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Sie unterscheiden sich also nur um eine Konstante, die vollig unabhangig von
der Bewegung zwischen den beiden Randkonfigurationen ist. Daher sind die er-
sten Variationen 67 und &I natiirlich identisch und die daraus folgenden Euler—
Lagrangegleichungen miissen ebenfalls {ibereinstimmen.

Neben den generalisierten Koordinaten q, Geschwindigkeiten q und Kraften Q
spielen die generalisierten Impulse

)

= — 11.14
8(‘1’ ( )

p

die in unserer Notation ebenfalls einen Vektor mit f Komponenten bilden, eine
wichtige Rolle. Fir kartesische Koordinaten stimmen die generalisierten Im-
pulse mit den kartesischen Komponenten des gewohnlichen Impulses iiberein. Im
allgemeinen haben die generalisierten Koordinaten jedoch nicht notwendig die
physikalische Dimension einer Lange und die zugehorigen generalisierten Impulse
haben dann auch nicht die physikalische Dimension eines Impulses. Wenn die
generalisierte Koordinate ¢; beispielsweise ein Winkel ist, hat der zugehorige gene-
ralisierte Impuls p; die Dimension eines Drehimpulses. Da nach (9.26) und (9.30)
die kinetische Energie T' und damit auch die Lagrangefunktion L immer (auch
im Falle (11.9)) eine quadratische Form in den generalisierten Geschwindigkeiten
ist, sind die generalisierten Impulse p lineare Funktionen der generalisierten
Geschwindigkeiten q.

Eine Lagrangegleichung aus dem Gleichungssystem (11.2) wird besonders einfach,
wenn die Lagrangefunktion L nicht von der betreffenden generalisierten Koordi-
nate ¢; abhangt,

oL
= 0. 11.15
e, (11.15)
Dann lautet die zugehorige Lagrangegleichung namlich einfach
d OL d
el = —p; = 11.1
it 9 ar? =0 (11.16)

und der Impuls p; ist eine Erhaltungsgrofie. Wenn eine generalisierte Koordinate
g; die Eigenschaft (11.15) besitzt, nennt man sie eine zyklische Koordinate:

Wenn eine generalisierte Koordinate ¢; zyklisch ist, ist der zugehorige
generalisierte Impuls p; erhalten.

Zyklische Koordinaten und die zugehorigen Erhaltungssatze sind uns schon in einer
Reihe von Fallen begegnet. So hatten wir aus der Unabhangigkeit des Potentials
vom Massenmittelpunkt (7.45) auf die Erhaltung des Impulses geschlossen und
aus der Unabhéngigkeit der Lagrangefunktion (9.42) vom Polarwinkel ¢ auf die
Erhaltung des Drehimpulses (9.44). Diese Art von Schlufifolgerung ist ein Beispiel
fiir eine Aussage des Noetherschen Theorems, die wir im folgenden naher be-
trachten werden.
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Wir nehmen an, wir haben eine einparametrige Abbildung des f-dimensionalen
Konfigurationsraumes C der generalisierten Koordinaten q auf sich,

C>q—g=g(q,s) eC mit g(q,0)=q. (11.17)

Diese Abbildung erzeugt (bei festem Parameter s) eine lineare Abbildung der
Geschwindigkeiten q und g aufeinander,

d

=0 g(a(t),s) = (q-Vq) g(a, s). (11.18)

g

Unter der so definierten Abbildung der Koordinaten und Geschwindigkeiten sei
die Lagrangefunktion des betrachteten Systems invariant,

L(g(a,5),8(a,4,5),t) = L(q,4,t). (11.19)

Fiir die Herleitung des Noethertheorems werden wir allerdings nur den Grenzfall
kleiner Werte des Parameters s brauchen, in dem die Abbildung (11.17) durch ihre
infinitesimale Erzeugende

. 0
h(q) = 5-8(a:5)[,_, (11.20)
bestimmt ist. Es gelte damit also
g(a,5) = a+h(q) s +O0(s?). (11.21)

Aus (11.19) kénnen wir jetzt die folgende Gleichung ableiten:

d L dg OL ag>
a s=0

0= —L(g(a(t), s), &(a(t), a(t), s),t)|s=0 = <@ -
d oLy 0g OL d 0Og d oL
= ((5a) s * 95"t () om0 = 1 (g “B(@):

Hier wurde in der zweiten Zeile die Giiltigkeit der Euler-Lagrangegleichung (11.2)
benutzt sowie die aus (11.18) ersichtliche Identitét

(11.22)

g d ,0g
— =—(=)- 11.23
ds dt ( 83) ( )
Wir folgern damit aus (11.22) den Erhaltungssatz
d ,0L d
0% nia) = 2 (o k() = o. 11.24
it (5g " 2(@) = g (p-h(a)) (11.24)

Die Aussage des Noetherschen Theorems besteht darin, fiir eine Koordinatentrans-
formation (11.17), unter der die Lagrangefunktion invariant ist und die durch die
infinitesimale Erzeugende (11.20) erzeugt wird, die Erhaltungsfrofie

oL

Fo =52 h(q) = p - h(q) (11.25)
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explizit anzugeben.

Eine zyklische Koordinate entspricht dem einfachen Fall einer Konfigurations-
abbildung g = q + sa mit einem festen Vektor a. In diesem Falle gilt g = q und
die Invarianz der Lagrangefunktion unter den Translationen sa hat nach (11.25)
die Erhaltung der Komponente p - a des generalisierten Impulses zur Folge.

Im Falle einer Rotationsinvarianz beschreiben wir eine infinitesimale Rotation
um eine durch den Einheitsvektor e gekennzeichnete Achse um den Winkel s durch
die Abbildung

gi=r;+sexr; (i=1,...,n), (11.26)

wenn r; der Ortsvektor des :-ten Massenpunktes ist. Hier werden die Geschwindig-
keiten

in analoger Weise transformiert. Wenn die Lagrangefunktion unter der Transfor-
mation (11.26,27) invariant ist, liefert (11.25) den Erhaltungssatz

d
dthz- e x r;) —dtZe (ri % pi) = 7 (L-e) (11.28)

fur die e-Komponente des Drehimpulses L.

Ein Massenpunkt in einem homogenen Gravitationsfeld ist insofern ein trans-
lationsinvariantes System, als die Erdbeschleunigung g nicht vom Ort r des
Massenpunktes abhangt und deshalb die Bewegungsgleichung

mir=mg (11.29)
translationsinvariant ist. Die iibliche Lagrangefunktion

L:%f%rmg-r, (11.30)
die man fiir dieses Problem verwendet, ist allerdings nicht invariant gegeniiber ver-
tikalen Translationen. Man kann sie jedoch durch eine Eichtransformation (11.12)
translationsinvariant machen. Mit dem Eichfeld x = —mi(g-r) erhilt man ndmlich
die vollig aquivalente Lagrangefunktion

E=rt L) =" o (11.31)
=—r°—m r. .

dt X 2 &

Hier wurde die Translationsinvarianz der Lagrangefunktion durch eine Zeitabhéin-
gigkeit erkauft. Das Noethersche Theorem liefert uns jetzt die Erhaltungsgrofie

oL
5% =mr—mtg, (11.32)

die man bei diesem einfachen Problem natiirlich auch durch direkte Integration
der Bewegungsgleichung (11.29) erhélt.
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Durch eine Eichtransformation gelingt es auch, die Konsequenzen der Galilei—
Invarianz aus dem Noethertheorem abzuleiten. Wir betrachten dazu ein System
von n Massenpunkten mit den Bewegungsgleichungen

m; ¥ =Fi(ry,...,ry) (i=1,...,n), (11.33)
dessen Krifte F; invariant unter beliebigen Translationen des Systems
r,—r;+a (i=1,...,n) (11.34)

sein sollen. Die Bewegungsgleichungen (11.33) sind hier auch unter den Galilei-
transformationen

r,—ori+s-v-t, vi—ovi+s-v (i=1,...,n) (11.35)

invariant, wo s - v die Relativgeschwindigkeit der betrachteten Bezugssysteme ist.
In diesem Fall ist in der iiblichen Lagrangefunktion

L227v3 —V(ry,...,rp) (11.36)
i=1

zwar die potentielle Energie V invariant unter der Transformation (11.35), aber
die kinetische Energie 7" nicht. Hier verhilft das Eichfeld

n

1 m; o
- E —p? 11.37

zu einer neuen Lagrangefunktion
~ n m: 1
LZE;TZ(VZ - ;ri)z _V(rla"'arn)a (1138)
1=

die offensichtlich unter der Transformation (11.35) invariant ist. Die zu (11.35)
gehorigen infinitesimalen Erzeugenden sind die Vektoren

h; =v-t, (11.39)

so daf}, weil v ein beliebiger Geschwindigkeitsvektor ist, das Noethersche Theorem
die Erhaltungsgrofle

", oL - 1
t ‘:t-Zmi(vi—Zri):P-t—MR (11.40)

ergibt, die die Bewegung des Massenmittelpunktes beschreibt.
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Es gibt einen weiteren wichtigen Erhaltungssatz, der sich nicht aus der Invarianz
(11.19) der Lagrangefunktion unter Koordinatentransformationen herleitet. Er

gilt, wenn die Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit abhingt,
oL
— = 0. 11.41
5 (11.41)

Unter Benutzung der Bewegungsgleichungen (11.2) erhalten wir in diesem Falle
die Identitat

dL 0L . 9oL . OL dq d 0L d 0L

B T g g = B (T g = (2R q). 11.42
it~ 9a T aq T oq at T a'eq) 97 il Y (11.42)
Aus dieser Identitat folgt die Erhaltungsgrofie
oL
H=—-q—-L. 11.43
g 4 (11.43)

Zeitunabhangige Lagrangefunktionen mit der Eigenschaft (11.41) findet man ins-
besondere fiir skleronome Zwangsbedingungen x = x(q) und zeitunabhéngige Po-
tentiale V(x). Nach (9.26) und (9.30) ist dann die kinetische Energie T ein ho-
mogenes Polynom zweiten Grades in den generalisierten Geschwindigkeiten
q. Man iiberzeugt sich dann leicht von der Giiltigkeit der Beziehung

oL
g =2T. 11.44
g 9 ( )

(Dies ist ein triviales Beispiel fiir den Eulerschen Satz iiber homogene Funk-
tionen.) Wir identifizieren damit die Erhaltungsgrofie (11.43) im Falle der
Giiltigkeit von (14.44) als die Gesamtenergie des Systems. Die dynamische
Funktion

H=T+V (11.45)

heifit die Hamiltonfunktion des Systems, die im Zentrum des folgenden Kapitels
stehen wird.
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12. Hamiltonformalismus und Phasenraum

Im Lagrangeformalismus sind die generalisierten Koordinaten und ihre Geschwin-
digkeiten die natiirlichen Variablen zur Beschreibung eines dynamischen Systems.
Wir haben im letzten Kapitel jedoch gesehen, dafl die generalisierten Impulse
ebenfalls eine herausgehobene Rolle spielen. Dieser Rolle wird im Hamiltonfor-
malismus entsprochen, in dem die Impulse anstelle der Geschwindigkeiten als
natiirliche Variable wirken. Der ﬁbergang zwischen den beiden Beschreibungen
ist eine einfache Anwendung der Legendretransformation, deren allgemeines
Prinzip wir zunachst kurz skizzieren werden, weil sie auch in anderen Bereichen
der Physik (insbesondere in der Thermodynamik) Anwendung findet.

Die Legendretransformation ist eine duale Transformation zwischen Paaren von
konvexen Funktionen. Wir nehmen an, die Funktion f(z) sei eine konvexe Funk-
tion. Thre Legendretransformierte ist dann durch die Gleichung

g(y) = max (y -z — f(z)) (12.1)

gegeben. Fiir die uns hier interessierende Anwendung machen wir die starke
zusitzliche Annahme, daf die Funktion f(z) zweimal differenzierbar ist. Die Kon-
vexitdtsannahme bedeutet dann f”(z) > 0 und die Bestimmung des Maximums
in (12.1) fithrt auf die Bestimmungsgleichung

y = f'(z), (12.2)
die wegen der Monotonitit von f’(x) fiir alle y im Wertebereich der Funktion f’(z)
eine eindeutige Losung x(y) besitzt, mit der die Legendretransformierte sich als

9(y) =y -z(y) - f(=(y)) (12.3)
angeben lat. Unter Benutzung von (12.2) finden wir nunmehr
dz dz
oy JOT ey 9Ty 12.4
g =ety g — @5 =20) (12.4)

Die Gleichung ¢'(y) = z ist also die Umkehrung der Gleichung (12.2) und auf-
grund der Symmetrie von (12.3) identifizieren wir die Funktion f(z) als die Legen-
dretransformierte von g(y) (Dualitat).

A s

yX
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Falls die Funktion f von einem weiteren Parameter a abhingt, f = f(z,a),
erhilt auch die Losung =z = z(y, a) von (12.2) und damit g(y,a) nach (12.3) eine
entsprechende Abhéngigkeit. Eine Kompensation in Analogie zu (12.4) fiihrt dann
auf die einfache Beziehung

dg 0z 9f dx Of  9f

da v da Oz Oa Oa  Oa (12.5)

zwischen den partiellen Ableitungen der dualen Partnerfunktionen.

Die Verallgemeinerung der Legendretransformation auf Funktionen mehrerer
Variablen f(x) geschieht in vdlliger Analogie zur obigen Definition, wobei die
Forderung der Konvexitat durch die positive Definitheit der Jacobi—Matrix
von f zu ersetzen ist.

Bei unserer Anwendung der Legendretransformation auf die Lagrangesche Dy-
namik spielen die Lagrangefunktion L die Rolle der obigen Funktion f und die
generalisierten Geschwindigkeiten § die Rolle der obigen Variablen z. Nach
(9.26) und (9.30) ist die Lagrangefunktion ein Polynom zweiten Grades in
den generalisierten Geschwindigkeiten. Dies gilt auch, wenn das Potential
geschwindigkeitsabhingige Terme wie in (11.5) enthdlt. Wir haben daher immer
eine lineare Beziehung

oL )
pZEEZAMJ%q+M%ﬂ (12.6)

zwischen den Impulsen und den Geschwindigkeiten, die der Beziehung (12.2)
entspricht. Die Jacobische Matrix in (12.6) ist dabei durch die Matrixelemente

ox ox
Wi = og M 3g,

(iajzla-"af) (12'7)

gegeben. Da die f Tangentenvektoren 0x/d¢; an die Zwangsmannigfaltigkeit linear
unabhingig sein sollen und da die Massen m; positiv sind, ist die Jacobimatrix A
positiv definit. Um dies einzusehen, schreiben wir die quadratische Form

f
a-Aa=[) VM- o
i=1

ox .
q%P:mP (12.8)

als Betragsquadrat des Vektors w. Mit den f Vektoren 0x/d¢; sind auch die f
Vektoren v M - 0x/dg; linear unabhingig. Denn die (3n x f)-Matrizen (9z,,/dq;)
und (,/m,0x,/0q;) haben denselben (Spalten— und Zeilen—)Rang f. Daher kann
der Vektor w nur dann der Nullvektor sein, wenn alle ¢; verschwinden.

Wegen der Definitheit der Matrix A ist die Beziehung (12.6) zwischen den Impulsen
und Geschwindigkeiten eindeutig umkehrbar:

q=A""-(p—h). (12.9)
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Damit konnen wir die Legendretransformierte der Lagrangefunktion L als Hamil-
tonfunktion,

H(qapat) ip'q_L(qaqat)a (12‘10)

definieren. Hierbei sind auf der rechten Seite die Geschwindigkeiten q mittels
(12.9) durch die Impulse p auszudriicken.

An die Stelle der Lagrangeschen (11.2) treten im Hamiltonformalismus die Hamil-
tonschen Bewegungsgleichungen

o o
op

o _3_H (12.11)

p aq .

Die erste Bewegungsgleichung in (12.11) entspricht der allgemeinen Beziehung
(12.4) fir Legendretransformierte und gibt hier einfach die Beziehung (12.9) zwi-
schen Geschwindigkeiten und Impulsen wieder. Zur Verdeutlichung leiten wir sie
noch einmal in volliger Analogie zu (12.4) durch Differentiation von (12.10) unter
Benutzung der Definition der Impulse (11.14) ab:

OH _ . . 04 0L 94 _
op: TP op T 94 opr

i (12.12)

Die zweite Bewegungsgleichung in (12.11) ergibt sich durch Differentiation von
(12.10) nach q, wenn man die Giiltigkeit der Lagrangeschen Bewegungsglei-
chung (11.2) voraussetzt (und auch (11.14) wieder benutzt). Um bei der Her-
leitung dieser Gleichung die Bedeutung der auftretenden partiellen Ableitun-
gen unmifiverstandlich zu machen, werden wir die festzuhaltenden Groflen in
Zweifelsfallen als Index hinzufiigen. Die Ableitung der zweiten Gleichung in (12.11)
sieht dann so aus:

OH '(861) _(8L) B _(8(1) _8L_8_L_(8q) __8L
9g;  © \0g’p \dg’p P \9g,/p T Bq;  9q ‘0q’P 9¢; (12.13)
= —Di-

Hier wurde in der ersten Zeile die Ableitung der allgemeinen Beziehung (12.5)
wiederholt, wiahrend die zweite Zeile durch Anwendung der Lagrangegleichung
folgte. Als eine zusitzliche Beziehung halten wir noch die Gleichung

OH 0L

== 12.14
ot ot ( )

fest, die ebenfalls ein Beispiel fiir die allgemeine Beziehung (12.5) ist. Auch hier

fiigen wir zum besseren Verstandnis noch einmal die Ableitung bei:

0H 04 oL 9q, 0L IL 94 L a1s)

a2 G ar ™ (G)ar =P (a5 ~ag (t)aw = ar-
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Wir geben im folgenden einige einfache Beispiele fiir den ﬁbergang von den La-
grangeschen zu den Hamiltonschen Gleichungen. Als erstes Beispiel betrachten
wir einen Massenpunkt mit der Lagrangefunktion

L= %1‘-2 — V(r,t), (12.16)
wobei wir als generalisierte Koordinaten die kartesischen Koordinaten r = (z, y, 2)

wahlen. Die generalisierten Impulse

= 5o = mi (12.17)

p

sind dann im wesentlichen (d.h. bis auf den multiplikativen Faktor m) identisch
mit den Geschwindigkeiten r und die Hamiltonfunktion ist durch

1
H=—p?>+V(rt 12.18
5Pt (r,1) ( )

gegeben. Fir dieses Beispiel ist die Beziehung zwischen den Hamiltonschen Bewe-
gungsgleichungen

. OH p ) O0H ov
— _ - = 12.1
g op m’ P or or (12.19)
und den Lagrangegleichungen
ov
r = ——— 12.2
my o (12.20)

naturlich vollig trivial.

Dies dndert sich jedoch, wenn man fiir dieselbe Lagrangefunktion (12.16) Kugelko-
ordinaten als generalisierte Koordinaten wahlt. Sie lautet dann

L= %(7;2 +r2 9% + r2sin?0 ) = V(r,9,9,t), (12.21)
die generalisierten Impulse sind
p.=m7F, py=mrd, Dy = mr?sin?d ¢ (12.22)

und die Hamiltonfunktion ist

2 2
Py p*"Z )+ V(r,9,0,t). (12.23)

1
H=_—(p*+
(pr r? " r2sin?Y

2m
Die generalisierten Impulse py und p, haben hier die Bedeutung von Drehim-
pulsen.

Als drittes Beispiel betrachten wir die Lagrangefunktion (11.9) eines geladenen
Teilchens in einem elektromagnetischen Feld. In kartesischen Koordinaten erhalten
wir fur den Impuls

L 1
p= oL —mv+ A oder v= —(p—EA) (12.24)
ov c m c
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und damit die wichtige Hamiltonfunktion

1
H=p-v—-L=—(p—SA)’ +¢d. (12.25)
C

Am Ende von Kapitel 11 hatten wir gezeigt, dafl die Hamiltonfunktion eine Er-
haltungsgrofle ist, wenn die Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit abhangt
(siehe (11.43) und (11.41)). Wegen (12.14) kénnen wir daraus die folgende Aussage
ableiten:

Die Hamiltonfunktion ist eine Erhaltungsgrof3e, wenn sie nicht ex-
plizit von der Zeit abhangt:

0H
—r =0 (12.26)

Auflerdem konnten wir die erhaltene Hamiltonfunktion mit der Energie identi-
fizieren, wenn die potentielle Energie V(q) und die Parametrisierung x = x(q)
durch die generalisierten Koordinaten zeitunabhingig sind (siehe (11.45)). Wir
betonen, dafi die Gleichung (12.26) nicht ausreicht, um die Hamiltonfunktion mit
der Energie identifizieren zu konnen. Man mufl zusatzlich die Zeitunabhéangigkeit
der Parametrisierung x = x(q) voraussetzen. Dies soll durch das folgende Gegen-
beispiel belegt werden. Wir betrachten dazu wieder einen Massenpunkt mit der
Lagrangefunktion (12.16) und verschwindendem Potential V' und definieren die
generalisierten Koordinaten q durch die zeitabhangige Beziehung

r=q+v-t (12.27)

mit einem festen Vektor v. Die Lagrangefunktion

L=T= % (4 + v)? (12.28)

ist dann identisch mit der Energie des Systems. Mit den generalisierten Impulsen
p=m(q+v) (12.29)

bleibt die Hamiltonfunktion
H=p-q—-L=p-(q+v—-v)—-L=T—-p-v (12.30)

wie die Lagrangefunktion zeitunabhéingig und damit erhalten, hat aber nicht die
Bedeutung der Energie.

Ob die Hamiltonfunktion (12.25) eines geladenen Teilchens im elektromagneti-
schen Feld als die Energie des Teilchens interpretiert werden kann, kann man
erst im Rahmen der Elektrodynamik entscheiden, indem man die Energie des
elektromagnetischen Feldes mitbetrachtet.
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Eine zyklische Koordinate ¢;, die wir im Lagrangeformalismus durch die Glei-
chung (11.15) definiert hatten, kann anhand der ersten Zeile der Gleichung (12.13)
im Hamiltonformalismus durch die Bedingung

OH _
0q; N

0 (12.31)

identifiziert werden. Die zweite Hamiltongleichung in (12.11) liefert uns fiir jede
zyklische Koordinate g; in vélliger Ubereinstimmung mit (11.16) einen Erhal-
tungssatz fiir den zugehorigen generalisierten Impuls p;:

Die Handhabung zyklischer Koordinaten ist im Hamiltonformalismus besonders
bequem, weil in der Hamiltonfunktion der Impuls p; durch die Konstante «a; er-
setzt werden kann und damit die Zahl der Freiheitsgrade explizit um 1 erniedrigt
ist. Die explizite Bestimmung der Geschwindigkeit ¢; tiber die erste Hamilton-
sche Gleichung in (12.11) und damit der zeitlichen Entwicklung g;(¢) erfordert
allerdings die Kenntnis der zeitlichen Entwicklung der anderen Koordinaten. Eine
komplette Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ist jedoch sofort er-
reichbar, wenn die generalisierten Koordinaten so gewahlt werden konnen, dafl
sie allesamt zyklisch sind. Dann kann der ganze Impulsvektor p(t) durch den
konstanten Vektor a ersetzt werden und die erste Zeile in (12.11)

('1 - = w(a,t) (12.33)

liefert nach Zeitintegration die explzite Losung

a(t) :q(t0)+/ w(a,t')dt'. (12.34)

to

Die Integrationskonstanten a kénnen iiber die Gleichung (12.33) mit den Anfangs-
geschwindigkeiten q(t¢) verkniipft werden.

Mit den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (12.11) sind die f Lagrangeschen
Bewegungsgleichungen zweiter Ordnung (11.2) durch 2f Bewegungsgleichungen
erster Ordnung ersetzt worden. Die auf diesen Bewegungsgleichungen fuflende
Beschreibung mechanischer Systeme betrachtet die generalisierten Koordinaten
und Impulse (q,p) als 2f unabhéngige Grofien, die den Zustand des Systems zu
jedem Zeitpunkt festlegen. Der 2 f—dimensionale Raum, in dem die Vektoren (q, p)
liegen, wird der Phasenraum des Systems genannt. Jeder mogliche Zustand des
Systems entspricht damit einem Punkt im Phasenraum. Die Hamiltonschen Bewe-
gungsgleichungen (12.11) definieren in jedem Punkt des Phasenraums einen Vektor
(q, p) der Phasenraumgeschwindigkeit und ihre eindeutige Losung erzeugt eine
Trajektorie (q(t), p(¢)) im Phasenraum, die ein Bild der Bewegung des Systems
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im Laufe der Zeit ist. Durch (12.11) wird im Phasenraum ein Geschwindigkeits-

feld o
. 0H 0H
V(a,p,t) = (5= —5—) (12.35)

op’ 0q
definiert, das zeitabhangig sein kann, aber fiir stationdre Hamiltonfunktio-
nen (12.26) zeitunabhingig ist. Das Geschwindigkeitsfeld (12.35) hat die be-
merkenswerte Figenschaft, dafl seine 2 f-dimensionale Divergenz verschwindet:

. . 0 OH 0 0H
leV—a—q'%—Fap (—a—q

) =0. (12.36)

Aus dieser Eigenschaft folgt das interessante Liouville—Theorem:
Die durch die Hamiltonschen Gleichungen bestimmte Bewegung im

Phasenraum ist volumenerhaltend.

Phasenraumgebiete werden bei der Bewegung zwar verzerrt, wie in der folgenden
Figur angedeutet, ihr Volumen bleibt dabei jedoch unverandert. Die Phasenraum-
bewegung gleicht daher derjenigen einer inkompressiblen Fliissigkeit.

Ap

\ﬂ

Zum Beweis des Liouville-Theorems bezeichnen wir Phasenraumpunkte durch 2 f—
dimensionale Vektoren x bzw. y. Wir nehmen an, das System bewege sich vom
Punkt x zur Zeit ¢ in den Punkt y zur Zeit ¢t + At. Dann gilt

y =x+ V(x,t) - At + O((At)?). (12.37)

Ein Phasenraumgebiet G(t) geht dementsprechend nach dem Zeitintervall At in
das Gebiet G(t + At) liber. Die Berechnung des Volumens des Gebietes G(t +
At) durch ein 2f-dimensionales Integral iiber das Gebiet G(t + At) kann in ein
Integral iiber das Gebiet G(t) iiberfithrt werden, wenn man die Gleichung (12.37)
als Variablentransformation benutzt. Unter Verwendung der Jacobi-Matrix dieser
Transformation ergibt sich die Beziehung

oy

d2fy:/ det(+>) d*/x. (12.38)
(t+At) G(t)

V(t+ At = / 1

G
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Die Jacobi-Matrix der Transformation (12.37) hat die Gestalt

ay ay
oy oy 1+ o1 At B2s At

&:I+6—X-At+0((At)2): oAt 14 FEAL +0((At)?).

(12.39)
Zur Determinante dieser Matrix tragen in der Ordnung At nur ihre Diagonalele-
mente bei und man erhalt

detg—y =1+divV-At+ O((At)?) =1+ O((At)?). (12.40)

X

Aus (12.38) folgern wir daher
V(t+At) =V (t) + O((At)?) oder V'(t)=0. (12.41)

Dies beweist das Liouville-Theorem, das interessante Konsequenzen hat und ins-
besondere in der statistischen Mechanik eine bedeutende Rolle spielt.

Als Beispiel fiir die Niitzlichkeit des Liouville-Theorems erwdhnen wir das
Poincarésche Wiederkehrtheorem:

Jedes Hamiltonsche System, das auf ein endliches Gebiet des
Phasenraums beschrankt ist, kehrt irgendwann beliebig nahe an
seinen Ausgangspunkt zuriick.

Dieses Theorem bezieht sich zum Beispiel auf Systeme mit erhaltener Energie,
die durch ein geeignetes Potential raumlich eingeschrankt sind, also etwa auf ein
Gas in einem Behélter. Ein durch die Bedingung H(q,p) < E definiertes Gebiet
2 des Phasenraums, in dem sich alle Trajektorien des Systems mit Energien <
E bewegen, hat dann ein endliches Volumen p(€2) < oco. Man betrachtet ein
Teilgebiet B C (2, das ein beliebig kleines Volumen pu(B) haben darf. Die oben
etwas leger formulierte Aussage des Wiederkehrtheorems ist dann, daf} fast alle
Trajektorien (im Sinne der Mafitheorie), die von einem Punkt in B ausgehen,
nach gentigend langer Zeit nach B zuriickkehren (und zwar sogar beliebig oft).

Aufgrund der Hamiltonschen Bewegung geht jeder Punkt des Gebietes 2 nach
einem beliebigen festen Zeitintervall 7 in einen anderen Punkt des Gebietes (2
iiber. Wir nennen die dadurch definierte stetige, umkehrbar eindeutige und vol-
umenerhaltende Abbildung von €2 auf sich g. Zum Beweis des Wiederkehrtheorems
betrachten wir die Gebiete in (2, die nach j Zeitschritten 7 in das oben genannte
Gebiet B iibergehen, d.h. die Urbilder g~/ B des Gebietes B unter der wieder-
holten Anwendung der Abbildung g—!. Wir konstruieren daraus die Folge U,, von
Mengen

U.=|Jg 7B (n=0,1,2,...). (12.42)
j=n
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U, ist die Menge aller Punkte in €2, die nach n oder mehr Zeitschritten 7 nach B
gelangen. Es gelten dann offensichtlich die Untermengenrelationen

B C Uy (12.43)
und
UyDU; DUy D.... (1244)
Schlielich bilden wir daraus die Durchschnittsmenge (Wiederkehrmenge)
W =Bn ([ Un), (12.45)
n=0

die aus allen Punkten in B besteht, die nach beliebig langer Zeit noch einmal nach
B zuriickkehren. Wir werden zeigen, dafl die Menge W dasselbe Volumen wie die
Menge B hat.

Der Beweis ergibt sich sofort aus der Beobachtung, dal wegen gU,, = U,,_1 und der
Volumenerhaltung unter der Abbildung g die Mengen U,, alle das gleiche endliche
Volumen haben:

1(Uo) = p(Ur) = p(Uz2) = ... < p(Q2) < oo. (12.46)

Wegen der Schachtelungseigenschaft (12.44) folgt dann aber fiir die Differenzmen-
gen U,_1 \ U, das Volumen

:U‘(Un—l \ Un) =0 (12‘47)

und damit wegen (12.43) fiir das Volumen der Wiederkehrmenge

p(W) =pu(BNU) = > 1(Un—1 \Up) = u(B). (12.48)

Das Wiederkehrtheorem hat historisch ein wichtige Rolle bei der Diskussion der
Irreversibilitat in der statistischen Mechanik gespielt. Wenn ein Gas sich zu
Anfang wie unten gezeigt in der linken Halfte einer Doppelkammer aufhalt, wird
es sich erfahrungsgemafl irreversibel in die ganze Doppelkammer ausdehnen und
nie wieder ausschliefflich in der linken Halfte angetroffen werden. Das durch
das Wiederkehrtheorem erzeugte Paradoxon wird durch die kosmische Lange der
Wiederkehrzeiten aufgelost.
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Die Hamiltonsche Bewegung im Phasenraum kann sehr komplex sein. Es gibt
deshalb nur wenige Aussagen von allgemeiner Giiltigkeit dariiber. Fiir den Fall
eines einzigen Freiheitsgrades hatten wir schon am Ende von Kapitel 3 gezeigt, dafl
jedes Kraftfeld ein Potential besitzt und daf die daraus resultierende Energieerhal-
tung immer eine vollstandige Losung der Bewegungsgleichung durch Integration
ermoglicht. Schon fiir nur zwei Freiheitsgrade gilt eine analoge Aussage nicht.
Selbst wenn aufgrund konservativer Krafte die Energie erhalten ist und die Hamil-
tonfunktion die einfache Form
H-D Py 12.49
_2—77’l1+2—7TL2+ (‘h,‘IZ) ( . )

hat, kann die Bewegung im allgemeinen nicht durch Integrationen gewonnen wer-
den. Die Flachen konstanter Energie im 4-dimensionalen Phasenraum sind 3-
dimensionale Hyperflaichen, die sich der direkten Anschauung entziehen. Zur
Verdeutlichung der Bewegung auf diesen Hyperflichen kann man anstelle der
vollstandigen Trajektorien nur diejenigen Punkte auf den Trajektorien betrachten,
fiir die z.B. eine der Koordinaten verschwindet. Bei vorgegebener Energie E kann
man z.B. jedem Punkt der zweidimensionalen (q;, p1)-Ebene, fiir den der Phasen-
raumpunkt (g1, g2, p1,p2) mit g2 = 0 und py > 0 (|p2| durch die Energie festgelegt)
auf der Hyperflache der Energie F liegt, die Projektion

(41,p1) = P(a1,p1) (12.50)

desjenigen Phasenraumpunktes auf die (g1, p1)-Ebene zuordnen, fiir den die Tra-
jektorie das nachste Mal die Hyperebene go = 0 schneidet. Die dadurch definierte
Abbildung P heifit Poincaré—Abbildung.

Apl

7

q2
Den Spezialfall zweier harmonischer Oszillatoren

2 2 2 2
b1 Dy miwy o  MaWwWsy o
H=
omy | 2m, | 2 BT T ©

(12.51)
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von (12.29) hatten wir im wesentlichen schon in Kapitel 4 diskutiert. Hier lautet
die allgemeine Losung

q1(t) = Aysin(wit + 1), q2(t) = Az sin(wat + p2). (12.52)

Bei vorgegebener Energie F; des ersten Oszillators liegen alle Punkte (g1, p1) auf
der Ellipse
P% ml‘-‘)%

2 — F,. 12.53
9my g 1T ™ (12.53)

Die Durchsto8punkte mit ¢o(t,) = 0 werden fiir die Zeiten ¢, = (7n — @2)/ws
erreicht. Sie bilden eine endliche Punktmenge auf der Ellipse (12.53), falls das
Verhéltnis w; /wy rational ist, ansonsten eine unendliche dichte Punktmenge.

Das bei diesem einfachen Beispiel gefundene Verhalten erweist sich als typisch
fir den Fall, dafl das System (12.49) eine zweite Erhaltunggrofie besitzt. Bei
willkiirlicher Wahl der potentiellen Energie V (¢, ¢2) gibt es jedoch im allgemeinen
keine zweite Erhaltungsgrofie. Wenn man z.B. die harmonische Hamiltonfunktion
durch nichtharmonische Terme erganzt, kann man im allgemeinen nicht mit der
Existenz einer zweiten Erhaltungsgrofie rechnen. Ein viel untersuchtes Beispiel
dafiir ist das Hénon—Heiles—System mit der Hamiltonfunktion

2, 2 2
pi+p 1 g2 —1 1
H=PEB ) - ) g
s 5 o 5 (12.54)
:p1+p2+41+‘12+q2q_‘1_2
2 2 12 g
Die zugehorigen Hamiltonschen Bewegungsgleichungen sind
¢ = Pi P1=—q1 — 2q1q2, Pa=—q2—qi + 43 (12.55)

Solche Systeme zeigen in weiten Teilen des Phasenraums eine extrem empfindliche
Abhingigkeit der Bewegung von den Anfangsbedingungen nach langen Zeiten, die
man mit dem Schlagwort deterministisches Chaos beschreibt. Die Dynamik
dieser Systeme ist nicht als Kuriositat zu betrachten, sondern stellt vielmehr im
Gegenteil den Normalfall des Verhaltens dynamischer Systeme dar.

108



13. Kanonische Transformationen

Wir hatten schon frither gesehen, dafl ein Problem durch geschickte Wahl der ge-
neralisierten Koordinaten sehr vereinfacht werden kann. Insbesondere konnte die
Zahl der zyklischen Koordinaten, z.B. durch Benutzung von Massenmittelpunkt-
koordinaten oder geeigneter Winkelkoordinaten, erhoht werden. Es stellt sich die
Frage, wie weit man auf diese Weise kommen kann. Fiir welche Systeme und mit
welchen Methoden kann man etwa erreichen, dafl alle Koordinaten zyklisch sind?

Mit einer Punkttransformation

qa=q(Q1), (13.1)

mit der man die Koordinaten q im Konfigurationsraum durch neue Koordinaten
Q ersetzt, kann man selbst im Falle eines einzigen Freiheitsgrades f = 1 eine
nichtzyklische Koordinate nicht zyklisch machen. Die Hamiltonsche Dynamik im
Phasenraum erlaubt es jedoch, eine erweiterte Klasse von Transformationen, die
kanonischen Transformationen, zu betrachten.

Bevor wir uns den kanonischen Transformationen zuwenden, werden wir ein modi-
fiziertes Hamiltonsches Prinzip aufstellen, aus dessen Stationaritat die Hamil-
tonschen Bewegungsgleichungen (12.11) folgen. In Analogie zum Wirkungsintegral
(10.15) betrachten wir hier unter Beachtung der Beziehung (12.10) zwischen der
Lagrangefunktion und der Hamiltonfunktion das modifizierte Wirkungsinte-
gral .
2
Ma.p) = [ [p(t)-a(t) ~ H(a(0). p(0). )] . (13.2)
1
Dieses Wirkungsintegral ist als Funktion der 2f unabhéngigen Zeitfunktionen q()
und p(t) im Zeitintervall (¢1,¢5) zu betrachten, wobei man den Anfangs— und den
Endpunkt der Phasenraumbewegung durch die Nebenbedingungen

ati) =aqi, pti)=p; (i=12) (13.3)

fixiert. Man betrachtet also im Zeitintervall (¢1,%2) alle Trajektorien im Phasen-
raum zwischen den beiden durch (13.3) gegebenen Punkten. Das Variationsprinzip
fordert dann die Stationaritdt des Wirkungsintegrals (13.2).

In Analogie zu Kapitel 10 erhalten wir fiir die erste Variation von I

51 = /tj[(sp(t)-q<t>+p<t>-5q<t> ~ 5 OB() = 5o da(t)] di o
OH OH 13-4

_ /tlz[(q - %) -op(t) — (p+ a—q) sa(®)] dt + p(t) - 5a(t)| "

Da der Randterm am am Ende der zweiten Zeile von (13.4) wegen der Nebenbe-
dingung dq(t;) = 0 aus (13.3) verschwindet, folgt aus 61 = 0 die Giiltigkeit der
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (12.11).
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Die zweite Nebenbedingung dp(¢;) = 0 aus (13.3) wurde bei der obigen Herleitung
gar nicht verwendet, da das Wirkungsintegral (13.2) nicht symmetrisch in den
Variablen q und p ist. Unter Verwendung der vollen Nebenbedingungen (13.3)
findet man jedoch, dafl das alternative Wirkungsintegral

I[q,p] = /t 2[—15(75) ~q(t) — H(q(t),p(t),t)]dt =1 —p-q|,’ (13.5)

bis auf eine additive Konstante identisch mit I ist. Die Stationaritat beider
Wirkungsintegrale fiihrt deshalb auf dieselben Bewegungsgleichungen.

Wir wollen jetzt nach allgemeinen Phasenraumtransformationen suchen, die die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (12.11) invariant lassen. Dazu nehmen wir
an, wir hatten neue generalisierte Koordinaten Q und Impulse P, aus denen die
alten mittels der eindeutig umkehrbaren Abbildung

hervorgehen. Wenn

K(Q,P,t)= H(q(Q,P),p(Q,P),t) (13.7)

die Hamiltonfunktion als Funktion der neuen Koordinaten und Impulse ist, sollen
die Bewegungsgleichungen in den neuen Variablen wieder die Hamiltonsche Form

. 0K . 0K
=— P=—— 13.8
Q=35 90 (13.8)
haben. Diese Bewegungsgleichungen lassen sich auch aus einem modifizierten
Hamiltonschen Prinzip mit dem Wirkungsintegral

JMJﬂilﬁP®-Qw—KﬂM%P®JHﬁ (13.9)
in Analogie zu (13.2) oder dem Wirkungsintegral

7Q,P] = /tltz[—f’(t) Q) — K(Q(),P(),1)]dt=T—P-Q[  (13.10)
in Analogie 7u (13.5) ableiten.

Bei vorgegebenen Randbedingungen (13.3), die nach (13.6) entsprechende Randbe-
dingungen fiir die neuen Variablen festlegen, soll nun das Wirkungsintegral I genau
dann stationar sein, wenn das Wirkungsintegral J stationir ist. Dies soll fiir alle
Hamiltonfunktionen H und die nach (13.7) zugehorigen Hamiltonfunktionen K
gelten. Das ist aber nur moglich, wenn das Differenzintegral

7= [0 a0 - P Q) @, (13.11)

t1
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in dem die Geschwindigkeiten q und Q, die ja durch die Hamiltonfunktionen be-
stimmt sind, beliebige Funktionen der Zeit sein konnen, nur von den Randbedin-
gungen abhingt. Dazu muf} aber der Integrand in (13.11) eine totale Zeitableitung
sein, d.h. es muf} eine Funktion S (q, Q) mit

p(O)-4(t) = P(1) - Q1) = 510, Q) = S 2a+ G0 (13.12)
geben. Damit hangt
I - J = 51 (q(t2), Q(tz)) - 51 (q(tl), Q(tl)) (1313)

tatsachlich nur von den Randbedingungen ab. Die Funktion S; spielt die Rolle
einer erzeugenden Funktion fiir die gesuchten kanonischen Transformationen
(13.6), die sich wegen (13.12) aus den partiellen Ableitungen

95 ,_ 95

— 22 — 2 13.14
P=5q 20 (13.14)

der erzeugenden Funktion ergeben, indem man die zweite Gleichung in (13.14)
nach q = q(Q, P) auflost und dies dann in die erste Gleichung einsetzt.

Offenbar erhalt man alternative erzeugende Funktionen, indem man anstelle der
Wirkungsintegrale I und J die gleichwertigen Integrale I und J verwendet. So
fiihrt z.B. die zu (13.11) analoge Forderung nach der Konstanz des Differenzinte-
grals

[—Jj= /t Tp(t) - a(t) + P(1) - Q)] dt (13.15)
auf die Beziehung
p(t)-a(t) + P(t) - Q(t) = %52(0_[, P) = %—%q + %P (13.16)

mit einer erzeugenden Funktion Ss(q,P), aus der man die kanonische Transfor-

mation 9s 9S
_ U2 _ P2

gewinnt. Analog liefert die Betrachtung des Differenzintegrals I —J eine Beziehung

“B(0)-a(t) - P(0) - Q1) = 55a(p. Q) = b+ 52Q (131y)

mit einer erzeugenden Funktionen vom Typ S3(p, Q) und kanonischen Transfor-

mationen oS 9s
_ Y93 _ _ YV
q= op’ P 7Q (13.19)
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und schlieBlich T — J mittels

(1) - alt) + B(1) - Q1) = = Su(p, P) = %—i‘*p + p (13.20)

einen vierten Funktionstyp Si(p,P) mit den kanonischen Transformationen

954 Q= 054 (13.21)
op oP

Die verschiedenen Typen von erzeugenden Funktionen sind grundsatzlich aquiva-
lent zueinander, weil sie (bei geeigneter Anpassung von Vorzeichenkonventionen)
Legendretransformierte voneinander sind. So findet man z.B. fiir das totale
Differential

d(S1+P-Q—5,) = (p-dq—P-dQ)+(Q-dP+P-dQ)— (p-dq+Q-dP) = 0, (13.22)

so dafl S mit S7 + P - Q identifiziert werden kann, bis auf eine additive Kon-
stante, die man aber ignorieren kann, weil sie die kanonische Transformation nicht
beeinflufit. In praktischer Hinsicht kann ein bestimmter Typ von erzeugender
Funktion vorzuziehen sein, wenn die fiir die Legendretransformation notwendige
Umkehrfunktion nicht durch elementare Funktionen ausgedriickt werden kann. Im
iibrigen kann man fiir jeden Freiheitsgrad unabhangig voneinander einen der vier
Typen auswihlen, so daf es insgesamt 4/ Typen von erzeugenden Funktionen gibt.

Wir werden im folgenden einige einfache Beispiele fiir kanonische Transformationen
vorstellen. Als erstes Beispiel betrachten wir die erzeugene Funktion

S2(q,P) =+c(q+a)- (P +b), (13.23)

die die kanonische Transformation

p= aa—ff = +¢(P + b), Q== =+c(q+a) (13.24)

erzeugt, also eine Translation der generalisierten Koordinaten und Impulse, die
auch die identische Transformation (a = 0, b = 0) enthilt, eine Skalentransfor-
mation, die Koordinaten und Impulse reziprok zueinander skaliert, fiir 0 < ¢ # 1
sowie eine Inversion im Falle des Minuszeichens.

Die erzeugende Funktion

i#r
S=qQ,+ Y &P (13.25)

i=1,...f

1aft, wie wir mit dem ersten Beispiel gelernt haben, die generalisierten Koordi-
naten und Impulse aller Freiheitsgrade unverandert bis auf diejenigen des r—ten
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Freiheitsgrades, in dem S vom Typus S ist. Anhand von (13.14) erhalten wir in
diesem Freiheitsgrad die kanonische Transformation

oS oS
o, 9 T 7a0, T

br = —qr, (13-26)

die die Koordinate mit dem zugehorigen Impuls vertauscht, wobei die Vorzei-
chenumkehr in einer der beiden Beziehungen in (13.26), wie wir noch sehen werden,
unverzichtbar ist.

Die erzeugende Funktion
S3=-g(Q) P (13.27)

erzeugt nach (13.19) die Punkttransformation (siehe (13.1))

oS oS )
q=-—-—-=g(Q), Pi= 8Q3 Z 83 : (13.28)

Hier sollte die Funktionalmatrix der Abbildung g(Q) invertierbar sein. Die line-
are Transformation zwischen den alten und den neuen Impulsen in (13.28), die
zwingend mit der Punkttransformation verbunden ist, kann man auch leicht im
Rahmen des Lagrangeformalismus erhalten.

Mit dem nachsten Beispiel werden wir eine kanonische Transformation angeben,
die die Hamiltonfunktion des harmonischen Oszillators

2 2
P mw’ o
H=-— 13.29
2m * 2 ( )
zyklisch macht. Eine dafiir geeignete erzeugende Funktion ist
mw
S1(g,Q) = - ¢*ctg Q- (13.30)
Sie erzeugt nach (13.14) die kanonische Transformation
051 051 mwq?
= — = nmwqctgQ, P=- = , 13.31

die, aufgelost nach den alten Variablen, durch die Gleichungen

| 2P
qg=1/—sinQ, p = V2mwP cos Q (13.32)
mw
gegeben ist. Die Hamiltonfunktion hat in den neuen Variablen die Gestalt
K = wPcos®’Q + wPsin® Q = wP, (13.33)
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die Koordinate ) ist also tatsachlich zyklisch und der Impuls P ist damit erhalten.
Wir setzen P(t) = a. Die Bewegungsgleichung fiir die neue Koordinate Q =
0K /0P = w hat die allgemeine Losung Q@ = wt + 3, so dafl wir anhand von
(13.32) in der alten Koordinate die allgemeine Losung

q=/ % sin(wt + 3) (13.34)

Im folgenden wollen wir kanonische Transformationen durch eine Reihe von wei-
teren Kriterien charakterisieren. Wir fithren dazu den wichtigen Begriff der
Poissonklammer ein. Zu je zwei Phasenraumfunktionen F(q,p) und G(q,p)
definieren wir eine Poissonklammer als die Phasenraumfunktion

oF 0G 0G OF

wiedergewonnen haben.

Wir notieren zunachst als offensichtliche Eigenschaften der Poissonklammer ihre
Antisymmetrie

[F,G] = —[G, F], (13.36)

die das generelle Verschwinden
[F,F]=0 (13.37)

der Poissonklammer jeder Phasenraumfunktion mit sich selbst zur Folge hat, sowie
ihre Linearitat (mit Konstanten «;)

[F, a1G1 + O{2G2] = al[F, Gl] + ao [F, Gg], (1338)

die sich wegen (13.36) auch auf die erste Variable F iibertriagt. Desweiteren gilt
die Produktregel

[F,G1 - Gs] = [F,G1] - Go + G1 - [F, G, (13.39)

die aus der Anwendung der Produktregel der Differentialrechnung auf die Ableitun-
gen in (13.35) folgt und die ebenfalls auf die erste Variable iibertragen werden kann.
Die auf Phasenraumfunktionen anwendbare Operation

Dp...=|F,..] (13.40)
hat nach (13.38) und (13.39) offenbar genau die Eigenschaften einer Differentiation
und wird deshalb auch eine Derivation genannt.

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Poissonklammer ist die Jacobische Iden-
titat

[Fa [GaH]] + [Ga [Ha F]] + [Ha [Fa G]] =0, (13'41)
deren Giltigkeit nicht auf den ersten Blick ersichtlich ist und deren Beweis wir

hier nicht vorstellen werden.
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Die Nitzlichkeit der Poissonklammer fiir die Hamiltonsche Dynamik wird deutlich
anhand der Identitaten
oF oOF

[an]:— und [paF]:_—

= 5q” (13.42)

aufgrund derer die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (12.11) sich sehr sugges-
tiv als

q=[q,H|, p=[p H] (13.43)

schreiben lassen. Allgemeiner kann die totale Zeitableitung jeder Phasenraum-
funktion F'(q, p,t) langs einer Trajektorie sehr elegant durch die Poissonklammer
[F, H] ausgedriickt werden. Es gilt ndmlich

dFF _ OF .+8F .+8F_8F OH O0F 8H+3F
it 9q YT op PT ot 9q 9p 0p oq ' ot (13.44)
oOF '
F.H
=[FHl+ 5
Bemerkenswert einfach sind die folgenden speziellen Poissonklammern:
[gispj] = di 5, [gi,q;] = 0, [pi,pj] = 0. (13.45)

Im folgenden werden wir Transformationen (13.6) auf neue Variable betrachten.
Um fiir die Poissonklammern eine eindeutige Notation zu erzielen, werden wir
in diesem Zusammenhang die Variablen, nach denen in den Poissonklammern
(13.35) zu differenzieren ist, durch einen entsprechenden Index an die Klammern
anhdngen. Da die alten Variablen nach (13.6) Phasenraumfunktionen der neuen
sind, gelten fiir sie nach (13.44) die Bewegungsgleichungen

q4=[a,H]qp) P=[p H|qpr): (13.46)

Hier haben wir, abweichend von (13.7), aber im Sinne der Zwischenbemerkung zu
den Gepflogenheiten physikalischer Notation in Kapitel 5, die Hamiltonfunktion
in den neuen Variablen einfach wieder H genannt. Die Variablentransformation
(13.6) ist jedoch kanonisch genau dann, wenn diese Bewegungsgleichungen fiir
alle Hamiltonfunktionen identisch mit denen in (13.43) sind, d.h. wenn fiir alle
Hamiltonfunktionen die Identitaten

(4, H](q,p) = [@, H](q,p), [P, H]q,p) = [P, H](q,p) (13.47)

gelten. Wir nehmen jetzt die nach kurzer Rechnung durch Anwendung der Ket-
tenregel folgende Gleichung

BF 0G 0G BF)[ ]
dq; 0p;  0g; Op;” T PII@P)

[F,Glqp) = Z{
t,j=1
oF 8G 8F 8G

(13.48)
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zur Hilfe. Aus ihr leitet man leicht angesichts des mit der Gleichung (13.47)
formulierten Kriteriums die Aquivalenz der folgenden drei Kriterien fiir kanon-
ische Transformationen ab:

Eine Phasenraumtransformation (13.6) ist kanonisch genau dann,
wenn sie eine der drei folgenden Eigenschaften besitzt:
(a) Invarianz der Poissonklammern

[F,Gq,p) = [F, Gl(a,p)> (13.49)

fiir alle Paare von Phasenraumfunktionen F' und G,
(b) Invarianz der Poissonklammern (13.47) fiir alle Hamiltonfunktionen H,
(c) Invarianz der speziellen Poissonklammern (13.45),

95 4il(q,p) = [4i> @la,p) = 0, (13.50)

[Qi,Pj](Q,P) = [‘Iiapj](q,p) = di 5,
[Pi,Pj](Q,P) = [Piapj](q,p) = 0.

Da Poissonklammern also invariant unter kanonischen Transformationen sind,
eriibrigt sich im weiteren die fiir die obige Untersuchung kurzzeitig eingefiihrte
Indizierung durch die verwendeten Phasenraumvariablen. Die speziellen Poisson-
klammern (13.45) geben eine besonders einfache Charakterisierung von Variablen,
die durch kanonische Transformationen eingefithrt werden konnen. Man nennt
solche Variablen deshalb auch kanonische Phasenraumvariable und bezeich-
net die Paare von Koordinaten und Impulsen, deren Poissonklammern den Wert
1 haben, als zueinander kanonisch konjugiert. Die Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen (12.11) bezeichnet man entsprechend als kanonische Bewegungs-
gleichungen.

Das Kriterium (13.50) erlaubt es leicht, fiir jede vorgegebene Phasenraumtrans-
formation (13.6) nachzupriifen, ob sie kanonisch ist. Wir erkennen jetzt anhand
dieses Kriteriums, daf§ bei einer Vertauschung (13.26) von Koordinate und Impuls
der Wechsel eines Vorzeichens essentiell ist, weil ohne diesen Vorzeichenwechsel die
Poissonklammer [g, p] den Wert —1 erhalten wiirde.

Mittels (13.50) konnen wir auch die Kanonizitét einer Phasenraumtransformation
(13.6) durch eine Eigenschaft ihrer Funktionalmatrix charakterisieren. Wir fassen
dazu den f-dimensionalen Koordinatenvektor q und den f-dimensionalen Im-
pulsvektor p zu einem 2 f—-dimensionalen Phasenraumvektor x = (q, p) zusammen
und bilden analog X = (Q, P). Die Funktionalmatrix hat dann die Blockgestalt

0x Ja 2q
J=_— = ( 9 op ) , (13.51)
X \& =

deren vier Eintriage jeweils (f x f)-Matrizen sind. Die transponierte Funktional-

matrix ist dann durch
ox dq\t (op)\t



gegeben. Wir definieren auflerdem die Matrix

G = 0 I 13.53
(5 8) s

wo 0 die (f x f)-Nullmatrix und I die (f x f)-Einheitmatrix bezeichnet. Mit
diesen drei Matrizen bilden wir nun ein Matrixprodukt und finden

t t
_9p  (da op  (da\t _9p . 6p, ap\t
oP (8Q) + 3g (ap) oP (8Q) + 3 (ap)

Die Auswertung der entstandenen Matrizenprodukte fiihren wir am Beispiel des
t, j—Matrixelementes der oberen rechten Teilmatrix vor:

f
dq ,0p.t Oq 3p J0q; Op;j 3qi Op;
(52 (32y+ 52 (gt b

P (% aQ 9P, 9Qx | 9Qy OF;

k=1

Die rechte obere Teilmatrix ist also wegen (13.45) gleich der Einheitsmatrix I. Die
anderen drei Teilmatrizen berechnen sich ganz analog durch Austausch zwischen
alten Koordinaten ¢ und Impulsen p. Insgesamt erhalten wir somit die charakteri-
sierende Gleichung

J-G-J'=G (13.56)

fir die Funktionalmatrix kanonischer Transformationen. Matrizen mit der Eigen-
schaft (13.56) nennt man symplektisch.

Mit Hilfe des Determinantenmultiplikationssatzes bestimmt sich die Determinante
der Funktionalmatrix einer kanonischen Transformation aus (13.56) zu |det J| = 1.
Wenn die kanonische Transformation x = x(X) ein Gebiet B im X-Phasenraum
auf ein Gebiet b im x-Phasenraum abbildet, gilt fiir die Volumina der beiden
Gebiete

V(b) = / 2fx-/ de t—|d2fX:/Bd2fX:V(B). (13.57)

Wir haben also gezeigt:
Kanonische Transformationen erhalten das Phasenraumvolumen.

Angesichts des Liouvilleschen Theorems iiber die Erhaltung des Phasenraumvo-
lumens bei der Hamiltonschen Bewegung eines Systems mit der Zeit (siehe Kapi-
tel 12) wird man einen Zusammenhang zwischen dieser Bewegung und kanonischen
Transformationen vermuten. Wenn das System zur Zeit ¢, die Anfangsbedin-
gung (q(to), p(to)) = X erfiillt, wird es sich zur Zeit ¢ am Punkt x = (q(t), p(¢))
im Phasenraum befinden. Die dadurch definierte Abbildung des Phasenraums
x = x(X) auf sich ist tatsdchlich eine kanonische Transformation. Um dies zu
zeigen, fithren wir eine infinitesimale Bewegung vom Zeitpunkt ¢ zum Zeitpunkt
t + At durch. Wir nennen den Phasenraumpunkt, an dem sich das System zur
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Zeit t befindet, (Q,P) und den zur Zeit ¢t + At nennen wir (q,p). Dann gilt mit
den Bewegungsgleichungen (13.43)

(a,p) = (Q,P) + ([Q, H], [P, H]) At + O((At)?). (13.58)
Indem wir dies in die Gleichung (13.55) einsetzen, erhalten wir

[gi,p5] = [Qi + [Qi, H|At, P; + [P, -H]At]
= di; + ([Qi, [Py, H]] +[[Qi, H], P3]) At + O((At)?)
:5U+([Qi,[ L H) + [Py, [H,Qi]]) At + O((At)?) (13.59)
= 6;; — [H, [Qi, Pj]] At + O((At)?)
= 0;j +0((At) )

Hier haben wir beim I"Jbergang von der dritten auf die vierte Zeile die Jacobi—
Identitdt (13.41) und das Verschwinden der Poissonklammer [H,d; ;] verwendet.
Mit dem analogen Ergebnis fiir die drei anderen Teilmatrizen haben wir hiermit
gezeigt, dafl fir die betrachtete infinitesimale Bewegung, deren Funktionalmatrix
wir mit J; bezeichnen,

J,-G-J. =G+ 0((At)?) (13.60)

gilt. Dies geniigt aber, um die Kanonizitat der Bewegungsabbildung fiir endliche
Zeitintervalle (t1,t3) zu zeigen. Wir zerlegen dazu das Zeitintervall (¢1,¢2) in n
gleiche Abschnitte der Lange At (mit nAt = t5 — ¢1) und denken uns die Zeitent-
wicklung als Folge von n infinitesimalen Phasenraumabbildungen dargestellt. Fir
die Funktionalmatrix J der Gesamtabbildung machen wir dann mittels (13.60) die
Abschitzung

J-G-J'=G+n-0((At)*) =G +0(At), (13.61)

die sie fiir At — 0 als symplektisch ausweist.

Wir fassen den damit gewonnenen Sachverhalt noch einmal zusammen. Wenn
(a(t),p(t)) die Losung der Bewegungsgleichungen (12.11) bzw. (13.43) mit den
Anfangsbedingungen (q(to),p(to)) = (Q,P) ist, dann ist die durch C;(Q,P) =
(a(t), p(t)) definierte Phasenraumabbildung fiir jede Zeit ¢ eine kanonische Trans-
formation.

Die Phasenraumabbildung C;(Q,P) hingt von der Zeit ab und muf} deshalb in
leichter Abwandlung von (13.6) durch die Gleichungen

q= q(Qa P, t)a P= p(Qa P, t) (13‘62)

beschrieben werden. Die neue Hamiltonfunktion kann dann aber nicht mehr ein-

fach identisch mit der alten sein wie in (13.7), weil die erzeugende Funktion fiir

eine zeitabhingige kanonische Transformation (13.62) auch explizit von der Zeit

abhéngen muf. Anstelle von (13.11) lautet die Differenz der Wirkungsintegrale T
und J jetzt .
2

I-J= / [p(t)-a(t) — H-P(t)-Q(t) + K] dt (13.63)

t1
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und anstelle von (13.12) muf die erzeugende Funktion die Bedingung

- sk 081, 08 o 95
p(t)-4(t)-H-P(t) Q) +K = - 51(q, Q1) = 9q 973 Q- (13.64)

erfilllen. Aus dieser Bedingung folgen fiir die kanonische Transformation der
Phasenraumvariablen auch hier die Gleichungen (13.14), anstelle von (13.7) er-
halten wir hier jedoch offenbar

0S;
K(Q,P,t) = H(a(Q,P,1),p(Q,P,1),t) + . (13.65)
Hier haben wir der erzeugenden Funktion den allgemeinen Index ¢ = 1,...,4

gegeben, weil der additive Zusatz 9.5; /0t fiir alle vier Typen von erzeugenden Funk-
tionen von derselben Form ist. Mit der durch (13.65) definierten neuen Hamilton-
funktion K gelten die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (13.8) fiir die neuen
Variablen Q und P.

Fiir die oben diskutierte kanonische Transformation C;(Q,P), die als neue Vari-
able die Anfangswerte aller Trajektorien zu einer festen Zeit tq einfiihrt, sind alle
neuen Varibalen Q und P unabhéngig von der Zeit ¢. Daher kann nach (13.8) die
neue Hamiltonfunktion nur noch von der Zeit abhangen. Eine solche Hamilton-
funktion K = K (t) kann aber mittels einer Eichtransformation (11.12), die sich
nach (12.10) von der Lagrangefunktion auf die Hamiltonfunktion {ibertragt, auf
K = 0 transformiert werden. Damit erhalten wir aus (13.65) unter Benutzung der
ersten Gleichung in (13.14) die partielle Differentialgleichung

85, 85,
H(q, — — = 13.
(a, aq’t)+ 5 =0 (13.66)

fir die erzeugende Funktion S;(q,Q,t), die unter dem Namen Hamilton—
Jacobi—Gleichung bekannt ist.

Die Variablen Q kommen in der Differentialgleichung (13.66) ja nicht explizit
vor und sind deshalb als Parameter aufzufassen, die eine f-dimensionale Schar
von Losungen Sp(q,t) parametrisieren. Wir wollen annehmen, wir hitten eine
Losungsschar S1(q, Q,t) der Hamilton—Jacobi—Gleichung (13.66) mit der Eigen-
schaft
028,
0q0Q

fir die (f x f)-Funktionalmatrix der erzeugenden Funktion S; gefunden, die
garantieren soll, dal die Schar wirklich f-dimensional ist. Wir benutzen diese
Losung als erzeugende Funktion einer kanonischen Transformation. Dann ist nach
(13.65) und (13.66) die neue Hamiltonfunktion durch K = 0 gegeben und die neuen
Koordinaten Q und Impulse P sind nach (13.8) alle zeitunabhingig. Um die rechte
Gleichung in (13.14) nach den alten Koordinaten q = q(Q, P) auflésen zu kénnen,
brauchen wir die Bedingung (13.67) und die linke Gleichung in (13.14) gibt uns

det

£0 (13.67)
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dann die alten Impulse p = p(q(Q, P), Q) als Funktion der neuen Variablen. Wir
haben damit den Satz von Jacobi bewiesen, nach dem jede wie oben spezifizierte
Losung der Hamilton—-Jacobi—Gleichung eine kanonische Transformation erzeugt,
die die Hamiltonschen Gleichungen 10st.

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung ist von grofler Bedeutung fiir das Verstandnis des
Zusammenhangs zwischen quantenmechanischer Wellenmechanik und klassi-
scher Punktmechanik.

Wir wollen im folgenden Erhaltungsgroflen dazu benutzen, dynamische Sys-
teme mittels kanonischer Transformationen auf zyklische Koordinaten zu trans-
formieren. Das Konstruktionsprinzip erlautern wir zunachst anhand eines Systems
mit nur einem Freiheitsgrad, dessen Energie erhalten ist, so dafl

H(q,p) = E (13.68)

gilt. Wir betrachten die Erhaltungsgrofie als den neuen Impuls P = E und denken
uns die Gleichung (13.68) nach p = p(q, P) aufgeldst. Mit der so erhaltenen Funk-
tion p(q, P) als Integranden bilden wir durch Integration nach ¢ die erzeugende
Funktion .
Sa(q, P) = / p(d', P)ddq, (13.69)
do
die man auch als Wirkungsintegral bezeichnet. Durch diese Konstruktion
garantieren wir die Giitigkeit der ersten Gleichung in (13.17),

p = 083/0q, (13.70)
und die zweite Gleichung in (13.17),

95,
Q=5 (13.71)

liefert uns die neue Koordinate ). Da per Konstruktion die Hamiltonfunktion als
Funktion der neuen Variablen durch H = P gegeben und @ daher zyklisch ist,
bleibt nur die Losung der Bewegungsgleichung Q@ = 0H/90P = 1, die aber einfach

Q(t) = Qo + t lautet.

Zur praktischen Durchfithrung dieser Konstruktion mufl man nur das Wirkungsin-
tegral (13.69) berechnen und die Differentiation (13.71) ausfithren. Wir fithren die
Rechnung wieder am Beispiel des harmonischen Oszillators vor und beginnen also
mit

p® mw?

H=—
2m+ 2

Die erzeugende Funktion wird dann

2P
/\/2m q?)dq = — / \/1—ac2dac

_ 2
—w(ac 1—2z —+—arcsm;v)‘

¢ =P. (13.72)

(13.73)
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Die neue Koordinate ist schliefllich durch

dS 1 2P
Q:—zz[—(x 1— 22+ arcsinz) + —+/1 — 22 ( - )” 2
(13.74)
1 arcsi ( mw? )
= — arcsin
" op *
gegeben, so dafl
2P
= 5 Sinw@ (13.75)
mw

gilt (siehe (13.32)).

Falls die durch (13.68) definierte Trajektorie I' geschlossen ist, kann man anstelle
der Energie E auch die Wirkungsvariable I, die durch das Integral

I(E) = %7{ p(g, E) dg (13.76)

gegeben ist, als neuen Impuls P = I einfithren. Hier ist zu beriicksichtigen, daf
p(g, F) langs der Trajektorie keine eindeutige Funktion von ¢ ist. Das Wirkungsin-
tegral (13.76) ist dann gleich der in der folgenden Figur gezeigten von der Trajek-
torie I'p eingeschlossenen Flache.

D A
e

I(E)

oy

Wenn man bei der Definition der erzeugenden Funktion (13.69) die Integra-
tion von gy nach ¢ in demselben Sinne durchfiihrt, gelangt man nach n zusatz-
lichen Umlaufen um I'p wieder nach ¢ und die erzeugende Funktion wird eine
mehrdeutige Funktion von g, deren Werte aber nach

S5 (q, 1) = S (g, 1) + 2wl (13.77)

durch das Wirkungsintegral I verkniipft sind. Die zur Wirkungsvariablen I
gehorige Koordinate @) ist die Winkelvariable

85,
0="27. (13.78)
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Sie wachst bei jedem Umlauf um die Trajektorie I'y um 27 an und ist deshalb
ebenfalls keine eindeutige Funktion von ¢, die alte Koordinate g ist jedoch eine
2m—periodische Funktion

q(© 4+ 27, 1) =q(O,1) (13.79)

der neuen Koordinate ©. Da die Hamiltonfunktion
H=E(I) (13.80)
zyklisch ist, definiert die Bewegungsgleichung fiir die neue Koordinate

. OF
= = (I 13.81
© i w(l) (13.81)
eine Kreisfrequenz w(I). Mit der Losung ©(t) = Og + w(I)t von (13.81) fiihrt
die alte Koordinate ¢ eine wegen (13.79) zeitlich periodische Bewegung mit dieser
Kreisfrequenz aus.

Fiir unser obiges Beispiel des harmonischen Oszillators bringt die Einfiihrung
von Wirkungs— und Winkelvariablen nur geringfiigige Anderungen gegeniiber der
Einfiihrung der Energie als neuem Impuls. Aus (13.73) erhalten wir fiir das
Wirkungsintegral (13.76) die Formel

1 2F 1 E = E
I = -4.8 Fy)=— 4. — . — = —. 13.82
o 2(\/ mw?’ ) o2 w 2 w ( )

Energie ¥ und Wirkungsvariable I sind also einfach proportional zueinander. Da-
her erhalten wir anstelle von (13.74) hier fiir die Winkelvariable

. 852 . 382 . . mw
©= 3 —YaE = arcsin ( ﬁq) (13.83)

und daher anstelle von (13.69) die kanonische Transformation (siehe (13.32))

21
q =4/ —sin®. (13.84)
mw

Die oben anhand eines Systems mit einem Freiheitsgrad diskutierten Konzepte
lassen sich verallgemeinern. Wir betrachten daher jetzt ein System mit f Frei-
heitsgraden, das wir wieder durch f-dimensionale Koordinatenvektoren q und
Impulsvektoren p beschreiben. Wir nehmen an, fiir dieses System seien f Erhal-
tungsgrofien F,(q,p) (# = 1,...,f) bekannt, die wir in den f-dimensionalen
Vektor F zusammenfassen, so dafl die Erhaltungssatze die Gestalt

F(q,p) =F (13.85)

haben. Den Vektor F wollen wir als neuen Impulsvektor P einfiithren. Dies ist
wegen der kanonischen Poissonklammern (13.45) nur méglich, wenn die Erhal-
tungsgroflen die Bedingungen

[F,F)]=0 (uv=1,...,§) (13.86)
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erfillen. Man sagt in diesem Falle, die f Erhaltungsgrofien seien in Involution
zueinander.

Zur Berechnung einer erzeugenden Funktion wollen wir das Gleichungssystem
(13.85) nach den Impulsen p aufldsen. Dazu miissen die Erhaltungsgrofien un-
abhangig voneinander sein, eine Eigenschaft, die wir durch die Forderung

det Z—F £0 (13.87)

garantieren wollen. Analog zu (13.69) mochten wir die erzeugende Funktion durch
das Wirkungsintegral

q
Sa(q, F) i/ p(d,F)-dd’ (13.88)

do
definieren. Dies kann aber nur gelingen, wenn das Integral in (13.88) wegun-
abhéngig ist. Es stellt sich nunmehr heraus, dafl dafiir das Verschwinden der Pois-
sonklammern (13.86) notwendig und (in einfach zusammenhidngenden Gebieten)

hinreichend ist. Da die Erhaltungssétze (13.85) nach Einsetzen der Umkehrfunk-
tion p = p(q, F) identisch in q erfiillt sind, gelten die Gleichungen

OF,, Op; .
- i=1,..., 1) 13.89
Z 5; 9 (1 f) (13.89)

8qz
Indem wir in den Poissonklammern (13.86) die Ableitungen nach q mittels (13.89)
durch Ableitungen nach p ersetzen, erhalten wir die Identitaten

zf: (O 0F, _0F, OF,, Z OF, OF, Op; _ Opy

— ) 13.90
Oqr Opr  Opg 3% ). )

F,,F,)]=
Fr 1o Opi. Op; 3qk 9g;

k=1

Falls also die fiir die Wegunabhéngigkeit der Integration (13.88) notwendigen und
nach der Verallgemeinerung des Stokesschen Integralsatzes auf f Dimensionen
in einfach zusammenhangenden Gebieten hinreichenden Bedingungen

op; 9 _ Gok=1,...,f) (13.91)

Oq  0gj
erfiillt sind, mufl auch (13.86) gelten. Da sich die Gleichungen (13.90) angesichts

der Forderung (13.87) aber umkehren lassen,

f
dp;  Opx Opr Op;j
9bi TPk _ Pk Vi, F), 13.92

pov=

sind (13.91) und (13.86) dquivalent.
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Die durch (13.88) erzeugte kanonische Transformation ist durch die Gleichungen

_ o5
35,

35,

:p(q,F)’ Q_ 8—F

(13.93)

gegeben. Da die neuen Impulse F jedoch Erhaltungsgrofien sind, missen die
neuen Koordinaten zyklisch sein und die Hamiltonfunktion ist eine Funktion H(F)
allein der neuen Impulse. Die Hamiltonfunktion kann natiirlich eine der Erhal-
tungsgroflen F, sein, aber das ist nicht erforderlich. Die Bewegungsgleichungen
der neuen Koordinaten lauten schlieflich

. 0H .
und haben die einfache Losung
Q(t) = vq(F)t+ Qo. (13.95)

Wir haben damit den folgenden Sachverhalt nachgewiesen:

Die Bewegungsgleichungen fiir Hamiltonsche Systeme mit f Frei-
heitsgraden, die f unabhangige und paarweise involutorische Erhal-
tungsgroflen besitzen, konnen durch Integrationen gelost werden.

Man nennt solche Systeme daher auch integrabel.

Trajektorien integrabler Systeme mit f Freiheitsgraden liegen auf f-dimensionalen
Hyperflachen im 2 f—dimensionalen Phasenraum. Falls eine solche durch das Glei-
chungssystem (13.85) definierte Hyperflaiche kompakt und zusammenhéngend ist,
kann man zeigen, dafl sie einem f—Torus topologisch aquivalent ist. Die folgende
Figur zeigt einen 2-Torus im 3-dimensionalen Raum.

Einen f-Torus kann man in einen (f+1)-dimensionalen Vektorraum einbetten,
wie man durch die folgende induktive Definition sieht. Ein 1-Torus ist ein Kreis,
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der bei festem p; durch die Winkelvariable ®; in kartesischen Koordinaten durch
die Formeln
x1 = p1cos Oy, Ty = p18in O (p1 > 0) (13.96)

parametrisiert wird. Um einen (f—1)—Torus zu einem f—Torus zu erweitern, macht
man im (f—1)-Torus die Ersetzung

pPf—1— Pf—1— pf+ ppcosOy (pr=1> ps >0) (13.97)
und fiuhrt die zusitzliche kartesische Koordinate
Ty =pssinOy (13.98)

ein.

Wir betrachten geschlossene Kurven mit Umlaufsinn auf einem f-Torus als
aquivalent, wenn sie sich stetig ineinander deformieren lassen. Die Aqulvalenzklas—
sen solcher Kurven kdnnen dann durch f ganzzahlige Umlaufzahlen n; (i =
,--+,f) charakterisiert werden. Es gibt demnach f indquivalente geschlossene
Kurven I'; mit Umlaufzahlen n; = 6;; (j =1,..., f), die man als Basiskurven zur
Zusammensetzung beliebiger geschlossener Kurven benutzen kann.

Fiir einen durch (13.85) bei vorgegebenen Werten F der Erhaltungsgrofien be-
stimmten f—Torus 7 (F) definiert man unter Verwendung der f Basiskurven I'F
und unter Ankniipfung an die erzeugende Funktion (13.88) die f Wirkungsvari-

ablen
1

I;(F) = or

@) da (=1, (13.99

die nicht von der Wahl der Kurve innerhalb der Aquivalenzklasse I'F abhingen
und die wir zu dem f-dimensionalen Wirkungsvariablenvektor I zusammenfassen,
der jetzt die Rolle der neuen generalisierten Impulse einnehmen soll. Die erzeu-
gende Funktion (13.88) wird auf dem f-Torus 7 (F) eine mehrdeutige Funktion
der alten Koordinaten q. Mit dem f-dimensionalen Vektor n = (nq,...,nys) der
Umlaufzahlen sind die Werte der erzeugenden Funktion durch

S8 (q,1) = 88(q,1) + 27n - 1 (13.100)

gegeben. Als neue Koordinaten erhalten wir hier einen Vektor von f Winkel-
variablen

05,
©= (13.101)

die eindeutige Funktionen von q nur modulo 27n sind, so daf} die alten Koordi-
naten periodische Funktionen

q(® + 27, I) = q(©,I) (13.102)
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der Winkelvariablen sind. Die Winkelvariablen ® sind natiirlich ebenfalls zyklisch,
da ihre konjugierten Impulse I = I(F) erhalten sind, und deshalb definieren die
Bewegungsgleichungen fiir die Winkelvariablen

. OH
© = —r =) (13.103)

einen Vektor von f Kreisfrequenzen, mit dem die allgemeine Lésung von (13.103)
O(t) =)t + O (13.104)

lautet.

Viele der in diesem Kapitel eingefiihrten Konzepte bilden wie Grundlage fiir
tiefergehende Untersuchungen von Systemen, die nicht integrabel sind. Hierbei
spielen storungstheoretische Methoden eine zentrale Rolle. Die schon im
18. und 19. Jahrhundert entwickelten Methoden dieser Art hatten zwar quantita-
tive Erfolge zu verzeichnen, erwiesen sich jedoch als unbrauchbar fiir die Berech-
nung des Langzeitverhaltens. (Ein eindriickliches Beispiel fiir die Erfolge in der
Himmelsmechanik stellt die Berechnung der Position des 1846 aufgrund dieser
Berechnung entdeckten Planeten Neptun dar, die zur Erklarung von Bahnabwei-
chungen des 1781 entdeckten Planeten Uranus durchgefithrt wurde.) Wesentliche
Fortschritte in der Theorie des Langzeitverhaltens wurden erst in den sechziger
Jahren des 20. Jahrhunderts erzielt und sind mit dem KAM-Theorem (nach
Kolmogorov, Arnold und Moser) verbunden.

Auch in der Quantenmechanik finden sich viele der in diesem Kapitel diskutierten
Begriffe in analogen Zusammenhéngen wieder. Ein wesentlicher Aspekt der Quan-
tenmechanik besteht in der Quantisierung des Phasenraumvolumens, das dort
nicht in beliebig kleinen Einheiten, sondern nur in Quanten der Grofle dgdp = h
vorkommt, wo i = h/27 das Plancksche Wirkungsquantum ist. Insbesondere die
Poissonklammer hat in der Quantenmechanik das Analogon

F,G] — %(FG _aF), (13.105)

wo rechts der Kommutator F'G' — GF der beiden Phasenraumfunktionen F' und
G steht, die in der Quantenmechanik in lineare Operatoren im Hilbertraum
(Zustandsraum des mechnischen Systems) transmutieren. Mit der Ersetzung
(13.105) gelten in der Quantenmechanik die kanonischen Vertauschungrelatio-
nen (13.45), die eine der wichtigsten Grundlagen der Quantenmechanik darstellen
und aus denen z.B. unmittelbar die Heisenbergsche Unscharferelation folgt.
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ITI. Mechanik starrer Korper und Drehgruppe

14. Kinematik starrer Korper

Unter einem starren Korper verstehen wir in diesem Kapitel ein System von min-
destens drei starr miteinander verbundenen Massenpunkten, die nicht auf einer
Geraden liegen. Im allgemeinen denken wir dabei an sehr viele Massenpunkte
m; (i = 1,...,n), die meist durch eine kontinuierliche Massenverteilung ersetzt
werden. Wir wissen schon, dafl ein solcher starrer Korper sechs Freiheitsgrade
besitzt, falls er nicht weiteren Zwangsbedingungen unterworfen ist. Die erste Frage
lautet, wie die Lage eines starren Korpers zu beschreiben ist und welche generali-
sierten Koordinaten man wahlen kann.

In unserem inertialen Bezugssystem zeichnen wir einen Aufpunkt O aus und
wahlen ein kartesisches Koordinatensystem, das durch das orthonormierte raum-
feste Dreibein e;, e; und e3 und die kartesischen Koordinaten x;, xo und x3
charakterisiert ist. Auflerdem wéahlen wir ein korperfestes Bezugssystem durch
Wahl eines Aufpunktes O’ und eines orthonormierten Dreibeins €/, €}, und e,
die beide fest mit dem Korper verbunden sein sollen. Die kartesischen Koordi-
naten (z], x5, z%) eines beliebigen Punktes P auf dem starren Korper beziiglich
des korperfesten Dreibeins sind dann fest und unabhangig von der Bewegung des

——
Korpers. Fiir die Vektoren r = ﬁ’, ro =00 und r' = O’ B gilt dann

3 3
r= Z r e, =ro+r =ro+ Z Tel,. (14.1)
'u,:]_ v=1

Die Lage des starren Korpers beziiglich des inertialen Bezugssystems ist dann
durch den Vektor ry und das korperfeste Dreibein gegeben. Damit dies insgesamt
6 Freiheitsgraden entspricht, mufl die Orientierung des Dreibeins sich offenbar
durch 3 generalisierte Koordinaten beschreiben lassen.
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Die Komponenten der Vektoren e/, des korperfesten Dreibeins beziiglich des raum-
festen Dreibeins sind durch die Richtungskosinus

avu =€), - e, = cos(a(e),e,)) (14.2)

gegeben, mit denen dann die Darstellung

3

e, = Z Aoy €y (14.3)

n=1

gilt. Fiir die kartesischen Komponenten der Vektorgleichung (14.1) erhalten wir
damit die Beziehungen

3

T, =T €, =g, + Z Ty, Ay (14.4)

v=1

Die neun Richtungskosinus a,,, sind natiirlich nicht unabhangig voneinander, son-
dern die bilden eine orthogonale (3 x 3)-Matrix

a11 Q@12 ais
A= a2 a2 a3 |, (14.5)
a31 azz2 ass

weil die beiden Dreibeine orthonormiert sind. Unter Benutzung der Orthonormie-
rungsbedingungen e),- €} = d,» und e,- e, = J,, folgt ndmlich aus (14.3)

3 3
don=e€l, - e\ = Z Quplrg (€ - €x) = Z Auplrp (14.6)
Hyk=1

n=1

oder mit der transponierten Matrix .A? und der 3—dimensionalen Einheitsmatrix I
in Matrixschreibweise die orthogonale Matrizen charakterisierende Eigenschaft

A- A =1T. (14.7)
Aus (14.7) folgt tiber den Determinantenmultiplikationssatz
det A = det A" = +1. (14.8)
Es gibt daher zu A? eine rechtsinverse Matrix B, mit der A! - B = I gilt. Mul-
tipliziert man nun (14.7) von rechts mit B, so ergibt sich B = (A - A") - B =
A- (A!- B) = A. Orthogonale Matrizen haben also auch die Eigenschaft
A - A=1T. (14.9)
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Die Gleichungen (14.7) und (14.9) bedeuten, dafl sowohl die Zeilenvektoren wie
auch die Spaltenvektoren der Matrix (14.5) orthonormiert sind.

Unter Verwendung der Spaltenvektoren

1 Zo1 Ty

x= |z |, x0 = | o2 und x' = | 7, (14.10)
!
3 03 T3

koénnen wir nun die Gleichungen (14.4) in der vektoriellen Gleichung

x =xg + A" - x’ (14.11)
zusammenfassen, die wir dann leicht nach

x'=A-(x—xp) (14.12)

auflssen konnen. Die Gleichung (14.11) und ihre Umkehrung (14.12) beschreiben
den Ubergang zwischen dem raumfesten und dem korperfesten Bezugssystem.

Unter jeder durch orthogonale Matrizen A vermittelten Abbildung bleiben die
Lingen von Vektoren und die Winkel zwischen Vektoren invariant. Aus x| = A-x;
und der transponierten Gleichung x%¥ = x} - A* folgt ndmlich wegen (14.9)

xy -x) =x5- A A-x; =x5 %1, (14.13)
Damit das raumfeste Dreibein durch eine stetige Bewegung in das korperfeste
iberfiithrt werden kann, miissen die Dreibeine entweder beide rechtshandig oder
beide linkshandig sein. Die eine solche Bewegung beschreibenden orthogonalen
Matrizen 4 miissen daher dieselbe Determinante

det A =detI = +1 (14.14)

wie die Einheitmatrix I haben, da die Determinanten nicht stetig den laut (14.8)
einzigen alternativen Wert —1 erreichen kénnen. Orthogonale Matrizen A, deren
Determinante gleich +1 ist, heiflen eigentlich orthogonal.

Den Zusammenhang zwischen dem Wert von det.4 und der Hindigkeit der
Dreibeine kann man auch durch eine einfache Rechnung einsehen. Wenn das
ungestrichene Dreibein rechtshandig ist, gilt fiir seine Spatprodukte

+1 (Auv gerade Permutation von 123)
(ex xe,) e, =€ = —1 (Apv ungerade Permutation von 123)  (14.15)
0 (Apv nicht alle verschieden).

Dann gilt jedoch fiir das gestrichene Dreibein mit (14.3) die Beziehung
3
(€] x e))-e; = Z airazuaz,(ex X e,) e,
Ap,v=1
3
= Z A1702,03,€x,, = det A.

A p,v=1

(14.16)
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Es stellt sich noch die Frage, ob tatsachlich alle orthogonalen Matrizen mit der
Eigenschaft det A = +1 Drehungen beschreiben, die gleichhandige Dreibeine in-
einander iiberfiihren. Diese Frage wird durch einen Satz von Euler positiv beant-
wortet. Um diesen Satz zu beweisen, weist man die Existenz eines Spaltenvektors
x # 0 nach, der invariant unter der Abbildung A ist, der also die Eigenschaft

A-x=x (14.17)

hat. Wenn man die Abbildung A in einem Koordinatensystem darstellt, in dem
der Eigenvektor x die 3—Achse kennzeichnet, dann muf} sie eine orthogonale Matrix

der Gestalt
a1 a2z O

A = a1 a9 0 (1418)
0 0 1

sein. Damit diese Matrix eigentlich orthogonal ist, muf8 die obere linke (2 x 2)—

Matrix sich aber als
(a11 a12> _ < CO.SO[ SlIlO[) (1419)
a21 Q22 —sina  cos«

schreiben lassen, wobei der Winkel a eindeutig bestimmt ist. Die Matrix (14.19)
stellt eine Drehung um den Winkel « in der (z1, z2)-Ebene dar, wie in der folgen-
den Figur gezeigt.

Damit ware bewiesen, dafl eine beliebige eigentlich orthogonale Matrix eine Ab-
bildung darstellt, die sich als eine Drehung um eine gewisse Drehachse veran-
schaulichen 1afit. Es bleibt die Existenz eines Eigenvektors mit der Eigenschaft
(14.17) zu zeigen.

Wir zeigen zunéchst, daf die Eigenwerte a orthogonaler Matrizen A, die im iibrigen
komplex sein konnen, immer den Betrag 1 haben. Aus der Eigenwertgleichung

A-x=a-x (14.20)

folgt mit dem komplex konjugierten Zeilenvektor x* = %! und dem komplex kon-
jugierten Eigenwert a wegen x* - A® = ax* die Gleichung

|X|2 —x*ex=x* At - A-x = |a|2 . |X|2, (14.21)
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die wegen |x|? # 0 die Behauptung |a|? = 1 impliziert.

Sodann folgt durch komplexe Konjugation der Eigenwertgleichung (14.20), A-x =
ax, dafl mit jeder Zahl a auch die komplex konjugierte Zahl a ein Eigenwert der
reellen Matrix A ist.

Das Produkt der drei Eigenwerte der Matrix A ist bekanntlich gleich ihrer Deter-

minante,
a1a2ag3 = det A (1422)

Angesicht der hiermit bewiesenen Eigenschaften muf} jede eigentlich orthogonale
Matrix A mindestens einen Eigenwert ¢ = 1 und damit die Eigenschaft (14.17)
haben. Es gibt namlich nur die folgenden Alternativen. Wenn alle drei Eigenwerte
von A reell sind, miissen sie nach (14.8) £1 sein und daher wegen (14.14) und
(14.22) entweder alle oder genau einer von ihnen +1 sein. Wenn es einen nicht—
reellen Eigenwert a gibt, ist auch a Eigenwert und der dritte Eigenwert mufl wegen
(14.14) und (14.22) den Wert 1 haben.

Jede 3—dimensionale eigentlich orthogonale Matrix A beschreibt also eine Drehung
im 3-dimensionalen Raum. Dabei ist die Richtung der Drehachse durch den Eigen-
vektor zum Eigenwert +1 gegeben. Der Cosinus des Drehwinkels a 1afit sich aus
der Spur der Matrix 4 bestimmen. Denn wegen der Unabhéngigkeit der Spur einer
Abbildung vom gewéhlten Koordinatensystem (die Spur ist eine affine Invariante)
lesen wir aus (14.5), (14.18) und (14.19) die Beziehung

SpurA = a1 + ass +az3 =1+ 2cosa (14.23)

ab.

Um eigentlich orthogonale Matrizen (14.5) durch generalisierte Koordinaten zu
parametrisieren, werden wir eine beliebige Drehung auf eine Folge von drei ein-
fachen Drehungen zuriickfiihren. Als einfache Drehungen bezeichnen wir solche,
die einen der Vektoren des ungestrichenen Dreibeins als Drehachse besitzen. Nach
(14.18) und (14.19) werden die Drehungen um ez durch Matrizen

cosa sina 0
Ds(a) = | —sina cosa 0 (14.24)
0 0 1

beschrieben, wobei a der rechtshindige Drehwinkel ist. Ganz analog beschreiben
Matrizen

1 0 0
Di(a)=10 cosa sina (14.25)
0 —sina cosa
Drehungen um e; und
cosa 0 —sina
Dy (a) = 0 1 0 (14.26)

sinaa 0 cosa
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Drehungen um es.

In der folgenden Figur sind die durch die Dreibeine e, e;, e3 und €/, €, e gegebe-
nen kartesischen Koordinatensysteme in einen gemeinsamen Ursprung gelegt. Die
(z1,2z2)-Ebene und die (z,z})-Ebene schneiden sich in einer Linie, die man die
Knotenlinie der betrachteten Drehung nennt. Der ﬂ'bergang vom ungestrichenen
zum gestrichenen Koordinatensystem wird nun durch die folgenden drei Schritte
vollzogen:

1. Drehung um die z3—Achse, so dafl der Vektor e; in die Knotenlinie tiberfiihrt
wird. Der Drehwinkel ¢ liegt im Intervall 0 < ¢ < 7.

2. Drehung um die Knotenlinie, in der jetzt der Vektor e; liegt, bis der Vektor
es in den Vektor ef tiberfiihrt ist. Der Drehwinkel ¥ liegt im Intervall —7 <
9 <.

3. Drehung um die z5—Achse, in der jetzt der Vektor es liegt, bis der Vektor e;
von der Knotenlinie in den Vektor e} iiberfiihrt ist. Der Drehwinkel ¢ liegt
im Intervall —7m < ¢ < 7.

A X3

Knotenlinie

Anhand von Gleichung (14.3) erkennen wir, daf die erste Drehung durch eine
Matrix vom Typ D3 beschrieben wird, weil um den Vektor es gedreht wird, die
zweite Drehung durch eine Matrix vom Typ Dy, weil hierbei um den Vektor e;
gedreht wird, der zur Zeit in der Knotenlinie liegt, und die dritte Drehung wieder
durch eine Matrix vom Typ D3, weil der Vektor es jetzt auf dem Vektor ef liegt.
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Die gesamte Drehung wird daher durch die Drehmatrix

A = D3(¢)D1(9)D3(¢)

cos ¢ cos P — cos ¥ sin p sin P sin g cos 1) + cos ¥ cos psiny  sin ¥ sin ¢
= | —cospsiny — cos¥sinpcosy —sinpsiny 4 cosvcospcosy sin Y cos Y
sin ¥ sin ¢ —sin cos ¢ cos
(14.27)

beschrieben. Die drei parametrisierenden Winkel nennt man die Eulerschen
Winkel. Mit den Eulerschen Winkeln haben wir drei generalisierte Koordinaten
gefunden, mit denen mittels der Gleichungen (14.3) die Orientierung und die Bewe-
gung eines Dreibeins und damit eines starren Korpers beschrieben werden kann.
Hierbei wird die Drehung als eine aktive Transformation aufgefafit, der ein
physikalisches Objekt unterworfen ist.

In Gleichung (14.12) spielt dieselbe Drehung die Rolle einer passiven Transfor-
mation. Hier sind die Komponenten ein und desselben Vektors r’ = r —rq in zwei
gegeneinander verdrehten kartesischen Koordinatensystemen in Beziehung gesetzt.
Diese Beziehung wird durch dieselbe Drehmatrix A hergestellt. Aktive und passive
Interpretationen sind fiir alle Arten von physikalischen Transformationen moglich.

In diesem Kapitel haben wir bisher Drehungen immer unter Bezugnahme auf
bestimmte Koordinatensysteme (Dreibeine) charakterisiert. Eine Drehung D
(denken wir jetzt einmal an die aktive Interpretation) hat aber eine von der Wahl
des Koordinatensystems unabhangige, rein geometrische Bedeutung. Ein im
durch (eq, ey, e3) gegebenen Koordinatensystem dargestellter Vektor r,

3
r= Z zye,, (14.28)
v=1

wird durch eine Drehung D, die durch die Gleichung (14.3) charakterisiert ist, in

den Vektor
3 3 3
r = Z:L’,,e:j = Z Tya,,e, = Z mLeu (14.29)
p=1

v=1 wn,v=1

tiberfiihrt, so daf} fiir die wie in (14.10) definierten Spaltenvektoren mit (14.6) die
Beziehung
x=A x' (14.30)

gilt. Benutzen wir stattdessen ein anderes Koordinatensystem, dessen Basisvek-
toren

3
&, =Y byue, (14.31)
pn=1
mit denen des alten Systems durch die Drehung B verkniipft ist, so gilt
3
r=> &8, = Y #bye, (14.32)
v v,u=1
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oder fiir die Spaltenvektoren
x=B-x und analog x'=B-x. (14.33)
Die Drehung D wird daher im neuen Koordinatensystem durch die Gleichung
x=A-% mit A=BAB (14.34)
dargestellt.

Genau so, wie Vektoren r nach Wahl eines Koordinatensystems durch ihre Kom-
ponenten x dargestellt werden, die sich bei einem Wechsel des Koordinaten-
systems wie (14.33) transformieren, werden Drehungen D durch koordinaten-
abhéngige Drehmatrizen A dargestellt (siehe (14.30)), deren Transformationsver-
halten bei einem Wechsel des Koordinatensystems aus (14.34) ersichtlich ist. Als
iibergeordneten Begriff, der beide Verhaltensweisen umfafit, benutzt man in der
Physik den Begriff des Tensors. Ein Tensor n—ter Stufe 7 ist ein geometrisches
Objekt, dessen Komponenten beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems
Tus,....un 1 kartesische Indizes tragen. Bei einem Wechsel (14.33) des Koordi-
natensystems transformieren sich diese Komponenten nach der Regel

Toroin = D bpwn i, Ton - (14.35)

Vektoren sind angesichts des Transformationsverhaltens (14.33) offenbar Tensoren
erster Stufe, wihrend Drehungen nach (14.34) Beispiele fiir Tensoren zweiter Stufe
sind. Wir werden spater auch anderen Tensoren zweiter Stufe und Tensoren
hoherer Stufen begegnen.

Orthogonale Matrizen A mit der Eigenschaft det. A = —1 heiflen auch un-
eigentlich orthogonal. Sie beschreiben den I"Jbergang zwischen Dreibeinen unter
gleichzeitiger Umkehr der Handigkeit und entsprechen daher nicht einer Drehung.
Spiegelungen, z.B. die Spiegelung

0
0 (14.36)
~1

Ss =

o O =
o = O

an der zur xs3—Achse senkrechten Koordinatenebene, werden durch uneigentlich
orthogonale Matrizen dargestellt. Mit det A = —1 beschreibt die orthogonale Ma-
trix B = A - 83 wegen det B = +1 eine Drehung. Daher 148t sich jede uneigentlich
orthogonale Matrix A = B - 83 als eine Operation interpretieren, die aus einer
Drehung und einer Spiegelung zusammengesetzt ist.

Das hintereinander Ausfiihren physikalischer Transformationen kann man immer
als Produkt der entsprechenden Operationen auffassen. Wenn man hier nach der
Drehung (14.3) eine zweite Drehung

3
el =) bae, (14.37)
v=1
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ausfiihrt, stellt sich die gesamte Drehung als

3 3
ey = Z brvay, e, = ZCW e, (14.38)
n=1

v,u=1

dar, wird also durch das Matrixprodukt C = B- A der darstellenden Drehmatrizen
beschrieben. Die Menge der Drehungen und Drehspiegelungen bildet beziiglich des
hintereinander Ausfithrens eine Gruppe, die Drehgruppe O(3). Indem man die
Elemente dieser Gruppe durch orthogonale Matrizen reprasentiert, stellt man die
Drehgruppe O(3) als Matrixgruppe dar, deren Gruppenoperation das gewdhnliche
Matrizenprodukt ist. Der Name O(3) bezieht sich auf die orthogonalen (3 x 3)—
Matrizen. Die Menge der eigentlichen Drehungen und deren Darstellung durch
eigentlich orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe SO(3) der Drehgruppe
O(3) (spezielle orthogonale Matrizen).

Als zwei spezielle Tensoren wollen wir das Kronecker-Symbol §,,, und das Levi—
Civita—Symbol €y,, (siehe (14.15)) herausstellen. Die Gleichung (14.6), die die
Definition orthogonaler Matrizen beinhaltet, kann auch in die Form

3
51/u - Z auna,u)\(sn)\ (1439)
K, =1

gebracht werden, in der sie nach (14.35) die Invarianz des Einheits—Tensors
0., unter allen orthogonalen Transformationen zum Ausdruck bringt. In leichter
Verallgemeinerung von Gleichung (14.16) gilt fiir €y, die Identitét

3
Z Ara@uBluyEafy = Expw - det A. (14.40)
aaﬁa’)/:]-

Der total antisymmetrische Einheitstensor €),, ist also invariant unter allen
eigentlichen Drehungen und wechselt unter uneigentlichen das Vorzeichen. Ob-
jekte, die sich unter der Drehgruppe wie

3
Toroin = et B> by i, Ton o, (14.41)

VlyeeoyWUn=1

transformieren, nennt man Pseudotensoren. Zur Unterscheidung von Pseu-
dotensoren nennt man Tensoren mit der Eigenschaft (14.35) bei Bedarf auch echte
Tensoren. Nach Gleichung (14.40) ist daher €),, ein unter der Drehgruppe in-
varianter Pseudotensor dritter Stufe.

Erwahnt werden sollen schliefllich noch zwei Operationen der Tensoralgebra, in
der man die Regeln fiir das Rechnen mit Tensoren zusammenfafit. Offensichtlich
ist angesichts der Definition (14.35) die Regel, da} das Tensorprodukt

77L1...;1,m1/1...1/n — 7;(1) T(2) (1442)

1eoobm "V1eoVn
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zweier Tensoren 71 und 7(2) der Stufen m und n ein Tensor der Stufe m + n ist.
Die Verjungung oder Kontraktion

3
Z r/l...unauiuj, (14.43)

vi,v;j=1

eines Tensors 7 der Stufe n, fiir die man zwei Indizes v; und v; gleichsetzt und
iibersummiert, ist ein Tensor der Stufe n — 2. Dies folgt sofort anhand

Z tl...un(suiuj — Z ( H bykuk) 7;1”_“”(5,/“/].

Vi,V ViyVjslblyeebn k=1,...,n
k#t,7  k#i,j (1444)
E : H ka;U/k : :7;1 Hn ;Ufuuj
{pr} k=1, Wik

aus der Orthogonalitat der Transformationsmatrix B. Gelaufige Beispiele fiir die
Verjlingung eines Tensors zweiter Stufe sind das Skalarprodukt zweier Vektoren
>; x;y; oder allgemeiner die Spur des Tensors ) .a;;, die beide einen Tensor
nullter Stufe oder Skalar ergeben.

Einen Einblick in die Topologie der Drehgruppe SO(3) gewinnt man durch eine
alternative Parametrisierung der eigentlichen Drehungen. Anstelle der Eulerschen
Winkel kann man jeder Drehung eindeutig einen Vektor ax zuordnen, dessen Rich-
tung die Drehachse und dessen Linge |a| < m den Drehwinkel kennzeichnet, indem
man den Drehsinn nach der Rechte-Hand Regel festlegt. Damit haben wir die
Drehgruppe SO(3) auf eine Kugel mit Radius 7 abgebildet. Um hier eine exakt
eindeutige Darstellung aller Drehungen zu erhalten, mufl man jedoch antipodi-
sche Punkte auf der Oberfliche der Kugel, die Drehungen um +7 um dieselbe
Achse darstellen, identifizieren. Diese Identifizierung beleuchtet die nichtriviale
topologische Struktur der Drehgruppe SO(3). Sie hat wichtige physikalische
Konsequenzen, weniger fiir die Punktmechanik, um so mehr aber fiir die Quan-
tenmechanik.

Nach dieser vorbereitenden Zusammenstellung wichtiger Eigenschaften der Dreh-
gruppe wollen wir jetzt zur Beschreibung der Bewegung eines starren Korpers
mit fortschreitender Zeit iibergehen. Wir kennzeichnen einen festen Punkt P auf
dem starren Korper wie in Gleichung (14.1) durch den festen Vektor x’ seiner
kartesischen Koordinaten im korperfesten System. Die kartesischen Koordinaten
des Punktes P und des Aufpunktes O’ im raumfesten System bezeichnen wir mit
x(t) und x¢(¢). Dann gilt nach Gleichung (14.4)

x(t) = xo(t) + AL(t) - x'. (14.45)

Hierdurch haben wir die Komponenten von xq und die in A nach (14.27) enthal-
tenen FKulerschen Winkel als sechs generalisierte Koordinaten eingefiihrt. Fir die
Geschwindigkeit des Punktes P erhalten wir aus (14.45)

x(t) = xo(t) + At (t) - x" = vo(t) + A'(t) - A(t) - [x(t) — x0(t)], (14.46)
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wobei wir rechts den Vektor x’' mittels (14.45) mit dem Ziel eliminiert haben,
alle Vektoren im raumfesten System darzustellen. Wegen der Orthogonalitat der
Drehmatrizen (14.9) folgt fiir das Matrixprodukt in (14.46)

G (A )= A A A A= e A (A A) =0, (14.47)

so dafl die Matrix . ‘
Q) = A" - A= —(A"- A)F = —QF(t) (14.48)

antisymmetrisch ist. Eine antisymmetrische Matrix bildet jeden Vektor auf
einen dazu senkrechten Vektor ab. Denn es gilt

x'-Qx=xQ-x)f=x"Q"x=-x"Q-x=0. (14.49)
Dies legt es nahe, nach einem Spaltenvektor

w1 (t)
w(t) = | walt) (14.50)
ws(t)
zu suchen, mit dem fiir jeden Vektor x die Gleichung

Q-x=wxx (14.51)

gilt. Tatsachlich liefern die drei unabhingigen Elemente der antisymmetrischen
Matrix €2 die Komponenten dieses Vektors nach dem Schema

0 —Ww3 (t) 95 (t)
Q)= [ wst) 0 —wi(t) (14.52)
—Ww9 (t) w1 (t) 0

und wir kénnen daher die Gleichung (14.46) in
x(t) = %o(t) + w(t) x [x(t) — x0(t)] (14.53)

umformulieren. Diese Gleichung muf3 die Koordinatendarstellung einer koordina-
tenunabhangigen Vektorgleichung

v(t) = vo(t) + w(t) x [r(t) — ro(t)] (14.54)

mit dem Vektor w(t) = wq(t)e; + wa(t)es + ws(t)es sein (Eulersche Geschwin-
digkeitsformel).

Wir wollen einige der obigen Gleichungen in tensorieller Schreibweise wiederholen.
Die besprochenen Regeln der Tensoralgebra sagen uns, daff mit A auch Q ein
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Tensor zweiter Stufe ist. Die Gleichung (14.52) 148t sich mit dem total antisym-
metrischen Einheitspseudotensor in der Form

3

Ql/u = Z Expy WX (1455)
A=1
schreiben. Mittels der Beziehung
3
Z €rpv Expv — 20,0 (1456)
p,v=1

16sen wir die Gleichung (14.55) nach den Komponenten von w auf und erhalten

3

Wy = % Z € oy (14.57)
w,rv=1

Diese Gleichung bestétigt unsere Vermutung, dafi der Spaltenvektor (14.50) sich
tatsachlich wie ein Tensor erster Stufe transformiert und wir erkennen hier
zusatzlich, dafl er ein Pseudovektor ist. Dies paft zusammen mit der handigen
Definition des Kreuzproduktes, das wir in (14.51) benutzt haben. Das Kreuzpro-
dukt w x x kann nur dann ein echter Vektor sein, wenn genau einer der Faktoren
ein Pseudovektor ist.

So wie man echte Vektoren koordinatenunabhingig durch Pfeile darstellt, kann
man auch fiir Pseudovektoren eine graphische Darstellung finden. Man stellt sie
durch eine gerichtete Strecke mit Umlaufsinn dar, wie in der folgenden Figur links
gezeigt. In rechtshandigen Koordinatensystemen entspricht dieses Objekt einem
Pfeil, dessen Spitze am rechtshandig bestimmten Streckenende befestigt ist, und in
linkshiandigen Systemen am anderen Ende. Unter eigentlichen Drehungen verhalt
sich dieses Objekt genau so wie ein Pfeil, unter der Spiegelung an einer Ebene
senkrecht zur Strecke bleibt es jedoch invariant, wahrend der Pfeil sich umkehrt.

eV
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Die Interpretation der Gleichung (14.54) gelingt nun leicht mittels der rechten
obigen Figur. Die Geschwindigkeit des Punktes P auf dem starren Korper setzt
sich zusammen aus der Geschwindigkeit des fest mit dem starren Korper verbun-
denen Aufpunktes O’ und der durch die momentane Winkelgeschwindigkeit w(t)
bestimmten Rotationsgeschwindigkeit.

Im raumfesten Koordinatensystem bestimmt die Drehmatrix .4 nach (14.48) und
(14.57) die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit nach der Formel

1 A
we =5 Az: €rpr Grp Q- (14.58)
sV

Spater werden wir die Komponenten dieses Vektors auch im korperfesten Koor-
dinatensystem bendtigen. Die Transformation fiir die Matrix Q folgt aus (14.46)
und (14.12) bzw. aus (14.34) und ergibt

—A-Q- A=A A, (14.59)
so daf} wir mittels (14.57)
p 1 :
Wy, =3 D ruw tur dpn (14.60)
A,V

erhalten. Wenn wir dies mittels (14.27) durch die Eulerschen Winkel ausdriicken,
erhalten wir nach einer kurzen Rechnung die Formeln

w) =V cost + sindsiny
why = —Psin e + Hsind cos (14.61)
= ) + P cos,

\I\D

die wir spater ebenfalls verwenden werden.
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15. Beschleunigte Bezugssysteme

Wir werden jetzt unsere im letzten Kapitel erworbenen Kenntnisse iiber Koordi-
natentransformationen benutzen, um die Mechanik eines Massenpunktes in einem
beschleunigten Koordinatensystem zu diskutieren. Bezugssysteme sind ja im all-
gemeinen in festen Korpern verankert. Wir konnen daher die Figur vom Anfang
des letzten Kapitels iibernehmen, um den I"Jbergang von einem inertialen in ein
beschleunigtes Bezugssystem zu illustrieren.

O & X1
CY beschleunigt
X4 inertial

Die Bewegung des beschleunigten relativ zum inertialen Bezugssystem wird durch
die Groflen

ro(t) und (A(t))vu =e,(t)-e, (15.1)

charakterisiert. Die Lage eines Punktes P wird auch hier durch Vektoren r und r’
beschrieben, die der Relation

r(t) =ro(t) +r'(t) (15.2)

gentigen. Der einzige Unterschied zu den Betrachtungen im letzten Kapitel besteht
darin, dafl der Punkt P im beschleunigten Bezugssystem nicht ruhen muf}, sondern
sich relativ zu ihm bewegen kann. Wir betrachten daher einen beliebigen Vektor
G(t), fir dessen Komponenten g(¢) im inertialen und g’(¢) im beschleunigten
Bezugssystem nach (14.45) die Beziehung

g(t) = A'(t) - g'(1) (15.3)

gilt. Fir die Zeitableitungen dieser Komponenten erhalten wir in Analogie zu
(14.53) die Gleichung

d . . d’
_g:At'gl—FAt'gl:At(t)'A'g—FAt'gI:WXg—}—%g.

o (15.4)
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Hierbei bezeichnet ”

—g=A"-¢ 15.5

778 g (15.5)
die Komponenten im Inertialsystem der Zeitableitung des Vektors G beurteilt im
beschleunigten Bezugssystem. Da in Gleichung (15.4) alle Vektoren im Inertial-
system dargestellt sind, gilt diese Gleichung koordinatenunabhangig und kann mit

dem Vektor G und dem Vektor w als
!

d d

geschrieben werden.

Durch Anwendung von (15.6) auf (15.2) konnen wir die Beziehung zwischen den
Geschwindigkeiten in den beiden Bezugssystemen herleiten. Wir erhalten

d__d_ d, o U (15.7
= —r= — — — (3] — I . .
V=Ewt T wt gt Yo Tt
Hierbei ist
LA (15.8)
—Ir =V .
dt

die Geschwindigkeit des Punktes P im beschleunigten Bezugssystem. Die
Relation zwischen den beiden Geschwindigkeiten lautet unter Benutzung der
Fiihrungsgeschwindigkeit

vF=vot+wxr (15.9)

einfach
v=vp+Vv. (15.10)

Durch nochmalige Ableitung nach der Zeit finden wir eine entsprechende Bezie-
hung fiir die Beschleunigungen. Wir erhalten

a= iv—iv +(—=w) xr' +w x ir'—l——v'
“dt dt ' \dt dt- ' dt (15.11)

—ag+twXr +wX (wxr')+2wxv +a,

wobei a’ die Beschleunigung des Punktes P im beschleunigten Bezugssystem be-
zeichnet. Wir konnen hier auch eine Fiithrungsbeschleunigung

ar=ag+twx (wxr)+wxr (15.12)

einfiihren, die ein im beschleunigten Bezugssystem ruhender Punkt erfahrt. Mit
ihr erhélt die Gleichung (15.11) die Form

a=—ap+a +2wxv. (15.13)
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Wenn auf den Massenpunkt P die eingepragte Kraft F wirkt, ist die Newtonsche
Bewegungsgleichung
ma=F (15.14)

im Inertialsystem aquivalent zur Bewegungsgleichung
ma' =F —mag — mw X (wxr') —mw xr' — 2mw x v’ (15.15)

im beschleunigten Bezugssystem.

Neben der eingeprigten Kraft F enthélt die Bewegungsgleichung (15.15) vier
Terme, die man als Tragheitskrafte bezeichnet. Mit dieser umfassenden Be-
wegungsgleichung fiir beliebige beschleunigte Bezugssysteme ist vom praktischen
Standpunkt aus die Sonderstellung der Inertialsysteme aufgehoben. Ich erinnere
jedoch an die Diskussion der objektiven Identifikation eingepragter Krafte in Kapi-
tel 2. Da die Tragheitskrafte alle Massenpunkte in gleicher Weise beschleunigen,
sind sie eindeutig als nicht eingepragte Krafte auszumachen. Sie gleichen in dieser
Hinsicht vollig den Gravitationskraften.

Die ersten drei Tragheitskréfte in (15.15) bilden zusammen die Fiithrungskraft.
Die Zentrifugalkraft
—mw X (w x ') = mw?l (15.16)

steht senkrecht auf der momentanen Rotationsachse und ist proportional zu dem
in der folgenden Figur gezeigten Lotvektor 1.

Die Corioliskraft —2mw x v’ wirkt zusétzlich zu den Fithrungskraften, wenn der
Massenpunkt P sich im beschleunigten Bezugssystem bewegt. Mittels des nach
ihm benannten Pendelversuchs hat Jean Foucault (1819-1868) 1850 die auf
der Erdrotation beruhende Corioliskraft im Labor nachgewiesen. Die Wirkung
dieser Kraft auf bewegte Luftmassen ist bekanntlich von essentieller Bedeutung
fir die Dynamik der Erdatmosphare.

Aus der allgemeinen Bewegungsgleichung (15.15) liest man im iibrigen noch ein-
mal das Galileische Relativitatsprinzip ab. Denn ein geradlinig gleichformig
bewegtes Bezugssystem, das durch ap = 0 und w = 0 charakterisiert ist, zeigt
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keine Tragheitskrafte und ist daher ebenfalls inertial. Die allgemeinste Galilei—
Transformation auf ein solches alternatives Inertialsystem ist durch

ro(t) = Vo - t+ o, A(t) = Ao (1517)

spezifiziert. Nach dem Einsteinschen Relativitatsprinzip sind samtliche In-
ertialsysteme nicht nur fiir mechanische, sondern fiir alle Naturerscheinungen
(z.B. auch optische) gleichwertig. Nach Einstein ist bei hohen Geschwindigkeiten
(vp vergleichbar mit der Lichtgeschwindigkeit ¢) die Rolle der Zeit neu zu
iiberdenken und anstelle der Galilei-Transformationen treten die im vierdi-
mensionalen Minkowskiraum (Raum—Zeit-Kontinuum) wirkenden Lorentz—
Transformationen.

Da ein Gravitationsfeld lokal nicht von einem beschleunigten Bezugssystem unter-
schieden werden kann, ist ein in einem homogenen Gravitationsfeld frei fallendes
Bezugssystem (ag = g) als inertial zu betrachten. Nach der Einsteinschen Allge-
meinen Relativitatstheorie ist ein solches Bezugssystem tatsachlich hinsichtlich
aller Naturerscheinungen zu einem inertialen Bezugssystem aquivalent.
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16. Dynamik starrer Korper

In diesem Kapitel werden wir oft Summen der Form ) f(r;) m; iiber alle Massen-
punkte eines starren Korpers K begegnen. Da die Massenpunkte in einem typi-
schen starren Korper kontinuierlich verteilt sind, werden wir die Massenverteilung
durch eine Massendichte p(r) beschreiben und die obigen Summen als Zwischen-
summen fiir Volumenintegrale auffassen. Mit m; = p(r;) A3r;, wobei A3r; ein
Volumenelement um den Punkt r; ist, erhalten wir im Grenzfall beliebig feiner
Volumenaufteilung die Vorschrift

7 me = 3 f(ri) plri) A% - /K £(x) p(r) dPr. (16.1)

Die praktische Berechnung solcher Volumenintegrale wird durch den Satz von Fu-
bini erleichtert, nach dem die Integration koordinatenweise durchgefiihrt werden
kann. Dies fiihrt fur einen Normalbereich, bei dem die kartesischen Koordinaten
des Korper K z.B. durch die Bedingungen

a<z<b

91(z) <y < g2() (16.2)
hi(z,y) <z < hao(z,y)

charakterisiert sind, zu der Formel

b g2(z) he(z,y)
/ f(r)d®r :/ d:n/ dy/ dz f(r). (16.3)
K a g1(z) hi(z,y)

Korper, deren Form nicht in das Schema (16.2) passen, miissen entweder in Nor-
malbereiche zerlegt werden oder durch eine geeignete Koordinatentransformation
angepafit werden. Fiir letzteres braucht man den Transformationssatz, der
Substitutionen in mehrdimensionalen Integralen ermoglicht. Wenn durch eine Ab-

bildung

Kor 220 o e g (16.4)

das Gebiet K umkehrbar eindeutig auf das Gebiet K’ abgebildet wird, gilt die
Transformationsformel

N 33,0 e 8_F 3r
[ 1w —/’Cf(F(r))|d (S0 (16.5)

Die Verallgemeinerung dieser Transformationsformel auf beliebige Dimensionen
haben wir schon frither in (12.38) und (13.56) benutzt.

Die Gesamtmasse M eines starren Korpers IC mit der Massendichte p(r) berechnet
sich aus der Formel

M = Zmi = /’Cp(r) d°r. (16.6)
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Fiir den Vektor vom korperfesten Aufpunkt O’ zum Massenmittelpunkt S des
starren Korpers K erhalten wir

1« 1
ry = 0% = i ;mir; =7 /’C r'p(r))d’r’. (16.7)

Es wird sich haufig, jedoch nicht immer, als vorteilhaft erweisen, den Aufpunkt O’
in den Massenmittelpunkt S des starren Korpers zu legen. Dann gilt r's = 0.

0 &
C korperfest

X, raumfest

1

Als erste dynamische Grofle beim starren Korper notieren wir nun seinen
Gesamtimpuls

P:Zmivi:Zmi(vo—l—wXr;):MVOqLwarfg:Mvs. (16.8)
i=1 i=1

Hier haben wir die Eulersche Geschwindigkeitsformel (14.54) benutzt. Der Term
mit der Winkelgeschwindigkeit verschwindet fir O’ = S.

Die kinetische Energie unseres starren Korpers I ist durch die Formel
1 - 2 1 2 3
T:—Zmivi:— (vo+w x1')*p(r)d°r (16.9)
2~ 2 Jx

gegeben. Nach Ausmultiplizieren des Quadrats im Integranden zerfallt sie in die
drei Anteile

T =Ty + Trot + T, (16.10)
WO Y
T = 7vg (16.11)
die Translationsenergie,
1
Trot = 3 / (w x ')2p(r) d°r (16.12)
K
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die Rotationsenergie und
Ty = Mvg - (w X 1Y) (16.13)

die “wechselseitige” kinetische Energie ist. Letztere verschwindet fir O’ = S.

Unser besonderes Interesse gilt nunmehr dem Rotationsanteil 7}, der kinetischen
Energie. Er ist eine quadratische Form in den Komponenten der Winkelgeschwin-
digkeit w und 148t sich daher als

3
]‘ / /
Tot =5 D @uOuw) (16.14)

w,v=1

schreiben. Hierbei empfahl sich eine Komponentendarstellung des Kreuzproduktes
in (16.12) im kdrperfesten Bezugssystem, weil damit die Komponenten des Vektors
r’ und deshalb auch die Koeffizienten ©' in der quadratischen Form zeitunabhéngig
werden. Mit der Identitat

(wxr)=w?r?—(w-r)? (16.15)

erhalten wir aus (16.12) die Formel
@:w = /[(m'f + i + a:?)(su,, — xLa:,'j]p(r') d3r’ (16.16)
fir die Koeffizientenmatrix in (16.14). Die diagonalen Elemente

o 2 2 n 3.0 _ 2
o, = /(r —a?)p(e) ' = M- < &2 > (16.17)
dieser Matrix werden die Tragheitsmomente beziiglich der py—Achse genannt.
Sie sind proportional zum mittleren Abstandsquadrat < di > der Massenpunkte
des Korpers von der py—Achse. Die nichtdiagonalen Elemente

0, = —/xitx;p(r') e (u#v) (16.18)

heifilen Deviationsmomente. Die Koeffizienten (16.16) bilden in jedem kdrper-
festen Koordinatensystem eine symmetrische (3 x 3)-Matrix ®’. Wir wollen fra-
gen, wie diese Matrix sich beim ["Ibergang auf ein anderes korperfestes System
transformiert. Seien also mit der orthogonalen Matrix B

= buatl, (16.19)

die Komponenten des Vektors r’ im neuen Koordinatensystem. Wir kénnen das
Transformationsverhalten von ®' aus den Gleichungen (16.14) oder (16.16) er-
mitteln. Da die Rotationsenergie ein Skalar und die Winkelgeschwindigkeit ein
Pseudovektor ist, w), =" bauwy - det B, erhalten wir aus (16.14)

Trot = Z " Zba“ Jbgu)w (16.20)
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und lesen daraus das Transformationsverhalten

ns = baubs,O), (16.21)
Nz

ab. Dies ist nach (14.35) das Transformationsverhaltens eines Tensors zweiter
Stufe. Das koordinatenunabhéngige durch die Matrixdarstellung (16.16) charak-
terisierte Objekt wird daher der Tragheitstensor des Korpers I genannt.

Jede reelle symmetrische Matrix besitzt reelle Eigenwerte und 1af8t sich durch
eine reelle orthogonale Transformation diagonalisieren. Daher existiert fiir jeden
Tragheitstensor ® ein Koordinatensystem, in dem

O = O, Oy (16.22)

Die Koordinatenachsen dieses Systems sind die Hauptachsen und die zugehorigen
Momente die Haupttragheitsmomente des Tragheitstensors. Letztere sind wie
alle Tragheitsmomente (16.17) immer positiv (aufler fiir strikt lineare Massen-
anordnungen). Im Hauptachsensystem hat die Rotationsenergie die einfache
Gestalt

1
Trov = 5( Twi? + OLwi? + OLw?). (16.23)

Zur koordinatenunabhangigen Veranschaulichung von Tragheitstensoren dient das
Poinsotsche Tragheitsellipsoid. Es wird durch die Spitzen derjenigen Vektoren
s beschrieben, die die Bedingung

s'@s =1 (16.24)
erfiilllen. Im Hauptachsensystem ist dieses dreiachsige Ellipsoid durch die Formel
O18? + Ogs3 + O3s3 =1 (16.25)
gegeben. Die Halbachsen des Tragheitsellipsoids
1
a, = ——— (16.26)

sind also die reziproken Wurzeln aus den Haupttragheitsmomenten.
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Wenn der Vektor der Winkelgeschwindigkeit w = n-w in Richtung des Einheitsvek-
tors n zeigt und n, die Komponenten von n im Hauptachsensystems sind, gilt fiir
die Rotationsenergie die Formel

1
Trot = 5On - w? (16.27)

mit dem Tragheitsmoment beziiglich der n—Achse
On =) O,n’. (16.28)
w

Der Trégheitstensor eines starren Korpers hangt von der Wahl des Aufpunktes o'
ab. Fiir den Ubergang zu einem anderen Aufpunkt O” mittels r' = ro + r’ mit

ro = 0’0" liest man aus den Gleichungen (16.9) und (16.7) unter Benutzung des
Vektors r = 0”3 die Beziehung

M
T, = 5 ~(wx10)? 4+ M(w x o) - (w x r'h) + T, (16.29)

ab, aus der man bei Bedarf die Beziehung zwischen den beiden Tragheitstensoren
®’ und ©” entnehmen kann. Fiir den speziellen Fall, in dem man als neuen
Aufpunkt den Massenmittelpunkt O"” = S des Korpers wiahlt, gilt rf = 0 und
man erhalt fiir die Tragheitsmomente in Richtung n den Steinerschen Satz

0% =03+ M-d>. (16.30)

Hier ist d die Lange der Komponente des Vektors ro senkrecht zu w, |w x| = w-d,
d.h. der Abstand des Aufpunktes O’ von der durch den Massenmittelpunkt S
gelegten Drehachse. Tragheitsmomente beziiglich des Massenmittelpunktes sind
also minimale Tragheitsmomente. Im allgemeinen andern sich bei einer Ver-
schiebung des Aufpunktes auch die Deviationsmomente. Wenn wir den Ver-
schiebungsvektor ro im Hauptachsensystem des Trigheitstensors ©° durch den
Vektor xo darstellen, erhalten wir aus (16.29) mittels der Identitat (16.15)

681; = @i : 6uv + ng 5,Lw - MmONwOV- (16.31)

Der Tragheitstensor ©°" bleibt bei dieser Verschiebung nur dann diagonal, wenn
der Vektor ry in Richtung einer der Haupttragheitsachsen zeigt.

Als Beispiel berechnen wir zunachst den Tragheitstensor beziiglich des Massen-
mittelpunktes einer homogen mit Masse der Dichte p gefiillten Kugel vom Radius
R. Wir konnen auch ohne Rechnung einsehen, dafl dieser Tragheitstensor ein
Vielfaches des Einheitstensors sein muf}, weil die Kugel isotrop ist und es keine
ausgezeichnete Richtung fiir die Hauptachsen gibt. Der Tragheitstensor muf} also
unabhingig vom Koordinatensystem dieselbe Gestalt

G),ul/ = 0O - 5,u,1/ (1632)

148



haben. Dafl alle Deviationsmomente verschwinden, kann man auch sofort an-
hand der Formel (16.16) sehen, weil positive und negative Betrige sich aus Sym-
metriegrinden kompensieren. Die Kugel bildet in kartesischen Koordinaten den

Normalbereich
—-R S L1 S R

—\/R? — 2} <ay <\/R?— a3 (16.33)
—\/R? — 22 — 22 < z3 <4\/R?— 2% — 23.

Allerdings sind die Grenzen des Normalbereichs in Kugelkoordinaten viel einfacher
durch
0<r<R, 0<d9<m 0<¢p<2rm (16.34)

gegeben. Volumenintegrationen in Kugelkoordinaten sind besonders einfach fiir
Integranden, die nur von der Koordinate r abhangen. Dann gilt namlich

R T 27 R
/’Cf(r) d’r = /0 dT/O d19/0 do f(r)rsind = 47r/0 f(r)r?dr. (16.35)

Die Integrale (16.16) haben diese Eigenschaft zwar nicht, aber wir kénnen fiir
isotrope Tragheitstensoren (16.32) das Tragheitsmoment Og aus der Spur des
Tréagheitstensors entnehmen, fiir die wir aus (16.16) die Formel

3
S0 =30, = [ 207 + o +aP)olr’) (16.36)
pn=1

gewinnen. Wir erhalten daher fiir das Tragheitsmoment unserer Kugel das Ergeb-
nis

2 R 8 2
Op=-p-4 Ydr = —pR® = ZMR? 16.37
= 2pean [“rar = o - Zarrn 167

wobei wir fiir die Masse der Kugel M = %’ pR3 eingesetzt haben.

Ein Korper mufl keineswegs isotrop sein, um einen isotropen Tragheitstensor zu
besitzen. Ein homogen mit Masse gefiillter Wiirfel liefert dafiir ein eindriickliches
Beispiel.

X3

.//
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Wir betrachten den Tragheitstensor dieses Wiirfels beziiglich seines Massenmit-
telpunktes in dem in der vorstehenden Figur gezeigten Koordinatensystem. We-
gen der hohen Symmetrie des Wiirfels erkennt man sofort, dafy in diesem Koordi-
natensystem die Deviationsmomente verschwinden und die drei Tragheitsmomente
identisch sind. Daher hat der Tragheitstensor des Wiirfels in diesem Koordinaten-
system dieselbe isotrope Diagonalgestalt (16.32) wie die Kugel. Aus der Invarianz
des Einheitstensors unter beliebigen Verdrehungen des Koordinatensystems zieht
man die anschaulich weniger offensichtliche Folgerung, dafl der Tragheitstensor des
Wiirfels (beziiglich des Massenmittelpunktes) in jedem Koordinatensystem diago-
nal ist. Diese Aussage gilt auch fiir die anderen Platonischen Korper.

Bei rotationssymmetrischen Korpern wihlen wir die Rotationsachse und zwei
beliebige dazu senkrechte Achsen durch den Massenmittelpunkt als kartesische
Koordinatenachsen. Aus Symmetriegrinden verschwinden dann wieder alle De-
viationsmomente und die beiden Tragheitsmomente um die zur Rotationsachse
senkrechten Achsen sind gleich. Wenn wir die Rotationsachse als x3—Achse wahlen,
hat der Tragheitstensor des Rotationskorpers die Gestalt

© 0 0
@=|0 o o0 (16.38)
0 0 O

mit nur zwei verschiedenen Tragheitsmomenten.

Der Drehimpuls eines starren Korpers beziiglich des raumfesten Aufpunktes O ist

L =) myr; x v; = /(ro +1') x [vo + (w x )] p(r) &
; x | ] (16.39)

= Mty x vo+ Mry x (w x 1) + Mrl x v + L,
wo wie in (16.7) r'y = 0'3. Diese Zerlegung wird wie bei der kinetischen Ener-
gie besonders einfach fiir O’ = S und entspricht dann der Zerlegung (7.33) in
inneren und aufleren Drehimpuls. Die Komponenten des Drehimpulses beziiglich

des korperfesten Aufpunktes O’ und im korperfesten Koordinatensystem ergeben
sich zu

3
LS' = /’C[r’ X (w x r')]up(r') d’r’ = /’C[wL -, ZWLCUL]P(I'I) d’r’
v=1

3 3
= / Z(r'%w — x,1,,) w, p(r') d3r' = Z O, W, -
K v=1 v=1
(16.40)

Wegen des tensoriellen Transformationsverhaltens aller involvierten Groéflen im-
pliziert dies die koordinatenunabhangige Formel

L = Ow (16.41)
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zwischen den beiden Pseudovektoren L und w. Im Hauptachsensystem vereinfacht
sich die Gleichung (16.40) zu

LY =e,w,. (16.42)

Man erkennt, dafl der Drehimpuls nur dann in Richtung der Winkelgeschwindigkeit
zeigt, wenn diese in einer der drei Hauptachsen liegt. Aus (16.14) und (16.40)
erhalten wir die allgemeingiiltige Beziehung

L w = 2Ty (16.43)

Das Tragheitsellipsoid erlaubt die geometrische Konstruktion der Richtung des
Drehimpulses LO aus der Richtung der Winkelgeschwindigkeit w. Wenn die
Spitzen der Vektoren w im Sinne von (16.24) das Ellipsoid w!@w = 2T} auf-
spannen, erfiillen die infinitesimalen Tangentialvektoren dw an das Ellipsoid im
Punkte w die Bedingung dw! - ®w = 0, stehen also senkrecht auf dem Drehimpuls
LO'. Die sich daraus ergebende Konstruktion ist in der folgenden Figur verdeut-
licht.

Der Drehimpuls steht senkrecht auf der Tangentialebene an den
Punkt, an dem die momentane Winkelgeschwindigkeit das Trag-
heitsellipsoid durchstof3t.

Wir wollen jetzt die allgemeinen Bewegungsgleichungen fiir einen starren Korper
aus dem d’Alembertschen Prinzip ableiten. Die virtuellen Verriickungen dr; fiir
einen starren Korper, der keinen weiteren Zwangsbedingungen unterliegt, sind
durch die Gleichung

dr; = rg + dp X (16.44)

gegeben. Hier reprasentieren die beiden infinitesimalen Vektoren dry und d¢ die
sechs Freiheitsgrade der Bewegung. Nach dem d’Alembertschen Prinzip gilt dann

n

Z‘Sri (F; —myt;) = 51‘0'Z(Fi —my;t;) +5¢-Z[r; x (F; —m;t;)] = 0. (16.45)

=1 i=1 =1
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Aus dem Verschwinden des ersten Summanden folgt die Bewegungsgleichung

Mis=)» F;=F, (16.46)

=1

die man mit dem Impulssatz (7.6) identifizieren kann. Bei Giiltigkeit des Im-
pulssatzes kann man im zweiten Summanden von (16.45) den Term >, [ro X

(F; — m;T;)] = 0 ergénzen und erhilt die Bewegungsgleichung

dL n n
E = Zmiri X I'l = Zri X Fl = N, (1647)
i=1

=1

die den Drehimpulssatz (7.29) fiir den starren Korper darstellt. Wenn man als
korperfesten Aufpunkt den Massenmittelpunkt O’ = S wéhlt, kann man anstelle
von (16.47) auch den Satz (7.35) fiir den inneren Drehimpuls des starren Korpers

dL(Z) n n .
S = miri x ;=) xi x F; = NO (16.48)
=1 =1

betrachten. Thn erhilt man aus dem zweiten Summanden in (16.45) wegen der
dann giiltigen Relation Y., | r} X m;Tg = Mry X ¥o = 0.

Als erstes Beispiel wollen wir einen kraftefreien starren Korper betrachten. Er
kann entweder vollig frei beweglich sein oder der zusatzlichen Zwangsbedingung
unterliegen, daf} sein Aufpunkt O’ = O fixiert ist. Im ersten Fall wahlt man den
Massenmittelpunkt als Aufpunkt und beschreibt die Bewegung im Inertialsystem
des Massenmittelpunktes S = O. In beiden Fallen verbleibt die Berechnung der
Rotationsbewegung, ein Problem mit drei Freiheitsgraden (Eulerscher Kreisel).

Aus (16.47) schlieBen wir hier auf die Erhaltung des Drehimpulses

dL
— =o0. 16.49
7 (16.49)

Dies sagt uns allerdings noch nicht sehr viel iiber die Bewegung des starren
Korpers. Ahnlich wie im Anhang C konnen wir immerhin auf die Existenz von drei
involutorischen Erhaltungsgrofien schlieflen, die Energie E/, das Betragsquadrat des
Drehimpulses L? und eine seiner Komponenten, z.B. L,. Daher ist dieses Problem
wie in Kapitel 13 ausgefiihrt integrabel.

Die Lagrangefunktion fiir unser Problem ist gleich der kinetischen Energie der
Rotation und nach (16.23) und (14.61) im korperfesten Hauptachsensystem durch

[0 (9 cos + ¢sin I sin¢h)?

NN

3
]' 1t o/ !
L =T = iuz_:lwu@uwu =

+ O (—dsin e + @sind cos )2 + O (¥ + ¢ cos 9)?]

(16.50)
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gegeben. In dieser Lagrangefunktion ist eine der generalisierten Koordinaten,
namlich ¢, zyklisch und daher der kanonisch konjugierte Impuls

Py = g_g — O () cos v + @sind sin¢)) sin ¥ sin (16.51)

+ O (=9 sin e + G sind cos 1) sind cos 1 + O (1) + H cos V) cos ¥

erhalten. Er sollte folglich mit einer raumfesten Komponente des Drehimpulses L
ubereinstimmen. Die beiden anderen kanonischen Impulse

oL

= — = @I ’l_éCOS —'— 2 Sin'ﬂsin COS
by 99 1.( Y+ ) cos (16.52)
+ O, (—dsin v + ¢ sind cos ) sin
und
oL P
Dy = % = 05(¢ + ¢ cos V) (16.53)

sind jedoch nicht erhalten. Da die drei Lagrangeschen Bewegungsgleichungen aber
dquivalent zur Vektorgleichung (16.49) sein miissen, miissen die drei obigen Im-
pulse in Beziehung zu den drei raumfesten Komponenten des Drehimpulses stehen.
Um die raumfesten Komponenten des Drehimpulses durch die Eulerschen Winkel
und ihre Geschwindigkeiten auszudriicken, mufl man seine korperfesten Kompo-
nenten im Hauptachsensystem (16.42) nach (14.11) transformieren:

3 3
L,= Z av L, = Z au,O,w,,. (16.54)
v=1

v=1
Ein Vergleich dieser Komponenten mit den generalisierten Impulsen unter Ver-
wendung von (14.27) und (14.61) liefert schlielich die Beziehungen

Py = Ls
py =cosp- Ly +sing- Ly (16.55)
py =sind(sing - Ly —cosg - Ly) + cos? - Ls,

deren Umkehrung

— ¥
sin ¥
— 0,
Ly = pysinp — Py = Pp COSU .I)(p cos cos @ (16.56)
sin 1
Ls = Py

lautet. Mittels (16.56) kénnen wir die Poissonklammern zwischen den Komponen-
ten des Drehimpulses berechnen und erhalten wie in (C.3)

3

[Li, Lj) =) €ijn L. (16.57)
k=1
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Angesichts der verschwindenden Poissonklammern zwischen je zwei generalisierten
Impulsen verstehen wir jetzt, warum nicht alle drei generalisierten Impulse mit
drei raumfesten Komponenten des Drehimpulses iibereinstimmen konnen. Durch
Umkehren der Transformation (16.54) berechnen sich die Komponenten des
Drehimpulses im korperfesten Hauptachsensystem zu

— pycos? |
L= %smw + py cos Y

— ¥
L), = Py — Py 05U Siliip;OS Cos Y — py sin Y (16.58)
Lé = p,/,.

Nach Auflésung der Gleichungen (16.51) bis (16.53) nach den generalisierten
Geschwindigkeiten und Einsetzen in die Lagrangefunktion (16.50) erhalten wir
schlieffilich die Hamiltonfunktion, die sich sehr einfach durch die Komponenten
(16.58) ausdriicken 1aft:

3 LI2

H = - 16.59
2, o
Um den ["Jbergang in einen linearen starren Korper zu vollfithren, der nur 2 Frei-
heitsgrade der Rotation hat, mufi man in (16.50) ©7 = ©5 = ©' und ©3 = 0
setzen. Dann heben sich der Eulersche Winkel ¢ und seine Geschwindigkeit

vollstandig aus der Lagrangefunktion heraus und man bestatigt den Rotationsan-
teil der Lagrangefunktion (9.42). Die beiden kanonischen Impulse sind dann durch

po=0"9, p,=0"sin’I¢ (16.60)

gegeben, der Drehimpuls schreibt sich nach (1.16,17) mit diesen Impulsen als

_ Py
L=pye, - "5es (16.61)
und die Hamiltonfunktion ist damit einfach
L2
H = . 16.62
oYY ( )

Zur Berechnung der Bewegung des starren Korpers benutzt man anstelle der
kanonischen Bewegungsgleichungen fiir die Impulse (16.55) besser die Eulerschen
Bewegungsgleichungen fiir die korperfesten Komponenten (16.58) des Drehim-
pulses. Man erhilt sie, indem man den Erhaltungssatz (16.49) fiir den Drehimpuls
mittels (15.6) in das korperfeste System transformiert,

d'L
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Die Komponenten dieser Vektorgleichung im korperfesten Hauptachsensystem
schreiben sich wegen (16.42) entweder in Winkelgeschwindigkeiten als

Ow) = (05 — O3) wy wy
Wy = (05 — Of) wwi
w5 = (O] — O3) wi wy
oder in Drehimpulsen mit

1 1 1 1 1 1

“T e ey e, ey ~ e, o]

als .
Ly = a1 LyLY
LY = ay L4 L,
LYy = asL L},
Angesichts der beiden Identitdaten

3 3
dau=0, Y k=0
u=1 pu=1 K

lesen wir aus (16.66) noch einmal die beiden Erhaltungsgréfien

3 L12

E = K

> e
:U':l 12

und
3

2 2

=3y

n=1

(16.64)

(16.65)

(16.66)

(16.67)

(16.68)

(16.69)

ab. In der nachfolgenden Figur sind im Raum der Drehimpulskomponenten fiir
©}] > 04 > O} auf dem Ellipsoid (16.68) bei fester Energie E die Schnittlinien
mit Kugeln (16.69) zu verschiedenen Drehimpulsquadraten L? gezeichnet.

L

(AL

[N
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Der im raumfesten Bezugssystem erhaltene Drehimpulsvektor mufl mit der Zeit
im korperfesten Bezugssystem langs einer solchen Schnittlinie laufen. Dies erlaubt
uns eine Charakterisierung der Bewegung des korperfesten Systems relativ zum
raumfesten System.

Nach Gleichung (16.66) kann der Drehimpuls nur dann im korperfesten Bezugssys-
tem stationar sein, wenn zwei der Komponenten LL verschwinden, d.h. wenn der
Drehimpuls parallel zu einer der Hauptachsen des starren Korpers ist. Die obige
Figur zeigt uns zwei ganz verschiedene Verhaltensweisen, wenn der Drehimpuls
wenig von einer der Hauptachsen abweicht. Fiir die beiden Hauptachsen mit dem
grofiten und dem kleinsten Haupttragheitsmoment bewegt sich der Drehimpuls
auf kleinen Ellipsen um die betreffende Haupttragheitsachse. Fir die Hauptachse
mit dem mittleren Haupttragheitsmoment bewegt er sich jedoch auf geschlossenen
Bahnen, die sich weit von der Hauptachse entfernen. Die Rotationen um die
extremalen Hauptachsen sind also gegen kleine Storungen stabil, wahrend die um
die mittlere Hauptachse instabil ist.

Die folgende geometrische Veranschaulichung der Bewegung des starren Korpers
im raumfesten Bezugssystem geht auf Poinsot zuriick. Wir betrachten dazu das
starr mit dem Korper verbundene und im Aufpunkt O zentrierte Trigheitsellipsoid
(16.24). Es gibt zwei Ebenen, die zum erhaltenen Drehimpuls L normal sind und
das Tragheitsellipsoid beriihren. Wir hatten oben (im Anschluff an Gleichung
(16.43)) schon gefunden, daf durch die Berithrungspunkte +s dieser Tangen-
tialebenen die Richtung der momentanen Winkelgeschwindigkeit w markiert wird.
Durch Vergleich der Definition (16.24) des Trigheitsellipsoids mit der Rotations-
energie ergibt sich die genauere Beziehung

+s = d

(16.70)

V 2Tr0t ’
L/

aus der wegen (16.43) die Gleichung
-L
+IOA| - L=4s-L= 2 = \/2To (16.71)
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folgt. Nach (16.71) dndert sich der Abstand |Oj| der Tangentialebenen vom Mit-
telpunkt des Tragheitsellipsoids nicht mit der Zeit. Diese Ebenen werden daher
die invariablen Ebenen genannt. Da der Beriihrungspunkt mit der momentanen
Rotationsachse iibereinstimmt, gleitet das Tragheitsellipsoid nicht auf den invari-
ablen Ebenen, sondern rollt auf ihm. Die Berithrungspunkte bewegen sich auf dem
Tragheitsellipsoid langs geschlossener Linien, die man Polhodien nennt und die
in enger Beziehung zu den roten Schnittlinien in der vorletzten Figur stehen. Auf
den invariablen Ebenen beschreiben die Beriihrungspunkte Linien, die Herpol-
hodien heiflen. Die damit gefundene geometrische Beschreibung der Bewegung
nennt man die Poinsotsche Konstruktion:

Der Abstand des Mittelpunktes des Tragheitsellipsoids von den
invariablen Ebenen, /2T, /L, ist durch die Erhaltungsgrofien be-

stimmt. Das Tragheitsellipsoid rollt gleitfrei auf den invariablen
Ebenen ab.

Die quantitative Losung der Bewegungsgleichungen (16.64) oder (16.66) ist beson-
ders einfach, wenn zwei der Haupttragheitsmomente iibereinstimmen. Das
Tragheitsellipsoid ist dann ein Rotationsellipsoid. Sei z.B. ©] = 05 = ©’, und
©3 = O}, dann sind wy(t) = wj und Lj = Ojw| erhalten und die beiden anderen
Bewegungsgleichungen vereinfachen sich zu zwei gekoppelten linearen Differential-
gleichungen, die man am geschicktesten durch Einfithrung der komplexen Grofle

2(t) = wi(t) +iwh(t) (16.72)

16st. Deren Bewegungsgleichung lautet unter Benutzung des Asymmetrieparame-
ters n = ©) /0’ —1
(t) = inw) 2(t) (16.73)

und hat die allgemeine Losung
2(t) = w e (10T, (16.74)

Diese Losung sagt uns, dafl der Vektor der Winkelgeschwindigkeit einen festen
Betrag hat und um die Figurenachse des Rotationsellipsoids mit der Kreisfrequenz
nw, rotiert. Die korperfesten Komponenten der Winkelgeschwindigkeit haben
daher die Zeitabhangigkeit

wy (t) = W'} cos(nw|t + a)

wy(t) = ' sin(nwjt + a) (16.75)

wy(t) = w)

und die korperfesten Komponenten des Drehimpulses sind

Li(t) = © W cos(nuw)t + o)
Ly(t) = ©' W) sin(nw|t + a) (16.76)
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Man erkennt, daf§ die Figurenachse (d.h. die korperfeste 3—Achse) und die bei-
den Vektoren w und L immer in einer Ebene liegen und feste Winkel miteinander
einschliefen. Da der Drehimpuls L im raumfesten Bezugssystem nach (16.49) er-
halten ist, impliziert dies in diesem Bezugssystem eine Bewegung der Figurenachse
und des Vektor der Winkelgeschwindigkeit wie in der folgenden Figur gezeigt.

LA

Polhodl

Herpolhodie

Die Ebene (gelb), in der die Figurenachse und die momentane Winkelgeschwindig-
keit liegen, rotiert gleichformig um den Drehimpulsvektor. Diese Rotation nennt
man Prazession. Aufgrund der Prizession bewegen sich die Figurenachse und
die momentane Winkelgeschwindigkeit auf Kegelflachen mit dem Drehimpulsvek-
tor als Kegelachse. Die Polhodien und die Herpolhodien sind in diesem Fall Kreise.
Zur Bestimmung der Prazessionskreisfrequenz mufi man den Vektor der momenta-
nen Winkelgeschwindigkeit aus dem Drehimpulsvektor L und dem Einheitvektor
n in Richtung der Figurenachse, dessen Komponentendarstellung im korperfesten
Hauptachsensystem n = (0,0,1) ist, linear kombinieren. Man erhélt unter Be-
nutzung von (16.75,76)

w = @i,L —nwn (16.77)

1

und liest daraus fiir die Kreisfrequenz der Prézession den Wert L/©' ab. In der
Figur ist die Bewegung fiir den Fall @h < O, dargestellt.

Fiir starre Korper mit dreiachsigen Tragheitsellipsoiden kann man die Bewegungs-
gleichungen (16.66) mittels der beiden Erhaltungsgrofien (16.68) und (16.69) ent-
koppeln. Die Losung der resultierenden nichtlinearen Differentialgleichungen, die
wir hier nicht weiterverfolgen werden, gelingt mittels elliptischer Integrale.

Wir kommen jetzt auf die Beschreibung starrer Korper zuriick, die dufleren Kraften
unterliegen. Wenn diese Krafte sich aus einem Potential ableiten und wenn wir
den korperfesten Aufpunkt in den Massenmittelpunkt des Korpers legen (O’ = S),
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lautet die Lagrangefunktion wegen (16.10), (16.11), (16.23) und (14.1)

L=T— V—%v5+ Z@ ZVrstway (16.78)

Hier sind die Bewegung des Massenmittelpunktes und die Rotation in der kineti-
schen Energie zwar vollig entkoppelt, sie werden aber durch die potentielle Energie
im allgemeinen miteinander verkniipft.

Fiir homogene Kraftfelder F; = m;g ist eine solche Verkniipfung allerdings nicht
vorhanden und die resultierenden Kréfte (16.46) und Drehmomente (16.47,48) sind
durch

n n
F=) F;=Mg, N=> rxF;=Mrsxg, NO=0 (16.79)

i=1 i=1
gegeben. Als einfaches Beispiel fiir die Verkniipfung der translatorischen und ro-
tatorischen Freiheitsgrade betrachten wir das Potential eines vom starren Korper

weit entfernten gravitativen Zentrums Z. Das auf den i—ten Massenpunkt wir-
kende Gravitationspotential

My Tm;
Rs—ri|  /RL+r2—2Rg T

V= — (16.80)

kann nach Potenzen des als klein vorausgesetzten Langenverhéltnisses r;/Rg ent-
wickelt werden. Unter Benutzung der binomischen Reihe

3
(1+x)_1/2:1—;+%+0( 3) (16.81)
erhalt man
1 1 Rg-r, 3Rs-r})?—R%ir? 4
= —+ '+ L +O(R 16.82
VRE+1?—2Rg-1r, Rs R} 2RY (Bs") (1682)

und damit fiir die potentielle Energie des starren Korpers

Z v, = ——S + 2;3 =5 > Rs.0,,Rs, —SpO] + O(R5Y).  (16.89)

5 v

Z
RS
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Der erste Beitrag stellt das fiir punktartige Objekte bekannte Gravitationspo-
tential dar, wahrend der zweite Beitrag von der Orientierung der Hauptach-
sen des starren Korpers relativ zum Verbindungsvektor zum Gravitationszen-
trum abhangt. Dieses Quadrupolpotential verschwindet fiir isotrope Korper.
Fir anisotrope erzeugt es ein Drehmoment und damit eine Zeitabhangigkeit des
Drehimpulses des starren Korpers. Im Falle der abgeplatteten Erde ist das von
der Sonne und dem Mond erzeugte Quadrupolpotential verantwortlich fiir die as-
tronomische Prazession der Erdachse um die Normale zur Ekliptik in etwa
26000 Jahren.

Interessante Beispiele fiir die Bewegung starrer Korper im homogenen Schwerefeld
sind Kreisel. Als Kreisel bezeichnet man einen starren Korper, der an einem
Punkt fixiert ist und dem Schwerefeld unterliegt. Ein Kreisel hat damit drei Frei-
heitsgrade. Man erkennt sofort zwei Erhaltungsgrofien, namlich die Energie und
die Komponente L3z des Drehimpulses parallel zur Richtung der Erdbeschleuni-
gung, zu der das Drehmoment (16.79) orthogonal steht. Leider gibt es keine
weitere Erhaltungsgrofle, so dafl der Kreisel im allgemeinen nicht integrabel ist.
Fir die komplexe Bewegung eines allgemeinen Kreisel existiert daher keine Losung
durch Integrale.

, ) &;

€3

Eine weitere Erhaltungsgrofie existiert jedoch fiir einen speziellen Kreisel, den
symmetrischen oder Lagrangeschen Kreisel. Ein Kreisel heifit symmetrisch,
wenn sein Tragheitsellipsoid beziiglich des Festpunktes O ein Rotationsellipsoid ist,
auf dessen Rotationsachse der Massenmittelpunkt S liegt. Wenn wir wieder die
Bezeichnungen ©’, = ©] = 04 und ©| = 0% verwenden und den Abstand zwischen
dem Festpunkt O und dem Massenmittelpunkt S mit [ bezeichnen, erhalten wir
mittels (16.50) fiir den symmetrischen Kreisel die Lagrangefunktion

1 ; .9 . 1 s
L= 5@1(192 + @?sin? 9) + §®1| (¢ + ¢cos¥)? — Mgl cos 9. (16.84)
In dieser Lagrangefunktion sind die beiden generalisierten Koordinaten ¢ und ¢
zyklisch. Die beiden zugehorigen generalisierten Impulse py, und p, sind daher er-

halten und involutorisch zueinander. Da wir aus (16.56) und (16.58) die Beziehun-
gen p, = L3 und py = Lj ablesen, sind die Energie E, die vertikale Komponente

160



des Drehimpulses L3 und die Komponente L} des Drehimpulses in Richtung der
Figurenachse drei involutorische Erhaltungsgrofien und daher ist der Lagrangesche
Kreisel integrabel. Die folgende Figur zeigt noch einmal die geometrische Bedeu-
tung der Eulerschen Winkel fiir das hier betrachtete Problem.

AX3

Knotenlinie

Da zwei der generalisierten Impulse schon zyklisch sind, eriibrigt sich hier die
Durchfiihrung einer kanonischen Transformation. Wir erhalten aus (16.51) und
(16.53) die Formeln

Ly =p,=¢ (0 sin® I+ Clf cos2 9) + 1 Cif cos? ¥ (16.85)
und )
Ly =py = (Y + ¢pcos?) ©. (16.86)
Mittels der Auflosung dieser Formeln nach den generalisierten Geschwindigkeiten
5= L3 — Licos?
@', sin® 9 (16.87)
¢_L_§_L3—Lgcosﬁcosﬂ '

CT ©' sin®¥

erhalten wir fiir die Energie die Gleichung

1 .
E = 591192 + U(9) (16.88)
mit der effektiven potentiellen Energie
(L3 — L% cos19)? L2
U(®W) = 20, :’inz o+ Mglcos®) + - @31' : (16.89)
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deren qualitatives Verhalten in der folgenden Figur gezeigt ist.

Ul\

0 191 82 Tt )

Dieses eindimensionale Problem kann nunmehr mit den in Kapitel 3 diskutierten
Methoden gelost werden. Der Inklinationswinkel ¢ lauft periodisch zwischen
den Extremalwerten 9; und ¥y hin und her. Diese periodische Anderung des
Inklinationswinkels nennt man Nutation. Die Losung gestaltet sich besonders
tbersichtlich, wenn man anstelle des Eulerschen Winkels ¢ die Variable u = cos ¢
einfiihrt. Mit 42 = 92 sin? ¥ nimmt dann der Energiesatz (16.88) die Gestalt

u? = f(u) (16.90)

an, wobei

fu) = (a — Bu)(1 —u?) — (a — bu)? (16.91)

ein Polynom dritten Grades in u ist und die verwendeten Abkiirzungen die Bedeu-
tung

Ly , Ly _2B-Ly/6)

2M gl
== == a=—F——2>1, = g
o' o' e’

8= >0 (16.92)
O’

a

haben. Die Losung der Gleichung (16.90) fithrt auf ein elliptisches Integral.
f
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Die erste Gleichung in (16.87) fiir den Azimuthalwinkel ¢ schreibt sich in der
Variablen u als )

. a—bu

b=1"2 (16.93)
Die zeitliche Anderung des Azimuthalwinkels nennt man Prazession. Fir ihr
qualitatives Verhalten kann man verschiedene Falle unterscheiden. Falls der Zahler
a —bu in (16.93) im Intervall [us, uq] nicht verschwindet, hat der Azimuthalwinkel
eine monotone Zeitabhangigkeit. Falls der Zahler im Intervall [us,u;]| eine Null-
stelle besitzt, entwickelt sich der Azimuthalwinkel nichtmonoton. Falls der Zahler
schlieBlich am Rande des Intervalls [us,uq] verschwindet, wird der Azimuthal-
winkel an diesem Punkte stationar. Die sich in diesen Fallen ergebenden Bewe-
gungen der Kreiselachse sind in der folgenden Figur dargestellt.

€3

21
Dy

Die Bewegung des dritten Eulerschen Winkels ¢, die aus der zweiten Gleichung in
(16.87) oder mit der neuen Variablen u aus der Differentialgleichung

. Ly a—bu

b= - T (16.94)
[

folgt, beschreibt die Rotation des Kreisels um seine Figurenachse.
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IV. Mechanik deformierbarer Medien

17. Einfithrung

Mit dem starren Korper haben wir im vorigen Teil der Vorlesung den einfachsten
Typ von Systemen vieler Massenpunkte behandelt. Wir haben damit gelernt, wie
man die Bewegung fester Korper beschreiben kann. Sehr wichtig ist aber auch, die
Bewegung nichtfester Materie mit sehr vielen Freiheitsgraden zu beherrschen. Man
braucht also eine Mechanik der Fliissigkeiten und Gase (Hydromechanik,
Aeromechanik). Die festen Korper sind jedoch auch nicht wirklich véllig starr
und man braucht daher oft eine Beschreibung fiir die Verformungen fester
Korper unter der Wirkung von Kréften (Elastomechanik).

Ahnlich wie bei den starren Kérpern wird im allgemeinen die atomare Struktur der
Materie fiir die Beschreibung ihrer makroskopischen Eigenschaften belanglos sein.
Man wird also dazu neigen, makroskopische Systeme durch eine kontinuierliche
Massenverteilung zu erfassen. Ein solches Kontinuumsmodell bringt gegeniiber
einem atomistischen Modell erhebliche Vereinfachungen mit sich. Wir wer-
den in den nachsten drei Kapiteln die Grundbegriffe der Kontinuumsmechanik
diskutieren.

Die Einfachheit des Kontinuumsmodells wird mit dem Nachteil bezahlt, dafl
seine Moglichkeiten in gewisser Weise begrenzt sind. Es gelingt mit diesem
Modell, die makroskopisch beobachteten Erscheinungen wie etwa das Stromen
von Fliissigkeiten oder die elastische Verformung von Festkorpern quantitativ
zu beschreiben. Eine Begriindung der beobachteten Phanomene ist aber nicht
moglich. Eine solche Theorie nennt man phanomenologisch. Die Kontinuums-
theorie kann nicht erklaren, warum ein bestimmtes System fliissig oder fest ist oder
warum es genau die beobachteten elastischen Eigenschaften besitzt. All dies hingt
mit der atomaren Struktur der Materie zusammen und kann im Rahmen einer
atomaren (mikroskopischen) Theorie sehr wohl verstanden werden. Die atomare
Physik wird im tibrigen weitgehend von Quantenphanomenen dominiert, fiir deren
Beschreibung die klassische Mechanik nicht ausreichen wiirde. Daher macht es nur
bei wenigen Phianomenen Sinn, eine klassische Mechanik fiir atomistische Systeme
aufzustellen.
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18. Grundbegriffe der Kontinuumsmechanik

Bei einem System mit endlich vielen Massenpunkten werden die Massenpunkte
mittels eines diskreten Index ¢ durchnumeriert. Diese Numerierung muf} in einem
kontinuierlichen System durch eine kontinuierliche Indizierung ersetzt werden. Es
bietet sich an, als Index den Ortsvektor r zu wahlen, an dem sich ein Massen-
punkt des kontinuierlichen Systems in einem Referenzzustand, z.B. dem An-
fangszustand zu einer bestimmten Zeit t5, befunden hat. Man bezeichnet dies
als die Lagrangesche Indizierung kontinuierlicher Medien. Ein beliebiger an-
derer Zustand des Mediums kann dann durch den Verschiebungsvektor s gekenn-
zeichnet werden, um den der Massenpunkt r gegentiber dem Referenzzustand ver-
schoben ist. Ein beliebiger Zustand wird damit durch das Verschiebungsfeld
s(r) beschrieben, so daf

t=r+s(r) =1t(r) (18.1)

die Position des Massenpunktes ist, der im Referenzzustand bei r lag.

Das Verschiebungsfeld ist ein Vektorfeld, das jedem Punkt r einen Vektor s(r)
zuordnet. Nach Wahl eines Koordinatensystems werden die Vektoren s bzw. r
durch Komponenten s, bzw. z, dargestellt. Diese Komponenten transformieren
sich beim Ubergang zu einem anderen, verdrehten Koordinatensystem mit einer
orthogonalen Matrix B in die neuen Komponenten

3
Fu=) buty (18.2)
v=1
und das Vektorfeld transformiert sich nach (14.35) wie
5(x) = Bs(B'x) (18.3)

oder in Komponentenschreibweise wie
5u(@1,%2,%3) = bunsa(D_barfar Y bpaiip, Y bysiy). (18.4)
A a B v

Wir werden regulire Verschiebungsfelder betrachten, die in glatter Weise vom Re-
ferenzpunkt abhéngen, und daher als néchstes die (3 x 3)-Matrix der Ableitungen

) = 22 (18.5)

auf ihr Transformationsverhalten untersuchen. Wir finden durch Differentiation

von (18.4)
33 0s
Sur = 32 Zbﬁ”‘ Z by = Zb,u)\buns)\n- (18.6)
KA

Daher transformieren sich die Ableitungen (18.5) wie ein Tensorfeld zweiter Stufe.
Man nennt diesen Tensor den Verschiebungstensor.
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Hinter dem Ergebnis (18.6) verbirgt sich die Tatsache, da§ sich nach der Ketten-
regel das Tripel der partiellen Ableitungen

9 9
Y ;b”“a—mn (18.7)

wie ein Vektor transformiert.

Da Tensoren geometrische Objekte sind, fragen wir nach der anschaulichen Be-
deutung des Verschiebungstensors. Wir betrachten dazu die Verschiebungen der
Massenpunkte, die einem Massenpunkt ro benachbart sind. Seien also r = rg + ér
die Massenpunkte in einer kleinen Umgebung von ry. Ist die Umgebung klein
genug, so kann man die Verschiebungen des Massenpunktes r nach dr entwickeln
und erhalt

su(X) = 5,(%0) + Y _ s (%X0)0Ty + . ... (18.8)

Die Verschiebung einer kleinen Umgebung von ry besteht also aus einer Translation
um s(rg) und einem durch den Verschiebungstensor gegebenen Anteil. Wenn der
Verschiebungstensor antisymmetrisch wére, wiirde der zweite Term in (18.8) eine
Drehung des Vektors dr bewirken (siehe z.B. (14.51,52)). Wir zerlegen daher den
Verschiebungstensor in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil.
Der symmetrische Anteil ist

1
€puv = 5(3;1,1/ + sup,) (189)
und der antisymmetrische ist
1
ép,u = 5(3;1,1/ - Sup,)a (1810)
so dafl
Suv = €uv + @,u,u (1811)

gilt. Hierbei ist wichtig, daf} diese Zerlegung geometrisch ist, d.h. da} die beiden
Anteile (18.9) und (18.10) ihre Symmetrien unter Koordinatentransformationen
beibehalten.

Fiir einen antisymmetrischen Tensor hatten wir schon friither gezeigt, dafl die Kom-
ponenten

1 1
Pn =5 %: €xpur Py = 3 %}: €ruvSup (18.12)

einen Pseudovektor ¢ bilden (siehe (14.57)). Mit seiner Hilfe kann der antisym-
metrische Anteil der Verschiebung in (18.8) als Kreuzprodukt ¢ x ér geschrieben
werden, oder in Komponenten

Z@W(M,} = Z€n>\u90n5$/\- (18.13)
v KA
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Die anschauliche Bedeutung dieses Beitrags zu (18.8) ist die folgende. Der zu dr
gehorige Massenpunkt wird in der zu ¢ senkrechten Ebene um den Vektor ¢ x dr

verschoben. Bei endlicher Lange von ¢ bedeutet dies eine Drehung des Vektors
or um den Winkel v, der durch die Gleichung

tg ) = ¢ (18.14)

gegeben ist, sowie eine Streckung der zu ¢ senkrechten Komponente 1 des Vektors
or um den Faktor

=1+ ¢2. (18.15)

dx &l

Fiir kleine ¢ (J¢| < 1), die die einzig relevanten sein werden, wird allerdings
Y = ¢+ O(¢?), so daB der Beitrag (18.13) eine (infinitesimale) Rotation des
Vektors dr um die p—Achse erzeugt.

Es sei noch bemerkt, dafl der Pseudovektor ¢ auch durch die suggestivere Formel
1 1
p = §V x s(r) = irot s(r) (18.16)

definiert werden kann. Die Wirbelstiarke eines Vektorfeldes ist immer ein Pseu-
dovektorfeld.

Der symmetrische Anteil des Verschiebungstensors hat in einem geeigneten Koor-
dinatensystem Diagonalgestalt und lautet dann

€1 0 0
ep=10 e 0]. (18.17)
0 0 €3

Sein Beitrag zu (18.8) bedeutet daher eine Verzerrung der Umgebung des Punktes
ro um den Faktor 1 + ¢, in Richtung der v—ten Hauptachse des Tensors €. Der
Tensor €, heifit deshalb Deformations— oder Verzerrungstensor. Die Eigen-
werte des Verzerrungstensors in (18.17) nennt man auch die Hauptdehnungsko-
effizienten oder Hauptdilatationen.
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Zusammenfassend konnen wir nun sagen, dafl die allgemeinste Verschiebung eines
hinreichend kleinen Volumens sich aus drei Anteilen zusammensetzt:

s(r) = so + Srot + Sdef- (18.18)

Hierbei bezeichnet sg eine Translation, s;o; eine Rotation und sqer eine Deforma-
tion.

Die Deformation ist natiirlich hier die einzig neue Erscheinung im Vergleich zum
starren Korper, der nur Translationen und Rotationen erfahren kann. Wir werden
daher jetzt Verschiebungen naher betrachten, die reine Deformationen sind. Der
Massenpunkt dr wird dabei in den Punkt ér’ = dr + edr = (1 + €)dr tberfiihrt, so
dafl in Komponenten

51":1 = 6:17“ + quu(smu = Z((s;u/ + fuy)a-’l?y (1819)

v

gilt. Im Hauptachsensystem des Verzerrungstensors wird also éz,, = (1 +€,)dz,
und man hat eine Dehnung fiir ¢, > 0 und eine Stauchung fiir ¢, < 0. Oft
wiinscht man sich jedoch auch eine anschauliche Vorstellung von Verzerrungen in
einem beliebigen Koordinatensystem. Wir wollen dies insbesondere fiir infinitesi-
male Verzerrungen |e| < 1 untersuchen. Seien also e, die drei Einheitsvektoren in
Richtung der Achsen des beliebigen Koordinatensystems. Sie haben die Kompo-
nenten (e, ), = d,,. Bei der Deformation (18.19) gehen diese Vektoren iiber in drei
Vektoren mit den Komponenten (e),), = e, €, =D, (0ux + €40)0x = Opp + €0,
d.h. es gilt

e, =e,+ Y eucu. (18.20)
w
Daher ist das Skalarprodukt zweier verzerrter Einheitsvektoren

e e\ = (ey+Zeuew)-(e)\+Zenem) = 5,,>\+e>\,,+ey>\+26u,,eu>\. (18.21)
7 K 7

Fiir infinitesimale Verzerrungen schlieflen wir daraus, daf§ |e/|2 = 1+ 2¢,, + O(€?)
oder
e, | — leu| = evw + O(€). (18.22)

Die Diagonalelemente des Verzerrungstensors geben also die relative Langenande-
rung in der zugehorigen Achsenrichtung an. Fiur verschiedene Einheitsvektoren
v # X gilt andererseits e, - €} = 2¢, + O(€?), d.h. die beiden Vektoren e/, und e/,
stehen im allgemeinen nicht mehr senkrecht aufeinander, sondern schlieflen einen
Winkel 7/2 — «,, miteinander ein. Mit e}, - €}, = |e, |- |e}]| - cos(m/2 — y,a) =
siny,A(1 4+ O(e)) folgt

Yox = 26,5 + O(€?). (18.23)

Die Nichtdiagonalelemente des Verzerrungstensors geben also die Halfte der
Winkeldnderung zwischen den zugehorigen Achsen an. Daher werden die Diago-
nalelemente Dehnungen und die Nichtdiagonalelemente Scherungen genannt.
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Ahnlich wie den Trigheitstensor mit Gleichung (16.24) kann man auch den Verzer-
rungstensor anschaulich darstellen. Man kann dazu entweder durch die Gleichung

sfes = +1 (18.24)

eine Dehnungsflache definieren, die je nach den Vorzeichen der Hauptdilatatio-
nen ein Ellipsoid oder ein Hyperboloid ist, oder (wenn die Hauptdilatationen klein
sind, |e,| < 1,) durch die Gleichung

s‘(I+e)s=1 (18.25)

ein Deformationsellipsoid.

Wir betrachten nunmehr die Volumenanderung, die ein Parallelepiped, das von
drei Vektoren a, (v = 1,2,3) aufgespannt wird, durch eine Verzerrung e erfihrt.
Wir fassen die Komponenten a,, der Vektoren a, zu einer (3 x 3)-Matrix A
zusammen. Dann ist das Volumen des Parallelepipeds durch V' = (a; x ag) - a3 =
ZAW Exurar1ay20,3 = det A gegeben. Wenn jetzt die drei Vektoren aj, aus den
Vektoren a,, durch eine lineare Transformation L hervorgehen, a:w => . Luktsy,
dann gilt in Matrixschreibweise die Beziehung A’ = LA und daher fiir das linear
transformierte Volumen V' = det A’ = det L-det A = det L-V. Angewandt auf die
Verzerrung (18.19) bedeutet dies eine Anderung des Volumens nach der Gleichung

V' =V -det(I +e¢). (18.26)

Fiir eine infinitesimale Verzerrung gilt det(I +¢€) =1+ " €y + O(€?) und die
relative Volumenanderung © ist durch die Formel

VI -V
O=——= %:ew —Spe (18.27)

gegeben. Da die relative Volumenanderung fiir alle Parallelepipede gleich ist, gilt
die koordinatenunabhéngige Formel (18.27) fiir Volumina beliebiger Gestalt. Die
Koordinatenunabhangigkeit der relativen Volumenanderung ist auch anhand der
alternativen Formel

©(r) = Spe =divs(r) (18.28)
evident.

Wir gehen jetzt zur Betrachtung von Bewegungen in kontinuierlichen Medien tiber,
die wir durch zeitabhingige Verschiebungsfelder s(r,t) beschreiben kénnen. Of-

fenbar hat Ds(r. 1)
s(r

t) = !

V(r’ ) 8t

die Bedeutung der Geschwindigkeit des Massenpunktes mit dem Index r zur Zeit
t. Wir betonen hier nochmals, dafl der durch r indizierte Massenpunkt zur Zeit ¢
im allgemeinen nicht am Ort r sein wird, sondern am Ort r + s(r, t).

(18.29)
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Es ist nun klar, da§ wir mit dem Geschwindigkeitsfeld v(r) dieselben Manipula-
tionen vornehmen kénnen wie mit dem Verschiebungsfeld s(r). Insbesondere kann
in Analogie zu (18.5) ein Geschwindigkeitstensor gebildet und in einen antisym-
metrischen und einen symmetrischen Teil zerlegt werden. Das Geschwindigkeits-
feld in einer kleinen Umgebung eines Massenpunktes ro kann dann in die drei
Anteile

v(r) = Vo + Viot + Vet (18.30)

zerlegt werden, wobei vog = v(rg) die Translationsgeschwindigkeit, v, =
w X 0r die Rotationsgeschwindigkeit mit dem sogenannten Wirbelvektor

w(ro) = ¢p(ro) = %rotv(r)|r:r0 (18.31)

und vger = €0r die Deformationsgeschwindigkeit ist, die durch die zeitliche
Ableitung des Deformationstensors € gegeben ist. Speziell bezeichnet

O = div v(r) |r—r, (18.32)

die Dilatationsgeschwindigkeit.

Die Beschleunigung eines Massenpunktes in einem kontinuierlichen Medium ist

durch die Formel
ovr(r,t)

ot

definiert. Hier haben wir durch den Index L an der Geschwindigkeit daran erin-
nert, da} wir hier die Lagrangesche Indizierung verwenden. Mit r wird in dieser
Indizierung nicht der Ort, sondern nur der Index eines Massenpunktes zur Zeit ¢
bezeichnet. Daher ist ayot(r,t) die Beschleunigung, die der Massenpunkt r zur Zeit
t erfahrt, wahrend er sich an der durch (18.1) definierten Stelle (r,¢) befindet.
Diese Beschleunigung heifit die totale oder substanzielle Beschleunigung.

(18.33)

Atot (ra t) =

Alternativ zur Lagrangeschen kann man auch die Eulersche Indizierung ver-
wenden, bei der man die Massenpunkte durch die Orte r kennzeichnet, an denen
sie sich zur Zeit t befinden. Mit dem so indizierten Geschwindigkeitsfeld vg(r, )
berechnet man dann die lokale Beschleunigung als

o aVE (I‘, t)

alok(r, t) = T (1834)

die beiden Geschwindigkeitsfelder vy und vg sind tiber die Gleichung
vi(r,t) = ve(i(r,t),t) (18.35)

miteinander verkniipft. Die totale und die lokale Beschleunigung konnen daher
durch die Kettenregel miteinander in Beziehung gesetzt werden. Wenn wir mit v in
Zukunft immer das Eulersche Geschwindigkeitsfeld bezeichnen, gilt die Gleichung

dv _ 0v(r,t)
dt ot

+ (v V) v = ajok + akonv; (18.36)

Atot —
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nach der die totale Beschleunigung sich additiv aus der lokalen und der Konvek-
tionsbeschleunigung ay.,y zusammensetzt.

Zur Veranschaulichung dieses Sachverhalts betrachten wir in der folgenden Figur
die stationare Stromung einer inkompressiblen Flissigkeit durch ein sich verengen-
des Rohr. Wegen der Stationaritat der Stromung verschwindet die lokale Beschleu-
nigung iberall, wahrend im Bereich der Verengung eine totale Beschleunigung
vorhanden ist, die auf die Konvektionsbeschleunigung zuriickzufiihren ist.

V1—> V2 =

Die obige Uberlegung gilt gleichermafien fiir jedes physikalische Feld A(r,t), das
auf einem kontinuierlichen Medium mit einem (Eulerschen) Geschwindigkeitsfeld
v(r,t) definiert ist. Analog zu (18.36) gilt dann

dA  0A(r,t)

dt Ot
Es gibt Situationen, in denen der Konvektionsterm (v-V) A gegeniiber dem lokalen
Term 0A(r,t)/0t vernachlissigt werden kann. Dies hingt ab von dem Verhéltnis
typischer Langen— und Zeitskalen, auf denen sich das Feld A andert, relativ zur
Geschwindigkeit v des Mediums. Anhand der beiden Beispiele in der folgenden
Figur macht man sich klar, dafl eine typische Langenskala A und eine typische
Zeitskala 7 auch fiir nichtperiodische Funktionen durch Gleichungen

0A 02A 0A 02A
N — = TN —
or' or2’ ot' ot?

definiert werden konnen. Die Bedingung fiir die Irrelevanz des Konvektionsterms
im Vergleich zum lokalen Term ist dann

v < N/ (18.39)

+(v-V) A (18.37)

A (18.38)

AA
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Als Beispiel fiir die Giiltigkeit der Ungleichung (18.39) stellen wir die Schallaus-
breitung in Materie vor und betrachten z.B. die Beschleunigungsgleichung (18.36).
Hier ist die Langenskala A durch die Wellenlange und die Zeitskala 7 durch die Fre-
quenz des Schalls gegeben, so dal A\/7 = s die Schallgeschwindigkeit ist. Fiir das
Geschwindigkeitsfeld v = Amplitude/7 ist dagegen die Schallamplitude relevant,
die im allgemeinen sehr viel kleiner als die Wellenlange ist. Daher ist die Unglei-
chung (18.39) in diesem Falle sehr gut erfiillt und die Konvektionsbeschleunigung
kann gegeniiber der lokalen Beschleunigung in sehr guter Naherung vernachlassigt
werden.

Wir wollen jetzt die Krafte diskutieren, die in kontinuierlichen Medien wirken.
Man unterscheidet hierbei Volumenkrafte und Flachenkrafte. Ein kleines
Massenelement Am = pAV kann eine seinem Volumen proportionale Kraft FAV
erfahren, z.B. aufgrund der Schwerkraft, wobei hier F eine Kraftdichte ist. Es
gibt in kontinuierlichen Medien aber auch Krafte, die nur auf die Begrenzungsflache
(Oberfliche) des Volumenelementes wirken. Solche Flachenkrifte (Spannungen,
Driicke) rithren von den unmittelbar benachbarten Massenelementen des Mediums
her. Sie sind proportional der Flache A f eines betrachteten Oberflachenelementes
mit dem nach auflen gerichteten Normaleneinheitsvektor n und werden mittels
des Spannungsvektors P, als P, - Af geschrieben. Der Spannungsvektor kann
dabei eine beliebige Richtung haben wie in der folgenden Figur links gezeigt.

Af

e

f

Zwei benachbarte Massenelemente liben Flachenkrifte aufeinander aus, die dem
Reaktionsprinzip gentigen. Deshalb gilt fiir die Spannungsvektoren ein Reaktions-
prinzip der Form

P ,=—-Pn, (18.40)

Die Bewegungsgleichung fiir ein kleines Massenelement mit der Oberflache O lautet
nunmehr

a-pAV =F- AV +ﬂ P, df, (18.41)
o
woraus im Grenzfall verschwindenden Volumens die Bewegungsgleichung
—F+ lim - ) Paaf (18.42)
Pram T VE0AV '

wird. Aus der Forderung, dal der Grenzwert im Flachenkraftterm der Glei-
chung (18.42) existiert und unabhéngig von der Gestalt des Volumenelementes
ist, kann man ableiten, wie der Spannungsvektor P, von der Flachennormalen
abhingt. Wir betrachten dazu ein kleines tetraederformiges Volumenelement T,

172



das wie in der folgenden Figur gezeigt in ein Koordinatendreibein eingepaft ist.
Die von den beiden Vektoren c, und c3 aufgespannte Basisflache des Tetraeders
hat den Normaleneinheitsvektor n und die Grofle Af. Fiir die folgende Analyse
brauchen wir die Beziehung zwischen n, A f und den Groflen A f,, der drei anderen
Tetraederflachen. Wenn n, die v—te Komponente des Normalenvektors n in dem
gezeigten Koordinatensystem ist, lautet diese Beziehung

Af, = Af -n,. (18.43)

Wir rechnen (18.43) fiir v = 3 mittels der in der Figur eingetragenen Bezeich-
nungen leicht nach: Es gilt zunachst cs X ¢ = 2Af - n und daraus folgt sofort
2Af -n3 = (cy xc3)-e3=cy-(c3 xe3) =cy-dy-ey=d;-dy =2Af3.

Mit Hilfe von (18.43) und (18.40) kénnen wir nun die gesamte auf das Tetraeder
T wirkende Flachenkraft folgendermaflen ausrechnen:

# P,[1 df = Af . (:Pn—}-P_e1 A +P_32 Ny —}-:P_e3 'ng)
T

=Af-(Pn—Pe, -n1 —Pe, -n2 — Pg, - n3).

(18.44)

Damit der Grenzwert in (18.42) existiert, mufl wegen Af/AV — oo (AV — 0) der
Ausdruck in Klammern in (18.44) verschwinden und wir erhalten die Bedingung

Po=P. ni+Pe, ny+Pe,-n3=)» P -n,, (18.45)

die den Spannungsvektor zu einem beliebigen Einheitsvektor auf die drei Span-
nungsvektoren eines orthonormalen Dreibeins zuriickfiithrt. Wir bilden aus diesen
drei Spannungsvektoren die (3 x 3)-Matrix

Py =e, P, (18.46)
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Die p—te Komponente des Spannungsvektors P,, ist dann durch
Pun =) Pun, (18.47)

gegeben. Die Matrix P,, definiert also eine lineare Abbildung, die jedem Ein-
heitsvektor n einen Spannungsvektor P, zuordnet. Sie mufl sich daher unter
Koordinatentransformationen wie ein Tensor zweiter Stufe transformieren. Diesen
Tensor bezeichnet man als den Spannungstensor P. Diagonalelemente des Span-
nungstensors P,, nennt man Druckspannungen, wenn sie negativ sind, und
Zugspannungen, wenn sie positiv sind. Nichtdiagonalelemente P,, fiir p # v
nennt man Scherspannungen.

Wir wollen nun den Impuls— und den Drehimpulssatz fiir ein Massenelement eines
kontinuierlichen Mediums mit dem Volumen AV betrachten. Den Impulssatz
hatten wir schon in Gleichung (18.42) vorbereitet. Zur Berechnung des Grenz-
wertes fir die y—te Komponente der dortigen Flachenkraft konnen wir nun den
Gauflschen Integralsatz verwenden und erhalten

% P df :# > Pun,df = ///AV vy 881;*;”. (18.48)

Mit dem erhaltenen Volumenintegral kann jetzt der Grenzwert gebildet werden
und wir erhalten fiir die u—te Komponente des Impulssatzes die Gleichung

oP,,

pa,=F,+ 2,,: Po (18.49)
oder schlieflich in Tensorschreibweise
paiot = F + Div P. (18.50)

Die Definition des hierbei benutzten Differentialoperators der Vektordivergenz,
der auf einen Tensor hoherer Stufe wirkt, ist aus der Gleichung (18.49) zu ent-
nehmen.

Zur Aufstellung des Drehimpulssatzes fiir ein kleines Massenelement beginnen
wir mit der Gleichung

///Av(rxa)pdV:///AV(er)dV+ﬁi(r><Pn)df. (18.51)

Auch diese Gleichung wollen wir wieder durch das Volumen AV dividieren und
dann den Grenzwert AV — 0 bilden. Um mit der p-ten Komponente des
Oberflichenintegrals eine zu (18.48) analoge Umformung vornehmen zu kénnen,
brauchen wir die folgenden beiden Identitaten. Zunachst gilt die Identitat

(r X Pn)y = Zeuvkva/\n = ZGWAQU,,P,\NTLN. (18.52)
v VK
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Nach der Anwendung des Gaufschen Integralsatzes werden wir zudem die weitere

Identltat,
xljl K xl/ A (Sh‘,y-l K 18.53
ox,. ( A ) ox,. A ( )

brauchen. Wir erhalten jetzt unter Benutzung von (18.52,53)

ﬁi (r X Py) df = ﬁ Zew,\x,,PMnn df

VAK

6 ,,)\SC,,PAK dV
/AV Uk 8$n a )

/// Z €w/>\ 371/ OPAH 5nuP>\n) dv
AV

VAK

= ///AV [(r x DivP)“+;€W}\PM} dv

Wenn wir jetzt den vorgesehenen Grenzwert bilden, wird der Vektor r auf den Ort
des punktformigen Massenelementes fixiert und wir erhalten die Gleichung

(18.54)

rx(p-a=F-DivP)] = €urP- (18.55)
vA

Wegen des Impulssatzes (18.50) verschwindet die linke Seite dieser Gleichung.
Damit auch die rechte Seite verschwindet, mufl der Spannungstensor die Bedin-
gungen

Py, = P, (18.56)

erfiillen, er muf} also immer ein symmetrischer Tensor sein. Wir halten fest:

Aus der simultanen Giltigkeit des Impulsatzes und des Drehim-
pulssatzes ergibt sich, dafl der Spannungstensor immer symmetrisch
sein mufl. Wenn umgekehrt ein symmetrischer Spannungstensor
vorausgesetzt wird, impliziert der Impulssatz den Drehimpulssatz.

Weil Spannungstensoren immer symmetrisch sind, konnen sie diagonalisiert wer-
den und besitzen daher Hauptspannungsachsen und Hauptspannungen.

Wir fassen die obigen Ergebnisse noch einmal zusammen. Die Bewegungsglei-
chung der Kontinuumsmechanik ist der Impulssatz (18.50). Sie bestimmt die Be-
schleunigungen und damit auch die Verzerrungen, die aufgrund der Volumen- und
Flachenkrafte entstehen. Die Flachenkrafte werden dabei durch den Spannungs-
tensor beschrieben, der immer symmetrisch ist. Zur Erganzung der Bewegungs-
gleichungen werden Beziehungen zwischen den Verzerrungen und den Spannun-
gen, sogenannte Spannungs—Dehnungs—Beziehungen, benétigt, die von den
Eigenschaften des betrachteten Mediums abhangen und die wir in den folgenden
Kapiteln diskutieren werden.
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19. Elastische Festkorper

In diesem Kapitel werden wir einige Grundbegriffe der Beschreibung elastischer
Festkorper diskutieren. Man spricht bei kontinuierlichen Medien von elastischem
Verhalten, wenn sie eine eindeutige lokale Beziehung zwischen Spannungen und
Verzerrungen besitzen. Viele Festkorper konnen sich auch plastisch verhalten, die
meisten reagieren jedoch elastisch, solange die Verzerrungen nicht zu grof} sind.

Das elastische Verhalten fiir kleine Verzerrungen wird nach dem Hookeschen
Gesetz durch eine lineare Beziehung zwischen dem Verzerrungstensor und dem
Spannungstensor beschrieben (Robert Hooke, 1635-1703). Die allgemeinste
lineare Beziehung zwischen zwei Tensoren zweiter Stufe lautet

Ppu - Z Cuv;r) €k (191)
KA

wobei die Elastizitatsmoduln c einen Tensor vierter Stufe bilden. Der allgemein-
ste Tensor vierter Stufe wiirde 3* = 81 unabhingige Komponenten haben. Nun
sind aber die hier verkniipften Tensoren zweiter Stufe beide symmetrisch. Deshalb
miissen die Elastizitatsmoduln beziiglich einer Vertauschung der ersten beiden In-
dizes p und v ebenfalls symmetrisch sein. Auflerdem wiirde ein antisymmetrischer
Anteil von ¢ beziiglich einer Vertauschung der letzten beiden Indizes x und A in
der Summe in (19.1) keinen Beitrag leisten. Daher kann man annehmen, daf§ der
Elastizitatsmodul beziiglich beider Indexpaare symmetrisch ist, d.h. in Formeln

Cuvikd = Copse\ = Cuv;dk- (192)

Da die beiden Indexpaare je sechs verschiedene Werte annehmen, bleiben damit
6 X 6 = 36 unabhangige Elastizitatsmoduln.

Eine weitere Reduktion dieser Zahl ergibt sich aus der Annahme der Existenz
eines elastischen Potentials. Wir betrachten dazu die durch eine kleine Ver-
zerrung de,,, an einem Volumenelement geleistete mechanische Arbeit. Wir werden
zeigen, dafl diese Arbeit pro Volumeneinheit durch

0® =Y Pyudey, (19.3)
nv

gegeben ist. Zur Herleitung dieser Formel betrachten wir einen kleinen Quader, der
schon einer gewissen Verzerrung unterworfen ist, die den lokalen Spannungstensor
P erzeugt hat und damit den Quader vorverspannt hat (siehe die folgende Figur
links). Wir wenden dann eine zusétzliche kleine Verschiebung ds(r) auf diesen
Quader an, die eine weitere kleine Verzerrung de,, = (0ds,/0z,+0ds,/0z,)/2 des
Quaders bewirkt. Auf die riickseitige Quaderflache senkrecht zu e; mit der Grofie
Afy = Ay- Ag wirkt die Kraft P_g, (r)Af;. Sie leistet aufgrund der Verschiebung
ds(r) an dem Quader die Arbeit

dA_o, = —Pe, (r) - ds(r) Afy. (19.4)
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Die an der vorderseitigen Fliche senkrecht zu e; geleistete Arbeit ist dagegen
durch

6Ael = (P91 (I' + Alel) . dS(I‘ + Alel)) Afl

= (Pe, (r) - ds(r)) Af1 + Biml (Pe, (r) - ds(r)) Afy - A (19.5)

gegeben, wobei wir zuletzt eine Taylorentwicklung nach der Kantenlinge A;
durchgefiihrt haben. An den gesamten auf alle sechs Quaderflichen wirkenden
Flachenkraften und eventuellen Volumenkraften wird schliefllich die Arbeit

9
A=Y a—%(Pst“) + F,ds,] - AV
" v

ods oP,.
:Z[ZPNVBT:+( o+ Fy)ds,] - AV
In v

- ox,

(19.6)

geleistet. Wenn die Verschiebung ds geniigend langsam (quasistatisch) erfolgt,
entstehen keine Beschleunigungen und keine kinetischen Energien und die gesamte
geleistete Arbeit findet sich in elastischer Energie wieder. Da dann wegen DivP +
F = 0 (siehe (18.50)) der zweite Term in der zweiten Zeile von (19.6) verschwindet
und da im ersten Term nur der symmetrische Anteil €,, des Verschiebungstensors
dds, /0x, beitrigt, haben wir damit die Formel (19.3) fiir die elastische Arbeit
pro Volumeneinheit bewiesen.

€3

—

&n

Y

€ Ao

Wir werden jetzt die zusédtzliche Annahme machen, dafl §® ein totales Differential
ist. Aus der Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes (19.1) alleine kann man das
nicht folgern. Es folgt aber, wenn man annimmt, dafl der einer bestimmten Ver-
zerrung entsprechende Zustand des Mediums nicht davon abhangt, auf welchem
Wege man die Verzerrung erzeugt hat (siehe die obige Figur rechts fiir zwei Wege
zu demselben Endzustand). Dieser eindeutige Zustand sollte dann eine eindeutig
bestimmte elastische Energie ®(e) haben. Das elastische Potential ® ist dann
wegen (19.1) und (19.3) eine quadratische Form in den Verzerrungen und es gelten
die Beziehungen

0o 0d
=P, und

= 2P, (u#v), (19.7)

O€up O€p
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wobei der Faktor 2 in der rechten Gleichung sich wegen €,,, = €,,, ergibt. Aus der

Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen

0P B 0%d
0€,,0€,) N O0€x\0€,y

(19.8)

folgt dann wegen (19.1) die zusétzliche Symmetrieeigenschaft

Cuvi;ed = Cr;uv

(19.9)

der Elastizitatsmoduln, mit der die (6 x 6)—Matrix nur noch 21 unabhingige Ko-

effizienten hat.

Um handliche Ausdriicke fiir die elastischen Potentiale zu

erhalten und unter-

schiedliche Formeln fiir 4 = v und g # v wie in (19.7) zu vermeiden, ist eine
veranderte Notation iiblich, die in der folgenden Tabelle zusammengefafit ist.

Indizes Verzerrung Spannung
neu alt

1 11 €1 — €11 P1:P11
2 22 €9 = €929 P2 = P22
3 33 €3 = €33 P3 = P33
4 23,32 €4 = €23 + €32 Py = Py3 = P33
5 31,13 €5 = €31 + €13 Ps = P3; = Py3
6 12,21 €6 = €12 + €21 Pg = P13 = Py

Man numeriert die 6 Komponenten der beiden symmetrischen Tensoren € und P
wie in der Tabelle angegeben durch die Ziffern ¢ = 1,...,6 durch. Dann bilden die

Elastizitdtsmoduln die symmetrische (6 x 6)-Matrix
Cik = Chi

und das Hookesche Gesetz (19.1) erhilt die Gestalt

6
Pi: E Cil€lk-
k=1

Das positiv definite elastische Potential ist dann durch

6

1
® = 3 Z Cik€i€k
i,k=1
gegeben und anstelle von (19.7) tritt die einfache Beziehung
0P
p=2" —1,...,6
9, U )

(19.10)

(19.11)

(19.12)

(19.13)



Bei kristallinen Medien niedrigster Symmetrie (trikline Kristalle) ist das elasti-
sche Verhalten tatsachlich durch 21 unabhangige Moduln festgelegt, deren experi-
mentelle Bestimmung einen sehr groflen Aufwand erfordert. Viele Kristalle haben
jedoch eine hohere Symmetrie, die unter anderem durch eine endliche Untergruppe
der Drehgruppe O(3) gekennzeichnet werden kann. Solche Untergruppen heifien
Punktgruppen. Man kann zeigen, dafl alle Tensoren, die makroskopische Ma-
terialeigenschaften eines Kristalls beschreiben, unter den in der Punktgruppe des
Kristalls enthaltenen Drehungen invariant sind.

Wir wollen hier als erstes Beispiel explizit untersuchen, welche Konsequenzen die
Existenz einer 2-zdhligen Drehachse fiir den Elastizitdtsmodul hat (monokline
Kristalle). Dazu wéhlen wir die Drehachse z.B. als dritte Koordinatenachse. Sei
also ein Kristall invariant unter einer Drehung Bs um die 3—Achse um den Winkel
7. Dann muf} das elastische Potential (19.12) unter dieser Drehung, die durch die
Matrix

-1 0 0
B,=| 0 -1 0 (19.14)
0 0 1

beschrieben wird, invariant sein. Da By die Vorzeichen der 1- und 2-Achse
umkehrt, kehren sich unter By die Vorzeichen der Verzerrungen €4 und €5 um,
wahrend die anderen vier Verzerrungen unverandert bleiben. Das Potential &

ist daher genau dann invariant, wenn die acht Elastizitatsmoduln c¢;pz = cg; fur
t=1,2,3,6 und k£ = 4,5 verschwinden:

C14 = C15 = C24 = C25 = C34 = C35 = Cg4 — Cg5 — 0. (19.15)

Monokline Kristalle haben daher nur noch 13 unabhangige Elastizitatsmoduln.

Als zweites Beispiel betrachten wir einen Kristall mit einer 4—zahligen Drehachse.
Wir wihlen wieder die Drehache als 3—Achse, so daf§ die 1-Achse durch die 7/2-
Drehung in die 2—Achse tiberfiithrt wird und die 2—Achse in die negative 1-Achse.
Die Drehmatrix hat dann die Gestalt

0 -1 0
Bi=|1 0 0 (19.16)
0 0 1
und bewirkt die folgende Transformation der Verzerrungen:
€1 — €2 — €1, €3 — €3, €5 —> €4 —> —€5, €g — —€g. (19.17)

Das allgemeinste elastische Potential, das unter dieser Transformation invariant

ist, lautet
C C C C
B, = %(ef +éd)+ §e§ + %(ei +e)+ %g%

+ C12€1€2 + 613(61 + 62)63 + 616(61 — 62)66

(19.18)

und hat nur noch 7 unabhangige Parameter.
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Als weiteres Beispiel betrachten wir eine 3—zahlige Drehachse. In diesem Fall legen
wir das Koordinatensystem so, dafl die Drehachse durch z; = x2 = 3 gegeben
ist. Dann bewirkt eine Drehung um den Winkel 27 /3 eine zyklische Vertauschung
der Koordinaten (z; — x9 — 23 — x1) und die Drehmatrix lautet

0 0 1
Bs=|1 0 0 (19.19)
0 1 0
Die Verzerrungen werden durch die zyklische Vertauschung wie
€1 — €3 — €3 — €71, €4 — €5 — €6 — €4 (19.20)

transformiert. Das allgemeinste elastische Potential mit dieser Symmetrie hat
ebenfalls nur noch 7 unabhangige Parameter und lautet

C C
By = %(e% +e2+€2)+ %(ei + &+ €2) + cra(eres + e2e3 + €361)

+ ca5(€s€5 + €566 + €5€q) + cra(€1€4 + €265 + €366) (19.21)

+ c15(€1€5 + €265 + €3€4) + c16(€1€6 + €264 + €3€5).

Viele Kristalle haben die hochstmogliche Symmetrie, die kubische Symmetrie.
Sie ist vorhanden, wenn eine Invarianz sowohl unter der Drehung (19.19) als
auch unter der Drehung (19.14) vorliegt (diese beiden Drehungen erzeugen die
sogenannte Tetraedergruppe). Von den 7 in (19.21) verbliebenen Parametern
miissen laut (19.15) 4 aufgrund der Invarianz unter By verschwinden, ndmlich

C45 = Cyg = 0, C14 = 0, C15 = 0, Clg = C24 = 0 (1922)

und damit lautet das allgemeinste kubisch invariante elastische Potential

Prubisch = C_;1(E% + €5+ €3) + %( 1+ €+ eg) + cia(erer + €xe3 + eger). (19.23)
Bei kubischer Symmetrie kann auch eine Invarianz unter der Oktaedergruppe
vorliegen, die durch die beiden Drehungen (19.14) und (19.15) aufgespannt wird
und die eine Erweiterung der Tetraedergrupe ist. Diese hohere Symmetrie fiihrt
aber zu keinen weiteren Einschrankungen hinsichtlich des elastischen Potentials,
so dafl (19.23) fiir alle kubischen Kristalle gilt.

Die elastisch einfachsten Festkorper sind die isotropen Festkorper. Solche
Festkorper, die unter beliebigen Drehungen invariant sind, werden durch amor-
phe oder polykristalline Systeme realisiert. Um ihr elastisches Verhalten zu ver-
stehen, legen wir zunachst das Koordinatendreibein auf das Hauptachsendreibein
des Verzerrungstensors, so daf3

€1 0 0
e=10 e O (19.24)
0 0 €3
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gilt. Da der isotrope Festkorper selbst keine Richtung auszeichnet, muf} in diesem
Koordinatensystem auch der Spannungstensor diagonal sein und die Gestalt

P, 0 0
P=|0 P 0 (19.25)
0 0 P

haben. Das Hookesche Gesetz muf} sich jetzt mit nur zwei Parametern formulieren

lassen:
Py = aey +b(ez + €3) = (a — b)er + b(er + €2 + €3)

P2 = a€eg + b(€3 + 61) = ((1, — b)62 + b(61 + €2 + 63) (1926)
P; = ae3 + b(eq + €2) = (a — b)es + b(e1 + €2 + €3),

weil fiir eine Spannung P; in Richtung ¢ die beiden anderen Richtungen adquivalent
sind. Unter Einfithrung der beiden Laméschen Elastizitatsmoduln A = b und
p = (a — b)/2 schreiben wir nun (19.26) kompakter als

P, =2pe; + ASpe (1=1,2,3). (19.27)
Die Verallgemeinerung der Beziehung (19.27) auf beliebige Koordinatensysteme
konnen wir nun wegen der Invarianz der relativen Volumenanderung © = Spe
unter Drehungen leicht angeben. In der alten Tensornotation lautet sie

Py = 24 €y + AO bps. (19.28)

In der neuen Notation impliziert die Tensorrelation (19.28) zum einen die drei
Gleichungen (19.27) und zusétzlich die drei weiteren Gleichungen

Pi=pe  (i=4,5,6). (19.29)

Das zugehorige elastische Potential konnen wir jetzt mittels (19.13) durch Inte-
gration zu

q)isotrop -

RS

A
(2€] + 263 + 265 + €5 + €2 +ea) + 5(61 + €3 + €3)? (19.30)

bestimmen.

Das isotrope elastische Potential (19.30) muf} ein Spezialfall des kubischen Poten-
tials (19.23) sein. Durch Vergleich der beiden Potentiale erhalten wir die Relatio-
nen

C19 = /\, Cq4 = W, C11 = 2/J + A (1931)

Das isotrope elastische Potential geht also aus dem kubischen durch die zusatzliche
Bedingung
c11 = €12 + 2¢c44 (19.32)

hervor.
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Die moglichen Werte der Laméschen Moduln g und A sind durch eine Sta-
bilitatsbedingung eingeschriankt, nach der das elastische Potential (19.30) posi-
tiv definit sein muf. Diese Bedingung mufl erfiillt sein, weil andernfalls das
Medium sich spontan verzerren wiirde, um seine Energie abzusenken. Als Eigen-
werte der (6 x 6)-Matrix, aus der die quadratische Form (19.30) gebildet ist, findet
man g (fiinffach) und g + 3X/2. Aus deren Positivitit folgen die Ungleichungen

2
p>0,  A> —?“ (19.33)

Wir wollen jetzt die Bewegungsgleichung (18.50) auf den Fall eines isotropen
Festkorpers spezifizieren. Dazu driicken wir die Divergenz des Spannungstensors
unter Benutzung der Relationen (18.9) und (19.28) durch den Verschiebungsvektor
s aus und erhalten

aPK,y a BSK, 88,, asy

(DivP)s Z ox, Z oz, 3:8,, an Z oz,
0? Jsy
:“Za—az,%s*“*(““)a—%ZaL'

Die Bedingung (18.39) fiir die Vernachlissigbarkeit der Konvektionsbeschleuni-
gung ist fir elastische Festkorper im allgemeinen erfiillt. Damit erhalten die
Hauptgleichungen der Elastizitatstheorie die Gestalt

(19.34)

82
pa—t: —F + puAs + (u+ Ngrad divs. (19.35)

Die Volumenkrafte F sind bei vielen Problemen der Elastizitatstheorie ebenfalls
vernachlassigbar.

A X

y

Um die physikalische Bedeutung der beiden Laméschen Moduln zu erhellen, be-
trachten wir das Anwendungsbeispiel eines Quaders aus einem isotropen elasti-
schen Material, der einem einseitigen (uniaxialen) Zug (oder Druck) ausgesetzt
ist. Wie in der obigen Figur gezeigt, soll auf eine der Oberflachen des Quaders
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eine Zugspannung P._ wirken, deren Betrag P = @Q/q durch das Verhiltnis aus
der Kraft @Q und der Fliche ¢ = a? bestimmt ist. Die gegeniiberliegende Fliche
des Quaders soll festgehalten werden. Diese Zwangsbedingung erzeugt auf dieser
Flache eine entgegengesetzte Zugspannung P_., = —F,,. Wir wollen den sta-
tionaren verzerrten Gleichgewichtszustand des Quaders berechnen. In diesem Zu-
stand mufl DivP = 0 gelten. Weil Zugspannungen nur in z-Richtung auftreten
sollten, mufl der Spannungstensor raumlich homogen sein und seine einzige nicht
verschwindende Komponente ist P33 = Q/q. Unsere Aufgabe besteht nun darin,
mittels (19.28) die dieser Spannung entsprechende Verzerrung zu finden.

Durch Spurbildung gewinnen wir zunéchst aus (19.28) die Beziehung

> Poa=(2u+3))0 (19.36)

zwischen der Spur des Spannungstensors und der relativen Volumeninderung ©
und kénnen damit (19.28) nach dem Verzerrungstensor auflésen mit dem Ergebnis

1 A
oo = 7= Poy — ———5 0n0 P,,. 19.37
¢ 2u 21(2p + 3X) ; ( )

In Richtung der Zugspannung erwarten wir eine Dehnung des Quaders, die durch
die Verzerrung ez = 0s,/0z = Al/l gegeben ist. Nach (19.37) hat diese Verzer-
rung die Grofie

A+ A
= ————— Ps3. 19.38
€33 1(20 1 3)) 33 ( )
Fiir den durch die Gleichung
Al 1Q
—_—= = 19.39
I T B (19.39)
definierten Youngschen Modul F erhalten wir demnach
2 3\
E = M (19.40)
A+ A

Offenbar ist aber €33 nicht die einzige von Null verschiedene Komponente des
Verzerrungstensors. Aus (19.37) lesen wir auch Kontraktionen

A

S 19.41
2u(2p +3X) (1941)

€11 = €22 = —

des Quaders senkrecht zur Richtung der uniaxialen Zugspannung ab. Zur Charak-
terisierung dieses Effektes definiert man den Querkontraktionskoeffizienten

oo __Ae Al (19.42)
€33 a l



(auch Poissonsche Zahl genannt), der hier den Wert

A

il Y (19.43)

hat. Durch Umkehrung der Beziehungen (19.40) und (19.43) konnen die beiden
Laméschen Moduln
E oE

=it e) T Ato)i—20) (19.44)

aus dem obigen uniaxialen Zugspannungsexperiment bestimmt werden. Fir die
relative Volumeninderung (19.36) erhalten wir den Ausdruck

1 Q 1-20Q
2u+3\q E ¢

(19.45)

uni

Besonders einfach ist die Reaktion eines isotropen Festkorpers auf eine gleich-
maflige Kompression. In diesem Falle ist der Spannungstensor isotrop und wird
durch die Formel

P., = —pdsn (19.46)

beschrieben, wobei p der auflere Druck auf den Festkorper beliebiger Gestalt ist.
Da man einen gleichmafligen Druck am besten durch Einbettung des Festkorpers
in eine Fliissigkeit realisiert, nennt man den gleichmafligen Druck auch hydro-
statischen Druck. Da der Verzerrungstensor in diesem Falle ebenfalls isotrop
ist, wird die Verzerrung durch die relative Volumenanderung vollstandig charak-
terisiert und man erhilt anhand von (19.36) die Beziehung

— 3 —
2u+ 3l

@hydro = —KD. (1947)

Den Parameter x nennt man die Kompressibilitat des Festkorpers.

Die aus dem Stabilitdtskriterium gewonnenen Ungleichungen (19.33) haben ent-
sprechende Ungleichungen fiir die oben diskutierten elastischen Konstanten zur
Folge. Man findet die Ungleichungen

1
E >0, -1<o< 2’ k> 0. (19.48)
Fiir viele Materialien gilt die starkere Ungleichung A > 0, die nur positive Pois-
sonzahlen o > 0 zulafit, die aber nicht aus generellen Prinzipien folgt.

Als eine Anwendung der Bewegungsgleichung (19.35) behandeln wir abschlieflend
die Ausbreitung von Schallwellen in einem isotropen Medium. Man sucht dazu
wellenartige Losungen der Bewegungsgleichung. Fiir eine ebene Welle, die in Rich-
tung der 3—Achse mit der Geschwindigkeit ¢ lduft, machen wir den vektoriellen
Ansatz

s(r,t) = f(x3 —c-t). (19.49)
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Fiir die v—te Komponente dieses Ansatzes ergibt die Bewegungsgleichung (19.35)
die Bedingung

[,0 02 —H— (p’ + )‘) (5113] le/, = Oa (1950)

aus der wir die Schallgeschwindigkeit ablesen konnen. Die Schallgeschwindigkeit
hangt von der Polarisation der Schallwelle ab. Wenn die Auslenkungsvektoren
s parallel zur Ausbreitungsrichtung des Schalles sind, spricht man von longitu-
dinalen Schallwellen, wenn sie senkrecht zur Ausbreitungsrichtung stehen, von
transversalen Schallwellen. Die entsprechenden Schallgeschwindigkeiten sind

nach (19.50) durch
/2 3
s c = \/7 (19.51)

gegeben. Die Stabilitdtsbedingung (19.33) hat zur Folge, da§ generell die Unglei-
chung ¢; > ¢; gilt.
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20. Mechanik der Fliissigkeiten und Gase

In diesem Kapitel werden wir kurz auf die elementarsten Grundbegriffe der
Mechanik der Fliissigkeiten und Gase eingehen. Wie man im Rahmen der Thermo-
dynamik lernt gibt es keinen qualitativen Unterschied zwischen der fliissigen und
der gasformigen Phase einer Substanz. Beide Phasen zeichnen sich im Vergleich zu
Festkorpern mechanisch dadurch aus, dafl der Spannungstensor im Gleichgewichts-
zustand (Ruhezustand) immer isotrop ist. Das impliziert richtungsunabhéngige
Druckspannungen und verschwindende Scherspannungen und einen Spannungsten-
sor der Form

P, =-p-0u (Ruhe). (20.1)

Es ist meist nicht sinnvoll, insbesondere fiir Gase nicht, den Druck p im Sinne von
(19.28) und (19.47) mit der relativen Volumeninderung O in die Beziehung

p:_A.@:_%.@ (20.2)

zu setzen, weil die Kompressibilitat « fiir grolere Volumenanderungen vom Vo-
lumen abhéngt. Zur Erfassung solcher Effekte zieht man anstelle von (20.2) die
thermodynamische Zustandgleichung

1

p=np(p,T) bzw. =pp,T) X — 20.3

(p,T) p=rp(p7T) Vo T) (20.3)
hinzu und definiert die Kompressibilitat durch
1 dV

=—= —. 20.4

== D (20.4)

Es gibt auch anisotrope Fliissigkeiten (auch fliissige Kristalle genannt), deren
mechanisches Verhalten komplexer ist als das der isotropen Fliissigkeiten, auf
die wir uns in diesem Kapitel beschranken werden.

In bewegten Flussigkeiten und Gasen gibt es jedoch durchaus Scherspannun-
gen, die mit den Deformationsgeschwindigkeiten (siehe (18.30) und (18.32))
anwachsen. Fiir nicht zu grofle Deformationsgeschwindigkeiten wird man in Analo-
gie zum Hookeschen Gesetz (19.28) in isotropen Festkorpern und in Erweiterung
von (20.1) die lineare Beziehung

Pu =D 0 +20éu +1700,, (20.5)

annehmen. Hier entsprechen die dynamische Zahigkeit (oder Viskositat) n
und der zweite Parameter 7' den Laméschen Moduln g und A. Aufgrund der
Reibungsterme in (20.5) ist die mechanische Energie des Systems nicht langer
erhalten. Der Verlust an mechanischer Energie, die sich in Form von Warme
wiederfindet, wird auch Dissipation genannt.
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Fiir die Aufstellung der Bewegungsgleichung (18.50) brauchen wir die zu (19.34)
analoge Gleichung (beachte dazu § = v)

DivP = —gradp + n Av + (n+ 1) grad div v. (20.6)

Die (18.50) entsprechende Bewegungsgleichung stellt man fiir das Geschwindig-
keitsfeld v(r, ) in Eulerscher Parameterisierung auf. Wenn man zur Beschreibung
der Volumenkréfte anstelle der in Kapitel 18 verwendeten Kraftdichte F (Kraft
pro Volumeneinheit) noch die Notation pF verwendet, in der F die Kraft pro
Masseneinheit ist, erhilt man die aus dem 19. Jahrhundert (Navier 1822, Stokes
1845) stammende Navier—Stokessche Bewegungsgleichung

ov
P ot
(Claude Navier (1785-1836) und Georges Stokes (1819-1903)).

+p(v-V)v=pF —gradp+nAv + (n+17n') graddivv (20.7)

Im allgemeinen haben wir bei dem hier betrachteten Problem drei ortsabhangige
Felder zu berechnen, das Geschwindigkeitsfeld v(r, ) sowie die Massendichte p(r, t)
und den Druck p(r,t). Mit der Zustandsgleichung (20.3) und der Bewegungs-
gleichung (20.7) haben wir zunichst zwei Gleichungen fiir diese Felder. Die dritte
noch fehlende Gleichung driickt die Erhaltung der Masse aus. Die Masse

My (t) = /V p(r, ) d°r, (20.8)

die in einem beliebig gewahlten Teilvolumen V enthalten ist, kann sich namlich
nur dadurch andern, dal Masse durch die Oberflache von V' stromt. Durch ein
kleines Flachenelement Af auf der Oberfliche von V' mit der Auflennormalen n
stromt im Zeitintervall dt die Masse p - Af vdt - n, die zur Erniedrigung der in
V enthaltenen Masse beitragt. Der gesamte Massenflul durch die Oberflaiche O
von V wahrend des Zeitintervalls dt ist deshalb gleich der Reduktion —dMy der
Masse (20.8) in diesem Zeitintervall und die Massenerhaltung wird durch die
Gleichung

d
—Mv+ﬁ pv-ndf =0 (20.9)
di A

ausgedriickt.

df N

vdt

\"n

vdt
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Wenn wir das Flulintegral mittels des Gauflschen Integralsatzes in ein Volumenin-
tegral umwandeln, erhalten wir mit (20.8) aus (20.9) die Bedingung

/V [%P(r, t) 4 div (pv)] d’r = 0. (20.10)

Da diese Bedingung fiir beliebige Volumina V' gilt, muf} der Integrand verschwinden
und wir erhalten die Kontinuitatsgleichung

ap(r, t) +div(pv) =0 (20.11)
als Ausdruck der lokalen Massenerhaltung. Anhand der allgemeinen Beziehung
(18.37) zwischen lokalen und totalen (oder substantiellen) Zeitableitungen und
der Identitdt div (pv) = v - grad p + pdiv v kann die Kontinuitdtsgleichung auch
in die Form

%p + pdivv =0 (20.12)

gebracht werden.

Die Navier—Stokes—Gleichung (im Zusammenspiel mit der Kontinuitatsgleichung
und einer Zustandsgleichung) gestattet die Behandlung der Dynamik einer Vielzahl
von Phanomenen, die wir hier nicht weiter betrachten konnen. Wir wollen hier ab-
schlielend nur noch einige wichtige Spezialfille der Fliissigkeitsdynamik aufzihlen.

Bei Fliissigkeiten dndert sich im Gegensatz zu Gasen die Dichte oft so wenig mit
dem Druck, dafl man die Dichte als unveranderlich ansehen kann. In diesem Sinne
nennt man eine Flissigkeit inkompressibel, wenn sie die Bedingung

4 _ 0 (20.13)
al = ’

erfiillt. Wegen der Kontinuitatsgleichung (20.12) sind die Geschwindigkeitsfelder
inkompressibler Fliissigkeiten immer quellenfrei, d.h. fiir sie gilt

divv = 0. (20.14)
Homogene Flissigkeiten sind durch die Bedingung
gradp =0 (20.15)

charakterisiert. Wenn eine Fliissigkeit homogen und inkompressibel ist, ziehen
wir aus (20.11) die Folgerung dp/0t = 0, d.h. die Dichte ist rdumlich und zeitlich
konstant: p(r,t) = po.

Schon im Jahre 1755 hat Leonard Euler die Bewegungsgleichung fiir ideale

Flussigkeiten
N | (v-V)v=F— Lgrad (20.16)
— +(v-V)v=F — —gra .
P , gradp
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aufgestellt (Eulersche Gleichungen der Hydrodynamik), die sich aus der
Navier-Stokes—Gleichung im Grenzfall verschwindender Zahigkeitskoeffizienten
ergibt. Da bei normalen Fliissigkeiten (im Gegensatz zu Superfliissigkeiten) die
Zahigkeit nicht verschwindet, stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen die
Zahigkeitsterme in (20.7) vernachlédssigt werden kénnen. Wir bringen die Navier—
Stokes—Gleichung zur Beantwortung dieser Frage in eine dimensionslose Form,
indem wir mittels
lo

vV =1p-u, r=1Ip-x, t=—r, p=po-0 (20.17)
Vo

typische Einheiten fiir die Geschwindigkeit v, die Lange [y und die Dichte pg
einfiihren und annehmen, die Zeit skaliere wie das Verhaltnis aus Lange und
Geschwindigkeit. In den skalierten Groflen hat die Navier—Stokes—Gleichung die
Gestalt (dividiere Gleichung (20.7) durch pové/lo)

n (9. 9
pOIOUO ox 0x

Ju+.... (20.18)

Ein Vergleich der Terme auf der linken Seite dieser Gleichung mit dem ersten
Zahigkeitsterm auf der rechten Seite zeigt, dafl die Grofle der Reynoldschen

Zahl

l
R = Po0%0 (20.19)

n

iiber die Relevanz der Zahigkeitsterme entscheidet. Eine ideale Fliissigkeit liegt
im Grenzfall R — oo vor.

Falls die eingepragte Kraft pro Masseneinheit F sich wie z.B. beim Schwerefeld
aus einem Potential ableitet,

F = —gradU(r), (20.20)

bietet sich die folgende Umformung der Eulerschen Gleichung (20.16) fiir ideale
Flussigkeiten an. Fir den Konvektionsterm benutzt man die Identitat

1
(v-V)v= 3 gradv? — v x rot v. (20.21)

Mittels der aus der Zustandsgleichung p = p(p) gewonnenen Stammfunktion

L [T
P(p)—/ ) (20.22)

1483t sich der Druckterm als
1
— gradp = grad P (20.23)
P
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schreiben. Damit lautet die Eulersche Gleichung nunmehr

0 1
a_‘t’ = —grad (;v* + U + P) + v x 1ot v, (20.24)

Da die Wirbelstarke jedes Gradientenfeldes verschwindet, folgt aus dieser Glei-

chung 9 et
rot v

ot

Falls das Geschwindigkeitsfeld v zu einem Zeitpunkt to wirbelfrei ist, rot v = 0,
verschwindet an diesem Zeitpunkt die Zeitableitung von rot v und das Feld ist zu
allen Zeiten wirbelfrei. Da wirbelfreie Felder sich als Gradient eines Potentials
darstellen lassen,

= rot(v X rot v). (20.25)

v = grad ®(r, t), (20.26)

spricht man in diesem Falle von Potentialstromungen. Die Theorie dieser
Stromungen hat grofie Ahnlichkeit mit der Elektrostatik, weil elektrostatische
Felder ebenfalls wirbelfrei sind.

Falls man (20.21) nicht benutzt, erhélt man anstelle von (20.24) fiir die Eulersche

Gleichung die Gestalt

d
d—‘t’ — —grad (U + P). (20.27)

Fiir den Wirbelvektor (siehe auch (18.31))

1
w(r,t) = 3 rot v (20.28)

des Geschwindigkeitsfeldes erhilt man durch Anwendung der Operation rot auf

(20.27) den Erhaltungssatz

d
a—) 20.29
dt” (20.29)

Er driickt das Verschwinden der substantiellen Zeitableitung des Wirbelvektors
aus, aus dem die Helmholtzschen Wirbelsatze folgen.

In nicht idealen Fliissigkeiten andert sich der Wirbelvektor im Laufe der Zeit
aufgrund der Wirkung der Zahigkeitsterme.

Als Anwendung wollen wir kurz auf die Schallausbreitung in idealen Flissigkeiten
oder Gasen eingehen. Unter Vernachlassigung des Konvektionsterms und der Vo-
lumenkrifte lautet die zu verwendende Bewegungsgleichung nach (20.16) hier

ov

P o + gradp = 0. (20.30)

Sie ist zu erginzen durch die Kontinuitdtsgleichung (20.11) und durch die Zu-
standsgleichung (20.3). Wir nehmen kleine Abweichungen vom Gleichgewicht an,
wobei die Geschwindigkeiten sowie die Abweichungen dp = p —py und dp = p — po
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als kleine Grofien betrachtet werden, in denen alle Gleichungen linearisiert werden
konnen. Aus der Zustandsgleichung (20.3) ergibt sich zwischen den Druck— und
den Dichteabweichungen die Beziehung

dp

5p:(dp

)o - 0p (20.31)

und die linearisierte Bewegungsgleichung und linearisierte Kontinuitatsgleichung
lauten

0
Po 8—: +graddp =0 (20.32)
und 95
8—tp + podivv = 0. (20.33)

Nach nochmaliger Ableitung von (20.33) nach der Zeit eliminiert man mittels
(20.31) und (20.32) sowohl dp als auch v und erhélt die Wellengleichung

0%p B
0t?

(Z—i)O-A(sp: 0 (20.34)

fir die Dichteschwankung dp. Mit dem zu (19.47) analogen Ansatz dp =
g(zs — ¢ - t) fiir eine ebene Welle in Richtung der 3-Achse finden wir fiir die
Schallgeschwindigkeit die Formel

c= (%)0' (20.35)

Das Geschwindigkeitsfeld einer Schallwelle kann nach Gleichung (20.26) als Poten-
tialstromung angenommen werden, wodurch Gleichung (20.32) in die Gestalt

o
grad (po %—t +0p) =0 (20.36)

iberfithrt werden kann. Diese Gleichung sagt uns, dafl die in Klammern ste-
hende Grofle nicht vom Ort r abhangt, also eine reine Funktion der Zeit ¢
ist. Diese Zeitfunktion kann man dann aber durch einen additiven Zusatz zum
Geschwindigkeitspotential & kompensieren, der das aus ® abgeleitete Geschwin-
digkeitsfeld v nicht beriihrt. Nach dieser Umeichung des Geschwindigkeitspoten-
tials gilt daher

Po aa—(f +6p =0, (20.37)

wihrend Gleichung (20.33) sich mit dem Potential jetzt als

% +po A® =0 (20.38)
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schreiben 148t. Nach nochmaliger Zeitdifferentiation der Gleichung (20.37) kann
man hier mittels (20.38) und (20.31) dp und dp eliminieren und erhilt fiir das
Geschwindigkeitspotential ebenfalls die Wellengleichung

OBk
57 c’Ad =0. (20.39)

Mit dem Ansatz
®(r,t)=f(r-n—c-t) (20.40)

fiir eine ebene Welle in Richtung des Einheitsvektors n erhélt man aus (20.26) die
Geschwindigkeit
v(r,t)=n-f/, (20.40)

aus (20.37) die Druckschwankung
dp =cpo - f' (20.41)

und aus (20.31) und (20.35) die Dichteschwankung
sp="2. . (20.42)

Wir erkennen anhand dieser Losung, daf} es sich um longitudinale Schallwellen
handelt. Transversale Schallwellen sind im Gegensatz zu Festkorpern wegen der
verschwindenden Scherspannungen nicht moglich.

Nach diesem sehr kurzen Abrif} iiber einige Begriffe der Hydromechanik und der
Berechnung der Schallgeschwindigkeit als einzigem Anwendungsbeispiel beenden
wir dieses Kapitel.
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V. Anhange

A. Zentralpotentiale mit geschlossenen Bahnen

Dieser Anhang ist der Suche nach denjenigen Zentralpotentialen (4.10) gewid-
met, fiir die alle gebundenen Bewegungen geschlossene Bahnen sind. Als zwei
solche Zentralpotentiale haben wir in Kapitel 4 die beiden Potentiale (4.17) und
(4.29) identifiziert. Wir werden im folgenden zeigen, daf dies die einzigen Zen-
tralpotentiale mit dieser Eigenschaft sind.

Wir kniipfen an die Formel (4.34) an, aus der wir den Winkelabstand Ay zwischen
benachbarten Perizentren und Apozentren (Punkten kiirzesten und weitesten Ab-
standes zum Kraftzentrum) ablesen kénnen. Wir erhalten dafiir die Formel

i dp/p’
se=, JEE-Ve)-% -

wobei der Abstand p, des Apozentrums und der Abstand p_ des Perizentrums
jeweils Nullstellen der Wurzel im Nenner sind. Wir benutzen hier aus Griinden
der grofleren physikalischen Anschaulichkeit den Abstand p und nicht den inversen
Abstand u als Integrationsvariable. Wie schon am Ende von Kapitel 4 erwahnt,
muf} der Winkelabstand Ay kommensurabel mit der Zahl 7 sein, damit eine Bahn
geschlossen ist. Alle Bahnen zu einem gegebenen Zentralpotential konnen daher
nur dann geschlossen sein, wenn Ay ein festes rationales Vielfaches von 7 un-
abhangig von der Wahl der Parameter £ und L ist.

Wir behandeln dieses hiibsche Problem hier nicht etwa, weil es ein besonders
wichtiges Problem der theoretischen Mechanik ware, sondern weil seine Losung
schone Beispiele fiir die Suche nach losbaren Grenzfallen von nicht allge-
mein losbaren Problemen liefert. Die geschickte Vereinfachung mathematisch
schwieriger Probleme in Grenzfallen gehort zu den Fertigkeiten, die ein Physiker
beherrschen sollte.

Wir beginnen mit der Betrachtung des Grenzfalls nahezu kreisformiger Bah-

nen. Fiir solche Bahnen mufy die Energie dicht oberhalb eines Minimums V, =
Vest(po) des effektiven Potentials

L2
= — A2
Verr(p) = V(p) + 2mp? (A.2)
liegen. Fir E \, Vj geht die Differenz
Ap Pr—p- (A.3)

2

zwischen den Abstanden im Apo— und im Perizentrum gegen 0. Daher kann man
das effektive Potential in (A.1) durch seine Taylorentwicklung

V(o) = Vo + 3 Via(po) (o — po)? (a.4)
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approximieren. Man erhalt dann unter geschickter Benutzung der Substitution
p = po + Ap -z das Ergebnis

Ap = lim dp/p”

Ap—>0/ \/mv" )(Ap? = (p = po)?)

B /1 dz/p? B L
1/ BEVE() (=22 p3y/mVig(po)

(A.5)

Um dieses Ergebnis auf das Potential V' (p) umzurechnen, braucht man die Formeln

! ! L2
Vinloo) = V'{po) = 225 =,
3L°2 (A.6)
125 125
e p V p +—
g (po) = V" (po) e
und erhalt -
po V" (po
3+ o)

Hier konnte der Parameter L?/m mittels der ersten Gleichung in (A.6) eliminiert
werden, so dafl Ay allein durch lokale Eigenschaften des Potentials am Minimum
po des effektiven Potentials ausgedriickt ist.

Wegen der Kommensurabilitdt von Ay mit 7 mufl die Wurzel in (A.7) immer
eine rationale Zahl sein und darf daher nicht vom Bahnradius py abhangen. Diese
Forderung verschafft uns die Differentialgleichung

L AV"()
a=1+ Vi)’ (A.8)
deren Losung
ACRE A 49

(unter Vernachlissigung einer physikalisch irrelevanten additiven konstanten Ener-
gie) die in Frage kommenden Potentiale schon sehr stark einschriankt. Wir halten
fest, daB fiir die Potentiale (A.9) der Winkelabstand Ay nur vom Exponenten «

abhangt und durch
T

V24«

gegeben ist, so dafl der Exponent aus dem Wertebereich a > —2 kommen mu$.
Auflerdem folgt aus der Forderung nach der Existenz des Minimums im effektiven
Potential

Ap = (A.10)

L2
Vig(po) = aapd™ — ——= =0 (A.11)
° ° mpj
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die Vorzeichenregel aax > 0 fiir die Potentiale (A.9). Der Fall & = 0 kann wegen
des inkommensurablen Wertes Ap = 7/1/2 ausgeschlossen werden. Im folgenden
werden wir zwei weitere Grenzfille der Formel (A.1) betrachten, die sich auf die
beiden Falle a > 0 und —2 < a < 0 beziehen.

Fiir a > 0 steigt das Potential (A.9) mit p — oo unbegrenzt an und deshalb
sind alle Bahnen gebunden. Wir betrachten fiir diese Potentiale den Grenzfall
E — oo bei festgehaltenem Drehimpuls L. In dem betrachteten Grenzfall
gilt p_ 1/\/E — 0 und p; x E'Y® — o0o. Da der Hauptbetrag zu Ay in
dieser Situation von der Umgebung des Perizentrums zu erwarten ist, spalten wir
das Integral (A.1) am Minimum des po effektiven Potentials in zwei Anteile auf
und fiithren in diesen beiden Anteilen verschiedene Substitutionen p = p_ - s und
p = p4 - s durch. Wir erhalten dann

[ dp/p?
e / JEV) V) +F - &

- dp/p
_|_
Ae¢@WWH—V@%%L—%
(A.12)

/po/p— ds/s
1 \/1 - L 2ma 2_+a(1 . 80‘)
—1-a/2 ds/s?
ey / 2 o 1y
Po/P+\/ 75 (1 —5%) +p7 "7 *(1 - 3)

g2

Den zweiten Term kann man jetzt als O(p;am) = O(1/vE) abschitzen und der
erste Term ergibt im Grenzfall £ — 0

Ap — / ds/s T

/IL__
/1__ 0\/1—11,2_2.

Durch Vergleich von (A.10) mit (A.13) bleibt als einziges Potential fiir a« > 0 das
harmonische Potential mit a = 2.

(A.13)

Fiir —2 < a < 0 ist das Potential (A.9) nach unten unbeschrinkt. Hier liegt es
nahe, den Grenzfall L. — 0 bei festgehaltener Energie F zu betrachten, in
dem das Minimum des effektiven Potentials beliebig nahe an das Kraftzentrum
riickt und beliebig tief wird. Als Parameter fiir das Potential werden wir k =
—a > 0und 0 < 8 = —a < 2 benutzen. Wir werden die Integrationsvariable in
diesem Grenzfall mit der Nullstelle py des effektiven Potentials skalieren, deren
Relation zum Drehimpuls aus der Gleichung

2-8 _ L?
Po 2mk

(A.14)
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entnommen werden kann. Mit der Substitution p = pg - s erhalten wir dann

p+/po 2 o 2
Ap = lim/ ds/s :/ ds/s
p 1 1 1

L—0 E 1
~/po \/ypg-l-s% ] BT §? (A.15)
/1 dx 2 arcsi ( 2;ﬁ) 1 vy
= = resin(x = .
o Vb —z2 2-0 0 24«

Durch Vergleich von (A.10) mit (A.15) bleibt als einziges Potential fiir -2 < a < 0
das Keplerpotential mit a = —1.

Insgesamt sind damit das harmonische und das Keplerpotential als die einizgen
Zentralpotentiale identifiziert, fiir die alle gebundenen Bahnen geschlossen sind.

v



B. Keplerbahnen kleiner Exzentrizitat

In diesem Anhang werfen wir einen kurzen Blick auf Keplerbahnen kleiner Exzen-
trizitdt € < 1. Wir lesen aus Gleichung (4.23) die Relation

b=av1—e=a(l—€e/2+..) (B.1)

ab, die uns zeigt, dafl das Verhaltnis der beiden Halbachsen nur quadratisch in
e vom Wert 1 abweicht. Dies impliziert nur sehr geringe Abweichungen von der
Kreisformigkeit bei nicht zu grofien Exzentrizitaten. Zur quantitativen Demonstra-
tion dieses Aspektes zeigen wir im folgenden eine Tabelle mit den Exzentrizitaten
der Planeten des Sonnensystems und den zugehorigen Abweichungen €2 /2.

Planet € €2/2
Merkur 0, 2056 0,021
Venus 0,0068 0,000023
Erde 0,0167 0,00014
Mars 0,0934 0,0044
Jupiter 0,0482 0,0012
Saturn 0,0553 0,00115
Uranus 0,0474 0,0011
Neptun 0,0104 0,000054
Pluto 0,2476 0,0307

Der Haupteffekt kleiner Exzentrizitaten ist also nicht eine elliptische Verformung
der Bahn, sondern die Verschiebung des Brennpunktes aus dem Zentrum der Bahn.



C. Wirkungs— und Winkelvariable beim Keplerproblem

In diesem Anhang stellen wir als Anwendung der Behandlung integrabler Systeme
nach Kapitel 13 die Bestimmung von Wirkungs— und Winkelvariablen fiir das
Keplerproblem vor.

Ein Massenpunkt in einem zentralen Gravitationspotential wird durch die Hamil-
tonfunktion
p? ok
H=——- (C.1)

2m r

beschrieben. Wir hatten schon in Kapitel 4 gezeigt, dal dieses Problem aufgrund
der vielen Erhaltungsgrofien durch Integrationen gelost werden kann. Erhalten ist
neben der Energie H der Drehimpulsvektor L. Um die Integrabilitat des Systems
im Sinne von Kapitel 13 zu zeigen, miissen wir aus diesen Erhaltungsgrofien min-
destens drei Erhaltungsgrofien konstruieren, die paarweise in Involution zueinander
sind, d.h. die die Gleichungen (13.85) erfiillen. Wegen der Erhaltung des Drehim-
pulses lesen wir aus (13.43) ab, daf§

[L,H]=0 (C.2)

gilt und daher alle drei Komponenten des Drehimpulsvektors in Involution zur
Hamiltonfunktion sind. Damit haben wir allerdings unser Problem noch nicht
gelost, weil die verschiedenen Komponenten L; des Drehimpluses nicht zueinander
in Involution stehen. Es gilt vielmehr

3

[Li, Lj] = €ijuln. (C.3)

k=1

Wegen der Derivationseigenschaft (13.38) der Poissonklammern ist jedoch auch
jede Funktion der Drehimpulses L in Involution zur Hamiltonfunktion. So gilt
insbesondere auch

[H,L%) = ([H, L;]L; + Li[H, L;]) = 0. (C.4)

i=1

Man kann zeigen, daf} jeder Skalar, d.h. jede unter allen Rotationen um den Ko-
ordinatenurspung invariante Phasenraumfunktion, mit dem Drehimpulsvektor in
Involution steht. Hinsichtlich des Skalars L? iiberzeugen wir uns hier mittels der
Hilfsformeln

oL oL
L=rxp, — = Xp, T rx
or op
OL? OL2 (C.5)
L2 =202 — (r-0)2 2o — 9p2r _ 2(p. oL onr? — or(r -
£p7 (e B) G =297~ 2(r BBy o = 2pr”  2r(r D)
von der Identitat
L, L% = (2r2p —2(r-p)r) xp—r X (2rp2 —2p(r-p)) =0. (C.6)
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Angesichts der verschwindenden Poissonklammern (C.2), (C.4) und (C.6) kann
man jetzt eine Komponente, etwa L,, des Drehimpulksvektors auswahlen und
erhalt die drei paarweise involutorischen Erhaltunggrofien

F, = H, F, =12, F3=1L,. (C.7)

Um die erzeugende Funktion (13.87) zu bilden, muf8 man zunichst das Gle-
ichungssystem (C.7) nach den Impulsen auflésen. Dies stellt sich als einfacher
heraus, wenn man anstelle der kartesischen Kugelkoordinaten verwendet. Aus der
Lagrangefunktion fiir das Keplerproblem in Kugelkoordinaten

. k
L= %(7”2 + r29% 4 r2p? sin® 9) + - (C.8)

lesen wir die generalisierten Impulse
Pr = MT, py = mr2d, p, = mripsin® ¥ (C.9)

und die Hamiltonfunktion

1 p2 p2 k
FF=E=H-= —(p2+29% 4 "%y =~ C.10

ab. Die beiden anderen Erhaltungsgréfien in (C.7) haben in diesen Koordinaten
die Darstellungen
2
Fy=I?=L%=p} + —2_ (C.11)
sin” 9
und
F3 = Lz = Dop- (012)

Wir werden die Erhaltungsgrofien im folgenden zugunsten einer besseren physikali-
schen Transparenz mit E, L? und L, bezeichnen, wobei L der Betrag des Drehim-
pulses ist. Die Auflosung der Gleichungen (C.10-12) nach den Impulsen ergibt
jetzt

L2 k L2

. 9 o
sinZ ¥ r2

Die erzeugende Funktion (13.87) berechnet sich mit diesen Impulsen als die Summe

Sy (F1, Fa, Fs;0,9,1) = /(pg,dgo + pyd?d + p.dr) (C.14)

von drei Stammfunktionen. Da die Variable ¢ schon zyklisch ist, ist die erste
Stammfunktion natiirlich trivial. Die anderen beiden Stammfunktionen sind aber
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auch elementar und man erhalt insgesamt

Lcos?
Se=L,p+ (L arctg cos
\/L2sin® 9 — L2
L, L? - L%*(1 0, L, L2 —L%(1 - 0,
+ 7arctg £ (1+cosd) ?arctg z (1 — cos ))

L.\/L?sin®9 — L2 L.\/L?sin®9 — L2
L? — kmr

L\/2mr(k + Er) — L?

- \/ —55 (k+2ET)
—k —F arctg

V2mr(k+ Er) — L2

(C.15)

+ (v/2mr(k + Er) — L2 + Larctg

Hier haben wir beriicksichtigt, daf§ die durch (C.7) definierten Phasenraumflachen
nur fiir negative Energien kompakt sind. Bei der Berechnung der Wirkungsvari-
ablen (13.98) beachten wir zunichst, dal die Koordinate ¢ ja schon zyklisch ist.

Daher gilt
1 27

Lp:% i Podp =p, =L, = Fj3 (C.16)
und die erste Wirkungsvariable ist identisch mit der Erhaltungsgrofie L,. Die
beiden anderen Ringintegrale iiber geschlossene Kurven auf der Phasenraumflache
konnen ohne Benutzung der expliziten Stammfunktionen in (C.15) mittels funktio-
nentheoretischer Methoden berechnet werden. Da wir die Stammfunktionen je-
doch zur Hand haben, kénnen wir diese Integrale aus (C.15) ablesen. Wir miissen
dazu die Nullstellen der beiden anderen Impulse in (C.13) bestimmen. Die Null-
stellen ¥4 von py ergeben sich aus

12
costy = £4/1— L—; (C.17)

und die zugehorige Wirkungsvariable ist

1 d4 9_ 1 d4
Ig:—(/ pg—/ p,g) :—/ pgzL—|Lz|. (018)
2m S 9. T )y

Das einfache Ergebnis folgt aus der Beobachtung, dafl die Argumente der arctg—
Funktionen in (C.15) an den Integrationsgrenzen immer die Werte 00 haben und
af} die Zahler in den arctg-Funktionen auf dem Integrationsweg immer das Vorzei-
chen wechseln. Dadurch erhalten die Integrale iiber jede der arctg—Funktionen die
Werte £.

Die Nullstellen von p, bestimmen sich zu

1 |, 2EL?
ri:ﬁ(ki B+ — ) (C.19)
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Hier garantieren die beiden Ungleichungen

<L2< d < k < (C.20)
r_ m ry, und 7r_ Y Ty, .

dal die beiden letzten arctg-Funktionen in (C.15) ebenfalls lings des Integra-
tionsweges ihr Vorzeichen umkehren, und wir erhalten daher

+
1 [ m
I, = — pdr = —L+ k| ——=. 21
~ [ pedr= Dok (c21)

Wie in Kapitel 13 gezeigt wurde, ist die Hamiltonfunktion in den zu den
Wirkungsvariablen gehorigen Koordinaten zyklisch. Daher muf} sie eine Funk-
tion alleine der Wirkungsvariablen sein. Tatsachlich erhalten wir durch Auflosen
der Gleichungen (C.21), (C.18) und (C.16) nach der Energie die Beziechungen

L=1Iy+|I,| (C.22)

und )
mk

H=— . C.23

20, + Iy + |1, (C.23)

Aufgrund der einfachen Abhangigkeit der Hamiltonfunktion von der Summe der
Wirkungsvariablen stehen die drei Kreisfrequenzen (13.102) nunmehr in der ein-
fachen Beziehung

mk?

Q, =Qy = ng -Sigan = (Ir+I'l9+ |Lp|)3'

(C.24)

Die Gleichheit der Kreisfrequenzen garantiert die bekannte Geschlossenheit aller
gebundenen Bahnen beim Keplerproblem, weil nach (13.103) die Zeitentwicklung
aller drei Winkelvariablen die gleiche Periode hat.

Die Winkelvariablen leiten sich jetzt nach (13.100) aus den partiellen Ableitungen
der erzeugenden Funktion (C.15) nach den Wirkungsvariablen ab. Wir bilden
zunachst die Ableitungen nach den Erhaltungsgrofien und erhalten

08y \/2mr(k + Er) — L? mk? (k+2Er) /=55
= — arc
9E 2F BB famr(k + Br) _ L2
05y arctg L? — kmr + arctg L cos?
oL Ly/2mr(k + Er) — L2 \/L2 sin 9 — L2 (C.25)

08 1 L? - L%(1 0, 1 L? - L%*(1 - ¥
=22 = o+ - arctg =2 (1 + cos )——arctg z (1 — cos9)

OL, 2 Lafrrsin?o -1z P L/12sin’0 - 12
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Angesichts der Beziehungen (C.16), (C.22) und (C.23) berechnen sich daraus leicht
mittels der Kettenregel die Ableitungen nach den Wirkungsvariablen. Man erhilt
so die drei Winkelvaribalen

S, 85, OF
" 9I, OE oI,
V2mr(k + Er) — L2 (L4 2E2) (I + Iy + |1,))
T LA L T i ) - 1P
9S, 0S, OE  0S, oL 9s
® =31, = 3535, oL oL, ~ O T oL (C.26)
o, _ 0% _ 0908 05,01 _0S0L.

91,  9E oI, 9L al, oL, oI,
95,

052, .
= (0, + 8—L) - signl, + 9L,

Ahnlich wie Gleichung (4.26) lassen sich diese Gleichungen zwar nicht elementar
nach den urspriinglichen Variablen r, ¥ und ¢ auflésen, aber man iiberzeugt sich
anhand der obigen Gleichungen, dafl man die folgende Parameterdarstellung der
Bewegung ausschliefllich mittels elementarer Funktionen erhalt:

(a) Man gibt 7 vor und berechnet aus der ersten Gleichung in (C.26) ©,.

(b) Aus der Zeitentwicklung (13.103) bestimmt man sodann die Zeit ¢ und die
Werte ©y und ©, der beiden anderen Winkelvariablen zu dieser Zeit.

(c) Da man die zweite Gleichung in (C.25) elementar nach ¢ aufldsen kann,
berechnet sich nunmehr ¥ elementar aus der zweiten Gleichung in (C.26).

(d) ¢ bestimmt man dann leicht aus den dritten Gleichungen in (C.25) und (C.26).



D. Kleine Schwingungen

In diesem Anhang werden wir die Behandlung von Bewegungen eines Systems von
Massenpunkten in der Nahe einer stabilen Gleichgewichtskonfiguration vorstellen.
Formal zusammengefafit handelt es sich um das Problem, die Bewegung von Sys-
temen mit f Freiheitsgraden zu berechnen, die durch eine Lagrangefunktion

L=T-V (D.1)
mit
1 !
T=3 > v (D.2)
p,v=1
und
1 f
V= 3 Z buv 4y @ (D.3)
=1

beschrieben werden. Hierbei soll die Massenmatrix A = (a,,) positiv definit und
die Potentialmatrix B = (b,,) positiv semidefinit sein. Beide Matrizen kann man
als symmetrisch annehmen. Diese Systeme sind unabhangig von der Zahl der
Freiheitsgrade immer integrabel. Bevor wir die allgemeine Losung beschreiben,
werden wir im folgenden einige Beispiele vorstellen, die alle in das obige Schema
passen.

1. Gekoppelte Pendel.

Wir betrachten zwei ebene Pendel mit Massen m;, Langen [; und kleinen
Auslenkungen ¢; = [;p; aus der Ruhelage, die durch eine Feder so miteinan-
der verbunden sind, daf} bei einer Anderung des Gleichgewichtsabstandes a eine
riicktreibende Kraft vom Betrage k|q; — 2| entsteht, die sich aus einer potentiellen
Energie %(ql — g2)? ableitet. Die potentielle Energie eines der Pendel ist fiir kleine
Auslenkungen durch mgl(1 — cosp) = mgl(q/l)?/2 gegeben. Daher lautet die
Lagrangefunktion der gekoppelten Pendel
mi .o  M2.9 Mg o M2g , k

L= 7‘11 + 742 q 9 — (@ — CI2)2- (D.4)

20, 1 20y, 22
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2. Doppelpendel.

Das Doppelpendel besteht aus zwei aneinander aufgehidngten ebenen Pendeln, die
wir mit den generalisierten Koordinaten ¢; und (2 beschreiben. Die kartesischen
Koordinaten der beiden Massenpunkte sind durch

r1 = ll sin ©1, o = ll sin ©1 + l2 sin Y2

(D.5)
y1 = ly cos gy, Y2 = l1cos g1 + 12 cos o

und ihre Geschwindigkeiten durch

1 = l1p1 cos 1, To = l11 cos 1 + l202 COS 2

g1 = —lip1sinpy, Y2 = —liprsinpy — laa sin gy

gegeben. Damit ergibt sich fiir die kinetische Energie der Ausdruck

my . . ma . .
T= 7(»’3% +47) + 7(953 +93)

mi +m ) m ) ..
= % 37 + 72 15395 4+ malilap1 2 cos(p1 — ) (D.7)

mi + mo

o My o, ..
5 37+ 72 3¢5 + malilagr o

und fiir die potentielle Energie der Ausdruck
V = —migyr — magys = —(m1 + mz)gli cos p1 — magla cos p2

mi + Mo
2

(D.8)

m
— —[(m1 + ma)ly + mals]g + ghe? + 72912903-

In beiden Formeln wurde zuletzt nach kleinen Auslenkungen entwickelt.

xii



3. Molekiilschwingungen.

Die Kerne eines n-atomigen Molekiils befinden sich im Gleichgewicht in einer
bestimmten Konfiguration r;o (i = 1,...,n), die durch die elektrostatische Ab-
stoflung der Kerne untereinander und durch ihre anziehende Wechselwirkung mit
den Elektronen bestimmt ist. Die raumliche Verteilung der Elektronen kann nur
im Rahmen der Quantenmechanik verstanden werden. Eine Auslenkung der Kerne
aus ihren stabilen Gleichgewichtspositionen kostet eine nicht negative potentielle
Energie V. Da Auslenkungen der Kerne im allgemeinen zu Umlagerungen der
Elektronen fiithren, kann diese potentielle Energie nicht durch eine Summe von
Zweikorperpotentialen dargestellt werden. Wir beschreiben die Auslenkungen aus
der Gleichgewichtslage durch 3n (z.B. kartesische) Koordinaten g, (1 =1,...,3n).
Da die potentielle Energie V fiir verschwindende Auslenkungen minimal ist, hat
ihre Taylorentwicklung um die Gleichgewichtskonfiguration die Form

1 0%V
V(Qla---aQ3n):VO+§ Z ﬁ\oquqﬁ---- (D.9)
=1 v

Die Reduktion der potentiellen Energie auf die quadratischen Terme in den
Auslenkungen heifit die harmonische Naherung fiir die Behandlung der Mole-
kiilschwingungen. Wir bemerken, daf} in diesem Falle das Potential (D.3) wirklich
nicht positiv definit, sondern nur semidefinit ist, weil jede starre Bewegung des
Molekiils die potentielle Energie nicht verandert.

Es seien n Massenpunkte der gleichen Masse m mit n — 1 gleichen Federn mit
der Federkonstanten k zu einer Kette verkniipft. Man betrachtet Auslenkungen
¢, in Richtungen der Kette. Dieses System kann als Modell fiir ein sehr langes
gestrecktes Molekiil aus identischen Atomen oder als Vorstufe der Modellierung
eines Kristalls angesehen werden. Seine Lagrangefunktion lautet

L= % Z_:lqi . g Z::l(qﬂ-i-l - qu)z- (D.10)
Kk Kk k k Kk
WAMAAAL AMAAAAL AAAAL ALY AAAAAL
Sy D (LD D) D)
m d, m m m m m 4,

5. Kristallschwingungen.

Die Beschreibung von Schwingungen der Atomkerne in einem Kristall geschieht
grundsatzlich analog zur obigen Beschreibung von Molekiilschwingungen. Beim
Kristall ist man allerdings am Fall einer sehr groien Zahl von Atomen (z.B. 1023)
interessiert. Zur Vereinfachung dient dabei die raumlich periodische Anordnung
der Atome im Kristall. Ein Kristall ist aus lauter identischen Gitterzellen zusam-
mengesetzt, die auseinander durch Translationen t,,,,,,, = ni1a; + nqas + nzas
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hervorgehen, die mit ganzen Zahlen n; (i = 1,2,3) aus drei primitiven Trans-

lationen a; (¢ = 1,2,3) linear kombiniert werden. In jeder Gitterzelle liegen
r Atome, deren Kerne die Gleichgewichtspositionen Rg,nl,n%ns = ¢y + thnons
(v=1,...,r) haben. Wenn wir die Abweichungen von den Gleichgewichtspositio-
nen durch Vektoren r,,, ,,n, mit kartesischen Komponenten x7,, ... beschreiben,
ist die kinetische Energie des Kristalls

my, . 9

T = Z TV(X(I/annzng) (D']']')
vninansc
und die potentielle Energie in harmonischer Naherung
. 1 aa’ o a D

V= 5 Z Vun1n2n3,u’n’ln’zngxunlnzngxu’n’lnéné' ( '12)

vninznza,v'ninynga’
Die Handhabung der Vielfachsumme in der potentiellen Energie vereinfacht sich
wegen der Tarnslationsinvarianz des Kristalls, aufgrund derer die Kraftkonstan-
ten Voo ., in der potentiellen Energie nur von den Differenzen n; — n/

vninang,v'nining

(1 =1,2,3) abhingen.

Nach Vorstellung der 5 Beispiele werden wir jetzt zur Losung des in (D.1-3) gestell-
ten Problems schreiten. Zunachst werden wir nebem den Matrizen .4 und B die
Spalten— und Zeilenvektoren

qi1
q= ) q = (ql...qf) (D.13)
ar

fiir die generalisierten Koordinaten einfiihren, um die Notation kompakter zu
gestalten. Mit dieser Notation schreibt sich die Lagrangefunktion (D.1) in der

Form . .
L= eqAq — eqB q. (D.14)

Die f Lagrangeschen Bewegungsgleichungen lassen sich in der Matrixnotation zu
der kompakten Vektorgleichung

Ag+Bq=0 (D.15)

zusammenfassen, die ein System von f gekoppelten linearen Bewegungsgleichun-
gen darstellt.

Wir werden im folgenden versuchen, dieses Gleichungssystem durch eine lineare
Koordinatentransformation der Gestalt

a=0CQ (D.16)
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mit einer konstanten (f x f)-Matrix C zu entkoppeln. Mit dem Spaltenvektor Q
der neuen Koordinaten schreibt sich die Lagragefunktion (D.14) dann als

L(Q,Q) = %Qt CtACQ — %QtCtBCQ. (D.17)

Wir wollen die Matrix C so wahlen, dafl sowohl die Matrix C*AC als auch die
Matrix C!BC Diagonalgestalt haben. Es sei angemerkt, daf8 die gesuchte Matrix
C im allgemeinen nicht orthogonal sein wird und deshalb nicht die Beziehung
Ct = C~! gelten mufl. Mit der letzteren Beziehung wire die Transformation (D.16)
eine Aquivalenztransformation, mit der man die beiden Matrizen A und B nur
dann simultan diagonalisieren konnte, wenn sie vertauschen, d.h. wenn AB = BA
gilt.

Wir beginnen die Bestimmung der Transformationsmatrix C, indem wir aus der
positiv definiten symmetrischen Matrix A die Wurzel ziehen. Dazu diagonalisieren
wir die symmetrische Matrix .4 zunachst mithilfe einer orthogonalen Matrix O und
erhalten die diagonale Massenmatrix

mq 0
M=| t+ - 1 | =040 (D.18)
0 mf

mit lauter positiven Diagonalelementen m,. Aus dieser Diagonalmatrix konnen
wir elementweise die positive Wurzel ziehen, die durch

/MMy ... 0
MPE= o (D.19)
0 ,/mf

definiert ist. Die positive Wurzel aus der Matrix A ist dann durch

A2 = oMV2 0t (D.20)
gegeben. Denn man rechnet leicht nach: AY2 A2 = OMY20t OM/2 0t = A.
In analoger Weise bildet man die inverse Matrix zur Wurzel durch

A2 = oM~1208, (D.21)

die ebenfalls positiv definit und symmetrisch ist. Wiirden wir als Transformations-
matrix C die Matrix A~'/2 wihlen, dann wiirde die Matrix A in der kinetischen
Energie der Lagrangefunktion (D.17) wegen C*AC = A™Y2AA~Y2 = [ in die
Einheitsmatrix I transformiert. Gleichzeitig wiirde die Matrix B in der potentiellen
Energie in die Matrix

B=AY2BAL/2 (D.22)
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iiberfithrt. Eine anschlielende Diagonalisierung der symmetrischen Matrix B
durch die orthogonale Matrix U mit

D=U'BU (D.23)

1afit die Einheitsmatrix I in der kinetischen Energie invariant. Insgesamt haben
wir somit mittels der Transformationsmatrix

c=AYU (D.24)
simultan die Diagonalisierungen
CLAC=U'ATV2PAAV2U =1 (D.25)
und
C'BC=U'A"YV2BAY2U =U'BU =D (D.26)

erreicht. In den neuen generalisierten Koordinaten Q hat die Lagrangefunktion
(D.17) also die Form

. 1.,. 1
L(Q,Q) =5;Q'Q-3QDQ (D.27)
und die Bewegungsgleichungen
Q+DPQ=0 (D.28)

beschreiben f voneinander unabhingige harmonische Oszillatoren. Aus den f
Eigenwerten d, der positiv semidefiniten Diagonalmatrix D kann man f nicht
negative Kreisfrequenzen w, = +/d, bilden, mit denen die Bewegungsgleichungen
(D.28) sich als

Qll+w3QV:0 v=1,....f) (D.29)

schreiben. Sie haben die allgemeine Losung

Qu(t) = {Qg_cos(w,,t +a,) (w, >0 (D.30)

QY-t+Q° (w, = 0).

N N’

Die generalisierten Koordinaten (Q, heiflen die Normalkoordinaten und die posi-
tiven Frequenzen w, die Normalfrequenzen des Systems (D.14) von gekoppelten
linearen Oszillatoren. Jede der periodischen Bewegungen in (D.30) nennt man
eine Normalschwingung des Systems. Die v-te Normalschwingung impliziert
fir w, > 0 wegen (D.16) fiir die urspriinglichen Koordinaten eine Bewegung der
Gestalt

q = ¢, Q% cos(w,t + a), (D.31)

wenn c, die v-te Spalte der Transformationsmatrix C bezeichnet. Eine Nor-
malschwingung zeichnet sich daher dadurch aus, daf} alle Massenpunkte des Sys-
tems eine harmonische Schwingung gleicher Frequenz w, und gleicher Phase
a,, (modm) ausfiihren.
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Indem man die Normalschwingung (D.31) in die Bewegungsgleichung (D.15) ein-
setzt, erhalt man das lineare Gleichungssystem

(~w2A+B)c,=0 (D.32)
das eine nichtriviale Losung ¢, # 0 genau dann besitzt, wenn die Sikulargleichung
det(—w2 A+ B) =0 (D.33)

erfiillt ist. Wenn man nicht an der expliziten Bestimmung der Normalkoordinaten
interessiert ist, kann man aus der Sakulargleichung direkt die Normalfrequenzen
berechnen.

Abschlielend werden wir kurz auf die zu Anfang skizzierten Beispiele zuriickkom-
men.

1. Gekoppelte Pendel.

Die potentielle Energie in (D.4) ist positiv definit, so da} man 2 Normalschwingun-
gen mit positiver Frequenz erwartet, die aus der Sakulargleichung

2 mi1g
—mw® + 7+ k —k
det h =0 D.34

) ( —k —mzw2+m,—jg+k> (D-34)

folgen. Wir diskutieren nur kurz den Spezialfall identischer Pendel (m; = my = m,
l; =1y =1), in dem die beiden Pendel bei verschwindender Kopplung k£ = 0 die
gleiche Frequenz w = Jng haben. Die Normalfrequenzen der gekoppelten Pendel
ergeben sich zu

w1 = g, Wo = g + % > Wwi. (D35)
l I m

Die beiden zugehdrigen Eigenvektoren, die das Gleichungssystem (D.32) erfiillen,
sind ¢t = (1,1) und ¢, = (1, —1) (Zeilenvektoren). Der Eigenvektor ¢! beschreibt
die synchrone Bewegung der beiden identischen Pendel, bei der die Kopplung gar
nicht in Erscheinung tritt und daher auch nicht die Eigenfrequenz modifiziert.
Der Eigenvektor cf beschreibt dagegen ein Gegeneinanderschwingen der beiden
Pendel, bei dem die Kopplung eine zusatzliche, frequenzerhohende riicktreibende
Kraft erzeugt.

2. Doppelpendel.

Bei diesem Beispiel erfolgt die Kopplung zwischen den beiden Pendeln nicht durch
die potentielle, sondern durch die kinetische Energie und die Sakulargleichung
lautet

(m1 + mz)(l% w2 — gll) m2l1l2 w2 o
det < m2lll2 wz m2 (l% w2 o gl2) — 0- (D.36)

Da in diesem Falle die potenielle Energie schon diagonal und positiv definit ist,
kann man bei der oben beschriebenen Diagonalisierung die Rolle der Matrizen
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A und B vertauschen, d.h. zunichst mittels B~!/2 die Matrix B auf die Ein-
heitsmatrix I transformieren und dann im zweiten Schritt die kinetische Energie
diagonalisieren.

3. Molekiilschwingungen.

Ein n-atomiges Molekiil hat f = 3n Freiheitsgrade fiir die Bewegung seiner
Atomkerne. Wir wissen, dafl darunter sechs Freiheitsgrade der starren Bewegung
des Molekiils sind (fiinf fiir lineare Molekiile), die sich in sechs (bzw. fiinf) ver-
schwindenden Eigenfrequenzen w, = 0 der Sdkulargleichung (D.33) wiederfinden
miissen. Die restlichen

3n —5 (lineare Molekiile) (D.37)

o — { 3n — 6 (nichtlineare Molekiile)
Eigenfrequenzen entsprechen Normalschwingungen (oder inneren Schwingun-
gen) des Molekiils. Wir betrachten drei Beispiele. Zweiatomige Molekiile (z.B. O2)
sind immer linear und haben daher genau eine innere Schwingung, die im Massen-
mittelpunktsystem in einem Gegeneinanderschwingen der beiden Atome besteht.
Wir wollen anhand dieses einfachen Beispiels darauf hinweisen, dafl die Rotation
und die inneren Schwingungen eines Molekiils nicht ganz unabhangig voneinander
erfolgen. Wenn wir den Atomabstand des nichtrotierenden 2—-atomigen Molekiils
im Gleichgewicht mit a bezeichnen, die Normalkoordinate der inneren Schwingung,
die die Anderung dieses Abstandes mifit, mit ¢ und die reduzierte Masse (8.8) des
Molekiils mit p, dann ergibt sich das Tragheitsmoment des Molekiils beziiglich des
Massenmittelpunktes als
0'(q) = p(a +q)*. (D-38)

Mit der Normalfrequenz wg der inneren Schwingung des nichtrotierenden Molekiils
lautet die Lagrangefunktion unter Benutzung von (16.62)

L> p 7
L= Z¢? - Skt D.39
26/ (q) + 261 2“’0‘1 ( )

Da das Moekiil nicht starr ist, geht in die kinetische Energie der Rotation die
Normalkoordinate ¢ der inneren Schwingung ein.

0, co, H,0

Das lineare 3—atomige Molekiil CO, hat nach (D.37) vier innere Schwingungen.
Die Natur dieser Normalschwingungen kann man wegen der hohen Symmetrie
des Molekiils ohne Rechnung verstehen. FEine erste innere Schwingung erhalt
man, indem man die beiden Sauerstoffionen bei ruhendem Kohlenstoffion gegen-
phasig gegeneinander schwingen 1at. Bei der zweiten Normalschwingung schwin-
gen die beiden Sauerstoffionen gleichphasig gegen das Kohlenstoffion. Die beiden
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restlichen Normalschwingungen sind Biegeschwingungen (in der Zeichenebene und
senkrecht zur Zeichenebene), die aus Symmetriegriinden dieselbe Eigenfrequenz
haben miissen.

Das geknickte 3-atomige Wassermolekill H»O hat nach (D.37) nur drei in-
nere Schwingungen. Die Normalschwingungen ahneln denen des linearen C'Os—
Molekiils sehr. Nur die Biegeschwingung des linearen Molekiils senkrecht zur Zei-
chenebene hat sich beim geknickten Molekiil in einen Freiheitsgrad der Rotation
verwandelt.

4. Lineare Kette.

Die zur kinetischen Energie gehorige Matrix A in der Lagrangefunktion (D.10)
fiir die lineare Kette ist schon proportional zu Einheitsmatrix. Daher besteht die
Aufgabe hier darin, die zur potentiellen Energie gehorige Matrix

(Lo \

2

B=k- . (D.40)

zu diagonalisieren. Sie enthalt in der Diagonalen lauter Eintrage 2 bis auf Eintrage
1 an den Kettenenden, in den beiden Nebendiagonalen lauter Eintrage —1 und an-
sonsten Eintrage 0. Diese Matrix kann fiir beliebig lange Ketten in geschlossener
Form (d.h. ohne Verwendung numerischer Methoden) diagonalisiert werden, weil
(bis auf die Endpunkte der Kette) alle Plitze in der Kette dquivalent sind. Die
Normalschwingungen sind stehende Wellen und man kann mit einem entsprechen-
den Losungsansatz das lineare Gleichungssystem (D.32) l6sen. Die Losung wird
noch einfacher, wenn man die Kette zyklisch schlie3t, indem man der poteniellen
Energie den Term %(g, — ¢1)? beifiigt. Die Matrix B nimmt dann die Gestalt
2 -1 -1

(—1 2 -1 \

B=k- . (D.41)

-1 -1 2

an, wobei wir die vier gegeniiber (D.40) abgednderten Matrixelemente in rot her-
ausgehoben haben. Fiir die zyklische Kette erwarten wir laufende Wellen als
Losungen und setzen die Matrixelemente der Transformationsmatrix C nach der

Gleichung

1 5.
y = —= eZrinv/n =1,... D.42
CIL \/ﬁe (/‘l’,’/ ) ,TL) ( )
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an. Zur Beschreibung laufender Wellen ist es vorteilhaft, komplexwertige Eigen-
vektoren anzusetzen. Wegen der Identitat

Z 2rinw—v)/n _ 5 (D.43)

p=1

ist die so angesetzte Matrix C unitar. Auflerdem gilt

(BC)“V — i(2627riuu/n - eZwi(u—l)l//n - eZwi(u—}-l)u/n)
n
(D.44)
- v mipv/n (1 _ Y =(CD 5
NG e (1 — cos - ) =(CD),
mit der Diagonalmatrix
2

D = 2k(1 - cos =) 8, = 4ksin® 7 5. (D.45)

Die physikalischen Amplituden (D.31) der Normalschwingungen kénnen aus den
Real- oder Imagindrteilen der Matrixelemente (D.42) erhalten werden. Die
Normalfrequenzen der zyklischen linearen Kette ergeben sich aus (D.45) unter
Beriicksichtigung des Massenfaktors in der kinetischen Energie zu

k TV
, =2/ — sin — —1,...,n). D.46
w — sin— (v n) ( )

Fir v = n erhalten wir eine starre zyklische Bewegung mit verschwindender Fre-
quenz. Die Losung fiir die offene Kette ist nur wenig aufwandiger. Wir werden sie
hier nicht naher beschreiben.

5. Kristallschwingungen.

Die Berechnung der Normalschwingungen in dreidimensionalen Kristallen ist ein
wichtiges Problem der Festkorpertheorie, das in den entsprechenden Lehrbiichern

behandelt wird (siehe auch mein Vorlesungsmanuskript: “Theoretische Festkorper-
physik I”).
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E. An Wand gelehnte Hantel

In diesem Anhang behandeln wir als Beispiel fiir eingeschriankte Bewegungen die
in der folgenden Figur dargestellte an eine Wand gelehnte Hantel aus zwei gleichen
Massen m und Hantellange (.

ol
M1
< 8
N =
AVANLV/

(E.1)

Bewegungen in der dritten Raumrichtung ignorieren wir. (Wir kénnen uns die
beiden Massen als stabformig vorstellen oder die Hantel gleich als Karikatur einer
an eine Wand gelehnte Leiter betrachten.) Die Hantel soll aus der gezeichneten
Ruheposition, in der die Masse 1 auf der Hohe h liegt, reibungsfrei abrutschen.

Wir wollen zunachst die anfangliche Bewegung studieren, bei der die beiden ersten
Zwangsbedingungen durch die holonomen Zwangsbedingungen

fi=z1=0, fa=y2= (E.2)

ersetzt werden konnen. Das System hat dann nur einen einzigen Freiheitsgrad
und wir konnen als generalisierte Koordinate z.B. einen der eingezeichneten Winkel
(¢ = 71— = T+a) verwenden. Da die Energie erhalten ist, konnen wir sicher sein,
dafl die Bewegungsgleichung durch Integrationen losbar ist. Die Beschreibung wird
der eines ebenen Pendels, das wir in Kapitel 5 behandelt haben, am ahnlichsten,
wenn wir den Winkel ¢ als Koordinate verwenden. Mit

y1 = lsina = —lcos ¢, xg =lcosa =Isingp (E.3)
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finden wir die Energie

. . ml?
U3+ @3) + mgy, = T(p — mglcosp = mgh = —mglcos gy, (E.4)

m
E=—

5 (
die tatsachlich mit der Energie eines ebenen Pendels der Lange [ und der Masse m
iibereinstimmt. Der Winkel ¢ liegt hier im Intervall /2 < ¢ < g < m, d.h. das
Pendel fillt von einem Winkel ¢ = ¢¢ > m/2 bis zum Winkel ¢ = 7/2. Die
Integration der aus (E.4) folgenden Gleichung

= _\/21_9 (cos ¢ — cos pg) = _\/41_9 (sin®(go/2) — sin®(p/2)) (E.5)

erfolgt bis auf die hier anderen Anfangsbedingungen sehr analog zu (5.28). Zur
Standardisierung des sich ergebenden elliptischen Integrals rechnen wir

Wi I \/Sin2(900/;)<p— sin’ (¢//2)

l B T d<pl
/ \/Sln (p0/2) — sin (go /2) /ng \/Sin2((p0/2) B sin2(go’/2) (E.6)

[t [

sin?(g/2) — sin®(¢’/2) sin?(/2) — sin (g0/2)

Mit den Parametern k& = sin "5%° = cos(ypo/2) und s, definiert durch die
Beziehung ksin s = sin 5% = cos(¢/2), erhalten wir schliefilich analog zu (5.29)

2 %t — F(k,s) — F(k,

™

). (E.7)

Die Bewegung der Hantel kann dieser Losung aber nicht bis zum Aufprall der
Masse 1 auf dem Boden (y; = 0 oder ¢ = 7/2) folgen. Beim Auftreffen der Masse
1 auf dem Boden miifite die Horizontalgeschwindigkeit der Masse 2 namlich ver-
schwinden. Die Masse 2 wird jedoch durch das Abrutschen der Masse 1 nach rechts
beschleunigt und kann die dabei erzielte horizontale Geschwindigkeitskomponente
nicht wieder reduzieren. Daher mufl die Masse 1 sich vor ihrem Auftreffen auf dem
Boden von der linken Wand ablosen.

Um festzustellen, wie lange die holonomen Zwangsbedingungen (E.2) gelten,
miissen wir die zugehorigen Zwangskrafte mittels der Lagrangegleichungen 1. Art
betrachten. Mit Lagrangeparametern \; fiir die Zwangsbedingung f; = 0 lauten
diese
mfi‘l = /\1 + 2)\3(%‘1 — .Tz)
mijy = —mg + 2A3(y1 — y2)

E.8
miQ = 2)\3(1’2 — .’171) ( )

mis = —mg + Az + 2A3(y2 — y1).
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Da hier zunachst z; = yo = 0 gilt, konnen wir diese beiden Variablen zusammen
mit ihren Zeitableitungen null setzen und erhalten sofort

/\1 = 2/\31‘2, )\2 =mg + 2)\3y1. (Eg)

Den Lagrangeparameter A3 bestimmen wir durch zweifache Ableitung der Zwangs-
bedingung f3 = 0,

m(z2is + yiijn + &5 + 97) =0, (E.10)
und Eliminierung der Beschleunigungen mittels der Bewegungsgleichungen aus
(E.8). Wir erhalten damit

. m
DI

2521 _ ™9

s (3y1 — 2h), (E.11)

A3 lgy1 — (&3 4+ 97)] = BYE) [gy1 — ¢
wobei wir rechts die Geschwindigkeiten mittels des Energiesatzes (E.4) eliminiert

haben. Wir erkennen nunmehr, daf§ A3 und wegen (E.9) gleichzeitig \; fiir

y=2h (B.12)
3
verschwindet. Dies signalisiert den Punkt, an dem die Zwangskraft der Wand
auf den Massenpunkt 1 verschwindet und an dem der Massenpunkt 1 sich von
der Wand lost. Dieser Punkt konnte allein mittels des Energiesatzes bestimmt
werden. Die Losung (E.7) der Bewegungsgleichung bis zu diesem Punkt dient nur
zur Bestimmung der Zeit, zu der dieser Punkt erreicht wird.

Fiir die Bewegung nach Erreichen des Punktes (E.12) hat das System zwei Frei-
heitsgrade und gleichzeitig aber auch zwei Erhaltungssatze. Erhalten ist namlich
aufler der Energie die horizontale Komponente des Gesamtimpulses. Letzteres
folgt sofort aus (E.8) fiir Ay = 0. Am Abl6sepunkt A ergibt sich aus dem En-
ergiesatz (E.4)

2gh
312
und daraus fiir die danach erhaltene r—Komponente der Geschwindigkeit des
Massenmittelpunktes

1. 1. . [2gh3
szi(mg)A:—ilaAsmaA: 572" (E.14)

Fiir die Bewegung nach dem Punkt (E.12) kann man daher die z—Komponenten
der Geschwindigkeiten beider Massenpunkte als

Gu=pus=— (E.13)

1 1
ilem—Fildsina, $'2:Vm—§ldsina (E.15)
schreiben. Damit erhalten wir fiir den Energieerhaltungssatz jetzt

m . ) . m 1,.
E = > (:1:% +9;+ a:%) + mgy, = 5 (2Vw2 + §l2a2(1 + cos? a)) + mgy, = mgh.
(E.16)
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Wegen des verdnderten Ausdrucks (E.16) fiir die Energie lautet der Ausdruck fiir
den Lagrangeparameter A3 in leichter Abwandlung von (E.11) jetzt

m m
A = (e )2 2 — l : _ l2 -2
3T 2 22 lgyr — (&2 — &1)* — i) 22(1 + cos? @) [glsina &’
— mg . 2 i 8h>
~ 212(1 + cos? a)? Isina(l+cos*a) —d(h —Isina) + 575].

(E.17)
Unter Benutzung dieser Formel kann man jetzt das Vorzeichen des Lagrangepa-
rameters (siehe (E.9))

Ao =mg + 2)3lsina

mg h 2 (E.18)

. mg o .5 h __22.
_(1+cos2a)2[4 2sin” a 41(1 27(l))smaz]

untersuchen. Man findet, dafl die Werte von sin «, fiir die Ay verschwinden wiirde,
immer oberhalb des durch den Ablésepunkt (E.12) gegebenen Wertes sin o« = 2h /3l
liegen. Daher verschwindet A, nicht, solange die Masse 1 den Boden noch nicht
beruhrt hat, und die Masse 2 hebt nicht vom Boden ab.

Wenn die Masse 1 den Boden erreicht, wird sie elastisch reflektiert und fiihrt im
weiteren Verlauf der Bewegung eine unendliche Folge von Hiipfbewegungen durch.

Die obige Analyse sollte die erstaunliche Komplexitit der Bewegung in einem
einfachen System deutlich machen.
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F. Der Kowalewskische Kreisel

In Kapitel 16 haben wir zwei integrable Spezialfalle des schweren Kreisels disku-
tiert, den Eulerschen und den Lagrangeschen Kreisel. Im Jahre 1889
zeigte die russische Mathematikerin Sophya Kowalewski mit einer von der
franzosischen Akademie der Wissensachaften preisgekronten Arbeit, daf es genau
einen weiteren integrablen Spezialfall gibt.

Zur Charakterisierung eines schweren Kreisels geniigen die folgenden Angaben:

- die Haupttrigheitsmomente O} (i = 1,2, 3) beziiglich des Festpunktes O sowie

- der Vektor 1 = l; €] +1lye} + l3e} = 08 vom Festpunkt O zum Massen-
mittelpunkt S des Kreisels. (Die Einheitsvektoren e zeigen in Richtung der
Haupttriagheitsachsen.)

Mittels dieser Parameter konnen die integrablen Kreisel folgendermafien beschrie-
ben werden:

- Eulerscher Kreisel: 1=0
- Lagrangescher Kreisel: =0, I1=10=0
- Kowalewskischer Kreisel: 0] =0, =20%, I3=0

Zunachst wollen wir uns klarmachen, wie ein Kowalewskischer Kreisel realisiert
werden kann. Dazu notieren wir als Vorbereitung die aus (16.29) folgende Formel
fiir die Beziehung zwischen dem Tragheitstensor ©' beziiglich des Festpunktes O
und dem Tragheitstensor © beziiglich des Massenmittelpunktes S bei Verschiebung
um den Vektor 1 = O8. Sie lautet

e,lul/ = GHV + M(l2 (S,ul/ - l,u lu) (Fl)
Da O] = ©j gelten soll, konnen wir das Hauptachsensystem des Trégheitstensors

©' so wihlen, dafl neben I3 = 0 auch I, = 0 gilt. Dann schreibt sich die Gleichung
(F.1) im Hauptachsensystem des Trigheitstensors © als

@’ 0 0 @11 @12 @13 0 0 0
0 @I 0 = @21 @22 @23 + M 0 l% 0 . (F2)
0 0 0 O31 O30 Oss 0 0 4

Daher muf3 der Tragheitstensors © im Hauptachsensystem des Tragheitstensors
©' diagonal sein (mit Haupttragheitsmomenten ©; = ©;;) und die Bedingungen

©' =0, 0 =0,+M3 10'=0;+M} (F.3)

erfiillen. Dies impliziert fiir die Haupttragheitsmomente ©; beziiglich des Massen-
mittelpunktes S die Relation

20, = 20 + O). (F.4)
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Die Verschiebung des Festpunktes O mufl dann in Richtung der Haupttragheits-
achse 1 des Kreisels erfolgen und die Bedingung

0, =0, + Ml% (F5)

erfiillen.

Fiir einen homogen mit Masse gefiillten Quader der Kantenlangen ¢y, ¢z, c3 erhalt
man fiir die Haupttragheitsmomente die Formel

M
O3 = E(ci +¢3)  (und zyklisch). (F.6)

Die Gleichungen (F.4) und (F.5) entsprechen dann den beiden Bedingungen
c2=3c2 und ci=ci+1203 (F.7)

fiir die involvierten Langen. Die folgende Figur stellt einen solchen Quaderkreisel
dar.

Um die Lagrangefunktion des Kowalewskischen Kreisels aufzustellen, brauchen wir
eine Formel fiir die Hohe seines auf der korperfesten e} —Achse liegenden Massen-
mittelpunktes tiber dem Festpunkt. Aus (14.4) und (14.27) entnehmen wir dafiir

die Gleichung
e} - ez = sin¥sin 1. (F.8)

In Anlehnung an (16.84) lautet die Lagrangefunktion des Kowalewskischen Kreisels
daher

L= %@’(192 + ¢?sin® 9) + i@'(tﬁ + ¢ cos?9)? — Mgl sin 9 sin 1. (F.9)
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Als Hamiltonfunktion erhalten wir unter Benutzung von (16.59)

1
(L2 + L +2L%2) + Mgl sindsinp, (F.10)

H=
20/

wobei die Drehimpulskomponenten L} mittels (16.58) durch die Eulerschen Winkel
und ihre Geschwindigkeiten auszudriicken sind. Als zweite Erhaltungsgrofie ken-
nen wir (siehe (16.85)) die vertikale Komponente des Drehimpulses

!

Ly =p,= - [o(1 + sin®9) + 3 cos? 9]. (F.11)

Die von Sophya Kowalewski gefundene dritte Erhaltungsgrofie ist

F3 = ‘(Lll + ZL’2)2 — 2@’Mgll((l13 + 2'6123)‘2
2

i (F.12)

= (LI12 - Ll22 - 2@’Mg lla,13) + (2LI1Ll2 - 2@’Mg lla23) .
Die hier auftauchenden Matrixelemente a;3 = sin?sint und a3 = sin cos ¥
der Drehmatrix (14.27) haben die anschauliche Bedeutung der Komponenten des
vertikalen Einheitsvektors es im korperfesten System. Dafi die Groflen (F.10-12)
in Involution zueinander sind, iiberpriift man am besten durch Berechnung der
Poissonklammern mittels symbolischer algebraischer Manipulation (Mathematica,
Maple). Die explizite Losung fiir den Kowalewskikreisel ist technisch aufwindig
und soll hier nicht weiter verfolgt werden.
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G. Raumflug mit vorgegebener Dauer

Angenommen man mochte zu einem vorgegebenen Zeitpunkt ¢; zu einem Raum-
flug von der Erde zum Mars starten und zu einem vorgegebenen Zeitpunkt ¢,
dort ankommen. Nach einer kurzen Anfangsbeschleunigung wird man sich den
groflten Teil der Reise ballistisch im Schwerefeld der Sonne auf einer elliptischen
Bahn bewegen, so daf} die Schwerefelder von Erde und Mars vernachlassigt werden
konnen. Die gestellte Aufgabe besteht darin, eine geeignete Trajektorie zu finden,
die die obigen Bedingungen erfiillt. Dieses Problem wurde von Johann Heinrich
Lambert (1728-1777) geldst.

Zur Losung des Problems erweist sich eine besondere Parametrisierung der Ellipse
als niitzlich, die auch Kepler schon benutzte. Wir legen im folgenden die x—Achse
in die grofle Halbachse und den Koordinatenursprung in den linken Brennpunkt
der Keplerellipse, in dem die Sonne liegen soll. Dann lautet die Bahngleichung der
Ellipse in kartesischen Koordinaten

xr—e
(=) +(3) =1 (G.1)
Ccosu sinu
Die hier angezeigte Parametrisierung durch den Winkelparameter w ist
x = a(cosu + €), y = bsinu. (G.2)

Die geometrische Bedeutung des Winkels v wird aus der folgenden Figur er-
sichtlich, in der zur Ellipse konzentrische Kreise mit der groflen und der kleinen
Halbachse a und b als Radien gezeichnet sind. Die Lote von einem Ellipsenpunkt
P auf die x— und die y—Achse schneiden diese Kreise in den Punkten A und B.
Dann geht die durch A und B bestimmte Gerade durch das Zentrum Z der Ellipse
und bildet mit der grolen Halbachse den Winkel w.
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In Polarkoordinaten um den Brennpunkt O
T = p Ccosp, y = psinp (G.3)
schreibt sich die Bahngleichung der Ellipse

_a(l-€?)
 1—€cosp’

(G.4)

Die Parametrisierung der Ellipse in Polarkoordinaten durch den Winkel u ergibt
sich aus (G.2,3) nach kurzer Rechnung zu

%) 1—e€
2

“Vite (G.5)

p=a(l+ecosu), tg

¢ U
g2'

Wenn die Ellipse im Laufe der Zeit durchlaufen wird, ergibt sich zwischen den
Zeitableitungen @ und ¢ die einfache Beziehung

po=bi. (G.6)
Um sie herzuleiten, kann man z.B. die aus (G.4) und (G.5) folgende Gleichung
(14 ecosu)(l —ecosp) =1 — €

nach der Zeit ableiten,

—uginuy (1 —ecosp) +¢sing (1 + ecosu) =0,
S~~~ S~ —— ———
y/b b%/ap y/p pla

und die angezeigten Ersetzungen vornehmen.

Mittels (G.6) gelingt nunmehr eine elegante Integration des Flichensatzes
2. . .
mp“p = mbpi = mab (1 + ecosu) it =L (G.7)

mit dem Ergebnis (Keplersche Gleichung)

u—esinu = w (t — tg), (G.8)
wobei
WZLZZ_WZ;GM (G.9)
mab T a3/2

die mittlere Kreisfrequenz iiber einen Umlauf ist und die Anfangsbedingung
u(tp) = 0 angenommen wurde.

Um auf das zu Anfang des Kapitels formulierte Raumflugproblem zurtickzukom-
men, spezifizieren wir den Startpunkt der Reise (Erde) durch die Polarkoordinaten
p1 = p(t1), ¢1 = ¢(t1) und den Zielpunkt (Mars) durch ps = p(t2), ¢2 = ¢(t2).

XXix



Wir wollen das Koordinatensystem so legen, dafl die gesuchte Keplerellipse durch
die Gleichung (G.1) bzw. (G.4) beschrieben wird. Da wir dieses Koordinatensys-
tem zunachst noch gar nicht kennen, sind uns auch die Winkel ¢; und @2 nicht
bekannt, sondern nur ihre Differenz Ay = @2 — 1, die wir ohne Einschrankung
der Allgemeinheit als positiv annehmen kénnen. Die der Problemstellung zugrun-
deliegenden Eingabeparameter sind daher

p1,  p2, A und At =ty —t;. (G.10)
Bekannt sind uns damit auch der Abstand
d=/(v2—21)2+ (y2 —91)? = \/P% + p3 — 2p1p2cos Ap (G.11)
zwischen Start— und Zielpunkt sowie die beiden Langen
ly =p1+p2£d, (G.12)

die wir spater benutzen werden.

Zu bestimmen sind die Formparameter der Ellipse a und € sowie die Winkel ¢
oder o, die die Lage von Erde (zum Zeitpunkt ¢;) und Mars (zum Zeitpunkt ¢2)
auf der Losungsellipse angeben.

Wir denken uns nunmehr die Losungsellipse durch den oben definierten Winkel
u parametrisiert. Die Startposition wird dann durch den Winkel u; = u(t;) und
die Zielposition durch den Winkel us = u(ty) gekennzeichnet. Die Lambertsche
Problemlosung basiert auf der geschickten Einfiihrung der beiden Winkel a und g

durch die Gleichungen
U1 + U Uy — Up

2

COS &x = € COS

,  B= (G.13)

und der beiden weiteren Winkel
v+ = a £ . (G.14)

Zwischen den hiermit eingefithrten Groflen findet nach einigem Rechnen die ein-
fachen Beziehungen
I+ = 4a sin® v, (G.15)

Zur Herleitung von (G.15) parametrisiert man zundchst die Langen (G.12) mit
Hilfe von (G.2) und (G.5) durch die Winkel u; und us,

I+ =a[2— e(cosus + cosuz) £ v/(cosus — cosuz)? + (1 — €2)(sinuy — sinuy)?].

(G.16)
Gleichung (G.15) ergibt sich dann durch geschickten Einsatz von trigonometrischen
Halbwinkelformeln und Additionstheoremen, unter anderem durch Verwendung
der Identitaten

o U2 — U 5 Uz + Up

sinug — sinu; = 2sin cos
2 2
Uz — U U2 + U
coS U + cos u; = 2 cos? 5 cos? 5
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Nach ahnlichen Umformungen erhalt man schliellich aus der Keplerschen Glei-
chung (G.8) unter Verwendung von (G.9) die weitere Beziehung

VGMAt = a3/2((uz —sinugy) — (up — sin ul)) (G.17)
= a®?((74 —sinyy) — (7= —siny_)).

Um eine Bestimmungsgleichung fiir die grofie Halbachse a zu erhalten, muffi man
in (G.17) nur noch mittels (G.15) die Winkel 4 eliminieren. Dies ist mdglich,
wenn man die Losung die Eigenschaft 4a > [ besitzt. Mit

sin 77* —¢,(a) = \/g (G.18)

erhalt man die Bestimmungsgleichung

VGMAt = a®/? [(2 arcsiné, (a) — 264 (a)1/1 — €2 (a))

— (2arcsiné_(a) — 2¢_(a)\/1 — gz(a))].

Da die rechte Seite dieser Gleichung bei vorgegebenen [ wegen a > [ /4 nicht be-
liebig klein werden kann, existiert eine Losung a nur fiir geniigend grofle Reisezeiten
At.

(G.19)

Nach der Bestimmung der groflen Halbachse a folgen die anderen Bestim-
mungsstiicke nun leicht, weil mit (G.15) die Winkel 4 und mit Gleichung (G.14)
dann auch die Winkel o und 3 bekannt sind. Zur Bestimmung der Winkel u; und
us reicht dann die Bestimmung ihres Mittelwertes

Uy + U2
9 ’

Uy =

(G.20)

wegen us = up+0 und u; = up—B. Anhand der zweiten Gleichung in (G.5) bringen
wir den letzten Eingabeparameter Ay ins Spiel und erhalten die Gleichung

l—€e¢ wug+p l1—¢ wu—p
Ay = 2arctg 4/ £ — 2arct £ . G.21
¢ = 2arctg ( e85 ) — 2arctg ( e85 ) (G.21)

Dies ist eine Bestimmungsgleichung fiir uy, wenn man mittels der ersten Gleichung
in (G.13) den Parameter

COoSs &

(G.22)

€E =
COS Ug

als Funktion von ug betrachtet. Der letzte gesuchte Parameter € berechnet sich
dann aus (G.22).
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H. Das Wasserstoffmolekiilion Hy

Ein Elektron, das sich unter der Wirkung des anziehenden Coulombpotentials
zweier Ladungen Ze bewegt, stellt ein weiteres integrables System dar. Wir
stellen uns zunéchst eine Beschreibung dieses Systems in Zylinderkoordinaten
(1.9) vor, wobei die beiden Ladungen an den Positionen A und B auf der (~Achse
p =0 bei ( = —c und ¢ = c fixiert sind, wie in der folgenden Figur gezeigt. Wenn
rgy — AP = r —cund rg = BP = r + c die beiden Vektoren von den fixierten
Kernladungen zum Elektron bezeichnen, lautet die Hamiltonfunktion des Systems

2

p 9, 1 1

— — Ze(— + —). H.1
2m 6(1"A+7’B) ( )

H =

=]
oY

©
c| Oh Ty

Da das System rotationssymmetrisch um die (—Achse ist (die Zylinderkoordinate
¢ ist zyklisch), erkennen wir in der (~Komponente des Drehimpulses

L¢ = (rxp)¢ =py (H.2)

eine zweite Erhaltungsgrof3e. Die dritte Erhaltungsgrofe schreibt sich unter
Verwendung der beiden Winkel ©® 4 und ©p, die die beiden Vektoren r4 und rp
mit der (—Achse einschlielen, als

Q =Ly -Lp +2mcZe*(cos®4 — cosOp), (H.3)
wo Ly = rq x p und Lg = rg X p die Drehimpulse des Elektrons beziiglich

der Aufpunkte A und B sind. Diese Erhaltungsgriofie geht im isotropen Grenzfall
¢ — 0 in die dort offensichtliche Erhaltungsgrofie L? iiber.
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Zur bequemen Berechnung der erforderlichen Poissonklammern benutzen wir im
folgenden anstelle der Zylinderkoordinaten p und ( die rotationselliptischen
Koordinaten

rqa+rp rA—TB
= = H.4
mit der Umkehrbeziehung
p=cV/(@-1)A-n), z=cén (£>1,-1<n<1). (FL.5)

Die Flachen zu konstantem ¢ sind konfokale Rotationsellipsoide mit den Brenn-
punkten A und B, die Flachen zu konstantem 1 dazu orthogonale konfokale zwei-
schalige Rotationshyperboloide.

Die generalisierten Geschwindigkeiten der Zylinderkoordinaten p und ( driicken
sich in denen der elliptischen Koordinaten £ und n wie

_ (= nP)gE— (62— Uiy
Ve -1 -7

aus, so daf} die kinetische Energie in rotationselliptischen Koordinaten die Gestalt

, Z=c(né+&n) (H.6)

T =2 (0" +p"" + 2

_my (=)~ (€ - i) s
=5l JE DA +V(E-DA-1)¢ +(n§+£n)(1}”)

annimmt. Fir die generalisierten Impulse der rotationselliptischen Koordinaten
erhalten wir damit

:3_T:m62§2—772§'
SY: £-1>
_ 0T L8, H.8
pn_aﬁ_mc 1_77277’ ( )
oT .
Pe =55 =mc® (€2 = 1)(1 —n°)¢,

womit die kinetische Energie in den Impulsen die Gestalt

B 1
 2me2

¢2 -1 1—n? P
e e I

erhalt.

Da die Energie (H.1) und die in (H.3) definierte Gréfle Q2 nicht von der Koordinate
¢ abhangen, verschwinden die beiden Poissonklammern

{Hapcp} =0, {Q,pw} = 0. (HlO)
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Zum Nachweis der Integrabilitat fehlt uns daher nur noch das Verschwinden
der Poissonklammer {H,} sowie die Unabhingigkeit (13.86) der drei Erhal-
tungsgrofen. Im folgenden werden wir anstelle der Erhaltungsgrofie 2 die gleich-

wertige Erhaltungsgrofie
Q

G=-H - H.11
2mc? ( )
verwenden.
Das Skalarprodukt der beiden Drehimpulse
Ly=(r+c)xp, Lg=(r—c)xp (H.12)

berechnet sich aus
Ls-Lp = (r*=c)p’—(r-p)*+(c-p)? = (r?—c?) p* — (ppp+2p.)* +c?p?. (H.13)

Fiir die Transformation auf rotationselliptische Koordinaten leiten wir unter Be-
nutzung von (H.5) und (H.8) die Hilfsbeziehungen

(L-n)e€— (2 -Vm  JE@-Da-w),
\/(52 —1)(1 —9n?) o c(&2—n?) (&pe — npy),
(€ = Vmpe + (1 —n*)épy.

Pp = mp = mc

pe = mé = me(ué + &) =
(e & (€= s
her, aus denen die Darstellung
1
r-p= W [(52 —1)&pe + (1 - 772)771777] (H.15)

folgt. Unter Verwendung der Darstellung fiir p? aus (H.9) erhalten wir damit
schliellich

(€ -1 —n*
£2 —p2

Fiir die Darstellung der Potentialterme folgern wir aus (H.4)

) 1 1

rarp = c2 (€2 — n?) (H.17)
und damit die Ausdriicke
11 2¢ 11 —2n
P + — = ——0, _— —— = - a— H18
ra rp c(&—n?) ra rp c(&—n? (H.18)

die wir fiir die Hamiltonfunktion (H.1) und fiir den zweiten Summanden der dritten
Erhaltungsgrofe (H.3) brauchen. Mit

zZ+c zZ—c
cosO 4 = , cosOp =
rA rB

(H.19)
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ergibt sich

1 1 1 1 1—772
O, — Op =(— - — — + —)ec=26——. H.20
coSTA — COSTR (rA rB)Z+(7“A +7"B)c 552—772 ( )

Das endgiiltige Ergebnis schreibt sich unter Verwendung der beiden Hilfsgroflen

1 p? Ze?
He = -5 [(€ —1p + 52-] —27 ¢
2mc? ] c
) »? (H.21)
H — 1 — n2)p2 P
n 2mc2[( n)pn+1_n2]
schliefflich sehr kompakt als
1
H = ﬂ[ﬂﬁ + Hyl,
1 , , (H.22)
G=———n"H¢+&°H,.
§2 _ ,'72 [T] 13 g 7]]

Die Berechnung der Poissonklammer {H, G} reduziert sich jetzt wegen der offen-
sichtlichen Beziehungen

0H, 0H, 0H; 8H, 0H, OH,

= = = O, = = = 0,
on  Op, Oy 9  Ope Oy (1.23)
0G _ 0H G _ ,0H |
Op¢ 7 Ope’  Opy Opr,
nach wenig aufwandiger Rechnung auf
0H 0G,0H 0OH 0G,0H
H,GY = (—n?2= — “ )22 4 (222 )22 . H.24

Die Unabhangigkeit der drei Erhaltungsgrofien und damit der vollstandige Nach-
weis der Integrabilitdt ergibt sich schlieflich nach (13.86) aus der Funktionalde-

terminante 5 o ) )
H —-1)(1 -
O(pes Py Py) m?ct(§2 — n?)
Um den Losungsmechanismus fiir integrable Systeme nach Kapitel 13 in Gang zu
setzen, miissen wir die Erhaltungssatze

nach den generalisierten Impulsen auflosen. Die Abhingigkeit von den Systemkon-
stanten gestaltet sich dabei tuibersichtlicher, wenn man natiirliche Einheiten fiir
Energie und Wirkung,

VA 2
Ey = —e, po = VmeZe?, (H.27)
c
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einfihrt und alle Energien in Einheiten von Fy und alle Impulse in Einheiten
von pp mifit. (Da unsere generalisierten Koordinaten dimensionslos sind, haben
ihre Impulse die Dimension einer Wirkung.) Wir bezeichnen die skalierten Erhal-

tungsgroflen mit
- E v ~ M
E’ = —, Sy — M = — H.28
Eq T E Po ( )

und erhalten nach Auflésen der Gleichungen (H.26) nach den Impulsen

5 2EE2 4+ 4¢ + 27 — M2/(£2 - 1)
be = 62_1 )

2Bz 25— ar2/(1 - ) (H.29)
p’f] - 1 - 772 9

Do = M.

Auf der Grundlage dieser Gleichungen kann man nun leicht fiir gebundene Bewe-
gunge (E < 0) die Struktur der Lésungstori im Phasenraum diskutieren und nach
den Vorschriften in Kapitel 13 Wirkungs— und Winkelvariable einfithren. Die dazu
auszufiithrenden Integrationen fithren auf elliptische Funktionen.

Die quantenmechanische Behandlung dieses Problems hat eine interessante Ge-
schichte und konnte die Existenz eines gebundenen Zustandes fiir das H; —Ton
nachweisen.
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I. Die Toda—Kette

Die Toda—Kette ist ein auflergewohnliches integrables System. Es ist ein eindimen-
sionales System mit n Teilchen der Masse m, Koordinaten ¢; und Impulsen p;, die
iiber ein nichtlineares Potential wechselwirken und durch die Hamiltonfunktion

1 n n a;—di41
H=_—— 21V a I.1
2m;p,+ 0;6 (L.1)

beschrieben werden. Die potentielle Energie ist durch die Vorstellung motiviert,
daf} die Teilchen in der Form ¢; < ¢ < ... < ¢, in aufsteigender Reihenfolge
angeordnet sind und daher die Wechselwirkung auf nachste Nachbarn beschrankt
ist. Die angegebene Anordnung ist allerdings im Modell (I.1) dann gar nicht
vorausgesetzt. Die in der potentiellen Energie (fiir i = n) auftretende Koordinate
gn+1 identifizieren wir mit der Koordinate ¢; (“zyklische Randbedingungen”). In-
dem wir schliellich Langen, Energien und Zeiten in geeigneten Einheiten messen,
konnen wir fiir die drei Parameter der Toda—Kette ohne Beschriankung der All-
gemeinheit die Annahme ¢ = m = Vj = 1 machen. Die aus (I.1) folgenden
Hamiltonschen Gleichungen lauten dann

G =pi, Pi=—eBTUH pelitTE (1=1,...,n) (1.2)
mit den Konventionen fiir zyklische Randbedingungen

90 = Gn,» In+1 = q1- (L.3)

Die Konstruktion von n Erhaltungsgrofien der Toda—Kette gelingt, indem man aus
den Bewegungsgleichungen (I.2) eine Differentialgleichung fiir eine (n x n)—Matrix
herleitet. Wir definieren zur Abkiirzung die Grofien

9i—di+1

a; =e 2 (t=1,...,n) (L.4)

und bilden damit die symmetrische Matrix

pt ar 0 0 . Ay,
aq P2 a9 0 e 0
0 a p3 az ... 0
L = . . .. (L.5)
0 0 O cee Pn-—1 Ap—1
(7% 0 0 cee Qp—1 Dn
sowie die antisymmetrische Matrix
0 a1 0 O . —an,
—ai 0 a9 0 e 0
1 0 —as 0 as 0
M = — . (1.6)
2 :
0 0 0 0 Qp—1
an 0 0 —Qp_1 0
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Man tiberpriift nun leicht, daf diese beiden Matrizen aufgrund der Bewegungsglei-
chungen (1.2) die Differentialgleichung

dL
— =LM - ML (L7)

erfiillen. Ein Paar von Matrizen mit der Eigenschaft (I.7) nennt man auch ein
Lax—Paar. Tatsachlich impliziert die Gleichung (I.7) fiir die Diagonalelemente p;
und die Nichtdiagonalelemente a; der Matrix L die Differentialgleichungen

pi = (a?_l — a?), (lZ = ai(pi —pi+1)/2 (Z = 1, .. .,n). (18)

Anhand der Definitionen (I.4) erkennt man sofort die Aquivalenz

pi= (a7 —a}) <= pi=—el U feli 7% (j=1,...,n). (L9)
Die n Gleichungen fiir a; in (I.8) folgen aus den n Gleichungen ¢; = p; in (I1.2),
sind allerdings linear abhangig voneinander und es gilt die Aquivalenz

i = ai(pi — piv1)/2 (i=1,...,n), ;q’ - ;pl] = (I.10)

(ji:pi (izl,...,n).

Aus der Differentialgleichung (I1.7) folgt die Unabhingigkeit aller Eigenwerte der
Matrix L von der Zeit ¢t oder, aquivalent dazu, die Zeitunabhangigkeit des charak-
teristischen Polynoms det(L — AI) der Matrix L. Die n Koeffizienten des charak-
teristischen Polynoms ergeben n Erhaltungsgrofilen und begriinden vorbehaltlich
des Nachweises ihrer Kompatibilitat und Unabhangigkeit den Beweis fiir die Inte-
grabilitat der Toda—Kette.

Zum Beweis der Zeitunabhangigkeit des charakteristischen Polynoms betrachten
wir eine reguldre (als Matrix invertierbare) Losung V (¢) der Differentialgleichung

d
SVt = -MOV (D) (L.11)

Fiir die Inverse von V(t) gilt dann die Differentialgleichung

%V‘l = -V lwvl=vIM®) (1.12)

und wir erhalten damit unter Benutzung von (L.7)

LYy =V ML+ L - LMV =0 = VL@V =C

dt (1.13)
—  det(L — AI) = det(C — AI)
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mit einer zeitunabhangigen Matrix C.

Wir bezeichnen die erhaltenen Koeffizienten von (—)"~* des charakteristischen
Polynoms det(L — AI) mit F;(n). Dann sind die ersten drei Erhaltungsgrofien

n
=1

Y pipj -y etTE =P~ H, (1.14)

1<i<j<n i1
n
F3(n) = Z PiDjPk — Zeqi_qi+1 Z pj + 203,.
1<i<j<k<n =1 §#(i,i+1)

Die ersten beiden Erhaltungsgrofien sind durch die offensichtlichen Erhaltungs-
groen Gesamtimpuls P und Gesamtenergie H bestimmt. Die weiteren Erhal-
tungsgrofen sind ganz neuartig, da F;(n) ein Polynom vom Grade ¢ in den Im-
pulsen ist.

Zum Nachweis der Unabhiangigkeit der n Erhaltungsgrofien F;(n) mufl man die
Funktionaldeterminante (13.86) berechnen. Es geniigt hier, den Fall verschwinden-
der potentieller Energie (Vo = 0) zu untersuchen, in dem man

a0 T - n) 20 (L15)

1<i<j<n

erhalt. Die potentielle Energie erzeugt hier additive Zusatzterme von geringerer
Ordnung in den Impulsen, die nicht ein identisches Verschwinden der Determinante
bewirken konnen.

Der Beweis, da8 wie in (13.85) die n Erhaltungsgréfien F;(n) paarweise in In-
volution zueinander sind, erfordert einige Anstrengung. Wir beginnen mit der
Definition der Erhaltungsgréfien (I.14) im Falle verschwindender potentieller En-
ergie

v;€[1,n]

Flo(n) = Z pl/l o 'plli- (1.16)
{v; 3‘:1
Hier kommt jeder Impuls hochstens einmal in einem Summanden vor, d.h. die

Indizes v; sind paarweise verschieden. Aus den F?(n) kann man die Erhal-
tungsgrofien F;(n) mit Hilfe des Operators

n 52
_— I.17
E[ szapm (L.17)
mittels der Formel
Fz(n) = OanO( ) 2( 1) 6z,n (118)
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erzeugen. Der Operator O, ersetzt jedes Produkt benachbarter Impulse p;p;41
durch die Subdeterminante p;p; 11 — a?. Dies ist genau die Art, in der die Nicht-
diagonalelemente a; der Bandmatrix L in die Adjunkten eingehen, aus denen die
F;(n) gebildet sind. Nur fiir i = n werden damit nicht die Produkte a1 ---a, =1
der Nebendiagonalelemente berticksichtigt, die daher durch den Zusatzsummanden
+2 erganzt werden.

Zur Berechnung der Poissonklammern (13.35) brauchen wir die Abkiirzungen

0°FQ(n)
) = k 1.19
z,l-{—s—l(n) 8}% L. 8pi+s—1 ( )
und

Liits—1 — a? Tt az?—i-s—l’ (120)

wobei s jede natiirliche Zahl aus dem Intervall [1, n| sein kann. (Indizes, die grofer
als n sind, sind immer modulo n zu verstehen.) Man iiberzeugt sich nun leicht
von den beiden Identitaten

oF,,(n " .
aq(. ) =—0n ("’”j,ng(,jJ)ﬂ(") - ﬂﬂj—l,j—lJJ(_l),j(n)) (I.21)
j
und 55 (n)
Frm (1 (m)
p; = OnJ;; (n), (1.22)

mit deren Hilfe die Poissonklammern sich zu

[Fi(n), Fu(n)] = > 5,5 (00T 141 () = T ()][00 1) ()]
j=1 (L.23)

~ [On (I 1 () = T )[ORT 1 ()]

ergeben. Wir werden im folgenden induktiv beweisen, dass in Verallgemeinerung
von (1.23) fiir beliebige s = 1,2,... die Formel

(Bi(n), Fi(m)] = 3 25,1101 (108 (] 540 (m) = T{5 o DIOW TS, ()]

l l
~ (0T 5100 = T,

()]0 T}, (n)])

(I.24)
gilt, deren Giiltigkeit fiir s = 1 mit (I1.23) festgestellt wurde. Die rechte Seite von
(I.24) verschwindet jedoch fiir s > max(k,l), weil dann J(I;)Jrs(n) und J;l])-ﬂ(n)
beide verschwinden. Daher sind alle Erhaltungsgrofien Fj, (7n) als paarweis,e invo-
lutorisch erkannt, sobald die Giiltigkeit der Formel (I.24) fiir alle s nachgewiesen
ist.
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Wir nehmen also an, die Gleichung (I.24) gelte fiir ein s > 1. Nicht verschwindende

Beitrige zu einer Differenz J ](Tl) jrs(n)—J. ](Tls_l(n) leiten sich nach (1.19) nur aus
Summanden in F2(n) ab, die den Faktor p; - --p;;s enthalten. Denn der Faktor
Di+1---Pi+s—1 muss mindestens enthalten sein, damit nicht beide Summanden
der Differenz verschwinden. Wenn nur einer der beiden zusatzlichen Faktoren p;
und p;4s enthalten ist, heben sich die beiden Beitrage, die von analogen Termen
in F%(n) mit p; ---p;ys—1 und p; - --p;;s herrithren, gegenseitig auf. Es folgt
daher die Identitat

Jm) ) = T (n) = (05— pies) T (). (1.25)

Indem wir diese in (I.24) einsetzen, erhalten wir

Fe(n), Fi(m)] = Y 235001 ([[0ns05 = w45l 10, (0] 10T, ()]
j=1 (1.26)

! k
— [10n:p5 = Pl 4 (W] 10a T (m)]).
Hier haben wir die Produkte O, (p; —p;+s) durch die Kommutatoren [O,,, pj —p;+s]
ersetzen konnen, weil die Zusatzterme der ersten und zweiten Zeile in (I.26) einan-

der kompensieren. Da jeder Impuls in FC (n) hochsten in erster Potenz vorkommt,
ergeben sich nun die Indentitaten

(O, 0177 (n) = —Ona?_,J™) ., (n),

Jaj+s ]—1,j+8 (1‘27)
O, pjs] I 7L (n) = —Ona2, T L1 (n).

Indem man diese in (I.26) einsetzt, erhélt man

[Fi(n), Fi(n)] = Z»’Ej,j+s_1

k k l
(10003 T8 1 (0) = Onad_ T, 1 (ORI ()]

l l k
(0002 )41 (1) = Ona_ T 5 (0T, ()

n . . (1.28)
= Z([xj,j-i-son"]](,j)-f-s—{—l(n) ~ T 145-10n T\ 514 (0)]
j=1

X [0n ), ()]

l 4
— 254500} )4 11 (0) = 25154510012, 5 ()]

% [0, (n)]).

Durch Anheben des Summationsindex j um 1 in den jeweils rechten Summanden
und durch Vertauschen der unteren und oberen Summanden erhalt man schliellich
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das Endergebnis

[Fi(n Z%H( (T e () = T O] ] ()]
— [On(T e () = T )[ORT R (),

(L.29)
durch das die Induktion von s auf s + 1 durch Vergleich mit (I.24) erwiesen ist.

Eine alternative Mdglichkeit zur Definition von n zu den Fj(n) dquivalenten un-
abhangigen Erhaltungsgrofien erhilt man iiber die n Spuren

Gi(n) = Spur L* (i=1,...,n). (1.30)
Die algebraischen Beziehungen zwischen den beiden Basissystemen hangen nicht

von der Zahl n der Freiheitsgrade ab. Man erhalt fiir die ersten Erhaltungsgrofien
die Formeln

G1(n) = Fi(n)

Ga(n) = Fl?)(n) — 2F5(n) (1.31)
Gg(n) = Fl (TL) — 3F1(TL)F2(TL) + 3F3(TL)

G4(n) = F(n) — 4F}(n)Fy(n) + 4F;(n)F3(n) + 2F3(n) — 4F4(n)

Die G;(n) eignen sich besser zur Betrachtung des Grenzfalls n — oo unendlich
langer Ketten, weil sie im Gegensatz zu den F;(n) linear in der Systemgrofie sind.

Die TodaKette fiir n = 3 steht in enger Beziehung zum Hénon-Heiles—System
(12.54). Wir spezifizieren die Parameter der Toda—Kette (I.1) so (m = 1, a =
1/4/8, Vo = 1/24), daf§ ihre Hamiltonfunktion durch

91 —492 42 —43 43 —491

1 1
H=(pi+p3+p5)+ g (e V" +e v e ) (1.32)

gegeben ist. Wegen der Translationsinvarianz fithren wir Massenmittelpunkt— und
Relativkoordinaten

21 —q2 — @3 g3 — q2 q1+q2+ g3
—_— Q3 =——"F7—"—

N vz T s

ein. Hierbei ist Q3 die Koordinate des Massenmittelpunktes des Gesamtsystems,
Q1 die Relativkoordinate zwischen dem Massenmittelpunkt der Freiheitsgrade go
und ¢3 und dem Freiheitsgrad ¢; und @) die Relativkoordinate der Freiheitsgrade
g3 und ¢-. Die alten Koordinaten driicken sich durch die neuen wie

Q1= Q2 = (1.33)

:Q3+gQ1, 72 = Q3 Q1— % \}QQ

Q2, q3=Q3— 2 (1.24)

7%
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aus. Damit erhalt die kinetische Energie in den zu den neuen Koordinaten @Q;
kanonisch konjugierten Impulsen P; die Gestalt

_ B+ P Py
2 6

T (1.35)

Wenn wir die potentielle Energie in den neuen Koordinaten bis zur dritten Ord-
nung entwickeln, erhalten wir das Ergebnis

2. _ @3 4
+Q7Q: - 2 +0(QY. (1.36)

8 2

Die aus (I.35) und (I1.36) gebildete Hamiltonfunktion ist in den beiden Rela-
tivireiheitsgraden 1 und 2 identisch mit der Hamiltonfunktion (12.54). Die Toda—
Kette mit drei Freiheitsgraden ist also eine integrable Erweiterung des chaotischen
Hénon-Heiles—Systems auf grofle Anharmonizititen.
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