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0. EinleitungF�ur die meisten H�orer beginnt mit dieser Vorlesung ein zweij�ahriger Kursus intheoretis
her Physik. Daher sind zu Beginn eine allgemeine Bemerkungen ange-bra
ht.Ziel des Kurses in theoretis
her Physik wird sein, Sie mit den Grundlagen un-serer heutigen Naturbes
hreibung soweit vertraut zu ma
hen, da� Sie in derLage sein werden, die fundamentalen physikalis
hen Ers
heinungen gr�undli
h zuverstehen und quantitativ zu bes
hreiben. Glei
hzeitig sollen Sie si
h mittels diesesKurses eine solide Grundlage f�ur ein tieferes Eindringen in Spezialgebiete der the-oretis
hen Physik vers
ha�en. Um dieses Ziel zu errei
hen, sollte ein typis
herStudierender die folgenden vier Dinge ernsthaft tun:1. Die betre�ende Vorlesung h�oren, in der er systematis
h mit dem zu erler-nenden Sto� bekannt gema
ht wird.2. Parallel dazu empfohlene B�u
her lesen, um den Vorlesungssto� zu vertiefen.3. Die Hausaufgaben l�osen, um den zu erlernenden Sto� gr�undli
h zu re
ek-tieren und anwenden zu lernen.4. An den �Ubungen teilnehmen, um die ri
htigen L�osungen der Hausaufgabenzu diskutieren und eventuelle Unklarheiten �uber den Vorlesungssto� zu elimi-nieren.Diese triviale Aufz�ahlung von f�ur ein eÆzientes Studium an si
h selbstverst�and-li
hen T�atigkeiten wird erfahrungsgem�a� leider von vielen Studierenden ni
htbea
htet. Keine dieser vier Aktivit�aten sollte verna
hl�assigt werden. Insbesonderekann der Nutzen einer selbst�andigen Bes
h�aftigung mit den Hausaufgaben garni
ht ho
h genug einges
h�atzt werden.Der Kursus in theoretis
her Physik umfa�t die vier Teile:1. Me
hanik (Bewegung massiver K�orper)2. Elektrodynamik (Theorie elektris
her und magnetis
her Felder)3. Quantenme
hanik (Theorie atomarer Ers
heinungen)4. Statistis
he Physik (Statistis
he Theorie von Systemen mit vielen Freiheits-graden und Thermodynamik)Die Bedeutung der klassis
hen Me
hanik (im Gegensatz zur Quantenme
hanik)besteht darin:1. Sie war die historis
h erste physikalis
he Disziplin. Das erkl�art si
hlei
ht daraus, da� sie si
h mit Ers
heinungen befa�t, die uns am direktestenzug�angli
h sind, der Bewegung von K�orpern. Jeder Mens
h ma
ht au
h ohneHilfsmittel Erfahrungen, die in der Berei
h der Me
hanik geh�oren. Die klas-sis
he Me
hanik ist daher in gewissem Sinne die elementarste physikalis
heTheorie.2. Ihre Kenntnis ist von gro�er praktis
her Wi
htigkeit f�ur vielerlei Anwendun-gen in Te
hnik, Bauwesen und vielen anderen Lebensberei
hen.3



3. Sie stellt eine notwendige Grundlage zum Aufbau moderner physikalis
herTheorien, wie etwa der Quantenme
hanik, dar. Die vier Teile des Theorie-kurses sind also ni
ht voneinander unabh�angig.Die grundlegenden Begri�e zum Aufbau der Me
hanik sind vor etwa 300 Jahrenkonzipiert worden. Mit diesen Begri�en ist es dann gelungen, eine umfassendeerfolgrei
he Bes
hreibung der Bewegung von Materie und deren Ursa
hen zu for-mulieren. Man mag si
h fragen, warum die Aufstellung der klassis
hen Me
hanikgerade dann gelang. Si
her sind in diesem Zusammenhang geniale Pers�onli
hkeitenwie Issa
 Newton (1643-1727) von gro�er Bedeutung gewesen. Aber es darfni
ht �ubersehen werden, da� na
h einer langen Dominanz des Aristotelis
hen Welt-bildes s
hlie�li
h die Zeit reif wurde f�ur unsere heutige Art der Naturbetra
htung.Wi
htige Wegbereiter f�ur diese Entwi
klung waren bekanntli
h unter anderemGalileo Galilei (1564-1642) und Johannes Kepler (1571-1630). Aristoteles(384-322) und seine S
hule hatten vor mehr als 2000 Jahren das gesamte \Wissen"ihrer Zeit �uber die Natur zusammengefa�t und geordnet. Diese S
hriften wurdensp�ater f�ur mehr als 1000 Jahre als einzig legitime Quelle von Wahrheiten �uber Na-turers
heinungen betra
htet. Anstelle, wie heute selbstverst�andli
h, die Natur zubeoba
hten durfte man Aussagen �uber die Natur auss
hlie�li
h aus den S
hriftendes Aristoteles entnehmen. Der abendl�andis
he Mens
h mu�te si
h aus dieserunm�undigen Situation befreien, die ihm dur
h den Dogmatismus der r�omis
henKir
he aufgezwungen wurde (Der PhilosophGiordano Bruno (1548-1600) wurdeim Jahre 1600 wegen abwei
hender Lehrmeinungen �uber die Natur des Universumsverbrannt). Im Gegensatz zu unserem heutigen kausalen Naturverst�andnis,na
h dem jeder Naturvorgang dur
h eine ihm vorausgehende Ursa
he bewirkt wird,war das aristotelis
he Naturverst�andnis teleologis
h gepr�agt, d.h. ein Natur-vorgang entwi
kelt si
h in bestimmter Weise, damit ein nat�urli
her Endzustanderrei
ht wird (Ein Stein f�allt zu Boden, weil er dort hingeh�ort; ein si
h selbst�uberlassener K�orper kommt zur Ruhe, weil dies sein nat�urli
her Zustand ist).Die Entwi
klung der modernen Physik wurde also nur dadur
h m�ogli
h, da� mansi
h von alten Denkgewohnheiten befreien konnte: es war ein Paradigmenwe
h-sel erforderli
h. Au�er dem We
hsel vom dogmatis
hen zum autarken Denkenund vom teleologis
hen zum kausalen Naturverst�andnis waren au
h andere Ein-si
hten von Bedeutung, zum Beispiel die, da� die irdis
hen und die himmlis
henNaturvorg�ange von glei
her Art sind. S
hlie�li
h war die Entwi
klung geeignetermathematis
her Methoden zur Naturbes
hreibung unverzi
htbar.Es kann hier ni
ht unser Ziel sein, die langwierige historis
he Entwi
klung bis zurklassis
hen Me
hanik na
hzuzei
hnen, insbesondere weil wir heute von ganz an-deren Voraussetzungen ausgehen k�onnen als die Protagonisten. Wir leben in einerte
hnisierten Welt, die uns t�agli
h ein kausales Naturverst�andnis nahelegt und unseinen riesigen Erfahrungss
hatz an Bewegungsvorg�angen vermittelt - man denkeheutzutage insbesondere an die Raumfahrt. Wir betra
hten die Natur als ma-nipulierbar. Wir verf�ugen �uber mathematis
he Kenntnisse, die selbst denjenigenNewtons weit �uberlegen sind. Interessenten an Details der historis
hen Entwi
k-lung der Me
hanik seien auf das Bu
h \Die Me
hanik" von Ernst Ma
h, 9. Au
age4



(1933, Na
hdru
k 1963) verwiesen.Es f�allt uns daher heute sehr lei
ht, die Grundgesetze der Me
hanik zu akzep-tieren. Man neigt daher oft dazu, diese als selbstverst�andli
h oder als absolut wahranzunehmen. I
h m�o
hte daher ni
ht vers�aumen, darauf hinzuweisen, da� die klas-sis
he Me
hanik wie alle physikalis
hen Theorien subjektive, historis
h bedingteAspekte hat. Dies ist im 20. Jahrhundert ja dur
h die Aufde
kung von Grenzenihrer G�ultigkeit, die zur Entwi
klung der relativistis
hen Me
hanik und der Quan-tenme
hanik f�uhrten, explizit deutli
h geworden. Unsere Bes
hreibung der Naturist immer wesentli
h dur
h unsere Denkkategorien und dur
h die derzeitigen Gren-zen unserer Naturkenntnis mitbestimmt und sollte niemals als allumfassend undendg�ultig angesehen werden. In diesem Sinne bes
hreibt Physik ein Abbild derNatur, ni
ht die Natur an si
h; sie formt ein Modell von der Natur. Wir werdensp�ater ein Beispiel daf�ur kennenlernen, da� man au
h im Rahmen unserer kausalenNaturbes
hreibung zu einer Formulierung der Me
hanik kommen kann, die si
hteleologis
h deuten l�a�t (siehe Hamiltons
hes Prinzip). Wegen der M�ogli
hkeitsol
her Mehrdeutigkeiten l�a�t si
h eine logis
he Herleitung eines me
hanistis
henoder materialistis
hen Weltbildes aus der \G�ultigkeit" oder \Ri
htigkeit" der New-tons
hen Me
hanik ni
ht re
htfertigen.Na
h diesen historis
hen Vorbemerkungen wollen wir uns dem konkreten Themadieser Vorlesung zuwenden. Unser naiver naturphilosophis
her Standpunkt ist derfolgende: Es gibt eine objektive materielle Welt, der wir als Physiker beoba
h-tend gegen�uberstehen. Wir nennen die Teile dieser Welt K�orper. Die K�orperbe�nden si
h in einem dreidimensionalen Euklidis
hen Raum, den wir alsgegeben hinnehmen und ni
ht weiter axiomatisieren wollen. Unter Benutzung vonMa�st�aben k�onnen wir die Lage der K�orper im Raum unter Bezugnahme auf einBezugssystem, das ebenfalls aus materiellen K�orpern gebildet wird, angeben.Im Laufe der Zeit, die wir ebenfalls als eine absolute gegebene Kategorie hin-nehmen, kann si
h die Lage eines K�orpers (relativ zum Bezugssystem) ver�andern.Indem wir die Zeit mittels Uhren messen, k�onnen wir die si
h daraus ergebendenBewegungen quantitativ bes
hreiben. Die Me
hanik handelt von den Bewe-gungen der K�orper in Raum und Zeit und den Ursa
hen der Bewegung. Na
hder Art der betra
hteten K�orper wird die Vorlesung in 4 Abs
hnitte unterteiltwerden: Massenpunkte, Punktsysteme, starre K�orper und deformierbareMedien.Als Textb�u
her zum Lesen und Na
hs
hlagen neben der Vorlesung empfehle i
h:1. H. Goldstein: \Klassis
he Me
hanik", Akademis
he Verlagsgesells
haft (1989)2. A. Bud�o: \Theoretis
he Me
hanik", VEB Deuts
her Verlag der Wissen-s
haften (1971)3. F. S
he
k: \Me
hanik", Springerverlag (1994)4. V. I. Arnold: \Mathemati
al Methods of Classi
al Me
hani
s", Springerverlag(1978)5. N. Straumann: \Klassis
he Me
hanik", Le
ture Notes in Physi
s 289,Stringerverlag (1987) 5



I. Me
hanik des Massenpunktes1. Kinematik eines MassenpunktesWir beginnen mit einer Idealisierung: Massenpunkte oder punktf�ormige K�orpersind �ktive K�orper ohne r�aumli
he Ausdehnung (d.h. au
h, ohne innere Struktur),aber mit endli
her Masse. Ihre Lage kann vollst�andig dur
h einen Vektor im drei-dimensionalen Raum spezi�ziert werden, der in einem vereinbarten Anfangspunktoder Aufpunkt O eines Bezugssystems S angelegt wird:��!OP = r: (1:1)
.

.
PrO

Bezugssystem

Aufpunkt

Massenpunkt

Der Begri� des Massenpunktes wird immer dann als n�aherungsweise Bes
hreibungeines K�orpers brau
hbar sein, wenn dieser gen�ugend klein ist. Dabei h�angt es vonden Umst�anden ab, was klein bedeutet; denn von weitem betra
htet ers
heintnat�urli
h jeder K�orper klein. So k�onnen in der Himmelsme
hanik die Planetenoft als Massenpunkte angesehen werden; die Lage der Erde ist dann dur
h einenPunkt im Raum gegeben. Dagegen verlangt die Post aus verst�andli
hen Gr�undendetailliertere Angaben, wenn sie auf der Erde einen Brief zustellen soll. Damit istklar, da� ein und dasselbe Objekt je na
h Fragestellung oder Bli
kwinkel einmalals Massenpunkt angesehen werden kann, ein andermal ni
ht.Der Massenpunkt, von dem dieses Kapitel handelt, ist aber ni
ht nur alsN�aherungskonzept f�ur reale K�orper geda
ht, sondern au
h als eine Arbeits-hypothese zur Einf�uhrung der Grundbegri�e der Me
hanik. Wir werden sp�aterauf dieser Grundlage lernen, au
h die Me
hanik ausgedehnter K�orper angemessenzu bes
hreiben, und k�onnen dann in jedem Fall ents
heiden, ob die Massen-punktn�aherung gut ist und wie gut sie ist. Die Me
hanik der Massenpunkte istdie denkbar einfa
hste Me
hanik.Wir werden zun�a
hst kurz an die Kinematik eines Massenpunktes erinnern, d.h.an die wi
htigsten Begri�e zur Bes
hreibung seiner Bewegung. Dana
h werden wiruns der Dynamik eines Massenpunktes zuwenden, indem wir na
h den Ursa
hendieser Bewegung fragen.Die Bewegung eines Massenpunktes, gegeben dur
h die zeitli
he Ver�anderungseiner Lage im Bezugssystem, kann dur
h den Ortsvektor r = ��!OP als Funktion6



der Zeit 
harakterisiert werden: r(t). Die Kurve (geri
htete Punktmenge), die erdabei dur
hl�auft, nennt man seine Bahn. Die Vektorfunktion r(t) ist eine Para-meterdarstellung der Bahn. Da� die Bes
hreibung der Bewegung vom Bezugssys-tem abh�angt, sei kurz am Beispiel der Planetenbewegung diskutiert. In einemin der Sonne �xierten Bezugssystem bes
hreiben alle Planeten (n�aherungsweise)Kreisbahnen. Ein glei
hfalls am Fixsternhimmel orientiertes, aber mit der Erdebewegtes Bezugssystem (das also ni
ht die t�agli
he Eigenrotation der Erde mit-ma
ht) l�a�t die Sonne auf einer Kreisbahn ers
heinen und die �ubrigen Planetenauf Kreisen um die Sonne, also auf Epizyklen um die Erde. Beide Bes
hreibun-gen sind vom kinematis
hen Standpunkt v�ollig glei
hwertig, die erste ist ein wenigeinfa
her.
. .O=S

Me
V

E

Ma

O=E

S

V

?

Als Kuriosit�at sei bemerkt, da� die Konstruktion einer Zykloidenbahn als Vektor-summe zweier Kreisbahnen ni
ht eindeutig ist. Wegen des Vektorparallelogramms(Kommutativit�at der Vektoraddition) sind zwei Konstruktionen derselben Zyk-loide m�ogli
h. W�ahrend die erste als Hilfspunkt die Position der Sonne verwendetund daher nahelegt, da� die anderen Planeten um die Sonne kreisen, stellt si
h derHilfspunkt (?) der zweiten Konstruktion als ein von Planet zu Planet vers
hiedenerwillk�urli
her Punkt im interplanetaren Raum heraus. Tats�a
hli
h wurde f�ur dieinneren Planeten im Altertum die erste Konstruktion verwendet und Merkur undVenus wurden als Monde der Sonne betra
htet. F�ur die �au�eren Planeten wurdejedo
h die zweite Konstruktion bevorzugt, die die Kreisbewegung dieser Planetenum die Sonne vers
hleiert. Vom kinematis
hen Standpunkt sind au
h diese beidenKonstruktionen v�ollig glei
hwertig, aber ni
ht vom dynamis
hen Standpunkt aus,weil nur die erste einen Hinweis auf die m�ogli
hen Hintergr�unde der Planeten-bewegung geben kann. Dieses Beispiel zeigt au
h, da� man aus einer quantita-tiv sehr befriedigenden Bes
hreibung eines Naturvorgangs (zweite Konstruktion)keineswegs immer s
hlie�en kann, da� man dem Ph�anomen auf den Grund gegan-gen ist; eine no
h so erfolgrei
he Theorie mag so ungl�u
kli
h formuliert sein, da�sie die Hintergr�unde des Ges
hehens v�ollig vers
hleiert.Ein wi
htiger kinematis
her Begri� ist die Ges
hwindigkeit eines Massenpunk-7



tes, gegeben dur
h v(t) := dr(t)dt � _r = lim�t!0 r(t+�t)� r(t)�t : (1:2)Die Ges
hwindigkeit v(t), genauer Momentanges
hwindigkeit zur Zeit tgenannt, ist ebenfalls ein Vektor und wird dur
h die Messung des Ortes r zuzwei gen�ugend bena
hbarten Zeiten t und t + �t bestimmt. Die Ri
htung derGes
hwindigkeit ist tangential zur Bahn des Massenpunktes und ihr Betrag gibtden pro Zeitintervall zur�u
kgelegten Weg auf der Bahn an. Die Ges
hwindigkeith�angt im Gegensatz zum Ort r ni
ht von der Wahl des Aufpunktes O im Bezugssys-tem ab, denn mit einem zeitunabh�angigen Vers
hiebungsvektor 
 = ��!O0O giltnat�urli
h d[r(t) + 
℄=dt = dr(t)=dt.

.

.
v

(t+   t)∆r

(t)r
O r∆

O’

c

Die Bes
hleunigung eines Massenpunktes ist die zeitli
he Ableitung seinerGes
hwindigkeit: a(t) := dv(t)dt � _v = d2r(t)dt2 � �r: (1:3)Man kann die Bes
hleunigung im Prinzip in Analogie zu (1.2) dur
h die Messungzweier bena
hbarter Ges
hwindigkeiten bestimmen. Sie ergibt si
h aber au
h ausder Messung des Ortes r zu drei bena
hbarten Zeiten, z.B. den Zeiten t��t, t undt+�t. Um dies einzusehen, entwi
kelt man den Ortsvektor in eine Taylorreihe:r(t+ Æ) = r(t) + Æ � v(t) + Æ22 � a(t) +O(Æ3)und bere
hnetr(t+�t) + r(t��t)� 2r(t) = a(t) � (�t)2 + O�(�t)3�:Daher gilt o�enbar a(t) = lim�t!0 r(t+�t) + r(t��t)� 2r(t)(�t)2 : (1:4)8



Die drei Endpunkte der Vektoren r(t + �t), r(t) und r(t � �t) bestimmen eineEbene (wenn sie ni
ht zuf�allig auf einer Geraden liegen), die f�ur �t ! 0 in dieS
hmiegungsebene der Bahn �ubergeht. Die Bes
hleunigung a(t) liegt folgli
hin der S
hmiegungsebene der Bahn und zeigt in Ri
htung der konkaven Seite derBahn. Die in der Figur gezeigte Konstruktion mittels der Diagonalen des von denbeiden Vektoren r(t��t) aufgespannten Parallelogramms ergibt den Vektorb = 12�r(t+�t) + r(t��t)�� r(t) � (�t)22 a(t):
.

a

(t-   t)

(t+   t)

(t)r
r

r ∆
O

b
∆

Wir halten no
h fest, da� die Bes
hleunigung ni
ht nur invariant gegen eine zeitli
hkonstante Vers
hiebung des Aufpunktes ist wie die Ges
hwindigkeit, sondern gegeneine Vers
hiebung von O mit konstanter Ges
hwindigkeit v0. Sei n�amli
h ��!O0O =
(t) = 
0 + v0 � t, dann gilt mit ��!O0P = r0(t) = r(t) + 
(t) o�enbar a0(t) :=d2r0(t)=dt2 = a(t).Bei der Behandlung konkreter kinematis
her Probleme werden bevorzugt ana-lytis
he Methoden anstelle von geometris
hen verwendet, man re
hnet mit Zahlenanstelle von Vektoren. Dazu m�ussen die Vektoren dur
h ihre Komponentenin einem geeigneten Koordinatensystem dargestellt werden. Die wi
htigstenKoordinatensysteme sind die kartesis
hen, die auf einer re
htsh�andigen or-thonormierten Basis n1, n2, n3 mit den Eigens
haftenni � nj = Æij ; n1 � (n2 � n3) = +1 (1:5)fu�en und auf die Koordinatendarstellungr = xn1 + yn2 + zn3 (1:6)f�uhren. Wegen der linearen Unabh�angigkeit der Basisvektoren entspri
ht jedeVektorglei
hung drei Zahlenglei
hungen f�ur die Komponenten. Zum Beispielentspre
hen der Vektorglei
hung (1.2) mit v = vxn1 + vyn2 + vzn3, da die nizeitunabh�angig sind, die drei Komponentenglei
hungenvx(t) = _x(t); vy(t) = _y(t); vz(t) = _z(t): (1:7)9



Der Betrag der Ges
hwindigkeit ergibt si
h aus den Komponenten alsv = jvj =qv2x + v2y + v2z : (1:8)
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Eine besondere Eigens
haft geradliniger Koordinatensysteme wie den karte-sis
hen ist, da� si
h die Vektoraddition auf die Komponenten �ubertr�agt, weil derVektor eine lineare Funktion seiner Koordinaten ist: a+b = 
! ax+bx = 
x; : : :.Dies gilt ni
ht f�ur andere Koordinatensysteme, wie die gebr�au
hli
hen Polar{,Zylinder{ oder Kugelkoordinaten, in denen ni
ht alle Koordinatenlinien Geradensind. Wir erinnern hier kurz an diese wi
htigen krummlinigen Koordinaten.Zylinderkoordinaten: (x; y; z)! (�; '; �) (0 < �; 0 � ' < 2�;�1 < � <1)Die Transformation von Zylinder{ auf kartesis
he Koordinaten lautetx = � 
os'y = � sin'z = �: (1:9)
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Die �{Koordinatenlinien (' und � konstant) und die �{Koordinatenlinien (� und' konstant) sind hier Geraden, w�ahrend die '{Koordinatenlinien Kreise um die �{A
hse sind. Die Einheitsvektoren e�, e' und e� in Ri
htung der Koordinatenlinienbilden ein orthonormiertes re
htsh�andiges Dreibein. Es kann n�utzli
h sein, dieBewegung eines Massenpunktes na
h diesen Basisvektoren zu zerlegen statt na
h(1.6). Der wesentli
he Unters
hied besteht darin, da� e� und e' vom Punkt Pabh�angen und si
h daher bei einer Bewegung mit der Zeit �andern. Aus dem re
htenTeil der letzten Figur liest man ab: �e� � �' � e' und �e' � �' � (�e�). Alsogilt _e�(t) = _' e'(t); _e'(t) = � _' e�(t); _e�(t) = 0: (1:10)Die Zerlegung des Ortsvektors na
h dem Dreibein lautetr(t) = �(t) � e�(t) + �(t) � e� : (1:11)Daher ist die Ges
hwindigkeit dur
hv(t) = _�(t) � e�(t) + �(t) _'(t) � e'(t) + _�(t) � e� (1:12)gegeben mit der Radialkomponente v� = _�(t) und der Transversalkomponentev' = �(t) _'(t). F�ur die Bes
hleunigung ergibt si
h s
hlie�li
ha(t) = (��� � _'2) e� + (� �'+ 2 _� _') e' + �� e� : (1:13)In analoger Weise behandelt mansph�aris
he Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten): (x; y; z)! (r; #; ')(0 < r; 0 � # � �; 0 � ' < 2�)Die Transformation von diesen auf kartesis
he Koordinaten lautetx = r sin # 
os'y = r sin # sin'z = r 
os#: (1:14)Hier sind die r{Koordinatenlinien vom Aufpunkt ausgehende radiale Strahlen unddie #{ und '{Koordinatenlinien L�angen{ und Breitenkreise von Kugeln. Dasre
htsh�andige orthonormierte Dreibein er, e#, e' enth�alt hier keinen festen Vektormehr. Die zeitli
hen Ableitungen der Basisvektoren sind dur
h folgende Glei-
hungen gegeben (eine Figur zur Verans
hauli
hung �ndet si
h bei Bud�o auf Seite13): _er = _# e# + _' sin # e'_e# = _' 
os# e' � _# er_e' = � _' (sin # er + 
os# e#): (1:15)Mit r(t) = r(t) er(t) (1:16)11



erh�alt man daraus f�ur die Ges
hwindigkeitv(t) = _r er + r _# e# + r _' sin # e' (1:17)und f�ur die Bes
hleunigunga(t) = ��r � r _#2 � r _'2 sin #2� er+ �r �#+ 2 _r _#� r _'2 sin # 
os#� e#+ �r �' sin #+ 2 _' ( _r sin #+ r _# 
os#)� e': (1:18)N�utzli
h kann au
h das sogenannte nat�urli
he Koordinatensystem einer Be-wegung r(t) sein. Es wird in jedem Bahnpunkt dur
h das re
htsh�andige or-thonormierte Dreibein aus dem Tangentialvektor t(t), dem Normalenvektor n(t)und dem Binormalenvektor b(t) aufgespannt. Da der Ges
hwindigkeitsvektor v intangentiale Ri
htung zeigt, ist der Tangentialeinheitsvektor dur
h die Glei
hungv(t) = v(t) t(t) (1:19)gegeben. Wenn s die Wegl�ange l�angs der Bahn mi�t, kann man den Tangentialvek-tor au
h dur
h t = dr=ds (1:20)de�nieren. Indem man die Bahn um den Punkt r(t) dur
h einen Kreis mitKr�ummungsradius R in der S
hmiegungsebene approximiert, erh�alt man den Nor-malenvektor n(t) als Einheitsvektor in Ri
htung auf den Kreismittelpunkt. InAnalogie zu (1.10) gilt dann wegen R � _' = v_t = vR n: (1:21)
.

tn

b
Bahn ∆s

R

∆ϕ

Damit bere
hnet si
h die Bes
hleunigung zua(t) = _v t+ v2R n: (1:22)Die Komponente at = _v hei�t Tangential{ oder Bahnbes
hleunigung, die Kompo-nente an = v2=R Normal{ oder Zentripetalbes
hleunigung. Der Binormalenvektorist s
hlie�li
h dur
h b(t) := t(t)� n(t) (1:23)gegeben. 12



2. Die Newtons
hen AxiomeDie Newtons
hen Axiome bilden die Grundlage der Dynamik des Massenpunktesund damit der gesamten klassis
hen Me
hanik. Sie beruhen auf Erfahrungen. Siesind entstanden dur
h geeignete Idealisierung empiris
her Fakten. Sie stellen denkondensierten Inhalt einer umfangrei
hen Anzahl von idealisierten Beoba
htun-gen dar. Die ents
heidenden dabei auftretenden Begri�sbildungen sind die desInertialsystems, der Masse und der Kraft.Das erste Axiom handelt von der (idealisierten) Beoba
htung, da� K�orper(Massenpunkte) si
h unter bestimmten Umst�anden mit konstanter Ges
hwindig-keit auf einer geradlinigen Bahn bewegen. Die ents
heidende Aussage des Axi-oms besteht dabei ni
ht in der Feststellung der Art der Bewegung (geradlinigglei
hf�ormig), sondern in der Spezi�zierung der Umst�ande. Die Umst�ande sinddur
h zweierlei gegeben:1. dur
h �au�ere Ein
�usse auf den K�orper,2. dur
h das Bezugssystem, in dem die Bewegung des K�orpers bes
hrieben wird.Was �au�ere Ein
�usse betri�t, wissen wir, da� man die Bewegung eines K�orpersvon au�en auf vielf�altige Weise so ver�andern kann, da� sie ni
ht geradlinig oderglei
hf�ormig ist. Der gesu
hte Umstand mu� daher das Fehlen jegli
her �au�ererEin
�usse sein. Wir wollen uns fragen, ob und wie man das Vorhandensein �au�ererEin
�usse objektiv wahrnehmen kann. Nur wenn das gelingt, kann man si
hersein, ihre Abwesenheit zweifelsfrei na
hweisen zu k�onnen. Wenn andere K�orperden betra
hteten K�orper dur
h Sto�en beein
ussen, ist die Situation klar. Wirwissen aber, da� ein K�orper au
h bei Abwesenheit anderer K�orper in seinerNa
hbars
haft dur
h Felder beein
u�t werden kann. Wir m�ussen uns daher fra-gen, wie wir die Abwesenheit oder Anwesenheit von Feldern objektiv feststellenk�onnen. Elektris
he Felder beein
ussen (bes
hleunigen) K�orper in Abh�angigkeitvon deren elektris
her Ladung. Dadur
h da� vers
hieden geladene K�orper ver-s
hieden bes
hleunigt werden, kann man die Anwesenheit sol
her Felder zweifels-frei feststellen. Alle uns bekannten �au�eren Ein
�usse erweisen si
h sol
herma�enals eindeutig identi�zierbar, bis auf eine bedeutende Ausnahme: die Gravita-tionsfelder. Es ist bekannt, da� Gravitationsfelder auf alle K�orper mit sehrgro�er Genauigkeit in glei
her Weise wirken (sie glei
h bes
hleunigen). Daher ver-s
hwindet ihre Wirkung exakt in einem in glei
her Weise bes
hleunigten Bezugssys-tem. Gravitationsfelder sind daher lokal mittels me
hanis
her Experimente ni
htvon bes
hleunigten Bezugssystemen zu unters
heiden. Da� diese Aussage si
hauf alle Naturers
heinungen erweitern l�a�t (zum Beispiel au
h auf Experimentemit Li
ht), hat eine wi
htige Rolle bei der Entwi
klung der Allgemeinen Rela-tivit�atstheorie gespielt.Indem wir das spezi�s
he Problem der Gravitationsfelder beiseite s
hieben, k�onnenwir das Problem der objektiven Identi�zierung �au�erer Ein
�usse als gel�ost betra
h-ten und k�onnen uns den Bezugssystemen zuwenden, in denen das erste Axiomgelten soll. Wir formulieren nunmehr pr�agnanter als oben:13



1. Newtons
hes Axiom (Tr�agheitsgesetz):Es existiert ein Bezugssystem, in dem si
h jeder K�orper, der frei von �au�erenEin
�ussen ist, geradlinig glei
hf�ormig bewegt.Ein sol
hes Bezugssystem hei�t Inertialsystem. Aus unseren kinematis
henKenntnissen aus dem vorigen Kapitel �uber die Invarianz der Bes
hleunigung unterAufpunkttransformationen der Gestalt ��!O0O = 
0 + v0 � t s
hlie�en wir sofort,da� jedes si
h relativ zu einem Inertialsystem mit konstanter Ges
hwindigkeit v0bewegende Bezugssystem ebenfalls ein Inertialsystem ist. Konkretisiert wird einBezugssystem ni
ht nur dur
h den Aufpunkt, sondern au
h dur
h seine r�aumli
heRi
htungsorientierung. Diese wird am einfa
hsten dur
h ein Tripel von Basisvek-toren (1.5) spezi�ziert, relativ zu dem alle Massenpunkte si
h bewegen. Ver-s
hiedene Basistripel 
harakterisieren dasselbe Bezugssystem, solange sie si
h ni
htgegeneinander bewegen.Der Begri� des Inertialsystems beruht nat�urli
h au
h auf einer Idealisierung. F�urviele Zwe
ke kann ein fest mit der Erde verbundenes Bezugssystem (Laborsystem)als Inertialsystem betra
htet werden. Erst dur
h Pr�azisionsexperimente (Fou-
aults
hes Pendel) stellt man fest, da� sol
he Systeme wegen der t�agli
hen Ro-tation der Erde um ihre A
hse do
h ni
ht inertial sind. Eine bessere Ann�aherungan ein Inertialsystem, die die Erdrotation eliminiert, erzielt man daher dur
h eineOrientierung am Fixsternhimmel. Wenn man den Aufpunkt dieses Bezugssystemsmit dem Erdmittelpunkt identi�ziert, bes
hreibt er eine bes
hleunigte Kreisbe-wegung um die Sonne (direkt na
hgewiesen dur
h die Entde
kung der Fixstern-parallaxe dur
h Bessel im Jahre 1838). Daher sollte man bei no
h h�oherenPr�azisionsanspr�u
hen den Aufpunkt besser an der Sonne festma
hen. Da aberdie Sonne wie au
h der Fixsternhimmel um das Zentrum der Mil
hstra�e rotieren,wird man gegebenenfalls selbst mit dieser De�nition eines Inertialsystems ni
htzufrieden sein. Man sieht, wie man so dur
h eine Folge von Verfeinerungen demIdeal des Inertialsystems immer n�aher kommen kann.Die Bewegung eines K�orpers unter den einfa
hsten Bedingungen, n�amli
h denender Ein
u�freiheit und im Inertialsystem, ist damit verstanden. Der �Ubergangvon Inertialsystemen zu anderen (bes
hleunigten) Bezugssystemen ist eine reinkinematis
he Aufgabe, der wir uns sp�ater (in Kapitel 13) zuwenden werden. Unterder Wirkung von �au�eren Ein
�ussen wird ein K�orper im allgemeinen bes
hleunigt.Wie dies ges
hieht, wird dur
h das zweite Newtons
he Axiom bes
hrieben. DiesesAxiom enth�alt neben der kinematis
hen Gr�o�e Bes
hleunigung, a(t), den Begri�derMassem des Massenpunktes sowie den derKraft F, die auf den Massenpunkteinwirkt, und lautet:2. Newtons
hes Axiom:In Inertialsystemen gilt die Newtons
he Bewegungsglei
hungm a(t) = F�r(t);v(t); t�: (2:1)14



Sie gibt die Bes
hleunigung an, die ein K�orper der Masse m unter der Wirkung derKraft F erf�ahrt. Die Bes
hleunigung, die ein K�orper erf�ahrt, h�angt erfahrungs-gem�a�1. von Eigens
haften des K�orpers und2. von den �au�eren Bedingungen (etwas f�ormli
her: der geometris
hen undphysikalis
hen Bes
ha�enheit der n�aheren oder weiteren Umgebung desK�orpers)ab. Wenn man nun die �au�eren Bedingungen einmal fest vorgibt, kann die Be-s
hleunigung von vielerlei K�orpereigens
haften wie Masse, elektris
her Ladung (beiAnwesenheit elektris
her Felder), magnetis
hem Moment (bei Anwesenheit inho-mogener magnetis
her Felder), Ober
�a
henbes
ha�enheit (zum Beispiel, wenn derK�orper dem Wind ausgesetzt ist) abh�angen. Von all diesen K�orpereigens
haftentau
ht nur die Masse auf der linken Seite des 2. Newtons
hen Axioms auf. Manmu� si
h fragen, was die Masse vor allen anderen K�orpereigens
haften auszei
h-net. Die Antwort ist, da� alle anderen K�orpereigens
haften nur unter bestimmten�au�eren Bedingungen die Bes
hleunigung beein
ussen, die Masse aber unter allenBedingungen. Dies erkl�art, warum die Masse m in (2.1) explizit vorkommt,w�ahrend andere K�orpereigens
haften bei Bedarf in die Kraft F integriert werden.Wie kann man die Masse eines K�orpers messen? Eine M�ogli
hkeit, die si
h anbie-tet, besteht darin, eine Art der �au�eren Einwirkung zu w�ahlen, von der man wei�,da� die Bes
hleunigungswirkung von keiner anderen K�orpereigens
haft au�er derMasse abh�angt. Als einfa
hes Beispiel k�onnte man an eine Feder denken, an derdie Masse m befestigt ist.
Feder

m

Damit haben wir die re
hte Seite der Glei
hung (2.1) fest vorgegeben und k�onnendie Massen vers
hiedenster K�orper aufgrund der Beziehung mi ai = mj aj dur
hMessung der Bes
hleunigungen zueinander ins Verh�altnis setzen. (Aus prakti-s
hen Gr�unden wird man die Masse viellei
ht eher eine S
hwingung um ihre Ruhe-lage dur
hf�uhren lassen und das Massenverh�altnis �uber die Frequenzen � dieserS
hwingungen bestimmen: mi=mj = (�j=�i)2; man erinnere si
h dazu an die Be-handlung von S
hwingungen in der Physik I).Diese ziemli
h gebr�au
hli
he dynamis
he Massende�nition befriedigt deshalbni
ht v�ollig, weil die Unabh�angigkeit der Wirkung der Feder von allen anderenK�orpereigens
haften vorauszusetzen ist. Wir haben eben den Begri� der Kraftno
h ni
ht de�niert und k�onnen daher ni
ht �uberzeugend von einer konstantenKraft spre
hen, auf der die obige Diskussion verste
kt fu�te. F�ur eine alterna-tive Massende�nition benutzt man deshalb lieber Sto�prozesse zwis
hen K�orpern.15



Diese kinematis
he Massende�nition fu�t wesentli
h auf der G�ultigkeit des3. Newtons
hen Axioms und wir werden sie daher erst sp�ater diskutieren.Na
hdem die Masse dur
h Vereinbarung einer Einheitsmasse wie oben diskutiertfestgelegt ist, wird die Kraft mittels des 2. Newtons
hen Axioms (2.1) bestimmt.Diese Glei
hung stellt tats�a
hli
h die einzige M�ogli
hkeit dar, die Kraft zu messen.Der Physiker wird dur
h Messung der Bes
hleunigung feststellen, in wel
hen Si-tuationen wel
he Kr�afte wirken. Basierend auf der damit gewonnenen Erfahrungkann er dann die Kr�afte f�ur die vers
hiedensten Situationen voraussagen. DieserVorgang geh�ort aber ni
ht eigentli
h in den Berei
h der Me
hanik. Die eigentli
heAufgabe der Me
hanik besteht darin, aus irgendwie gewonnenen Kraftgesetzen aufdie Bewegung zu s
hlie�en.Die Glei
hung (2.1) ist dann folgenderma�en zu verstehen: Das gegebene Kraft-gesetz sagt, da� der Massenpunkt die Kraft F(r;v; t) versp�urt, wenn er zur Zeitt am Ort r liegt und die Ges
hwindigkeit v hat. Die eigentli
he Aussage des2. Newtons
hen Axioms besteht darin, da� immer eine Kraft existiert, die nur(h�o
hstens) von Ort, Ges
hwindigkeit und Zeit abh�angt. Die Bewegungsglei-
hung (2.1) dient dann bei Kenntnis von Anfangsbedingungen r und v zurZeit t zur Bestimmung des Bewegungsablaufs zu allen Zeiten (insbesondere zusp�ateren Zeiten). In mathematis
her Terminologie stellt sie ein Di�erentialglei-
hungssystem 2. Ordnung von 3 Di�erentialglei
hungen (den 3 Komponenten desOrtsvektors r) dar. Die L�osungstheorie sagt, da� (unter physikalis
h vern�unftigenAnnahmen �uber die Glattheit der Funktion F(r;v; t)) bei Vorgabe von 6 Anfangs-bedingungen r(t0) = r0 und v(t0) = v0 die L�osung r(t) eindeutig bestimmt ist.Dur
h diese Aussage ist pr�azisiert, was man unter der Determiniertheit me
h-anis
her Naturers
heinungen zu verstehen hat: Dur
h den Zustand des Massen-punktes zu einer Zeit t0, de�niert dur
h die beiden Vektoren r0 und v0, ist seinezuk�unftige Bewegung eindeutig festgelegt.Wie s
hon oben erw�ahnt, bewirken Gravitationsfelder Bes
hleunigungen, dieni
ht von der Masse des bes
hleunigten K�orpers abh�angen. Um diesen Sa
hverhaltzu vertiefen, ordnet man jedem K�orper gerne zwei begri�i
h vers
hiedene Massenzu, eine tr�age Masse mt und eine s
hwere Masse ms. Die f�ur das Gravita-tionsfeld verantwortli
hen Quellen erzeugen ein Bes
hleunigungsfeld g(r; t), mit-tels dessen si
h die auf einen K�orper der s
hweren Masse ms wirkende Gravita-tionskraft als F = ms g s
hreibt. Die Newtons
he Bewegungsglei
hung f�ur diesenK�orper lautet dann mt a = F = ms g, wenn mt seine tr�age Masse ist. Dur
hPr�azisionsexperimente hat man na
hweisen k�onnen, da� das Massenverh�altnismt=ms f�ur alle K�orper mit sehr hoher Pr�azision dasselbe ist. Aus diesem Grundeidenti�ziert man diese beiden Massen miteinander, so da� sie si
h aus der Bewe-gungsglei
hung exakt herausk�urzen.Das 3. Newtons
he Axiom betra
htet die gegenseitige Wirkung von K�orpernaufeinander. Alle Kr�afte auf einen K�orper r�uhren letztli
h von anderen K�orpernher. Nehmen wir an, der K�orper 2 �ube auf den K�orper 1 die Kraft F1 2 und derK�orper 1 auf den K�orper 2 die Kraft F2 1 aus. Dann besagt das16



3. Newtons
he Axiom (Reaktionsprinzip):Kraft und Reaktionskraft sind entgegengesetzt glei
h,F2 1 = �F1 2: (2:2)Dieses wi
htige Axiom, dessen Konsequenzen wir sp�ater genauer w�urdigen werden,ist tats�a
hli
h von grundlegender Bedeutung f�ur die innere Konsistenz der Grund-begri�e der Newtons
hen Me
hanik. Alle K�orper au�er den Elementarteil
hen sindja aus Teilk�orpern zusammengesetzt, die aufeinander Kraftwirkungen aus�uben.Betra
hten wir daher einen K�orper K der Masse m, der keinen �au�eren Kr�aftenausgesetzt ist und aus den beiden fest miteinander verbundenen Teilk�orpern K1und K2 der Massen m1 und m2 besteht (a1 = a2 = a, m = m1 + m2). Wenndiese beiden Teilk�orper Kr�afte aufeinander aus�uben, folgt dur
h Addition der bei-den Bewegungsglei
hungen m1 a = F1 2 und m2 a = F2 1 f�ur den K�orper Kdie Bewegungsglei
hung m a = F1 2 +F2 1. Da� diese mit dem Tr�agheitsgesetzm a = 0 vertr�agli
h ist, wird genau dur
h das Reaktionsprinzip garantiert.Unter Benutzung des Reaktionsprinzip k�onnen wir jetzt auf die kinematis
heMassende�nition mittels Sto�prozessen eingehen. W�ahrend eines Sto�es �ubendie sto�enden K�orper Kr�afte aufeinander aus, �uber die wir aber gar ni
hts wissenm�ussen au�er, da� sie dem Reaktionsprinzip gen�ugen. Der Einfa
hheit halberbetra
hten wir den total inelastis
hen Sto� zwis
hen zwei K�orpern K1 und K2.Wie in der Figur gezeigt, habe der K�orper Ki vor dem Sto� die Ges
hwindigkeitvi. Na
h dem inelastis
hen Sto� bewegen si
h beide K�orper mit der gemeinsamenGes
hwindigkeit v.
1 m2

1v v2 v1
m2m m

vor dem Stoss nach dem Stoss

Dur
h Addition der Bewegungsglei
hungen f�ur die beiden K�orperm1 a1(t) = F1 2und m2 a2(t) = F2 1 und Benutzung des Reaktionsprinzips erhalten wir dieDi�erentialglei
hung m1 a1(t) + m2 a2(t) = 0, aus der man dur
h Integrationna
h der Zeit auf die zeitli
he Konstanz des Vektors m1 v1(t) +m2 v2(t) s
hlie�t.(Dies ist ein Beispiel f�ur die Impulserhaltung des Gesamtsystems.) Der Ver-glei
h dieses Vektors vor und na
h dem Sto� liefert nunmehr die Beziehungm1 v1 +m2 v2 = (m1 +m2)v oder m1 (v1 � v) = m2 (v � v2), aus der man beiKenntnis der Ges
hwindigkeiten vi und v uns
hwer das Massenverh�altnis m1=m2bestimmen kann.In der Praxis bestimmt man Massen bekanntli
h dur
h Wiegen, weil man mitdiesem Verfahren mit Abstand die gr�o�te Emp�ndli
hkeit erzielt. Na
h der obigenDiskussion der beiden vers
hiedenen Massenbegri�e sollte klar sein, da� man dur
hWiegen die s
hweren Massen, ni
ht die tr�agen Massen, von K�orpern verglei
ht.17



Wenn ein K�orper unter dem Ein
u� mehrerer Kr�afte steht, kann man im allge-meinen davon ausgehen, da� si
h die einzelnen Kr�afte ungest�ort �uberlagern. DieserSa
hverhalt wird oft formuliert als4. Newtons
hes Axiom (Superpositionsprinzip der Kr�afte):Wenn zwei Kr�afte F1 und F2 auf einen K�orper wirken, so ist die GesamtkraftF = F1 + F2: (2:3)Dieses Prinzip setzt stills
hweigend voraus, da� die beiden Quellen K1 und K2der Kr�afte si
h ni
ht gegenseitig hinsi
htli
h der Entfaltung ihrer Kraftwirkungbeein
ussen. Diese Annahme ist plausibel, wenn K1 und K2 punktf�ormig sind(keine innere Struktur haben). F�ur ausgedehnte K�orper kann man si
h lei
htGegenbeispiele ausdenken (zum Beispiel polarisierbare geladene K�orper).
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3. Energie und verwandte Begri�eMan kann aus den Bewegungsglei
hungen (2.1) gewisse S
hl�usse ziehen, ohne siekomplett gel�ost zu haben. In diesem Kapitel diskutieren wir ein wi
htiges Beispielf�ur diesen Sa
hverhalt.Indem wir die Bewegungsglei
hung (2.1) skalar mit der Momentanges
hwindigkeitdes K�orpers K multiplizieren, m�r(t) � _r(t) = F�r(t); _r(t); t� � _r(t), erhalten wir eineBeziehung zwis
hen zwei skalaren Gr�o�en. Die linke Seite ist dabei die zeitli
heAbleitung der Gr�o�e T := m2 _r2(t) = m2 v2(t); (3:1)die man die kinetis
he Energie des K�orpers K nennt. Die auf der re
hten Seitestehende Gr�o�e Q(t) := F�r(t);v(t); t� � v(t) (3:2)nennt man au
h die Leistung der Kraft F an dem K�orper K. Wir k�onnen mitdiesen De�nitionen den Satz ausspre
hen:Die Leistung der �au�eren Kr�afte an einem K�orper ist glei
h derzeitli
hen Ableitung seiner kinetis
hen Energie,dTdt = Q: (3:3)Integriert man diese Glei
hung �uber ein Zeitintervall (t1; t2), dann erh�alt manT2 � T1 � m2 v22 � m2 v21 = Z t2t1 F�r(t);v(t); t� � v(t) dt � A: (3:4)Das Integral auf der re
hten Seite nennt man die bei der betre�enden Bewegungvon der Kraft F an dem K�orper K geleistete Arbeit A. Es gilt also, da� dieseArbeit glei
h der �Anderung der kinetis
hen Energie ist.Ein einfa
hes Anwendungsbeispiel: Eine Kraft, die immer senkre
ht zur Bahn(d.h. zur Momentanges
hwindigkeit) ist, leistet keinerlei Arbeit und �andert daherdie kinetis
he Energie und damit den Betrag der Ges
hwindigkeit des K�orpersni
ht. Ein Beispiel f�ur eine sol
he Kraft w�are die Lorentzkraft F = (q=
)v�B,die ein Magnetfeld B auf einen K�orper mit der elektris
hen Ladung q aus�ubt.In dem Fall, da� die Kraft F ni
ht von der Ges
hwindigkeit abh�angt, spri
ht manvon einemKraftfeld F(r; t�. Wenn ein Kraftfeld zudem au
h no
h zeitunabh�angigist, vereinfa
ht si
h die Bedeutung des Begri�s Arbeit betr�a
htli
h. Zun�a
hsteinmal stellen wir fest, da� die ArbeitA = Z t2t1 F�r(t)� � _r(t) dt (3:5)19



dann nur von der Bahn des K�orpers abh�angt, ni
ht vom zeitli
hen Ablauf seinerBewegung. Tats�a
hli
h ist das Integral (3.5) ja nur eine spezielle Parameterdarstel-lung des Kurvenintegrals A = ZCF(r) � dr; (3:6)das als Limes von Zwis
hensummen der FormA = limfj�rij!0gXi F(ri) ��ri (3:7)de�niert ist. Ein Kurvenintegral kann �uber eine beliebige Parametrisierung derBahn, r(s) (s1 � s � s2), bere
hnet werden. Mit �r(s) = drds ��s folgt aus (3.7)die Parameterdarstellung A = Z s2s1 F�r(s)� � drds ds; (3:8)die uns im Spezialfall s = t auf (3.5) zur�u
kf�uhrt. Ein anderer n�utzli
her Spezialfallist der, in dem der Parameter s den zur�u
kgelegten Weg mi�t. Dann ist dr=ds = tder in (1.20) eingef�uhrte Tangenteneinheitsvektor an die Bahn und die Arbeits
hreibt si
h als A = Z s2s1 F�r(s)� � t(s) ds = Z s2s1 Ft(s) ds: (3:9)Die Glei
hungen (3.6) bzw. (3.9) erlauben die rein geometris
he Formulierung desArbeitsbegri�es f�ur zeitunabh�angige Kraftfelder:Die von einer Kraft an einem K�orper geleistete Arbeit ist glei
h dem Wegin-tegral der Kraftkomponente in Ri
htung des Weges.Viele Kraftfelder haben die bemerkenswerte Eigens
haft, da� die von ihnen geleis-tete Arbeit l�angs jedes ges
hlossenen Weges C vers
hwindet:IC F(r) � dr = 0: (3:10)Sol
he Kraftfelder hei�en konservativ. Eine �aquivalente Charakterisierung kon-servativer Kraftfelder lautet, da� die von ihnen verri
htete Arbeit nur vomAnfangs{ und Endpunkt des Weges, ni
ht aber vom Verlauf des Weges zwis
hendiesen Punkten abh�angt. Es gilt n�amli
hZCAF � dr = ZCBF � dr () ICA�CBF � dr = 0: (3:11)
C
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Bei festem Anfangspunkt r1 ordnet das Arbeitsintegral (3.6) daher jedem End-punkt r2 eindeutig (d.h. unabh�angig vom Verlauf des Weges zwis
hen den beidenPunkten) eine Arbeit A(r2) zu. Dies gestattet die De�nition einer dem Kraft-feld zugeordneten potentiellen Energie V (r2). Man w�ahlt V (r1) beliebig undde�niert V (r2) dur
h die BeziehungV (r2)� V (r1) = � Z r2r1 F(r) dr = �A: (3:12)Legt man dur
h den Punkt r2 einen Weg r(s) mit dem Tangenteneinheitsvektor tim Punkt r(0) = r2, so kann man die Ri
htungsableitung der Glei
hung (3.12)na
h s bei s = 0 bilden und erh�alt na
h der KettenregelddsV �r(s)�js=0 = gradV (r2) � t = �F(r2) � t: (3:13)Da dies f�ur jeden Tangentenvektor t gilt, folgtF(r) = �gradV (r): (3:14)Konservative Kraftfelder sind also als Gradienten eines Skalarfeldes darstellbar.Dieses Skalarfeld, das wir au
h Potentialfeld nennen werden, ist bis auf eineadditive Konstante dur
h das Kraftfeld eindeutig bestimmt. Die Vorzei
henkon-vention in (3.12), die f�ur das Minuszei
hen in (3.14) verantwortli
h ist, wird dur
hdie Deutung des Skalarfeldes V (r) als potentielle Energie motiviert.Die Umkehrung des obigen Satzes { Jedes Gradientenfeld ist konservativ {gilt au
h, weil (3.12) aus (3.14) dur
h Integration folgt.Die folgenden �Uberlegungen dienen der Verans
hauli
hung von Potentialfeldernund zugeh�origen Kraftfeldern. Die Raumpunkte, in denen ein Potential einenvorgegebenen Wert annimmt,V (r) = V (x; y; z) = V0; (3:15)bilden Fl�a
hen, sogenannte �Aquipotential
�a
hen (oder Niveau
�a
hen). Dur
hgraphis
he Darstellung sol
her Niveau
�a
hen, etwa zu �aquidistanten Potential-werten, Vn = V0 + n�V , vers
ha�t man si
h einen �Uberbli
k �uber das Poten-tialfeld. Ein wohlbekanntes zweidimensionales Beispiel sind die H�ohenlinien in derKartographie.Legt man einen Weg r(s) in eine Niveau
�a
he, so gilt V �r(s)� = V0 und aus demVers
hwinden der linken Seite von (3.13) folgt in diesem Falle F �t = 0. Da t jederTangentialvektor in der Niveau
�a
he sein kann, folgt daraus: Die Kraft stehtimmer senkre
ht zu den �Aquipotential
�a
hen.21
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V1Betra
htet man in (3.13) vers
hiedene Wege r(s) dur
h denselben Punkt r2, soerh�alt man vers
hiedene Tangentialvektoren t, aber die Kraft F(r2) ist immerdieselbe. Daher folgert man aus (3.13), da� genau dann, wenn der Tangentialvek-tor t in die Ri
htung der Kraft F zeigt, die Ableitung des Potentials den gr�o�tennegativen Wert annimmt. Daher gilt: Die Kraft zeigt in Ri
htung maxi-malen Potentialgef�alles. Ihr Betrag ist umgekehrt proportional zum Abstandbena
hbarter �Aquipotential
�a
hen.Folgt man der Ri
htung gr�o�ten Potentialgef�alles, so bewegt man si
h auf einerKraftlinie. Die Kraftlinien sind Kurven, die dur
h die Di�erentialglei
hungdrds = F(r)jF(r)j (3:16)
harakterisiert sind.

F�ur Kraftfelder mit ges
hlossenen Kraftlinien ist o�ensi
htli
h das Wegintegral(3.10) l�angs einer sol
hen Kraftlinie ni
ht glei
h 0, weil �uberall l�angs des WegesF ��r � 0 gilt. Sol
he Felder sind daher si
her ni
ht konservativ.Im allgemeinen ist die Bere
hnung der Wegintegrale (3.10) �uber alle erdenkli
henWege allerdings kein praktikables Mittel, um zu ents
heiden, ob ein Kraftfeldkonservativ ist oder ni
ht. Wir su
hen daher ein geeignetes Kriterium zur Identi-�kation konservativer Kraftfelder. Tats�a
hli
h ergibt si
h, da� konservative Kr�aftewegen (3.14) die notwendige BedingungrotF(r) = 0 (3:17)22



erf�ullen m�ussen. Dabei ist rotF das Vektorfeld mit den kartesis
hen KomponentenrotF = ��Fz�y � �Fy�z ; �Fx�z � �Fz�x ; �Fy�x � �Fx�y �: (3:18)Dieses Vektorfeld kann man unter Einf�uhrung des vektoriellen Di�erentialopera-tors Nabla, r := nx ��x + ny ��y + nz ��z ; (3:19)au
h als das vektorielle KreuzproduktrotF(r) = r� F(r) (3:20)s
hreiben. Eine andere symbolis
he S
hreibweise mittels der DeterminanterotF = det0�nx ny nz��x ��y ��zFx Fy Fz1A (3:21)ist ebenfalls einpr�agsam. Die Identit�at (3.17) folgt aus (3.14) (zum Beispiel(rot gradV )z = ��x �V�y � ��y �V�x = 0) wegen der Vertaus
hbarkeit der Di�erentiatio-nen (gen�ugende Di�erenzierbarkeit vorausgesetzt). Die Identit�at rot gradV = 0wird sinnf�allig bei Benutzung von Nabla{Operatoren wegen rot gradV = r�rV ,da das Vektorprodukt jedes Vektors mit si
h selbst vers
hwindet (Vertaus
hbarkeitder Vektorkomponenten vorausgesetzt!).Um ein hinrei
hendes Kriterium f�ur die Identi�kation konservativer Kraftfelderzu �nden, m�ussen wir den Stokess
hen Integralsatz aus der Vektoranalysisheranziehen. Wir betra
hten ein orientierbares Fl�a
henst�u
k F mit der RandkurveC und dem Normaleneinheitsvektor n(r) in jedem Punkt r des Fl�a
henst�u
ks. DieOrientierungen der Randkurve C und der Normalenvektoren sollen der Re
hte{Hand{Regel gen�ugen. Unter geeigneten Glattheitsbedingungen f�ur das Feld Fund die Fl�a
he F gilt der Stokess
he SatzZZF rotF(r) � n(r) df = ICF(r) � dr: (3:22)Das Wegintegral der Kraft F l�angs der ges
hlossenen Kurve C ist glei
h demFl�a
henintegral der Normalkomponente des Feldes rotF �uber das Fl�a
henst�u
kF . Man nennt das Wegintegral au
h die Zirkulation von F l�angs C, das Vek-torfeld rotF die Wirbelst�arke von F und das Fl�a
henintegral den Flu� derWirbelst�arke von F dur
h F . Unter Benutzung dieser Begri�e lautet derStokess
he Satz:Die Zirkulation von F l�angs C ist glei
h dem Flu� der Wirbelst�arkevon F dur
h F . 23



Vers
hwindet nun die Wirbelst�arke rotF eines Kraftfeldes F auf der gesamtenFl�a
he F , so folgt (3.10).Damit die oben vorausgesetzten topologis
hen Verh�altnisse vorliegen, nimmtman an, die Wirbelst�arke vers
hwinde in einem einfa
h zusammenh�angendenRaumberei
h R. (Ein Gebiet hei�t einfa
h zusammenh�angend, wenn si
h jedeges
hlossene Kurve in R stetig in einen Punkt zusammenziehen l�a�t.) Diese topo-logis
he Voraussetzung garantiert, da� es zu jeder ges
hlossenen Kurve C in Rein Fl�a
henst�u
k F in R gibt, dessen Randkurve C ist. Wir k�onnen damit einhinrei
hendes Kriterium f�ur konservative Kraftfelder formulieren:In einem einfa
h zusammenh�angenden Gebiet wirbelfreie Kraft-felder sind konservativ.Das folgende Beispiel hilft, die topologis
hen Voraussetzungen in diesem Kriteriumzu w�urdigen. Wir betra
hten das KraftfeldF(r) = � 
x2 + y2 (ynx � xny): (3:23)
r

ρ

n x

yn
x

y
F

ϕ

Es h�angt ni
ht von der kartesis
hen Koordinate z ab und seine z{Komponentevers
hwindet. In Zylinderkoordinaten (1.9) s
hreibt es si
h als F = 
�e' undseine Kraftlinien sind folgli
h Kreise, die die z{A
hse entgegen dem Uhrzeigersinnums
hlie�en. Die Zirkulation l�angs jeden sol
hen Kreises bere
hnet si
h lei
ht inZylinderkoordinaten und ergibt si
h zuI F(r) � dr = Z 2�0 
� � d' = 2�
: (3:24)Trotz der ni
ht vers
hwindenden Zirkulation ist dieses Kraftfeld wirbelfrei, rotF =0, wie man lei
ht anhand der Formeln��x� xx2 + y2 � = y2 � x2(x2 + y2)2 = � ��y � yx2 + y2 � (3:25)24



na
hre
hnet. Der s
heinbare Widerspru
h zu unserem obigen Kriterium l�ost si
hdadur
h auf, da� die z{A
hse � = 0 eine singul�are Linie des Kraftfeldes ist, auf derF ni
ht di�erenzierbar ist. Damit sind die topologis
hen Voraussetzungen unseresKriteriums ni
ht erf�ullt. Physikalis
h kann man die singul�are Linie als eine Liniemit unendli
her Wirbelst�arke interpretieren.Wir fassen no
h einmal die wi
htigsten Eigens
haften konservativer Kraft-felder (de�niert dur
h (3.10)) zusammen:{ Ihre Arbeit h�angt ni
ht vom Wege ab.{ Sie sind Gradientenfelder eines Potentialfeldes.{ Sie sind wirbelfrei.Na
h gr�undli
her Diskussion des Begri�s der konservativen Kraftfelder kn�upfen wirjetzt an die obigen Glei
hungen (3.4) und (3.12) an. Wir folgern aus diesen beidenGlei
hungen sofort, da� f�ur konservative Kraftfelder die Beziehung T2�T1 = A =V1 � V2 oder T1 + V1 = T2 + V2 (3:26)gilt. Man nennt die Summe aus kinetis
her und potentieller Energie E := T+V die(me
hanis
he Gesamt{)Energie des K�orpers. Mit (3.26) haben wir den folgendenEnergieerhaltungssatz (kurz: Energiesatz) gefunden:Bei Bewegungen eines Massenpunktes in einem konservativenKraftfeld bleibt seine Gesamtenergie erhalten,E�v(t); r(t)� � T �v(t)�+ V �r(t)� = E0: (3:27)Der Energiesatz stellt eine teilweise L�osung der Bewegungsglei
hungen dar. Manspri
ht von einem ersten Integral der Bewegungsglei
hungen. Ohne die Bewe-gung im einzelnen zu bere
hnen, kann man oft n�utzli
he S
hl�usse allein aus demEnergiesatz ziehen. Ein einfa
hes Beispiel: Wegen T � 0 mu� immer V (r) � Egelten, woraus auf r�aumli
he Bes
hr�ankungen der Bewegung ges
hlossen werdenkann.Bei eindimensionalen Bewegungen kann man aus dem Energiesatz weitrei
hendeFolgerungen ziehen. Zun�a
hst einmal ist im eindimensionalen Fall jedes zeitun-abh�angige Kraftfeld F (x) konservativ, weil seine Stammfunktion V (x) = R F (y) dyein Potential ist. Kennt man die potentielle Energie V (x), so kann man in einem(x; v = vx){Diagramm Linien konstanter Energie ziehen. Hieraus liest man ni
htnur die s
hon erw�ahnten Bewegungsbes
hr�ankungen ab, sondern bei vorgegebenerEnergie au
h zu jedem Punkt x den Betrag der Ges
hwindigkeit v. Das folgendeBild l�a�t die N�utzli
hkeit einer sol
hen graphis
hen Darstellung erkennen. F�urdie Energie E1 ist die Bewegung auf ein endli
hes x{Intervall einges
hr�ankt. DerMassenpunkt bewegt si
h periodis
h zwis
hen den beiden Umkehrpunkten hinund her, an denen die potentielle Energie glei
h der Gesamtenergie ist. Im (x; v){Diagramm wird diese Bewegung dur
h ges
hlossene Kurven repr�asentiert, die imUhrzeigersinn dur
hlaufen werden. 25



E

E

Maximum

Umkehrpunkte

V(x)

x

v

2

1F�ur die h�ohere Energie E2 haben die Bewegungen nur einen Umkehrpunkt. Siesind dann ni
ht periodis
h und verlaufen in einer Ri
htung unbegrenzt. Ein Son-derfall liegt vor, wenn die Gesamtenergie exakt auf einem Maximum der po-tentiellen Energie liegt, E = Vm = V (xm). Indem wir die potentielle Energieum dieses Maximum herum entwi
keln, erhalten wir asymptotis
h das VerhaltenV (x) = Vm� 
2 (x�xm)2 und der Energiesatz ergibt m2 v2 = 
2 (x�xm)2. Wenn derMassenpunkt si
h dem Maximum xm n�ahert, verringert si
h die Ges
hwindigkeitlinear mit dem Abstand, _x = �p
=m (x � xm). Man ma
ht si
h lei
ht klar,da� man das Maximum angesi
hts dieser Gesetzm�a�igkeit niemals errei
hen wird.Die folgende kleine Re
hnung best�atigt das: dur
h Integration von _x=(x� xm) =�p
=m na
h der Zeit erhalten wir ln j(x � xm)=(x0 � xm)j = �p
=m (t � t0),womit f�ur x! xm die Zeit t gegen unendli
h gehen mu�.Die vollst�andige L�osung eindimensionaler Bewegungen kann tats�a
hli
h mit Hilfedes Energiesatzes immer auf eine Integration zur�u
kgef�uhrt werden. Na
hAu
�osen des Energiesatzes m2 v2 + V (x) = E na
h der Ges
hwindigkeit, _x(t) =q 2m�E � V (x)�, Division dur
h die re
hte Seite und Integration na
h der Zeiterh�alt man n�amli
h Z xx0 dyq 2m�E � V (y)� = t� t0: (3:28)Energieerhaltungss�atze spielen in der Physik eine fundamentale Rolle weit �uber denhier geste
kten Rahmen hinaus. Im Falle ni
ht{konservativer Kr�afte kann dur
hHinzunahme ni
ht{me
hanis
her Energiearten immer ein Energieerhaltungssatzgefunden werden. 26



4. Drehimpuls und verwandte Begri�eWir gehen au
h in diesem Kapitel von der Bewegungsglei
hung (2.1) aus, dieunter Benutzung des Begri�es des Impulses (Newton: Bewegungsgr�o�e, englis
h:linear momentum) p := mv (4:1)eines Massenpunktes au
h in der Form_p = F (4:2)ges
hrieben werden kann: Die zeitli
he �Anderung des Impulses ist glei
hder Kraft.Als das Moment eines im Punkte P angelegten Vektors A bez�ugli
h eines Auf-punktes O (r = ��!OP ) bezei
hnet man das Vektorprodukt r�A.
.

.

r

A

P

OSpeziell hei�t das Moment einer KraftN := r� F (4:3)au
h Drehmoment (englis
h: torque) und das Moment des Impulses einesMassenpunktes L := r� p (4:4)au
h Drehimpuls (englis
h: angular momentum). Weil Ges
hwindigkeit undImpuls eines K�orpers na
h (4.1) parallel stehen, gilt f�ur die Zeitableitung desDrehimpulses dieses K�orpers _L = _r � p + r � _p = r � _p. Bildet man daherdie Momente auf beiden Seiten der Bewegungsglei
hung (4.2), so erh�alt man dieGlei
hung dLdt = N; (4:5)in Worten: Die zeitli
he Ableitung des Drehimpulses eines Massenpunk-tes ist dur
h das Drehmoment der auf ihn wirkenden Kraft gegeben.(Beide Momente sind nat�urli
h bez�ugli
h desselben Aufpunktes zu verstehen.)Einen Erhaltungssatz gewinnt man aus dieser Beziehung f�ur sogenannte Zen-tralkr�afte. Darunter versteht man Kraftfelder, f�ur die bei Wahl eines geeigneten27



Aufpunktes O (des Kraftzentrums) die Kraft in jedem Raumpunkt r in dieRi
htung des Vektors r zeigt:F(r;v; t) = jF(r;v; t)jnr; (4:6)wenn nr = r=r der Einheitsvektor in Ri
htung r ist. F�ur sol
he Kraftfelder ver-s
hwindet das Drehmoment r� F bez�ugli
h des Kraftzentrums und es giltL(t) = r(t)� p(t) = L0 : (4:7)Bei der Bewegung eines Massenpunktes in einem Zentralkraftfeldist sein Drehimpuls bez�ugli
h des Kraftzentrums erhalten.Man bea
hte, da� hier alle drei Komponenten eines Vektors erhalten bleiben.Zur kinematis
hen Deutung desDrehimpulserhaltungssatzes s
hreiben wir ihnin der Form r(t) � v(t) = 2h (= L0=m). Zun�a
hst folgt daraus, da� r immersenkre
ht zum konstanten Vektor h steht, die Bewegung si
h also in einer festenEbene abspielt. Der Betrag von h h�angt mit der Fl�a
he zusammen, die in derZeiteinheit vom Radiusvektor r �uberstri
hen wird. Denn na
h der folgenden Figurgilt jr��rj = 2�f , so da� 12 r� v = dfdt = h (4:8)und h die Bedeutung einer Fl�a
henges
hwindigkeit hat.
.

∆
∆ f

r

(t)r

(t+  t)∆r

rx v

Der Drehimpulssatz kann also kinematis
h als Fl�a
hensatz gedeutet werden:Bei der Bewegung in Zentralkraftfeldern ist die Fl�a
henges
hwin-digkeit konstant.Zentralkr�afte im engeren Sinne sind sol
he, deren Betrag nur vom Abstandvom Kraftzentrum abh�angt: F(r) = F (r)nr: (4:9)Sol
he Kraftfelder sind immer au
h konservativ, weil sie das PotentialV (r) := � Z jrjr0 F (r) dr (4:10)28



besitzen, das nur vom Abstand zum Kraftzentrum abh�angt. Zur Begr�undungdieses Potentials �nden wir mittels grad r(r) = gradpx2 + y2 + z2 = nr unterAnwendung der Kettenregel tats�a
hli
h gradV (r) = �F (r) grad r = �F(r).F�ur Zentralkr�afte im engeren Sinne haben wir daher sowohl die Energie{ als au
hdie Drehimpulserhaltung, insgesamt also 4 Erhaltungsgr�o�en. Es ist am ges
hi
k-testen, die Erhaltungss�atze mittels Polarkoordinaten (Zylinderkoordinaten mitder Eins
hr�ankung � � 0) zu s
hreiben. Unter Benutzung von (1.11) und (1.12)erhalten wir so f�ur den Energiesatz (3.27)m2 ( _�2 + �2 _'2) + V (�) = E (4:11)und f�ur den Drehimpulssatz m�2 _' = L: (4:12)Es bleiben also nur 2 Di�erentialglei
hungen 1. Ordnung zu l�osen. Indem wirdie Au
�osung von Glei
hung (4.12) na
h _' ( _' = L=(m�2)) in Glei
hung (4.11)einsetzen, erhalten wir mitm2 _�2 + L22m�2 + V (�) = m2 _�2 + Ve� (�) = E (4:13)ein eindimensionales Problem mit dem e�ektiven PotentialVe�(�) = V (�) + L22m�2 : (4:14)Die L�osung sol
her Probleme dur
h das Verfahren der Trennung der Variablenhaben wir in (3.28) festgehalten. Der zweite Term in der De�nition des e�ek-tiven Potentials ist das Zentrifugalpotential. Es r�uhrt von der tangentialenBewegung her und versu
ht, den Massenpunkt vom Kraftzentrum fernzuhalten.Na
hdem man �(t) aus der L�osung von (3.28) gewonnen hat, kann man dies in(4.12) einsetzen und dur
h eine weitere Integration '(t) bestimmen.Statt den vollen Bewegungsablauf anhand von �(t) und '(t) zu bestimmen, kannman si
h alternativ zun�a
hst auf die Bestimmung der Bahnkurve �(') bes
hr�ankenund dana
h dur
h Integration der Glei
hung (4.12) na
h der Zeit die Zeitentwi
k-lung '(t) bere
hnen. Die Di�erentialglei
hung f�ur die Bahnkurve gewinnt manaus (4.11) oder (4.13), indem man _� na
h der Kettenregel dur
h d�d' _' ersetzt unddann _' wieder mittels (4.12) eliminiert. Dies ergibtL22m�4 �( d�d')2 + �2�+ V (�) = E: (4:15)Diese Di�erentialglei
hung kann na
h demselben Verfahren wie (4.13) (Trennungder Variablen) dur
h eine Integration (hier na
h ') gel�ost werden. Bei einer Reihe29



von Anwendungen ist eine analoge Glei
hung f�ur die Variable u := 1=� bequemerzu handhaben. Mit dud' = � 1�2 d�d' gehor
ht u(') der Di�erentialglei
hungL22m�( dud' )2 + u2�+ V ( 1u ) = E; (4:16)die wieder mit demselben Verfahren gel�ost wird.F�ur dasKeplerproblem, die Bewegung eines K�orpers in einemGravitationspo-tential V (�) = �k� ; (4:17)erweist si
h (4.16) als besonders vorteilhaft. Bekanntli
h sind die gebundenenBewegungen (E < 0) in diesem Potential Ellipsen mit einem der Brennpunkte alsKraftzentrum (1. Keplers
hes Gesetz). Wir rekapitulieren kurz einige Faktenzur Geometrie der Ellipse, die als die Menge aller Punkte P de�niert ist, f�urdie die Summe der Abst�ande von zwei fest vorgegebenen Brennpunkten B mitAbstand 2e glei
h der festen L�ange l ist (�(') + d = l). Die Ellipse hat die gro�eHalba
hse a und die kleine Halba
hse b. Anhand des Spezialfalls vers
hwindendenPolarwinkels ' = 0 erkennt man 2a = l und das gelbe re
htwinklige Dreie
k,das im Falle � = d = a entsteht, liefert die Beziehung e2 = a2 � b2. Damitsind die geometris
hen Bestimmungsst�u
ke 2e und l in Beziehung zu den beidenHalba
hsen a und b gesetzt. Das L�angenverh�altnis � := e=a < 1 nennt man die(numeris
he) Exzentrizit�at.
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Die Bahnglei
hung der Ellipse in Polarkoordinaten erh�alt man jetzt lei
ht, indemman aus den beiden Beziehungen �+ d = 2a und d2 = (� sin')2 + (2e� � 
os')2(Pythagoras f�ur das gr�une Dreie
k) die L�ange d eliminiert. Mit der Abk�urzungp := b2=a lautet sie � (') = p1� � 
os': (4:18)30



Die geometris
he Bedeutung der L�ange p erhellt si
h aus der Figur mittels� (�=2) = p.Die Bestimmung der Bahn aus der Glei
hung (4.16) kann nun re
ht einfa
h erratenwerden. Wegen V (1=u) = �ku kann man n�amli
h (4.16) au
h in die Form� dud'�2 + �u� kmL2 )2 = 2mEL2 + �kmL2 �2 (4:19)bringen. Hier l�a�t si
h die konstante re
hte Seite o�enbar wegen d 
os'=d' =� sin' mittels u� kmL2 = �r�kmL2 �2 + 2mEL2 
os('� '0) (4:20)erzielen. Damit haben wir die Bahn zu�(') = L2=km1�p1 + 2EL2=k2m 
os('� '0) (4:21)als Ellipse bestimmt. Dur
h Verglei
h mit (4.18) liefert eine kurze Re
hnung unterBenutzung der oben aufgez�ahlten geometris
hen Relationen die beiden Beziehun-gen E = � k2a (4:22)und L =rkmb2a =pkma(1� �2) =r�k2m2E (1� �2); (4:23)die die Erhaltungsgr�o�en dur
h die geometris
hen Parameter der Ellipse aus-dr�u
ken. Dana
h steht die Energie E in eindeutiger Beziehung zur gro�en Halb-a
hse a der Ellipse, w�ahrend der Drehimpuls L (bei vorgegebener Energie) diekleine Halba
hse b bzw. die Exzentrizit�at � bestimmt. Bei vorgegebener Energieist der Drehimpuls o�enbar auf das Intervall zwis
hen den Grenzwerten L = 0 f�ur� = 1 (unendli
h 
a
he Ellipse, d.h. lineare Oszillation dur
h das Kraftzentrum)und L = pkma f�ur � = 0 (Kreisbewegung) einges
hr�ankt.Dur
h zeitli
he Integration des Drehimpulssatzes (4.12) �uber eine ganze Umlauf-periode bestimmt man die Umlaufzeit T . F�ur sie erh�alt manL � T = m Z 2�0 �(')2d' = m � 2�ab; (4:24)wobei f�ur das Integral re
hts die doppelte Ellipsen
�a
he einsetzt wurde. Wennwir in diese Glei
hung aus (4.23) L = bpkm=a einsetzen, hebt si
h die kleineHalba
hse b o�enbar heraus und wir erhalten das 3. Keplers
he GesetzT 2a3 = (2�)2mk : (4:25)31



F�ur die Anwendung auf das Sonnensystem mu� man si
h daran erinnern, da�k = GmM proportional zur Planentenmassem ist und damitm=k f�ur alle Planetendenselben Wert hat.Die Beziehung zwis
hen dem Polarwinkel ' und der Zeit t kann dur
h Integrationvon (4.12) na
h der Zeit mittels elementarer Funktionen dargestellt werden. Manerh�alt (f�ur '0 = 0 und '(t = 0) = 0)mp2L �2 ar
tan (1+�) tan('=2)p1��2(1� �2)3=2 + � sin'(1� �2)(1� � 
os')� = t: (4:26)Diese Beziehung kann allerdings ni
ht elementar na
h dem Polarwinkel ' aufgel�ostwerden, d.h. die Umkehrfunktion '(t) zu (4.26) ist ni
ht elementar.Die L�osung (4.21) gilt au
h f�ur ungebundene Bewegungen (E � 0) im Potential(4.17). F�ur positive Energien (E > 0) bes
hreibt (4.21) Hyperbelbahnen. Weilder Nenner in (4.21) positiv bleiben mu�, unterliegt der Polarwinkel ' hier derEins
hr�ankung j tan('� '0)j > Lkr2Em : (4:27)Im Grenzfall E = 0 s
hlie�li
h bes
hreibt (4.21) Parabelbahnen.Als zweites lei
ht l�osbares Zentralkraftproblem sei die elastis
he FederkraftF(r) = � k r (4:28)mit der Federkonstanten k = m!2 genannt, deren Potential das harmonis
hePotential V (r) = k2 r2 (4:29)ist. Alle Bahnen in diesem Potential sind Ellipsenbahnen, wobei das Kraftzen-trum jedo
h im Gegensatz zum Keplerproblem mit dem Mittelpunkt der Ellipsezusammenf�allt. Dieses Problem kann ebenfalls in Polarkoordinaten ohne gro�eM�uhe gel�ost werden. No
h viel einfa
her gestaltet si
h die L�osung allerdings inkartesis
hen Koordinaten (x; y) in der Bahnebene des harmonis
hen Oszilla-tors. Wegen V (r) = k2 (x2+y2) und T (v) = m2 (v2x+v2y) zerf�allt die GesamtenergieT + V in die beiden Anteile Ex = Tx + Vx und Ey = Ty + Vy, die beide erhaltensind. Damit ist das Problem auf zwei unabh�angige eindimensionale harmonis
heOszillatoren zur�u
kgef�uhrt mit der allgemeinen L�osung x(t) = x0 
os(! t � 'x),y(t) = y0 
os(! t � 'y). Dur
h eine geeignete Drehung des Koordinatensystemskann man diese L�osung s
hlie�li
h in die Formx(t) = a 
os! (t� t0); y(t) = b sin! (t� t0) (4:30)bringen, die die oben behauptete Ellipsenbewegung ((x=a)2 + (y=b)2 = 1) quan-ti�ziert. Aus der L�osung (4.30) bere
hnet man lei
ht die Werte f�ur die beidenErhaltungsgr�o�en E (siehe (3.27)) und L (siehe (4.4)). Man erh�altE = k2 (a2 + b2) (4:31)32



und L = pkmab: (4:32)Die beiden oben diskutierten F�alle, das Newtons
he und das harmonis
he Po-tential, sind die einzigen Zentralpotentiale, f�ur die alle gebundenen Bewegungenges
hlossene Bahnen haben.Um gebundene Bewegungen f�ur beliebige Zentralpotentiale zu bestimmen, be-tra
hten wir die Au
�osung von (4.16) na
h u0,dud' = �r2mL2 (E � V ( 1u))� u2: (4:33)Wir nehmen an, der Radikant in (4.33) habe die beiden Nullstellen u1 < u2,zwis
hen denen er positiv sei. Dann bere
hnet si
h ein Bahnabs
hnitt f�ur du=d' >0 zwis
hen diesen beiden u{Werten ausZ uu1 dsq2mL2 (E � V (1s ))� s2 = '(u)� '(u1) (u1 � u � u2): (4:34)Auf diesem Bahnabs
hnitt w�a
hst der Polarwinkel um den Wert �' := '(u2) �'(u1) an, w�ahrend u vom Minimalwert u1 zum Maximalwert u2 ansteigt. DieFortsetzung der Bahn wird jetzt sehr einfa
h aus dem ersten Bahnabs
hnitt kon-struiert. Es s
hlie�t si
h ein zweiter Bahnabs
hnitt an, der si
h dur
h Spiegelungdes ersten am Polarwinkel '(u2) ergibt und auf dem u vom Maximalwert u2 wiederauf den Minmalwert u1 abf�allt. Dana
h wiederholt si
h die Bahn periodis
h in ',wie in der folgenden Figur gezeigt.
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ϕ−ϕ(  )Diese Bahnen sind nur dann periodis
h im Ortsraum, wenn der Winkel �' einrationales Vielfa
hes von � ist. Aus unseren obigen L�osungen ergibt si
h f�ur dasNewtons
he Potential �' = � und f�ur das harmonis
he Potential �' = �=2.Relativistis
he Korrekturen zum Newtonpotential bewirken kleine Abwei
hungenvom Wert � in �', die si
h geometris
h als Periheldrehung bes
hreiben lassen.Die Analyse der Periheldrehung des Planeten Merkur konnte die Existenz dieserKorrekturen quantitativ best�atigen. 33



5. Einges
hr�ankte BewegungenBis hierher hatten wir angenommen, da� die auf einen K�orper wirkenden Kr�aftevorgegeben seien. Es gibt jedo
h viele Situationen, in denen ni
ht alle Kr�afte un-mittelbar bekannt sind. Gemeint sind Bewegungsbes
hr�ankungen me
hanis
herArt, die einen K�orper auf eine Fl�a
he, eine Linie oder einen Punkt zwingen.Beispiele daf�ur w�aren eine Kugel, die in einer Fl�a
he laufen mu�, eine Perle, dieauf einem Draht gleitet, ein Pendel, das auf einen festen Abstand von einemAufh�angepunkt festgelegt ist, oder ein K�orper, dessen Lage vollst�andig dur
hme
hanis
he Ein
�usse vorgegeben ist. Die genannten Beispiele geh�oren alle zu dergro�en Klasse holonomer Zwangsbedingungen, die si
h mathematis
h dur
heinen Satz von Bedingungsglei
hungenf�(r; t) = 0 (� = 1; : : : ; k) (5:1)f�ur r(t) ausdr�u
ken lassen (Eins
hr�ankung auf eine Fl�a
he f�ur k = 1, auf eine Linief�ur k = 2 und auf einen Punkt f�ur k = 3). Um si
herzustellen, da� die Bedin-gungen (5.1) die gew�uns
hte Mannigfaltigkeit de�nieren, fordern wir die lineareUnabh�angigkeit der k Normalenvektoren gradf� an jedem Punkt r der Man-nigfaltigkeit und zu jeder Zeit t. Wir s
hlie�en in (5.1) ausdr�u
kli
h die M�ogli
hkeitzeitabh�angiger Zwangsbedingungen ein, die man au
h rheonom nennt, und be-tra
hten zeitunabh�angige (skleronome) Zwangsbedingungen als Spezialfall.Es entsteht nunmehr die Frage, wie ein K�orper si
h bewegt, der einerseits einerbekannten Kraft F unterworfen ist, aber andererseits zus�atzli
he Zwangsbedingun-gen der Form (5.1) erf�ullen mu�. Nat�urli
h mu� si
h der Ein
u� der Zwangsbedin-gungen auf die Bewegung des K�orpers ebenfalls auf Kr�afte zur�u
kf�uhren lassen.Diese Kr�afte F0 nennt man Zwangskr�afte und man kann die Newtons
he Bewe-gungsglei
hung mit ihnen als m�r = F+ F0 (5:2)s
hreiben. Zwe
ks Kontrastierung nennt man die Kraft F au
h die eingepr�agteKraft.Von der Zwangskraft F0 wissen wir zun�a
hst nur, da� sie die eingepr�agte Kraft Fderart erg�anzen mu�, da� die Bewegung in der dur
h (5.1) vorgegebenen Man-nigfaltigkeit erfolgt. Diese Bedingung allein kann die Zwangskr�afte allerdingsni
ht eindeutig festlegen, weil die Zwangsbedingungen einen Me
hanismus ent-halten k�onnten, der den K�orper zus�atzli
h innerhalb der Zwangsmannigfaltigkeitbes
hleunigt. Dies s
hlie�en wir aus, indem wir fordern, da� die Zwangskr�afte zujeder Zeit senkre
ht auf der Zwangsmannigfaltigkeit stehen. Da die oben s
honerw�ahnten Normalenvektoren gradf� den zur Zwangsmannigfaltigkeit senkre
htenUnterraum aufspannen, ist es m�ogli
h, k skalare Parameter �� zu �nden, mitdenen si
h die Zwangskraft alsF0 = kX�=1��gradf�(r; t) (5:3)34



s
hreiben l�a�t. Die Glei
hungen (5.1-5.3) f�ur die Bewegung eines Massenpunktesunter Zwangsbedingungen hei�en Langranges
he Bewegungsglei
hungen er-ster Art. Die Parameter �� hei�en Lagranges
he Multiplikatoren (JosephLouis Lagrange, 1736-1813).Wir wollen jetzt die L�osung dieser Glei
hungen diskutieren. Gesu
ht ist die Be-wegung r(t), die die Newtons
he Bewegungsglei
hung (5.2) l�ost. Leider ist jedo
hdie Kraft F + F0 ni
ht vollst�andig bekannt. Es gibt k unbekannte Lagranges
heMultiplikatoren. Glei
hzeitig stehen k Zwangsbedingungen (5.1) zur Verf�ugung,die zur Bestimmung der k Multiplikatoren genutzt werden sollten.Die L�osungsstrategie besteht darin, die Zwangsbedingungen (5.1) in einem erstenS
hritt so in Kombination mit der Bewegungsglei
hung (5.2) zu nutzen, da� dieBes
hleunigung �r eliminiert werden kann. Man di�erenziert dazu die Zwangsbe-dingungen zweimal na
h der Zeit. Dabei erh�alt man zun�a
hstddtf�(r(t); t) = (_r � r)f� + �f��t = 0 (� = 1; : : : ; k) (5:4)und s
hlie�li
hd2dt2 f�(r(t); t) = (�r � r)f� +R��r(t); _r(t); t� = 0 (� = 1; : : : ; k); (5:5)wobei R��r(t); _r(t); t� = (_r � r)(_r � r)f� + 2 (_r � r)�f��t + �2f��t2 (5:6)alle Terme aus der zweiten Ableitung zusammenfa�t, die die Bes
hleunigung ni
htenthalten. Jetzt kann man dur
h Einsetzen der Bewegungsglei
hung (5.2) mit demZwangskraftansatz (5.3) in die Glei
hungen (5.5) die Bes
hleunigung eliminierenund erh�alt mitkX�=1(rf� � rf�)�� = �rf� � F�mR� (� = 1; : : : ; k) (5:7)ein lineares Glei
hungssystem f�ur die Lagranges
hen Multiplikatoren. Die Matrixdieses Glei
hungssystems mit den Elementen G�� = rf� � rf� ist die Grams
heMatrix der Normalenvektoren rf� . Sie ist positiv de�nit, weil die Normalenvek-toren linear unabh�angig sind, und ihre Invertierung liefert immer eine eindeutigeL�osung ��(r; _r; t) f�ur die Multiplikatoren. Damit ist die Zwangskraft (5.3) explizitbestimmt. Sie h�angt im allgemeinen von Ort und Ges
hwindigkeit des Massen-punktes und der Zeit ab.In einem zweiten S
hritt mu� die Bewegungsglei
hung (5.2) mit nunmehr vollst�an-dig bekannten Kr�aften gel�ost werden. Dabei sind geeignete Anfangsbedingungenzu w�ahlen. Nat�urli
h mu� der Massenpunkt zur Anfangszeit t0 die Zwangsbedin-gungen (5.1) erf�ullen: f�(r(t0); t0) = 0 (� = 1; : : : ; k): (5:8)35



Au�erdem mu� o�enbar die Anfangsges
hwindigkeit v0 so gew�ahlt werden, da� siedie Glei
hungen (5.4) erf�ullt:ddtf�(r(t); t)���t=t0 = rf�(r0; t0) � v0 + ��tf�(r(t); t)���t=t0 = 0 (� = 1; : : : ; k):(5:9)Dies bedeutet, da� die Komponenten von v0 senkre
ht zur Zwangsmannigfaltigkeitni
ht beliebig w�ahlbar sind, sondern einer eventuellen Bewegung der Mannig-faltigkeit anzupassen sind. Es ergibt si
h jetzt die Frage, ob unter sol
hen An-fangsbedingungen die L�osung tats�a
hli
h f�ur alle Zeiten den Zwangsbedingungen(5.1) gen�ugen wird. Diese Frage kann positiv beantwortet werden, weil die Glei-
hungen (5.7) identis
h in den Variablen r, _r und t gelten. Sie gelten damitinsbesondere, wenn wir die L�osung r(t) der Bewegungsglei
hung (5.2) einsetzen,und damit gelten au
h die Glei
hungen (5.5) f�ur alle Zeiten: d2dt2 f�(r(t); t) � 0.Aus diesen Glei
hungen folgt aber angesi
hts der Anfangsbedingungen (5.8) und(5.9) das gew�uns
hte Ergebnis f�(r(t); t) � 0.Als einfa
hes Beispiel ist in der folgenden Figur eine Masse m gezeigt, die aneinem Pendel der L�ange l s
hwingt. Die S
hwerkraft F = mg, die auf diese Massewirkt, zeigt na
h unten. Die Zwangskraft F0 zeigt in Ri
htung der Aufh�angung desPendels und ist, wie wir glei
h sehen werden, f�ur den Umkehrpunkt des Pendels(v = 0) gerade so gro�, da� die Gesamtkraft in der S
hwingungsebene des Pendelsliegt.

F+F’

F’

.

l

m

FWir w�ahlen als Aufpunkt den Aufh�angepunkt des Pendels. Dann lautet dieZwangsbedingung jrj = l, wir s
hreiben sie in der Form f(r) := m2 (r2 � l2) = 0.Dann ist gradf = m r und die Bewegungsglei
hung (5.2) lautet �r = g + �r (dieMasse lie� si
h herausk�urzen). Dur
h Di�erenzieren der Zwangsbedingung na
hder Zeit erhalten wir r � _r = 0 und r ��r+ _r2 = 0. Elimination von �r ergibt s
hlie�li
h� = � (r � g + _r2)=r2 und die Bewegungsglei
hung ist mit dem Einheitsvektor nrin Ri
htung r dur
h �r = g � (nr � g)nr � v2r nr (5:10)36



gegeben. Hier kompensiert der zweite Term auf der re
hten Seite die Komponenteder Erdbes
hleunigung in Ri
htung des Pendelfadens, wie in der Figur gezeigt,w�ahrend der dritte Term eine ges
hwindigkeitsabh�angige Zentripetalbes
hleu-nigung darstellt, die bei endli
her Ges
hwindigkeit notwendig ist, um den Massen-punkt auf der Zwangs
�a
he zu halten. Am Faden zieht na
h dem Reaktionsprinzipdie Kraft �F0 = m (g �nr+v2=l)nr, solange der Ausdru
k in der Klammer positivist. F�ur ein �ubers
hlagendes Pendel bleibt daher der Faden nur dann gespannt,wenn die Bedingung v2 > �g � r erf�ullt ist.Die oben ges
hilderte Methode zur Behandlung einges
hr�ankter Bewegungenliefert ni
ht nur die Bewegung selbst, sondern au
h die Zwangskr�afte. Dies istinsbesondere f�ur viele te
hnis
he Anwendungen von Bedeutung, weil der Massen-punkt na
h dem Reaktionsprinzip (2.2) auf die ihn eins
hr�ankenden Medien dieKraft �F0 aus�ubt. Falls man ni
ht an den Zwangskr�aften interessiert ist, kannman eine andere Methode verwenden, die eine direktere Bere
hnung der Bewe-gung erlaubt und die wir im folgenden bes
hreiben werden.Die k Zwangsbedingungen (5.1) s
hr�anken die Bewegung des Massenpunktes aufeine Mannigfaltigkeit der Dimension f := 3�k ein. Die Zahl f nennt man die Zahlder Freiheitsgrade der Bewegung. Indem man diese Mannigfaltigkeit (zu jedemZeitpunkt) mit einem Koordinatennetz von f Koordinaten q1; : : : ; qf �uberzieht,gelangt man zu einer Parameterdarstellungr = r(q1; : : : ; qf ; t) (5:11)der Mannigfaltigkeit. Um die Unabh�angigkeit der Koordinaten qi zu garantieren,werden wir annehmen, da� die f Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien�r=�qi linear unabh�angig sind. Wir werden die Liste q1; : : : ; qf im folgenden dur
hdas Fetts
hriftsymbol q abk�urzen. Die Parameter q hei�en generalisierte Koor-dinaten. Die Funktion (5.11) erf�ullt die Zwangsbedingungen (5.1) zu allen Zeitenidentis
h in q.Um die Bewegung des Massenpunktes mittels generalisierter Koordinaten zubes
hreiben, bedarf es nur der Angabe der Zeitabh�angigkeit der generalisierten Ko-ordinaten q = q(t). Diese Zeitabh�angigkeit sollte si
h aus der Bewegungsglei
hung(5.2) ableiten lassen, wobei die Zwangskraft F0 keine Rolle spielen sollte. Dennsie hatte ja nur den Zwe
k, die Zwangsbedingungen einhalten zu helfen, die beiBenutzung der generalisierten Koordinaten aber sowieso erf�ullt sind. Tats�a
hli
hsteht F0 zu jedem Zeitpunkt senkre
ht zur Mannigfaltigkeit (5.11) und damit zuden Tangentenvektoren �r=�qi an die Koordinatenlinien:F0 � �qi r(q; t) = 0 (i = 1; : : : ; f): (5:12)Daher enthalten die Bewegungsglei
hungen f�ur die Komponenten der Bewegungin Ri
htung der Koordinatenlinienm�r � �r�qi = F � �r�qi (i = 1; : : : ; f) (5:13)37



die Zwangskraft ni
ht mehr. Wir werden im folgenden zeigen, da� die Glei
hun-gen (5.13) die gesu
hten Bewegungsglei
hugen f�ur die Koordinatenfunktionen qi(t)beeinhalten.Zwis
henbemerkung zur Notation: In der Physik werden oft im mathema-tis
hen Sinne vers
hiedene Funktionen mit dem glei
hen Symbol bezei
hnet. ZumBeispiel bezei
hnet das Symbol r(q; t) auf der re
hten Seite von (5.11) den Ortsvek-tor r als Funktion der f+1 Variablen q und t. Glei
hzeitig wird die Bewegung desMassenpunktes mit r(t) bezei
hnet. Der Zusammenhang zwis
hen beiden Bezei
h-nungen ist r(t) = r(q(t); t). Diese Art der Bezei
hnungsweise ist ni
ht vertr�agli
hmit den Gep
ogenheiten in der Mathematik, ist aber in der Physik sehr �ubli
h.Der Unters
hied r�uhrt daher, da� das Funktionssymbol in der Mathematik f�urden funktionellen Zusammenhang steht, w�ahrend es in der Physik die betre�endephysikalis
he Gr�o�e kennzei
hnet. Die dur
h diese glei
hartige Benennung ver-s
hiedener funkioneller Abh�angigkeiten zu bef�ur
htende Verwirrung l�a�t si
h meis-tens dur
h geeignete Notationskonventionen vermeiden. Insbesondere bezei
hnendie Symbole _r und dr=dt die (totale) Ableitung der Funktion r(t), w�ahrend mitdem Symbol �r=�t die (partielle) Ableitung der Funktion r(q; t) gemeint ist. Diesorgf�altige Handhabung dieser beiden Arten von Zeitableitung wird im folgendenMehrdeutigkeiten verhindern.Indem wir (5.11) na
h der Zeit di�erenzieren, dr�u
ken wir zun�a
hst die Ges
hwin-digkeit v des Massenpunktes dur
h die generalisierten Koordinaten aus:v = _r = drdt = fXj=1 �r�qj � _qj + �r�t : (5:14)Diese Glei
hung de�niert im Sinne der obigen Bemerkungen zweierlei: zum eineneine Funktion von 2f + 1 Variablen v(q; _q; t), deren partielle Ableitungen im fol-genden auftreten werden, und zum anderen die Ges
hwindigkeit v(t), die darausdur
h Einsetzen von q(t) und _q(t) entsteht und deren totale Ableitung _v dieBes
hleunigung des Massenpunktes ist. Die Ableitungen _qj hei�en generalisierteGes
hwindigkeiten. Wir merken uns, da� die Ges
hwindigkeit v immer eine li-neare Funktion der generalisierten Ges
hwindigkeiten ist.Die Kraftkomponente auf der re
hten Seite von (5.13) wird dur
h Einset-zen von (5.11) und (5.14) eine Funktion der generalisierten Koordinaten undGes
hwindigkeiten und der Zeit. Die so de�nierte Gr�o�eQi(q; _q; t) := F�r(q; t);v(q; _q; t); t� � ��qi r(q; t) (5:15)nennt man eine generalisierte Kraft.�Ahnli
h wie bei Glei
hung (5.5) enth�alt die aus (5.14) dur
h abermalige Di�eren-tiation na
h der Zeit gewonnene Glei
hung f�ur die Bes
hleunigung �r nur an einerStelle die generalisierten Bes
hleunigungen �qi in der Gestalt�r = fXj=1 �r�qj �qj + : : : : (5:16)38



Wir merken uns au
h hier: die Bes
hleunigung ist eine lineare Funktion der gene-ralisierten Bes
hleunigungen. Indem wir die letzte Glei
hung in (5.13) einsetzen,erhalten wir fXj=1m � �r�qi � �r�qj � �qj = Qi + Pi(q; _q; t); (5:17)wobei Pi alle Terme zusammenfa�t, die si
h aus den in (5.16) dur
h die Punkteangedeuteten Summanden ergeben. Wegen der angenommenen linearen Unab-h�angigkeit der Tangentenvektoren �r=�qi ist dieses System von f linearen Glei-
hungen f�ur die f generalisierten Bes
hleunigungen �qi eindeutig l�osbar und ergibtna
h Au
�osung ein System von Bewegungsglei
hungen der Formm�qi = Ki(q; _q; t) (i = 1; : : : ; f); (5:18)in dem die urspr�ungli
hen Bes
hr�ankungen der Bewegung ni
ht mehr zu erkennensind und das dieselbe Form wie die Bewegungsglei
hungen des zweiten Newton-s
hen Axioms (2.1) hat.Wir wollen hier au
h eine interessante S
hreibweise der Bewegungsglei
hung (5.13)festhalten, die uns sp�ater bei der Behandlung der Me
hanik mehrerer Massen-punkte wiederbegegnen wird. Dur
h eine Anwendung der Produktregel formenwir die linke Seite von (5.13) zun�a
hst um inm�r � �r�qi = ddt�m _r � �r�qi ��m _r � ddt� �r�qi �: (5:19)F�ur die weitere Umformung brau
hen wir die folgenden zwei suggestiven Iden-tit�aten. Aus (5.14) lesen wir � _r� _qi = �r�qi (5:20)ab und eine kleine Re
hnung ergibtddt� �r�qi � = fXj=1 �2r�qj�qi _qj + �2r�t�qi = ��qi � fXj=1 �r�qj _qj + �r�t � = � _r�qi : (5:21)Mittels (5.20) und (5.21) formen wir s
hlie�li
h (5.19) weiter um inm�r � �r�qi = ddt�m _r � � _r� _qi ��m _r � � � _r�qi � = ddt� �� _qi m2 _r2�� ��qi �m2 _r2�: (5:22)Unter Verwendung der kinetis
hen Energie T := m2 v2 und der De�nition der gen-eralisierten Kr�afte (5.15) erh�alt (5.13) damit die Formddt �� _qiT � ��qiT = Qi: (5:23)39



An dieser Stelle halten wir fest, da� die kinetis
he Energie als Funktion der genera-lisierten Koordinaten und Ges
hwindigkeiten T (q; _q; t), die aus (3.1) dur
h Ein-setzen von (5.14) erhalten wird, immer ein quadratis
hes Polynom in den gene-ralisierten Ges
hwindigkeiten ist.Falls die eingepr�agte Kraft F konservativ ist, gelingt folgende weitere Umformung.Mit F = �rV (r) (siehe (3.14)) ergibt si
h aus (5.15) sofortQi = �rV (r) � �r�qi = � ��qiV: (5:24)Man de�niert die Lagrangefunktion als Di�erenz aus kinetis
her und potentiellerEnergie, L(q; _q; t) := T � V: (5:25)Da die potentielle Energie V ni
ht von der Ges
hwindigkeit abh�angt (�V=� _qi = 0),kann man (5.23) f�ur konservative eingepr�agte Kr�afte in die Formddt �� _qiL� ��qiL = 0 (i = 1; : : : ; f) (5:26)bringen.Die Glei
hungen (5.26) hei�en Lagranges
he Bewegungsglei
hungen zweiterArt. Diese Glei
hungen stellen ein besonders bequemes, s
hematis
hes Verfahrenbereit, Bewegungsglei
hungen f�ur generalisierte Koordinaten aufzustellen. Manmu� nur die kinetis
he und die potentielle Energie dur
h Einsetzen von (5.11) und(5.14) dur
h die generalisierten Koordinaten und Ges
hwindigkeiten ausdr�u
kenund die damit gebildete Lagrangefunktion in (5.26) einsetzen.F�ur ein Anwendungsbeispiel greifen wir auf das s
hon fr�uher benutzte Pendelzur�u
k. Wir nehmen jetzt an, das Pendel s
hwinge in einer fest vorgegebenenEbene. Als generalisierte Koordinate k�onnen wir dann den Winkel ' zwis
hen derVertikalen dur
h den Aufh�angepunkt und dem Pendelfaden w�ahlen. Die potentielleEnergie ist dur
h V = mgh = mgl(1 � 
os') und die kinetis
he Energie dur
hT = m2 v2 = ml2 _'2=2 gegeben. Mit �L=� _' = ml2 _' und �L=�' = �mgl sin'erhalten wir sofort die Bewegungsglei
hung l �'+ g sin' = 0..
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Im Falle skleronomer Zwangsbedingungen kann man den Energiesatz in der fr�uherdiskutierten Form benutzen. Es gilt n�amli
h die Aussage:F�ur skleronome Zwangsbedingungen leisten die Zwangskr�afte keineArbeit.Man kann dies sowohl aus den Glei
hungen (5.4) und (5.3) { �f�=�t = 0 =)_r � rf� = 0 =) _r � F0 = 0 { als au
h aus den Glei
hungen (5.14) und (5.12) {�r=�t = 0 =) _r � F0 = P _qj�r=�qj � F0 = 0 { herleiten. Im Energiesatz sind indiesem Falle die Zwangskr�afte ni
ht zu ber�u
ksi
htigen.Als Beispiel betra
hten wir eine Ruts
hbahn, auf der ein Kind reibungsfrei aus derH�ohe h mit der Anfangsges
hwindigkeit v0 = 0 ruts
ht. Aus der G�ultigkeit desEnergiesatzes E = m2 v2 +mgy folgt eine Endges
hwindigkeit v = p2gh, die si
hni
ht von der beim freien Fall unters
heidet. Die Wirkung der Ruts
hbahn bestehtnur darin, die Ri
htung der Endges
hwindigkeit in die Horizontale umzulenken unddie Dauer des Vergn�ugens zu verl�angern.
h

.
g=mF

=00

v

v 

y

Da� bei rheonomen Zwangsbedingungen die Zwangskr�afte im allgemeinen sehrwohl (positive oder negative) Arbeit leisten, verdeutli
ht man si
h lei
ht amBeispiel eines Fahrstuhls. Die Zwangskraft auf einen im Fahrstuhl gehobe-nen oder gesenkten K�orper wirkt der S
hwerkraft entgegen und leistet beiAufw�artsbewegung (Abw�artsbewegung) am K�orper positive (negative) Arbeit.Als weitere Anwendung des Energiesatzes f�ur skleronome Zwangsbedingungenkommen wir auf das ebene Pendel zur�u
k, f�ur das wir oben die Bewegungs-glei
hung l �'+ g sin' = 0 f�ur die generalisierte Koordinate ' abgeleitet haben. Inder Absi
ht, diese Di�erentialglei
hung zu l�osen, wird man mit mathematis
hemS
harfbli
k auf die Idee kommen, sie mit _' zu multiplizieren, weil eine Zeitintegra-tion dann den Weg zur vollst�andigen L�osung er�o�net. Eine physikalis
he Betra
h-tungsweise dieses Problems wird den soeben diskutierten Energiesatz nutzen, umletztli
h denselben L�osungsweg zu bes
hreiten. Der Energieerhaltungssatz f�ur dasebene Pendel lautet E = T + V = m2 l2 _'2 +mgl(1� 
os'): (5:27)Wir nehmen an, das Pendel habe einen maximalen Auss
hlag '0, und werdenmittels der Glei
hung E = mgl(1 � 
os'0) die Energie dur
h '0 ausdr�u
ken.41



Unter Verwendung der Halbwinkelformel 
os� = 1 � 2 sin2(�=2) erhalten wir sol _'2 = 4g(sin2('0=2) � sin2('=2)). Na
h Trennung der Variablen wird diese Dif-ferentialglei
hung mit der Anfangsbedingung '(t = 0) = 0 dur
hrgl t = 12 Z '0 d' 0qsin2('0=2)� sin2(' 0=2) (5:28)gel�ost. Das verbleibende Integral ist ein elliptis
hes Integral, das man dur
heine geeignete Substitution auf Normalform bringen kann. Wir de�nieren denParameter k := sin('0=2) und f�uhren die neue Integrationsvariable s mittels derSubstitution sin('=2) = k sins ein, dur
h die das Intervall 0 < ' < '0 auf dasInterval 0 < s < �=2 abgebildet wird. Die obige L�osung s
hreibt si
h dann alsrgl t = Z s(')0 ds 0p1� k2 sin2s 0 � F (k; s): (5:29)Das dur
h F (k; s) de�nierte Integral ist die Legendres
he Normalform des (un-vollst�andigen) elliptis
hen Integrals erster Art. Die S
hwingungsdauer des Pendelsergibt si
h damit alsT = 4s lg Z �=20 dsp1� k2 sin2s = 4s lg K(k); (5:30)wo K(k) das vollst�andige elliptis
he Integral erster Art ist. Im Grenzfall kleinerS
hwingungsamplituden k ! 0 erhalten wir nat�urli
h das bekannte Ergebnis f�urden harmonis
hen OszillatorT = 2�s lg ('0 � �) (5:31)zur�u
k, f�ur steigende Amplituden w�a
hst die S
hwingungsdauer an und f�ur '0 !� (k ! 1) geht sie gegen unendli
h. Korrekturen zum harmonis
hen Grenzfallk�onnen dur
h eine Reihenentwi
klung der obigen Formel na
h Potenzen von kbere
hnet werden. Die binomis
he Reihe ergibt1p1� k2 sin2s = 1Xn=0��1=2n �(�k2 sin2')n (5:32)glei
hm�a�ig im Integrationsintervall f�ur k < 1. Na
h Vertaus
hung von Summeund Integration bere
hnet man die Integrale der einzelnen Summanden zuZ �=20 (�1)n sin2n'd' = �2��1=2n � (5:33)42



und erh�alt die Reihenentwi
klungT = 2�s lg 1Xn=0��1=2n �2k2n = 2�s lg �1 + 14 sin2 '02 + 964 sin4 '02 + : : :�: (5:34)Damit s
hlie�en wir dieses Beispiel ab, mit dem wir au
h ein Beispiel f�ur die Ent-wi
klung eines ni
ht elementaren Integrals na
h einem kleinen Parameter gebenwollten. Als weiteres Beispiel skizzieren wir no
h kurz das sph�aris
he Pendel,f�ur das si
h als generalisierte Koordinaten die Winkelvariablen der Kugelkoordi-naten (1.14) anbieten. Wir w�ahlen den Aufh�angepunkt als Aufpunkt und lassendie Polara
hse # = 0 in Ri
htung der Ruhelage des Pendels na
h unten zeigen.Die generalisierten Ges
hwindigkeiten lesen wir aus (1.17) ab und erhalten dieLagrangefunktionL = T � V = m2 l2 ( _#2 + _'2 sin2 #)�mgl(1� 
os#): (5:35)Na
h (5.26) leiten wir daraus die Lagrangeglei
hungenml2 (�#� _'2 sin # 
os#) +mgl sin # = 0ddt��T� _' � � ddt�ml2 _' sin2 #� = 0: (5:36)ab. F�ur die erste Glei
hung kann man dur
h Multiplikation mit _# und Integrationau
h hier ein erstes Integral gewinnen, das wieder die Bedeutung des Energieer-haltungssatzes hat. Die zweite Glei
hung ist besonders einfa
h, weil die Lagrange-funktion von der Variablen ' gar ni
ht abh�angt, und dr�u
kt die Erhaltung dervertikalen Komponente des Drehimpulses Lz aus. Man ma
ht si
h lei
ht klar, da�die Komponente des Drehmoments (4.3) sowohl der eingepr�agten S
hwerkraft r�Fals au
h der Zwangskr�afte r�F0 in dieser Ri
htung vers
hwindet und deshalb Lzna
h (4.5) erhalten sein mu�. Diese beiden Erhaltungss�atzem2 l2 ( _#2 + _'2 sin2 #) +mgl(1� 
os#) = Eml2 _' sin2 # = Lz; (5:37)ebenen den Weg zu einer vollst�andigen L�osung dieses Problems, die wir hier aberni
ht weiter verfolgen wollen.Im Zusammenhang mit der Bedingung (5.12) f�ur die Zwangskr�afte und mitder Form (5.13) der Bewegungsglei
hungen kann man den wi
htigen Begri� dervirtuellen Arbeit diskutieren. Wir f�uhren dazu zun�a
hst den Begri� dervirtuellen Verr�u
kung Ær mittels der FormelÆr := fXi=1 �r�qi Æqi (5:38)43



ein. Unter virtuellen Verr�u
kungen eines Massenpunktes in einem Punkt derZwangsmannigfaltigkeit versteht man alle Verr�u
kungen, die bei festgehaltenerZeit tangential zur Mannigfaltigkeit stehen. Wenn wir die Verr�u
kungen Æqi alsin�nitesimal klein betra
hten, kann man die virtuellen Verr�u
kungen Ær au
h alsbeliebige in�nitesimale Verr�u
kungen in der Zwangsmannigfaltigkeit bei festgehal-tener Zeit au�assen. Mit Hilfe dieses Begri�es kann man die f Bedingungen (5.12)au
h in die eine Bedingung ÆA0 := F0 � Ær = 0 (5:39)zusammenfassen, die man in Worten folgenderma�en ausdr�u
ken kann:Unter virtuellen Verr�u
kungen leisten Zwangskr�afte keine Arbeitoder Die virtuelle Arbeit der Zwangskr�afte vers
hwindet.F�ur skleronome Zwangsbedingungen sind die virtuellen Verr�u
kungen identis
hmit in�nitesimalen realen Verr�u
kungen. Essentiell ist die Ma�gabe, da� beivirtuellen Verr�u
kungen die Zeit festzuhalten ist, im Falle von zeitabh�angigenZwangsbedingungen. Wir hatten ja s
hon betont, da� in diesem Fall die Zwangs-kr�afte sehr wohl reale Arbeit leisten.Aus (5.2) und (5.39) folgt sofort eine alternative S
hreibweise der Bewegungsglei-
hungen (5.13) mittels virtueller Verr�u
kungen:(F�m�r) � Ær = 0: (5:40)Der dur
h diese Glei
hung ausgedr�u
kte Sa
hverhalt wird das d'Alemberts
hePrinzip genannt. Jean{Baptist de Rond d'Alembert (1717-1783) hat diesesPrinzip aus einer Verallgemeinerung des Prinzips der virtuellen Arbeit gewon-nen, mit dem man Glei
hgewi
htszust�ande identi�zieren kann. Dieses Prinzipergibt si
h aus (5.40) im Glei
hgewi
ht, d.h. f�ur den Fall vers
hwindender Be-s
hleunigung, als ÆA := F � Ær = 0: (5:41)Falls die eingepr�agte Kraft F konservativ ist und damit ein Potential V besitzt, giltÆA = �ÆV und Glei
hgewi
ht herrs
ht an sol
hen Stellen, an denen das PotentialV auf der Zwangsmannigfaltigkeit Maxima, Minima oder Wendepunkte hat. Inder folgenden Figur sind diese drei wohlbekannten Glei
hgewi
htssituationen no
heinmal dargestellt und dur
h Angabe der Ri
htungen der auftretenden Kr�afte inder N�ahe der Glei
hgewi
htslage 
harakterisiert..
. ... .

.. .
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F�ur die begri�i
he Verallgemeinerung des Prinzips der virtuellen Arbeit auf einau
h f�ur bes
hleunigte K�orper g�ultiges Prinzip hat d'Alembert den Bes
hleuni-gungsterm in (5.40) als Tr�agheitskraft aufgefa�t: F? := �m�r. Damit konnteer der Bewegungsglei
hung (5.40) die Bedeutung einer Glei
hgewi
htsbedingunggeben, indem er sagte:Die virtuelle Arbeit der Summe von eingepr�agter Kraft undTr�agheitskraft vers
hwindet.Die obigen Prinzipien entfalten ihre ganze N�utzli
hkeit erst ri
htig na
h Verallge-meinerung auf mehr als einen Massenpunkt.Wir haben oben zwei Zug�ange zu einer systematis
hen Behandlung holonomerZwangsbedingungen (5.1) bes
hrieben, die auf die Lagrangeglei
hungen erster Art(5.1-3) und zweiter Art (5.26) f�uhrten. Nat�urli
h gibt es au
h Zw�ange, die manni
ht dur
h holonome Bedingungen des Typs (5.1) ausdr�u
ken kann. Eine inter-essante Klasse ni
ht{holonomer Zwangsbedingungen werden wir erst sp�aterdiskutieren, weil si
h sinnvolle Beispiele f�ur diese Zw�ange nur f�ur Systeme mitmehreren Massenpunkten ergeben. Ein anderer Typ ni
ht{holonomer Zwangsbe-dingungen enth�alt Unglei
hungen f(r; t) � 0 (5:42)anstelle von Glei
hungen. Einfa
he Beispiele daf�ur sind der Massenpunkt in einemFahrstuhl oder auf einer beliebigen Unterlage, dur
h die er na
h unten begrenztist, von der er aber na
h oben abheben kann. Im Falle des Fadenpendels, dessenFaden ni
ht immer gespannt sein mu�, haben wir sol
he Zw�ange oben s
hon kurzerw�ahnt. Sol
he Zw�ange lassen si
h o�enbar st�u
kweise wie holonome Zw�angebehandeln, n�amli
h solange der Massenpunkt die Glei
hung f(r; t) = 0 erf�ullt.Man mu� nur ein Kriterium daf�ur �nden, wie lange diese Glei
hung g�ultig ist.Solange der Massenpunkt die Glei
hung f(r; t) = 0 erf�ullt, besteht die Wirkungdes Zwanges (5.42) darin, ihn am Eindringen in das Gebiet f(r; t) < 0 zu hindern.Das kann nur dur
h eine Zwangskraft ges
hehen, die in Ri
htung des Gebietesf(r; t) > 0 zeigt, in das au
h der Normalenvektor gradf geri
htet ist. Mit derGlei
hung (5.3) f�ur die Zwangskraft erhalten wir somit das folgende Kriterium:Die ni
htholonome Zwangsbedingung (5.42) wirkt wie die holonomeZwangsbedingung f(r; t) = 0, solange der zugeh�orige Lagranges
heMultiplikator � positiv ist.
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II. Me
hanik der Massenpunktsysteme (Punktme
hanik)6. Einf�uhrungIm folgenden Teil der Vorlesung befassen wir uns mit der Me
hanik eines Systemsvon n Massenpunkten (n � 1), au
h kurz Punktme
hanik genannt. Die imersten Teil behandelte Me
hanik eines einzelnen Massenpunktes stellt den einfa
h-sten Spezialfall daf�ur dar. Sie wurde vorangestellt, damit Sie si
h in Ruhe mit eini-gen wi
htigen Grundbegri�en der Me
hanik vertraut ma
hen konnten. Alle dieseGrundbegri�e spielen au
h in der Me
hanik der Punktsysteme eine wesentli
heRolle. Es werden allerdings neue Begri�e hinzukommen, zum Beispiel der desMassenmittelpunkts, der im Falle eines einzelnen Massenpunktes ohne Bedeutungist. Au�erdem werden wir zus�atzli
he Prinzipien formulieren, zum Beispiel dasHamiltons
he Prinzip, die neben den s
hon bespro
henen wesentli
he Bestandteileder analytis
hen Me
hanik sind.Eine Punktme
hanik ist o�ensi
htli
h angemessen f�ur die Bes
hreibung von Sys-temen wie dem Sonnensystem, wenn man die Planeten als Massenpunkte au�a�t.Die volle Bedeutung der Punktme
hanik wird allerdings erst klar, wenn mandaran denkt, da� alle Materie aus Elementarbausteinen aufgebaut ist, die manna
h g�angiger Au�assung als punktf�ormig ansieht. In diesem Sinne ist die Punkt-me
hanik die jede Me
hanik umfassende Me
hanik. Ausgedehnte Materiest�u
kek�onnen ebenfalls als Systeme aus Massenpunkten angesehen werden, die aufgrundvon inneren Kr�aften zusammenhalten. So ist f�ur feste Materie oft das Modelldes starren K�orpers von Nutzen, bei dem die einzelnen Massenpunkte denZwangsbedingungen unterliegen, da� die Abst�ande von je zwei Massenpunktenfest vorgegeben sind. Diese wi
htige Klasse von Punktsystemen werden wir imdritten Teil der Vorlesung gesondert diskutieren. Au
h die im vierten Teil zubehandelnden deformierbaren Medien werden als ein Spezialfall f�ur Punktsys-teme anzusehen sein.Es mu� hier erw�ahnt werden, da� aufgrund j�ungerer Entwi
klungen in der The-orie der Elementarteil
hen au
h die Me
haniken ni
ht punktf�ormiger Objekteeine wa
hsende Bedeutung erlangt haben. Zu nennen w�are insbesondere dieMe
hanik linienf�ormiger Objekte, die String{Me
hanik, aber au
h diejeni-gen f�ur 
�a
henhafte und h�oherdimensionale fundamentale Objekte, die Brane{Me
hanik.F�ur die kinematis
he Bes
hreibung eines Systems von n Massenpunkten sind nOrtsvektoren ri(t) (i = 1; : : : ; n) (6:1)anzugeben, die im Ursprung O eines Bezugssystems angelegt werden. Die Be-wegungsgesetze f�ur diese Massenpunkte wird man vorzugsweise wieder in einemInertialsystem bes
hreiben. Wenn mi die Masse des i{ten Massenpunktes ist,lauten die Bewegungsglei
hungen wie in (2.1)mi�ri = Fi (i = 1; : : : ; n): (6:2)46



Die Kr�afte Fi setzen si
h jetzt aus Anteilen zusammen, deren Quellen au�erhalbund innerhalb des betra
hteten Systems liegen. Man unters
heidet dementspre-
hend �au�ere oder externe Kr�afte F(e)i und innere Kr�afte Fi k, die vomMassenpunkt k stammen, und �ndet insgesamt die KraftFi = F(e)i + nXk=1Fi k: (6:3)Damit die Summation ni
ht auf k 6= i einges
hr�ankt werden mu�, tre�en wir dieVereinbarung Fi i = 0. (Ein Massenpunkt �ubt keine Kraft auf si
h selbst aus.)Im Prinzip kann man dur
h eine geeignete Erweiterung des Systems immer �au�ereKr�afte zu inneren ma
hen. Falls aber die Quellen von �au�eren Kr�aften dur
h dasbetra
htete Massenpunktsystem ni
ht beein
u�t werden, wird man diese Quellenals fest vorgegeben ni
ht in das System einbeziehen. Systeme, auf die keine �au�erenKr�afte wirken, nennt man abges
hlossen.Innere Kr�afte, die zwis
hen je zwei Massenpunkten i und k wirken, haben na
hdem Reaktionsprinzip (2.2) die fundamentale Eigens
haftFi k = �Fk i; (6:4)die, wie wir s
hon in Kapitel 2 gesehen haben, ganz wi
htige Konsequenzen hat.Wie s
hon in (2.1) h�angen die �au�eren Kr�afte im allgemeinen von der Lage undder Ges
hwindigkeit des beein
u�ten Massenpunktes und der Zeit ab:Fi = Fi(ri;vi; t): (6:5)Die inneren Kr�afte werden dagegen im allgemeinen ni
ht von der Zeit abh�angen,daf�ur aber von der Lage und viellei
ht au
h der Ges
hwindigkeit der beidenbeteiligten Massenpunkte: Fi k = Fi k(ri;vi; rk;vk): (6:6)�Au�ere Kr�afte r�uhren letztli
h nat�urli
h immer von Zweik�orperkr�aften des Typs(6.6) her, indem Ort rk(t) und Ges
hwindigkeit vk(t) der �au�eren Quelle k festvorgegeben sind.Das System (6.2) von n Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung hat eine ein-deutige L�osung, wenn die Lagen ri und die Ges
hwindigkeiten vi aller n Massen-punkte zu einer Anfangszeit t0 vorgegeben werden.
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7. Erhaltungss�atzeW�ahrend die detaillierte Bewegung eines Systems von Massenpunkten im all-gemeinen beliebig verwi
kelt sein kann, gibt es in Verallgemeinerung unsererentspre
henden Betra
htungen f�ur einen Massenpunkt eine Reihe von Erhal-tungss�atzen, die gewisse Aussagen �uber die Bewegung von Systemen als Ganzesgestatten. Diese Erhaltungss�atze werden wir im vorliegenden Kapitel bespre
hen.Unter dem Gesamtimpuls eines Systems von n Massenpunkten mit den Massenmi und den Ges
hwindigkeiten vi verstehen wir die Gr�o�eP := nXi=1mivi = nXi=1 pi; (7:1)d.h. die Summe der Einzelimpulse (4.1). Dur
h Summation der Bewegungsglei-
hungen (6.2,3) �uber alle Massenpunkte �nden wir damit die Glei
hungdPdt = nXi=1 Fi = nXi=1 F(e)i + nXi;k=1Fi k = nXi=1 F(e)i : (7:2)Hierbei hat si
h die Doppelsumme �uber die inneren Kr�afte wegen des Reaktions-prinzips (2.2, 6.4) herausgehoben. Wir haben damit den Impulssatz f�ur Systemevon Massenpunkten gewonnen:Die zeitli
he Ableitung des Gesamtimpulses ist glei
h der Resul-tierenden der �au�eren Kr�afte.Wenn keine �au�eren Kr�afte vorhanden sind, das System also abges
hlossen ist,folgt daraus soglei
h der Satz von der Erhaltung des Gesamtimpulses:In einem abges
hlossenen System ist der Gesamtimpuls zeitli
h kon-stant.Der Impulssatz erh�alt eine viel ans
hauli
here Interpretation mithilfe des Begri�sdes Massenmittelpunktes. Wir bezei
hnen die Gesamtmasse eines Systemsmit M := nXi=1mi: (7:3)Der Massenmittelpunkt des Systems ist dann dur
h die Glei
hungR := 1M nXi=1miri (7:4)gegeben. Der Massenmittelpunkt liegt immer im Inneren der konvexen H�ulleder dur
h die n Massenpunkte gegebenen Punktmenge. (Unter konvexer H�ulleversteht man die dur
h die Punkte r =Pni=1 �iri mit beliebigen Gewi
hten �i � 0unter der Nebenbedingung Pni=1 �i = 1 aufgespannte Punktmenge.)48



Aus (7.1) und (7.4) folgt nun sofortP =M _R (7:5)oder in Worten:Der Gesamtimpuls ist glei
h dem Produkt aus der Gesamtmasseund der Ges
hwindigkeit des Massenmittelpunktes.Den Impulssatz (7.2) k�onnen wir damit au
h als Bewegungsglei
hung des Massen-mittelpunktes M �R = nXi=1 F(e)i (7:6)au�assen und in Worten folgenderma�en als Satz vom Massenmittelpunkt for-mulieren:Der Massenmittelpunkt bewegt si
h so, als ob in ihm die gesamteMasse des Systems vereinigt w�are und auf ihn die Resultierendealler �au�eren Kr�afte wirkte.Ents
heidend ist hier die Tatsa
he, da� die inneren Kr�afte keinerlei Ein
u� aufdie Bewegung des Massenmittelpunktes haben. Wie s
hon in Kapitel 2 kurzangedeutet, re
htfertigt die Bewegungsglei
hung (7.6) erst, zusammengesetzteK�orper unter geeigneten Umst�anden als Massenpunkte zu betra
hten. Im homoge-nen Gravitationsfeld ist die resultierende Kraft Pni=1 F(e)i =Pni=1mig =Mg tri-vialerweise identis
h mit der auf die Punktmasse M wirkenden Kraft. Aus diesemGrunde nennt man den Massenmittelpunkt au
h oft S
hwerpunkt. Es stelltsi
h heraus, da� die resultierende Gravitationskraft zwis
hen zwei Himmelsk�orpernebenfalls exakt glei
h derjenigen ist, die zwis
hen deren punktf�ormigen Attrappenwirkt, solange die beiden Himmelsk�orper kugelsymmetris
h sind. Dies folgt auseiner einfa
hen Anwendung des Gau�s
hen Integralsatzes und wird Ihnen im Rah-men der Elektrodynamikvorlesung n�aher erl�autert werden.F�ur abges
hlossene Systeme gilt alsoM �R = 0 oder R(t) = R0 +V0 � t: (7:7)Der Erhaltungssatz f�ur den Gesamtimpuls hat daher die ans
hauli
he Bedeu-tung, da� der Massenmittelpunkt si
h geradlinig glei
hf�ormig bewegt. Dies istdas Analogon des 1. Newtons
hen Axioms f�ur Systeme von Massenpunkten. Ganzwesentli
h ist daf�ur das 3. Newtons
he Axiom (2.2, 6.4) gewesen. Wir halten fest,da� wir f�ur abges
hlossene Systeme von n Massenpunkten 6 der 6n Integrationen,die zur L�osung der Bewegungsglei
hungen n�otig sind, ausf�uhren k�onnen (6 ersteIntregrale der Bewegung).Mit dem Ziel der Herleitung eines Energiesatzes gehen wir wie in Kapitel 3 beieinem einzigen Massenpunkt vor. Wir multiplizieren die Bewegungsglei
hung (6.2)mit der Ges
hwindigkeit _ri und erhalten na
h Summation �uber alle MassenpunktenXi=1mi _ri � �ri = nXi=1 Fi � _ri: (7:8)49



Die Gr�o�e T := nXi=1 mi2 _r2i (7:9)hat die Bedeutung der gesamten kinetis
hen Energie des Systems. Indem man(7.8) na
h der Zeit integriert, erh�alt manT2 � T1 = Z t2t1 nXi=1 Fi � _ri dt � A: (7:10)Hier bezei
hnet A die im Zeitintervall zwis
hen t1 und t2 von den �au�eren undinneren Kr�aften an den n Massenpunkten geleistete Arbeit. Ohne weitere An-nahmen ist die Glei
hung (7.10) ni
ht sehr n�utzli
h, weil der Arbeitsbegri� indieser Allgemeinheit zu verwi
kelt und unans
hauli
h bleibt. Man wird wiederanstreben, die Zeitintegration in (7.10) ausf�uhren zu k�onnen, wie das in Kapitel 3f�ur konservative Kr�afte gelang.Die Arbeit der �au�eren Kr�afte wird lei
ht �ubers
haubar, wenn diese konservativim fr�uheren Sinne sind. Falls Potentiale Vi(r) existieren, so da�Fi(ri) = �rVi(r)���r=ri = � ��riVi(ri); (7:11)so gilt f�ur die von dieser Kraft geleistete ArbeitA(e)i = Z t2t1 F(e)i � _ri dt = � Z t2t1 ddtVi(ri(t)) dt = ��Vi(ri(t2))� Vi(ri(t1))� (7:12)und die gesamte von den �au�eren Kr�aften geleistete Arbeit s
hreibt si
h alsA(e) = � nXi=1�Vi(ri(t2))� Vi(ri(t1))�: (7:13)Wir wollen nun fragen, wel
he Eigens
haft die inneren Kr�afte haben m�ussen,damit eine �ahnli
he Vereinfa
hung m�ogli
h ist. Es wird o�enbar notwendigsein, da� die inneren Kr�afte unabh�angig von den Ges
hwindigkeiten vj sind:Fj k = Fj k(rj ; rk). Ein m�ogli
hes Potential Wjk(rj ; rk) wird dann ebenfallsvon den beiden Ortsvektoren rj und rk abh�angen. Die totale Zeitableitung diesesPotentials lautet ddtWjk(rj(t); rk(t)) = �Wjk�rj � _rj + �Wjk�rk � _rk: (7:14)In dem Ausdru
k A(i) := Z t2t1 nXj;k=1Fj k � _rj dt (7:15)50



f�ur die Arbeit der inneren Kr�afte �nden wir die re
hte Seite von (7.14) wieder,indem wir die beiden folgenden Identi�kationen vornehmen:Fj k = ��Wjk�rj und Fk j = ��Wjk�rk : (7:16)Die beiden Reaktionskr�afte Fj k und Fk j m�ussen also aus einer gemeinsamenPotentialfunktion Wjk (z.B. mit der Konvention j < k) folgen. Das Reaktion-sprinzip Fk j = �Fj k hat dann die Konsequenz, da���aWjk(rj + a; rk + a)��a=0 = ��rjWjk + ��rkWjk = �Fj k � Fk j � 0; (7:17)so da�Wjk(rj+a; rk+a) unabh�angig vom Vers
hiebungsvektor a ist. Damit h�angtWjk(rj ; rk) aber nur vom Di�erenzvektor rj�rk ab (w�ahle dazu a = �rk) und wirk�onnen f�ur jedes Paar (j; k) von Massenpunkten das We
hselwirkungspotentialV(j;k)(rj � rk) :=Wjk(rj � rk; 0) =Wjk(rj; rk) (7:18)einf�uhren.Wir haben damit herausgefunden, wann man We
hselwirkungskr�afte sinnvoller-weise konservativ nennen wird, n�amli
h dann, wenn f�ur jedes Paar (j; k) vonMassenpunkten ein Potential V(j;k)(rj � rk) existiert, mit demFj k = � ��rj V(j;k)(rj � rk) = ��rk V(j;k)(rj � rk) = �Fk j (7:19)gilt. Es ist zu bea
hten, da� kein Unters
hied zwis
hen dem Paar (j; k) und demPaar (k; j) besteht und wegen (7.14) das Potential V(j;k) alle Beitr�age des Paares(j; k) in der Doppelsumme in (7.15) abde
kt. Der Anteil der inneren Kr�afte ander Arbeit (7.10) s
hreibt si
h dann alsA(i) = 12 nXj;k=1Z t2t1 �Fj k � _rj + Fk j � _rk� dt= X1�j<k�n Z t2t1 �Fj k � _rj + Fk j � _rk� dt= � X1�j<k�n�V(j;k)�rj(t2)� rk(t2)�� V(j;k)�rj(t1)� rk(t1)��: (7:20)
Die damit gefundene Eigens
haft konservativer We
hselwirkungskr�afte und derenPotentiale, nur vom Relativvektor rjk := rj � rk abh�angig zu sein, nennt manTranslationsinvarianz. Wir haben deshalb oben gezeigt, da� f�ur konservativeinnere Kr�afte das Reaktionsprinzip glei
hbedeutend mit Translationsinvarianz ist.51



Unter der Annahme, da� innere und �au�ere Kr�afte eines Systems von n Massen-punkten konservativ sind, folgt aus (7.10), (7.13) und (7.20) der Energieerhal-tungssatz, der aussagt, da� die GesamtenergieE � T + V (e) + V (i) = nXi=1 mi2 _r2 + nXi=1 Vi + X1�j<k�nV(j;k) (7:21)erhalten ist:Die Summe aus der kinetis
hen, der �au�eren potentiellen und derinneren potentiellen Energie ist zeitli
h konstant.F�ur man
he Zwe
ke erweist si
h die folgende Zerlegung der kinetis
hen Energie ineinen inneren und einen �au�eren Anteil als n�utzli
h. Wir zerlegen die Ortsvektorenri in den Vektor R von Aufpunkt zum Massenmittelpunkt des Systems und denVektor r0i vom Massenmittelpunkt zum Punkt i:ri = R+ r0i: (7:22)Dann gilt wegen (7.4) o�enbar nXi=1mir0i = 0; (7:23)wodur
h die gesamte kinetis
he Energie si
h zuT = nXi=1 mi2 ( _R+ _r0i)2 = M2 _R2 + nXi=1 mi2 _r02i = T (e) + T (i) (7:24)vereinfa
ht. Hierbei ist die externe kinetis
he Energie T (e) diejenige, die das Sys-tem h�atte, wenn si
h die Gesamtmasse M mit der Ges
hwindigkeit _R des Massen-mittelpunktes bewegte, und T (i) ist die kinetis
he Energie des Systems in einemBezugssystem, in dem der Massenmittelpunkt ruht.Abs
hlie�end halten wir no
h einmal fest, da� wir f�ur Systeme mit konservativenKr�aften eine Zeitintegration ausf�uhren k�onnen und so zum Energieerhaltungssatzkommen.Wir wollen nun in Analogie zu (4.5) einen Satz �uber den GesamtdrehimpulsL := nXi=1 Li = nXi=1mi ri � _ri (7:25)herleiten. Wir betonen no
h einmal, da� Drehimpulse ni
ht nur von der Wahl desBezugssystems, sondern au
h von der Wahl des Aufpunktes O im Bezugssystem52



abh�angen. Dur
h vektorielle Multiplikation der Bewegungsglei
hung (6.2) mit riund Summation �uber alle Massenpunkte erhalten wirdLdt = nXi=1mi ri � �ri = nXi=1 ri � Fi = nXi=1 ri � F(e)i + nXi;k=1 ri � Fi k: (7:26)Der erste Term auf der re
hten Seite stellt die Resultierende der Drehmo-mente (siehe (4.3)) der �au�eren Kr�afte dar, die wir mitN := nXi=1 ri � F(e)i (7:27)bezei
hnen. Von den Beitr�agen der inneren Kr�afte greifen wir aus der Doppel-summe in (7.26) die beiden Summandenri � Fi k + rk � Fk i = (ri � rk)� Fi k (7:28)heraus. Man erkennt an dieser Formel, da� der Beitrag der inneren Kr�aftezur zeitli
hen �Anderung des Gesamtdrehimpulses vers
hwindet, wenn die innerenKr�afte Zentralkr�afte in dem Sinne sind, da� die Kraft zwis
hen i{ten und demk{ten Massenpunkt in Ri
htung des Verbindungsvektors zwis
hen den beidenMassenpunkten zeigt. Tats�a
hli
h haben viele We
hselwirkungskr�afte diese Eigen-s
haft (Gravitationskraft, Coulombkraft). Unter der genannten Voraussetzung giltder Drehimpulssatz f�ur Systeme von Massenpunkten,dLdt = N; (7:29)oder in Worten:F�ur Systeme mit inneren Zentralkr�aften ist die zeitli
he Ableitungdes Gesamtdrehimpulses glei
h der Resultierenden der Drehmo-mente der �au�eren Kr�afte.Zu einem Drehimpulserhaltungssatz gelangt man nun, wenn das DrehmomentN vers
hwindet: L(t) = L0; wenn N = 0: (7:30)Wi
htige Beispiele f�ur die G�ultigkeit des Drehimpulserhaltungssatzes sind:- abges
hlossene Systeme (F(e)i = 0)- Systeme, bei denen die �au�eren Kr�afte F(e)i Zentralkr�afte mit einem gemein-samen Kraftzentrum O f�ur alle i sind; dann vers
hwindet N bez�ugli
h diesesZentrums O und L ist bez�ugli
h des Aufpunktes O erhalten.Um die Abh�angigkeit des Drehimpulses vom Aufpunkt zu studieren, f�uhren wireine Vers
hiebung des Aufpunktes um den festen Vektor a dur
h. Mit den Be-zei
hnungen ri = ��!OPi, r0i = ��!O0Pi und a = ��!OO0 haben wir die Transformationri = a+ r0i; _ri = _r0i (7:31)53



und daher gilt f�ur die Drehimpulse L0 bez�ugli
h O0 und L bez�ugli
h O dieBeziehung L0 = nXi=1mi (ri � a)� _ri = L� a�P: (7:32)Daraus folgt die Unabh�angigkeit des Drehimpulses vom Aufpunkt in Bezugssys-temen, in denen der Massenmittelpunkt ruht. Hinter diesem Ergebnis stehteine naheliegende Zerlegung des Gesamtdrehimpulses in einen inneren und einen�au�eren Anteil. W�ahlt man n�amli
h statt des obigen festen Aufpunktes O0 den(m�ogli
herweise bewegten) Massenmittelpunkt als neuen Bezugspunkt, so gilt mit(7.22,23) L = nXi=1mi (R+ r0i)� ( _R+ _r0i) =M R� _R+ L0: (7:33)Der hier auftretende Drehimpuls L0, der auf den Massenmittelpunkt bezogen ist,ist der sogenannte innere Drehimpuls L(i) des Systems. Wir halten daher fest:Im Bezugssystem des Massenmittelpunktes ist der Drehimpulsbez�ugli
h jedes Aufpunktes glei
h dem inneren Drehimpuls.Wenn man vom Drehimpuls eines Atoms, Atomkerns oder eines Elementarteil
hensspri
ht, meint man im allgemeinen den inneren Drehimpuls L(i).Wir zerlegen das Drehmoment (7.27) in Analogie zum Drehimpuls (7.33) inN = R� nXi=1 F(e)i + nXi=1 r0i � F(e)i : (7:34)Wegen der G�ultigkeit des Impulssatzes (7.2) heben si
h im Drehimpulssatz (7.29)die Zeitableitung des ersten Terms der re
hten Seite von (7.33) und der ersteTerm der re
hten Seite von (7.34) gegenseitig weg. F�ur Systeme mit innerenZentralkr�aften folgt daher aus dem Drehimpulssatz (7.29) die Glei
hungdL(i)dt = nXi=1 r0i � F(e)i ; (7:35)die bei beliebiger, au
h bes
hleunigter Bewegung des Massenmittelpunktes gilt.Wir merken uns:F�ur Systeme mit inneren Zentralkr�aften ist die zeitli
he Ableitungdes inneren Drehimpulses glei
h dem Moment der �au�eren Kr�aftebez�ugli
h des Massenmittelpunktes.Das Moment der �au�eren Kr�afte bez�ugli
h des Massenmittelpunktes ist oft lei
hterzu bere
hnen als das bez�ugli
h anderer Aufpunkte. So gilt etwa in einem homoge-nen S
hwerefeld N(i) =P r0i �mig =Pmir0i � g = 0 und deshalb ist der innereDrehimpuls eines im homogenen S
hwerefeld fallenden oder geworfenen K�orperskonstant. 54



Gro�e praktis
he Bedeutung hat der Drehimpulssatz f�ur die Bewegung starrerK�orper, die wir im 3. Abs
hnitt dieser Vorlesung no
h ausf�uhrli
h behandelnwerden. Hier wollen wir nur kurz die Rotation eines starren K�orpers um eine festeA
hse dur
h seinen Massenmittelpunkt betra
hten, die wir als z{A
hse unseresKoordinatensystems w�ahlen. Dann liegen die Ges
hwindigkeiten aller Punkte desstarren K�orpers in der (x; y){Ebene und haben den Betrag vi = li !, wo li denAbstand des Punktes i von der Dreha
hse und ! die Winkelges
hwindigkeitder Rotation bezei
hnet. Die z{Komponente des inneren Drehimpulses ist dannLz = nXi=1mi l2i ! = �!; (7:36)wo � das Tr�agheitsmoment des K�orpers bez�ugli
h der Dreha
hse ist.Zeitli
he Konstanz des Drehimpulses Lz ist glei
hbedeutend mit konstanterWinkelges
hwindigkeit !. Falls man allerdings dur
h innere Kr�afte, wennder K�orper ni
ht starr ist, das Tr�agheitsmoment �andern kann, mu� si
h dieWinkelges
hwindigkeit entspre
hend �andern, damit der Drehimpuls konstantbleibt (Drehs
hemelversu
h, Pirouette).In der Satellitente
hnik benutzt man innere Kreisel, um kleine Drehimpulse desSatelliten aufzufangen. Auf diese Weise verhindert man ni
ht nur unangenehmeRotationen des Satelliten, sondern ri
htet ihn au
h na
h dem Fixsternhimmel aus.Na
h demselben Prinzip fallen Katzen bekanntli
h immer auf die F�u�e, indem sieihren S
hwanz rotieren lassen.Wir halten abs
hlie�end fest, da� bei inneren Zentralkr�aften in abges
hlossenenSystemen der Drehimpuls L erhalten ist. Dies liefert 3 weitere Integrale der Be-wegungsglei
hungen.In einer Gesamtsi
ht der bespro
henen Erhaltungss�atze betra
hten wir jetzt einSystem, f�ur das alle diese Erhaltungss�atze g�ultig sind. Es waren f�ur die Impulser-haltung Abges
hlossenheit, f�ur die Energieerhaltung konservative innere Kr�afteund f�ur die Drehimpulserhaltung innere Zentralkr�afte erforderli
h. Wir betra
htendaher jetzt ein abges
hlossenes System mit inneren Kr�aften Fj k, die sowohl kon-servativ als au
h Zentralkr�afte sind:Fj k = � ��rjk V(j;k)(rjk); Fj k k rjk; (rjk := rj � rk): (7:37)Wir fragen, was diese beiden Eigens
haften zusammen bedeuten. Mit analyti-s
hen Mitteln kann man diese Frage beantworten, indem man den Gradienten inKugelkoordinaten s
hreibt:rV = �V�r er + 1r �V�# e# + 1r sin# �V�' e': (7:38)Der Gradient eines Potentials V (r) hat folgli
h nur eine radiale Komponente genaudann, wenn das Potential ni
ht von der Ri
htung des Vektors r abh�angt, also eine55



Funktion allein des Betrages r(jk) := jr(jk)j ist. Wegen der Identit�at �r(jk)=�r(jk) =r(jk)=r(jk) = n(jk) (siehe Kapitel 4) erhalten wir dannFj k = � ��r(jk)V(j;k)(r(jk)) = ��V(j;k)�r(jk) � n(jk): (7:39)Wir halten fest:Konservative innere Zentralkr�afte Fj k leiten si
h aus einem Po-tential V(j;k)(r(jk)) ab, das nur vom Betrag des Relativvektors r(jk)abh�angt.Ein ans
hauli
heres geometris
hes Verst�andnis f�ur diesen Sa
hverhalt gewinnt manaus der �Uberlegung, da� unter den Annahmen (7.37) die �Aquipotential
�a
hen, zudenen der Gradient des Potentials immer senkre
ht steht, Kugeln sein m�ussen.F�ur ein abges
hlossenes System mit inneren Kr�aften vom Typ (7.39) gelten alsodie folgenden Erhaltungss�atze:(1) Impulserhaltung (wegen Fj k = �Fk j), se
hs Integrale,R = R0 + v0 � t: (7:40)(2) Energieerhaltung (wegen Fj k = ��V(j;k)=�r(jk)), ein Integral,E = nXi=1 mi2 v2i + nX1�j<k�nV(j;k)(r(jk)): (7:41)(2) Drehimpulserhaltung (wegen V(j;k) = V(j;k)(r(jk))), drei Integrale,L = nXi=1 ri �mi vi: (7:42)Wir haben damit insgesamt 10 Integrale der Bewegungsglei
hungen gewonnen.Man wird nun die Frage stellen, warum wir genau 10 Intergrale der Bewegungsglei-
hungen gewonnen haben. Wird man ni
ht dur
h gen�ugendes Na
hdenken weitereIntegrale auÆnden? Die Antwort auf diese Frage ist negativ, wenn man an allge-meine Integrale der obigen Art denkt. Dies wurde 1887 von Bruns und 1889 vonPoin
ar�e f�ur das Dreik�orperproblem gezeigt.Warum es genau 10 allgemeine Integrale gibt, versteht man dur
h die Betra
htungder Invarianzeigens
haften eines abges
hlossenen Systems. Wir nehmen unter Ver-allgemeinerung von (6.2) Bewegungsglei
hungen der Formmi �ri = Fi(r1; : : : ; rn;v1; : : : ;vn; t) (i = 1; : : : ; n) (7:43)an, die si
h unter den folgenden Transformationen ni
ht �andern sollen:56



(1) Zeittranslationen, t! t+ t0(() Fi h�angt ni
ht von t ab)(2) Raumtranslationen, ri ! ri + a(() Fi h�angt nur von den Di�erenzen ri � rk ab)(3) Galilei{Transformationen (im engeren Sinne), ri ! ri + v0 � t(() Fi h�angt nur von den Di�erenzen vi � vk ab)(4) Drehungen, ri ! Dri, vi ! DviF�ur Kr�afte vom Typ (7.39) haben die Bewegungsglei
hungen die genannten Invar-ianzen.Alle Transformationen, die si
h dur
h Aneinanderreihung der obigen Transforma-tionen ausf�uhren lassen, lassen die Bewegungsglei
hungen (7.43) unter den genann-ten Bedingungen f�ur die Kr�afte Fi invariant. F�uhrt man in der Menge dieser Trans-formationen das Hintereinanderausf�uhren als Produktoperation ein, so bildet dieseMenge eine Gruppe, die inhomogene Galilei{Gruppe, deren Elemente manGalilei{Transformationen (im weiteren Sinne) nennt. Die Eigens
haft des Sys-tems (7.43), unter allen Transformationen der Galilei{Gruppe invariant zu sein,nennt man Galilei{Invarianz.Man stellt nun fest, da� die oben aufgef�uhrten Transformationen si
h dur
h ins-gesamt 10 skalare Parameter 
harakterisieren lassen: t0, a, v0 und die drei Pa-rameter, dur
h die Drehungen parametrisiert werden (letzteres werden wir no
hausf�uhrli
h beim starren K�orper diskutieren). In mathematis
her Terminologie istdie Galilei{Gruppe eine 10{parametrige kontinuierli
he Gruppe. Es gibt nun einenallgemeinen Satz, dasNoethers
he Theorem (Emmy Noether, 1882-1935), na
hdem eine m{parametrige Invarianzgruppe eines physikalis
hen Systems die glei
heZahl von Erhaltungsgr�o�en zur Folge hat. Dieser Satz erkl�art somit, warum wires auf 10 Erhaltungsgr�o�en gebra
ht haben. Wir werden hier das Noethers
heTheorem ni
ht in seiner Allgemeinheit formulieren, sondern seine S
hlu�weise an-hand eines einfa
hen Beispiels demonstrieren. In Kapitel 11 werden wir jedo
h aufdieses Theorem zur�u
kkommen.Wir betra
hten das System (7.43) von Bewegungsglei
hungen unter der Annahme,da� die Kr�afte si
h aus einem ges
hwindigkeits{ und zeitunabh�angigen Potentialherleiten lassen: Fi = � ��riV (r1; : : : ; rn): (7:44)Dieses Potential soll zun�a
hst eine v�ollig allgemeine Funktion seiner n vektoriellenVariablen sein. Es mu� si
h insbesondere ni
ht aus einem �au�eren Potential undinneren Zweik�orperpotentialen zusammensetzen. Wir gehen mit (7.44) also deut-li
h �uber die bisher behandelten F�alle hinaus. Ein sol
h allgemeines Potentialist tats�a
hli
h ni
ht nur von hypothetis
hem Interesse, sondern ergibt si
h zumBeispiel als e�ektives Potential, in dem si
h die Atomkerne eines Molek�uls be-wegen, wenn man die Quantenme
hanik der Elektronen in der sogenannten adia-batis
hen N�aherung behandelt. 57



Ein Impulserhaltungssatz gilt mit (7.44) nat�urli
h ni
ht, da V ja zum Beispiel�au�ere Kr�afte enthalten k�onnte. Wir ma
hen jetzt die zus�atzli
he Annahme derTranslationsinvarianz f�ur V :V (r1 + a; : : : ; rn + a) = V (r1; : : : ; rn): (7:45)Diese Forderung beinhaltet im �ubrigen glei
hzeitig die Galilei{Invarianz (im en-geren Sinne), weil die Bewegungsglei
hungen damit invariant unter allen zeit-abh�angigen Vers
hiebungen der Form a = a0 + v0 � t sind. F�ur Mehrk�orperkr�afte,die in (7.44) enthalten sein k�onnen, kann ein Reaktionsprinzip (2.2, 6.4) ni
ht for-muliert werden. Die Translationsinvarianz ersetzt in dem hier vorliegenden Falldas Reaktionsprinzip. Mit_P = nXi=1mi�ri = nXi=1 Fi = � nXi=1 ��riV (r1; : : : ; rn)= � ��aV (r1 + a; : : : ; rn + a)���a=0 = 0 (7:46)folgt aus (7.45) die Impulserhaltung. Dies ist ein typis
hes Beispiel f�ur die Aussagedes Noethers
hen Theorems.Wenn man aus dem allgemeinen Potential (7.44) auf Drehimpulserhaltung s
hlie-�en m�o
hte, ist der Begri� Zentralpotential dur
h die Eigens
haft der Rotations-invarianz zu ersetzen, die f�ur alle Drehungen D die BeziehungV (Dr1; : : : ;Drn) = V (r1; : : : ; rn) (7:47)fordert. Wir werden die Drehungen D im Zusammenhang mit den starren K�orpernno
h ausf�uhrli
h bespre
hen und werden dann in der Lage sein, �ahnli
h m�uhelosvon der Rotationsinvarianz auf die Erhaltung des Drehimpulses zu s
hlie�en wieoben von der Translationsinvarianz auf die Erhaltung des Impulses (siehe au
hKapitel 11).
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8. Zweik�orperproblem und {streuungIn diesem Kapitel werden wir das allgemeine Zweik�orperproblem bespre
hen.Zun�a
hst wollen wir untersu
hen, wel
he Konsequenzen die Ergebnisse des letztenKapitels f�ur ein Zweik�orpersystem haben, das dur
h Bewegungsglei
hungen vomTyp (7.43, 7.44, 7.45, 7.47) bes
hrieben wird. Es gelte alsomi �ri = Fi (i = 1; 2) (8:1)mit einer inneren Kraft der GestaltFi = � ��ri V (jr1 � r2j): (8:2)Von den 12 f�ur die vollst�andige L�osung erforderli
hen Zeitintegrationen werden 10dur
h die Erhaltungss�atze geliefert. Es zeigt si
h, da� die letzten beiden immerlei
ht dur
h zwei weitere Integrationen erhalten werden.Tats�a
hli
h erlaubt die Impulserhaltung eine elementare Zur�u
kf�uhrung desZweik�orperproblems auf ein Eink�orperproblem. Wir wissen n�amli
h, wie die Be-wegung des MassenmittelpunktesR := m1 r1 +m2 r2m1 +m2 (8:3)aussieht. Sie erfolgt na
h (7.7) geradlinig glei
hf�ormig:R(t) = R0 +V0 � t: (8:4)Es liegt nun nahe, die Relativbewegung der beiden Massenpunkte zu studieren,die dur
h den Vektor r := r1 � r2 (8:5)bes
hrieben wird. Mit r(t) w�urde man die Bewegung der beiden Massenpunktevollst�andig kennen, weil man (8.3) und (8.5) eindeutig na
h r1 und r2 au
�osenkann mit dem Ergebnisr1 = R+ m2m1 +m2 r; r2 = R� m1m1 +m2 r: (8:6)Indem man F1 = �F2 = �gradV (r) benutzt, erh�alt man aus den Bewegungsglei-
hungen (8.1) f�ur den Relativvektor die Bewegungsglei
hung�r = 1m1F1 � 1m2F2 = �� 1m1 + 1m2 �gradV (r): (8:7)Mit der reduzierten Masse �, die dur
h1� := 1m1 + 1m2 oder � = m1m2m1 +m2 (8:8)59



de�niert ist, s
hreibt si
h diese Bewegungsglei
hung s
hlie�li
h als��r = �gradV (r): (8:9)Dies ist die Bewegungsglei
hung eines Massenpunktes der Masse � in einem kon-servativen Zentralkraftfeld. Die L�osung sol
her Probleme ist uns aus Kapitel 4gel�au�g.An dieser Stelle wollen wir kurz auf das 3. Keplers
he Gesetz (4.25) zur�u
kkommen,das wir in Kapitel 4 unter der Annahme einer unendli
hen Sonnenmasse formulierthatten. Wir k�onnen es jetzt mit der Kraftkonstanten k = Gm1m2 pr�aziser fol-genderma�en angeben: T 2a3 = 4�2�k = 4�2G (m1 +m2) : (8:10)Das Verh�altnis T 2=a3 ist also nur insoweit f�ur alle Planeten glei
h, als ihre Massem1 gegen�uber der Sonnenmasse m2 verna
hl�assigt werden kann. Da die Masse desmassivsten Planeten Jupiter etwa tausendmal geringer als die Sonnenmasse ist,liegt die Varianz der Konstanten im 3. Keplers
hen Gesetz f�ur das Sonnensystemim Berei
h 10�3.Na
h Glei
hung (8.6) vollf�uhren beide K�orper zur Relativbewegung r(t) im geo-metris
hen Sinne �ahnli
he, mit den Faktoren m2=(m1+m2) und �m1=(m1+m2)skalierte Bewegungen um den Massenmittelpunkt. Dabei ist die Bewegung desmassiveren K�orpers st�arker gestau
ht als die des weniger massiven. Anhand desMassenverh�altnisses mJ=mS = 0;00095, des Abstandes DJ�S = 779 � 106 km unddes Sonnenradius RS = 696 � 103 km s
h�atzt man lei
ht ab, da� der Massenmit-telpunkt des Sonnensystems immer in unmittelbarer N�ahe der Sonne liegt. Peri-odis
he S
hwankungen der Position der Sonne lassen auf die Existenz der Planetens
hlie�en. Die Beoba
htung sol
her S
hwankungen bei Fixsternen liefert die bishereinzige Methode zum Na
hweis ihrer Planeten.Bei der L�osung der Glei
hung (8.9) wird man eine Energie und einen Drehimpulsals formale Integrationskonstanten erhalten. Wir werden nat�urli
h an der genauenphysikalis
hen Bedeutung dieser Konstanten interessiert sein und stellen daher diefolgende Vorbetra
htung an. Aus (8.6) entnehmen wir die vom Massenmittelpunktaus gere
hneten Ortsvektoren der beiden Massenpunkte, r01 = m2(m1+m2)r und r02 =� m1(m1+m2)r, und k�onnen damit die innere kinetis
he Energie (siehe (7.24)) undden inneren Drehimpuls (siehe (7.33)) des Zweik�orpersystems ausre
hnen. Wirerhalten mit M := m1 +m2T (i) = m12 v021 + m22 v022 = m12 (m2M )2v2+ m22 (m1M )2v2 = 12m1m2M v2 = �2 v2 (8:11)und L(i) = m1r01 � v01 +m2r02 � v02 = � r� v: (8:12)60



Die beiden zu (8.9) geh�origen Erhaltungss�atze k�onnen wir deshalb jetzt mit denin (8.11) und (8.12) bere
hneten Gr�o�en als�2 � _r2 + r2 _'2�+ V (r) = T (i) + V (i) = E(i) (8:13)und � r2 _' = L(i) (8:14)s
hreiben, wo L(i) die Komponente des Drehimpulses senkre
ht zur Bahnebeneder inneren Bewegung ist. Aus diesen beiden ersten Integralen der Bewegungsglei-
hung (8.9) leiten wir dann in v�olliger Analogie zu Kapitel 4 die Bahnglei
hungab (siehe (4.16)) und erhalten mit u(') = 1rL(i)22� �u02 + u2�+ V ( 1u ) = E(i): (8:15)Wir werden diese Glei
hung in der Formd'du = � 2�L(i)2 �E(i) � V ( 1u)�� u2��1=2 (8:16)weiterverwenden.Wir haben oben die L�osung des Problems der Relativbewegung no
h einmal inallen Einzelheiten angegeben, weil wir sie im folgenden auf das Problem derStreuung zweier Massenpunkte aneinander anwenden wollen. Die Streuung vonTeil
hen aneinander ist eine sehr wi
htige Methode zur experimentellen Bestim-mung von We
hselwirkungen, zum Beispiel in der Atom{ und Elementarteil
hen-physik. Sie stellt dort eine unverzi
htbare Erg�anzung zur Beoba
htung gebun-dener Bahnen dar, aus der wir hier bisher die Potentiale bestimmt haben, weilman mit der Streuung gro�e Abstandintervalle des Potentials �uberstrei
hen kann.Ein Streuvorgang ist eine Bewegung, bei der die Teil
hen aus gro�er Entfernungkommend einander nahekommen und si
h na
h der gegenseitigen Beein
u�ungwieder voneinander entfernen. Die Relativbewegung kann dann zum Beispiel wiein der folgenden Figur gezei
hnet aussehen.
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Die vorstehende Figur gibt qualitativ die Bahn f�ur ein absto�endes Potentialwieder, f�ur das der Abstand r bis zu einem Minimalwert rm abnimmt, der beimPolarwinkel 'm errei
ht wird. Dana
h w�a
hst r wieder an, wobei dieser zweiteBahnabs
hnitt aus dem ersten dur
h Spiegelung hervorgeht. Mit der Anfangsbe-dingung '(u = 0) = 0 erh�alt man dur
h Integration von (8.16) und mit um = 1=rm'm = Z um0 duq 2�L(i)2 �E(i) � V ( 1u )�� u2 : (8:17)Hier ist um die Nullstelle der Wurzel im Nenner, an der na
h (8.16) drd' = 0 gilt,also r minimal und u maximal ist.F�ur absto�ende Potentiale gilt immer 'm � �=2, so da� das in der Figur gezeigteVerhalten typis
h ist. Tats�a
hli
h kann man dieses aus der Ans
hauung gewonneneErgebnis lei
ht au
h re
hneris
h best�atigen. Mit �dVdr � 0 (und V (1) = 0) gilt ja0 < V (r) � V (rm) f�ur r � rm oder V ( 1u ) � V ( 1um ) f�ur u � um und daher'm � Z um0 duq 2�L(i)2 �E(i) � V ( 1um )�� u2 = Z um0 dupu2m � u2 = Z 10 dxp1� x2 = �2 :(8:18)Bei ni
ht dur
hweg absto�enden Potentialen kann der Winkel 'm beliebig gro�werden. Dies ist anhand der folgenden Figur lei
ht einzusehen, wenn mansi
h an die Diskussion eindimensionaler Bewegungen in Kapitel 3 und an dieZur�u
kf�uhrung von Bewegungen im Zentralpotential auf eindimensionale Bewe-gungen in Kapitel 4 mit Hilfe des e�ektiven Potentials (4.14) erinnert. Wenn dieinnere Energie E(i) glei
h einem Maximum des Potentials ist, divergiert das In-tegral (8.17) und der Winkel 'm ist unendli
h gro�. F�ur lei
ht h�ohere Energienkann dann 'm beliebig gro� sein und die Teil
hen kreisen beliebig oft umeinander,bevor sie si
h wieder voneinander entfernen. In der Streutheorie nennt man einesol
he Ers
heinung Resonanz.
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Wir verfolgen jetzt den Fall absto�ender Potentiale weiter. (Bei anziehenden Po-tentialen w�urden im folgenden einige Vorzei
hen zu �andern sein.) Als Streuwinkelbezei
hnet man den in der vorletzten Figur eingezei
hneten Ablenkwinkel� := � � 2': (8:19)62



Bei atomaren Streuprozessen ist ni
ht die gesamte Bewegung beoba
htbar, sondernnur der Streuwinkel. Der Streuwinkel h�angt na
h den Glei
hungen (8.17) und(8.19) von der inneren Energie und vom inneren Drehimpuls des Systems ab.Die innere Energie des Systems ist dur
h die Relativges
hwindigkeit der beidenTeil
hen vorgegeben. Man s
hie�t typis
herweise bei ruhendem Streuzentrum(\target") das zu streuende Teil
hen mit der Ges
hwindigkeit va aus gro�emAbstand (V (r) = 0) auf das Streuzentrum und gibt dem System damit die innereEnergie E(i) = �2 v2a; (8:20)die w�ahrend des Streuvorgangs ja erhalten bleibt. Der innere Drehimpuls jedo
hh�angt vom Sto�parameter s ab, L(i) = �sva; (8:21)und kann bei atomarer Gr�o�enordnung von s ni
ht vorgegeben werden. Aus diesemGrunde ist man bei Streuexperimenten auf statistis
he Aussagen angewiesen. DerStreuwinkel � ist zwar eindeutig bestimmt dur
h den Sto�parameter s (und diefest vorgegebene Ges
hwindigkeit va),� = �(s); (8:22)aber wir k�onnen den Wert von s ni
ht kontrollieren. Man nimmt daher an undf�uhrt das Experiment so dur
h, da� ein homogener Strom von Streuteil
hen derGes
hwindigkeit va auf das Streuzentrum tri�t. Dieser Strom habe die Intensit�at(Stromdi
hte) I, die folgenderma�en de�niert ist:Die Stromdi
hte I ist die Zahl N der in der Zeit t dur
h eine Fl�a
heF (senkre
ht zur Stromri
htung) tretenden Teil
hen dividiert dur
hdie Zeit t und die Fl�a
he F , I = Nt�F .Die Stromdi
hte hat die Dimension 1=Zeit � Fl�a
he. Die Zahl der Teil
hen, diepro Zeiteinheit mit Sto�parametern zwis
hen s und s+�s auf das Streuzentrumtre�en, ist dann glei
h �n(s) = I � 2�s�s: (8:23)
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Alle diese Teil
hen werden Streuwinkel zwis
hen �(s) und �(s+�s) = �(s)+��haben. (F�ur absto�ende Potentiale ist �� negativ, wenn �s positiv ist.) Wir be-zei
hnen den anhand der Polarwinkel � und  von der Strahlri
htung aus gemesse-nen Raumwinkel als 
 = (�;  ). Damit de�nieren wir nunmehr den di�eren-tiellen Streuquers
hnitt �(
) folgenderma�en:Der di�erentielle Streuquers
hnitt �(
) ist glei
h der Zahl der proZeiteinheit in ein Raumwinkelelement �
 um den Raumwinkel 
gestreuten Teil
hen dividiert dur
h �
 und die Intensit�at I deseinfallenden Teil
henstroms.Der di�erentielle Streuquers
hnitt hat die Dimension einer Fl�a
he.F�ur unser zentralsymmetris
hes Potential h�angt der Streuquers
hnitt ni
ht vomWinkel  ab, � = �(�), und der Raumwinkel, in den die oben genannten �n(s)Teil
hen gestreut werden, ist dur
h �
 = 2� sin� � (���) gegeben. Daher giltna
h der obigen De�nition des Streuquers
hnitts�n(s) = I � �(�) ��
 = �2�I�(�) sin� ���: (8:24)Aus den Glei
hungen (8.23) und (8.24) erhalten wir im Limes �s! 0 die Formel�(�) = � ssin � � dsd� (8:25)f�ur den di�erentiellen Streuquers
hnitt. In dieser einfa
hen Form gilt dieFormel (8.25) f�ur absto�ende Potentiale, bei denen die Beziehung zwis
hen demStreuwinkel � und dem Sto�parameter s monoton (fallend) ist. Bei ni
ht mono-tonem Verlauf von �(s), wenn �(sn) = � mehrere L�osungen sn hat, mu� �uberalle diese L�osungen summiert werden und man erh�alt die allgemeinere Formel�(�) =Xn snsin� � ��� dsnd� ���: (8:26)Wir wollen nun den Streuquers
hnitt f�ur den speziellen Fall zweier elektris
hgeladener Teil
hen mit den Ladungszahlen z1 und z2 bere
hnen, die miteinander�uber das Coulombpotential V (r) = z1z2 e2r (8:27)we
hselwirken. Um die funktionale Beziehung zwis
hen dem Sto�parameter s unddem Streuwinkel � zu bere
hnen, untersu
hen wir die Wurzel in der Glei
hung(8.17):r2�E(i)L(i)2 � 2�z1z2e2L(i)2 u� u2 :=p� � 2�u� u2 =p� + �2 � (u+ �)2=p(� + �2)(1� x2) mit x := u+ �p� + �2 : (8:28)64



Indem wir die hier de�nierte neue Integrationsvariable x in (8.17) substituieren,erhalten wir das Resultat'm = Z 1 �p�+�2 dxp1� x2 = ar
sin x���1 �p�+�2 = �2�ar
sin �p� + �2 = �2��2 : (8:29)Wegen (8.19) entnehmen wir daraus die einfa
he Relationsin �2 = �p� + �2 oder 
tg2�2 = 1sin2 �2 � 1 = ��2 = � vaL(i)z1z2 e2�2 (8:30)oder, indem wir die Wurzel ziehen und (8.21) benutzen, s
hlie�li
hs = jz1z2j e2�v2a � 
tg�2 : (8:31)Dur
h Einsetzen dieser Relation in die Formel (8.21) f�ur den di�erentiellen Streu-quers
hnitt erhalten wir somit den ber�uhmten Rutherfords
hen Streuquer-s
hnitt �(�) = �z1z2 e22�v2a �2 � 1sin4 �2 (8:32)f�ur die Coulombstreuung, urspr�ungli
h abgeleitet f�ur die Streuung von �{Teil
henan Atomkernen und historis
h bedeutsam f�ur die Aufkl�arung der r�aumli
hen Struk-tur von Atomen. Man bea
hte die starke Divergenz � / ��4 dieses Streuquer-s
hnitts bei kleinen Streuwinkeln �! 0. Sie resultiert aus der langen Rei
hweitedes Coulombpotentials, die daf�ur verantwortli
h ist, da� Teil
hen mit beliebiggro�en Sto�parametern sehr kleine, aber ni
ht vers
hwindende Streuwinkel be-sitzen.Erw�ahnt sei au
h der Begri� des totalen Streuquers
hnitts oder Wirkungs-quers
hnitts �total:Der totale Streuquers
hnitt �total ist glei
h der Zahl der pro Zeit-einheit gestreuten Teil
hen dividiert dur
h die Intensit�at des ein-fallenden Teil
henstroms und damit glei
h der Quers
hnitts
�a
hesenkre
ht zum Teil
henstrom, aus der Teil
hen �uberhaupt gestreutwerden.F�ur Potentiale, die erst bei unendli
h gro�em Abstand der Teil
hen vers
hwindenund die daher alle Teil
hen (mit beliebigem Sto�parameter) streuen, ist derWirkungsquers
hnitt immer unendli
h gro�. F�ur Potentiale endli
her Rei
hweite,die ab einem Abstand r = a vers
hwinden (V (r) = 0 f�ur r > a), hat der Wirkung-quers
hnitt o�enbar den Wert �total = � a2: (8:33)65



Dur
h Verglei
h mit der De�nition des di�erentiellen Streuquers
hnitts ergibt si
h,da� der totale Quers
hnitt glei
h dem Raumwinkelintegral�total = ZZ �(
) d
 = 2�Z �(�) sin� d� (8:34)�uber den di�erentiellen Quers
hnitt ist. Dur
h Einsetzen der Formel (8.25) in(8.34) best�atigt man f�ur Potentiale endli
her Rei
hweite mittels�total = 2� Z �0 ��s(�)� � dsd� d� = 2� Z a0 s ds = � a2 (8:35)lei
ht die Formel (8.33).Da f�ur me
hanis
he Probleme auf atomaren L�angenskalen im allgemeinen ni
htdie klassis
he Me
hanik, sondern die Quantenme
hanik zust�andig ist, kann manfragen, inwieweit die obige klassis
he Analyse von Streuquers
hnitten relevant ist.Sie werden in der Quantenme
hanikvorlesung lernen, da� der quantenme
hanis
hedi�erentielle Streuquers
hnitt f�ur die Coulombstreuung (erstaunli
herweise) mitdem in (8.32) angegebenen klassis
hen exakt �ubereinstimmt. Dies ist jedo
h einSonderfall. Im allgemeinen unters
heiden si
h klassis
he und quantenme
hanis
heStreuquers
hnitte dur
haus. Insbesondere ist der totale Streuquers
hnitt bei quan-tenme
hanis
her Streuung endli
h ni
ht nur f�ur Potentiale endli
her Rei
hweite,sondern f�ur alle Potentiale, die bei gro�en Abst�anden gen�ugend stark (st�arker alsr�2) abfallen.
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Wir haben oben den Streuprozess anhand der Relativbewegung von Streuteil
henund Streuzentrum diskutiert. Der dabei aufgetretene Streuwinkel � ist derjenigeWinkel, um den die Relativges
hwindigkeit v w�ahrend des Streuprozesses gedrehtwird. Anhand von Glei
hung (8.6) und der vorstehenden Figur, die die Bewe-gung beider Teil
hen im Massenmittelpunktsystem darstellt, erkennt man,da� in diesem Inertialsystem beide Teil
hen um den Streuwinkel � aus ihrer ur-spr�ungli
hen Bewegungsri
htung abgelenkt werden.Das Laborsystem, in dem bei Experimenten der Streuvorgang beoba
htet wird,stimmt in den seltensten F�allen mit dem Massenmittelpunktsystem �uberein. Invielen F�allen ruht das Streuzentrum (Teil
hen 2) vor dem Streuprozess und dasStreuteil
hen (Teil
hen 1) wird mit der Anfangsges
hwindigkeit v1a auf das ru-hende Streuzentrum ges
hossen. Daher bewegt si
h der Massenmittelpunkt imLaborsystem mit der Ges
hwindigkeitv0 = m1m1 +m2 v1a = m1M v1a: (8:36)
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W�ahrend des Streuvorgangs wird nun, wie in der vorstehenden Figur gezei
hnet,das Teil
hen 2 (Streuzentrum) bes
hleunigt. Deshalb wird das Streuteil
hen imLaborsystem um einen anderen Winkel # als die Relativges
hwindigkeit v, dieum den Streuwinkel � gedreht wird. Die Bestimmung der Beziehung zwis
hendiesen beiden Winkeln ist ein rein kinematis
hes Problem, zu dessen L�osung wirdie Beziehung v1 = v0 + v01 = v0 + m2M v (8:37)67



aus Glei
hung (8.6) heranziehen. Na
h dem Streuprozess, wenn die potentielleEnergie wieder vers
hwindet (V (r) = 0), gilt wegen der Erhaltung der inneren En-ergie jvej = v1a und daher jv01ej = m2M v1a oder mit (8.36) s
hlie�li
h die Beziehungv0=v01e = m1=m2, die wir in Glei
hung (8.38) benutzen werden. Die Vektoren v1eund ve s
hlie�en dann (d.h. na
h dem Streuprozess) mit der Streua
hse (der Ri
h-tung von v1a) die beiden Winkel # und � ein. Anhand der folgenden Figur, diedie geometris
he Anordnung der Vektoren in (8.37) zeigt, erhalten wir nunmehrdas Ergebnis tg # = v01e sin�v01e 
os� + v0 = sin�
os� + m1m2 : (8:38)
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Die funktionale Beziehung zwis
hen den beiden Streuwinkeln # und � ist in derfolgenden Figur f�ur vers
hiedene Massenverh�altnisse verans
hauli
ht. F�ur sehrmassive Streuzentren, m2 � m1, spielt die Bewegung des Streuzentrums o�enbarkeine gro�e Rolle und es gilt # � �. F�ur glei
he Massen, m1 = m2, ist die re
hteSeite von Glei
hung (8.38) glei
h tg �2 und es gilt die einfa
he Beziehung # =�=2. Weiterhin ma
ht man si
h lei
ht klar, da� f�ur m1 < m2 der Streuwinkel imLaborsystem immer monoton mit dem Streuwinkel im Massenmittelpunktsystemvon 0 auf � anw�a
hst. F�ur m1 > m2 errei
ht # jedo
h nie den Wert �=2 und f�alltf�ur �! � wieder auf # = 0 ab.
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Im Falle m1 � m2 ist # also eine monotone Funktion von � und jedem Intervall�# entspri
ht ein eindeutiges Intervall ��, in das die Teil
hen in den beiden ver-s
hiedenen Inertialsystemen gestreut werden. Wenn wir den di�erentiellen Streu-quers
hnitt im Laborsystem mit �L(#) bezei
hnen, gilt na
h Glei
hung (8.24) dieTeil
henzahlbilanz 2�I�L(#) sin#�# = 2�I�(�) sin���: (8:39)Die Beziehung zwis
hen den di�erentiellen Streuquers
hnitten im Labor{ und imMassenmittelpunktsystem ist deshalb dur
h�L(#) = �(�) d 
os�d 
os# (8:40)gegeben. F�ur die Rutherfordstreuung von �{Teil
hen an Heliumatomen (m1 =m2) erh�alt man dana
h zum Beispiel, wenn man den Vorfaktor auf der re
htenSeite von Glei
hung (8.32) mit �0 abk�urzt, wegen # = �=2�L(#) = �0 � 1sin4 �2 � sin�sin # � 2 = 4�0 � 
os#sin4 # (0 < # � �2 ): (8:41)Das �{Teil
hen wird h�o
hsten um den Winkel �=2 abgelenkt und wird niemalszur�u
kgestreut.F�ur m1 > m2 mu� man in der (8.39) entspre
henden Bilanzglei
hung wegender ni
ht monotonen Beziehung zwis
hen # und � f�ur jedes �# �uber die bei-den zugeh�origen ��{Intervalle summieren, weil es genau zwei Winkel �1(#) und�2(#) gibt. Statt (8.40) erh�alt man dann die Formel�L(#) = �(�1) d 
os�1d 
os# � �(�2) d 
os�2d 
os# : (8:42)Je gr�o�er das Massenverh�altnis m1=m2 ist, um so kleiner ist der maximaleStreuwinkel #max im Laborsystem und um so st�arker ist die Streuung inVorw�artsri
htung fokussiert. Der Streuquers
hnitt �L divergiert na
h Glei
hung(8.42) f�ur den maximalen Streuwinkel #max.Im Laborsystem hat das Streuteil
hen na
h dem Streuprozess einen Teil seiner ur-spr�ungli
hen kinetis
hen Energie an das Streuzentrum abgegeben. Man entnimmtf�ur die Ges
hwindigkeit des Streuteil
hens na
h dem Sto� v1e aus der vorletztenFigur mittels des Cosinussatzes die Glei
hungv021e = v21e + v20 � 2v1ev0 
os#; (8:43)aus der man mittels v0 = m1M v1a (siehe (8.36)) und der vor Glei
hung (8.38) s
honeinmal abgeleiteten Relation v01e = m2M v1a die quadratis
he Glei
hung�v1ev1a �2 � 2m1M �v1ev1a � 
os#+ m1 �m2M = 0 (8:44)69



f�ur das Verh�altnis v1e=v1a erh�alt. Im Spezialfall glei
her Massen m1 = m2 ent-nimmt man daraus die einfa
he L�osungv1ev1a = 
os#: (8:45)Diese Glei
hung stimmt mit der Beoba
htung �uberein, na
h der das Streuteil
henbeim zentralen Sto� (Sto�parameter s = 0 und # = �=2) seine gesamte kinetis
heEnergie an das Streuzentrum abgibt.Die obigen �Uberlegungen kann man f�ur die Bere
hnung des mittleren Energiever-lustes bei Streuprozessen nutzen, zum Beispiel bei der Streuung von Reaktorneu-tronen am Moderator. Man hat dazu unter Benutzung des di�erentiellen Streu-quers
hnitts �L(#) das Verh�altnis der kinetis
hen Energien T1e=T1a = (v1e=v1a)2�uber alle Streuwinkel zu mitteln.F�ur die Analyse von We
hselwirkungen zwis
hen Elementarteil
hen bei kurzenAbst�anden brau
ht man gro�e innere Energien E(i), da der kleinste errei
h-bare Abstand (bei repulsiven Potentialen) dur
h die Beziehung E(i) = V (rmin)(L(i) = 0) gegeben ist. Zur Errei
hung m�ogli
hst gro�er E(i) ist es na
hteilig,das Streuzentrum im Laborsystem ruhen zu lassen. Um dies zu verstehen, be-tra
hten wir als Beispiel den Sto� zweier Teil
hen glei
her Masse m1 = m2 = mund nehmen an, wir seien in der Lage, die Teil
hen im Laborsystem maximal aufdie Ges
hwindigkeit va zu bringen, ihnen also die maximale kinetis
he EnergieE = m2 v2a zu geben. Wir wollen die dadur
h erzielbare innere Energie bei zweivers
hiedenen Streuexperimenten verglei
hen:(1) ein Teil
hen ruht im Labor, das andere erh�alt die kinetis
he Energie E,(2) beide Teil
hen werden mit der Ges
hwindigkeit va aufeinander ges
hossen.Die bei diesen Experimenten erzielten inneren Energien sindE(i)1 = �2 v2a = m4 v2a = 12E;E(i)2 = m4 (2va)2 = 2E = 4E(i)1 : (8:46)Im zweiten Experiment errei
ht man also die vierfa
he innere Energie. Dies ma
htverst�andli
h, warum man in den Ho
henergielabors Teil
hen in Spei
herringen zurKollision bringt, indem man sie gegensinnig umlaufen l�a�t. Au
h f�ur die geplantenLinearbes
hleuniger der n�a
hsten Generation ist diese Art der Versu
hsanordnungunerl�a�li
h. Tats�a
hli
h wird bei hohen Ges
hwindigkeiten, wenn die Bewegungmittels der relativistis
hen Me
hanik bes
hrieben werden mu�, das Experimentmit ruhendem Streuzentrum no
h weit s
hle
hter abs
hneiden, weil (8.46) dannfolgenderma�en zu modi�zieren ist (
 ist die Li
htges
hwindigkeit):E(i)1 = Eq1 + E2m
2 + 1 ;E(i)2 = 2E: (8:47)
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9. Einges
hr�ankte BewegungenIn diesem Abs
hnitt behandeln wir Methoden zur Bes
hreibung von Punktsyste-men, deren Massenpunkte Zwangsbedingungen unterliegen. Wir werden erken-nen, da� viele der Konzepte aus dem Kapitel 5, in dem wir einges
hr�ankte Be-wegungen eines einzelnen Massenpunktes betra
htet haben, si
h in o�enbarerWeise verallgemeinern lassen. Wie dort s
hon diskutiert, rufen Zwangsbedingun-gen Zwangskr�afte hervor, die zun�a
hst ni
ht bekannt sind. Anstelle der Bewe-gungsglei
hung (5.2) erhalten wir hier f�ur ein System von n Massenpunkten die nBewegungsglei
hungen mi�ri = Fi + F0i (i = 1; : : : ; n): (9:1)Im folgenden werden wir eine Notation verwenden, die diese n Glei
hungen ineine einzige Glei
hung zusammenfa�t, wodur
h die Formulierungen in diesemKapitel denjenigen in Kapitel 5 sehr �ahnli
h werden. Wir f�uhren dazu den 3n{dimensionalen Kon�gurationsvektorx := (r1; : : : ; rn) = (x1; y1; z1; : : : ; xn; yn; zn) (9:2)ein, der die Lage aller n Massenpunkte bes
hreibt. In analoger Weise de�nierenwir die 3n{dimensionalen KraftvektorenY := (F1; : : : ;Fn); Y0 := (F01; : : : ;F0n): (9:3)Um die Massenfaktoren in (9.1) in eine Vektornotation zu �uberf�uhren, m�ussen wirdie diagonale Massenmatrix
M := 0BBBBBBBB�

m1 0 0 : : : 0 0 00 m1 0 : : : 0 0 00 0 m1 : : : 0 0 0... ... ... . . . ... ... ...0 0 0 : : : mn 0 00 0 0 : : : 0 mn 00 0 0 : : : 0 0 mn
1CCCCCCCCA (9:4)

verwenden. Mit dieser Notation k�onnen wir die n Bewegungsglei
hungen (9.1) indie einzige Glei
hung M� �x = Y +Y0: (9:5)komprimieren, die gro�e formale �Ahnli
hkeit mit der Glei
hung (5.2) hat.Der Begri� der virtuellen Verr�u
kung aus Kapitel 5 l�a�t si
h in naheliegen-der Weise verallgemeinern. Jede in�nitesimale Ver�anderung der Kon�guration xl�a�t si
h dur
h einen 3n{dimensionalen Vektor Æx kennzei
hnen. Die Zwangs-bedingungen werden gewisse Ver�anderungen Æx der Kon�guration verbieten.Die bei festgehaltener Zeit { man erinnere si
h daran, da� dieser Zusatz f�ur71



zeitabh�angige (rheonome) Zwangsbedingungen wesentli
h ist { m�ogli
hen in�nite-simalen Ver�anderungen Æx sind die virtuellen Verr�u
kungen. Die Zw�ange, die wirim Sinne haben, sollen au
h hier keine Bes
hleunigungen in Ri
htung der virtuellenVerr�u
kungen bewirken, sondern nur virtuelle Verr�u
kungen in anderen Ri
htun-gen auss
hlie�en und im Falle rheonomer Zw�ange die Massenpunkte senkre
ht zuden momentanen virtuellen Verr�u
kungen bewegen. Das bedeutet aber:Die Zwangskr�afte leisten keine Arbeit unter virtuellen Verr�u
kungen,oder in Formeln, in vollst�andiger Analogie zu Glei
hung (5.39):ÆA0 := Æx�Y0 = 0: (9:6)Mit dem Punkt � wird hier wie im folgenden immer das Skalarprodukt zweier 3n{dimensionaler Vektoren bezei
hnet. Dieses Prinzip, na
h dem die virtuelle Arbeitder Zwangskr�afte vers
hwindet, soll als eine Pr�azisierung des Begri�es der me
ha-nis
hen Zwangsbedingungen aufgefa�t werden. Dur
h Kombination von (9.6) mitder Bewegungsglei
hung (9.5) entsteht sofort wieder das zu (5.40) analoge f�ur allevirtuellen Verr�u
kungen g�ultige d'Alemberts
he PrinzipÆx� (Y �M � �x) = 0: (9:7)F�ur Glei
hgewi
htssituationen, bei denen keine Bes
hleunigungen vorhandensind, folgt daraus in Analogie zu (5.41) das Prinzip der virtuellen ArbeitÆx�Y= 0: (9:8)Aus einer der einfa
hsten Anwendungen des Prinzips der virtuellen Arbeit fol-gen die Hebelgesetze. Wie in der folgenden Figur gezeigt, erleiden die beidenMassen m1 und m2 bei einer kleinen Verringerung des Winkels ' um Æ' die ver-tikalen Verr�u
kungen Æz1 = �l1 sin' Æ' und Æz2 = l2 sin' Æ'. Mit den vertikalenS
hwerkraftkomponenten �m1g und �m2g fordert das Prinzip der virtuellen Ar-beit �m1gÆz1 �m2gÆz2 = 0 oder die Glei
hgewi
htsbedingungm1 l1 = m2 l2: (9:9)
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Als einfa
hes Anwendungsbeispiel zur Demonstration der N�utzli
hkeit des d'Alem-berts
hen Prinzips betra
hten wir die Atwoods
he Fallmas
hine, bei der zweimit einem Seil der L�ange l verbundene Massen �uber ein Rad mit dem Radius ageh�angt sind. F�ur vertikale Bewegungen der Massen fordert das d'Alemberts
hePrinzip (�m1 g �m1�z1) Æz1 + (�m2 g �m2�z2) Æz2 = 0: (9:10)Die Zw�ange (konstante Seill�ange) bewirken die Restriktionen Æz1 = �Æz2 und�z1 = ��z2. Damit erhalten wir sofort die Bewegungsglei
hungen�z1 = ��z2 = m2 �m1m1 +m2 g; (9:11)die f�ur nahezu glei
he Massen eine stark reduzierte Erdbes
hleunigung ergeben,die si
h lei
hter messen l�a�t. Die ZwangskraftF 01z = m1 �z1 � F1z = m1m2 �m1m1 +m2 g +m1 g = 2m1m2m1 +m2 g = 2�g (9:12)spannt den Faden.
a

z

0

m1
2mIm folgenden werden wir zun�a
hst wieder den Fall betra
hten, da� k holonomeZwangsbedingungen f�(x; t) = 0 (� = 1; : : : ; k) (9:13)vorliegen (siehe (5.1)). Die virtuellen Verr�u
kungen Æx sind dann sol
he in�nite-simalen Vers
hiebungen des Kon�gurationsvektors x, die bei festgehaltener Zeitt mit den Zwangsbedingungen vertr�agli
h sind. Sie erf�ullen also die Bedingungs-glei
hungen �f��x � Æx = f�x � Æx = 0 (� = 1; : : : ; k): (9:14)73



Hierbei bezei
hnet die partielle Ableitung na
h dem 3n{dimensionalen Vektor xden 3n{dimensionalen Gradienten gradx der Funktion f�, den wir au
h kurz alsf�x s
hreiben. Wir werden annehmen, da� die k Zwangsbedingungen (9.13) indem Sinne unabh�angig sind, da� die k Glei
hungen (9.14) linear unabh�angige Be-dingungen an die virtuellen Verr�u
kungen stellen. Dann ist der Rang der (k; 3n){Matrix (f�x)�=1;:::;k glei
h k. O�enbar sind daher maximal k � 3n unabh�angigeBedingungen m�ogli
h. Die virtuellen Verr�u
kungen Æx stehen dann auf den k li-near unabh�angigen Vektoren f�x senkre
ht und bilden einen Vektorraum UV derDimension f = 3n � k, der das orthogonale Komplement des von den Vektorenf�x aufgespannten Vektorraums Uf ist (UV = U?f ). Das d'Alemberts
he Prinzipsagt nun aus, da� der VektorY�m �x senkre
ht auf dem Vektorraum UV steht. Ermu� dann also im orthogonalen Komplement dieses Vektorraumes liegen, d.h. imVektorraum Uf , und mu� si
h aus den k Basisvektoren f�x dieses Vektorraumeslinear kombinieren lassen. Es mu� deshalb k Parameter �1; : : : ; �k geben mitY �M � �x = kX�=1(���)f�x: (9:15)Wir haben damit nat�urli
h au
h die Zwangskr�afteY0 = kX�=1�� f�x: (9:16)auf die k Lagrangeparameter �� zur�u
kgef�uhrt.Die Glei
hungen (9.13) und (9.15) sind die Lagranges
hen Bewegungsglei-
hungen 1. Art f�ur das vorliegende Problem der einges
hr�ankten Bewegungvon n Massenpunkten. Dur
h die kompakte Notation haben wir eine weitge-hende �Ubereinstimmung mit den entspre
henden Glei
hungen f�ur einen einzigenMassenpunkt aus Kapitel 5 erzielt. Das L�osungsverfahren ist daher ebenfalls v�olliganalog zu dem in Kapitel 5 bes
hriebenen Verfahren (siehe (5.4-7)), wobei dieEindeutigkeit der L�osung wesentli
h auf der linearen Unabh�angigkeit der k 3n{dimensionalen Vektroen f�x beruht. Wir fassen wie L�osungss
hritte no
h einmalin der hier benutzten Notation zusammen:1. Man di�erenziert die holonomen Zwangsbedingungen (9.13) na
h der Zeit,ddtf�(x; t) = f�x � _x+ �f��t = 0 (� = 1; : : : ; k): (9:17)2. Man di�erenziert ein zweites Mal und erh�altd2dt2 f�(x; t) = f�x � �x+R�(x; _x; t) = 0 (� = 1; : : : ; k); (9:18)wobeiR��x(t); _x(t); t� = ( _x � gradx)( _x � gradx)f� + 2 ( _x � gradx)�f��t + �2f��t2 (9:19)74



wieder alle Terme der Ableitung von (9.17) zusammenfa�t, die die Bes
hleu-nigung �x ni
ht enthalten.3. Man setzt �x aus (9.15) in (9.18) ein und erh�altkX�=1�f�xM�1f�x��� = �f�xM�1Y � R� (� = 1; : : : ; k): (9:20)Die (k� k){Matrix f�xM�1f�x ist wegen der linearen Unabh�angigkeit der kTangentialvektoren f�x und der Positivit�at der MassenmatrixM invertierbar.4. Man l�ost das lineare Glei
hungssystem (9.20) na
h den Lagrangeparametern�� auf setzt die L�osung ��(x; _x; t) in die Bewegungsglei
hung (9.15) ein.5. Man l�ost die Bewegungsglei
hung mit nunmehr explizit bekannten Zwangs-kr�aften unter Benutzung von Anfangsbedingungen, die die Glei
hungen (9.13)und (9.17) erf�ullen.Eine zweite M�ogli
hkeit zur Behandlung der dur
h die holonomen Zwangs-bedingungen (9.13) einges
hr�ankten Bewegungen besteht au
h hier wieder inder Einf�uhrung von generalisierten Koordinaten. Die Punkte x des 3n{dimensionalen Kon�gurationsraumes, die die Zwangsbedingungen (9.13) erf�ullen,bilden eine f{dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine sol
he Mannigfaltigkeit kanndur
h f Koordinaten q1; : : : ; qf parametrisiert werden, die wir generalisierte Ko-ordinaten nennen und in dem f{dimensionalen Vektor q zusammenfassen. DieKon�gurationen x = x(q; t) (9:21)dur
hlaufen die Mannigfaltigkeit, wenn die generalisierten Koordinaten q eingewisses Gebiet des f{dimensionalen Raumes dur
hlaufen. Die f Vektoren �x=�qi(i = 1; : : : ; f) sind Tangentenvektoren an die Mannigfaltigkeit. Um die Un-abh�angigkeit der generalisierten Koordinaten zu garantieren, nehmen wir wie inKapitel 5 an, da� die Tangentenvektoren linear unabh�angig sind. Es gilt die Iden-tit�at f��x(q; t); t� � 0 (� = 1; : : : ; k); (9:22)d.h. die Zwangsbedingungen sind in den generalisierten Koordinaten q identis
herf�ullt. Aus dieser Identit�at folgen dur
h Di�erentiation na
h qi die Glei
hungen��qi f� = f�x � �x�qi = 0 (i = 1; : : : ; f ;� = 1; : : : ; k); (9:23)die no
h einmal deutli
h ma
hen, da� die f Tangentenvektoren �x=�qi den Un-terraum UV der virtuellen Verr�u
kungen Æx aufspannen. Tats�a
hli
h k�onnen wirhier die virtuellen Verr�u
kungen mittelsÆx = fXi=1 �x�qi Æqi (9:24)75



dur
h in�nitesimale �Anderungen Æqi der generalisierten Koordinaten ausdr�u
ken.Aus dem d'Alemberts
hen Prinzip (9.7) folgern wir hiermit in Analogie zu Glei-
hung (5.13) die f Bewegungsglei
hungen�x�qi �M � �x = �x�qi �Y (i = 1; : : : ; f); (9:25)aus denen die Zeitabh�angigkeit der f generalisierten Koordinaten qi(t) bestimmtwerden kann.Wir werden diese Bewegungsglei
hungen, wiederum in Analogie zu Kapitel 5, imfolgenden auf eine bequemere, suggestivere Gestalt bringen. Aus (9.21) folgt inAnalogie zu (5.14), da� die 3n{dimensionale Ges
hwindigkeit_x = fXi=1 �x�qi _qi + �x�t (9:26)eine lineare Form in den generalisierten Ges
hwindigkeiten _qi ist. Wir werdenau
h hier zwei zu (5.20) und (5.21) analoge Identit�aten brau
hen. Die erste folgtlei
ht aus (9.26) und lautet � _x� _qi = �x�qi (9:27)und die zweite ergibt si
h aus einer kurzen zu (5.21) analogen Re
hnung alsddt� �x�qi � = � _x�qi : (9:28)Die linke Seite der Bewegungsglei
hungen (9.25) wird nun umgeformt in�x�qi �M � �x = ddt� �x�qi �M � _x�� ddt� �x�qi ��M � _x = ddt� � _x� _qi �M � _x�� � _x�qi �M � _x= ddt �� _qi �12 _x �M � _x�� ��qi �12 _x �M � _x�: (9:29)Wir identi�zieren den in (9.29) auftau
henden Ausdru
kT = 12 _x �M � _x = 3nXj=1 mj2 _x2j (9:30)als die gesamte kinetis
he Energie des hier betra
hteten Massenpunktssys-tems, die wegen (9.26) au
h hier eine quadratis
he Form in den generalisiertenGes
hwindigkeiten ist. Wenn wir die re
hten Seiten der Bewegungsglei
hungen(9.25) als generalisierte Kr�afte Qi := �x�qi �Y (9:31)76



bezei
hnen, haben wir diese Glei
hungen auf die Formddt �T� _qi � �T�qi = Qi (9:32)gebra
ht, die man wieder Lagranges
he Glei
hungen 2. Art (im weiterenSinne) nennt.F�ur konservative Kr�afte, die si
h aus einem Potential V (x; t) alsY = � ��xV (x; t) (9:33)herleiten, lassen si
h au
h die generalisierten Kr�afte vereinfa
ht darstellen, weilf�ur V �x(q; t); t� na
h der KettenregelQi = ��V�qi (9:34)folgt. F�uhrt man nunmehr die LagrangefunktionL := T � V (9:35)ein, so s
hreiben si
h die Lagrangeglei
hungen 2. Art (im engeren Sinne) alsddt �L� _qi � �L�qi = 0 (i = 1; : : : ; f): (9:36)F�ur ein einfa
hes Beispiel der Bequemli
hkeiten, die die Verwendung generalisierterKoordinaten und der Lagrangefunktion mit si
h bringen, kommen wir no
h ein-mal auf die Atwoods
he Fallmas
hine zur�u
k. Die konstante Fadenl�ange lwird dur
h die holonome Zwangsbedingung z1 + z2 + l � �a = 0 ber�u
ksi
htigt.Als generalisierte Koordinate k�onnen wir zum Beispiel q := z1 w�ahlen, woraufmit der Zwangsbedingung z2 = �a � l � q gilt. Die Lagrangefunktion desZweik�orpersystems ist dur
hL = m12 _z21 + m22 _z22 �m1g z1 �m2g z2= m1 +m22 _q2 � (m1 �m2) g q �m2 g(�a� l) (9:37)gegeben, wobei wir in der zweiten Zeile die Massenpunktkoordinaten z1 und z2dur
h die generalisierte Koordinate q ausgedr�u
kt haben. Die Lagrangeglei
hung2. Art ergibt si
h damit sofort als (verglei
he mit (9.11))(m1 +m2) �q + (m1 �m2) g = 0: (9:38)Als zweites Beispiel betra
hten wir zwei Massenpunkte, die dur
h eine Stange derL�ange l mit verna
hl�assigbar kleiner Masse zu einer Hantel verbunden sind und77



si
h im homogenen S
hwerefeld der Erde bewegen. Die se
hs Freiheitsgrade derbeiden Massenpunkte sind dur
h die Zwangsbedingung vorgegebenen Abstands auff�unf reduziert. Als generalisierte Koordinaten w�ahlt man ges
hi
kterweise die dreikartesis
hen Massenmittelpunktskoordinaten x0, y0 und z0 sowie zwei Polarwinkel# und ', die die Ausri
htung der Hantela
hse kennzei
hnen.
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Mit l1=2 = m2=1M l (M = m1 +m2) ergibt si
h f�ur die Parametrisierung der karte-sis
hen Massenpunktkoordinaten dur
h die generalisierten Koordinatenx1=2 = x0 � l1=2 sin # 
os'y1=2 = y0 � l1=2 sin # sin'z1=2 = z0 � l1=2 
os#: (9:39)Die kinetis
he Energie der Hantel istT = T1 + T2 = T (e) + T (i)T (e) = M2 v20 = m1 +m22 ( _x20 + _y20 + _z20)T (i) = m12 v021 + m22 v022 = 12(m1 l21 +m2 l22)( _#2 + sin2# _'2)= �2 ( _#2 + sin2# _'2); (9:40)
wobei Glei
hung (1.17) verwendet und das Tr�agheitsmoment der Hantel zurAbk�urzung � genannt wurde. Die potentielle EnergieV = V1 + V2 = m1gz1 +m2gz2 =Mgz0 + (m1l1 �m2l2)g 
os# =Mgz0 (9:41)h�angt nur von der H�ohe z0 des Massenmittelpunktes ab. Die Lagrangefunktionder Hantel lautet alsoL = T � V = M2 ( _x20 + _y20 + _z20) + �2 ( _#2 + sin2# _'2)�mgz0: (9:42)78



Man sieht, wie die ges
hi
kte Wahl der generalisierten Koordinaten zu einerEntkopplung zwis
hen Massenmittelpunkts{ und Winkelkoordinaten in der La-grangefunktion f�uhrt. Es folgen nun die f�unf Bewegungsglei
hungenM �x0 = 0M �y0 = 0M �z0 +Mg = 0� �#�� _'2 sin # 
os# = 0ddt (� _' sin2 #) = 0: (9:43)
Man erkennt, da� der Massenmittelpunkt si
h im freien Fall bewegt, w�ahrend dieHantelrotation von dieser Bewegung �uberhaupt ni
ht beein
u�t wird. Aus derletzten Bewegungsglei
hung lesen wir soglei
h eine Erhaltungsgr�o�e ab,L(i) = � _' sin2 #; (9:44)wobei L(i) als die Komponente des inneren Drehimpulses in Ri
htung der Po-lara
hse identi�ziert werden kann. Eliminiert man nun _' aus der vierten Bewe-gungsglei
hung mit Hilfe von (9.44), so erh�alt man mit� �#�� 
os#sin3#�L(i)� �2 = 0 (9:45)eine reine Di�erentialglei
hung f�ur die Koordinate #. Sie kann na
h Multiplikationmit _# einmal integriert werden und ergibt eine zweite Erhaltungsgr�o�e,E(i) = �2 � _#2 + ( L(i)�sin # )2�; (9:46)die die Bedeutung der inneren Energie der Hantel hat. Man kann si
h dieBestimmung dieser beiden Erhaltungsgr�o�en und die weiteren L�osungss
hrittesehr erlei
htern, wenn man die Wahl der Polara
hse in geeigneter Weise an An-fangsbedingungen anpa�t. Im Massenmittelpunktsystem betra
htet zei
hnen dieHantela
hse und die Ges
hwindigkeit zu einem Zeitpunkt t0 eine Ebene aus, diemomentane Rotationsebene der Hantel. W�ahlt man nun die Polara
hse orthogonalauf dieser Ebene, so gilt #(t0) = �=2 und _#(t0) = 0 und die vierte Bewegungsglei-
hung in (9.43) impliziert, da� der Polarwinkel # f�ur alle Zeiten den Wert �=2haben wird. Aufgrund dieser Vereinfa
hung kann man nun (9.44) lei
ht na
h derZeit integrieren und erh�alt die L�osung'(t) = '(t0) + L(i)� (t� t0): (9:47)Die Hantel rotiert mit konstanter Winkelges
hwindigkeit um eine raumfeste A
hse.79



Die oben diskutierte Hantel ist ein Beispiel f�ur einen starren K�orper. Ein starrerK�orper besteht aus n Massenpunkten, die starr miteinander verbunden sind. Dererste Massenpunkt hat drei freie Koordinaten. Der zweite Massenpunkt kanndur
h zwei Winkel wie bei der Hantel bes
hrieben werden. Der dritte Massenpunktkann, falls er ni
ht auf der dur
h die Hantel de�nierten Geraden liegt, no
h umdie Hantela
hse rotieren und der vierte Massenpunkt hat dann �uberhaupt keineFreiheit mehr. Daher kann die Bewegung jedes starren K�orpers dur
h se
hs ge-neralisierte Koordinaten parametrisiert werden, falls er ni
ht linear ist, dur
h f�unfim linearen Fall. Wir werden eine geeignete Wahl der generalisierten Koordinatensp�ater bespre
hen.F�ur holonome Zwangsbedingungen haben wir gezeigt, wie Bewegungsglei
hungenin Form von Lagrangeglei
hungen 1. oder 2. Art aufgestellt werden k�onnen. Wirwerden jetzt anhand eines Beispiels einen interessanten Typ ni
ht{holonomerZwangsbedingungen kennenlernen, f�ur den es keine generalisierten Koordinatengibt.Wir betra
hten zwei R�ader vom Radius R, die dur
h eine A
hse der L�ange ldrehbar miteinander verbunden sind und auf einer Ebene gleitfrei rollen. Diem�ogli
hen Zust�ande dieses Systems kann man dur
h folgende Angaben kennzei
h-nen: die kartesis
hen Ber�uhrungskoordinaten (x1; y1) und (x2; y2), an denen dieR�ader die Ebene ber�uhren und zwei von festen Stellen auf den Radumf�angenaus gemessene Winkel '1 und '2, die die Ber�uhrungspunkte auf den R�adernparametrisieren.
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Diese se
hs Parameter sind nat�urli
h ni
ht unabh�angig voneinander. Es giltzun�a
hst die holonome Zwangsbedingung(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 = l2; (9:48)die es erlaubt, die vier kartesis
hen Koordinaten dur
h drei Parameter zu ersetzen.Wir w�ahlen als Koordinaten die Mittelpunktskoordinaten der Rada
hsex0 := x1 + x22 ; y0 := y1 + y22 (9:49)80



und den Winkel #, den die Rada
hse mit der x{A
hse der Ebene eins
hlie�t. Mitdiesen Parametern gilt dannx1=2 = x0 � l2 
os#; y1=2 = y0 � l2 sin #: (9:50)Eine �Anderung dieser drei Parameter wird dur
h eine �Anderung der beiden Winkel'1=2 bewirkt. Man ma
ht si
h lei
ht klar, da� glei
he �Anderungen von '1 und '2nur den Massenmittelpunkt vers
hieben, w�ahrend gegensinnige �Anderungen nurden Orientierungswinkel # beein
ussen. Es gilt genauerl�# = R (�'1 ��'2) (9:51)und �x0 = R sin # �'1 +�'22�y0 = �R 
os# �'1 +�'22 : (9:52)Aus (9.51) folgt o�enbar die weitere holonome Zwangsbedingungl #� R ('1 � '2) = konstant; (9:53)dur
h die die Koordinate # eliminiert werden kann. Die in�nitesimalen Zwangs-bedingungen (9.52) sind jedo
h ni
ht aus holonomen Zwangsbedingungen ableit-bar. Um dies zu zeigen, ersetzen wir die beiden Winkel '1;2 dur
h die Variablen'� := ('1 � '2)=2 und nehmen an, es gebe eine holonome Zwangsbedingung derForm f(x0; y0; '+; '�) = 0; (9:54)die mit (9.52) konsistent sei. Dann mu� die Di�erentialform zu (9.54) eine Line-arkombination der beiden in�nitesimalen Beziehungen in (9.52) sein. Es mu� alsozwei Funktionen hx=y(x0; y0; '+; '�) geben mit�f�x0�x0 + �f�y0�y0 + �f�'+�'+ + �f�'��'� �hx (�x0 � R sin #�'+) + hy (�y0 + R 
os#�'+) = 0: (9:55)Dur
h KoeÆzientenverglei
h lesen wir daraus die folgenden Beziehungen ab:�f�x0 = hx�f�y0 = hy�f�'+ = hy R 
os#� hxR sin #�f�'� = 0: (9:56)
81



Die vierte, erste und zweite Glei
hung in (9.56) implizieren die Unabh�angigkeitder Funktionen f , hx und hy von der Variablen '�. Die re
hte Seite der drittenGlei
hung h�angt aber wegen (9.53) �uber die Variable # von '� ab, es sei denn,die Funktionen hx und hy, und damit au
h die Funktion f , vers
hwinden. Damitist die angenommene holonome Zwangsbedingung (9.54) ad absurdum gef�uhrt.Wir haben hier also ein System, in dem die in�nitesimalen �Anderungen aller Vari-ablen dur
h die der beiden Variablen '1 und '2 festgelegt sind. Man sagt indiesem Falle, das System habe zwei Freiheitsgrade im Kleinen. Der Zustanddes Systems l�a�t si
h aber trotzdem ni
ht dur
h zwei generalisierte Koordinatenbes
hreiben, sondern es hat vier Freiheitsgrade im Gro�en.
1 3

3
2

Da� der Massenmittelpunkt tats�a
hli
h keine eindeutige Funktion der beidenWinkelvariablen '1=2 ist, kann man au
h dur
h die oben skizzierte Folge vonBewegungen verstehen:(1) Man rollt zun�a
hst das Rad 1 unter Festhaltung des Rades 2 ein St�u
k weiterunter Verkippung der Rada
hse.(2) Man rollt dann das Rad 2 unter Festhaltung des Rades 1 um den glei
henWeg weiter, bis die Rada
hse wieder die urspr�ungli
he Ri
htung hat.(3) S
hlie�li
h rollt man beide R�ader bei fester A
hsenorientierung zur�u
k, bisdie Winkel '1 und '2 die alten Werte haben.Man kann o�enbar den Massenmittelpunkt beliebig vers
hieben und die Winkel'1 und '2 auf ihre Anfangswerte zur�u
kf�uhren.Das obige Beispiel steht f�ur eine gro�e Klasse ni
ht{holonomer Zwangsbedingun-gen, die si
h folgenderma�en bes
hreiben lassen. Wir nehmen an, wir h�atten s
honalle holonomen Zwangsbedingungen dur
h die Wahl von fG generalisierten Koor-dinaten q := (q1; : : : ; qfG) ber�u
ksi
htigt. Es seien dann k weitere di�erentielleZwangsbedingungenf�(q; t) ��q+ f�(q; t)�t = 0 (� = 1; : : : ; k) (9:57)vorhanden, wobei die f� Vektoren der Dimension fG sind. Diese di�erentiellenZwangsbedingungen kann man au
h als lineare Glei
hungenf�(q; t) � _q+ f�(q; t) = 0 (� = 1; : : : ; k) (9:58)82



f�ur die generalisierten Ges
hwindigkeiten s
hreiben. Die virtuellen Verr�u
kungenerf�ullen dann die Bedingungenf� � Æq = 0 (� = 1; : : : ; k): (9:59)Man �uberpr�uft nun lei
ht, da� alle unsere �Uberlegungen, die wir zu den Lagrange-glei
hungen 1. Art und deren L�osung angestellt haben, si
h hier vollst�andig wieder-holen lassen. Die holonomen Zwangsbedingungen (9.13) waren daf�ur n�amli
h garni
ht n�otig. Die Glei
hungen (9.59) und (9.58) entspre
hen dabei den fr�uherenGlei
hungen (9.14) und (9.17). Wenn die k Vektoren f� linear unabh�angig sind,hat das System fK = fG � k Freiheitsgrade im Kleinen.Die Untersu
hung, ob die k di�erentiellen Zwangsbedingungen keine weiterenholonomen Zwangsbedingungen enthalten, f�uhrt wie im obigen Beispiel auf par-tielle Di�erentialglei
hungen f�ur die KoeÆzienten f� und f�.W�ahrend Lagrangeglei
hungen 1. Art f�ur die Behandlung von Systemen mit ni
ht{holonomen di�erentiellen Zwangsbedingungen anwendbar sind, ist die Ableitungvon Bewegungsglei
hungen aus einer Lagrangefunktion ni
ht m�ogli
h.

83



10. Das Hamiltons
he PrinzipNa
hdem wir im letzten Kapitel mit dem d'Alemberts
hen Prinzip ein Di�er-entialprinzip zur Aufstellung von Bewegungsglei
hungen kennengelernt haben,werden wir in diesem Kapitel ein Integralprinzip bespre
hen, das glei
hfallsein grundlegendes Prinzip der analytis
hen Me
hanik darstellt. Wir beginnenzun�a
hst mit einem Exkurs in die mathematis
hen Grundlagen der Variations-re
hnung.Die Variationsre
hnung behandelt die Problematik, Extrema von Funktionalenzu �nden. Ein Funktional ist eine Abbildung einer Menge von Funktionen in eineZahlenmenge, ordnet also jeder Funktion eine (bei den hier benutzten Anwendun-gen reelle) Zahl zu. Eine wi
htige Klasse von Funktionalen l�a�t si
h dur
h Integraledarstellen. Geh�ore etwa die y(x) zur Menge der auf dem Intervall x1 � x � x2stetig di�erenzierbaren Funktionen C und sei F (y; z; x) eine gegebene integrableFunktion ihrer Variablen, dann ist die AbbildungI�y(x)� := Z x2x1 F �y(x); y0(x); x�dx (10:1)ein Funktional auf C. Typis
he Variationsprobleme bestehen darin, diejenige Funk-tion y(x) aus einer gewissen Untermenge von C zu �nden, die das Funktional Iminimal oder maximal ma
ht. Die Untermenge von C wird dabei im allgemeinendur
h Rand{ oder Nebenbedingungen an die Funktion y(x) gekennzei
hnet.Als historis
h prominentes Beispiel f�ur ein Variationsproblem sei das Bra
histo-
hronenproblem genannt, mit dem Johann Bernoulli 1696 die Variations-re
hnung begr�undete. Gesu
ht ist bei diesem Problem die Bahn, die ein Massen-punkt im S
hwerefeld der Erde dur
hlaufen soll, damit er bei vers
hwindenderAnfangsges
hwindigkeit am s
hnellsten vom Anfangspunkt (0; 0) zum Endpunkt(x0; y0) gelangt.
x
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mg
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Ein Wegelement l�angs der Bahn ist �s = p(�x)2 + (�y)2 = p1 + y02�x unddie Ges
hwindigkeit ist aufgrund des Energiesatzes m2 v2 = mgy dur
h v = p2gy84



gegeben. Daher gilt f�ur die Fallzeit die Formel� =X �sv = Z x00 s1 + y022gy dx: (10:2)Dieses Funktional ist mit den Randbedingungen y(0) = 0 und y(x0) = y0 zuminimieren.Ein zweites klassis
hes Variationsproblem ist das Kettenlinienproblem: EineKette (oder ein beliebig 
exibles Seil) der L�ange l ist an seinen Endpunkten imS
hwerefeld der Erde aufgeh�angt. Wel
he Form nimmt die Kette im Glei
hgewi
htan?Dieses Problem geht man am einfa
hsten an, indem man die potentielle EnergieV der Kette minimiert. Wenn � die Massendi
hte der Kette pro L�angeneinheitist, gilt f�ur die in der folgenden Figur gezeigte Anordnung mit �l =p1 + y02�xsehr analog zu (10.2) die FormelV = �� gZ a�ayp1 + y02 dx: (10:3)Hier ist au
h eine der Nebenbedingungen, die die Kettenl�ange festlegt, dur
h einFunktional gegeben: y(�a) = 0; l = Z a�ap1 + y02 dx: (10:4)
x
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aa_
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Mit dem dritten Beispiel wollen wir andeuten, da� das in (10.1) benutzte Symboly au
h mehrere Funktionen (oder eine vektorwertige Funktion) bezei
hnen kann.Wir su
hen die k�urzeste Kurve, die zwei gegebene Punkte r1 und r2 verbindet.
∆

1r

r
2r
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Wenn r(s) eine beliebige di�erenzierbare Kurve ist, die die Nebenbedingungenr(s1) = r1 und r(s2) = r2 erf�ullt, erhalten wir f�ur die L�ange L dieser Kurve dasFunktional L = Z s2s1 jr0(s)j ds = Z s2s1 px02 + y02 + z02 ds: (10:5)In entspre
hender Verallgemeinerung von (10.1) betra
hten wir im folgenden dasFunktional I[y℄ := Z x2x1 F �y(x);y0(x); x�dx (10:6)unter den Nebenbedingungeny(x1) = y1; y(x2) = y2; (10:7)wobei das Fetts
hriftsymbol y einen Vektor der Dimension n bezei
hnen soll.Wir werden jetzt eine notwendige Bedingung f�ur ein Extremum des Funktionals(10.6) mit den Nebenbedingungen (10.7) ableiten. Wir betra
hten dazu zu einervorgegebenen Funktion y(x) bena
hbarte Funktionen~y(x) := y(x) + Æy(x) = y(x) + ��(x): (10:8)Hier ist � ebenfalls eine vektorwertige Funktion und � eine diagonale n�n{Matrixmit den Diagonalelementen �i��(i=1;:::;n), so da� Æyi(x) = �i�i(x) gilt. Die Varia-tionen Æy(x) sind beliebige stetig di�erenzierbare Funktionen, die die Randbedin-gungen Æy(x1) = Æy(x2) = 0; d:h: �(x1) = �(x2) = 0; (10:9)erf�ullen m�ussen, damit mit y au
h ~y die Nebenbedingungen (10.7) erf�ullt. Damitdie Funktion y(x) ein Extremum des Funktionals (10.6) ist, sollte die gew�ohnli
heFunktion I(�) := I[~y℄ bei � = 0 ein Extremum haben. Wir erhalten daher dienotwendigen Bedingungen�I��i ���=0 = Z x2x1 ��F�yi �i(x) + �F�y0i �0i(x)� dx = 0 (i = 1; : : : ; n): (10:10)Um aus (10.10) weitere S
hlu�folgerungen ziehen zu k�onnen, f�uhren wir am zweitenTerm im Integral eine partielle Integration dur
h:Z x2x1 �F�y0i �0i(x) dx = ��F�y0i �i(x)���x=x2x=x1 � Z x2x1 � ddx��F�y0i �� �i(x) dx: (10:11)Hier vers
hwindet der erste Term auf der re
hten Seite wegen der Randbedingun-gen (10.9) und wir erhalten anstelle von (10.10)Z x2x1 ��F�yi � ddx��F�y0i �� �i(x) dx = 0 (i = 1; : : : ; n): (10:12)86



Da die Variationen �i(x) bis auf die Eins
hr�ankungen (10.9) beliebig sind, kannman daraus auf das Vers
hwinden der Vorfaktoren s
hlie�en. Damit alle dieseS
hl�usse mathematis
h korrekt sind, mu� ausrei
hende stetige Di�erenzierbarkeitder beteiligten Funktionen y und F vorausgesetzt werden. Als notwendige Be-dingungen f�ur ein Extremum des Funktionals (10.6) unter den Nebenbedingungen(10.7) erhalten wir daher die Eulers
hen Di�erentialglei
hungen (LeonhardEuler, 1707-1783) ddx��F�y0i �� �F�yi = 0 (i = 1; : : : ; n): (10:13)Die Eulers
hen Di�erentialglei
hungen sind genau dann erf�ullt, wenn das Funk-tional bei Variation der Funktionen y um Æy keine in Æy lineare �Anderung erf�ahrt.Man nennt diese lineare �AnderungÆI := Z x2x1 ��F�y � Æy(x) + �F�y0 � Æy0(x)� dx = Z x2x1 ��F�y � ddx �F�y0 � � Æy(x) dx (10:14)au
h die erste Variation des Funktionals. Dieser Begri� entspri
ht dem Be-gri� des totalen Di�erentials bei Funktionen von endli
h vielen Variablen. DasVers
hwinden der ersten Variation ist also eine notwendige, aber nat�urli
h keinehinrei
hende Bedingung daf�ur, da� ein Funktional extremal ist. Man sagt au
h,das Funktional sei station�ar, wenn ÆI = 0 gilt.Na
h dieser mathematis
hen Einf�uhrung in die Grundlagen der Variationsre
hnungk�onnen wir nun angesi
hts der o�ensi
htli
hen Verwandts
haft zwis
hen den Eu-lers
hen Di�erentialglei
hungen (10.13) und den Lagrangeglei
hungen 2. Art (9.36)das Hamiltons
he Prinzip f�ur Systeme von Massenpunkten mit holonomenZwangsbedingungen und konservativen Kr�aften (9.33) lei
ht formulieren (WilliamRowan Hamilton, 1805-1865). Seien q der Vektor der generalisierten Koordi-naten des Systems und L(q; _q; t) = T�V seine Lagrangefunktion. Dann de�nierenwir dasWirkungsintegral I f�ur die Bewegung des Systems �uber das Zeitintervall(t1; t2) dur
h I[q℄ := Z t2t1 L�q(t); _q(t); t�dt: (10:15)Wir betra
hten nun alle denkbaren Bewegungen, die das System aus einer An-fangskon�guration q(t1) = q1 in die Endkon�guration q(t2) = q2 �uberf�uhren.Wir fordern also die Nebenbedingungenq(t1) = q1; q(t2) = q2: (10:16)Das Hamiltons
he Prinzip lautet dann:Unter allen Bewegungen zwis
hen den dur
h (10.16) gegebenen Kon-�gurationen f�uhrt das System diejenige aus, die das Wirkungsinte-gral (10.15) station�ar ma
ht. 87



Na
h den obigen mathematis
hen Vorbemerkungen folgt aus diesem Prinzip dieG�ultigkeit der Lagranges
hen Bewegungsglei
hungen (9.36), die in diesem Zusam-menhang au
h oft als Euler{Lagrange{Glei
hungen bezei
hnet werden. An-ders als bei den bisherigen Formulierungen werden diese Bewegungsglei
hungenni
ht dur
h Anfangsbedingungen q(t1) = q1 und _q(t1) = _q1 zu einem An-fangswertproblem erg�anzt, sondern dur
h Randbedingungen (10.16) zu einemRandwertproblem, das im allgemeinen aber ebenfalls eindeutig l�osbar sein wird.Das Hamiltons
he Prinzip stellt einen besonders eleganten und n�utzli
hen Aus-gangspunkt f�ur die Formulierung der Gesetze der Me
hanik dar. Ein Vorzug dieserFormulierung ist ihre Unabh�angigkeit von der Wahl der generalisierten Koordi-naten. Das Hamiltons
he Prinzip ist sehr verallgemeinerungsf�ahig und kann au
hals Grundlage f�ur Feldtheorien wie die Elektrodynamik sowie f�ur die Quantenthe-orie benutzt werden.Als alternatives Postulat zu Begr�undung der Me
hanik vers
hleiert das Hamil-tons
he Prinzip den kausalen Charakter der Newtons
hen Me
hanik. Die Sta-tionarit�at des Wirkungsintegrals kann naturphilosophis
h als eine teleologis
heNaturbes
hreibung interpretiert werden. Wie s
hon in der Einleitung zu dieserVorlesung erw�ahnt, kann man dies zum Anla� nehmen, einem Absolutheits-anspru
h des heute gebr�au
hli
hen kausalen Naturverst�andnisses mit Skepsis zubegegnen.Ein verallgemeinertes Variationsproblem besteht darin, die Stationarit�at der erstenVariation (10.14) unter k (ni
ht notwendig holonomen) Nebenbedingungenf�(y; x) � Æy(x) = 0 (� = 1; : : : ; k) (10:17)mit k linear unabh�angigen Vektoren f� zu fordern. Da die Æy ni
ht unabh�angiggew�ahlt werden k�onnen, kann man jetzt ni
ht auf die G�ultigkeit der Eulers
henDi�erentialglei
hungen (10.13) s
hlie�en, sondern erh�alt (wegen der Lokalit�at derNebenbedingungen in der Variablen x) zun�a
hst nur die Beziehungen��F�y � ddx �F�y0 � � Æy(x) = 0 (x1 � x � x2): (10:18)Die Bedingungen (10.17) sagen, da� die k linear unabh�angigen Vektoren f� einenk{dimensionalen Unterraum aufspannen, in dem laut (10.18) der linke Faktor in(10.18) liegen mu�. Es folgen daher die Glei
hungenddx �F�y0 � �F�y = kX�=1��(x) f�(y; x); (10:19)die o�ensi
htli
hen Bezug zu Lagrangeglei
hungen 1. Art haben.Zum Abs
hlu� dieses Kapitels wollen wir no
h zeigen, wie das Hamilton-s
he Prinzip aus dem d'Alemberts
hen Prinzip (9.7) abgeleitet werden kann.Wir m�ussen dazu jedem Zeitpunkt t im Zeitintervall t1 � t � t2 eine88



virtuelle Verr�u
kung zuordnen, die wir Æx(t) nennen werden. Die so de�niertenzeitabh�angigen virtuellen Verr�u
kungen haben die Eigens
haftddt (Æx) = Æ _x = Æv; (10:20)die wir f�ur die na
hfolgende Umformung brau
hen. Es gilt n�amli
h mit (10.20) dieIdentit�at Æx �M � �x = ddt (Æx �M � _x)� 12Æ( _x �M � _x); (10:21)wo re
hts die kinetis
he Energie T des Systems (9.30) auftau
ht. Mit der virtuellenArbeit der eingepr�agten Kr�afte ÆA := Æx �Y (10:22)folgern wir daher aus dem d'Alemberts
hen Prinzip (9.7)ÆT + ÆA = ddt (Æx �M � _x) (10:23)oder na
h Integration �uber das Zeitintervall t1 � t � t2Z t2t1 (ÆT + ÆA) dt = (Æx �M � _x)��t2t1 : (10:24)Damit haben wir eine verallgemeinerte Version des Hamiltons
hen Prinzipsabgeleitet, die si
h folgenderma�en formulieren l�a�t:Ein System bewege si
h aus der Kon�guration x(t1) = x1 in die Kon�gura-tion x(t2) = x2. An diesem System kann man virtuelle Verr�u
kungen Æx(t)vornehmen, die eventuell dur
h Zwangsbedingungen einges
hr�ankt sind unddie nat�urli
h die Bedingungen Æx(t1) = Æx(t2) = 0 erf�ullen m�ussen. Die Be-wegung verl�auft dann so, da� f�ur alle virtuellen Verr�u
kungen das zeitli
heIntegral der Summe aus der virtuellen Arbeit und der Variation der kineti-s
hen Energie vers
hwindet:Z t2t1 (ÆT + ÆA) dt = 0: (10:25)Dieses allgemeine Prinzip ist kein ri
htiges Variationsprinzip, solange die virtuelleArbeit ÆA im Gegensatz zu ÆT ni
ht das Di�erential einer dynamis
hen Funktionist. Falls jedo
h eine potentielle Energie V f�ur die eingepr�agten Kr�afte existiert,mit der dann ÆA = �ÆV (10:26)gilt, kann man mit der Lagrangefunktion L := T � V aus (10.25) das eigentli
heHamiltons
he VariationsprinzipÆI := Æ Z t2t1 Ldt = 0 (10:27)89



folgern.Wie wir gezeigt haben, kann man aus diesem Prinzip f�ur holonome Zwangsbedin-gungen sowohl Lagrangeglei
hungen 1. Art wie au
h Lagrangeglei
hungen 2. Artherleiten. Im ersten Fall beh�alt man die Zwangsbedingungen bei und verwendetdie Argumentation, die auf Glei
hung (10.19) f�uhrte. Im zweiten Fall f�uhrt mangeneralisierte Koordinaten ein und bes
hreitet den Weg, der auf Glei
hung (10.13)f�uhrte.
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11. Lagrangeformalismus und NoethertheoremWir haben im vorangehenden allgemeine Methoden kennengelernt, die es erlauben,die Bewegungsglei
hungen f�ur me
hanis
he Systeme aufzustellen. Besonders be-quem waren holonome Systeme zu handhaben, bei denen si
h alle Zwangsbedin-gungen dur
h Einf�uhrung eines f{dimensionalen Vektors q von generalisiertenKoordinaten erf�ullen lassen. Au�erdem war es erfreuli
h, wenn die eingepr�agtenKr�afte des Systems si
h aus einem Potential ableiten lie�en. Wir wollen im fol-genden Systeme mit diesen beiden Eigens
haften n�aher untersu
hen. Es gibt f�ursol
he Systeme eine LagrangefunktionL = T � V; (11:1)die von den generalisierten Koordinaten und Ges
hwindigkeiten und der Zeitabh�angen kann und mit der si
h die f Bewegungsglei
hungen in der Formddt �L� _q � �L�q = 0 (11:2)s
hreiben.Wir wollen zun�a
hst zeigen, da� man innerhalb dieses Formalismus au
h die vonelektromagnetis
hen Feldern erzeugten Kr�afte auf ein geladenes Teil
hen behan-deln kann. Wenn E(r; t) und B(r; t) die elektris
hen und magnetis
hen Felderam Ort r zur Zeit t sind, erf�ahrt ein Massenpunkt mit der elektris
hen Ladung ebekanntli
h die Lorentz{KraftFem = eE+ e
 v �B; (11:3)die von der Ges
hwindigkeit v des Teil
hens abh�angt. Man zeigt im Rahmen derTheorie des Elektromagnetismus, da� si
h die Felder aus einem skalaren Poten-tial �(r; t) und einem Vektorpotential A(r; t) na
h folgenden Formeln ableitenlassen: E = �r�� 1
 �A�tB = r�A: (11:4)Wir werden uns jetzt davon �uberzeugen, da� si
h die Kraft (11.3) im Rahmen derLagrangeglei
hungen (11.2) aus dem ges
hwindigkeitsabh�angigen PotentialVem(r;v; t) := e�(r; t)� e
A(r; t) � v (11:5)ergibt. Bei ges
hwindigkeitsunabh�angigen Potentialen bestimmte si
h die genera-lisierte Kraft Qi na
h Glei
hung (9.34). F�ur ges
hwindigkeitsabh�angige Potentialeist die Kraft jedo
h na
h (11.2) dur
h den den Ausdru
kQi := ��V�qi + ddt �V� _qi (11:6)91



gegeben. Wir m�ussen deshalb na
hpr�ufen, ob die Identit�atFem = ��Vem�r + ddt �Vem�v (11:7)gilt. Die Na
hpr�ufung gelingt lei
ht, wenn man die Identit�atr(A � v)� (v � r)A = v � (r�A) = v �B (11:8)benutzt. Wir haben damit die Lagrangefunktion eines geladenen Teil
hens imelektromagnetis
hen Feld alsL = m2 v2 + e
A(r; t) � v � e�(r; t) (11:9)identi�ziert.Die Potentiale � und A sind dur
h die Felder E und B ni
ht eindeutig bestimmt.Sei n�amli
h �(r; t) eine beliebige (stetig di�erenzierbare) Funktion von r und t,dann ergeben die Potentiale ~� := �� 1
 ���t ;~A := A+r�; (11:10)eingesetzt in (11.4), dieselben Felder wie die Potentiale � und A. Man nenntdie Transformation (11.10) der Potentiale eine Ei
htransformation. Bei einerUmei
hung (11.10) der Potentiale �andert si
h jedo
h au
h die Lagrangefunktion(11.9) in ~L = L+ e
 �r� � v + ���t � = L+ ddt�e
 �(r; t)�: (11:11)Aus unserer obigen Re
hnung ist ersi
htli
h, da� die Lorentzkraft und damit dieLagranges
he Bewegungsglei
hung ni
ht von der Ei
hung der Potentiale abh�angt.Hinter dieser Beoba
htung steht eine allgemeinere Aussage. Wenn wir f�ur einbeliebiges System mit generalisierten Koordinaten q eine Umei
hung~L := L+ d�dt (11:12)der Lagrangefunktion mit einer beliebigen Ei
hfunktion �(q; t) vornehmen, dannbleiben die Bewegungsglei
hungen (11.2) unver�andert. Da� der Zusatzterm d�=dtin (11.12) keinen Beitrag in (11.2) liefert, kann man lei
ht na
hre
hnen, ers
heintaber trotzdem auf den ersten Bli
k erstaunli
h. Eine tiefere Einsi
ht in diesesErgebnis gewinnt man mit Hilfe des Hamiltons
hen Prinzips. Die Wirkungsinte-grale der beiden Lagrangefunktionen L und ~L in (11.12) stehen n�amli
h in folgen-der Beziehung zueinander:~I = Z t2t1 ~Ldt = Z t2t1 Ldt+ ��q(t2); t2�� ��q(t1); t1� = I + 
: (11:13)92



Sie unters
heiden si
h also nur um eine Konstante, die v�ollig unabh�angig vonder Bewegung zwis
hen den beiden Randkon�gurationen ist. Daher sind die er-sten Variationen Æ ~I und ÆI nat�urli
h identis
h und die daraus folgenden Euler{Lagrangeglei
hungen m�ussen ebenfalls �ubereinstimmen.Neben den generalisierten Koordinaten q, Ges
hwindigkeiten _q und Kr�aften Qspielen die generalisierten Impulsep := �L� _q ; (11:14)die in unserer Notation ebenfalls einen Vektor mit f Komponenten bilden, einewi
htige Rolle. F�ur kartesis
he Koordinaten stimmen die generalisierten Im-pulse mit den kartesis
hen Komponenten des gew�ohnli
hen Impulses �uberein. Imallgemeinen haben die generalisierten Koordinaten jedo
h ni
ht notwendig diephysikalis
he Dimension einer L�ange und die zugeh�origen generalisierten Impulsehaben dann au
h ni
ht die physikalis
he Dimension eines Impulses. Wenn diegeneralisierte Koordinate qi beispielsweise ein Winkel ist, hat der zugeh�orige gene-ralisierte Impuls pi die Dimension eines Drehimpulses. Da na
h (9.26) und (9.30)die kinetis
he Energie T und damit au
h die Lagrangefunktion L immer (au
him Falle (11.9)) eine quadratis
he Form in den generalisierten Ges
hwindigkeitenist, sind die generalisierten Impulse p lineare Funktionen der generalisiertenGes
hwindigkeiten _q.Eine Lagrangeglei
hung aus dem Glei
hungssystem (11.2) wird besonders einfa
h,wenn die Lagrangefunktion L ni
ht von der betre�enden generalisierten Koordi-nate qi abh�angt, �L�qi � 0: (11:15)Dann lautet die zugeh�orige Lagrangeglei
hung n�amli
h einfa
hddt �L� _qi = ddt pi = 0 (11:16)und der Impuls pi ist eine Erhaltungsgr�o�e. Wenn eine generalisierte Koordinateqi die Eigens
haft (11.15) besitzt, nennt man sie eine zyklis
he Koordinate:Wenn eine generalisierte Koordinate qi zyklis
h ist, ist der zugeh�origegeneralisierte Impuls pi erhalten.Zyklis
he Koordinaten und die zugeh�origen Erhaltungss�atze sind uns s
hon in einerReihe von F�allen begegnet. So hatten wir aus der Unabh�angigkeit des Potentialsvom Massenmittelpunkt (7.45) auf die Erhaltung des Impulses ges
hlossen undaus der Unabh�angigkeit der Lagrangefunktion (9.42) vom Polarwinkel ' auf dieErhaltung des Drehimpulses (9.44). Diese Art von S
hlu�folgerung ist ein Beispielf�ur eine Aussage des Noethers
hen Theorems, die wir im folgenden n�aher be-tra
hten werden. 93



Wir nehmen an, wir haben eine einparametrige Abbildung des f{dimensionalenKon�gurationsraumes C der generalisierten Koordinaten q auf si
h,C 3 q! g = g(q; s) 2 C mit g(q; 0) = q: (11:17)Diese Abbildung erzeugt (bei festem Parameter s) eine lineare Abbildung derGes
hwindigkeiten _q und _g aufeinander,_g = ddt g(q(t); s) = ( _q � rq)g(q; s): (11:18)Unter der so de�nierten Abbildung der Koordinaten und Ges
hwindigkeiten seidie Lagrangefunktion des betra
hteten Systems invariant,L�g(q; s); _g(q; _q; s); t� � L�q; _q; t�: (11:19)F�ur die Herleitung des Noethertheorems werden wir allerdings nur den Grenzfallkleiner Werte des Parameters s brau
hen, in dem die Abbildung (11.17) dur
h ihrein�nitesimale Erzeugende h(q) := ��sg(q; s)��s=0 (11:20)bestimmt ist. Es gelte damit alsog(q; s) = q+ h(q) � s+O(s2): (11:21)Aus (11.19) k�onnen wir jetzt die folgende Glei
hung ableiten:0 = ddsL�g(q(t); s); _g(q(t); _q(t); s); t�js=0 = ��L�g � �g�s + �L� _g � � _g�s�js=0= � ddt��L� _q � � �g�s + �L� _q � ddt��g�s ��js=0 = ddt ��L� _q � h(q)�: (11:22)Hier wurde in der zweiten Zeile die G�ultigkeit der Euler{Lagrangeglei
hung (11.2)benutzt sowie die aus (11.18) ersi
htli
he Identit�at� _g�s = ddt��g�s �: (11:23)Wir folgern damit aus (11.22) den Erhaltungssatzddt ��L� _q � h(q)� = ddt �p � h(q)� = 0: (11:24)Die Aussage des Noethers
hen Theorems besteht darin, f�ur eine Koordinatentrans-formation (11.17), unter der die Lagrangefunktion invariant ist und die dur
h diein�nitesimale Erzeugende (11.20) erzeugt wird, die Erhaltungsfr�o�eFh = �L� _q � h(q) = p � h(q) (11:25)94



explizit anzugeben.Eine zyklis
he Koordinate entspri
ht dem einfa
hen Fall einer Kon�gurations-abbildung g = q+ s a mit einem festen Vektor a. In diesem Falle gilt _g = _q unddie Invarianz der Lagrangefunktion unter den Translationen s a hat na
h (11.25)die Erhaltung der Komponente p � a des generalisierten Impulses zur Folge.Im Falle einer Rotationsinvarianz bes
hreiben wir eine in�nitesimale Rotationum eine dur
h den Einheitsvektor e gekennzei
hnete A
hse um den Winkel s dur
hdie Abbildung gi = ri + s e� ri (i = 1; : : : ; n); (11:26)wenn ri der Ortsvektor des i{ten Massenpunktes ist. Hier werden die Ges
hwindig-keiten _gi = _ri + s e� _ri (i = 1; : : : ; n) (11:27)in analoger Weise transformiert. Wenn die Lagrangefunktion unter der Transfor-mation (11.26,27) invariant ist, liefert (11.25) den Erhaltungssatzddt nXi=1 pi � (e� ri) = ddt nXi=1 e � (ri � pi) = ddt (L � e) (11:28)f�ur die e{Komponente des Drehimpulses L.Ein Massenpunkt in einem homogenen Gravitationsfeld ist insofern ein trans-lationsinvariantes System, als die Erdbes
hleunigung g ni
ht vom Ort r desMassenpunktes abh�angt und deshalb die Bewegungsglei
hungm�r = mg (11:29)translationsinvariant ist. Die �ubli
he LagrangefunktionL = m2 _r2 +mg � r; (11:30)die man f�ur dieses Problem verwendet, ist allerdings ni
ht invariant gegen�uber ver-tikalen Translationen. Man kann sie jedo
h dur
h eine Ei
htransformation (11.12)translationsinvariant ma
hen. Mit dem Ei
hfeld � := �mt(g�r) erh�alt man n�amli
hdie v�ollig �aquivalente Lagrangefunktion~L = L+ ddt �(r; t) = m2 _r2 �mtg � _r: (11:31)Hier wurde die Translationsinvarianz der Lagrangefunktion dur
h eine Zeitabh�an-gigkeit erkauft. Das Noethers
he Theorem liefert uns jetzt die Erhaltungsgr�o�e�L� _r = m _r�mtg; (11:32)die man bei diesem einfa
hen Problem nat�urli
h au
h dur
h direkte Integrationder Bewegungsglei
hung (11.29) erh�alt. 95



Dur
h eine Ei
htransformation gelingt es au
h, die Konsequenzen der Galilei{Invarianz aus dem Noethertheorem abzuleiten. Wir betra
hten dazu ein Systemvon n Massenpunkten mit den Bewegungsglei
hungenmi �r = Fi(r1; : : : ; rn) (i = 1; : : : ; n); (11:33)dessen Kr�afte Fi invariant unter beliebigen Translationen des Systemsri ! ri + a (i = 1; : : : ; n) (11:34)sein sollen. Die Bewegungsglei
hungen (11.33) sind hier au
h unter den Galilei-transformationenri ! ri + s � v � t; vi ! vi + s � v (i = 1; : : : ; n) (11:35)invariant, wo s � v die Relativges
hwindigkeit der betra
hteten Bezugssysteme ist.In diesem Fall ist in der �ubli
hen LagrangefunktionL = nXi=1 mi2 v2i � V (r1; : : : ; rn) (11:36)zwar die potentielle Energie V invariant unter der Transformation (11.35), aberdie kinetis
he Energie T ni
ht. Hier verhilft das Ei
hfeld� = �1t nXi=1 mi2 r2i (11:37)zu einer neuen Lagrangefunktion~L = nXi=1 mi2 �vi � 1t ri)2 � V (r1; : : : ; rn); (11:38)die o�ensi
htli
h unter der Transformation (11.35) invariant ist. Die zu (11.35)geh�origen in�nitesimalen Erzeugenden sind die Vektorenhi = v � t; (11:39)so da�, weil v ein beliebiger Ges
hwindigkeitsvektor ist, das Noethers
he Theoremdie Erhaltungsgr�o�et � nXi=1 � ~L�vi = t � nXi=1mi�vi � 1t ri) = P � t�MR (11:40)ergibt, die die Bewegung des Massenmittelpunktes bes
hreibt.96



Es gibt einen weiteren wi
htigen Erhaltungssatz, der si
h ni
ht aus der Invarianz(11.19) der Lagrangefunktion unter Koordinatentransformationen herleitet. Ergilt, wenn die Lagrangefunktion ni
ht explizit von der Zeit abh�angt,�L�t = 0: (11:41)Unter Benutzung der Bewegungsglei
hungen (11.2) erhalten wir in diesem Falledie Identit�atdLdt = �L� _q � �q+ �L�q � _q = �L� _q � d _qdt + ddt��L� _q � � _q = ddt��L� _q � _q�: (11:42)Aus dieser Identit�at folgt die Erhaltungsgr�o�eH := �L� _q � _q� L: (11:43)Zeitunabh�angige Lagrangefunktionen mit der Eigens
haft (11.41) �ndet man ins-besondere f�ur skleronome Zwangsbedingungen x = x(q) und zeitunabh�angige Po-tentiale V (x). Na
h (9.26) und (9.30) ist dann die kinetis
he Energie T ein ho-mogenes Polynom zweiten Grades in den generalisierten Ges
hwindigkeiten_q. Man �uberzeugt si
h dann lei
ht von der G�ultigkeit der Beziehung�L� _q � _q = 2T: (11:44)(Dies ist ein triviales Beispiel f�ur den Eulers
hen Satz �uber homogene Funk-tionen.) Wir identi�zieren damit die Erhaltungsgr�o�e (11.43) im Falle derG�ultigkeit von (14.44) als die Gesamtenergie des Systems. Die dynamis
heFunktion H = T + V (11:45)hei�t die Hamiltonfunktion des Systems, die im Zentrum des folgenden Kapitelsstehen wird.
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12. Hamiltonformalismus und PhasenraumIm Lagrangeformalismus sind die generalisierten Koordinaten und ihre Ges
hwin-digkeiten die nat�urli
hen Variablen zur Bes
hreibung eines dynamis
hen Systems.Wir haben im letzten Kapitel jedo
h gesehen, da� die generalisierten Impulseebenfalls eine herausgehobene Rolle spielen. Dieser Rolle wird im Hamiltonfor-malismus entspro
hen, in dem die Impulse anstelle der Ges
hwindigkeiten alsnat�urli
he Variable wirken. Der �Ubergang zwis
hen den beiden Bes
hreibungenist eine einfa
he Anwendung der Legendretransformation, deren allgemeinesPrinzip wir zun�a
hst kurz skizzieren werden, weil sie au
h in anderen Berei
hender Physik (insbesondere in der Thermodynamik) Anwendung �ndet.Die Legendretransformation ist eine duale Transformation zwis
hen Paaren vonkonvexen Funktionen. Wir nehmen an, die Funktion f(x) sei eine konvexe Funk-tion. Ihre Legendretransformierte ist dann dur
h die Glei
hungg(y) := maxx �y � x� f(x)� (12:1)gegeben. F�ur die uns hier interessierende Anwendung ma
hen wir die starkezus�atzli
he Annahme, da� die Funktion f(x) zweimal di�erenzierbar ist. Die Kon-vexit�atsannahme bedeutet dann f 00(x) > 0 und die Bestimmung des Maximumsin (12.1) f�uhrt auf die Bestimmungsglei
hungy = f 0(x); (12:2)die wegen der Monotonit�at von f 0(x) f�ur alle y im Werteberei
h der Funktion f 0(x)eine eindeutige L�osung x(y) besitzt, mit der die Legendretransformierte si
h alsg(y) = y � x(y)� f�x(y)� (12:3)angeben l�a�t. Unter Benutzung von (12.2) �nden wir nunmehrg0(y) = x+ y � dxdy � f 0(x) � dxdy = x(y): (12:4)Die Glei
hung g0(y) = x ist also die Umkehrung der Glei
hung (12.2) und auf-grund der Symmetrie von (12.3) identi�zieren wir die Funktion f(x) als die Legen-dretransformierte von g(y) (Dualit�at).
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Falls die Funktion f von einem weiteren Parameter a abh�angt, f = f(x; a),erh�alt au
h die L�osung x = x(y; a) von (12.2) und damit g(y; a) na
h (12.3) eineentspre
hende Abh�angigkeit. Eine Kompensation in Analogie zu (12.4) f�uhrt dannauf die einfa
he Beziehung�g�a = y � �x�a � �f�x � �x�a � �f�a = ��f�a (12:5)zwis
hen den partiellen Ableitungen der dualen Partnerfunktionen.Die Verallgemeinerung der Legendretransformation auf Funktionen mehrererVariablen f(x) ges
hieht in v�olliger Analogie zur obigen De�nition, wobei dieForderung der Konvexit�at dur
h die positive De�nitheit der Ja
obi{Matrixvon f zu ersetzen ist.Bei unserer Anwendung der Legendretransformation auf die Lagranges
he Dy-namik spielen die Lagrangefunktion L die Rolle der obigen Funktion f und diegeneralisierten Ges
hwindigkeiten _q die Rolle der obigen Variablen x. Na
h(9.26) und (9.30) ist die Lagrangefunktion ein Polynom zweiten Grades inden generalisierten Ges
hwindigkeiten. Dies gilt au
h, wenn das Potentialges
hwindigkeitsabh�angige Terme wie in (11.5) enth�alt. Wir haben daher immereine lineare Beziehung p = �L� _q = A(q; t) � _q+ b(q; t) (12:6)zwis
hen den Impulsen und den Ges
hwindigkeiten, die der Beziehung (12.2)entspri
ht. Die Ja
obis
he Matrix in (12.6) ist dabei dur
h die Matrixelemente(A�i;j = �x�qi �M � �x�qj (i; j = 1; : : : ; f) (12:7)gegeben. Da die f Tangentenvektoren �x=�qi an die Zwangsmannigfaltigkeit linearunabh�angig sein sollen und da die Massen mi positiv sind, ist die Ja
obimatrix Apositiv de�nit. Um dies einzusehen, s
hreiben wir die quadratis
he Form_q � A � _q = j fXi=1pM � �x�qi _qij2 = jwj2 (12:8)als Betragsquadrat des Vektors w. Mit den f Vektoren �x=�qi sind au
h die fVektoren pM� �x=�qi linear unabh�angig. Denn die (3n� f){Matrizen (�x�=�qi)und (pm��x�=�qi) haben denselben (Spalten{ und Zeilen{)Rang f . Daher kannder Vektor w nur dann der Nullvektor sein, wenn alle _qi vers
hwinden.Wegen der De�nitheit der MatrixA ist die Beziehung (12.6) zwis
hen den Impulsenund Ges
hwindigkeiten eindeutig umkehrbar:_q = A�1 � (p� b): (12:9)99



Damit k�onnen wir die Legendretransformierte der Lagrangefunktion L als Hamil-tonfunktion, H(q;p; t) := p � _q� L(q; _q; t); (12:10)de�nieren. Hierbei sind auf der re
hten Seite die Ges
hwindigkeiten _q mittels(12.9) dur
h die Impulse p auszudr�u
ken.An die Stelle der Lagranges
hen (11.2) treten im Hamiltonformalismus dieHamil-tons
hen Bewegungsglei
hungen_q = �H�p_p = ��H�q : (12:11)Die erste Bewegungsglei
hung in (12.11) entspri
ht der allgemeinen Beziehung(12.4) f�ur Legendretransformierte und gibt hier einfa
h die Beziehung (12.9) zwi-s
hen Ges
hwindigkeiten und Impulsen wieder. Zur Verdeutli
hung leiten wir sieno
h einmal in v�olliger Analogie zu (12.4) dur
h Di�erentiation von (12.10) unterBenutzung der De�nition der Impulse (11.14) ab:�H�pi = _qi + p � � _q�pi � �L� _q � � _q�pi = _qi: (12:12)Die zweite Bewegungsglei
hung in (12.11) ergibt si
h dur
h Di�erentiation von(12.10) na
h q, wenn man die G�ultigkeit der Lagranges
hen Bewegungsglei-
hung (11.2) voraussetzt (und au
h (11.14) wieder benutzt). Um bei der Her-leitung dieser Glei
hung die Bedeutung der auftretenden partiellen Ableitun-gen unmi�verst�andli
h zu ma
hen, werden wir die festzuhaltenden Gr�o�en inZweifelsf�allen als Index hinzuf�ugen. Die Ableitung der zweiten Glei
hung in (12.11)sieht dann so aus:�H�qi = p � � � _q�qi �p � � �L�qi �p = p � � � _q�qi �p � �L�qi � �L� _q � � � _q�qi �p = � �L�qi= � _pi: (12:13)Hier wurde in der ersten Zeile die Ableitung der allgemeinen Beziehung (12.5)wiederholt, w�ahrend die zweite Zeile dur
h Anwendung der Lagrangeglei
hungfolgte. Als eine zus�atzli
he Beziehung halten wir no
h die Glei
hung�H�t = ��L�t (12:14)fest, die ebenfalls ein Beispiel f�ur die allgemeine Beziehung (12.5) ist. Au
h hierf�ugen wir zum besseren Verst�andnis no
h einmal die Ableitung bei:�H�t = p ��� _q�t �q;p���L�t �q;p = p ��� _q�t �q;p� �L�t � �L� _q ��� _q�t �q;p = ��L�t : (12:15)100



Wir geben im folgenden einige einfa
he Beispiele f�ur den �Ubergang von den La-granges
hen zu den Hamiltons
hen Glei
hungen. Als erstes Beispiel betra
htenwir einen Massenpunkt mit der LagrangefunktionL = m2 _r2 � V (r; t); (12:16)wobei wir als generalisierte Koordinaten die kartesis
hen Koordinaten r = (x; y; z)w�ahlen. Die generalisierten Impulsep = �L� _r = m _r (12:17)sind dann im wesentli
hen (d.h. bis auf den multiplikativen Faktor m) identis
hmit den Ges
hwindigkeiten _r und die Hamiltonfunktion ist dur
hH = 12mp2 + V (r; t) (12:18)gegeben. F�ur dieses Beispiel ist die Beziehung zwis
hen den Hamiltons
hen Bewe-gungsglei
hungen _r = �H�p = pm; _p = ��H�r = ��V�r (12:19)und den Lagrangeglei
hungen m�r = ��V�r (12:20)nat�urli
h v�ollig trivial.Dies �andert si
h jedo
h, wenn man f�ur dieselbe Lagrangefunktion (12.16) Kugelko-ordinaten als generalisierte Koordinaten w�ahlt. Sie lautet dannL = m2 � _r2 + r2 _#2 + r2 sin2# _'2�� V (r; #; '; t); (12:21)die generalisierten Impulse sindpr = m _r; p# = mr2 _#; p' = mr2 sin2# _' (12:22)und die Hamiltonfunktion istH = 12m�p2r + p2#r2 + p2'r2 sin2#�+ V (r; #; '; t): (12:23)Die generalisierten Impulse p# und p' haben hier die Bedeutung von Drehim-pulsen.Als drittes Beispiel betra
hten wir die Lagrangefunktion (11.9) eines geladenenTeil
hens in einem elektromagnetis
hen Feld. In kartesis
hen Koordinaten erhaltenwir f�ur den Impulsp = �L�v = mv + e
A oder v = 1m (p� e
A) (12:24)101



und damit die wi
htige HamiltonfunktionH = p � v � L = 12m�p� e
A�2 + e�: (12:25)Am Ende von Kapitel 11 hatten wir gezeigt, da� die Hamiltonfunktion eine Er-haltungsgr�o�e ist, wenn die Lagrangefunktion ni
ht explizit von der Zeit abh�angt(siehe (11.43) und (11.41)). Wegen (12.14) k�onnen wir daraus die folgende Aussageableiten:Die Hamiltonfunktion ist eine Erhaltungsgr�o�e, wenn sie ni
ht ex-plizit von der Zeit abh�angt: �H�t = 0: (12:26)Au�erdem konnten wir die erhaltene Hamiltonfunktion mit der Energie identi-�zieren, wenn die potentielle Energie V (q) und die Parametrisierung x = x(q)dur
h die generalisierten Koordinaten zeitunabh�angig sind (siehe (11.45)). Wirbetonen, da� die Glei
hung (12.26) ni
ht ausrei
ht, um die Hamiltonfunktion mitder Energie identi�zieren zu k�onnen. Man mu� zus�atzli
h die Zeitunabh�angigkeitder Parametrisierung x = x(q) voraussetzen. Dies soll dur
h das folgende Gegen-beispiel belegt werden. Wir betra
hten dazu wieder einen Massenpunkt mit derLagrangefunktion (12.16) und vers
hwindendem Potential V und de�nieren diegeneralisierten Koordinaten q dur
h die zeitabh�angige Beziehungr = q+ v � t (12:27)mit einem festen Vektor v. Die LagrangefunktionL = T = m2 ( _q+ v)2 (12:28)ist dann identis
h mit der Energie des Systems. Mit den generalisierten Impulsenp = m( _q+ v) (12:29)bleibt die HamiltonfunktionH = p � _q� L = p � ( _q+ v � v)� L = T � p � v (12:30)wie die Lagrangefunktion zeitunabh�angig und damit erhalten, hat aber ni
ht dieBedeutung der Energie.Ob die Hamiltonfunktion (12.25) eines geladenen Teil
hens im elektromagneti-s
hen Feld als die Energie des Teil
hens interpretiert werden kann, kann manerst im Rahmen der Elektrodynamik ents
heiden, indem man die Energie deselektromagnetis
hen Feldes mitbetra
htet.102



Eine zyklis
he Koordinate qi, die wir im Lagrangeformalismus dur
h die Glei-
hung (11.15) de�niert hatten, kann anhand der ersten Zeile der Glei
hung (12.13)im Hamiltonformalismus dur
h die Bedingung�H�qi � 0 (12:31)identi�ziert werden. Die zweite Hamiltonglei
hung in (12.11) liefert uns f�ur jedezyklis
he Koordinate qi in v�olliger �Ubereinstimmung mit (11.16) einen Erhal-tungssatz f�ur den zugeh�origen generalisierten Impuls pi:pi(t) = �i: (12:32)Die Handhabung zyklis
her Koordinaten ist im Hamiltonformalismus besondersbequem, weil in der Hamiltonfunktion der Impuls pi dur
h die Konstante �i er-setzt werden kann und damit die Zahl der Freiheitsgrade explizit um 1 erniedrigtist. Die explizite Bestimmung der Ges
hwindigkeit _qi �uber die erste Hamilton-s
he Glei
hung in (12.11) und damit der zeitli
hen Entwi
klung qi(t) erfordertallerdings die Kenntnis der zeitli
hen Entwi
klung der anderen Koordinaten. Einekomplette L�osung der Hamiltons
hen Bewegungsglei
hungen ist jedo
h sofort er-rei
hbar, wenn die generalisierten Koordinaten so gew�ahlt werden k�onnen, da�sie allesamt zyklis
h sind. Dann kann der ganze Impulsvektor p(t) dur
h denkonstanten Vektor � ersetzt werden und die erste Zeile in (12.11)_q = �H�p := !(�; t) (12:33)liefert na
h Zeitintegration die explzite L�osungq(t) = q(t0) + Z tt0!(�; t0) dt0: (12:34)Die Integrationskonstanten � k�onnen �uber die Glei
hung (12.33) mit den Anfangs-ges
hwindigkeiten _q(t0) verkn�upft werden.Mit den Hamiltons
hen Bewegungsglei
hungen (12.11) sind die f Lagranges
henBewegungsglei
hungen zweiter Ordnung (11.2) dur
h 2f Bewegungsglei
hungenerster Ordnung ersetzt worden. Die auf diesen Bewegungsglei
hungen fu�endeBes
hreibung me
hanis
her Systeme betra
htet die generalisierten Koordinatenund Impulse (q;p) als 2f unabh�angige Gr�o�en, die den Zustand des Systems zujedem Zeitpunkt festlegen. Der 2f{dimensionale Raum, in dem die Vektoren (q;p)liegen, wird der Phasenraum des Systems genannt. Jeder m�ogli
he Zustand desSystems entspri
ht damit einem Punkt im Phasenraum. Die Hamiltons
hen Bewe-gungsglei
hungen (12.11) de�nieren in jedem Punkt des Phasenraums einen Vektor( _q; _p) derPhasenraumges
hwindigkeit und ihre eindeutige L�osung erzeugt eineTrajektorie (q(t);p(t)) im Phasenraum, die ein Bild der Bewegung des Systems103



im Laufe der Zeit ist. Dur
h (12.11) wird im Phasenraum ein Ges
hwindigkeits-feld V(q;p; t) := (�H�p ;��H�q ) (12:35)de�niert, das zeitabh�angig sein kann, aber f�ur station�are Hamiltonfunktio-nen (12.26) zeitunabh�angig ist. Das Ges
hwindigkeitsfeld (12.35) hat die be-merkenswerte Eigens
haft, da� seine 2f{dimensionale Divergenz vers
hwindet:divV := ��q � �H�p + ��p � ���H�q � = 0: (12:36)Aus dieser Eigens
haft folgt das interessante Liouville{Theorem:Die dur
h die Hamiltons
hen Glei
hungen bestimmte Bewegung imPhasenraum ist volumenerhaltend.Phasenraumgebiete werden bei der Bewegung zwar verzerrt, wie in der folgendenFigur angedeutet, ihr Volumen bleibt dabei jedo
h unver�andert. Die Phasenraum-bewegung glei
ht daher derjenigen einer inkompressiblen Fl�ussigkeit.
p

qZum Beweis des Liouville-Theorems bezei
hnen wir Phasenraumpunkte dur
h 2f{dimensionale Vektoren x bzw. y. Wir nehmen an, das System bewege si
h vomPunkt x zur Zeit t in den Punkt y zur Zeit t+�t. Dann gilty = x+ V(x; t) ��t+ O�(�t)2�: (12:37)Ein Phasenraumgebiet G(t) geht dementspre
hend na
h dem Zeitintervall �t indas Gebiet G(t + �t) �uber. Die Bere
hnung des Volumens des Gebietes G(t +�t) dur
h ein 2f{dimensionales Integral �uber das Gebiet G(t + �t) kann in einIntegral �uber das Gebiet G(t) �uberf�uhrt werden, wenn man die Glei
hung (12.37)als Variablentransformation benutzt. Unter Verwendung der Ja
obi{Matrix dieserTransformation ergibt si
h die BeziehungV (t+�t) := ZG(t+�t)d 2fy = ZG(t)det��y�x� d 2fx: (12:38)104



Die Ja
obi{Matrix der Transformation (12.37) hat die Gestalt�y�x = I + �V�x ��t+ O�(�t)2� = 0B� 1 + �V1�x1�t �V1�x2�t : : :�V2�x1�t 1 + �V2�x2�t : : :... ... . . .1CA+O�(�t)2�:(12:39)Zur Determinante dieser Matrix tragen in der Ordnung �t nur ihre Diagonalele-mente bei und man erh�altdet�y�x = 1 + div V ��t+ O�(�t)2� = 1 +O�(�t)2�: (12:40)Aus (12.38) folgern wir daherV (t+�t) = V (t) +O�(�t)2� oder V 0(t) = 0: (12:41)Dies beweist das Liouville-Theorem, das interessante Konsequenzen hat und ins-besondere in der statistis
hen Me
hanik eine bedeutende Rolle spielt.Als Beispiel f�ur die N�utzli
hkeit des Liouville{Theorems erw�ahnen wir dasPoin
ar�es
he Wiederkehrtheorem:Jedes Hamiltons
he System, das auf ein endli
hes Gebiet desPhasenraums bes
hr�ankt ist, kehrt irgendwann beliebig nahe anseinen Ausgangspunkt zur�u
k.Dieses Theorem bezieht si
h zum Beispiel auf Systeme mit erhaltener Energie,die dur
h ein geeignetes Potential r�aumli
h einges
hr�ankt sind, also etwa auf einGas in einem Beh�alter. Ein dur
h die Bedingung H(q;p) � E de�niertes Gebiet
 des Phasenraums, in dem si
h alle Trajektorien des Systems mit Energien �E bewegen, hat dann ein endli
hes Volumen �(
) < 1. Man betra
htet einTeilgebiet B � 
, das ein beliebig kleines Volumen �(B) haben darf. Die obenetwas leger formulierte Aussage des Wiederkehrtheorems ist dann, da� fast alleTrajektorien (im Sinne der Ma�theorie), die von einem Punkt in B ausgehen,na
h gen�ugend langer Zeit na
h B zur�u
kkehren (und zwar sogar beliebig oft).Aufgrund der Hamiltons
hen Bewegung geht jeder Punkt des Gebietes 
 na
heinem beliebigen festen Zeitintervall � in einen anderen Punkt des Gebietes 
�uber. Wir nennen die dadur
h de�nierte stetige, umkehrbar eindeutige und vol-umenerhaltende Abbildung von 
 auf si
h g. Zum Beweis des Wiederkehrtheoremsbetra
hten wir die Gebiete in 
, die na
h j Zeits
hritten � in das oben genannteGebiet B �ubergehen, d.h. die Urbilder g�jB des Gebietes B unter der wieder-holten Anwendung der Abbildung g�1. Wir konstruieren daraus die Folge Un vonMengen Un := 1[j=n g�jB (n = 0; 1; 2; : : :): (12:42)105



Un ist die Menge aller Punkte in 
, die na
h n oder mehr Zeits
hritten � na
h Bgelangen. Es gelten dann o�ensi
htli
h die UntermengenrelationenB � U0 (12:43)und U0 � U1 � U2 � : : : : (12:44)S
hlie�li
h bilden wir daraus die Dur
hs
hnittsmenge (Wiederkehrmenge)W := B \ � 1\n=0Un�; (12:45)die aus allen Punkten in B besteht, die na
h beliebig langer Zeit no
h einmal na
hB zur�u
kkehren. Wir werden zeigen, da� die Menge W dasselbe Volumen wie dieMenge B hat.Der Beweis ergibt si
h sofort aus der Beoba
htung, da� wegen gUn = Un�1 und derVolumenerhaltung unter der Abbildung g die Mengen Un alle das glei
he endli
heVolumen haben: �(U0) = �(U1) = �(U2) = : : : � �(
) <1: (12:46)Wegen der S
ha
htelungseigens
haft (12.44) folgt dann aber f�ur die Di�erenzmen-gen Un�1 n Un das Volumen �(Un�1 n Un) = 0 (12:47)und damit wegen (12.43) f�ur das Volumen der Wiederkehrmenge�(W ) = �(B \ U0)� 1Xn=1�(Un�1 n Un) = �(B): (12:48)Das Wiederkehrtheorem hat historis
h ein wi
htige Rolle bei der Diskussion derIrreversibilit�at in der statistis
hen Me
hanik gespielt. Wenn ein Gas si
h zuAnfang wie unten gezeigt in der linken H�alfte einer Doppelkammer aufh�alt, wirdes si
h erfahrungsgem�a� irreversibel in die ganze Doppelkammer ausdehnen undnie wieder auss
hlie�li
h in der linken H�alfte angetro�en werden. Das dur
hdas Wiederkehrtheorem erzeugte Paradoxon wird dur
h die kosmis
he L�ange derWiederkehrzeiten aufgel�ost.
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Die Hamiltons
he Bewegung im Phasenraum kann sehr komplex sein. Es gibtdeshalb nur wenige Aussagen von allgemeiner G�ultigkeit dar�uber. F�ur den Falleines einzigen Freiheitsgrades hatten wir s
hon am Ende von Kapitel 3 gezeigt, da�jedes Kraftfeld ein Potential besitzt und da� die daraus resultierende Energieerhal-tung immer eine vollst�andige L�osung der Bewegungsglei
hung dur
h Integrationerm�ogli
ht. S
hon f�ur nur zwei Freiheitsgrade gilt eine analoge Aussage ni
ht.Selbst wenn aufgrund konservativer Kr�afte die Energie erhalten ist und die Hamil-tonfunktion die einfa
he FormH = p212m1 + p222m2 + V (q1; q2) (12:49)hat, kann die Bewegung im allgemeinen ni
ht dur
h Integrationen gewonnen wer-den. Die Fl�a
hen konstanter Energie im 4-dimensionalen Phasenraum sind 3-dimensionale Hyper
�a
hen, die si
h der direkten Ans
hauung entziehen. ZurVerdeutli
hung der Bewegung auf diesen Hyper
�a
hen kann man anstelle dervollst�andigen Trajektorien nur diejenigen Punkte auf den Trajektorien betra
hten,f�ur die z.B. eine der Koordinaten vers
hwindet. Bei vorgegebener Energie E kannman z.B. jedem Punkt der zweidimensionalen (q1; p1){Ebene, f�ur den der Phasen-raumpunkt (q1; q2; p1; p2) mit q2 = 0 und p2 � 0 (jp2j dur
h die Energie festgelegt)auf der Hyper
�a
he der Energie E liegt, die Projektion(q01; p01) = P(q1; p1) (12:50)desjenigen Phasenraumpunktes auf die (q1; p1){Ebene zuordnen, f�ur den die Tra-jektorie das n�a
hste Mal die Hyperebene q2 = 0 s
hneidet. Die dadur
h de�nierteAbbildung P hei�t Poin
ar�e{Abbildung.

2

q1

p
1

qDen Spezialfall zweier harmonis
her OszillatorenH = p212m1 + p222m2 + m1!212 q21 + m2!222 q22 (12:51)107



von (12.29) hatten wir im wesentli
hen s
hon in Kapitel 4 diskutiert. Hier lautetdie allgemeine L�osungq1(t) = A1 sin(!1t+ '1); q2(t) = A2 sin(!2t+ '2): (12:52)Bei vorgegebener Energie E1 des ersten Oszillators liegen alle Punkte (q1; p1) aufder Ellipse p212m1 + m1!212 q21 = E1: (12:53)Die Dur
hsto�punkte mit q2(tn) = 0 werden f�ur die Zeiten tn = (�n � '2)=!2errei
ht. Sie bilden eine endli
he Punktmenge auf der Ellipse (12.53), falls dasVerh�altnis !1=!2 rational ist, ansonsten eine unendli
he di
hte Punktmenge.Das bei diesem einfa
hen Beispiel gefundene Verhalten erweist si
h als typis
hf�ur den Fall, da� das System (12.49) eine zweite Erhaltunggr�o�e besitzt. Beiwillk�urli
her Wahl der potentiellen Energie V (q1; q2) gibt es jedo
h im allgemeinenkeine zweite Erhaltungsgr�o�e. Wenn man z.B. die harmonis
he Hamiltonfunktiondur
h ni
htharmonis
he Terme erg�anzt, kann man im allgemeinen ni
ht mit derExistenz einer zweiten Erhaltungsgr�o�e re
hnen. Ein viel untersu
htes Beispieldaf�ur ist das H�enon{Heiles{System mit der HamiltonfunktionH = p21 + p222 + �q2 + 12��q21 � (q2 � 1)23 �+ 16= p21 + p222 + q21 + q222 + q21q2 � q323 : (12:54)Die zugeh�origen Hamiltons
hen Bewegungsglei
hungen sind_qi = pi; _p1 = �q1 � 2q1q2; _p2 = �q2 � q21 + q22 : (12:55)Sol
he Systeme zeigen in weiten Teilen des Phasenraums eine extrem emp�ndli
heAbh�angigkeit der Bewegung von den Anfangsbedingungen na
h langen Zeiten, dieman mit dem S
hlagwort deterministis
hes Chaos bes
hreibt. Die Dynamikdieser Systeme ist ni
ht als Kuriosit�at zu betra
hten, sondern stellt vielmehr imGegenteil den Normalfall des Verhaltens dynamis
her Systeme dar.
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13. Kanonis
he TransformationenWir hatten s
hon fr�uher gesehen, da� ein Problem dur
h ges
hi
kte Wahl der ge-neralisierten Koordinaten sehr vereinfa
ht werden kann. Insbesondere konnte dieZahl der zyklis
hen Koordinaten, z.B. dur
h Benutzung von Massenmittelpunkt-koordinaten oder geeigneter Winkelkoordinaten, erh�oht werden. Es stellt si
h dieFrage, wie weit man auf diese Weise kommen kann. F�ur wel
he Systeme und mitwel
hen Methoden kann man etwa errei
hen, da� alle Koordinaten zyklis
h sind?Mit einer Punkttransformation q = q(Q; t); (13:1)mit der man die Koordinaten q im Kon�gurationsraum dur
h neue KoordinatenQ ersetzt, kann man selbst im Falle eines einzigen Freiheitsgrades f = 1 eineni
htzyklis
he Koordinate ni
ht zyklis
h ma
hen. Die Hamiltons
he Dynamik imPhasenraum erlaubt es jedo
h, eine erweiterte Klasse von Transformationen, diekanonis
hen Transformationen, zu betra
hten.Bevor wir uns den kanonis
hen Transformationen zuwenden, werden wir einmodi-�ziertes Hamiltons
hes Prinzip aufstellen, aus dessen Stationarit�at die Hamil-tons
hen Bewegungsglei
hungen (12.11) folgen. In Analogie zumWirkungsintegral(10.15) betra
hten wir hier unter Bea
htung der Beziehung (12.10) zwis
hen derLagrangefunktion und der Hamiltonfunktion das modi�zierte Wirkungsinte-gral I[q;p℄ := Z t2t1 �p(t) � _q(t)�H�q(t);p(t); t�� dt: (13:2)Dieses Wirkungsintegral ist als Funktion der 2f unabh�angigen Zeitfunktionen q(t)und p(t) im Zeitintervall (t1; t2) zu betra
hten, wobei man den Anfangs{ und denEndpunkt der Phasenraumbewegung dur
h die Nebenbedingungenq(ti) = qi; p(ti) = pi (i = 1; 2) (13:3)�xiert. Man betra
htet also im Zeitintervall (t1; t2) alle Trajektorien im Phasen-raum zwis
hen den beiden dur
h (13.3) gegebenen Punkten. Das Variationsprinzipfordert dann die Stationarit�at des Wirkungsintegrals (13.2).In Analogie zu Kapitel 10 erhalten wir f�ur die erste Variation von IÆI = Z t2t1 �Æp(t) � _q(t) + p(t) � Æ _q(t)� �H�p � Æp(t)� �H�q � Æq(t)� dt= Z t2t1 �� _q� �H�p � � Æp(t)� � _p+ �H�q � � Æq(t)� dt+ p(t) � Æq(t)��t2t1 : (13:4)Da der Randterm am am Ende der zweiten Zeile von (13.4) wegen der Nebenbe-dingung Æq(ti) = 0 aus (13.3) vers
hwindet, folgt aus ÆI = 0 die G�ultigkeit derHamiltons
hen Bewegungsglei
hungen (12.11).109



Die zweite Nebenbedingung Æp(ti) = 0 aus (13.3) wurde bei der obigen Herleitunggar ni
ht verwendet, da das Wirkungsintegral (13.2) ni
ht symmetris
h in denVariablen q und p ist. Unter Verwendung der vollen Nebenbedingungen (13.3)�ndet man jedo
h, da� das alternative Wirkungsintegral~I[q;p℄ := Z t2t1 �� _p(t) � q(t)�H�q(t);p(t); t�� dt = I � p � q��t2t1 (13:5)bis auf eine additive Konstante identis
h mit I ist. Die Stationarit�at beiderWirkungsintegrale f�uhrt deshalb auf dieselben Bewegungsglei
hungen.Wir wollen jetzt na
h allgemeinen Phasenraumtransformationen su
hen, die dieHamiltons
hen Bewegungsglei
hungen (12.11) invariant lassen. Dazu nehmen wiran, wir h�atten neue generalisierte Koordinaten Q und Impulse P, aus denen diealten mittels der eindeutig umkehrbaren Abbildungq = q(Q;P); p = p(Q;P) (13:6)hervorgehen. Wenn K(Q;P; t) = H�q(Q;P);p(Q;P); t� (13:7)die Hamiltonfunktion als Funktion der neuen Koordinaten und Impulse ist, sollendie Bewegungsglei
hungen in den neuen Variablen wieder die Hamiltons
he Form_Q = �K�P ; _P = ��K�Q (13:8)haben. Diese Bewegungsglei
hungen lassen si
h au
h aus einem modi�ziertenHamiltons
hen Prinzip mit dem WirkungsintegralJ [Q;P℄ := Z t2t1 �P(t) � _Q(t)�K�Q(t);P(t); t�� dt (13:9)in Analogie zu (13.2) oder dem Wirkungsintegral~J [Q;P℄ := Z t2t1 �� _P(t) �Q(t)�K�Q(t);P(t); t�� dt = J �P �Q��t2t1 (13:10)in Analogie zu (13.5) ableiten.Bei vorgegebenen Randbedingungen (13.3), die na
h (13.6) entspre
hende Randbe-dingungen f�ur die neuen Variablen festlegen, soll nun das Wirkungsintegral I genaudann station�ar sein, wenn das Wirkungsintegral J station�ar ist. Dies soll f�ur alleHamiltonfunktionen H und die na
h (13.7) zugeh�origen Hamiltonfunktionen Kgelten. Das ist aber nur m�ogli
h, wenn das Di�erenzintegralI � J = Z t2t1 �p(t) � _q(t)�P(t) � _Q(t)� dt; (13:11)110



in dem die Ges
hwindigkeiten _q und _Q, die ja dur
h die Hamiltonfunktionen be-stimmt sind, beliebige Funktionen der Zeit sein k�onnen, nur von den Randbedin-gungen abh�angt. Dazu mu� aber der Integrand in (13.11) eine totale Zeitableitungsein, d.h. es mu� eine Funktion S1(q;Q) mitp(t) � _q(t)�P(t) � _Q(t) = ddtS1(q;Q) = �S1�q _q+ �S1�Q _Q (13:12)geben. Damit h�angtI � J = S1�q(t2);Q(t2)�� S1�q(t1);Q(t1)� (13:13)tats�a
hli
h nur von den Randbedingungen ab. Die Funktion S1 spielt die Rolleeiner erzeugenden Funktion f�ur die gesu
hten kanonis
hen Transformationen(13.6), die si
h wegen (13.12) aus den partiellen Ableitungenp = �S1�q ; P = ��S1�Q (13:14)der erzeugenden Funktion ergeben, indem man die zweite Glei
hung in (13.14)na
h q = q(Q;P) au
�ost und dies dann in die erste Glei
hung einsetzt.O�enbar erh�alt man alternative erzeugende Funktionen, indem man anstelle derWirkungsintegrale I und J die glei
hwertigen Integrale ~I und ~J verwendet. Sof�uhrt z.B. die zu (13.11) analoge Forderung na
h der Konstanz des Di�erenzinte-grals I � ~J = Z t2t1 �p(t) � _q(t) + _P(t) �Q(t)� dt (13:15)auf die Beziehungp(t) � _q(t) + _P(t) �Q(t) = ddtS2(q;P) = �S2�q _q+ �S2�P _P (13:16)mit einer erzeugenden Funktion S2(q;P), aus der man die kanonis
he Transfor-mation p = �S2�q ; Q = �S2�P (13:17)gewinnt. Analog liefert die Betra
htung des Di�erenzintegrals ~I�J eine Beziehung� _p(t) � q(t)�P(t) � _Q(t) = ddtS3(p;Q) = �S3�p _p+ �S3�Q _Q (13:18)mit einer erzeugenden Funktionen vom Typ S3(p;Q) und kanonis
hen Transfor-mationen q = ��S3�p ; P = ��S3�Q (13:19)111



und s
hlie�li
h ~I � ~J mittels� _p(t) � q(t) + _P(t) �Q(t) = ddtS4(p;P) = �S4�p _p+ �S4�P _P (13:20)einen vierten Funktionstyp S4(p;P) mit den kanonis
hen Transformationenq = ��S4�p ; Q = �S4�P : (13:21)Die vers
hiedenen Typen von erzeugenden Funktionen sind grunds�atzli
h �aquiva-lent zueinander, weil sie (bei geeigneter Anpassung von Vorzei
henkonventionen)Legendretransformierte voneinander sind. So �ndet man z.B. f�ur das totaleDi�erentiald(S1+P�Q�S2) = (p�dq�P�dQ)+(Q�dP+P�dQ)�(p�dq+Q�dP) = 0; (13:22)so da� S2 mit S1 + P � Q identi�ziert werden kann, bis auf eine additive Kon-stante, die man aber ignorieren kann, weil sie die kanonis
he Transformation ni
htbeein
u�t. In praktis
her Hinsi
ht kann ein bestimmter Typ von erzeugenderFunktion vorzuziehen sein, wenn die f�ur die Legendretransformation notwendigeUmkehrfunktion ni
ht dur
h elementare Funktionen ausgedr�u
kt werden kann. Im�ubrigen kann man f�ur jeden Freiheitsgrad unabh�angig voneinander einen der vierTypen ausw�ahlen, so da� es insgesamt 4f Typen von erzeugenden Funktionen gibt.Wir werden im folgenden einige einfa
he Beispiele f�ur kanonis
he Transformationenvorstellen. Als erstes Beispiel betra
hten wir die erzeugene FunktionS2(q;P) = �
(q+ a) � (P+ b); (13:23)die die kanonis
he Transformationp = �S2�q = �
(P+ b); Q = �S2�P = �
(q+ a) (13:24)erzeugt, also eine Translation der generalisierten Koordinaten und Impulse, dieau
h die identis
he Transformation (a = 0, b = 0) enth�alt, eine Skalentransfor-mation, die Koordinaten und Impulse reziprok zueinander skaliert, f�ur 0 < 
 6= 1sowie eine Inversion im Falle des Minuszei
hens.Die erzeugende Funktion S = qrQr + i 6=rXi=1;:::;f qiPi (13:25)l�a�t, wie wir mit dem ersten Beispiel gelernt haben, die generalisierten Koordi-naten und Impulse aller Freiheitsgrade unver�andert bis auf diejenigen des r{ten112



Freiheitsgrades, in dem S vom Typus S1 ist. Anhand von (13.14) erhalten wir indiesem Freiheitsgrad die kanonis
he Transformationpr = �S�qr = Qr; Pr = � �S�Qr = �qr; (13:26)die die Koordinate mit dem zugeh�origen Impuls vertaus
ht, wobei die Vorzei-
henumkehr in einer der beiden Beziehungen in (13.26), wie wir no
h sehen werden,unverzi
htbar ist.Die erzeugende Funktion S3 = �g(Q) � p (13:27)erzeugt na
h (13.19) die Punkttransformation (siehe (13.1))q = ��S3�p = g(Q); Pi = ��S3�Qi = fXj=1 �gj�Qi pj : (13:28)Hier sollte die Funktionalmatrix der Abbildung g(Q) invertierbar sein. Die line-are Transformation zwis
hen den alten und den neuen Impulsen in (13.28), diezwingend mit der Punkttransformation verbunden ist, kann man au
h lei
ht imRahmen des Lagrangeformalismus erhalten.Mit dem n�a
hsten Beispiel werden wir eine kanonis
he Transformation angeben,die die Hamiltonfunktion des harmonis
hen OszillatorsH = p22m + m!22 q2 (13:29)zyklis
h ma
ht. Eine daf�ur geeignete erzeugende Funktion istS1(q;Q) = m!2 q2
tgQ: (13:30)Sie erzeugt na
h (13.14) die kanonis
he Transformationp = �S1�q = m!q 
tgQ; P = ��S1�Q = m!q22 sin2Q; (13:31)die, aufgel�ost na
h den alten Variablen, dur
h die Glei
hungenq =r 2Pm! sinQ; p = p2m!P 
osQ (13:32)gegeben ist. Die Hamiltonfunktion hat in den neuen Variablen die GestaltK = !P 
os2Q+ !P sin2Q = !P; (13:33)113



die Koordinate Q ist also tats�a
hli
h zyklis
h und der Impuls P ist damit erhalten.Wir setzen P (t) = �. Die Bewegungsglei
hung f�ur die neue Koordinate _Q =�K=�P = ! hat die allgemeine L�osung Q = ! t + �, so da� wir anhand von(13.32) in der alten Koordinate die allgemeine L�osungq =r 2�m! sin(! t+ �) (13:34)wiedergewonnen haben.Im folgenden wollen wir kanonis
he Transformationen dur
h eine Reihe von wei-teren Kriterien 
harakterisieren. Wir f�uhren dazu den wi
htigen Begri� derPoissonklammer ein. Zu je zwei Phasenraumfunktionen F (q;p) und G(q;p)de�nieren wir eine Poissonklammer als die Phasenraumfunktion[F;G℄ := �F�q � �G�p � �G�q � �F�p : (13:35)Wir notieren zun�a
hst als o�ensi
htli
he Eigens
haften der Poissonklammer ihreAntisymmetrie [F;G℄ = �[G;F ℄; (13:36)die das generelle Vers
hwinden [F; F ℄ = 0 (13:37)der Poissonklammer jeder Phasenraumfunktion mit si
h selbst zur Folge hat, sowieihre Linearit�at (mit Konstanten �i)[F; �1G1 + �2G2℄ = �1[F;G1℄ + �2[F;G2℄; (13:38)die si
h wegen (13.36) au
h auf die erste Variable F �ubertr�agt. Desweiteren giltdie Produktregel [F;G1 �G2℄ = [F;G1℄ �G2 +G1 � [F;G2℄; (13:39)die aus der Anwendung der Produktregel der Di�erentialre
hnung auf die Ableitun-gen in (13.35) folgt und die ebenfalls auf die erste Variable �ubertragen werden kann.Die auf Phasenraumfunktionen anwendbare OperationDF : : : = [F; : : :℄ (13:40)hat na
h (13.38) und (13.39) o�enbar genau die Eigens
haften einer Di�erentiationund wird deshalb au
h eine Derivation genannt.Eine weitere wi
htige Eigens
haft der Poissonklammer ist die Ja
obis
he Iden-tit�at [F; [G;H℄℄ + [G; [H;F ℄℄ + [H; [F;G℄℄ = 0; (13:41)deren G�ultigkeit ni
ht auf den ersten Bli
k ersi
htli
h ist und deren Beweis wirhier ni
ht vorstellen werden. 114



Die N�utzli
hkeit der Poissonklammer f�ur die Hamiltons
he Dynamik wird deutli
hanhand der Identit�aten[q; F ℄ = �F�p und [p; F ℄ = ��F�q ; (13:42)aufgrund derer die Hamiltons
hen Bewegungsglei
hungen (12.11) si
h sehr sugges-tiv als _q = [q; H℄; _p = [p; H℄ (13:43)s
hreiben lassen. Allgemeiner kann die totale Zeitableitung jeder Phasenraum-funktion F (q;p; t) l�angs einer Trajektorie sehr elegant dur
h die Poissonklammer[F;H℄ ausgedr�u
kt werden. Es gilt n�amli
hdFdt = �F�q � _q+ �F�p � _p+ �F�t = �F�q � �H�p � �F�p � �H�q + �F�t= [F;H℄ + �F�t : (13:44)Bemerkenswert einfa
h sind die folgenden speziellen Poissonklammern:[qi; pj ℄ = Æi;j ; [qi; qj ℄ = 0; [pi; pj℄ = 0: (13:45)Im folgenden werden wir Transformationen (13.6) auf neue Variable betra
hten.Um f�ur die Poissonklammern eine eindeutige Notation zu erzielen, werden wirin diesem Zusammenhang die Variablen, na
h denen in den Poissonklammern(13.35) zu di�erenzieren ist, dur
h einen entspre
henden Index an die Klammernanh�angen. Da die alten Variablen na
h (13.6) Phasenraumfunktionen der neuensind, gelten f�ur sie na
h (13.44) die Bewegungsglei
hungen_q = [q; H℄(Q;P); _p = [p; H℄(Q;P): (13:46)Hier haben wir, abwei
hend von (13.7), aber im Sinne der Zwis
henbemerkung zuden Gep
ogenheiten physikalis
her Notation in Kapitel 5, die Hamiltonfunktionin den neuen Variablen einfa
h wieder H genannt. Die Variablentransformation(13.6) ist jedo
h kanonis
h genau dann, wenn diese Bewegungsglei
hungen f�uralle Hamiltonfunktionen identis
h mit denen in (13.43) sind, d.h. wenn f�ur alleHamiltonfunktionen die Identit�aten[q; H℄(q;p) = [q; H℄(Q;P); [p; H℄(q;p) = [p; H℄(Q;P) (13:47)gelten. Wir nehmen jetzt die na
h kurzer Re
hnung dur
h Anwendung der Ket-tenregel folgende Glei
hung[F;G℄(Q;P) = fXi;j=1���F�qi �G�pj � �G�qi �F�pj �[qi; pj ℄(Q;P)+ �F�qi �G�qj [qi; qj ℄(Q;P) + �F�pi �G�pj [pi; pj℄(Q;P)	 (13:48)115



zur Hilfe. Aus ihr leitet man lei
ht angesi
hts des mit der Glei
hung (13.47)formulierten Kriteriums die �Aquivalenz der folgenden drei Kriterien f�ur kanon-is
he Transformationen ab:Eine Phasenraumtransformation (13.6) ist kanonis
h genau dann,wenn sie eine der drei folgenden Eigens
haften besitzt:(a) Invarianz der Poissonklammern[F;G℄(Q;P) = [F;G℄(q;p); (13:49)f�ur alle Paare von Phasenraumfunktionen F und G,(b) Invarianz der Poissonklammern (13.47) f�ur alle Hamiltonfunktionen H,(
) Invarianz der speziellen Poissonklammern (13.45),[qi; pj℄(Q;P) = [qi; pj℄(q;p) = Æi;j ;[qi; qj℄(Q;P) = [qi; qj ℄(q;p) = 0;[pi; pj℄(Q;P) = [pi; pj℄(q;p) = 0: (13:50)Da Poissonklammern also invariant unter kanonis
hen Transformationen sind,er�ubrigt si
h im weiteren die f�ur die obige Untersu
hung kurzzeitig eingef�uhrteIndizierung dur
h die verwendeten Phasenraumvariablen. Die speziellen Poisson-klammern (13.45) geben eine besonders einfa
he Charakterisierung von Variablen,die dur
h kanonis
he Transformationen eingef�uhrt werden k�onnen. Man nenntsol
he Variablen deshalb au
h kanonis
he Phasenraumvariable und bezei
h-net die Paare von Koordinaten und Impulsen, deren Poissonklammern den Wert1 haben, als zueinander kanonis
h konjugiert. Die Hamiltons
hen Bewegungs-glei
hungen (12.11) bezei
hnet man entspre
hend als kanonis
he Bewegungs-glei
hungen.Das Kriterium (13.50) erlaubt es lei
ht, f�ur jede vorgegebene Phasenraumtrans-formation (13.6) na
hzupr�ufen, ob sie kanonis
h ist. Wir erkennen jetzt anhanddieses Kriteriums, da� bei einer Vertaus
hung (13.26) von Koordinate und Impulsder We
hsel eines Vorzei
hens essentiell ist, weil ohne diesen Vorzei
henwe
hsel diePoissonklammer [q; p℄ den Wert �1 erhalten w�urde.Mittels (13.50) k�onnen wir au
h die Kanonizit�at einer Phasenraumtransformation(13.6) dur
h eine Eigens
haft ihrer Funktionalmatrix 
harakterisieren. Wir fassendazu den f{dimensionalen Koordinatenvektor q und den f{dimensionalen Im-pulsvektor p zu einem 2f{dimensionalen Phasenraumvektor x = (q;p) zusammenund bilden analog X = (Q;P). Die Funktionalmatrix hat dann die Blo
kgestaltJ = �x�X = � �q�Q �q�P�p�Q �p�P � ; (13:51)deren vier Eintr�age jeweils (f � f){Matrizen sind. Die transponierte Funktional-matrix ist dann dur
h Jt = � �x�X�t =  � �q�Q�t � �p�Q�t� �q�P�t � �p�P�t ! (13:52)116



gegeben. Wir de�nieren au�erdem die MatrixG = � 0 I�I 0� ; (13:53)wo 0 die (f � f){Nullmatrix und I die (f � f){Einheitmatrix bezei
hnet. Mitdiesen drei Matrizen bilden wir nun ein Matrixprodukt und �ndenJ �G � Jt =  � �q�P � � �q�Q�t + �q�Q � � �q�P�t � �q�P � � �p�Q�t + �q�Q � � �p�P�t� �p�P � � �q�Q�t + �p�Q � � �q�P�t � �p�P � � �p�Q�t + �p�Q � � �p�P�t! : (13:54)Die Auswertung der entstandenen Matrizenprodukte f�uhren wir am Beispiel desi; j{Matrixelementes der oberen re
hten Teilmatrix vor:�� �q�P �� �p�Q�t+ �q�Q �� �p�P�t	i;j = fXk=1�� �qi�Pk �pj�Qk+ �qi�Qk �pj�Pk � = [qi; pj ℄: (13:55)Die re
hte obere Teilmatrix ist also wegen (13.45) glei
h der Einheitsmatrix I. Dieanderen drei Teilmatrizen bere
hnen si
h ganz analog dur
h Austaus
h zwis
henalten Koordinaten q und Impulsen p. Insgesamt erhalten wir somit die 
harakteri-sierende Glei
hung J �G � Jt = G (13:56)f�ur die Funktionalmatrix kanonis
her Transformationen. Matrizen mit der Eigen-s
haft (13.56) nennt man symplektis
h.Mit Hilfe des Determinantenmultiplikationssatzes bestimmt si
h die Determinanteder Funktionalmatrix einer kanonis
hen Transformation aus (13.56) zu jdetJj = 1.Wenn die kanonis
he Transformation x = x(X) ein Gebiet B im X{Phasenraumauf ein Gebiet b im x{Phasenraum abbildet, gilt f�ur die Volumina der beidenGebiete V (b) = Zb d 2fx = ZB jdet �x�X j d 2fX = ZB d 2fX = V (B): (13:57)Wir haben also gezeigt:Kanonis
he Transformationen erhalten das Phasenraumvolumen.Angesi
hts des Liouvilles
hen Theorems �uber die Erhaltung des Phasenraumvo-lumens bei der Hamiltons
hen Bewegung eines Systems mit der Zeit (siehe Kapi-tel 12) wird man einen Zusammenhang zwis
hen dieser Bewegung und kanonis
henTransformationen vermuten. Wenn das System zur Zeit t0 die Anfangsbedin-gung (q(t0);p(t0)) = X erf�ullt, wird es si
h zur Zeit t am Punkt x = (q(t);p(t))im Phasenraum be�nden. Die dadur
h de�nierte Abbildung des Phasenraumsx = x(X) auf si
h ist tats�a
hli
h eine kanonis
he Transformation. Um dies zuzeigen, f�uhren wir eine in�nitesimale Bewegung vom Zeitpunkt t zum Zeitpunktt + �t dur
h. Wir nennen den Phasenraumpunkt, an dem si
h das System zur117



Zeit t be�ndet, (Q;P) und den zur Zeit t+�t nennen wir (q;p). Dann gilt mitden Bewegungsglei
hungen (13.43)(q;p) = (Q;P) + ([Q; H℄; [P; H℄)�t+O�(�t)2�: (13:58)Indem wir dies in die Glei
hung (13.55) einsetzen, erhalten wir[qi; pj ℄ = �Qi + [Qi; H℄�t; Pj + [Pj; H℄�t�= Æij + ��Qi; [Pj; H℄�+ [�Qi; H℄; Pj���t+ O�(�t)2�= Æij + ��Qi; [Pj; H℄�+ �Pj ; [H;Qi℄���t+ O�(�t)2�= Æij � �H; [Qi; Pj℄��t+O�(�t)2�= Æij +O�(�t)2�: (13:59)
Hier haben wir beim �Ubergang von der dritten auf die vierte Zeile die Ja
obi{Identit�at (13.41) und das Vers
hwinden der Poissonklammer [H; Æi;j℄ verwendet.Mit dem analogen Ergebnis f�ur die drei anderen Teilmatrizen haben wir hiermitgezeigt, da� f�ur die betra
htete in�nitesimale Bewegung, deren Funktionalmatrixwir mit Ji bezei
hnen, Ji �G � Jti = G+ O�(�t)2� (13:60)gilt. Dies gen�ugt aber, um die Kanonizit�at der Bewegungsabbildung f�ur endli
heZeitintervalle (t1; t2) zu zeigen. Wir zerlegen dazu das Zeitintervall (t1; t2) in nglei
he Abs
hnitte der L�ange �t (mit n�t = t2 � t1) und denken uns die Zeitent-wi
klung als Folge von n in�nitesimalen Phasenraumabbildungen dargestellt. F�urdie Funktionalmatrix J der Gesamtabbildung ma
hen wir dann mittels (13.60) dieAbs
h�atzung J �G � Jt = G+ n �O�(�t)2� = G+O��t�; (13:61)die sie f�ur �t! 0 als symplektis
h ausweist.Wir fassen den damit gewonnenen Sa
hverhalt no
h einmal zusammen. Wenn�q(t);p(t)� die L�osung der Bewegungsglei
hungen (12.11) bzw. (13.43) mit denAnfangsbedingungen �q(t0);p(t0)� = (Q;P) ist, dann ist die dur
h Ct(Q;P) =�q(t);p(t)� de�nierte Phasenraumabbildung f�ur jede Zeit t eine kanonis
he Trans-formation.Die Phasenraumabbildung Ct(Q;P) h�angt von der Zeit ab und mu� deshalb inlei
hter Abwandlung von (13.6) dur
h die Glei
hungenq = q(Q;P; t); p = p(Q;P; t) (13:62)bes
hrieben werden. Die neue Hamiltonfunktion kann dann aber ni
ht mehr ein-fa
h identis
h mit der alten sein wie in (13.7), weil die erzeugende Funktion f�ureine zeitabh�angige kanonis
he Transformation (13.62) au
h explizit von der Zeitabh�angen mu�. Anstelle von (13.11) lautet die Di�erenz der Wirkungsintegrale Iund J jetzt I � J = Z t2t1 �p(t) � _q(t)�H �P(t) � _Q(t) +K� dt (13:63)118



und anstelle von (13.12) mu� die erzeugende Funktion die Bedingungp(t) � _q(t)�H�P(t) � _Q(t)+K = ddtS1(q;Q; t) = �S1�q � _q+ �S1�Q � _Q+ �S1�t (13:64)erf�ullen. Aus dieser Bedingung folgen f�ur die kanonis
he Transformation derPhasenraumvariablen au
h hier die Glei
hungen (13.14), anstelle von (13.7) er-halten wir hier jedo
h o�enbarK(Q;P; t) = H�q(Q;P; t);p(Q;P; t); t�+ �Si�t : (13:65)Hier haben wir der erzeugenden Funktion den allgemeinen Index i = 1; : : : ; 4gegeben, weil der additive Zusatz �Si=�t f�ur alle vier Typen von erzeugenden Funk-tionen von derselben Form ist. Mit der dur
h (13.65) de�nierten neuen Hamilton-funktion K gelten die Hamiltons
hen Bewegungsglei
hungen (13.8) f�ur die neuenVariablen Q und P.F�ur die oben diskutierte kanonis
he Transformation Ct(Q;P), die als neue Vari-able die Anfangswerte aller Trajektorien zu einer festen Zeit t0 einf�uhrt, sind alleneuen Varibalen Q und P unabh�angig von der Zeit t. Daher kann na
h (13.8) dieneue Hamiltonfunktion nur no
h von der Zeit abh�angen. Eine sol
he Hamilton-funktion K = K(t) kann aber mittels einer Ei
htransformation (11.12), die si
hna
h (12.10) von der Lagrangefunktion auf die Hamiltonfunktion �ubertr�agt, aufK � 0 transformiert werden. Damit erhalten wir aus (13.65) unter Benutzung derersten Glei
hung in (13.14) die partielle Di�erentialglei
hungH�q; �S1�q ; t�+ �S1�t = 0 (13:66)f�ur die erzeugende Funktion S1(q;Q; t), die unter dem Namen Hamilton{Ja
obi{Glei
hung bekannt ist.Die Variablen Q kommen in der Di�erentialglei
hung (13.66) ja ni
ht explizitvor und sind deshalb als Parameter aufzufassen, die eine f{dimensionale S
harvon L�osungen S1(q; t) parametrisieren. Wir wollen annehmen, wir h�atten eineL�osungss
har S1(q;Q; t) der Hamilton{Ja
obi{Glei
hung (13.66) mit der Eigen-s
haft det �2S1�q�Q 6= 0 (13:67)f�ur die (f � f){Funktionalmatrix der erzeugenden Funktion S1 gefunden, diegarantieren soll, da� die S
har wirkli
h f{dimensional ist. Wir benutzen dieseL�osung als erzeugende Funktion einer kanonis
hen Transformation. Dann ist na
h(13.65) und (13.66) die neue Hamiltonfunktion dur
hK = 0 gegeben und die neuenKoordinaten Q und Impulse P sind na
h (13.8) alle zeitunabh�angig. Um die re
hteGlei
hung in (13.14) na
h den alten Koordinaten q = q(Q;P) au
�osen zu k�onnen,brau
hen wir die Bedingung (13.67) und die linke Glei
hung in (13.14) gibt uns119



dann die alten Impulse p = p�q(Q;P);Q� als Funktion der neuen Variablen. Wirhaben damit den Satz von Ja
obi bewiesen, na
h dem jede wie oben spezi�zierteL�osung der Hamilton{Ja
obi{Glei
hung eine kanonis
he Transformation erzeugt,die die Hamiltons
hen Glei
hungen l�ost.Die Hamilton{Ja
obi{Glei
hung ist von gro�er Bedeutung f�ur das Verst�andnis desZusammenhangs zwis
hen quantenme
hanis
her Wellenme
hanik und klassi-s
her Punktme
hanik.Wir wollen im folgenden Erhaltungsgr�o�en dazu benutzen, dynamis
he Sys-teme mittels kanonis
her Transformationen auf zyklis
he Koordinaten zu trans-formieren. Das Konstruktionsprinzip erl�autern wir zun�a
hst anhand eines Systemsmit nur einem Freiheitsgrad, dessen Energie erhalten ist, so da�H(q; p) = E (13:68)gilt. Wir betra
hten die Erhaltungsgr�o�e als den neuen Impuls P := E und denkenuns die Glei
hung (13.68) na
h p = p(q; P ) aufgel�ost. Mit der so erhaltenen Funk-tion p(q; P ) als Integranden bilden wir dur
h Integration na
h q die erzeugendeFunktion S2(q; P ) := Z qq0 p(q0; P ) dq0; (13:69)die man au
h als Wirkungsintegral bezei
hnet. Dur
h diese Konstruktiongarantieren wir die G�utigkeit der ersten Glei
hung in (13.17),p = �S2=�q; (13:70)und die zweite Glei
hung in (13.17),Q = �S2�P ; (13:71)liefert uns die neue Koordinate Q. Da per Konstruktion die Hamiltonfunktion alsFunktion der neuen Variablen dur
h H = P gegeben und Q daher zyklis
h ist,bleibt nur die L�osung der Bewegungsglei
hung _Q = �H=�P = 1, die aber einfa
hQ(t) = Q0 + t lautet.Zur praktis
hen Dur
hf�uhrung dieser Konstruktion mu� man nur das Wirkungsin-tegral (13.69) bere
hnen und die Di�erentiation (13.71) ausf�uhren. Wir f�uhren dieRe
hnung wieder am Beispiel des harmonis
hen Oszillators vor und beginnen alsomit H = p22m + m!22 q2 = P: (13:72)Die erzeugende Funktion wird dannS2(q; P ) = Z q0 r2m(P � m!22 q02) dq0 = 2P! Z pm!22P q0 p1� x2 dx= P! �xp1� x2 + ar
sin x���x=pm!22P q: (13:73)120



Die neue Koordinate ist s
hlie�li
h dur
hQ = �S2�P = � 1! (xp1� x2 + ar
sin x) + 2P! p1� x2 ( x�2P )���x=pm!22P q= 1! ar
sin�rm!22P q� (13:74)gegeben, so da� q =r 2Pm!2 sin!Q (13:75)gilt (siehe (13.32)).Falls die dur
h (13.68) de�nierte Trajektorie �E ges
hlossen ist, kann man anstelleder Energie E au
h die Wirkungsvariable I, die dur
h das IntegralI(E) = 12� I�Ep(q; E) dq (13:76)gegeben ist, als neuen Impuls P = I einf�uhren. Hier ist zu ber�u
ksi
htigen, da�p(q; E) l�angs der Trajektorie keine eindeutige Funktion von q ist. Das Wirkungsin-tegral (13.76) ist dann glei
h der in der folgenden Figur gezeigten von der Trajek-torie �E einges
hlossenen Fl�a
he.
q

ΓE

p

I(E)

Wenn man bei der De�nition der erzeugenden Funktion (13.69) die Integra-tion von q0 na
h q in demselben Sinne dur
hf�uhrt, gelangt man na
h n zus�atz-li
hen Uml�aufen um �E wieder na
h q und die erzeugende Funktion wird einemehrdeutige Funktion von q, deren Werte aber na
hS(n)2 (q; I) = S(0)2 (q; I) + 2�nI (13:77)dur
h das Wirkungsintegral I verkn�upft sind. Die zur Wirkungsvariablen Igeh�orige Koordinate Q ist die Winkelvariable� = �S2�I : (13:78)121



Sie w�a
hst bei jedem Umlauf um die Trajektorie �E um 2� an und ist deshalbebenfalls keine eindeutige Funktion von q, die alte Koordinate q ist jedo
h eine2�{periodis
he Funktion q(� + 2�; I) = q(�; I) (13:79)der neuen Koordinate �. Da die HamiltonfunktionH = E(I) (13:80)zyklis
h ist, de�niert die Bewegungsglei
hung f�ur die neue Koordinate_� = �E�I := !(I) (13:81)eine Kreisfrequenz !(I). Mit der L�osung �(t) = �0 + !(I) t von (13.81) f�uhrtdie alte Koordinate q eine wegen (13.79) zeitli
h periodis
he Bewegung mit dieserKreisfrequenz aus.F�ur unser obiges Beispiel des harmonis
hen Oszillators bringt die Einf�uhrungvon Wirkungs{ und Winkelvariablen nur geringf�ugige �Anderungen gegen�uber derEinf�uhrung der Energie als neuem Impuls. Aus (13.73) erhalten wir f�ur dasWirkungsintegral (13.76) die FormelI = 12� � 4 � S2(r 2Em!2 ; E) = 12� � 4 � E! � �2 = E! : (13:82)Energie E und Wirkungsvariable I sind also einfa
h proportional zueinander. Da-her erhalten wir anstelle von (13.74) hier f�ur die Winkelvariable� = �S2�I = !�S2�E = ar
sin�rm!2I q� (13:83)und daher anstelle von (13.69) die kanonis
he Transformation (siehe (13.32))q =r 2Im! sin�: (13:84)Die oben anhand eines Systems mit einem Freiheitsgrad diskutierten Konzeptelassen si
h verallgemeinern. Wir betra
hten daher jetzt ein System mit f Frei-heitsgraden, das wir wieder dur
h f{dimensionale Koordinatenvektoren q undImpulsvektoren p bes
hreiben. Wir nehmen an, f�ur dieses System seien f Erhal-tungsgr�o�en F�(q;p) (� = 1; : : : ; f) bekannt, die wir in den f{dimensionalenVektor F zusammenfassen, so da� die Erhaltungss�atze die GestaltF(q;p) = F (13:85)haben. Den Vektor F wollen wir als neuen Impulsvektor P einf�uhren. Dies istwegen der kanonis
hen Poissonklammern (13.45) nur m�ogli
h, wenn die Erhal-tungsgr�o�en die Bedingungen[F�; F� ℄ = 0 (�; � = 1; : : : ; f) (13:86)122



erf�ullen. Man sagt in diesem Falle, die f Erhaltungsgr�o�en seien in Involutionzueinander.Zur Bere
hnung einer erzeugenden Funktion wollen wir das Glei
hungssystem(13.85) na
h den Impulsen p au
�osen. Dazu m�ussen die Erhaltungsgr�o�en un-abh�angig voneinander sein, eine Eigens
haft, die wir dur
h die Forderungdet �F�p 6= 0 (13:87)garantieren wollen. Analog zu (13.69) m�o
hten wir die erzeugende Funktion dur
hdas Wirkungsintegral S2(q;F) := Z qq0p(q0;F) � dq0 (13:88)de�nieren. Dies kann aber nur gelingen, wenn das Integral in (13.88) wegun-abh�angig ist. Es stellt si
h nunmehr heraus, da� daf�ur das Vers
hwinden der Pois-sonklammern (13.86) notwendig und (in einfa
h zusammenh�angenden Gebieten)hinrei
hend ist. Da die Erhaltungss�atze (13.85) na
h Einsetzen der Umkehrfunk-tion p = p(q;F) identis
h in q erf�ullt sind, gelten die Glei
hungen�F��qi + fXj=1 �F��pj �pj�qi = 0 (�; i = 1; : : : ; f): (13:89)Indem wir in den Poissonklammern (13.86) die Ableitungen na
h q mittels (13.89)dur
h Ableitungen na
h p ersetzen, erhalten wir die Identit�aten[F�; F� ℄ = fXk=1��F��qk �F��pk � �F��pk �F��qk � = fXj;k=1 �F��pk �F��pj ��pj�qk � �pk�qj �: (13:90)Falls also die f�ur die Wegunabh�angigkeit der Integration (13.88) notwendigen undna
h der Verallgemeinerung des Stokess
hen Integralsatzes auf f Dimensionenin einfa
h zusammenh�angenden Gebieten hinrei
henden Bedingungen�pj�qk � �pk�qj = 0 (j; k = 1; : : : ; f) (13:91)erf�ullt sind, mu� au
h (13.86) gelten. Da si
h die Glei
hungen (13.90) angesi
htsder Forderung (13.87) aber umkehren lassen,�pj�qk � �pk�qj = fX�;�=1 �pk�F� �pj�F� [F�; F�℄; (13:92)sind (13.91) und (13.86) �aquivalent. 123



Die dur
h (13.88) erzeugte kanonis
he Transformation ist dur
h die Glei
hungenp = �S2�q = p(q;F); Q = �S2�F (13:93)gegeben. Da die neuen Impulse F jedo
h Erhaltungsgr�o�en sind, m�ussen dieneuen Koordinaten zyklis
h sein und die Hamiltonfunktion ist eine Funktion H(F)allein der neuen Impulse. Die Hamiltonfunktion kann nat�urli
h eine der Erhal-tungsgr�o�en F� sein, aber das ist ni
ht erforderli
h. Die Bewegungsglei
hungender neuen Koordinaten lauten s
hlie�li
h_Q = �H�F := vQ(F) (13:94)und haben die einfa
he L�osungQ(t) = vQ(F) t+Q0: (13:95)Wir haben damit den folgenden Sa
hverhalt na
hgewiesen:Die Bewegungsglei
hungen f�ur Hamiltons
he Systeme mit f Frei-heitsgraden, die f unabh�angige und paarweise involutoris
he Erhal-tungsgr�o�en besitzen, k�onnen dur
h Integrationen gel�ost werden.Man nennt sol
he Systeme daher au
h integrabel.Trajektorien integrabler Systeme mit f Freiheitsgraden liegen auf f{dimensionalenHyper
�a
hen im 2f{dimensionalen Phasenraum. Falls eine sol
he dur
h das Glei-
hungssystem (13.85) de�nierte Hyper
�a
he kompakt und zusammenh�angend ist,kann man zeigen, da� sie einem f{Torus topologis
h �aquivalent ist. Die folgendeFigur zeigt einen 2{Torus im 3{dimensionalen Raum.

Einen f{Torus kann man in einen (f+1){dimensionalen Vektorraum einbetten,wie man dur
h die folgende induktive De�nition sieht. Ein 1{Torus ist ein Kreis,124



der bei festem �1 dur
h die Winkelvariable �1 in kartesis
hen Koordinaten dur
hdie Formeln x1 = �1 
os�1; x2 = �1 sin�1 (�1 > 0) (13:96)parametrisiert wird. Um einen (f{1){Torus zu einem f{Torus zu erweitern, ma
htman im (f{1){Torus die Ersetzung�f�1 ! �f�1 � �f + �f 
os�f (�f�1 > �f > 0) (13:97)und f�uhrt die zus�atzli
he kartesis
he Koordinatexf = �f sin�f (13:98)ein.Wir betra
hten ges
hlossene Kurven mit Umlaufsinn auf einem f{Torus als�aquivalent, wenn sie si
h stetig ineinander deformieren lassen. Die �Aquivalenzklas-sen sol
her Kurven k�onnen dann dur
h f ganzzahlige Umlaufzahlen ni (i =1; : : : ; f) 
harakterisiert werden. Es gibt demna
h f in�aquivalente ges
hlosseneKurven �i mit Umlaufzahlen nj = Æij (j = 1; : : : ; f), die man als Basiskurven zurZusammensetzung beliebiger ges
hlossener Kurven benutzen kann.F�ur einen dur
h (13.85) bei vorgegebenen Werten F der Erhaltungsgr�o�en be-stimmten f{Torus T (F) de�niert man unter Verwendung der f Basiskurven �Fiund unter Ankn�upfung an die erzeugende Funktion (13.88) die f Wirkungsvari-ablen Ii(F) = 12� I�Fi p(q;F) � dq (i = 1; : : : ; f); (13:99)die ni
ht von der Wahl der Kurve innerhalb der �Aquivalenzklasse �Fi abh�angenund die wir zu dem f -dimensionalen Wirkungsvariablenvektor I zusammenfassen,der jetzt die Rolle der neuen generalisierten Impulse einnehmen soll. Die erzeu-gende Funktion (13.88) wird auf dem f{Torus T (F) eine mehrdeutige Funktionder alten Koordinaten q. Mit dem f{dimensionalen Vektor n := (n1; : : : ; nf ) derUmlaufzahlen sind die Werte der erzeugenden Funktion dur
hS(n)2 (q; I) = S(0)2 (q; I) + 2�n � I (13:100)gegeben. Als neue Koordinaten erhalten wir hier einen Vektor von f Winkel-variablen � = �S2�I ; (13:101)die eindeutige Funktionen von q nur modulo 2�n sind, so da� die alten Koordi-naten periodis
he Funktionenq(�+ 2�n; I) = q(�; I) (13:102)125



der Winkelvariablen sind. Die Winkelvariablen � sind nat�urli
h ebenfalls zyklis
h,da ihre konjugierten Impulse I = I(F) erhalten sind, und deshalb de�nieren dieBewegungsglei
hungen f�ur die Winkelvariablen_� = �H�I = 
(I) (13:103)einen Vektor von f Kreisfrequenzen, mit dem die allgemeine L�osung von (13.103)�(t) = 
(I) t+�0 (13:104)lautet.Viele der in diesem Kapitel eingef�uhrten Konzepte bilden wie Grundlage f�urtiefergehende Untersu
hungen von Systemen, die ni
ht integrabel sind. Hierbeispielen st�orungstheoretis
he Methoden eine zentrale Rolle. Die s
hon im18. und 19. Jahrhundert entwi
kelten Methoden dieser Art hatten zwar quantita-tive Erfolge zu verzei
hnen, erwiesen si
h jedo
h als unbrau
hbar f�ur die Bere
h-nung des Langzeitverhaltens. (Ein eindr�u
kli
hes Beispiel f�ur die Erfolge in derHimmelsme
hanik stellt die Bere
hnung der Position des 1846 aufgrund dieserBere
hnung entde
kten Planeten Neptun dar, die zur Erkl�arung von Bahnabwei-
hungen des 1781 entde
kten Planeten Uranus dur
hgef�uhrt wurde.) Wesentli
heForts
hritte in der Theorie des Langzeitverhaltens wurden erst in den se
hzigerJahren des 20. Jahrhunderts erzielt und sind mit dem KAM{Theorem (na
hKolmogorov, Arnold und Moser) verbunden.Au
h in der Quantenme
hanik �nden si
h viele der in diesem Kapitel diskutiertenBegri�e in analogen Zusammenh�angen wieder. Ein wesentli
her Aspekt der Quan-tenme
hanik besteht in der Quantisierung des Phasenraumvolumens, das dortni
ht in beliebig kleinen Einheiten, sondern nur in Quanten der Gr�o�e dqdp = �hvorkommt, wo �h = h=2� das Plan
ks
he Wirkungsquantum ist. Insbesondere diePoissonklammer hat in der Quantenme
hanik das Analogon[F;G℄! 1i�h (FG�GF ); (13:105)wo re
hts der Kommutator FG�GF der beiden Phasenraumfunktionen F undG steht, die in der Quantenme
hanik in lineare Operatoren im Hilbertraum(Zustandsraum des me
hnis
hen Systems) transmutieren. Mit der Ersetzung(13.105) gelten in der Quantenme
hanik die kanonis
hen Vertaus
hungrelatio-nen (13.45), die eine der wi
htigsten Grundlagen der Quantenme
hanik darstellenund aus denen z.B. unmittelbar die Heisenbergs
he Uns
h�arferelation folgt.
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III. Me
hanik starrer K�orper und Drehgruppe14. Kinematik starrer K�orperUnter einem starren K�orper verstehen wir in diesem Kapitel ein System von min-destens drei starr miteinander verbundenen Massenpunkten, die ni
ht auf einerGeraden liegen. Im allgemeinen denken wir dabei an sehr viele Massenpunktemi (i = 1; : : : ; n), die meist dur
h eine kontinuierli
he Massenverteilung ersetztwerden. Wir wissen s
hon, da� ein sol
her starrer K�orper se
hs Freiheitsgradebesitzt, falls er ni
ht weiteren Zwangsbedingungen unterworfen ist. Die erste Fragelautet, wie die Lage eines starren K�orpers zu bes
hreiben ist und wel
he generali-sierten Koordinaten man w�ahlen kann.In unserem inertialen Bezugssystem zei
hnen wir einen Aufpunkt O aus undw�ahlen ein kartesis
hes Koordinatensystem, das dur
h das orthonormierte raum-feste Dreibein e1, e2 und e3 und die kartesis
hen Koordinaten x1, x2 und x3
harakterisiert ist. Au�erdem w�ahlen wir ein k�orperfestes Bezugssystem dur
hWahl eines Aufpunktes O0 und eines orthonormierten Dreibeins e01, e02 und e03,die beide fest mit dem K�orper verbunden sein sollen. Die kartesis
hen Koordi-naten (x01; x02; x03) eines beliebigen Punktes P auf dem starren K�orper bez�ugli
hdes k�orperfesten Dreibeins sind dann fest und unabh�angig von der Bewegung desK�orpers. F�ur die Vektoren r = ��!OP , r0 = ��!OO0 und r0 = ��!O0P gilt dannr = 3X�=1x�e� = r0 + r0 = r0 + 3X�=1x0�e0� : (14:1)
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raumfest

.
korperfestDie Lage des starren K�orpers bez�ugli
h des inertialen Bezugssystems ist danndur
h den Vektor r0 und das k�orperfeste Dreibein gegeben. Damit dies insgesamt6 Freiheitsgraden entspri
ht, mu� die Orientierung des Dreibeins si
h o�enbardur
h 3 generalisierte Koordinaten bes
hreiben lassen.127



Die Komponenten der Vektoren e0� des k�orperfesten Dreibeins bez�ugli
h des raum-festen Dreibeins sind dur
h die Ri
htungskosinusa�� = e0� � e� = 
os��(e0�; e�)� (14:2)gegeben, mit denen dann die Darstellunge0� = 3X�=1 a�� e� (14:3)gilt. F�ur die kartesis
hen Komponenten der Vektorglei
hung (14.1) erhalten wirdamit die Beziehungen x� = r � e� = x0� + 3X�=1x0� a��: (14:4)Die neun Ri
htungskosinus a�� sind nat�urli
h ni
ht unabh�angig voneinander, son-dern die bilden eine orthogonale (3� 3){MatrixA = 0� a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a331A ; (14:5)weil die beiden Dreibeine orthonormiert sind. Unter Benutzung der Orthonormie-rungsbedingungen e0� � e0� = Æ�� und e� � e� = Æ�� folgt n�amli
h aus (14.3)Æ�� = e0� � e0� = 3X�;�=1 a��a�� (e� � e�) = 3X�=1 a��a�� (14:6)oder mit der transponierten Matrix At und der 3{dimensionalen Einheitsmatrix Iin Matrixs
hreibweise die orthogonale Matrizen 
harakterisierende Eigens
haftA � At = I: (14:7)Aus (14.7) folgt �uber den DeterminantenmultiplikationssatzdetA = detAt = �1: (14:8)Es gibt daher zu At eine re
htsinverse Matrix B, mit der At � B = I gilt. Mul-tipliziert man nun (14.7) von re
hts mit B, so ergibt si
h B = (A � At) � B =A � (At � B) = A. Orthogonale Matrizen haben also au
h die Eigens
haftAt � A = I: (14:9)128



Die Glei
hungen (14.7) und (14.9) bedeuten, da� sowohl die Zeilenvektoren wieau
h die Spaltenvektoren der Matrix (14.5) orthonormiert sind.Unter Verwendung der Spaltenvektorenx = 0�x1x2x31A ; x0 = 0�x01x02x031A und x0 = 0�x01x02x031A (14:10)k�onnen wir nun die Glei
hungen (14.4) in der vektoriellen Glei
hungx = x0 +At � x0 (14:11)zusammenfassen, die wir dann lei
ht na
hx0 = A � (x� x0) (14:12)au
�osen k�onnen. Die Glei
hung (14.11) und ihre Umkehrung (14.12) bes
hreibenden �Ubergang zwis
hen dem raumfesten und dem k�orperfesten Bezugssystem.Unter jeder dur
h orthogonale Matrizen A vermittelten Abbildung bleiben dieL�angen von Vektoren und die Winkel zwis
hen Vektoren invariant. Aus x01 = A�x1und der transponierten Glei
hung x0t2 = xt2 � At folgt n�amli
h wegen (14.9)x0t2 � x01 = xt2 � At � A � x1 = xt2 � x1: (14:13)Damit das raumfeste Dreibein dur
h eine stetige Bewegung in das k�orperfeste�uberf�uhrt werden kann, m�ussen die Dreibeine entweder beide re
htsh�andig oderbeide linksh�andig sein. Die eine sol
he Bewegung bes
hreibenden orthogonalenMatrizen A m�ussen daher dieselbe DeterminantedetA = det I = +1 (14:14)wie die Einheitmatrix I haben, da die Determinanten ni
ht stetig den laut (14.8)einzigen alternativen Wert �1 errei
hen k�onnen. Orthogonale Matrizen A, derenDeterminante glei
h +1 ist, hei�en eigentli
h orthogonal.Den Zusammenhang zwis
hen dem Wert von detA und der H�andigkeit derDreibeine kann man au
h dur
h eine einfa
he Re
hnung einsehen. Wenn dasungestri
hene Dreibein re
htsh�andig ist, gilt f�ur seine Spatprodukte(e� � e�) � e� = ���� := 8<:+1 (��� gerade Permutation von 123)�1 (��� ungerade Permutation von 123)0 (��� ni
ht alle vers
hieden). (14:15)Dann gilt jedo
h f�ur das gestri
hene Dreibein mit (14.3) die Beziehung(e01 � e02)� e03 = 3X�;�;�=1 a1�a2�a3�(e� � e�)� e�= 3X�;�;�=1 a1�a2�a3����� = detA: (14:16)
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Es stellt si
h no
h die Frage, ob tats�a
hli
h alle orthogonalen Matrizen mit derEigens
haft detA = +1 Drehungen bes
hreiben, die glei
hh�andige Dreibeine in-einander �uberf�uhren. Diese Frage wird dur
h einen Satz von Euler positiv beant-wortet. Um diesen Satz zu beweisen, weist man die Existenz eines Spaltenvektorsx 6= 0 na
h, der invariant unter der Abbildung A ist, der also die Eigens
haftA � x = x (14:17)hat. Wenn man die Abbildung A in einem Koordinatensystem darstellt, in demder Eigenvektor x die 3{A
hse kennzei
hnet, dann mu� sie eine orthogonale Matrixder Gestalt A = 0� a11 a12 0a21 a22 00 0 11A (14:18)sein. Damit diese Matrix eigentli
h orthogonal ist, mu� die obere linke (2 � 2){Matrix si
h aber als � a11 a12a21 a22� = � 
os� sin�� sin� 
os�� (14:19)s
hreiben lassen, wobei der Winkel � eindeutig bestimmt ist. Die Matrix (14.19)stellt eine Drehung um den Winkel � in der (x1; x2){Ebene dar, wie in der folgen-den Figur gezeigt.
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Damit w�are bewiesen, da� eine beliebige eigentli
h orthogonale Matrix eine Ab-bildung darstellt, die si
h als eine Drehung um eine gewisse Dreha
hse veran-s
hauli
hen l�a�t. Es bleibt die Existenz eines Eigenvektors mit der Eigens
haft(14.17) zu zeigen.Wir zeigen zun�a
hst, da� die Eigenwerte a orthogonaler Matrizen A, die im �ubrigenkomplex sein k�onnen, immer den Betrag 1 haben. Aus der Eigenwertglei
hungA � x = a � x (14:20)folgt mit dem komplex konjugierten Zeilenvektor x� := �xt und dem komplex kon-jugierten Eigenwert �a wegen x� � At = �ax� die Glei
hungjxj2 = x� � x = x� � At � A � x = jaj2 � jxj2; (14:21)130



die wegen jxj2 6= 0 die Behauptung jaj2 = 1 impliziert.Sodann folgt dur
h komplexe Konjugation der Eigenwertglei
hung (14.20), A� �x =�a�x, da� mit jeder Zahl a au
h die komplex konjugierte Zahl �a ein Eigenwert derreellen Matrix A ist.Das Produkt der drei Eigenwerte der Matrix A ist bekanntli
h glei
h ihrer Deter-minante, a1a2a3 = detA: (14:22)Angesi
ht der hiermit bewiesenen Eigens
haften mu� jede eigentli
h orthogonaleMatrix A mindestens einen Eigenwert a = 1 und damit die Eigens
haft (14.17)haben. Es gibt n�amli
h nur die folgenden Alternativen. Wenn alle drei Eigenwertevon A reell sind, m�ussen sie na
h (14.8) �1 sein und daher wegen (14.14) und(14.22) entweder alle oder genau einer von ihnen +1 sein. Wenn es einen ni
ht{reellen Eigenwert a gibt, ist au
h �a Eigenwert und der dritte Eigenwert mu� wegen(14.14) und (14.22) den Wert 1 haben.Jede 3{dimensionale eigentli
h orthogonale Matrix A bes
hreibt also eine Drehungim 3{dimensionalen Raum. Dabei ist die Ri
htung der Dreha
hse dur
h den Eigen-vektor zum Eigenwert +1 gegeben. Der Cosinus des Drehwinkels � l�a�t si
h ausder Spur der Matrix A bestimmen. Denn wegen der Unabh�angigkeit der Spur einerAbbildung vom gew�ahlten Koordinatensystem (die Spur ist eine aÆne Invariante)lesen wir aus (14.5), (14.18) und (14.19) die BeziehungSpurA = a11 + a22 + a33 = 1 + 2 
os� (14:23)ab.Um eigentli
h orthogonale Matrizen (14.5) dur
h generalisierte Koordinaten zuparametrisieren, werden wir eine beliebige Drehung auf eine Folge von drei ein-fa
hen Drehungen zur�u
kf�uhren. Als einfa
he Drehungen bezei
hnen wir sol
he,die einen der Vektoren des ungestri
henen Dreibeins als Dreha
hse besitzen. Na
h(14.18) und (14.19) werden die Drehungen um e3 dur
h MatrizenD3(�) = 0� 
os� sin� 0� sin� 
os� 00 0 11A (14:24)bes
hrieben, wobei � der re
htsh�andige Drehwinkel ist. Ganz analog bes
hreibenMatrizen D1(�) = 0� 1 0 00 
os� sin�0 � sin� 
os�1A (14:25)Drehungen um e1 und D2(�) = 0� 
os� 0 � sin�0 1 0sin� 0 
os� 1A (14:26)131



Drehungen um e2.In der folgenden Figur sind die dur
h die Dreibeine e1, e2, e3 und e01, e02, e03 gegebe-nen kartesis
hen Koordinatensysteme in einen gemeinsamen Ursprung gelegt. Die(x1; x2){Ebene und die (x01; x02){Ebene s
hneiden si
h in einer Linie, die man dieKnotenlinie der betra
hteten Drehung nennt. Der �Ubergang vom ungestri
henenzum gestri
henen Koordinatensystem wird nun dur
h die folgenden drei S
hrittevollzogen:1. Drehung um die x3{A
hse, so da� der Vektor e1 in die Knotenlinie �uberf�uhrtwird. Der Drehwinkel ' liegt im Intervall 0 � ' < �.2. Drehung um die Knotenlinie, in der jetzt der Vektor e1 liegt, bis der Vektore3 in den Vektor e03 �uberf�uhrt ist. Der Drehwinkel # liegt im Intervall �� <# � �.3. Drehung um die x03{A
hse, in der jetzt der Vektor e3 liegt, bis der Vektor e1von der Knotenlinie in den Vektor e01 �uberf�uhrt ist. Der Drehwinkel  liegtim Intervall �� <  � �.
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Anhand von Glei
hung (14.3) erkennen wir, da� die erste Drehung dur
h eineMatrix vom Typ D3 bes
hrieben wird, weil um den Vektor e3 gedreht wird, diezweite Drehung dur
h eine Matrix vom Typ D1, weil hierbei um den Vektor e1gedreht wird, der zur Zeit in der Knotenlinie liegt, und die dritte Drehung wiederdur
h eine Matrix vom Typ D3, weil der Vektor e3 jetzt auf dem Vektor e03 liegt.132



Die gesamte Drehung wird daher dur
h die DrehmatrixA = D3( )D1(#)D3(')= 0� 
os' 
os � 
os# sin' sin sin' 
os + 
os# 
os' sin sin # sin � 
os' sin � 
os# sin' 
os � sin' sin + 
os# 
os' 
os sin # 
os sin # sin' � sin # 
os' 
os# 1A(14:27)bes
hrieben. Die drei parametrisierenden Winkel nennt man die Eulers
henWinkel. Mit den Eulers
hen Winkeln haben wir drei generalisierte Koordinatengefunden, mit denen mittels der Glei
hungen (14.3) die Orientierung und die Bewe-gung eines Dreibeins und damit eines starren K�orpers bes
hrieben werden kann.Hierbei wird die Drehung als eine aktive Transformation aufgefa�t, der einphysikalis
hes Objekt unterworfen ist.In Glei
hung (14.12) spielt dieselbe Drehung die Rolle einer passiven Transfor-mation. Hier sind die Komponenten ein und desselben Vektors r0 = r�r0 in zweigegeneinander verdrehten kartesis
hen Koordinatensystemen in Beziehung gesetzt.Diese Beziehung wird dur
h dieselbe Drehmatrix A hergestellt. Aktive und passiveInterpretationen sind f�ur alle Arten von physikalis
hen Transformationen m�ogli
h.In diesem Kapitel haben wir bisher Drehungen immer unter Bezugnahme aufbestimmte Koordinatensysteme (Dreibeine) 
harakterisiert. Eine Drehung D(denken wir jetzt einmal an die aktive Interpretation) hat aber eine von der Wahldes Koordinatensystems unabh�angige, rein geometris
he Bedeutung. Ein imdur
h (e1; e2; e3) gegebenen Koordinatensystem dargestellter Vektor r,r = 3X�=1x�e� ; (14:28)wird dur
h eine Drehung D, die dur
h die Glei
hung (14.3) 
harakterisiert ist, inden Vektor r0 = 3X�=1x�e0� = 3X�;�=1x�a��e� = 3X�=1x0�e� (14:29)�uberf�uhrt, so da� f�ur die wie in (14.10) de�nierten Spaltenvektoren mit (14.6) dieBeziehung x = A � x0 (14:30)gilt. Benutzen wir stattdessen ein anderes Koordinatensystem, dessen Basisvek-toren ~e� = 3X�=1 b��e� (14:31)mit denen des alten Systems dur
h die Drehung B verkn�upft ist, so giltr =X� ~x�~e� = 3X�;�=1 ~x�b��e� (14:32)133



oder f�ur die Spaltenvektoren~x = B � x und analog ~x0 = B � x0: (14:33)Die Drehung D wird daher im neuen Koordinatensystem dur
h die Glei
hung~x = ~A � ~x0 mit ~A = BABt (14:34)dargestellt.Genau so, wie Vektoren r na
h Wahl eines Koordinatensystems dur
h ihre Kom-ponenten x dargestellt werden, die si
h bei einem We
hsel des Koordinaten-systems wie (14.33) transformieren, werden Drehungen D dur
h koordinaten-abh�angige Drehmatrizen A dargestellt (siehe (14.30)), deren Transformationsver-halten bei einem We
hsel des Koordinatensystems aus (14.34) ersi
htli
h ist. Als�ubergeordneten Begri�, der beide Verhaltensweisen umfa�t, benutzt man in derPhysik den Begri� des Tensors. Ein Tensor n{ter Stufe T ist ein geometris
hesObjekt, dessen Komponenten bez�ugli
h eines kartesis
hen KoordinatensystemsT�1;:::;�n n kartesis
he Indizes tragen. Bei einem We
hsel (14.33) des Koordi-natensystems transformieren si
h diese Komponenten na
h der Regel~T�1;:::;�n = 3X�1;:::;�n=1 b�1�1 : : : b�n�nT�1;:::;�n : (14:35)Vektoren sind angesi
hts des Transformationsverhaltens (14.33) o�enbar Tensorenerster Stufe, w�ahrend Drehungen na
h (14.34) Beispiele f�ur Tensoren zweiter Stufesind. Wir werden sp�ater au
h anderen Tensoren zweiter Stufe und Tensorenh�oherer Stufen begegnen.Orthogonale Matrizen A mit der Eigens
haft detA = �1 hei�en au
h un-eigentli
h orthogonal. Sie bes
hreiben den �Ubergang zwis
hen Dreibeinen unterglei
hzeitiger Umkehr der H�andigkeit und entspre
hen daher ni
ht einer Drehung.Spiegelungen, z.B. die SpiegelungS3 = 0� 1 0 00 1 00 0 �11A (14:36)an der zur x3{A
hse senkre
hten Koordinatenebene, werden dur
h uneigentli
horthogonale Matrizen dargestellt. Mit detA = �1 bes
hreibt die orthogonale Ma-trix B = A � S3 wegen detB = +1 eine Drehung. Daher l�a�t si
h jede uneigentli
horthogonale Matrix A = B � S3 als eine Operation interpretieren, die aus einerDrehung und einer Spiegelung zusammengesetzt ist.Das hintereinander Ausf�uhren physikalis
her Transformationen kann man immerals Produkt der entspre
henden Operationen au�assen. Wenn man hier na
h derDrehung (14.3) eine zweite Drehunge00� = 3X�=1 b�� e0� (14:37)134



ausf�uhrt, stellt si
h die gesamte Drehung alse00� = 3X�;�=1 b��a�� e� = 3X�=1 
�� e� (14:38)dar, wird also dur
h das Matrixprodukt C = B �A der darstellenden Drehmatrizenbes
hrieben. Die Menge der Drehungen und Drehspiegelungen bildet bez�ugli
h deshintereinander Ausf�uhrens eine Gruppe, die Drehgruppe O(3). Indem man dieElemente dieser Gruppe dur
h orthogonale Matrizen repr�asentiert, stellt man dieDrehgruppe O(3) als Matrixgruppe dar, deren Gruppenoperation das gew�ohnli
heMatrizenprodukt ist. Der Name O(3) bezieht si
h auf die orthogonalen (3 � 3){Matrizen. Die Menge der eigentli
hen Drehungen und deren Darstellung dur
heigentli
h orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe SO(3) der DrehgruppeO(3) (spezielle orthogonale Matrizen).Als zwei spezielle Tensoren wollen wir dasKrone
ker-Symbol Æ�� und das Levi{Civita{Symbol ���� (siehe (14.15)) herausstellen. Die Glei
hung (14.6), die dieDe�nition orthogonaler Matrizen beinhaltet, kann au
h in die FormÆ�� = 3X�;�=1 a��a��Æ�� (14:39)gebra
ht werden, in der sie na
h (14.35) die Invarianz des Einheits{TensorsÆ�� unter allen orthogonalen Transformationen zum Ausdru
k bringt. In lei
hterVerallgemeinerung von Glei
hung (14.16) gilt f�ur ���� die Identit�at3X�;�;
=1a��a��a�
���
 = ���� � detA: (14:40)Der total antisymmetris
he Einheitstensor ���� ist also invariant unter alleneigentli
hen Drehungen und we
hselt unter uneigentli
hen das Vorzei
hen. Ob-jekte, die si
h unter der Drehgruppe wie~T�1;:::;�n = detB � 3X�1;:::;�n=1b�1�1 : : : b�n�nT�1;:::;�n (14:41)transformieren, nennt man Pseudotensoren. Zur Unters
heidung von Pseu-dotensoren nennt man Tensoren mit der Eigens
haft (14.35) bei Bedarf au
h e
hteTensoren. Na
h Glei
hung (14.40) ist daher ���� ein unter der Drehgruppe in-varianter Pseudotensor dritter Stufe.Erw�ahnt werden sollen s
hlie�li
h no
h zwei Operationen der Tensoralgebra, inder man die Regeln f�ur das Re
hnen mit Tensoren zusammenfa�t. O�ensi
htli
hist angesi
hts der De�nition (14.35) die Regel, da� das TensorproduktT�1:::�m�1:::�n = T (1)�1:::�mT (2)�1:::�n (14:42)135



zweier Tensoren T (1) und T (2) der Stufen m und n ein Tensor der Stufe m+n ist.Die Verj�ungung oder Kontraktion3X�i;�j=1 T�1:::�nÆ�i�j ; (14:43)eines Tensors T der Stufe n, f�ur die man zwei Indizes �i und �j glei
hsetzt und�ubersummiert, ist ein Tensor der Stufe n� 2. Dies folgt sofort anhandX�i;�j ~T�1:::�nÆ�i�j = X�i;�j ;�1;:::;�n� Yk=1;:::;n b�k�k�T�1:::�nÆ�i�j= k 6=i;jXf�kg� k 6=i;jYk=1;:::;n b�k�k� X�i;�j T�1:::�nÆ�i�j (14:44)aus der Orthogonalit�at der Transformationsmatrix B. Gel�au�ge Beispiele f�ur dieVerj�ungung eines Tensors zweiter Stufe sind das Skalarprodukt zweier VektorenPi xiyi oder allgemeiner die Spur des Tensors Pi aii, die beide einen Tensornullter Stufe oder Skalar ergeben.Einen Einbli
k in die Topologie der Drehgruppe SO(3) gewinnt man dur
h einealternative Parametrisierung der eigentli
hen Drehungen. Anstelle der Eulers
henWinkel kann man jeder Drehung eindeutig einen Vektor � zuordnen, dessen Ri
h-tung die Dreha
hse und dessen L�ange j�j � � den Drehwinkel kennzei
hnet, indemman den Drehsinn na
h der Re
hte{Hand{Regel festlegt. Damit haben wir dieDrehgruppe SO(3) auf eine Kugel mit Radius � abgebildet. Um hier eine exakteindeutige Darstellung aller Drehungen zu erhalten, mu� man jedo
h antipodi-s
he Punkte auf der Ober
�a
he der Kugel, die Drehungen um �� um dieselbeA
hse darstellen, identi�zieren. Diese Identi�zierung beleu
htet die ni
htrivialetopologis
he Struktur der Drehgruppe SO(3). Sie hat wi
htige physikalis
heKonsequenzen, weniger f�ur die Punktme
hanik, um so mehr aber f�ur die Quan-tenme
hanik.Na
h dieser vorbereitenden Zusammenstellung wi
htiger Eigens
haften der Dreh-gruppe wollen wir jetzt zur Bes
hreibung der Bewegung eines starren K�orpersmit forts
hreitender Zeit �ubergehen. Wir kennzei
hnen einen festen Punkt P aufdem starren K�orper wie in Glei
hung (14.1) dur
h den festen Vektor x0 seinerkartesis
hen Koordinaten im k�orperfesten System. Die kartesis
hen Koordinatendes Punktes P und des Aufpunktes O0 im raumfesten System bezei
hnen wir mitx(t) und x0(t). Dann gilt na
h Glei
hung (14.4)x(t) = x0(t) +At(t) � x0: (14:45)Hierdur
h haben wir die Komponenten von x0 und die in A na
h (14.27) enthal-tenen Eulers
hen Winkel als se
hs generalisierte Koordinaten eingef�uhrt. F�ur dieGes
hwindigkeit des Punktes P erhalten wir aus (14.45)_x(t) = _x0(t) + _At(t) � x0 = v0(t) + _At(t) � A(t) � [x(t)� x0(t)℄; (14:46)136



wobei wir re
hts den Vektor x0 mittels (14.45) mit dem Ziel eliminiert haben,alle Vektoren im raumfesten System darzustellen. Wegen der Orthogonalit�at derDrehmatrizen (14.9) folgt f�ur das Matrixprodukt in (14.46)ddt (At � A) = _At � A+At � _A = _At � A+ ( _At � A)t = 0; (14:47)so da� die Matrix 
(t) := _At � A = �( _At � A)t = �
t(t) (14:48)antisymmetris
h ist. Eine antisymmetris
he Matrix bildet jeden Vektor aufeinen dazu senkre
hten Vektor ab. Denn es giltxt �
 � x = (xt � 
 � x)t = xt �
t � x = �xt � 
 � x = 0: (14:49)Dies legt es nahe, na
h einem Spaltenvektorw(t) = 0�!1(t)!2(t)!3(t)1A (14:50)zu su
hen, mit dem f�ur jeden Vektor x die Glei
hung
 � x = w� x (14:51)gilt. Tats�a
hli
h liefern die drei unabh�angigen Elemente der antisymmetris
henMatrix 
 die Komponenten dieses Vektors na
h dem S
hema
(t) = 0� 0 �!3(t) !2(t)!3(t) 0 �!1(t)�!2(t) !1(t) 0 1A (14:52)und wir k�onnen daher die Glei
hung (14.46) in_x(t) = _x0(t) +w(t)� [x(t)� x0(t)℄ (14:53)umformulieren. Diese Glei
hung mu� die Koordinatendarstellung einer koordina-tenunabh�angigen Vektorglei
hungv(t) = v0(t) + !(t)� [r(t)� r0(t)℄ (14:54)mit dem Vektor !(t) := !1(t)e1 + !2(t)e2 + !3(t)e3 sein (Eulers
he Ges
hwin-digkeitsformel).Wir wollen einige der obigen Glei
hungen in tensorieller S
hreibweise wiederholen.Die bespro
henen Regeln der Tensoralgebra sagen uns, da� mit A au
h 
 ein137



Tensor zweiter Stufe ist. Die Glei
hung (14.52) l�a�t si
h mit dem total antisym-metris
hen Einheitspseudotensor in der Form
�� = 3X�=1 ���� !� (14:55)s
hreiben. Mittels der Beziehung3X�;�=1 ���� ���� = 2 Æ�� (14:56)l�osen wir die Glei
hung (14.55) na
h den Komponenten von ! auf und erhalten!� = 12 3X�;�=1 ���� 
��: (14:57)Diese Glei
hung best�atigt unsere Vermutung, da� der Spaltenvektor (14.50) si
htats�a
hli
h wie ein Tensor erster Stufe transformiert und wir erkennen hierzus�atzli
h, da� er ein Pseudovektor ist. Dies pa�t zusammen mit der h�andigenDe�nition des Kreuzproduktes, das wir in (14.51) benutzt haben. Das Kreuzpro-dukt w� x kann nur dann ein e
hter Vektor sein, wenn genau einer der Faktorenein Pseudovektor ist.So wie man e
hte Vektoren koordinatenunabh�angig dur
h Pfeile darstellt, kannman au
h f�ur Pseudovektoren eine graphis
he Darstellung �nden. Man stellt siedur
h eine geri
htete Stre
ke mit Umlaufsinn dar, wie in der folgenden Figur linksgezeigt. In re
htsh�andigen Koordinatensystemen entspri
ht dieses Objekt einemPfeil, dessen Spitze am re
htsh�andig bestimmten Stre
kenende befestigt ist, und inlinksh�andigen Systemen am anderen Ende. Unter eigentli
hen Drehungen verh�altsi
h dieses Objekt genau so wie ein Pfeil, unter der Spiegelung an einer Ebenesenkre
ht zur Stre
ke bleibt es jedo
h invariant, w�ahrend der Pfeil si
h umkehrt.
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Die Interpretation der Glei
hung (14.54) gelingt nun lei
ht mittels der re
htenobigen Figur. Die Ges
hwindigkeit des Punktes P auf dem starren K�orper setztsi
h zusammen aus der Ges
hwindigkeit des fest mit dem starren K�orper verbun-denen Aufpunktes O0 und der dur
h die momentane Winkelges
hwindigkeit !(t)bestimmten Rotationsges
hwindigkeit.Im raumfesten Koordinatensystem bestimmt die Drehmatrix A na
h (14.48) und(14.57) die Komponenten der Winkelges
hwindigkeit na
h der Formel!� = 12 X�;�;� ���� _a�� a��: (14:58)Sp�ater werden wir die Komponenten dieses Vektors au
h im k�orperfesten Koor-dinatensystem ben�otigen. Die Transformation f�ur die Matrix 
 folgt aus (14.46)und (14.12) bzw. aus (14.34) und ergibt
0 = A � 
 � At = A � _At; (14:59)so da� wir mittels (14.57) !0� = 12 X�;�;� ���� a�� _a�� (14:60)erhalten. Wenn wir dies mittels (14.27) dur
h die Eulers
hen Winkel ausdr�u
ken,erhalten wir na
h einer kurzen Re
hnung die Formeln!01 = _# 
os + _' sin# sin !02 = � _# sin + _' sin # 
os !03 = _ + _' 
os#; (14:61)die wir sp�ater ebenfalls verwenden werden.
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15. Bes
hleunigte BezugssystemeWir werden jetzt unsere im letzten Kapitel erworbenen Kenntnisse �uber Koordi-natentransformationen benutzen, um die Me
hanik eines Massenpunktes in einembes
hleunigten Koordinatensystem zu diskutieren. Bezugssysteme sind ja im all-gemeinen in festen K�orpern verankert. Wir k�onnen daher die Figur vom Anfangdes letzten Kapitels �ubernehmen, um den �Ubergang von einem inertialen in einbes
hleunigtes Bezugssystem zu illustrieren.
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inertial
beschleunigtDie Bewegung des bes
hleunigten relativ zum inertialen Bezugssystem wird dur
hdie Gr�o�en r0(t) und �A(t)��� = e0�(t) � e� (15:1)
harakterisiert. Die Lage eines Punktes P wird au
h hier dur
h Vektoren r und r0bes
hrieben, die der Relation r(t) = r0(t) + r0(t) (15:2)gen�ugen. Der einzige Unters
hied zu den Betra
htungen im letzten Kapitel bestehtdarin, da� der Punkt P im bes
hleunigten Bezugssystem ni
ht ruhen mu�, sondernsi
h relativ zu ihm bewegen kann. Wir betra
hten daher einen beliebigen VektorG(t), f�ur dessen Komponenten g(t) im inertialen und g0(t) im bes
hleunigtenBezugssystem na
h (14.45) die Beziehungg(t) = At(t) � g0(t) (15:3)gilt. F�ur die Zeitableitungen dieser Komponenten erhalten wir in Analogie zu(14.53) die Glei
hungddtg = _At � g0 +At � _g0 = _At(t) � A � g +At � _g0 = w � g + d 0dtg: (15:4)140



Hierbei bezei
hnet d 0dtg = At � _g0 (15:5)die Komponenten im Inertialsystem der Zeitableitung des Vektors G beurteilt imbes
hleunigten Bezugssystem. Da in Glei
hung (15.4) alle Vektoren im Inertial-system dargestellt sind, gilt diese Glei
hung koordinatenunabh�angig und kann mitdem Vektor G und dem Vektor ! alsddtG = ! �G+ d 0dtG (15:6)ges
hrieben werden.Dur
h Anwendung von (15.6) auf (15.2) k�onnen wir die Beziehung zwis
hen denGes
hwindigkeiten in den beiden Bezugssystemen herleiten. Wir erhaltenv � ddtr = ddtr0 + ddtr0 = v0 + ! � r0 + d 0dt r0: (15:7)Hierbei ist d 0dt r0 = v0 (15:8)die Ges
hwindigkeit des Punktes P im bes
hleunigten Bezugssystem. DieRelation zwis
hen den beiden Ges
hwindigkeiten lautet unter Benutzung derF�uhrungsges
hwindigkeit vF � v0 + ! � r0 (15:9)einfa
h v = vF + v0: (15:10)Dur
h no
hmalige Ableitung na
h der Zeit �nden wir eine entspre
hende Bezie-hung f�ur die Bes
hleunigungen. Wir erhaltena � ddtv = ddtv0 + ( ddt!)� r0 + ! � ddtr0 + ddtv0= a0 + _! � r0 + ! � (! � r0) + 2! � v0 + a0; (15:11)wobei a0 die Bes
hleunigung des Punktes P im bes
hleunigten Bezugssystem be-zei
hnet. Wir k�onnen hier au
h eine F�uhrungsbes
hleunigungaF � a0 + ! � (! � r0) + _! � r0 (15:12)einf�uhren, die ein im bes
hleunigten Bezugssystem ruhender Punkt erf�ahrt. Mitihr erh�alt die Glei
hung (15.11) die Forma = aF + a0 + 2! � v0: (15:13)141



Wenn auf den Massenpunkt P die eingepr�agte Kraft F wirkt, ist die Newtons
heBewegungsglei
hung ma = F (15:14)im Inertialsystem �aquivalent zur Bewegungsglei
hungma0 = F�ma0 �m! � (! � r0)�m _! � r0 � 2m! � v0 (15:15)im bes
hleunigten Bezugssystem.Neben der eingepr�agten Kraft F enth�alt die Bewegungsglei
hung (15.15) vierTerme, die man als Tr�agheitskr�afte bezei
hnet. Mit dieser umfassenden Be-wegungsglei
hung f�ur beliebige bes
hleunigte Bezugssysteme ist vom praktis
henStandpunkt aus die Sonderstellung der Inertialsysteme aufgehoben. I
h erinnerejedo
h an die Diskussion der objektiven Identi�kation eingepr�agter Kr�afte in Kapi-tel 2. Da die Tr�agheitskr�afte alle Massenpunkte in glei
her Weise bes
hleunigen,sind sie eindeutig als ni
ht eingepr�agte Kr�afte auszuma
hen. Sie glei
hen in dieserHinsi
ht v�ollig den Gravitationskr�aften.Die ersten drei Tr�agheitskr�afte in (15.15) bilden zusammen die F�uhrungskraft.Die Zentrifugalkraft �m! � (! � r0) = m!2l (15:16)steht senkre
ht auf der momentanen Rotationsa
hse und ist proportional zu demin der folgenden Figur gezeigten Lotvektor l.
r’O’
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l

Die Corioliskraft �2m!�v0 wirkt zus�atzli
h zu den F�uhrungskr�aften, wenn derMassenpunkt P si
h im bes
hleunigten Bezugssystem bewegt. Mittels des na
hihm benannten Pendelversu
hs hat Jean Fou
ault (1819-1868) 1850 die aufder Erdrotation beruhende Corioliskraft im Labor na
hgewiesen. Die Wirkungdieser Kraft auf bewegte Luftmassen ist bekanntli
h von essentieller Bedeutungf�ur die Dynamik der Erdatmosph�are.Aus der allgemeinen Bewegungsglei
hung (15.15) liest man im �ubrigen no
h ein-mal das Galileis
he Relativit�atsprinzip ab. Denn ein geradlinig glei
hf�ormigbewegtes Bezugssystem, das dur
h a0 = 0 und ! = 0 
harakterisiert ist, zeigt142



keine Tr�agheitskr�afte und ist daher ebenfalls inertial. Die allgemeinste Galilei{Transformation auf ein sol
hes alternatives Inertialsystem ist dur
hr0(t) = v0 � t+ r0; A(t) = A0 (15:17)spezi�ziert. Na
h dem Einsteins
hen Relativit�atsprinzip sind s�amtli
he In-ertialsysteme ni
ht nur f�ur me
hanis
he, sondern f�ur alle Naturers
heinungen(z.B. au
h optis
he) glei
hwertig. Na
h Einstein ist bei hohen Ges
hwindigkeiten(v0 verglei
hbar mit der Li
htges
hwindigkeit 
) die Rolle der Zeit neu zu�uberdenken und anstelle der Galilei{Transformationen treten die im vierdi-mensionalen Minkowskiraum (Raum{Zeit{Kontinuum) wirkenden Lorentz{Transformationen.Da ein Gravitationsfeld lokal ni
ht von einem bes
hleunigten Bezugssystem unter-s
hieden werden kann, ist ein in einem homogenen Gravitationsfeld frei fallendesBezugssystem (a0 = g) als inertial zu betra
hten. Na
h der Einsteins
hen Allge-meinen Relativit�atstheorie ist ein sol
hes Bezugssystem tats�a
hli
h hinsi
htli
haller Naturers
heinungen zu einem inertialen Bezugssystem �aquivalent.
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16. Dynamik starrer K�orperIn diesem Kapitel werden wir oft Summen der FormP f(ri)mi �uber alle Massen-punkte eines starren K�orpers K begegnen. Da die Massenpunkte in einem typi-s
hen starren K�orper kontinuierli
h verteilt sind, werden wir die Massenverteilungdur
h eine Massendi
hte �(r) bes
hreiben und die obigen Summen als Zwis
hen-summen f�ur Volumenintegrale au�assen. Mit mi = �(ri)�3ri, wobei �3ri einVolumenelement um den Punkt ri ist, erhalten wir im Grenzfall beliebig feinerVolumenaufteilung die Vors
hriftnXi=1 f(ri)mi = nXi=1 f(ri) �(ri)�3ri ! ZK f(r) �(r) d3r: (16:1)Die praktis
he Bere
hnung sol
her Volumenintegrale wird dur
h den Satz von Fu-bini erlei
htert, na
h dem die Integration koordinatenweise dur
hgef�uhrt werdenkann. Dies f�uhrt f�ur einen Normalberei
h, bei dem die kartesis
hen Koordinatendes K�orper K z.B. dur
h die Bedingungena � x � bg1(x) � y � g2(x)h1(x; y) � z � h2(x; y) (16:2)
harakterisiert sind, zu der FormelZK f(r) d3r = Z ba dx Z g2(x)g1(x) dy Z h2(x;y)h1(x;y) dz f(r): (16:3)K�orper, deren Form ni
ht in das S
hema (16.2) passen, m�ussen entweder in Nor-malberei
he zerlegt werden oder dur
h eine geeignete Koordinatentransformationangepa�t werden. F�ur letzteres brau
ht man den Transformationssatz, derSubstitutionen in mehrdimensionalen Integralen erm�ogli
ht. Wenn dur
h eine Ab-bildung K 3 r r0=F(r)����! r0 2 K0 (16:4)das Gebiet K umkehrbar eindeutig auf das Gebiet K0 abgebildet wird, gilt dieTransformationsformelZK0 f(r0) d3r0 = ZK f�F(r)�j det��F�r �j d3r: (16:5)Die Verallgemeinerung dieser Transformationsformel auf beliebige Dimensionenhaben wir s
hon fr�uher in (12.38) und (13.56) benutzt.Die GesamtmasseM eines starren K�orpers K mit der Massendi
hte �(r) bere
hnetsi
h aus der Formel M = nXi=1mi = ZK �(r) d3r: (16:6)144



F�ur den Vektor vom k�orperfesten Aufpunkt O0 zum Massenmittelpunkt S desstarren K�orpers K erhalten wirr0S = ��!O0S = 1M nXi=1mir0i = 1M ZK r0�(r0)d3r0: (16:7)Es wird si
h h�au�g, jedo
h ni
ht immer, als vorteilhaft erweisen, den Aufpunkt O0in den Massenmittelpunkt S des starren K�orpers zu legen. Dann gilt r0S = 0.
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Als erste dynamis
he Gr�o�e beim starren K�orper notieren wir nun seinenGesamtimpulsP = nXi=1mivi = nXi=1mi(v0 + ! � r0i) =Mv0 +M! � r0S =MvS : (16:8)Hier haben wir die Eulers
he Ges
hwindigkeitsformel (14.54) benutzt. Der Termmit der Winkelges
hwindigkeit vers
hwindet f�ur O0 = S.Die kinetis
he Energie unseres starren K�orpers K ist dur
h die FormelT = 12 nXi=1miv2i = 12 ZK(v0 + ! � r0)2�(r) d3r (16:9)gegeben. Na
h Ausmultiplizieren des Quadrats im Integranden zerf�allt sie in diedrei Anteile T = Ttr + Trot + Tw; (16:10)wo Ttr = M2 v20 (16:11)die Translationsenergie, Trot = 12 ZK(! � r0)2�(r) d3r (16:12)145



die Rotationsenergie und Tw =Mv0 � (! � r0S) (16:13)die \we
hselseitige" kinetis
he Energie ist. Letztere vers
hwindet f�ur O0 = S.Unser besonderes Interesse gilt nunmehr dem Rotationsanteil Trot der kinetis
henEnergie. Er ist eine quadratis
he Form in den Komponenten der Winkelges
hwin-digkeit ! und l�a�t si
h daher alsTrot = 12 3X�;�=1!0��0��!0� (16:14)s
hreiben. Hierbei empfahl si
h eine Komponentendarstellung des Kreuzproduktesin (16.12) im k�orperfesten Bezugssystem, weil damit die Komponenten des Vektorsr0 und deshalb au
h die KoeÆzienten �0 in der quadratis
hen Form zeitunabh�angigwerden. Mit der Identit�at(! � r0)2 = !2 � r02 � (! � r0)2 (16:15)erhalten wir aus (16.12) die Formel�0�� = Z �(x021 + x022 + x023 )Æ�� � x0�x0���(r0) d3r0 (16:16)f�ur die KoeÆzientenmatrix in (16.14). Die diagonalen Elemente�0�� = Z (r02 � x02� )�(r0) d3r0 =M � < d2� > (16:17)dieser Matrix werden die Tr�agheitsmomente bez�ugli
h der �{A
hse genannt.Sie sind proportional zum mittleren Abstandsquadrat < d2� > der Massenpunktedes K�orpers von der �{A
hse. Die ni
htdiagonalen Elemente�0�� = � Z x0�x0��(r0) d3r0 (� 6= �) (16:18)hei�en Deviationsmomente. Die KoeÆzienten (16.16) bilden in jedem k�orper-festen Koordinatensystem eine symmetris
he (3� 3){Matrix �0. Wir wollen fra-gen, wie diese Matrix si
h beim �Ubergang auf ein anderes k�orperfestes Systemtransformiert. Seien also mit der orthogonalen Matrix Bx00� =X� b��x0� (16:19)die Komponenten des Vektors r0 im neuen Koordinatensystem. Wir k�onnen dasTransformationsverhalten von �0 aus den Glei
hungen (16.14) oder (16.16) er-mitteln. Da die Rotationsenergie ein Skalar und die Winkelges
hwindigkeit einPseudovektor ist, !0� =P� b��!00� � detB, erhalten wir aus (16.14)Trot = 12X�� !00�(X�� b���0��b��)!00� (16:20)146



und lesen daraus das Transformationsverhalten�00�� =X�� b��b���0�� (16:21)ab. Dies ist na
h (14.35) das Transformationsverhaltens eines Tensors zweiterStufe. Das koordinatenunabh�angige dur
h die Matrixdarstellung (16.16) 
harak-terisierte Objekt wird daher der Tr�agheitstensor des K�orpers K genannt.Jede reelle symmetris
he Matrix besitzt reelle Eigenwerte und l�a�t si
h dur
heine reelle orthogonale Transformation diagonalisieren. Daher existiert f�ur jedenTr�agheitstensor � ein Koordinatensystem, in dem��� = �� � Æ�� : (16:22)Die Koordinatena
hsen dieses Systems sind dieHaupta
hsen und die zugeh�origenMomente die Haupttr�agheitsmomente des Tr�agheitstensors. Letztere sind wiealle Tr�agheitsmomente (16.17) immer positiv (au�er f�ur strikt lineare Massen-anordnungen). Im Haupta
hsensystem hat die Rotationsenergie die einfa
heGestalt Trot = 12(�01!021 +�02!022 +�03!023 ): (16:23)Zur koordinatenunabh�angigen Verans
hauli
hung von Tr�agheitstensoren dient dasPoinsots
he Tr�agheitsellipsoid. Es wird dur
h die Spitzen derjenigen Vektorens bes
hrieben, die die Bedingung st�s = 1 (16:24)erf�ullen. Im Haupta
hsensystem ist dieses dreia
hsige Ellipsoid dur
h die Formel�1s21 +�2s22 +�3s23 = 1 (16:25)gegeben. Die Halba
hsen des Tr�agheitsellipsoidsa� = 1p�� (16:26)sind also die reziproken Wurzeln aus den Haupttr�agheitsmomenten.
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Wenn der Vektor der Winkelges
hwindigkeit ! = n�! in Ri
htung des Einheitsvek-tors n zeigt und n� die Komponenten von n im Haupta
hsensystems sind, gilt f�urdie Rotationsenergie die Formel Trot = 12�n � !2 (16:27)mit dem Tr�agheitsmoment bez�ugli
h der n{A
hse�n =X� ��n2�: (16:28)Der Tr�agheitstensor eines starren K�orpers h�angt von der Wahl des Aufpunktes O0ab. F�ur den �Ubergang zu einem anderen Aufpunkt O00 mittels r0 = r0 + r00 mitr0 = ���!O0O00 liest man aus den Glei
hungen (16.9) und (16.7) unter Benutzung desVektors r00S = ��!O00S die BeziehungTO0rot = M2 (! � r0)2 +M(! � r0) � (! � r00S) + TO00rot (16:29)ab, aus der man bei Bedarf die Beziehung zwis
hen den beiden Tr�agheitstensoren�0 und �00 entnehmen kann. F�ur den speziellen Fall, in dem man als neuenAufpunkt den Massenmittelpunkt O00 = S des K�orpers w�ahlt, gilt r00S = 0 undman erh�alt f�ur die Tr�agheitsmomente in Ri
htung n den Steiners
hen Satz�O0n = �Sn +M � d2: (16:30)Hier ist d die L�ange der Komponente des Vektors r0 senkre
ht zu !, j!�r0j = ! �d,d.h. der Abstand des Aufpunktes O0 von der dur
h den Massenmittelpunkt Sgelegten Dreha
hse. Tr�agheitsmomente bez�ugli
h des Massenmittelpunktes sindalso minimale Tr�agheitsmomente. Im allgemeinen �andern si
h bei einer Ver-s
hiebung des Aufpunktes au
h die Deviationsmomente. Wenn wir den Ver-s
hiebungsvektor r0 im Haupta
hsensystem des Tr�agheitstensors �S dur
h denVektor x0 darstellen, erhalten wir aus (16.29) mittels der Identit�at (16.15)�O0�� = �S� � Æ�� +Mx20 Æ�� �Mx0�x0� : (16:31)Der Tr�agheitstensor �O0 bleibt bei dieser Vers
hiebung nur dann diagonal, wennder Vektor r0 in Ri
htung einer der Haupttr�agheitsa
hsen zeigt.Als Beispiel bere
hnen wir zun�a
hst den Tr�agheitstensor bez�ugli
h des Massen-mittelpunktes einer homogen mit Masse der Di
hte � gef�ullten Kugel vom RadiusR. Wir k�onnen au
h ohne Re
hnung einsehen, da� dieser Tr�agheitstensor einVielfa
hes des Einheitstensors sein mu�, weil die Kugel isotrop ist und es keineausgezei
hnete Ri
htung f�ur die Haupta
hsen gibt. Der Tr�agheitstensor mu� alsounabh�angig vom Koordinatensystem dieselbe Gestalt��� = �0 � Æ�� (16:32)148



haben. Da� alle Deviationsmomente vers
hwinden, kann man au
h sofort an-hand der Formel (16.16) sehen, weil positive und negative Betr�age si
h aus Sym-metriegr�unden kompensieren. Die Kugel bildet in kartesis
hen Koordinaten denNormalberei
h �R � x1 � R�qR2 � x21 � x2 �qR2 � x21�qR2 � x21 � x22 � x3 �qR2 � x21 � x22: (16:33)Allerdings sind die Grenzen des Normalberei
hs in Kugelkoordinaten viel einfa
herdur
h 0 � r � R; 0 � # � �; 0 � ' � 2� (16:34)gegeben. Volumenintegrationen in Kugelkoordinaten sind besonders einfa
h f�urIntegranden, die nur von der Koordinate r abh�angen. Dann gilt n�amli
hZK f(r) d3r = Z R0 dr Z �0 d# Z 2�0 d' f(r) r2 sin # = 4� Z R0 f(r) r2 dr: (16:35)Die Integrale (16.16) haben diese Eigens
haft zwar ni
ht, aber wir k�onnen f�urisotrope Tr�agheitstensoren (16.32) das Tr�agheitsmoment �0 aus der Spur desTr�agheitstensors entnehmen, f�ur die wir aus (16.16) die FormelSp�0 = 3X�=1�0�� = Z 2(x021 + x022 + x023 )�(r0) d3r0 (16:36)gewinnen. Wir erhalten daher f�ur das Tr�agheitsmoment unserer Kugel das Ergeb-nis �0 = 23� � 4� Z R0 r4 dr = 8�15 �R5 = 25MR2; (16:37)wobei wir f�ur die Masse der Kugel M = 4�3 �R3 eingesetzt haben.Ein K�orper mu� keineswegs isotrop sein, um einen isotropen Tr�agheitstensor zubesitzen. Ein homogen mit Masse gef�ullterW�urfel liefert daf�ur ein eindr�u
kli
hesBeispiel.
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Wir betra
hten den Tr�agheitstensor dieses W�urfels bez�ugli
h seines Massenmit-telpunktes in dem in der vorstehenden Figur gezeigten Koordinatensystem. We-gen der hohen Symmetrie des W�urfels erkennt man sofort, da� in diesem Koordi-natensystem die Deviationsmomente vers
hwinden und die drei Tr�agheitsmomenteidentis
h sind. Daher hat der Tr�agheitstensor des W�urfels in diesem Koordinaten-system dieselbe isotrope Diagonalgestalt (16.32) wie die Kugel. Aus der Invarianzdes Einheitstensors unter beliebigen Verdrehungen des Koordinatensystems ziehtman die ans
hauli
h weniger o�ensi
htli
he Folgerung, da� der Tr�agheitstensor desW�urfels (bez�ugli
h des Massenmittelpunktes) in jedem Koordinatensystem diago-nal ist. Diese Aussage gilt au
h f�ur die anderen Platonis
hen K�orper.Bei rotationssymmetris
hen K�orpern w�ahlen wir die Rotationsa
hse und zweibeliebige dazu senkre
hte A
hsen dur
h den Massenmittelpunkt als kartesis
heKoordinatena
hsen. Aus Symmetriegr�unden vers
hwinden dann wieder alle De-viationsmomente und die beiden Tr�agheitsmomente um die zur Rotationsa
hsesenkre
hten A
hsen sind glei
h. Wenn wir die Rotationsa
hse als x3{A
hse w�ahlen,hat der Tr�agheitstensor des Rotationsk�orpers die Gestalt� = 0��1 0 00 �1 00 0 �31A (16:38)mit nur zwei vers
hiedenen Tr�agheitsmomenten.Der Drehimpuls eines starren K�orpers bez�ugli
h des raumfesten Aufpunktes O istLO = nXi=1miri � vi = ZK(r0 + r0)� �v0 + (! � r0)��(r0) d3r0=M r0 � v0 +M r0 � (! � r0S) +M r0S � v0 + LO0 ; (16:39)wo wie in (16.7) r0S = ��!O0S. Diese Zerlegung wird wie bei der kinetis
hen Ener-gie besonders einfa
h f�ur O0 = S und entspri
ht dann der Zerlegung (7.33) ininneren und �au�eren Drehimpuls. Die Komponenten des Drehimpulses bez�ugli
hdes k�orperfesten Aufpunktes O0 und im k�orperfesten Koordinatensystem ergebensi
h zuLO0� = ZK�r0 � (! � r0)�� �(r0) d3r0 = ZK�!0� � r02 � x0� � 3X�=1!0�x0���(r0) d3r0= ZK 3X�=1(r02Æ�� � x0�x0�)!0� �(r0) d3r0 = 3X�=1�0�� !0� : (16:40)Wegen des tensoriellen Transformationsverhaltens aller involvierten Gr�o�en im-pliziert dies die koordinatenunabh�angige FormelLO0 = �! (16:41)150



zwis
hen den beiden Pseudovektoren L und !. Im Haupta
hsensystem vereinfa
htsi
h die Glei
hung (16.40) zu LO0� = �0�!0�: (16:42)Man erkennt, da� der Drehimpuls nur dann in Ri
htung der Winkelges
hwindigkeitzeigt, wenn diese in einer der drei Haupta
hsen liegt. Aus (16.14) und (16.40)erhalten wir die allgemeing�ultige BeziehungLO0 � ! = 2Trot: (16:43)Das Tr�agheitsellipsoid erlaubt die geometris
he Konstruktion der Ri
htung desDrehimpulses LO0 aus der Ri
htung der Winkelges
hwindigkeit !. Wenn dieSpitzen der Vektoren ! im Sinne von (16.24) das Ellipsoid !t�! = 2Trot auf-spannen, erf�ullen die in�nitesimalen Tangentialvektoren Æ! an das Ellipsoid imPunkte ! die Bedingung Æ!t ��! = 0, stehen also senkre
ht auf dem DrehimpulsLO0 . Die si
h daraus ergebende Konstruktion ist in der folgenden Figur verdeut-li
ht.
ω

L

Der Drehimpuls steht senkre
ht auf der Tangentialebene an denPunkt, an dem die momentane Winkelges
hwindigkeit das Tr�ag-heitsellipsoid dur
hst�o�t.Wir wollen jetzt die allgemeinen Bewegungsglei
hungen f�ur einen starren K�orperaus dem d'Alemberts
hen Prinzip ableiten. Die virtuellen Verr�u
kungen Æri f�ureinen starren K�orper, der keinen weiteren Zwangsbedingungen unterliegt, sinddur
h die Glei
hung Æri = Ær0 + Æ'� r0i (16:44)gegeben. Hier repr�asentieren die beiden in�nitesimalen Vektoren Ær0 und Æ' diese
hs Freiheitsgrade der Bewegung. Na
h dem d'Alemberts
hen Prinzip gilt dannnXi=1 Æri �(Fi�mi�ri) = Ær0 � nXi=1(Fi�mi�ri)+Æ' � nXi=1�r0i�(Fi�mi�ri)� = 0: (16:45)151



Aus dem Vers
hwinden des ersten Summanden folgt die Bewegungsglei
hungM �rS = nXi=1 Fi = F; (16:46)die man mit dem Impulssatz (7.6) identi�zieren kann. Bei G�ultigkeit des Im-pulssatzes kann man im zweiten Summanden von (16.45) den Term Pni=1�r0 �(Fi �mi�ri)� = 0 erg�anzen und erh�alt die Bewegungsglei
hungdLdt = nXi=1miri � �ri = nXi=1 ri � Fi = N; (16:47)die den Drehimpulssatz (7.29) f�ur den starren K�orper darstellt. Wenn man alsk�orperfesten Aufpunkt den Massenmittelpunkt O0 = S w�ahlt, kann man anstellevon (16.47) au
h den Satz (7.35) f�ur den inneren Drehimpuls des starren K�orpersdL(i)dt = nXi=1mir0i � �r0i = nXi=1 r0i � Fi = N(i) (16:48)betra
hten. Ihn erh�alt man aus dem zweiten Summanden in (16.45) wegen derdann g�ultigen Relation Pni=1 r0i �mi�r0 =Mr0S � �r0 = 0.Als erstes Beispiel wollen wir einen kr�aftefreien starren K�orper betra
hten. Erkann entweder v�ollig frei bewegli
h sein oder der zus�atzli
hen Zwangsbedingungunterliegen, da� sein Aufpunkt O0 = O �xiert ist. Im ersten Fall w�ahlt man denMassenmittelpunkt als Aufpunkt und bes
hreibt die Bewegung im Inertialsystemdes Massenmittelpunktes S = O. In beiden F�allen verbleibt die Bere
hnung derRotationsbewegung, ein Problem mit drei Freiheitsgraden (Eulers
her Kreisel).Aus (16.47) s
hlie�en wir hier auf die Erhaltung des DrehimpulsesdLdt = 0: (16:49)Dies sagt uns allerdings no
h ni
ht sehr viel �uber die Bewegung des starrenK�orpers. �Ahnli
h wie im Anhang C k�onnen wir immerhin auf die Existenz von dreiinvolutoris
hen Erhaltungsgr�o�en s
hlie�en, die Energie E, das Betragsquadrat desDrehimpulses L2 und eine seiner Komponenten, z.B. Lz. Daher ist dieses Problemwie in Kapitel 13 ausgef�uhrt integrabel.Die Lagrangefunktion f�ur unser Problem ist glei
h der kinetis
hen Energie derRotation und na
h (16.23) und (14.61) im k�orperfesten Haupta
hsensystem dur
hL = Trot = 12 3X�=1!0t��0�!0� = 12��01( _# 
os + _' sin # sin )2+�02(� _# sin + _' sin # 
os )2 +�03( _ + _' 
os#)2� (16:50)152



gegeben. In dieser Lagrangefunktion ist eine der generalisierten Koordinaten,n�amli
h ', zyklis
h und daher der kanonis
h konjugierte Impulsp' = �L� _' = �01( _# 
os + _' sin # sin ) sin# sin +�02(� _# sin + _' sin # 
os ) sin# 
os +�03( _ + _' 
os#) 
os# (16:51)erhalten. Er sollte folgli
h mit einer raumfesten Komponente des Drehimpulses L�ubereinstimmen. Die beiden anderen kanonis
hen Impulsep# = �L� _# = �01( _# 
os + _' sin # sin ) 
os +�02(� _# sin + _' sin # 
os ) sin (16:52)und p = �L� _ = �03( _ + _' 
os#) (16:53)sind jedo
h ni
ht erhalten. Da die drei Lagranges
hen Bewegungsglei
hungen aber�aquivalent zur Vektorglei
hung (16.49) sein m�ussen, m�ussen die drei obigen Im-pulse in Beziehung zu den drei raumfesten Komponenten des Drehimpulses stehen.Um die raumfesten Komponenten des Drehimpulses dur
h die Eulers
hen Winkelund ihre Ges
hwindigkeiten auszudr�u
ken, mu� man seine k�orperfesten Kompo-nenten im Haupta
hsensystem (16.42) na
h (14.11) transformieren:L� = 3X�=1 a��L0� = 3X�=1 a���0�!0� : (16:54)Ein Verglei
h dieser Komponenten mit den generalisierten Impulsen unter Ver-wendung von (14.27) und (14.61) liefert s
hlie�li
h die Beziehungenp' = L3p# = 
os' � L1 + sin' � L2p = sin #(sin' � L1 � 
os' � L2) + 
os# � L3; (16:55)deren Umkehrung L1 = p# 
os'+ p � p' 
os#sin # sin'L2 = p# sin'� p � p' 
os#sin # 
os'L3 = p' (16:56)lautet. Mittels (16.56) k�onnen wir die Poissonklammern zwis
hen den Komponen-ten des Drehimpulses bere
hnen und erhalten wie in (C.3)[Li; Lj℄ = 3Xk=1 �ijkLk: (16:57)153



Angesi
hts der vers
hwindenden Poissonklammern zwis
hen je zwei generalisiertenImpulsen verstehen wir jetzt, warum ni
ht alle drei generalisierten Impulse mitdrei raumfesten Komponenten des Drehimpulses �ubereinstimmen k�onnen. Dur
hUmkehren der Transformation (16.54) bere
hnen si
h die Komponenten desDrehimpulses im k�orperfesten Haupta
hsensystem zuL01 = p' � p 
os#sin # sin + p# 
os L02 = p' � p 
os#sin # 
os � p# sin L03 = p : (16:58)Na
h Au
�osung der Glei
hungen (16.51) bis (16.53) na
h den generalisiertenGes
hwindigkeiten und Einsetzen in die Lagrangefunktion (16.50) erhalten wirs
hlie�li
h die Hamiltonfunktion, die si
h sehr einfa
h dur
h die Komponenten(16.58) ausdr�u
ken l�a�t: H = 3X�=1 L02�2�0� : (16:59)Um den �Ubergang in einen linearen starren K�orper zu vollf�uhren, der nur 2 Frei-heitsgrade der Rotation hat, mu� man in (16.50) �01 = �02 = �0 und �03 = 0setzen. Dann heben si
h der Eulers
he Winkel  und seine Ges
hwindigkeit _ vollst�andig aus der Lagrangefunktion heraus und man best�atigt den Rotationsan-teil der Lagrangefunktion (9.42). Die beiden kanonis
hen Impulse sind dann dur
hp# = �0 _#; p' = �0 sin2 # _' (16:60)gegeben, der Drehimpuls s
hreibt si
h na
h (1.16,17) mit diesen Impulsen alsL = p# e' � p'sin # e# (16:61)und die Hamiltonfunktion ist damit einfa
hH = L22�0 : (16:62)Zur Bere
hnung der Bewegung des starren K�orpers benutzt man anstelle derkanonis
hen Bewegungsglei
hungen f�ur die Impulse (16.55) besser die Eulers
henBewegungsglei
hungen f�ur die k�orperfesten Komponenten (16.58) des Drehim-pulses. Man erh�alt sie, indem man den Erhaltungssatz (16.49) f�ur den Drehimpulsmittels (15.6) in das k�orperfeste System transformiert,d0Ldt + ! � L = 0: (16:63)154



Die Komponenten dieser Vektorglei
hung im k�orperfesten Haupta
hsensystems
hreiben si
h wegen (16.42) entweder in Winkelges
hwindigkeiten als�01 _!01 = (�02 ��03)!02 !03�02 _!02 = (�03 ��01)!03 !01�03 _!03 = (�01 ��02)!01 !02 (16:64)oder in Drehimpulsen mita1 = 1�03 � 1�02 ; a2 = 1�01 � 1�03 ; a3 = 1�02 � 1�01 (16:65)als _L01 = a1L02L03_L02 = a2L03L01_L03 = a3L01L02: (16:66)Angesi
hts der beiden Identit�aten3X�=1 a� = 0; 3X�=1 a��0� = 0 (16:67)lesen wir aus (16.66) no
h einmal die beiden Erhaltungsgr�o�enE = 3X�=1 L02�2�0� (16:68)und L2 = 3X�=1L02� (16:69)ab. In der na
hfolgenden Figur sind im Raum der Drehimpulskomponenten f�ur�01 > �02 > �03 auf dem Ellipsoid (16.68) bei fester Energie E die S
hnittlinienmit Kugeln (16.69) zu vers
hiedenen Drehimpulsquadraten L2 gezei
hnet.
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Der im raumfesten Bezugssystem erhaltene Drehimpulsvektor mu� mit der Zeitim k�orperfesten Bezugssystem l�angs einer sol
hen S
hnittlinie laufen. Dies erlaubtuns eine Charakterisierung der Bewegung des k�orperfesten Systems relativ zumraumfesten System.Na
h Glei
hung (16.66) kann der Drehimpuls nur dann im k�orperfesten Bezugssys-tem station�ar sein, wenn zwei der Komponenten L0� vers
hwinden, d.h. wenn derDrehimpuls parallel zu einer der Haupta
hsen des starren K�orpers ist. Die obigeFigur zeigt uns zwei ganz vers
hiedene Verhaltensweisen, wenn der Drehimpulswenig von einer der Haupta
hsen abwei
ht. F�ur die beiden Haupta
hsen mit demgr�o�ten und dem kleinsten Haupttr�agheitsmoment bewegt si
h der Drehimpulsauf kleinen Ellipsen um die betre�ende Haupttr�agheitsa
hse. F�ur die Haupta
hsemit dem mittleren Haupttr�agheitsmoment bewegt er si
h jedo
h auf ges
hlossenenBahnen, die si
h weit von der Haupta
hse entfernen. Die Rotationen um dieextremalen Haupta
hsen sind also gegen kleine St�orungen stabil, w�ahrend die umdie mittlere Haupta
hse instabil ist.Die folgende geometris
he Verans
hauli
hung der Bewegung des starren K�orpersim raumfesten Bezugssystem geht auf Poinsot zur�u
k. Wir betra
hten dazu dasstarr mit dem K�orper verbundene und im Aufpunkt O zentrierte Tr�agheitsellipsoid(16.24). Es gibt zwei Ebenen, die zum erhaltenen Drehimpuls L normal sind unddas Tr�agheitsellipsoid ber�uhren. Wir hatten oben (im Ans
hlu� an Glei
hung(16.43)) s
hon gefunden, da� dur
h die Ber�uhrungspunkte �s dieser Tangen-tialebenen die Ri
htung der momentanen Winkelges
hwindigkeit ! markiert wird.Dur
h Verglei
h der De�nition (16.24) des Tr�agheitsellipsoids mit der Rotations-energie ergibt si
h die genauere Beziehung�s = !p2Trot ; (16:70)
s
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ω

A

O

invariable Ebeneaus der wegen (16.43) die Glei
hung�j�!OAj � L = �s � L = ! � Lp2Trot =p2Trot (16:71)156



folgt. Na
h (16.71) �andert si
h der Abstand j�!OAj der Tangentialebenen vom Mit-telpunkt des Tr�agheitsellipsoids ni
ht mit der Zeit. Diese Ebenen werden daherdie invariablen Ebenen genannt. Da der Ber�uhrungspunkt mit der momentanenRotationsa
hse �ubereinstimmt, gleitet das Tr�agheitsellipsoid ni
ht auf den invari-ablen Ebenen, sondern rollt auf ihm. Die Ber�uhrungspunkte bewegen si
h auf demTr�agheitsellipsoid l�angs ges
hlossener Linien, die man Polhodien nennt und diein enger Beziehung zu den roten S
hnittlinien in der vorletzten Figur stehen. Aufden invariablen Ebenen bes
hreiben die Ber�uhrungspunkte Linien, die Herpol-hodien hei�en. Die damit gefundene geometris
he Bes
hreibung der Bewegungnennt man die Poinsots
he Konstruktion:Der Abstand des Mittelpunktes des Tr�agheitsellipsoids von deninvariablen Ebenen, p2Trot=L, ist dur
h die Erhaltungsgr�o�en be-stimmt. Das Tr�agheitsellipsoid rollt gleitfrei auf den invariablenEbenen ab.Die quantitative L�osung der Bewegungsglei
hungen (16.64) oder (16.66) ist beson-ders einfa
h, wenn zwei der Haupttr�agheitsmomente �ubereinstimmen. DasTr�agheitsellipsoid ist dann ein Rotationsellipsoid. Sei z.B. �01 = �02 = �0? und�03 = �0k, dann sind !03(t) = !0k und L03 = �0k!0k erhalten und die beiden anderenBewegungsglei
hungen vereinfa
hen si
h zu zwei gekoppelten linearen Di�erential-glei
hungen, die man am ges
hi
ktesten dur
h Einf�uhrung der komplexen Gr�o�ez(t) = !01(t) + i !02(t) (16:72)l�ost. Deren Bewegungsglei
hung lautet unter Benutzung des Asymmetrieparame-ters � = �0k=�0? � 1 _z(t) = i � !0k z(t) (16:73)und hat die allgemeine L�osungz(t) = !0? ei (�!0kt+�): (16:74)Diese L�osung sagt uns, da� der Vektor der Winkelges
hwindigkeit einen festenBetrag hat und um die Figurena
hse des Rotationsellipsoids mit der Kreisfrequenz� !0k rotiert. Die k�orperfesten Komponenten der Winkelges
hwindigkeit habendaher die Zeitabh�angigkeit !01(t) = !0? 
os(�!0kt+ �)!02(t) = !0? sin(�!0kt+ �)!03(t) = !0k (16:75)und die k�orperfesten Komponenten des Drehimpulses sindL01(t) = �0?!0? 
os(�!0kt+ �)L02(t) = �0?!0? sin(�!0kt+ �)L03(t) = �0k!0k: (16:76)157



Man erkennt, da� die Figurena
hse (d.h. die k�orperfeste 3{A
hse) und die bei-den Vektoren ! und L immer in einer Ebene liegen und feste Winkel miteinandereins
hlie�en. Da der Drehimpuls L im raumfesten Bezugssystem na
h (16.49) er-halten ist, impliziert dies in diesem Bezugssystem eine Bewegung der Figurena
hseund des Vektor der Winkelges
hwindigkeit wie in der folgenden Figur gezeigt.
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Die Ebene (gelb), in der die Figurena
hse und die momentane Winkelges
hwindig-keit liegen, rotiert glei
hf�ormig um den Drehimpulsvektor. Diese Rotation nenntman Pr�azession. Aufgrund der Pr�azession bewegen si
h die Figurena
hse unddie momentane Winkelges
hwindigkeit auf Kegel
�a
hen mit dem Drehimpulsvek-tor als Kegela
hse. Die Polhodien und die Herpolhodien sind in diesem Fall Kreise.Zur Bestimmung der Pr�azessionskreisfrequenz mu� man den Vektor der momenta-nen Winkelges
hwindigkeit aus dem Drehimpulsvektor L und dem Einheitvektorn in Ri
htung der Figurena
hse, dessen Komponentendarstellung im k�orperfestenHaupta
hsensystem n = (0; 0; 1) ist, linear kombinieren. Man erh�alt unter Be-nutzung von (16.75,76) ! = 1�0?L� � !0kn (16:77)und liest daraus f�ur die Kreisfrequenz der Pr�azession den Wert L=�0? ab. In derFigur ist die Bewegung f�ur den Fall �0k < �0? dargestellt.F�ur starre K�orper mit dreia
hsigen Tr�agheitsellipsoiden kann man die Bewegungs-glei
hungen (16.66) mittels der beiden Erhaltungsgr�o�en (16.68) und (16.69) ent-koppeln. Die L�osung der resultierenden ni
htlinearen Di�erentialglei
hungen, diewir hier ni
ht weiterverfolgen werden, gelingt mittels elliptis
her Integrale.Wir kommen jetzt auf die Bes
hreibung starrer K�orper zur�u
k, die �au�eren Kr�aftenunterliegen. Wenn diese Kr�afte si
h aus einem Potential ableiten und wenn wirden k�orperfesten Aufpunkt in den Massenmittelpunkt des K�orpers legen (O0 = S),158



lautet die Lagrangefunktion wegen (16.10), (16.11), (16.23) und (14.1)L = T � V = M2 v2S + 12 3X�=1�0�!02� � nXi=1 V �rS + 3X�=1x0i�e0��: (16:78)Hier sind die Bewegung des Massenmittelpunktes und die Rotation in der kineti-s
hen Energie zwar v�ollig entkoppelt, sie werden aber dur
h die potentielle Energieim allgemeinen miteinander verkn�upft.F�ur homogene Kraftfelder Fi = mig ist eine sol
he Verkn�upfung allerdings ni
htvorhanden und die resultierenden Kr�afte (16.46) und Drehmomente (16.47,48) sinddur
hF = nXi=1 Fi =Mg; N = nXi=1 ri � Fi =MrS � g; N(i) = 0 (16:79)gegeben. Als einfa
hes Beispiel f�ur die Verkn�upfung der translatoris
hen und ro-tatoris
hen Freiheitsgrade betra
hten wir das Potential eines vom starren K�orperweit entfernten gravitativen Zentrums Z. Das auf den i{ten Massenpunkt wir-kende GravitationspotentialVi = � 
 mijRS � r0ij = � 
 mipR2S + r02i � 2RS � r0i (16:80)kann na
h Potenzen des als klein vorausgesetzten L�angenverh�altnisses ri=RS ent-wi
kelt werden. Unter Benutzung der binomis
hen Reihe(1 + x)�1=2 = 1� x2 + 3x28 + O(x3) (16:81)erh�alt man 1pR2S + r02i � 2RS � r0i = 1RS + RS � r0iR3S + 3(RS � r0i)2 � R2S r02i2R5S +O(R�4S ) (16:82)und damit f�ur die potentielle Energie des starren K�orpersnXi=1 Vi = �
 MRS + 
2R3S � 3R2S X�;� RS����RS� � Sp��+ O(R�4S ): (16:83)
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Der erste Beitrag stellt das f�ur punktartige Objekte bekannte Gravitationspo-tential dar, w�ahrend der zweite Beitrag von der Orientierung der Haupta
h-sen des starren K�orpers relativ zum Verbindungsvektor zum Gravitationszen-trum abh�angt. Dieses Quadrupolpotential vers
hwindet f�ur isotrope K�orper.F�ur anisotrope erzeugt es ein Drehmoment und damit eine Zeitabh�angigkeit desDrehimpulses des starren K�orpers. Im Falle der abgeplatteten Erde ist das vonder Sonne und dem Mond erzeugte Quadrupolpotential verantwortli
h f�ur die as-tronomis
he Pr�azession der Erda
hse um die Normale zur Ekliptik in etwa26000 Jahren.Interessante Beispiele f�ur die Bewegung starrer K�orper im homogenen S
hwerefeldsind Kreisel. Als Kreisel bezei
hnet man einen starren K�orper, der an einemPunkt �xiert ist und dem S
hwerefeld unterliegt. Ein Kreisel hat damit drei Frei-heitsgrade. Man erkennt sofort zwei Erhaltungsgr�o�en, n�amli
h die Energie unddie Komponente L3 des Drehimpulses parallel zur Ri
htung der Erdbes
hleuni-gung, zu der das Drehmoment (16.79) orthogonal steht. Leider gibt es keineweitere Erhaltungsgr�o�e, so da� der Kreisel im allgemeinen ni
ht integrabel ist.F�ur die komplexe Bewegung eines allgemeinen Kreisel existiert daher keine L�osungdur
h Integrale.
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M

e3e’3

OgEine weitere Erhaltungsgr�o�e existiert jedo
h f�ur einen speziellen Kreisel, densymmetris
hen oder Lagranges
hen Kreisel. Ein Kreisel hei�t symmetris
h,wenn sein Tr�agheitsellipsoid bez�ugli
h des Festpunktes O ein Rotationsellipsoid ist,auf dessen Rotationsa
hse der Massenmittelpunkt S liegt. Wenn wir wieder dieBezei
hnungen �0? = �01 = �02 und �0k = �03 verwenden und den Abstand zwis
hendem Festpunkt O und dem Massenmittelpunkt S mit l bezei
hnen, erhalten wirmittels (16.50) f�ur den symmetris
hen Kreisel die LagrangefunktionL = 12�0?( _#2 + _'2 sin2 #) + 12�0k( _ + _' 
os#)2 �Mgl 
os#: (16:84)In dieser Lagrangefunktion sind die beiden generalisierten Koordinaten  und 'zyklis
h. Die beiden zugeh�origen generalisierten Impulse p und p' sind daher er-halten und involutoris
h zueinander. Da wir aus (16.56) und (16.58) die Beziehun-gen p' = L3 und p = L03 ablesen, sind die Energie E, die vertikale Komponente160



des Drehimpulses L3 und die Komponente L03 des Drehimpulses in Ri
htung derFigurena
hse drei involutoris
he Erhaltungsgr�o�en und daher ist der Lagranges
heKreisel integrabel. Die folgende Figur zeigt no
h einmal die geometris
he Bedeu-tung der Eulers
hen Winkel f�ur das hier betra
htete Problem.
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Da zwei der generalisierten Impulse s
hon zyklis
h sind, er�ubrigt si
h hier dieDur
hf�uhrung einer kanonis
hen Transformation. Wir erhalten aus (16.51) und(16.53) die FormelnL3 = p' = _' (�0? sin2 #+�0k 
os2 #) + _ �0k 
os2 # (16:85)und L03 = p = ( _ + _' 
os#)�0k: (16:86)Mittels der Au
�osung dieser Formeln na
h den generalisierten Ges
hwindigkeiten_' = L3 � L03 
os#�0? sin2 #_ = L03�0k � L3 � L03 
os#�0? sin2 # 
os# (16:87)erhalten wir f�ur die Energie die Glei
hungE = 12�0? _#2 + U(#) (16:88)mit der e�ektiven potentiellen EnergieU(#) = (L3 � L03 
os#)22�0? sin2 # +Mgl 
os#+ L0232�0k ; (16:89)161



deren qualitatives Verhalten in der folgenden Figur gezeigt ist.
E

U

0 π ϑϑ2ϑ1Dieses eindimensionale Problem kann nunmehr mit den in Kapitel 3 diskutiertenMethoden gel�ost werden. Der Inklinationswinkel # l�auft periodis
h zwis
henden Extremalwerten #1 und #2 hin und her. Diese periodis
he �Anderung desInklinationswinkels nennt man Nutation. Die L�osung gestaltet si
h besonders�ubersi
htli
h, wenn man anstelle des Eulers
hen Winkels # die Variable u = 
os#einf�uhrt. Mit _u2 = _#2 sin2 # nimmt dann der Energiesatz (16.88) die Gestalt_u2 = f(u) (16:90)an, wobei f(u) = (�� �u)(1� u2)� (a� bu)2 (16:91)ein Polynom dritten Grades in u ist und die verwendeten Abk�urzungen die Bedeu-tung a = L3�0? ; b = L03�0? ; � = 2E � L023 =�0k�0? > 0; � = 2Mgl�0? > 0 (16:92)haben. Die L�osung der Glei
hung (16.90) f�uhrt auf ein elliptis
hes Integral.
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Die erste Glei
hung in (16.87) f�ur den Azimuthalwinkel ' s
hreibt si
h in derVariablen u als _' = a� bu1� u2 : (16:93)Die zeitli
he �Anderung des Azimuthalwinkels nennt man Pr�azession. F�ur ihrqualitatives Verhalten kann man vers
hiedene F�alle unters
heiden. Falls der Z�ahlera� bu in (16.93) im Intervall [u2; u1℄ ni
ht vers
hwindet, hat der Azimuthalwinkeleine monotone Zeitabh�angigkeit. Falls der Z�ahler im Intervall [u2; u1℄ eine Null-stelle besitzt, entwi
kelt si
h der Azimuthalwinkel ni
htmonoton. Falls der Z�ahlers
hlie�li
h am Rande des Intervalls [u2; u1℄ vers
hwindet, wird der Azimuthal-winkel an diesem Punkte station�ar. Die si
h in diesen F�allen ergebenden Bewe-gungen der Kreisela
hse sind in der folgenden Figur dargestellt.
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Die Bewegung des dritten Eulers
hen Winkels  , die aus der zweiten Glei
hung in(16.87) oder mit der neuen Variablen u aus der Di�erentialglei
hung_ = L03�0k � a� bu1� u2u (16:94)folgt, bes
hreibt die Rotation des Kreisels um seine Figurena
hse.
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IV. Me
hanik deformierbarer Medien17. Einf�uhrungMit dem starren K�orper haben wir im vorigen Teil der Vorlesung den einfa
hstenTyp von Systemen vieler Massenpunkte behandelt. Wir haben damit gelernt, wieman die Bewegung fester K�orper bes
hreiben kann. Sehr wi
htig ist aber au
h, dieBewegung ni
htfester Materie mit sehr vielen Freiheitsgraden zu beherrs
hen. Manbrau
ht also eine Me
hanik der Fl�ussigkeiten und Gase (Hydrome
hanik,Aerome
hanik). Die festen K�orper sind jedo
h au
h ni
ht wirkli
h v�ollig starrund man brau
ht daher oft eine Bes
hreibung f�ur die Verformungen festerK�orper unter der Wirkung von Kr�aften (Elastome
hanik).�Ahnli
h wie bei den starren K�orpern wird im allgemeinen die atomare Struktur derMaterie f�ur die Bes
hreibung ihrer makroskopis
hen Eigens
haften belanglos sein.Man wird also dazu neigen, makroskopis
he Systeme dur
h eine kontinuierli
heMassenverteilung zu erfassen. Ein sol
hes Kontinuumsmodell bringt gegen�ubereinem atomistis
hen Modell erhebli
he Vereinfa
hungen mit si
h. Wir wer-den in den n�a
hsten drei Kapiteln die Grundbegri�e der Kontinuumsme
hanikdiskutieren.Die Einfa
hheit des Kontinuumsmodells wird mit dem Na
hteil bezahlt, da�seine M�ogli
hkeiten in gewisser Weise begrenzt sind. Es gelingt mit diesemModell, die makroskopis
h beoba
hteten Ers
heinungen wie etwa das Str�omenvon Fl�ussigkeiten oder die elastis
he Verformung von Festk�orpern quantitativzu bes
hreiben. Eine Begr�undung der beoba
hteten Ph�anomene ist aber ni
htm�ogli
h. Eine sol
he Theorie nennt man ph�anomenologis
h. Die Kontinuums-theorie kann ni
ht erkl�aren, warum ein bestimmtes System 
�ussig oder fest ist oderwarum es genau die beoba
hteten elastis
hen Eigens
haften besitzt. All dies h�angtmit der atomaren Struktur der Materie zusammen und kann im Rahmen eineratomaren (mikroskopis
hen) Theorie sehr wohl verstanden werden. Die atomarePhysik wird im �ubrigen weitgehend von Quantenph�anomenen dominiert, f�ur derenBes
hreibung die klassis
he Me
hanik ni
ht ausrei
hen w�urde. Daher ma
ht es nurbei wenigen Ph�anomenen Sinn, eine klassis
he Me
hanik f�ur atomistis
he Systemeaufzustellen.
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18. Grundbegri�e der Kontinuumsme
hanikBei einem System mit endli
h vielen Massenpunkten werden die Massenpunktemittels eines diskreten Index i dur
hnumeriert. Diese Numerierung mu� in einemkontinuierli
hen System dur
h eine kontinuierli
he Indizierung ersetzt werden. Esbietet si
h an, als Index den Ortsvektor r zu w�ahlen, an dem si
h ein Massen-punkt des kontinuierli
hen Systems in einem Referenzzustand, z.B. dem An-fangszustand zu einer bestimmten Zeit t0, befunden hat. Man bezei
hnet diesals die Lagranges
he Indizierung kontinuierli
her Medien. Ein beliebiger an-derer Zustand des Mediums kann dann dur
h den Vers
hiebungsvektor s gekenn-zei
hnet werden, um den der Massenpunkt r gegen�uber dem Referenzzustand ver-s
hoben ist. Ein beliebiger Zustand wird damit dur
h das Vers
hiebungsfelds(r) bes
hrieben, so da� r̂ = r+ s(r) = r̂(r) (18:1)die Position des Massenpunktes ist, der im Referenzzustand bei r lag.Das Vers
hiebungsfeld ist ein Vektorfeld, das jedem Punkt r einen Vektor s(r)zuordnet. Na
h Wahl eines Koordinatensystems werden die Vektoren s bzw. rdur
h Komponenten s� bzw. x� dargestellt. Diese Komponenten transformierensi
h beim �Ubergang zu einem anderen, verdrehten Koordinatensystem mit einerorthogonalen Matrix B in die neuen Komponenten~x� = 3X�=1 b��x� (18:2)und das Vektorfeld transformiert si
h na
h (14.35) wie~s(~x) = B s(Bt~x) (18:3)oder in Komponentens
hreibweise wie~s�(~x1; ~x2; ~x3) =X� b��s��X� b�1~x�;X� b�2~x�;X
 b
3~x
�: (18:4)Wir werden regul�are Vers
hiebungsfelder betra
hten, die in glatter Weise vom Re-ferenzpunkt abh�angen, und daher als n�a
hstes die (3�3){Matrix der Ableitungens��(x) = �s�(x)�x� (18:5)auf ihr Transformationsverhalten untersu
hen. Wir �nden dur
h Di�erentiationvon (18.4) ~s�� = �~s��~x� =X� b��X� �s��x� b�� =X�� b��b��s��: (18:6)Daher transformieren si
h die Ableitungen (18.5) wie ein Tensorfeld zweiter Stufe.Man nennt diesen Tensor den Vers
hiebungstensor.165



Hinter dem Ergebnis (18.6) verbirgt si
h die Tatsa
he, da� si
h na
h der Ketten-regel das Tripel der partiellen Ableitungen��~x� =X� b�� ��x� (18:7)wie ein Vektor transformiert.Da Tensoren geometris
he Objekte sind, fragen wir na
h der ans
hauli
hen Be-deutung des Vers
hiebungstensors. Wir betra
hten dazu die Vers
hiebungen derMassenpunkte, die einem Massenpunkt r0 bena
hbart sind. Seien also r = r0+ Ærdie Massenpunkte in einer kleinen Umgebung von r0. Ist die Umgebung kleingenug, so kann man die Vers
hiebungen des Massenpunktes r na
h Ær entwi
kelnund erh�alt s�(x) = s�(x0) +X� s��(x0)Æx� + : : : : (18:8)Die Vers
hiebung einer kleinen Umgebung von r0 besteht also aus einer Translationum s(r0) und einem dur
h den Vers
hiebungstensor gegebenen Anteil. Wenn derVers
hiebungstensor antisymmetris
h w�are, w�urde der zweite Term in (18.8) eineDrehung des Vektors Ær bewirken (siehe z.B. (14.51,52)). Wir zerlegen daher denVers
hiebungstensor in einen symmetris
hen und einen antisymmetris
hen Anteil.Der symmetris
he Anteil ist ��� = 12(s�� + s��) (18:9)und der antisymmetris
he ist ��� = 12(s�� � s��); (18:10)so da� s�� = ��� + ��� (18:11)gilt. Hierbei ist wi
htig, da� diese Zerlegung geometris
h ist, d.h. da� die beidenAnteile (18.9) und (18.10) ihre Symmetrien unter Koordinatentransformationenbeibehalten.F�ur einen antisymmetris
hen Tensor hatten wir s
hon fr�uher gezeigt, da� die Kom-ponenten '� = 12X�� ������� = 12X�� ����s�� (18:12)einen Pseudovektor ' bilden (siehe (14.57)). Mit seiner Hilfe kann der antisym-metris
he Anteil der Vers
hiebung in (18.8) als Kreuzprodukt '� Ær ges
hriebenwerden, oder in KomponentenX� ���Æx� =X�� ����'�Æx�: (18:13)166



Die ans
hauli
he Bedeutung dieses Beitrags zu (18.8) ist die folgende. Der zu Ærgeh�orige Massenpunkt wird in der zu ' senkre
hten Ebene um den Vektor '� Ærvers
hoben. Bei endli
her L�ange von ' bedeutet dies eine Drehung des VektorsÆr um den Winkel  , der dur
h die Glei
hungtg = ' (18:14)gegeben ist, sowie eine Stre
kung der zu ' senkre
hten Komponente Æl des VektorsÆr um den Faktor 1
os =p1 + '2: (18:15)
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r0F�ur kleine ' (j'j � 1), die die einzig relevanten sein werden, wird allerdings = ' + O('3), so da� der Beitrag (18.13) eine (in�nitesimale) Rotation desVektors Ær um die '{A
hse erzeugt.Es sei no
h bemerkt, da� der Pseudovektor ' au
h dur
h die suggestivere Formel' = 12r� s(r) = 12rot s(r) (18:16)de�niert werden kann. Die Wirbelst�arke eines Vektorfeldes ist immer ein Pseu-dovektorfeld.Der symmetris
he Anteil des Vers
hiebungstensors hat in einem geeigneten Koor-dinatensystem Diagonalgestalt und lautet dann�D = 0� �1 0 00 �2 00 0 �31A : (18:17)Sein Beitrag zu (18.8) bedeutet daher eine Verzerrung der Umgebung des Punktesr0 um den Faktor 1 + �� in Ri
htung der �{ten Haupta
hse des Tensors �. DerTensor ��� hei�t deshalb Deformations{ oder Verzerrungstensor. Die Eigen-werte des Verzerrungstensors in (18.17) nennt man au
h die Hauptdehnungsko-eÆzienten oder Hauptdilatationen.167



Zusammenfassend k�onnen wir nun sagen, da� die allgemeinste Vers
hiebung eineshinrei
hend kleinen Volumens si
h aus drei Anteilen zusammensetzt:s(r) = s0 + srot + sdef : (18:18)Hierbei bezei
hnet s0 eine Translation, srot eine Rotation und sdef eine Deforma-tion.Die Deformation ist nat�urli
h hier die einzig neue Ers
heinung im Verglei
h zumstarren K�orper, der nur Translationen und Rotationen erfahren kann. Wir werdendaher jetzt Vers
hiebungen n�aher betra
hten, die reine Deformationen sind. DerMassenpunkt Ær wird dabei in den Punkt Ær0 = Ær+ �Ær = (1+ �)Ær �uberf�uhrt, soda� in KomponentenÆx0� = Æx� +X� ���Æx� =X� (Æ�� + ���)Æx� (18:19)gilt. Im Haupta
hsensystem des Verzerrungstensors wird also Æx0� = (1 + ��)Æx�und man hat eine Dehnung f�ur �� > 0 und eine Stau
hung f�ur �� < 0. Oftw�uns
ht man si
h jedo
h au
h eine ans
hauli
he Vorstellung von Verzerrungen ineinem beliebigen Koordinatensystem. Wir wollen dies insbesondere f�ur in�nitesi-male Verzerrungen j�j � 1 untersu
hen. Seien also e� die drei Einheitsvektoren inRi
htung der A
hsen des beliebigen Koordinatensystems. Sie haben die Kompo-nenten (e�)� = Æ�� . Bei der Deformation (18.19) gehen diese Vektoren �uber in dreiVektoren mit den Komponenten (e0�)� = e� � e0� =P�(Æ�� + ���)Æ�� = Æ�� + ��� ,d.h. es gilt e0� = e� +X� e���� : (18:20)Daher ist das Skalarprodukt zweier verzerrter Einheitsvektorene0� �e0� = �e�+X� e����� �(e�+X� e����� = Æ��+���+���+X� ������: (18:21)F�ur in�nitesimale Verzerrungen s
hlie�en wir daraus, da� je0� j2 = 1+2��� +O(�2)oder je0� j � je� j = ��� + O(�2): (18:22)Die Diagonalelemente des Verzerrungstensors geben also die relative L�angen�ande-rung in der zugeh�origen A
hsenri
htung an. F�ur vers
hiedene Einheitsvektoren� 6= � gilt andererseits e0� � e0� = 2��� +O(�2), d.h. die beiden Vektoren e0� und e0�stehen im allgemeinen ni
ht mehr senkre
ht aufeinander, sondern s
hlie�en einenWinkel �=2 � 
�� miteinander ein. Mit e0� � e0� = je0� j � je0�j � 
os(�=2 � 
��) =sin 
��(1 + O(�)) folgt 
�� = 2��� +O(�2): (18:23)Die Ni
htdiagonalelemente des Verzerrungstensors geben also die H�alfte derWinkel�anderung zwis
hen den zugeh�origen A
hsen an. Daher werden die Diago-nalelemente Dehnungen und die Ni
htdiagonalelemente S
herungen genannt.168



�Ahnli
h wie den Tr�agheitstensor mit Glei
hung (16.24) kann man au
h den Verzer-rungstensor ans
hauli
h darstellen. Man kann dazu entweder dur
h die Glei
hungst� s = �1 (18:24)eine Dehnungs
�a
he de�nieren, die je na
h den Vorzei
hen der Hauptdilatatio-nen ein Ellipsoid oder ein Hyperboloid ist, oder (wenn die Hauptdilatationen kleinsind, j�� j < 1,) dur
h die Glei
hungst(I + �) s = 1 (18:25)ein Deformationsellipsoid.Wir betra
hten nunmehr die Volumen�anderung, die ein Parallelepiped, das vondrei Vektoren a� (� = 1; 2; 3) aufgespannt wird, dur
h eine Verzerrung � erf�ahrt.Wir fassen die Komponenten a�� der Vektoren a� zu einer (3 � 3){Matrix Azusammen. Dann ist das Volumen des Parallelepipeds dur
h V = (a1 � a2) � a3 =P��� ����a�1a�2a�3 = detA gegeben. Wenn jetzt die drei Vektoren a0� aus denVektoren a� dur
h eine lineare Transformation L hervorgehen, a0�� =P� L��a�� ,dann gilt in Matrixs
hreibweise die Beziehung A0 = LA und daher f�ur das lineartransformierte Volumen V 0 = detA0 = detL �detA = detL �V . Angewandt auf dieVerzerrung (18.19) bedeutet dies eine �Anderung des Volumens na
h der Glei
hungV 0 = V � det(I + �): (18:26)F�ur eine in�nitesimale Verzerrung gilt det(I + �) = 1 +P� ��� + O(�2) und dierelative Volumen�anderung � ist dur
h die Formel� = V 0 � VV =X� ��� = Sp � (18:27)gegeben. Da die relative Volumen�anderung f�ur alle Parallelepipede glei
h ist, giltdie koordinatenunabh�angige Formel (18.27) f�ur Volumina beliebiger Gestalt. DieKoordinatenunabh�angigkeit der relativen Volumen�anderung ist au
h anhand deralternativen Formel �(r) = Sp � = div s(r) (18:28)evident.Wir gehen jetzt zur Betra
htung von Bewegungen in kontinuierli
hen Medien �uber,die wir dur
h zeitabh�angige Vers
hiebungsfelder s(r; t) bes
hreiben k�onnen. Of-fenbar hat v(r; t) = �s(r; t)�t (18:29)die Bedeutung der Ges
hwindigkeit des Massenpunktes mit dem Index r zur Zeitt. Wir betonen hier no
hmals, da� der dur
h r indizierte Massenpunkt zur Zeit tim allgemeinen ni
ht am Ort r sein wird, sondern am Ort r+ s(r; t).169



Es ist nun klar, da� wir mit dem Ges
hwindigkeitsfeld v(r) dieselben Manipula-tionen vornehmen k�onnen wie mit dem Vers
hiebungsfeld s(r). Insbesondere kannin Analogie zu (18.5) ein Ges
hwindigkeitstensor gebildet und in einen antisym-metris
hen und einen symmetris
hen Teil zerlegt werden. Das Ges
hwindigkeits-feld in einer kleinen Umgebung eines Massenpunktes r0 kann dann in die dreiAnteile v(r) = v0 + vrot + vdef (18:30)zerlegt werden, wobei v0 = v(r0) die Translationsges
hwindigkeit, vrot =! � Ær die Rotationsges
hwindigkeit mit dem sogenannten Wirbelvektor!(r0) = _'(r0) = 12rotv(r)jr=r0 (18:31)und vdef = _� Ær die Deformationsges
hwindigkeit ist, die dur
h die zeitli
heAbleitung des Deformationstensors _� gegeben ist. Speziell bezei
hnet_� = div v(r)jr=r0 (18:32)die Dilatationsges
hwindigkeit.Die Bes
hleunigung eines Massenpunktes in einem kontinuierli
hen Medium istdur
h die Formel atot(r; t) = �vL(r; t)�t (18:33)de�niert. Hier haben wir dur
h den Index L an der Ges
hwindigkeit daran erin-nert, da� wir hier die Lagranges
he Indizierung verwenden. Mit r wird in dieserIndizierung ni
ht der Ort, sondern nur der Index eines Massenpunktes zur Zeit tbezei
hnet. Daher ist atot(r; t) die Bes
hleunigung, die der Massenpunkt r zur Zeitt erf�ahrt, w�ahrend er si
h an der dur
h (18.1) de�nierten Stelle r̂(r; t) be�ndet.Diese Bes
hleunigung hei�t die totale oder substanzielle Bes
hleunigung.Alternativ zur Lagranges
hen kann man au
h die Eulers
he Indizierung ver-wenden, bei der man die Massenpunkte dur
h die Orte r kennzei
hnet, an denensie si
h zur Zeit t be�nden. Mit dem so indizierten Ges
hwindigkeitsfeld vE(r; t)bere
hnet man dann die lokale Bes
hleunigung alsalok(r; t) = �vE(r; t)�t : (18:34)die beiden Ges
hwindigkeitsfelder vL und vE sind �uber die Glei
hungvL(r; t) = vE�r̂(r; t); t� (18:35)miteinander verkn�upft. Die totale und die lokale Bes
hleunigung k�onnen daherdur
h die Kettenregel miteinander in Beziehung gesetzt werden. Wenn wir mit v inZukunft immer das Eulers
he Ges
hwindigkeitsfeld bezei
hnen, gilt die Glei
hungatot = dvdt = �v(r; t)�t + (v � r)v = alok + akonv; (18:36)170



na
h der die totale Bes
hleunigung si
h additiv aus der lokalen und der Konvek-tionsbes
hleunigung akonv zusammensetzt.Zur Verans
hauli
hung dieses Sa
hverhalts betra
hten wir in der folgenden Figurdie station�are Str�omung einer inkompressiblen Fl�ussigkeit dur
h ein si
h verengen-des Rohr. Wegen der Stationarit�at der Str�omung vers
hwindet die lokale Bes
hleu-nigung �uberall, w�ahrend im Berei
h der Verengung eine totale Bes
hleunigungvorhanden ist, die auf die Konvektionsbes
hleunigung zur�u
kzuf�uhren ist.
v v1 2

Die obige �Uberlegung gilt glei
herma�en f�ur jedes physikalis
he Feld A(r; t), dasauf einem kontinuierli
hen Medium mit einem (Eulers
hen) Ges
hwindigkeitsfeldv(r; t) de�niert ist. Analog zu (18.36) gilt danndAdt = �A(r; t)�t + (v � r)A: (18:37)Es gibt Situationen, in denen der Konvektionsterm (v�r)A gegen�uber dem lokalenTerm �A(r; t)=�t verna
hl�assigt werden kann. Dies h�angt ab von dem Verh�altnistypis
her L�angen{ und Zeitskalen, auf denen si
h das Feld A �andert, relativ zurGes
hwindigkeit v des Mediums. Anhand der beiden Beispiele in der folgendenFigur ma
ht man si
h klar, da� eine typis
he L�angenskala � und eine typis
heZeitskala � au
h f�ur ni
htperiodis
he Funktionen dur
h Glei
hungen� � �A�r =�2A�r2 ; � � �A�t =�2A�t2 (18:38)de�niert werden k�onnen. Die Bedingung f�ur die Irrelevanz des Konvektionstermsim Verglei
h zum lokalen Term ist dannv � �=�: (18:39)
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Als Beispiel f�ur die G�ultigkeit der Unglei
hung (18.39) stellen wir die S
hallaus-breitung in Materie vor und betra
hten z.B. die Bes
hleunigungsglei
hung (18.36).Hier ist die L�angenskala � dur
h die Wellenl�ange und die Zeitskala � dur
h die Fre-quenz des S
halls gegeben, so da� �=� = s die S
hallges
hwindigkeit ist. F�ur dasGes
hwindigkeitsfeld v = Amplitude=� ist dagegen die S
hallamplitude relevant,die im allgemeinen sehr viel kleiner als die Wellenl�ange ist. Daher ist die Unglei-
hung (18.39) in diesem Falle sehr gut erf�ullt und die Konvektionsbes
hleunigungkann gegen�uber der lokalen Bes
hleunigung in sehr guter N�aherung verna
hl�assigtwerden.Wir wollen jetzt die Kr�afte diskutieren, die in kontinuierli
hen Medien wirken.Man unters
heidet hierbei Volumenkr�afte und Fl�a
henkr�afte. Ein kleinesMassenelement �m = ��V kann eine seinem Volumen proportionale Kraft F�Verfahren, z.B. aufgrund der S
hwerkraft, wobei hier F eine Kraftdi
hte ist. Esgibt in kontinuierli
hen Medien aber au
h Kr�afte, die nur auf die Begrenzungs
�a
he(Ober
�a
he) des Volumenelementes wirken. Sol
he Fl�a
henkr�afte (Spannungen,Dr�u
ke) r�uhren von den unmittelbar bena
hbarten Massenelementen des Mediumsher. Sie sind proportional der Fl�a
he �f eines betra
hteten Ober
�a
henelementesmit dem na
h au�en geri
hteten Normaleneinheitsvektor n und werden mittelsdes Spannungsvektors Pn als Pn ��f ges
hrieben. Der Spannungsvektor kanndabei eine beliebige Ri
htung haben wie in der folgenden Figur links gezeigt.
nn_

f f
Pn

n

∆ ∆

Zwei bena
hbarte Massenelemente �uben Fl�a
henkr�afte aufeinander aus, die demReaktionsprinzip gen�ugen. Deshalb gilt f�ur die Spannungsvektoren ein Reaktions-prinzip der Form P�n = �Pn: (18:40)Die Bewegungsglei
hung f�ur ein kleines Massenelement mit der Ober
�a
he O lautetnunmehr a � ��V = F ��V +
ZZO Pn df; (18:41)woraus im Grenzfall vers
hwindenden Volumens die Bewegungsglei
hung� � a = F+ lim�V!0 1�V 
ZZOPn df (18:42)wird. Aus der Forderung, da� der Grenzwert im Fl�a
henkraftterm der Glei-
hung (18.42) existiert und unabh�angig von der Gestalt des Volumenelementesist, kann man ableiten, wie der Spannungsvektor Pn von der Fl�a
hennormalenabh�angt. Wir betra
hten dazu ein kleines tetraederf�ormiges Volumenelement T ,172



das wie in der folgenden Figur gezeigt in ein Koordinatendreibein eingepa�t ist.Die von den beiden Vektoren 
2 und 
3 aufgespannte Basis
�a
he des Tetraedershat den Normaleneinheitsvektor n und die Gr�o�e �f . F�ur die folgende Analysebrau
hen wir die Beziehung zwis
hen n, �f und den Gr�o�en �f� der drei anderenTetraeder
�a
hen. Wenn n� die �{te Komponente des Normalenvektors n in demgezeigten Koordinatensystem ist, lautet diese Beziehung�f� = �f � n� : (18:43)
n
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Wir re
hnen (18.43) f�ur � = 3 mittels der in der Figur eingetragenen Bezei
h-nungen lei
ht na
h: Es gilt zun�a
hst 
2 � 
3 = 2�f � n und daraus folgt sofort2�f � n3 = (
2 � 
3) � e3 = 
2 � (
3 � e3) = 
2 � d1 � e2 = d1 � d2 = 2�f3.Mit Hilfe von (18.43) und (18.40) k�onnen wir nun die gesamte auf das TetraederT wirkende Fl�a
henkraft folgenderma�en ausre
hnen:
ZZT Pn df = �f � (Pn +P�e1 � n1 +P�e2 � n2 +P�e3 � n3)= �f � (Pn �Pe1 � n1 �Pe2 � n2 �Pe3 � n3): (18:44)Damit der Grenzwert in (18.42) existiert, mu� wegen �f=�V !1 (�V ! 0) derAusdru
k in Klammern in (18.44) vers
hwinden und wir erhalten die BedingungPn = Pe1 � n1 +Pe2 � n2 +Pe3 � n3 =X� Pe� � n� ; (18:45)die den Spannungsvektor zu einem beliebigen Einheitsvektor auf die drei Span-nungsvektoren eines orthonormalen Dreibeins zur�u
kf�uhrt. Wir bilden aus diesendrei Spannungsvektoren die (3� 3){MatrixP�� = e� �Pe� : (18:46)173



Die �{te Komponente des Spannungsvektors Pn ist dann dur
hP�n =X� P��n� (18:47)gegeben. Die Matrix P�� de�niert also eine lineare Abbildung, die jedem Ein-heitsvektor n einen Spannungsvektor Pn zuordnet. Sie mu� si
h daher unterKoordinatentransformationen wie ein Tensor zweiter Stufe transformieren. DiesenTensor bezei
hnet man als den Spannungstensor P. Diagonalelemente des Span-nungstensors P�� nennt man Dru
kspannungen, wenn sie negativ sind, undZugspannungen, wenn sie positiv sind. Ni
htdiagonalelemente P�� f�ur � 6= �nennt man S
herspannungen.Wir wollen nun den Impuls{ und den Drehimpulssatz f�ur ein Massenelement eineskontinuierli
hen Mediums mit dem Volumen �V betra
hten. Den Impulssatzhatten wir s
hon in Glei
hung (18.42) vorbereitet. Zur Bere
hnung des Grenz-wertes f�ur die �{te Komponente der dortigen Fl�a
henkraft k�onnen wir nun denGau�s
hen Integralsatz verwenden und erhalten
ZZO P�n df =
ZZ X� P��n� df = ZZZ�V dV X� �P���x� : (18:48)Mit dem erhaltenen Volumenintegral kann jetzt der Grenzwert gebildet werdenund wir erhalten f�ur die �{te Komponente des Impulssatzes die Glei
hung� a� = F� +X� �P���x� (18:49)oder s
hlie�li
h in Tensors
hreibweise� atot = F+ DivP: (18:50)Die De�nition des hierbei benutzten Di�erentialoperators der Vektordivergenz,der auf einen Tensor h�oherer Stufe wirkt, ist aus der Glei
hung (18.49) zu ent-nehmen.Zur Aufstellung des Drehimpulssatzes f�ur ein kleines Massenelement beginnenwir mit der Glei
hungZZZ�V (r� a) � dV = ZZZ�V (r� F) dV +
ZZO(r�Pn) df: (18:51)Au
h diese Glei
hung wollen wir wieder dur
h das Volumen �V dividieren unddann den Grenzwert �V ! 0 bilden. Um mit der �-ten Komponente desOber
�a
henintegrals eine zu (18.48) analoge Umformung vornehmen zu k�onnen,brau
hen wir die folgenden beiden Identit�aten. Zun�a
hst gilt die Identit�at(r�Pn)� =X�� ����x�P�n =X��� ����x�P��n�: (18:52)174



Na
h der Anwendung des Gau�s
hen Integralsatzes werden wir zudem die weitereIdentit�at ��x� (x�P��) = x� �P���x� + Æ��P�� (18:53)brau
hen. Wir erhalten jetzt unter Benutzung von (18.52,53)
ZZO(r�Pn)� df =
ZZOX��� ����x�P��n� df= ZZZ�V X��� ��x� (����x�P��) dV= ZZZ�V X��� �����x� �P���x� + Æ��P��� dV= ZZZ�V �(r� DivP)� +X�� ����P��� dV:
(18:54)

Wenn wir jetzt den vorgesehenen Grenzwert bilden, wird der Vektor r auf den Ortdes punktf�ormigen Massenelementes �xiert und wir erhalten die Glei
hung�r� (� � a� F�DivP)�� =X�� ����P�� : (18:55)Wegen des Impulssatzes (18.50) vers
hwindet die linke Seite dieser Glei
hung.Damit au
h die re
hte Seite vers
hwindet, mu� der Spannungstensor die Bedin-gungen P�� = P�� (18:56)erf�ullen, er mu� also immer ein symmetris
her Tensor sein. Wir halten fest:Aus der simultanen G�ultigkeit des Impulsatzes und des Drehim-pulssatzes ergibt si
h, da� der Spannungstensor immer symmetris
hsein mu�. Wenn umgekehrt ein symmetris
her Spannungstensorvorausgesetzt wird, impliziert der Impulssatz den Drehimpulssatz.Weil Spannungstensoren immer symmetris
h sind, k�onnen sie diagonalisiert wer-den und besitzen daher Hauptspannungsa
hsen und Hauptspannungen.Wir fassen die obigen Ergebnisse no
h einmal zusammen. Die Bewegungsglei-
hung der Kontinuumsme
hanik ist der Impulssatz (18.50). Sie bestimmt die Be-s
hleunigungen und damit au
h die Verzerrungen, die aufgrund der Volumen{ undFl�a
henkr�afte entstehen. Die Fl�a
henkr�afte werden dabei dur
h den Spannungs-tensor bes
hrieben, der immer symmetris
h ist. Zur Erg�anzung der Bewegungs-glei
hungen werden Beziehungen zwis
hen den Verzerrungen und den Spannun-gen, sogenannte Spannungs{Dehnungs{Beziehungen, ben�otigt, die von denEigens
haften des betra
hteten Mediums abh�angen und die wir in den folgendenKapiteln diskutieren werden. 175



19. Elastis
he Festk�orperIn diesem Kapitel werden wir einige Grundbegri�e der Bes
hreibung elastis
herFestk�orper diskutieren. Man spri
ht bei kontinuierli
hen Medien von elastis
hemVerhalten, wenn sie eine eindeutige lokale Beziehung zwis
hen Spannungen undVerzerrungen besitzen. Viele Festk�orper k�onnen si
h au
h plastis
h verhalten, diemeisten reagieren jedo
h elastis
h, solange die Verzerrungen ni
ht zu gro� sind.Das elastis
he Verhalten f�ur kleine Verzerrungen wird na
h dem Hookes
henGesetz dur
h eine lineare Beziehung zwis
hen dem Verzerrungstensor und demSpannungstensor bes
hrieben (Robert Hooke, 1635-1703). Die allgemeinstelineare Beziehung zwis
hen zwei Tensoren zweiter Stufe lautetP�� =X�� 
��;�� ���; (19:1)wobei die Elastizit�atsmoduln 
 einen Tensor vierter Stufe bilden. Der allgemein-ste Tensor vierter Stufe w�urde 34 = 81 unabh�angige Komponenten haben. Nunsind aber die hier verkn�upften Tensoren zweiter Stufe beide symmetris
h. Deshalbm�ussen die Elastizit�atsmoduln bez�ugli
h einer Vertaus
hung der ersten beiden In-dizes � und � ebenfalls symmetris
h sein. Au�erdem w�urde ein antisymmetris
herAnteil von 
 bez�ugli
h einer Vertaus
hung der letzten beiden Indizes � und � inder Summe in (19.1) keinen Beitrag leisten. Daher kann man annehmen, da� derElastizit�atsmodul bez�ugli
h beider Indexpaare symmetris
h ist, d.h. in Formeln
��;�� = 
��;�� = 
��;��: (19:2)Da die beiden Indexpaare je se
hs vers
hiedene Werte annehmen, bleiben damit6� 6 = 36 unabh�angige Elastizit�atsmoduln.Eine weitere Reduktion dieser Zahl ergibt si
h aus der Annahme der Existenzeines elastis
hen Potentials. Wir betra
hten dazu die dur
h eine kleine Ver-zerrung d��� an einem Volumenelement geleistete me
hanis
he Arbeit. Wir werdenzeigen, da� diese Arbeit pro Volumeneinheit dur
hÆ� =X�� P�� d��� (19:3)gegeben ist. Zur Herleitung dieser Formel betra
hten wir einen kleinen Quader, ders
hon einer gewissen Verzerrung unterworfen ist, die den lokalen SpannungstensorP erzeugt hat und damit den Quader vorverspannt hat (siehe die folgende Figurlinks). Wir wenden dann eine zus�atzli
he kleine Vers
hiebung ds(r) auf diesenQuader an, die eine weitere kleine Verzerrung d��� = (�ds�=�x�+�ds�=�x�)=2 desQuaders bewirkt. Auf die r�u
kseitige Quader
�a
he senkre
ht zu e1 mit der Gr�o�e�f1 = �2 ��3 wirkt die Kraft P�e1(r)�f1. Sie leistet aufgrund der Vers
hiebungds(r) an dem Quader die ArbeitÆA�e1 = �Pe1(r) � ds(r)�f1: (19:4)176



Die an der vorderseitigen Fl�a
he senkre
ht zu e1 geleistete Arbeit ist dagegendur
h ÆAe1 = �Pe1(r+�1e1) � ds(r+�1e1)��f1= �Pe1(r) � ds(r)��f1 + ��x1 �Pe1(r) � ds(r)��f1 ��1 (19:5)gegeben, wobei wir zuletzt eine Taylorentwi
klung na
h der Kantenl�ange �1dur
hgef�uhrt haben. An den gesamten auf alle se
hs Quader
�a
hen wirkendenFl�a
henkr�aften und eventuellen Volumenkr�aften wird s
hlie�li
h die ArbeitÆA =X� �X� ��x� (P��ds�) + F� ds�� ��V=X� �X� P�� �ds��x� + �X� �P���x� + F��ds�� ��V (19:6)geleistet. Wenn die Vers
hiebung ds gen�ugend langsam (quasistatis
h) erfolgt,entstehen keine Bes
hleunigungen und keine kinetis
hen Energien und die gesamtegeleistete Arbeit �ndet si
h in elastis
her Energie wieder. Da dann wegen DivP +F = 0 (siehe (18.50)) der zweite Term in der zweiten Zeile von (19.6) vers
hwindetund da im ersten Term nur der symmetris
he Anteil ��� des Vers
hiebungstensors�ds�=�x� beitr�agt, haben wir damit die Formel (19.3) f�ur die elastis
he Arbeitpro Volumeneinheit bewiesen.
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Wir werden jetzt die zus�atzli
he Annahme ma
hen, da� Æ� ein totales Di�erentialist. Aus der G�ultigkeit des Hookes
hen Gesetzes (19.1) alleine kann man dasni
ht folgern. Es folgt aber, wenn man annimmt, da� der einer bestimmten Ver-zerrung entspre
hende Zustand des Mediums ni
ht davon abh�angt, auf wel
hemWege man die Verzerrung erzeugt hat (siehe die obige Figur re
hts f�ur zwei Wegezu demselben Endzustand). Dieser eindeutige Zustand sollte dann eine eindeutigbestimmte elastis
he Energie �(�) haben. Das elastis
he Potential � ist dannwegen (19.1) und (19.3) eine quadratis
he Form in den Verzerrungen und es geltendie Beziehungen ������ = P�� und ������ = 2P�� (� 6= �); (19:7)177



wobei der Faktor 2 in der re
hten Glei
hung si
h wegen ��� � ��� ergibt. Aus derVertaus
hbarkeit der zweiten Ableitungen�2��������� = �2��������� (19:8)folgt dann wegen (19.1) die zus�atzli
he Symmetrieeigens
haft
��;�� = 
��;�� (19:9)der Elastizit�atsmoduln, mit der die (6� 6){Matrix nur no
h 21 unabh�angige Ko-eÆzienten hat.Um handli
he Ausdr�u
ke f�ur die elastis
hen Potentiale zu erhalten und unter-s
hiedli
he Formeln f�ur � = � und � 6= � wie in (19.7) zu vermeiden, ist einever�anderte Notation �ubli
h, die in der folgenden Tabelle zusammengefa�t ist.Indizes Verzerrung Spannungneu alt1 11 �1 = �11 P1 = P112 22 �2 = �22 P2 = P223 33 �3 = �33 P3 = P334 23; 32 �4 = �23 + �32 P4 = P23 = P325 31; 13 �5 = �31 + �13 P5 = P31 = P136 12; 21 �6 = �12 + �21 P6 = P12 = P21Man numeriert die 6 Komponenten der beiden symmetris
hen Tensoren � und Pwie in der Tabelle angegeben dur
h die Zi�ern i = 1; : : : ; 6 dur
h. Dann bilden dieElastizit�atsmoduln die symmetris
he (6� 6){Matrix
ik = 
ki (19:10)und das Hookes
he Gesetz (19.1) erh�alt die GestaltPi = 6Xk=1 
ik�k: (19:11)Das positiv de�nite elastis
he Potential ist dann dur
h� = 12 6Xi;k=1 
ik�i�k (19:12)gegeben und anstelle von (19.7) tritt die einfa
he BeziehungPi = ����i (i = 1; : : : ; 6): (19:13)178



Bei kristallinen Medien niedrigster Symmetrie (trikline Kristalle) ist das elasti-s
he Verhalten tats�a
hli
h dur
h 21 unabh�angige Moduln festgelegt, deren experi-mentelle Bestimmung einen sehr gro�en Aufwand erfordert. Viele Kristalle habenjedo
h eine h�ohere Symmetrie, die unter anderem dur
h eine endli
he Untergruppeder Drehgruppe O(3) gekennzei
hnet werden kann. Sol
he Untergruppen hei�enPunktgruppen. Man kann zeigen, da� alle Tensoren, die makroskopis
he Ma-terialeigens
haften eines Kristalls bes
hreiben, unter den in der Punktgruppe desKristalls enthaltenen Drehungen invariant sind.Wir wollen hier als erstes Beispiel explizit untersu
hen, wel
he Konsequenzen dieExistenz einer 2{z�ahligen Dreha
hse f�ur den Elastizit�atsmodul hat (monoklineKristalle). Dazu w�ahlen wir die Dreha
hse z.B. als dritte Koordinatena
hse. Seialso ein Kristall invariant unter einer Drehung B2 um die 3{A
hse um den Winkel�. Dann mu� das elastis
he Potential (19.12) unter dieser Drehung, die dur
h dieMatrix B2 = 0��1 0 00 �1 00 0 11A (19:14)bes
hrieben wird, invariant sein. Da B2 die Vorzei
hen der 1{ und 2{A
hseumkehrt, kehren si
h unter B2 die Vorzei
hen der Verzerrungen �4 und �5 um,w�ahrend die anderen vier Verzerrungen unver�andert bleiben. Das Potential �ist daher genau dann invariant, wenn die a
ht Elastizit�atsmoduln 
ik = 
ki f�uri = 1; 2; 3; 6 und k = 4; 5 vers
hwinden:
14 = 
15 = 
24 = 
25 = 
34 = 
35 = 
64 = 
65 = 0: (19:15)Monokline Kristalle haben daher nur no
h 13 unabh�angige Elastizit�atsmoduln.Als zweites Beispiel betra
hten wir einen Kristall mit einer 4{z�ahligen Dreha
hse.Wir w�ahlen wieder die Dreha
he als 3{A
hse, so da� die 1{A
hse dur
h die �=2{Drehung in die 2{A
hse �uberf�uhrt wird und die 2{A
hse in die negative 1{A
hse.Die Drehmatrix hat dann die GestaltB4 = 0� 0 �1 01 0 00 0 11A (19:16)und bewirkt die folgende Transformation der Verzerrungen:�1 ! �2 ! �1; �3 ! �3; �5 ! �4 ! ��5; �6 ! ��6: (19:17)Das allgemeinste elastis
he Potential, das unter dieser Transformation invariantist, lautet �4 = 
112 (�21 + �22) + 
332 �23 + 
442 (�24 + �25) + 
662 �26+ 
12�1�2 + 
13(�1 + �2)�3 + 
16(�1 � �2)�6 (19:18)und hat nur no
h 7 unabh�angige Parameter.179



Als weiteres Beispiel betra
hten wir eine 3{z�ahlige Dreha
hse. In diesem Fall legenwir das Koordinatensystem so, da� die Dreha
hse dur
h x1 = x2 = x3 gegebenist. Dann bewirkt eine Drehung um den Winkel 2�=3 eine zyklis
he Vertaus
hungder Koordinaten (x1 ! x2 ! x3 ! x1) und die Drehmatrix lautetB3 = 0� 0 0 11 0 00 1 01A : (19:19)Die Verzerrungen werden dur
h die zyklis
he Vertaus
hung wie�1 ! �2 ! �3 ! �1; �4 ! �5 ! �6 ! �4 (19:20)transformiert. Das allgemeinste elastis
he Potential mit dieser Symmetrie hatebenfalls nur no
h 7 unabh�angige Parameter und lautet�3 = 
112 (�21 + �22 + �23) + 
442 (�24 + �25 + �26) + 
12(�1�2 + �2�3 + �3�1)+ 
45(�4�5 + �5�6 + �6�4) + 
14(�1�4 + �2�5 + �3�6)+ 
15(�1�5 + �2�6 + �3�4) + 
16(�1�6 + �2�4 + �3�5): (19:21)Viele Kristalle haben die h�o
hstm�ogli
he Symmetrie, die kubis
he Symmetrie.Sie ist vorhanden, wenn eine Invarianz sowohl unter der Drehung (19.19) alsau
h unter der Drehung (19.14) vorliegt (diese beiden Drehungen erzeugen diesogenannte Tetraedergruppe). Von den 7 in (19.21) verbliebenen Parameternm�ussen laut (19.15) 4 aufgrund der Invarianz unter B2 vers
hwinden, n�amli
h
45 = 
56 = 0; 
14 = 0; 
15 = 0; 
16 = 
24 = 0 (19:22)und damit lautet das allgemeinste kubis
h invariante elastis
he Potential�kubis
h = 
112 (�21 + �22 + �23) + 
442 (�24 + �25 + �26) + 
12(�1�2 + �2�3 + �3�1): (19:23)Bei kubis
her Symmetrie kann au
h eine Invarianz unter der Oktaedergruppevorliegen, die dur
h die beiden Drehungen (19.14) und (19.15) aufgespannt wirdund die eine Erweiterung der Tetraedergrupe ist. Diese h�ohere Symmetrie f�uhrtaber zu keinen weiteren Eins
hr�ankungen hinsi
htli
h des elastis
hen Potentials,so da� (19.23) f�ur alle kubis
hen Kristalle gilt.Die elastis
h einfa
hsten Festk�orper sind die isotropen Festk�orper. Sol
heFestk�orper, die unter beliebigen Drehungen invariant sind, werden dur
h amor-phe oder polykristalline Systeme realisiert. Um ihr elastis
hes Verhalten zu ver-stehen, legen wir zun�a
hst das Koordinatendreibein auf das Haupta
hsendreibeindes Verzerrungstensors, so da� � = 0� �1 0 00 �2 00 0 �31A (19:24)180



gilt. Da der isotrope Festk�orper selbst keine Ri
htung auszei
hnet, mu� in diesemKoordinatensystem au
h der Spannungstensor diagonal sein und die GestaltP = 0�P1 0 00 P2 00 0 P31A (19:25)haben. Das Hookes
he Gesetz mu� si
h jetzt mit nur zwei Parametern formulierenlassen: P1 = a�1 + b(�2 + �3) = (a� b)�1 + b(�1 + �2 + �3)P2 = a�2 + b(�3 + �1) = (a� b)�2 + b(�1 + �2 + �3)P3 = a�3 + b(�1 + �2) = (a� b)�3 + b(�1 + �2 + �3); (19:26)weil f�ur eine Spannung Pi in Ri
htung i die beiden anderen Ri
htungen �aquivalentsind. Unter Einf�uhrung der beiden Lam�es
hen Elastizit�atsmoduln � = b und� = (a� b)=2 s
hreiben wir nun (19.26) kompakter alsPi = 2� �i + �Sp � (i = 1; 2; 3): (19:27)Die Verallgemeinerung der Beziehung (19.27) auf beliebige Koordinatensystemek�onnen wir nun wegen der Invarianz der relativen Volumen�anderung � = Sp �unter Drehungen lei
ht angeben. In der alten Tensornotation lautet sieP�� = 2� ��� + �� Æ�� : (19:28)In der neuen Notation impliziert die Tensorrelation (19.28) zum einen die dreiGlei
hungen (19.27) und zus�atzli
h die drei weiteren Glei
hungenPi = � �i (i = 4; 5; 6): (19:29)Das zugeh�orige elastis
he Potential k�onnen wir jetzt mittels (19.13) dur
h Inte-gration zu�isotrop = �2 (2�21 + 2�22 + 2�23 + �24 + �25 + �26) + �2 (�1 + �2 + �3)2 (19:30)bestimmen.Das isotrope elastis
he Potential (19.30) mu� ein Spezialfall des kubis
hen Poten-tials (19.23) sein. Dur
h Verglei
h der beiden Potentiale erhalten wir die Relatio-nen 
12 = �; 
44 = �; 
11 = 2�+ �: (19:31)Das isotrope elastis
he Potential geht also aus dem kubis
hen dur
h die zus�atzli
heBedingung 
11 = 
12 + 2
44 (19:32)hervor. 181



Die m�ogli
hen Werte der Lam�es
hen Moduln � und � sind dur
h eine Sta-bilit�atsbedingung einges
hr�ankt, na
h der das elastis
he Potential (19.30) posi-tiv de�nit sein mu�. Diese Bedingung mu� erf�ullt sein, weil andernfalls dasMedium si
h spontan verzerren w�urde, um seine Energie abzusenken. Als Eigen-werte der (6�6){Matrix, aus der die quadratis
he Form (19.30) gebildet ist, �ndetman � (f�un�a
h) und �+ 3�=2. Aus deren Positivit�at folgen die Unglei
hungen� > 0; � > �2�3 : (19:33)Wir wollen jetzt die Bewegungsglei
hung (18.50) auf den Fall eines isotropenFestk�orpers spezi�zieren. Dazu dr�u
ken wir die Divergenz des Spannungstensorsunter Benutzung der Relationen (18.9) und (19.28) dur
h den Vers
hiebungsvektors aus und erhalten(DivP)� =X� �P���x� = �X� ��x� � �s��x� + �s��x� �+ � ��x�X� �s��x�= �X� �2�x2� s� + (�+ �) ��x�X� �s��x� : (19:34)Die Bedingung (18.39) f�ur die Verna
hl�assigbarkeit der Konvektionsbes
hleuni-gung ist f�ur elastis
he Festk�orper im allgemeinen erf�ullt. Damit erhalten dieHauptglei
hungen der Elastizit�atstheorie die Gestalt��2s�t2 = F+ �� s+ (�+ �)grad div s: (19:35)Die Volumenkr�afte F sind bei vielen Problemen der Elastizit�atstheorie ebenfallsverna
hl�assigbar.
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Um die physikalis
he Bedeutung der beiden Lam�es
hen Moduln zu erhellen, be-tra
hten wir das Anwendungsbeispiel eines Quaders aus einem isotropen elasti-s
hen Material, der einem einseitigen (uniaxialen) Zug (oder Dru
k) ausgesetztist. Wie in der obigen Figur gezeigt, soll auf eine der Ober
�a
hen des Quaders182



eine Zugspannung Pez wirken, deren Betrag P = Q=q dur
h das Verh�altnis ausder Kraft Q und der Fl�a
he q = a2 bestimmt ist. Die gegen�uberliegende Fl�a
hedes Quaders soll festgehalten werden. Diese Zwangsbedingung erzeugt auf dieserFl�a
he eine entgegengesetzte Zugspannung P�ez = �Pez . Wir wollen den sta-tion�aren verzerrten Glei
hgewi
htszustand des Quaders bere
hnen. In diesem Zu-stand mu� DivP = 0 gelten. Weil Zugspannungen nur in z{Ri
htung auftretensollten, mu� der Spannungstensor r�aumli
h homogen sein und seine einzige ni
htvers
hwindende Komponente ist P33 = Q=q. Unsere Aufgabe besteht nun darin,mittels (19.28) die dieser Spannung entspre
hende Verzerrung zu �nden.Dur
h Spurbildung gewinnen wir zun�a
hst aus (19.28) die BeziehungX� P�� = (2�+ 3�)� (19:36)zwis
hen der Spur des Spannungstensors und der relativen Volumen�anderung �und k�onnen damit (19.28) na
h dem Verzerrungstensor au
�osen mit dem Ergebnis��� = 12� P�� � �2�(2�+ 3�) Æ��X� P��: (19:37)In Ri
htung der Zugspannung erwarten wir eine Dehnung des Quaders, die dur
hdie Verzerrung �33 = �sz=�z = �l=l gegeben ist. Na
h (19.37) hat diese Verzer-rung die Gr�o�e �33 = �+ ��(2�+ 3�) P33: (19:38)F�ur den dur
h die Glei
hung �ll = 1E Qq (19:39)de�nierten Youngs
hen Modul E erhalten wir demna
hE = �(2�+ 3�)�+ � : (19:40)O�enbar ist aber �33 ni
ht die einzige von Null vers
hiedene Komponente desVerzerrungstensors. Aus (19.37) lesen wir au
h Kontraktionen�11 = �22 = � �2�(2�+ 3�) P33 (19:41)des Quaders senkre
ht zur Ri
htung der uniaxialen Zugspannung ab. Zur Charak-terisierung dieses E�ektes de�niert man den QuerkontraktionskoeÆzienten� = ��11�33 = ��aa : �ll (19:42)183



(au
h Poissons
he Zahl genannt), der hier den Wert� = �2(�+ �) (19:43)hat. Dur
h Umkehrung der Beziehungen (19.40) und (19.43) k�onnen die beidenLam�es
hen Moduln � = E2(1 + �) � = �E(1 + �)(1� 2�) (19:44)aus dem obigen uniaxialen Zugspannungsexperiment bestimmt werden. F�ur dierelative Volumen�anderung (19.36) erhalten wir den Ausdru
k�uni = 12�+ 3� Qq = 1� 2�E Qq : (19:45)Besonders einfa
h ist die Reaktion eines isotropen Festk�orpers auf eine glei
h-m�a�ige Kompression. In diesem Falle ist der Spannungstensor isotrop und wirddur
h die Formel P�� = �p Æ�� (19:46)bes
hrieben, wobei p der �au�ere Dru
k auf den Festk�orper beliebiger Gestalt ist.Da man einen glei
hm�a�igen Dru
k am besten dur
h Einbettung des Festk�orpersin eine Fl�ussigkeit realisiert, nennt man den glei
hm�a�igen Dru
k au
h hydro-statis
hen Dru
k. Da der Verzerrungstensor in diesem Falle ebenfalls isotropist, wird die Verzerrung dur
h die relative Volumen�anderung vollst�andig 
harak-terisiert und man erh�alt anhand von (19.36) die Beziehung�hydro = � 32�+ 3� p = �� p: (19:47)Den Parameter � nennt man die Kompressibilit�at des Festk�orpers.Die aus dem Stabilit�atskriterium gewonnenen Unglei
hungen (19.33) haben ent-spre
hende Unglei
hungen f�ur die oben diskutierten elastis
hen Konstanten zurFolge. Man �ndet die Unglei
hungenE > 0; �1 < � < 12 ; � > 0: (19:48)F�ur viele Materialien gilt die st�arkere Unglei
hung � > 0, die nur positive Pois-sonzahlen � > 0 zul�a�t, die aber ni
ht aus generellen Prinzipien folgt.Als eine Anwendung der Bewegungsglei
hung (19.35) behandeln wir abs
hlie�enddie Ausbreitung von S
hallwellen in einem isotropen Medium. Man su
ht dazuwellenartige L�osungen der Bewegungsglei
hung. F�ur eine ebene Welle, die in Ri
h-tung der 3{A
hse mit der Ges
hwindigkeit 
 l�auft, ma
hen wir den vektoriellenAnsatz s(r; t) = f(x3 � 
 � t): (19:49)184



F�ur die �{te Komponente dieses Ansatzes ergibt die Bewegungsglei
hung (19.35)die Bedingung �� 
2 � �� (�+ �) Æ�3� f 00� = 0; (19:50)aus der wir die S
hallges
hwindigkeit ablesen k�onnen. Die S
hallges
hwindigkeith�angt von der Polarisation der S
hallwelle ab. Wenn die Auslenkungsvektorens parallel zur Ausbreitungsri
htung des S
halles sind, spri
ht man von longitu-dinalen S
hallwellen, wenn sie senkre
ht zur Ausbreitungsri
htung stehen, vontransversalen S
hallwellen. Die entspre
henden S
hallges
hwindigkeiten sindna
h (19.50) dur
h 
l =s2�+ �� ; 
t =r�� (19:51)gegeben. Die Stabilit�atsbedingung (19.33) hat zur Folge, da� generell die Unglei-
hung 
l > 
t gilt.
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20. Me
hanik der Fl�ussigkeiten und GaseIn diesem Kapitel werden wir kurz auf die elementarsten Grundbegri�e derMe
hanik der Fl�ussigkeiten und Gase eingehen. Wie man im Rahmen der Thermo-dynamik lernt gibt es keinen qualitativen Unters
hied zwis
hen der 
�ussigen undder gasf�ormigen Phase einer Substanz. Beide Phasen zei
hnen si
h im Verglei
h zuFestk�orpern me
hanis
h dadur
h aus, da� der Spannungstensor im Glei
hgewi
hts-zustand (Ruhezustand) immer isotrop ist. Das impliziert ri
htungsunabh�angigeDru
kspannungen und vers
hwindende S
herspannungen und einen Spannungsten-sor der Form P�� = �p � Æ�� (Ruhe): (20:1)Es ist meist ni
ht sinnvoll, insbesondere f�ur Gase ni
ht, den Dru
k p im Sinne von(19.28) und (19.47) mit der relativen Volumen�anderung � in die Beziehungp = �� �� = � 1� �� (20:2)zu setzen, weil die Kompressibilit�at � f�ur gr�o�ere Volumen�anderungen vom Vo-lumen abh�angt. Zur Erfassung sol
her E�ekte zieht man anstelle von (20.2) diethermodynamis
he Zustandglei
hungp = p(�; T ) bzw: � = �(p; T ) / 1V (p; T ) (20:3)hinzu und de�niert die Kompressibilit�at dur
h� = � 1V dVdp : (20:4)Es gibt au
h anisotrope Fl�ussigkeiten (au
h 
�ussige Kristalle genannt), derenme
hanis
hes Verhalten komplexer ist als das der isotropen Fl�ussigkeiten, aufdie wir uns in diesem Kapitel bes
hr�anken werden.In bewegten Fl�ussigkeiten und Gasen gibt es jedo
h dur
haus S
herspannun-gen, die mit den Deformationsges
hwindigkeiten (siehe (18.30) und (18.32))anwa
hsen. F�ur ni
ht zu gro�e Deformationsges
hwindigkeiten wird man in Analo-gie zum Hookes
hen Gesetz (19.28) in isotropen Festk�orpern und in Erweiterungvon (20.1) die lineare BeziehungP�� = �p � Æ�� + 2 � _��� + �0 _� Æ�� (20:5)annehmen. Hier entspre
hen die dynamis
he Z�ahigkeit (oder Viskosit�at) �und der zweite Parameter �0 den Lam�es
hen Moduln � und �. Aufgrund derReibungsterme in (20.5) ist die me
hanis
he Energie des Systems ni
ht l�angererhalten. Der Verlust an me
hanis
her Energie, die si
h in Form von W�armewieder�ndet, wird au
h Dissipation genannt.186



F�ur die Aufstellung der Bewegungsglei
hung (18.50) brau
hen wir die zu (19.34)analoge Glei
hung (bea
hte dazu _s = v)DivP = �grad p+ ��v + (� + �0) grad div v: (20:6)Die (18.50) entspre
hende Bewegungsglei
hung stellt man f�ur das Ges
hwindig-keitsfeld v(r; t) in Eulers
her Parameterisierung auf. Wenn man zur Bes
hreibungder Volumenkr�afte anstelle der in Kapitel 18 verwendeten Kraftdi
hte F (Kraftpro Volumeneinheit) no
h die Notation �F verwendet, in der F die Kraft proMasseneinheit ist, erh�alt man die aus dem 19. Jahrhundert (Navier 1822, Stokes1845) stammende Navier{Stokess
he Bewegungsglei
hung� �v�t + � (v � r)v = �F� grad p+ ��v + (� + �0) graddiv v (20:7)(Claude Navier (1785-1836) und Georges Stokes (1819-1903)).Im allgemeinen haben wir bei dem hier betra
hteten Problem drei ortsabh�angigeFelder zu bere
hnen, das Ges
hwindigkeitsfeld v(r; t) sowie die Massendi
hte �(r; t)und den Dru
k p(r; t). Mit der Zustandsglei
hung (20.3) und der Bewegungs-glei
hung (20.7) haben wir zun�a
hst zwei Glei
hungen f�ur diese Felder. Die dritteno
h fehlende Glei
hung dr�u
kt die Erhaltung der Masse aus. Die MasseMV (t) = ZV �(r; t) d3r; (20:8)die in einem beliebig gew�ahlten Teilvolumen V enthalten ist, kann si
h n�amli
hnur dadur
h �andern, da� Masse dur
h die Ober
�a
he von V str�omt. Dur
h einkleines Fl�a
henelement �f auf der Ober
�a
he von V mit der Au�ennormalen nstr�omt im Zeitintervall dt die Masse � � �f vdt � n, die zur Erniedrigung der inV enthaltenen Masse beitr�agt. Der gesamte Massen
u� dur
h die Ober
�a
he Ovon V w�ahrend des Zeitintervalls dt ist deshalb glei
h der Reduktion �dMV derMasse (20.8) in diesem Zeitintervall und die Massenerhaltung wird dur
h dieGlei
hung ddtMV + 
ZZO �v � n df = 0 (20:9)ausgedr�u
kt.
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Wenn wir das Flu�integral mittels des Gau�s
hen Integralsatzes in ein Volumenin-tegral umwandeln, erhalten wir mit (20.8) aus (20.9) die BedingungZV � ��t�(r; t) + div (�v)�d3r = 0: (20:10)Da diese Bedingung f�ur beliebige Volumina V gilt, mu� der Integrand vers
hwindenund wir erhalten die Kontinuit�atsglei
hung��t�(r; t) + div (�v) = 0 (20:11)als Ausdru
k der lokalen Massenerhaltung. Anhand der allgemeinen Beziehung(18.37) zwis
hen lokalen und totalen (oder substantiellen) Zeitableitungen undder Identit�at div (�v) = v � grad � + � div v kann die Kontinuit�atsglei
hung au
hin die Form ddt�+ � div v = 0 (20:12)gebra
ht werden.Die Navier{Stokes{Glei
hung (im Zusammenspiel mit der Kontinuit�atsglei
hungund einer Zustandsglei
hung) gestattet die Behandlung der Dynamik einer Vielzahlvon Ph�anomenen, die wir hier ni
ht weiter betra
hten k�onnen. Wir wollen hier ab-s
hlie�end nur no
h einige wi
htige Spezialf�alle der Fl�ussigkeitsdynamik aufz�ahlen.Bei Fl�ussigkeiten �andert si
h im Gegensatz zu Gasen die Di
hte oft so wenig mitdem Dru
k, da� man die Di
hte als unver�anderli
h ansehen kann. In diesem Sinnenennt man eine Fl�ussigkeit inkompressibel, wenn sie die Bedingungddt� = 0 (20:13)erf�ullt. Wegen der Kontinuit�atsglei
hung (20.12) sind die Ges
hwindigkeitsfelderinkompressibler Fl�ussigkeiten immer quellenfrei, d.h. f�ur sie giltdiv v = 0: (20:14)Homogene Fl�ussigkeiten sind dur
h die Bedingunggrad � = 0 (20:15)
harakterisiert. Wenn eine Fl�ussigkeit homogen und inkompressibel ist, ziehenwir aus (20.11) die Folgerung ��=�t = 0, d.h. die Di
hte ist r�aumli
h und zeitli
hkonstant: �(r; t) = �0.S
hon im Jahre 1755 hat Leonard Euler die Bewegungsglei
hung f�ur idealeFl�ussigkeiten �v�t + (v � r)v = F� 1� grad p (20:16)188



aufgestellt (Eulers
he Glei
hungen der Hydrodynamik), die si
h aus derNavier{Stokes{Glei
hung im Grenzfall vers
hwindender Z�ahigkeitskoeÆzientenergibt. Da bei normalen Fl�ussigkeiten (im Gegensatz zu Super
�ussigkeiten) dieZ�ahigkeit ni
ht vers
hwindet, stellt si
h die Frage, unter wel
hen Bedingungen dieZ�ahigkeitsterme in (20.7) verna
hl�assigt werden k�onnen. Wir bringen die Navier{Stokes{Glei
hung zur Beantwortung dieser Frage in eine dimensionslose Form,indem wir mittelsv = v0 � u; r = l0 � x; t = l0v0 �; � = �0 � � (20:17)typis
he Einheiten f�ur die Ges
hwindigkeit v0, die L�ange l0 und die Di
hte �0einf�uhren und annehmen, die Zeit skaliere wie das Verh�altnis aus L�ange undGes
hwindigkeit. In den skalierten Gr�o�en hat die Navier{Stokes{Glei
hung dieGestalt (dividiere Glei
hung (20.7) dur
h �0v20=l0)� �u�� + � �u � ��x�u = : : :+ ��0l0v0 � ��x � ��x�u+ : : : : (20:18)Ein Verglei
h der Terme auf der linken Seite dieser Glei
hung mit dem erstenZ�ahigkeitsterm auf der re
hten Seite zeigt, da� die Gr�o�e der Reynolds
henZahl R := �0l0v0� (20:19)�uber die Relevanz der Z�ahigkeitsterme ents
heidet. Eine ideale Fl�ussigkeit liegtim Grenzfall R!1 vor.Falls die eingepr�agte Kraft pro Masseneinheit F si
h wie z.B. beim S
hwerefeldaus einem Potential ableitet, F = � gradU(r); (20:20)bietet si
h die folgende Umformung der Eulers
hen Glei
hung (20.16) f�ur idealeFl�ussigkeiten an. F�ur den Konvektionsterm benutzt man die Identit�at�v � r�v = 12 grad v2 � v � rotv: (20:21)Mittels der aus der Zustandsglei
hung � = �(p) gewonnenen StammfunktionP (p) := Z p dp0�(p0) (20:22)l�a�t si
h der Dru
kterm als 1� grad p = gradP (20:23)189



s
hreiben. Damit lautet die Eulers
he Glei
hung nunmehr�v�t = � grad �12v2 + U + P �+ v � rotv: (20:24)Da die Wirbelst�arke jedes Gradientenfeldes vers
hwindet, folgt aus dieser Glei-
hung � rotv�t = rot(v � rotv): (20:25)Falls das Ges
hwindigkeitsfeld v zu einem Zeitpunkt t0 wirbelfrei ist, rotv � 0,vers
hwindet an diesem Zeitpunkt die Zeitableitung von rotv und das Feld ist zuallen Zeiten wirbelfrei. Da wirbelfreie Felder si
h als Gradient eines Potentialsdarstellen lassen, v = grad�(r; t); (20:26)spri
ht man in diesem Falle von Potentialstr�omungen. Die Theorie dieserStr�omungen hat gro�e �Ahnli
hkeit mit der Elektrostatik, weil elektrostatis
heFelder ebenfalls wirbelfrei sind.Falls man (20.21) ni
ht benutzt, erh�alt man anstelle von (20.24) f�ur die Eulers
heGlei
hung die Gestalt dvdt = � grad (U + P ): (20:27)F�ur den Wirbelvektor (siehe au
h (18.31))!(r; t) := 12 rotv (20:28)des Ges
hwindigkeitsfeldes erh�alt man dur
h Anwendung der Operation rot auf(20.27) den Erhaltungssatz ddt! = 0: (20:29)Er dr�u
kt das Vers
hwinden der substantiellen Zeitableitung des Wirbelvektorsaus, aus dem die Helmholtzs
hen Wirbels�atze folgen.In ni
ht idealen Fl�ussigkeiten �andert si
h der Wirbelvektor im Laufe der Zeitaufgrund der Wirkung der Z�ahigkeitsterme.Als Anwendung wollen wir kurz auf die S
hallausbreitung in idealen Fl�ussigkeitenoder Gasen eingehen. Unter Verna
hl�assigung des Konvektionsterms und der Vo-lumenkr�afte lautet die zu verwendende Bewegungsglei
hung na
h (20.16) hier� �v�t + grad p = 0: (20:30)Sie ist zu erg�anzen dur
h die Kontinuit�atsglei
hung (20.11) und dur
h die Zu-standsglei
hung (20.3). Wir nehmen kleine Abwei
hungen vom Glei
hgewi
ht an,wobei die Ges
hwindigkeiten sowie die Abwei
hungen Æp := p� p0 und Æ� := �� �0190



als kleine Gr�o�en betra
htet werden, in denen alle Glei
hungen linearisiert werdenk�onnen. Aus der Zustandsglei
hung (20.3) ergibt si
h zwis
hen den Dru
k{ undden Di
hteabwei
hungen die BeziehungÆp = �dpd��0 � Æ� (20:31)und die linearisierte Bewegungsglei
hung und linearisierte Kontinuit�atsglei
hunglauten �0 �v�t + grad Æp = 0 (20:32)und �Æ��t + �0 div v = 0: (20:33)Na
h no
hmaliger Ableitung von (20.33) na
h der Zeit eliminiert man mittels(20.31) und (20.32) sowohl Æp als au
h v und erh�alt die Wellenglei
hung�2Æ��t2 � �dpd��0 �� Æ� = 0 (20:34)f�ur die Di
htes
hwankung Æ�. Mit dem zu (19.47) analogen Ansatz Æ� =g(x3 � 
 � t) f�ur eine ebene Welle in Ri
htung der 3{A
hse �nden wir f�ur dieS
hallges
hwindigkeit die Formel 
 =s�dpd��0: (20:35)Das Ges
hwindigkeitsfeld einer S
hallwelle kann na
h Glei
hung (20.26) als Poten-tialstr�omung angenommen werden, wodur
h Glei
hung (20.32) in die Gestaltgrad ��0 ���t + Æp� = 0 (20:36)�uberf�uhrt werden kann. Diese Glei
hung sagt uns, da� die in Klammern ste-hende Gr�o�e ni
ht vom Ort r abh�angt, also eine reine Funktion der Zeit tist. Diese Zeitfunktion kann man dann aber dur
h einen additiven Zusatz zumGes
hwindigkeitspotential � kompensieren, der das aus � abgeleitete Ges
hwin-digkeitsfeld v ni
ht ber�uhrt. Na
h dieser Umei
hung des Ges
hwindigkeitspoten-tials gilt daher �0 ���t + Æp = 0; (20:37)w�ahrend Glei
hung (20.33) si
h mit dem Potential jetzt als�Æ��t + �0�� = 0 (20:38)191



s
hreiben l�a�t. Na
h no
hmaliger Zeitdi�erentiation der Glei
hung (20.37) kannman hier mittels (20.38) und (20.31) Æ� und Æp eliminieren und erh�alt f�ur dasGes
hwindigkeitspotential ebenfalls die Wellenglei
hung�2��t2 � 
2�� = 0: (20:39)Mit dem Ansatz �(r; t) = f(r � n� 
 � t) (20:40)f�ur eine ebene Welle in Ri
htung des Einheitsvektors n erh�alt man aus (20.26) dieGes
hwindigkeit v(r; t) = n � f 0; (20:40)aus (20.37) die Dru
ks
hwankung Æp = 
�0 � f 0 (20:41)und aus (20.31) und (20.35) die Di
htes
hwankungÆ� = �0
 � f 0: (20:42)Wir erkennen anhand dieser L�osung, da� es si
h um longitudinale S
hallwellenhandelt. Transversale S
hallwellen sind im Gegensatz zu Festk�orpern wegen dervers
hwindenden S
herspannungen ni
ht m�ogli
h.Na
h diesem sehr kurzen Abri� �uber einige Begri�e der Hydrome
hanik und derBere
hnung der S
hallges
hwindigkeit als einzigem Anwendungsbeispiel beendenwir dieses Kapitel.
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V. Anh�angeA. Zentralpotentiale mit ges
hlossenen BahnenDieser Anhang ist der Su
he na
h denjenigen Zentralpotentialen (4.10) gewid-met, f�ur die alle gebundenen Bewegungen ges
hlossene Bahnen sind. Als zweisol
he Zentralpotentiale haben wir in Kapitel 4 die beiden Potentiale (4.17) und(4.29) identi�ziert. Wir werden im folgenden zeigen, da� dies die einzigen Zen-tralpotentiale mit dieser Eigens
haft sind.Wir kn�upfen an die Formel (4.34) an, aus der wir den Winkelabstand �' zwis
henbena
hbarten Perizentren und Apozentren (Punkten k�urzesten und weitesten Ab-standes zum Kraftzentrum) ablesen k�onnen. Wir erhalten daf�ur die Formel�' = Z �+�� d�=�2q2mL2 (E � V (�))� 1�2 ; (A:1)wobei der Abstand �+ des Apozentrums und der Abstand �� des Perizentrumsjeweils Nullstellen der Wurzel im Nenner sind. Wir benutzen hier aus Gr�undender gr�o�eren physikalis
hen Ans
hauli
hkeit den Abstand � und ni
ht den inversenAbstand u als Integrationsvariable. Wie s
hon am Ende von Kapitel 4 erw�ahnt,mu� der Winkelabstand �' kommensurabel mit der Zahl � sein, damit eine Bahnges
hlossen ist. Alle Bahnen zu einem gegebenen Zentralpotential k�onnen dahernur dann ges
hlossen sein, wenn �' ein festes rationales Vielfa
hes von � un-abh�angig von der Wahl der Parameter E und L ist.Wir behandeln dieses h�ubs
he Problem hier ni
ht etwa, weil es ein besonderswi
htiges Problem der theoretis
hen Me
hanik w�are, sondern weil seine L�osungs
h�one Beispiele f�ur die Su
he na
h l�osbaren Grenzf�allen von ni
ht allge-mein l�osbaren Problemen liefert. Die ges
hi
kte Vereinfa
hung mathematis
hs
hwieriger Probleme in Grenzf�allen geh�ort zu den Fertigkeiten, die ein Physikerbeherrs
hen sollte.Wir beginnen mit der Betra
htung des Grenzfalls nahezu kreisf�ormiger Bah-nen. F�ur sol
he Bahnen mu� die Energie di
ht oberhalb eines Minimums V0 :=Ve�(�0) des e�ektiven PotentialsVe�(�) = V (�) + L22m�2 (A:2)liegen. F�ur E & V0 geht die Di�erenz�� := �+ � ��2 (A:3)zwis
hen den Abst�anden im Apo{ und im Perizentrum gegen 0. Daher kann mandas e�ektive Potential in (A.1) dur
h seine Taylorentwi
klungVe�(�) = V0 + 12V 00e�(�0)(�� �0)2 (A:4)i



approximieren. Man erh�alt dann unter ges
hi
kter Benutzung der Substitution� = �0 +�� � x das Ergebnis�' = lim��!0 Z �+�� d�=�2q mL2V 00e�(�0)���2 � (�� �0)2�= Z 1�1 dx=�20p mL2V 00e�(�0)(1� x2) = �L�20pmV 00e� (�0) : (A:5)Um dieses Ergebnis auf das Potential V (�) umzure
hnen, brau
ht man die FormelnV 0e�(�0) = V 0(�0)� L2m�30 = 0;V 00e�(�0) = V 00(�0) + 3L2m�40 (A:6)und erh�alt �' = �q3 + �0V 00(�0)V 0(�0) : (A:7)Hier konnte der Parameter L2=m mittels der ersten Glei
hung in (A.6) eliminiertwerden, so da� �' allein dur
h lokale Eigens
haften des Potentials am Minimum�0 des e�ektiven Potentials ausgedr�u
kt ist.Wegen der Kommensurabilit�at von �' mit � mu� die Wurzel in (A.7) immereine rationale Zahl sein und darf daher ni
ht vom Bahnradius �0 abh�angen. DieseForderung vers
ha�t uns die Di�erentialglei
hung� := 1 + �V 00(�)V 0(�) ; (A:8)deren L�osung V (�) = � a�� (� 6= 0)a log � (� = 0) (A:9)(unter Verna
hl�assigung einer physikalis
h irrelevanten additiven konstanten Ener-gie) die in Frage kommenden Potentiale s
hon sehr stark eins
hr�ankt. Wir haltenfest, da� f�ur die Potentiale (A.9) der Winkelabstand �' nur vom Exponenten �abh�angt und dur
h �' = �p2 + � (A:10)gegeben ist, so da� der Exponent aus dem Werteberei
h � > �2 kommen mu�.Au�erdem folgt aus der Forderung na
h der Existenz des Minimums im e�ektivenPotential V 0e� (�0) = a����10 � L2m�30 := 0 (A:11)ii



die Vorzei
henregel a� > 0 f�ur die Potentiale (A.9). Der Fall � = 0 kann wegendes inkommensurablen Wertes �' = �=p2 ausges
hlossen werden. Im folgendenwerden wir zwei weitere Grenzf�alle der Formel (A.1) betra
hten, die si
h auf diebeiden F�alle � > 0 und �2 < � < 0 beziehen.F�ur � > 0 steigt das Potential (A.9) mit � ! 1 unbegrenzt an und deshalbsind alle Bahnen gebunden. Wir betra
hten f�ur diese Potentiale den GrenzfallE ! 1 bei festgehaltenem Drehimpuls L. In dem betra
hteten Grenzfallgilt �� / 1=pE ! 0 und �+ / E1=� ! 1. Da der Hauptbetrag zu �' indieser Situation von der Umgebung des Perizentrums zu erwarten ist, spalten wirdas Integral (A.1) am Minimum des �0 e�ektiven Potentials in zwei Anteile aufund f�uhren in diesen beiden Anteilen vers
hiedene Substitutionen � = �� � s und� = �+ � s dur
h. Wir erhalten dann�' = Z �0�� d�=�2q2mL2 (V (��)� V (�)) + 1�2� � 1�2+ Z �+�0 d�=�2q2mL2 (V (�+)� V (�)) + 1�2+ � 1�2= Z �0=��1 ds=s2q1� 1s2 + 2maL2 �2+�� (1� s�)+ ��1��=2+ Z 1�0=�+ ds=s2q2maL2 (1� s�) + ��2��+ (1� 1s2 ) :
(A:12)

Den zweiten Term kann man jetzt als O(���=2+ ) = O(1=pE) abs
h�atzen und dererste Term ergibt im Grenzfall E ! 0�' = Z 11 ds=s2q1� 1s2 = Z 10 dup1� u2 = �2 : (A:13)Dur
h Verglei
h von (A.10) mit (A.13) bleibt als einziges Potential f�ur � > 0 dasharmonis
he Potential mit � = 2.F�ur �2 < � < 0 ist das Potential (A.9) na
h unten unbes
hr�ankt. Hier liegt esnahe, den Grenzfall L ! 0 bei festgehaltener Energie E zu betra
hten, indem das Minimum des e�ektiven Potentials beliebig nahe an das Kraftzentrumr�u
kt und beliebig tief wird. Als Parameter f�ur das Potential werden wir k :=�a > 0 und 0 < � := �� < 2 benutzen. Wir werden die Integrationsvariable indiesem Grenzfall mit der Nullstelle �0 des e�ektiven Potentials skalieren, derenRelation zum Drehimpuls aus der Glei
hung�2��0 = L22mk (A:14)iii



entnommen werden kann. Mit der Substitution � = �0 � s erhalten wir dann�' = limL!0Z �+=�0��=�0 ds=s2qEk ��0 + 1s� � 1s2 = Z 11 ds=s2q 1s� � 1s2= Z 10 dxpx� � x2 = 22� � ar
sin�x 2��2 ���10 = �2 + �: (A:15)Dur
h Verglei
h von (A.10) mit (A.15) bleibt als einziges Potential f�ur �2 < � < 0das Keplerpotential mit � = �1.Insgesamt sind damit das harmonis
he und das Keplerpotential als die einizgenZentralpotentiale identi�ziert, f�ur die alle gebundenen Bahnen ges
hlossen sind.
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B. Keplerbahnen kleiner Exzentrizit�atIn diesem Anhang werfen wir einen kurzen Bli
k auf Keplerbahnen kleiner Exzen-trizit�at �� 1. Wir lesen aus Glei
hung (4.23) die Relationb = ap1� �2 = a(1� �2=2 + : : :) (B:1)ab, die uns zeigt, da� das Verh�altnis der beiden Halba
hsen nur quadratis
h in� vom Wert 1 abwei
ht. Dies impliziert nur sehr geringe Abwei
hungen von derKreisf�ormigkeit bei ni
ht zu gro�en Exzentrizit�aten. Zur quantitativen Demonstra-tion dieses Aspektes zeigen wir im folgenden eine Tabelle mit den Exzentrizit�atender Planeten des Sonnensystems und den zugeh�origen Abwei
hungen �2=2.Planet � �2=2Merkur 0; 2056 0; 021Venus 0; 0068 0; 000023Erde 0; 0167 0; 00014Mars 0; 0934 0; 0044Jupiter 0; 0482 0; 0012Saturn 0; 0553 0; 00115Uranus 0; 0474 0; 0011Neptun 0; 0104 0; 000054Pluto 0; 2476 0; 0307Der Haupte�ekt kleiner Exzentrizit�aten ist also ni
ht eine elliptis
he Verformungder Bahn, sondern die Vers
hiebung des Brennpunktes aus dem Zentrum der Bahn.
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C. Wirkungs{ und Winkelvariable beim KeplerproblemIn diesem Anhang stellen wir als Anwendung der Behandlung integrabler Systemena
h Kapitel 13 die Bestimmung von Wirkungs{ und Winkelvariablen f�ur dasKeplerproblem vor.Ein Massenpunkt in einem zentralen Gravitationspotential wird dur
h die Hamil-tonfunktion H = p22m � kr (C:1)bes
hrieben. Wir hatten s
hon in Kapitel 4 gezeigt, da� dieses Problem aufgrundder vielen Erhaltungsgr�o�en dur
h Integrationen gel�ost werden kann. Erhalten istneben der Energie H der Drehimpulsvektor L. Um die Integrabilit�at des Systemsim Sinne von Kapitel 13 zu zeigen, m�ussen wir aus diesen Erhaltungsgr�o�en min-destens drei Erhaltungsgr�o�en konstruieren, die paarweise in Involution zueinandersind, d.h. die die Glei
hungen (13.85) erf�ullen. Wegen der Erhaltung des Drehim-pulses lesen wir aus (13.43) ab, da�[L; H℄ = 0 (C:2)gilt und daher alle drei Komponenten des Drehimpulsvektors in Involution zurHamiltonfunktion sind. Damit haben wir allerdings unser Problem no
h ni
htgel�ost, weil die vers
hiedenen Komponenten Li des Drehimpluses ni
ht zueinanderin Involution stehen. Es gilt vielmehr[Li; Lj℄ = 3Xk=1 �ijkLk: (C:3)Wegen der Derivationseigens
haft (13.38) der Poissonklammern ist jedo
h au
hjede Funktion der Drehimpulses L in Involution zur Hamiltonfunktion. So giltinsbesondere au
h [H;L2℄ = 3Xi=1�[H;Li℄Li + Li[H;Li℄� = 0: (C:4)Man kann zeigen, da� jeder Skalar, d.h. jede unter allen Rotationen um den Ko-ordinatenurspung invariante Phasenraumfunktion, mit dem Drehimpulsvektor inInvolution steht. Hinsi
htli
h des Skalars L2 �uberzeugen wir uns hier mittels derHilfsformelnL = r� p; �L�r = �p; �L�p = r�L2 = r2p2 � (r � p)2; �L2�r = 2p2r� 2(r � p)p; �L2�p = 2pr2 � 2r(r � p) (C:5)von der Identit�at[L;L2℄ = �2r2p� 2(r � p)r�� p� r� �2rp2 � 2p(r � p)� = 0: (C:6)vi



Angesi
hts der vers
hwindenden Poissonklammern (C.2), (C.4) und (C.6) kannman jetzt eine Komponente, etwa Lz, des Drehimpulksvektors ausw�ahlen underh�alt die drei paarweise involutoris
hen Erhaltunggr�o�enF1 = H; F2 = L2; F3 = Lz: (C:7)Um die erzeugende Funktion (13.87) zu bilden, mu� man zun�a
hst das Gle-i
hungssystem (C.7) na
h den Impulsen au
�osen. Dies stellt si
h als einfa
herheraus, wenn man anstelle der kartesis
hen Kugelkoordinaten verwendet. Aus derLagrangefunktion f�ur das Keplerproblem in KugelkoordinatenL = m2 ( _r2 + r2 _#2 + r2 _'2 sin2 #) + kr (C:8)lesen wir die generalisierten Impulsepr = m _r; p# = mr2 _#; p' = mr2 _' sin2 # (C:9)und die HamiltonfunktionF1 = E = H = 12m (p2r + p2#r2 + p2'r2 sin2 # )� kr (C:10)ab. Die beiden anderen Erhaltungsgr�o�en in (C.7) haben in diesen Koordinatendie Darstellungen F2 = L2 = L2 = p2# + p2'sin2 # (C:11)und F3 = Lz = p': (C:12)Wir werden die Erhaltungsgr�o�en im folgenden zugunsten einer besseren physikali-s
hen Transparenz mit E, L2 und Lz bezei
hnen, wobei L der Betrag des Drehim-pulses ist. Die Au
�osung der Glei
hungen (C.10-12) na
h den Impulsen ergibtjetzt p' = Lz; p# =rL2 � L2zsin2 #; pr =r2m�E + kr �� L2r2 : (C:13)Die erzeugende Funktion (13.87) bere
hnet si
h mit diesen Impulsen als die SummeS2(F1; F2; F3;'; #; r) = Z (p'd'+ p#d#+ prdr) (C:14)von drei Stammfunktionen. Da die Variable ' s
hon zyklis
h ist, ist die ersteStammfunktion nat�urli
h trivial. Die anderen beiden Stammfunktionen sind abervii



au
h elementar und man erh�alt insgesamtS2 = Lz '+ �L ar
tg L 
os#qL2 sin2 #� L2z+ Lz2 ar
tgL2z � L2(1 + 
os#)LzqL2 sin2 #� L2z � Lz2 ar
tgL2z � L2(1� 
os#)LzqL2 sin2 #� L2z �+ �p2mr(k + Er)� L2 + L ar
tg L2 � kmrLp2mr(k + Er)� L2� kr m�2E ar
tg q m�2E (k + 2Er)p2mr(k + Er)� L2 �:
(C:15)

Hier haben wir ber�u
ksi
htigt, da� die dur
h (C.7) de�nierten Phasenraum
�a
hennur f�ur negative Energien kompakt sind. Bei der Bere
hnung der Wirkungsvari-ablen (13.98) bea
hten wir zun�a
hst, da� die Koordinate ' ja s
hon zyklis
h ist.Daher gilt I' = 12� Z 2�0 p' d' = p' = Lz = F3 (C:16)und die erste Wirkungsvariable ist identis
h mit der Erhaltungsgr�o�e Lz. Diebeiden anderen Ringintegrale �uber ges
hlossene Kurven auf der Phasenraum
�a
hek�onnen ohne Benutzung der expliziten Stammfunktionen in (C.15) mittels funktio-nentheoretis
her Methoden bere
hnet werden. Da wir die Stammfunktionen je-do
h zur Hand haben, k�onnen wir diese Integrale aus (C.15) ablesen. Wir m�ussendazu die Nullstellen der beiden anderen Impulse in (C.13) bestimmen. Die Null-stellen #� von p# ergeben si
h aus
os#� = �r1� L2zL2 (C:17)und die zugeh�orige Wirkungsvariable istI# = 12� �Z #+#� p# � Z #�#+ p#� = 1� Z #+#� p# = L� jLzj: (C:18)Das einfa
he Ergebnis folgt aus der Beoba
htung, da� die Argumente der ar
tg{Funktionen in (C.15) an den Integrationsgrenzen immer die Werte �1 haben unda� die Z�ahler in den ar
tg{Funktionen auf dem Integrationsweg immer das Vorzei-
hen we
hseln. Dadur
h erhalten die Integrale �uber jede der ar
tg{Funktionen dieWerte ��.Die Nullstellen von pr bestimmen si
h zur� = 1�2E �k �rk2 + 2EL2m �: (C:19)viii



Hier garantieren die beiden Unglei
hungenr� < L2km < r+; und r� < k�2E < r+; (C:20)da� die beiden letzten ar
tg{Funktionen in (C.15) ebenfalls l�angs des Integra-tionsweges ihr Vorzei
hen umkehren, und wir erhalten daherIr = 1� Z r+r� pr dr = �L+ kr m�2E : (C:21)Wie in Kapitel 13 gezeigt wurde, ist die Hamiltonfunktion in den zu denWirkungsvariablen geh�origen Koordinaten zyklis
h. Daher mu� sie eine Funk-tion alleine der Wirkungsvariablen sein. Tats�a
hli
h erhalten wir dur
h Au
�osender Glei
hungen (C.21), (C.18) und (C.16) na
h der Energie die BeziehungenL = I# + jI'j (C:22)und H = � mk22(Ir + I# + jI'j)2 : (C:23)Aufgrund der einfa
hen Abh�angigkeit der Hamiltonfunktion von der Summe derWirkungsvariablen stehen die drei Kreisfrequenzen (13.102) nunmehr in der ein-fa
hen Beziehung 
r = 
# = 
' � sign I' = mk2(Ir + I# + jI'j)3 : (C:24)Die Glei
hheit der Kreisfrequenzen garantiert die bekannte Ges
hlossenheit allergebundenen Bahnen beim Keplerproblem, weil na
h (13.103) die Zeitentwi
klungaller drei Winkelvariablen die glei
he Periode hat.Die Winkelvariablen leiten si
h jetzt na
h (13.100) aus den partiellen Ableitungender erzeugenden Funktion (C.15) na
h den Wirkungsvariablen ab. Wir bildenzun�a
hst die Ableitungen na
h den Erhaltungsgr�o�en und erhalten�S2�E = p2mr(k + Er)� L22E �r mk2�8E3 ar
tg (k + 2Er)q m�2Ep2mr(k +Er)� L2�S2�L = ar
tg L2 � kmrLp2mr(k + Er)� L2 + ar
tg L 
os#qL2 sin2 #� L2z�S2�Lz = '+ 12 ar
tgL2z � L2(1 + 
os#)LzqL2 sin2 #� L2z � 12 ar
tgL2z � L2(1� 
os#)LzqL2 sin2 #� L2z : (C:25)
ix



Angesi
hts der Beziehungen (C.16), (C.22) und (C.23) bere
hnen si
h daraus lei
htmittels der Kettenregel die Ableitungen na
h den Wirkungsvariablen. Man erh�altso die drei Winkelvaribalen�r = �S2�Ir = �S2�E �E�Ir= �p2mr(k +Er)� L2Ir + I# + jI'j � ar
tg (1 + 2Erk )(Ir + I# + jI'j)p2mr(k +Er)� L2�# = �S2�I# = �S2�E �E�I# + �S2�L �L�I# = �r + �S2�L�' = �S2�I' = �S2�E �E�I' + �S2�L �L�I' + �S2�Lz �Lz�I'= (�r + �S2�L ) � signI' + �S2�Lz :
(C:26)

�Ahnli
h wie Glei
hung (4.26) lassen si
h diese Glei
hungen zwar ni
ht elementarna
h den urspr�ungli
hen Variablen r, # und ' au
�osen, aber man �uberzeugt si
hanhand der obigen Glei
hungen, da� man die folgende Parameterdarstellung derBewegung auss
hlie�li
h mittels elementarer Funktionen erh�alt:(a) Man gibt r vor und bere
hnet aus der ersten Glei
hung in (C.26) �r.(b) Aus der Zeitentwi
klung (13.103) bestimmt man sodann die Zeit t und dieWerte �# und �' der beiden anderen Winkelvariablen zu dieser Zeit.(
) Da man die zweite Glei
hung in (C.25) elementar na
h # au
�osen kann,bere
hnet si
h nunmehr # elementar aus der zweiten Glei
hung in (C.26).(d) ' bestimmt man dann lei
ht aus den dritten Glei
hungen in (C.25) und (C.26).

x



D. Kleine S
hwingungenIn diesem Anhang werden wir die Behandlung von Bewegungen eines Systems vonMassenpunkten in der N�ahe einer stabilen Glei
hgewi
htskon�guration vorstellen.Formal zusammengefa�t handelt es si
h um das Problem, die Bewegung von Sys-temen mit f Freiheitsgraden zu bere
hnen, die dur
h eine LagrangefunktionL = T � V (D:1)mit T = 12 fX�;�=1 a�� _q� _q� (D:2)und V = 12 fX�;�=1 b�� q� q� (D:3)bes
hrieben werden. Hierbei soll die Massenmatrix A = (a��) positiv de�nit unddie Potentialmatrix B = (b��) positiv semide�nit sein. Beide Matrizen kann manals symmetris
h annehmen. Diese Systeme sind unabh�angig von der Zahl derFreiheitsgrade immer integrabel. Bevor wir die allgemeine L�osung bes
hreiben,werden wir im folgenden einige Beispiele vorstellen, die alle in das obige S
hemapassen.1. Gekoppelte Pendel.Wir betra
hten zwei ebene Pendel mit Massen mi, L�angen li und kleinenAuslenkungen qi = li'i aus der Ruhelage, die dur
h eine Feder so miteinan-der verbunden sind, da� bei einer �Anderung des Glei
hgewi
htsabstandes a einer�u
ktreibende Kraft vom Betrage kjq1�q2j entsteht, die si
h aus einer potentiellenEnergie k2 (q1� q2)2 ableitet. Die potentielle Energie eines der Pendel ist f�ur kleineAuslenkungen dur
h mgl(1 � 
os') = mgl(q=l)2=2 gegeben. Daher lautet dieLagrangefunktion der gekoppelten PendelL = m12 _q21 + m22 _q22 � m1g2l1 q21 � m2g2l2 q22 � k2 (q1 � q2)2: (D:4)
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2. Doppelpendel.Das Doppelpendel besteht aus zwei aneinander aufgeh�angten ebenen Pendeln, diewir mit den generalisierten Koordinaten '1 und '2 bes
hreiben. Die kartesis
henKoordinaten der beiden Massenpunkte sind dur
hx1 = l1 sin'1; x2 = l1 sin'1 + l2 sin'2y1 = l1 
os'1; y2 = l1 
os'1 + l2 
os'2 (D:5)und ihre Ges
hwindigkeiten dur
h_x1 = l1 _'1 
os'1; _x2 = l1 _'1 
os'1 + l2 _'2 
os'2_y1 = �l1 _'1 sin'1; _y2 = �l1 _'1 sin'1 � l2 _'2 sin'2 (D:6)gegeben. Damit ergibt si
h f�ur die kinetis
he Energie der Ausdru
kT = m12 ( _x21 + _y21) + m22 ( _x22 + _y22)= m1 +m22 l21 _'21 + m22 l22 _'22 +m2l1l2 _'1 _'2 
os('1 � '2)! m1 +m22 l21 _'21 + m22 l22 _'22 +m2l1l2 _'1 _'2 (D:7)und f�ur die potentielle Energie der Ausdru
kV = �m1gy1 �m2gy2 = �(m1 +m2)gl1 
os'1 �m2gl2 
os'2! ��(m1 +m2)l1 +m2l2�g + m1 +m22 gl1'21 + m22 gl2'22: (D:8)In beiden Formeln wurde zuletzt na
h kleinen Auslenkungen entwi
kelt.
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3. Molek�uls
hwingungen.Die Kerne eines n{atomigen Molek�uls be�nden si
h im Glei
hgewi
ht in einerbestimmten Kon�guration ri0 (i = 1; : : : ; n), die dur
h die elektrostatis
he Ab-sto�ung der Kerne untereinander und dur
h ihre anziehende We
hselwirkung mitden Elektronen bestimmt ist. Die r�aumli
he Verteilung der Elektronen kann nurim Rahmen der Quantenme
hanik verstanden werden. Eine Auslenkung der Kerneaus ihren stabilen Glei
hgewi
htspositionen kostet eine ni
ht negative potentielleEnergie V . Da Auslenkungen der Kerne im allgemeinen zu Umlagerungen derElektronen f�uhren, kann diese potentielle Energie ni
ht dur
h eine Summe vonZweik�orperpotentialen dargestellt werden. Wir bes
hreiben die Auslenkungen ausder Glei
hgewi
htslage dur
h 3n (z.B. kartesis
he) Koordinaten q� (� = 1; : : : ; 3n).Da die potentielle Energie V f�ur vers
hwindende Auslenkungen minimal ist, hatihre Taylorentwi
klung um die Glei
hgewi
htskon�guration die FormV (q1; : : : ; q3n) = V0 + 12 3nX�;�=1 �2V�q��q� ��0 q�q� + : : : : (D:9)Die Reduktion der potentiellen Energie auf die quadratis
hen Terme in denAuslenkungen hei�t die harmonis
he N�aherung f�ur die Behandlung der Mole-k�uls
hwingungen. Wir bemerken, da� in diesem Falle das Potential (D.3) wirkli
hni
ht positiv de�nit, sondern nur semide�nit ist, weil jede starre Bewegung desMolek�uls die potentielle Energie ni
ht ver�andert.Es seien n Massenpunkte der glei
hen Masse m mit n � 1 glei
hen Federn mitder Federkonstanten k zu einer Kette verkn�upft. Man betra
htet Auslenkungenq� in Ri
htungen der Kette. Dieses System kann als Modell f�ur ein sehr langesgestre
ktes Molek�ul aus identis
hen Atomen oder als Vorstufe der Modellierungeines Kristalls angesehen werden. Seine Lagrangefunktion lautetL = m2 nX�=1 _q2� � k2 n�1X�=1(q�+1 � q�)2: (D:10)
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qn5. Kristalls
hwingungen.Die Bes
hreibung von S
hwingungen der Atomkerne in einem Kristall ges
hiehtgrunds�atzli
h analog zur obigen Bes
hreibung von Molek�uls
hwingungen. BeimKristall ist man allerdings am Fall einer sehr gro�en Zahl von Atomen (z.B. 1023)interessiert. Zur Vereinfa
hung dient dabei die r�aumli
h periodis
he Anordnungder Atome im Kristall. Ein Kristall ist aus lauter identis
hen Gitterzellen zusam-mengesetzt, die auseinander dur
h Translationen tn1n2n3 = n1a1 + n2a2 + n3a3xiii



hervorgehen, die mit ganzen Zahlen ni (i = 1; 2; 3) aus drei primitiven Trans-lationen ai (i = 1; 2; 3) linear kombiniert werden. In jeder Gitterzelle liegenr Atome, deren Kerne die Glei
hgewi
htspositionen R0�;n1;n2;n3 = 
� + tn1n2n3(� = 1; : : : ; r) haben. Wenn wir die Abwei
hungen von den Glei
hgewi
htspositio-nen dur
h Vektoren r�n1n2n3 mit kartesis
hen Komponenten x��n1n2n3 bes
hreiben,ist die kinetis
he Energie des KristallsT = X�n1n2n3� m�2 ( _x��n1n2n3)2 (D:11)und die potentielle Energie in harmonis
her N�aherungV = 12 X�n1n2n3�;�0n01n02n03�0 V ��0�n1n2n3;�0n01n02n03x��n1n2n3x�0�0n01n02n03 : (D:12)Die Handhabung der Vielfa
hsumme in der potentiellen Energie vereinfa
ht si
hwegen der Tarnslationsinvarianz des Kristalls, aufgrund derer die Kraftkonstan-ten V ��0�n1n2n3;�0n01n02n03 in der potentiellen Energie nur von den Di�erenzen ni � n0i(i = 1; 2; 3) abh�angen.Na
h Vorstellung der 5 Beispiele werden wir jetzt zur L�osung des in (D.1-3) gestell-ten Problems s
hreiten. Zun�a
hst werden wir nebem den Matrizen A und B dieSpalten{ und Zeilenvektorenq := 0B� q1...qf 1CA ; qt := (q1 : : : qf ) (D:13)f�ur die generalisierten Koordinaten einf�uhren, um die Notation kompakter zugestalten. Mit dieser Notation s
hreibt si
h die Lagrangefunktion (D.1) in derForm L = 12 _qtA _q� 12qtB q: (D:14)Die f Lagranges
hen Bewegungsglei
hungen lassen si
h in der Matrixnotation zuder kompakten Vektorglei
hung A �q+ B q = 0 (D:15)zusammenfassen, die ein System von f gekoppelten linearen Bewegungsglei
hun-gen darstellt.Wir werden im folgenden versu
hen, dieses Glei
hungssystem dur
h eine lineareKoordinatentransformation der Gestaltq = CQ (D:16)xiv



mit einer konstanten (f � f){Matrix C zu entkoppeln. Mit dem Spaltenvektor Qder neuen Koordinaten s
hreibt si
h die Lagragefunktion (D.14) dann alsL(Q; _Q) = 12 _Qt CtAC _Q� 12QtCtB CQ: (D:17)Wir wollen die Matrix C so w�ahlen, da� sowohl die Matrix CtAC als au
h dieMatrix CtB C Diagonalgestalt haben. Es sei angemerkt, da� die gesu
hte MatrixC im allgemeinen ni
ht orthogonal sein wird und deshalb ni
ht die BeziehungCt = C�1 gelten mu�. Mit der letzteren Beziehung w�are die Transformation (D.16)eine �Aquivalenztransformation, mit der man die beiden Matrizen A und B nurdann simultan diagonalisieren k�onnte, wenn sie vertaus
hen, d.h. wenn AB = BAgilt.Wir beginnen die Bestimmung der Transformationsmatrix C, indem wir aus derpositiv de�niten symmetris
hen Matrix A die Wurzel ziehen. Dazu diagonalisierenwir die symmetris
he Matrix A zun�a
hst mithilfe einer orthogonalen Matrix O underhalten die diagonale MassenmatrixM = 0�m1 : : : 0... . . . ...0 : : : mf 1A = OtAO (D:18)mit lauter positiven Diagonalelementen m�. Aus dieser Diagonalmatrix k�onnenwir elementweise die positive Wurzel ziehen, die dur
hM1=2 = 0B�pm1 : : : 0... . . . ...0 : : : pmf 1CA (D:19)de�niert ist. Die positive Wurzel aus der Matrix A ist dann dur
hA1=2 := OM1=2Ot (D:20)gegeben. Denn man re
hnet lei
ht na
h: A1=2A1=2 = OM1=2OtOM1=2Ot = A.In analoger Weise bildet man die inverse Matrix zur Wurzel dur
hA�1=2 := OM�1=2Ot; (D:21)die ebenfalls positiv de�nit und symmetris
h ist. W�urden wir als Transformations-matrix C die Matrix A�1=2 w�ahlen, dann w�urde die Matrix A in der kinetis
henEnergie der Lagrangefunktion (D.17) wegen CtAC = A�1=2AA�1=2 = I in dieEinheitsmatrix I transformiert. Glei
hzeitig w�urde die Matrix B in der potentiellenEnergie in die Matrix B̂ := A�1=2BA�1=2 (D:22)xv



�uberf�uhrt. Eine ans
hlie�ende Diagonalisierung der symmetris
hen Matrix B̂dur
h die orthogonale Matrix U mitD = U tB̂U (D:23)l�a�t die Einheitsmatrix I in der kinetis
hen Energie invariant. Insgesamt habenwir somit mittels der TransformationsmatrixC := A�1=2 U (D:24)simultan die DiagonalisierungenCtAC = U tA�1=2AA�1=2U = I (D:25)und CtB C = U tA�1=2 BA�1=2 U = U tB̂U = D (D:26)errei
ht. In den neuen generalisierten Koordinaten Q hat die Lagrangefunktion(D.17) also die Form L(Q; _Q) = 12 _Qt _Q� 12QtDQ (D:27)und die Bewegungsglei
hungen �Q+DQ = 0 (D:28)bes
hreiben f voneinander unabh�angige harmonis
he Oszillatoren. Aus den fEigenwerten d� der positiv semide�niten Diagonalmatrix D kann man f ni
htnegative Kreisfrequenzen !� := pd� bilden, mit denen die Bewegungsglei
hungen(D.28) si
h als �Q� + !2�Q� = 0 (� = 1; : : : ; f) (D:29)s
hreiben. Sie haben die allgemeine L�osungQ�(t) = �Q0� 
os(!�t+ ��) (!� > 0)_Q0� � t+Q0� (!� = 0). (D:30)Die generalisierten Koordinaten Q� hei�en dieNormalkoordinaten und die posi-tiven Frequenzen !� die Normalfrequenzen des Systems (D.14) von gekoppeltenlinearen Oszillatoren. Jede der periodis
hen Bewegungen in (D.30) nennt maneine Normals
hwingung des Systems. Die �{te Normals
hwingung impliziertf�ur !� > 0 wegen (D.16) f�ur die urspr�ungli
hen Koordinaten eine Bewegung derGestalt q = 
�Q0� 
os(!�t+ ��); (D:31)wenn 
� die �{te Spalte der Transformationsmatrix C bezei
hnet. Eine Nor-mals
hwingung zei
hnet si
h daher dadur
h aus, da� alle Massenpunkte des Sys-tems eine harmonis
he S
hwingung glei
her Frequenz !� und glei
her Phase�� (mod�) ausf�uhren. xvi



Indem man die Normals
hwingung (D.31) in die Bewegungsglei
hung (D.15) ein-setzt, erh�alt man das lineare Glei
hungssystem(�!2� A+ B) 
� = 0 (D:32)das eine ni
htriviale L�osung 
� 6= 0 genau dann besitzt, wenn die S�akularglei
hungdet(�!2� A+ B) = 0 (D:33)erf�ullt ist. Wenn man ni
ht an der expliziten Bestimmung der Normalkoordinateninteressiert ist, kann man aus der S�akularglei
hung direkt die Normalfrequenzenbere
hnen.Abs
hlie�end werden wir kurz auf die zu Anfang skizzierten Beispiele zur�u
kkom-men.1. Gekoppelte Pendel.Die potentielle Energie in (D.4) ist positiv de�nit, so da� man 2 Normals
hwingun-gen mit positiver Frequenz erwartet, die aus der S�akularglei
hungdet��m1!2 + m1gl1 + k �k�k �m2!2 + m2gl2 + k� = 0 (D:34)folgen. Wir diskutieren nur kurz den Spezialfall identis
her Pendel (m1 = m2 = m,l1 = l2 = l), in dem die beiden Pendel bei vers
hwindender Kopplung k = 0 dieglei
he Frequenz ! =pg=l haben. Die Normalfrequenzen der gekoppelten Pendelergeben si
h zu !1 =rgl ; !2 =rgl + 2km > !1: (D:35)Die beiden zugeh�origen Eigenvektoren, die das Glei
hungssystem (D.32) erf�ullen,sind 
t1 = (1; 1) und 
t2 = (1;�1) (Zeilenvektoren). Der Eigenvektor 
t1 bes
hreibtdie syn
hrone Bewegung der beiden identis
hen Pendel, bei der die Kopplung garni
ht in Ers
heinung tritt und daher au
h ni
ht die Eigenfrequenz modi�ziert.Der Eigenvektor 
t2 bes
hreibt dagegen ein Gegeneinanders
hwingen der beidenPendel, bei dem die Kopplung eine zus�atzli
he, frequenzerh�ohende r�u
ktreibendeKraft erzeugt.2. Doppelpendel.Bei diesem Beispiel erfolgt die Kopplung zwis
hen den beiden Pendeln ni
ht dur
hdie potentielle, sondern dur
h die kinetis
he Energie und die S�akularglei
hunglautet det� (m1 +m2)(l21 !2 � gl1) m2l1l2 !2m2l1l2 !2 m2(l22 !2 � gl2)� = 0: (D:36)Da in diesem Falle die potenielle Energie s
hon diagonal und positiv de�nit ist,kann man bei der oben bes
hriebenen Diagonalisierung die Rolle der Matrizenxvii



A und B vertaus
hen, d.h. zun�a
hst mittels B�1=2 die Matrix B auf die Ein-heitsmatrix I transformieren und dann im zweiten S
hritt die kinetis
he Energiediagonalisieren.3. Molek�uls
hwingungen.Ein n{atomiges Molek�ul hat f = 3n Freiheitsgrade f�ur die Bewegung seinerAtomkerne. Wir wissen, da� darunter se
hs Freiheitsgrade der starren Bewegungdes Molek�uls sind (f�unf f�ur lineare Molek�ule), die si
h in se
hs (bzw. f�unf) ver-s
hwindenden Eigenfrequenzen !� = 0 der S�akularglei
hung (D.33) wieder�ndenm�ussen. Die restli
henk = � 3n� 6 (ni
htlineare Molek�ule)3n� 5 (lineare Molek�ule) (D:37)Eigenfrequenzen entspre
hen Normals
hwingungen (oder inneren S
hwingun-gen) des Molek�uls. Wir betra
hten drei Beispiele. Zweiatomige Molek�ule (z.B.O2)sind immer linear und haben daher genau eine innere S
hwingung, die im Massen-mittelpunktsystem in einem Gegeneinanders
hwingen der beiden Atome besteht.Wir wollen anhand dieses einfa
hen Beispiels darauf hinweisen, da� die Rotationund die inneren S
hwingungen eines Molek�uls ni
ht ganz unabh�angig voneinandererfolgen. Wenn wir den Atomabstand des ni
htrotierenden 2{atomigen Molek�ulsim Glei
hgewi
ht mit a bezei
hnen, die Normalkoordinate der inneren S
hwingung,die die �Anderung dieses Abstandes mi�t, mit q und die reduzierte Masse (8.8) desMolek�uls mit �, dann ergibt si
h das Tr�agheitsmoment des Molek�uls bez�ugli
h desMassenmittelpunktes als �0(q) = �(a+ q)2: (D:38)Mit der Normalfrequenz !0 der inneren S
hwingung des ni
htrotierenden Molek�ulslautet die Lagrangefunktion unter Benutzung von (16.62)L = L22�0(q) + �2 _q2 � �2!20q2: (D:39)Da das Moek�ul ni
ht starr ist, geht in die kinetis
he Energie der Rotation dieNormalkoordinate q der inneren S
hwingung ein.
O2 CO2 H  O2Das lineare 3{atomige Molek�ul CO2 hat na
h (D.37) vier innere S
hwingungen.Die Natur dieser Normals
hwingungen kann man wegen der hohen Symmetriedes Molek�uls ohne Re
hnung verstehen. Eine erste innere S
hwingung erh�altman, indem man die beiden SauerstoÆonen bei ruhendem KohlenstoÆon gegen-phasig gegeneinander s
hwingen l�a�t. Bei der zweiten Normals
hwingung s
hwin-gen die beiden SauerstoÆonen glei
hphasig gegen das KohlenstoÆon. Die beidenxviii



restli
hen Normals
hwingungen sind Bieges
hwingungen (in der Zei
henebene undsenkre
ht zur Zei
henebene), die aus Symmetriegr�unden dieselbe Eigenfrequenzhaben m�ussen.Das gekni
kte 3{atomige Wassermolek�ul H2O hat na
h (D.37) nur drei in-nere S
hwingungen. Die Normals
hwingungen �ahneln denen des linearen CO2{Molek�uls sehr. Nur die Bieges
hwingung des linearen Molek�uls senkre
ht zur Zei-
henebene hat si
h beim gekni
kten Molek�ul in einen Freiheitsgrad der Rotationverwandelt.4. Lineare Kette.Die zur kinetis
hen Energie geh�orige Matrix A in der Lagrangefunktion (D.10)f�ur die lineare Kette ist s
hon proportional zu Einheitsmatrix. Daher besteht dieAufgabe hier darin, die zur potentiellen Energie geh�orige Matrix
B = k �0BBBBBBBB�

1 �1�1 2 �1�1 2 �1. . .�1 2 �1�1 2 �1�1 1
1CCCCCCCCA (D:40)

zu diagonalisieren. Sie enth�alt in der Diagonalen lauter Eintr�age 2 bis auf Eintr�age1 an den Kettenenden, in den beiden Nebendiagonalen lauter Eintr�age �1 und an-sonsten Eintr�age 0. Diese Matrix kann f�ur beliebig lange Ketten in ges
hlossenerForm (d.h. ohne Verwendung numeris
her Methoden) diagonalisiert werden, weil(bis auf die Endpunkte der Kette) alle Pl�atze in der Kette �aquivalent sind. DieNormals
hwingungen sind stehende Wellen und man kann mit einem entspre
hen-den L�osungsansatz das lineare Glei
hungssystem (D.32) l�osen. Die L�osung wirdno
h einfa
her, wenn man die Kette zyklis
h s
hlie�t, indem man der poteniellenEnergie den Term k2 (qn � q1)2 beif�ugt. Die Matrix B nimmt dann die Gestalt
B = k �0BBBBBBBB�

2 �1 �1�1 2 �1�1 2 �1. . .�1 2 �1�1 2 �1�1 �1 2
1CCCCCCCCA (D:41)

an, wobei wir die vier gegen�uber (D.40) abge�anderten Matrixelemente in rot her-ausgehoben haben. F�ur die zyklis
he Kette erwarten wir laufende Wellen alsL�osungen und setzen die Matrixelemente der Transformationsmatrix C na
h derGlei
hung 
�� = 1pn e2�i��=n (�; � = 1; : : : ; n) (D:42)xix



an. Zur Bes
hreibung laufender Wellen ist es vorteilhaft, komplexwertige Eigen-vektoren anzusetzen. Wegen der Identit�atnX�=1 e2�i�(���0)=n = n � Æ��0 (D:43)ist die so angesetzte Matrix C unit�ar. Au�erdem gilt(BC)�� = kpn�2e2�i��=n � e2�i(��1)�=n � e2�i(�+1)�=n�= 2kpn e2�i��=n�1� 
os 2��n � = (CD)�� (D:44)mit der DiagonalmatrixD = 2k�1� 
os 2��n � Æ�� = 4k sin2 ��n Æ�� : (D:45)Die physikalis
hen Amplituden (D.31) der Normals
hwingungen k�onnen aus denReal{ oder Imagin�arteilen der Matrixelemente (D.42) erhalten werden. DieNormalfrequenzen der zyklis
hen linearen Kette ergeben si
h aus (D.45) unterBer�u
ksi
htigung des Massenfaktors in der kinetis
hen Energie zu!� = 2r km sin ��n (� = 1; : : : ; n): (D:46)F�ur � = n erhalten wir eine starre zyklis
he Bewegung mit vers
hwindender Fre-quenz. Die L�osung f�ur die o�ene Kette ist nur wenig aufw�andiger. Wir werden siehier ni
ht n�aher bes
hreiben.5. Kristalls
hwingungen.Die Bere
hnung der Normals
hwingungen in dreidimensionalen Kristallen ist einwi
htiges Problem der Festk�orpertheorie, das in den entspre
henden Lehrb�u
hernbehandelt wird (siehe au
h mein Vorlesungsmanuskript: \Theoretis
he Festk�orper-physik I").
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E. An Wand gelehnte HantelIn diesem Anhang behandeln wir als Beispiel f�ur einges
hr�ankte Bewegungen diein der folgenden Figur dargestellte an eine Wand gelehnte Hantel aus zwei glei
henMassen m und Hantell�ange l.
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x

y

lh

ϕ
1

2In dem eingezei
hneten Koordinatensystem lauten die Zwangsbedingungenf1 � x1 � 0;f2 � y2 � 0;f3 � (x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 � l2 = 0;f4 � y1 � 0: (E:1)Bewegungen in der dritten Raumri
htung ignorieren wir. (Wir k�onnen uns diebeiden Massen als stabf�ormig vorstellen oder die Hantel glei
h als Karikatur eineran eine Wand gelehnte Leiter betra
hten.) Die Hantel soll aus der gezei
hnetenRuheposition, in der die Masse 1 auf der H�ohe h liegt, reibungsfrei abruts
hen.Wir wollen zun�a
hst die anf�angli
he Bewegung studieren, bei der die beiden erstenZwangsbedingungen dur
h die holonomen Zwangsbedingungenf1 = x1 = 0; f2 = y2 = 0 (E:2)ersetzt werden k�onnen. Das System hat dann nur einen einzigen Freiheitsgradund wir k�onnen als generalisierte Koordinate z.B. einen der eingezei
hneten Winkel(' = ��� = �2+�) verwenden. Da die Energie erhalten ist, k�onnen wir si
her sein,da� die Bewegungsglei
hung dur
h Integrationen l�osbar ist. Die Bes
hreibung wirdder eines ebenen Pendels, das wir in Kapitel 5 behandelt haben, am �ahnli
hsten,wenn wir den Winkel ' als Koordinate verwenden. Mity1 = l sin� = �l 
os'; x2 = l 
os� = l sin' (E:3)xxi



�nden wir die EnergieE = m2 ( _y21 + _x22) +mgy1 = ml22 _'2 �mgl 
os' = mgh = �mgl 
os'0; (E:4)die tats�a
hli
h mit der Energie eines ebenen Pendels der L�ange l und der Masse m�ubereinstimmt. Der Winkel ' liegt hier im Intervall �=2 � ' � '0 < �, d.h. dasPendel f�allt von einem Winkel ' = '0 > �=2 bis zum Winkel ' = �=2. DieIntegration der aus (E.4) folgenden Glei
hung_' = �r2gl (
os'� 
os'0) = �r4gl �sin2('0=2)� sin2('=2)� (E:5)erfolgt bis auf die hier anderen Anfangsbedingungen sehr analog zu (5.28). ZurStandardisierung des si
h ergebenden elliptis
hen Integrals re
hnen wir2rgl t = Z '0' d'0qsin2('0=2)� sin2('0=2)= Z �' d'0qsin2('0=2)� sin2('0=2) � Z �'0 d'0qsin2('0=2)� sin2('0=2)= Z ��'0 d'0qsin2('0=2)� sin2('0=2) � Z ��'00 d'0qsin2('0=2)� sin2('0=2) : (E:6)
Mit den Parametern k := sin ��'02 = 
os('0=2) und s, de�niert dur
h dieBeziehung k sin s = sin ��'2 = 
os('=2), erhalten wir s
hlie�li
h analog zu (5.29)2rgl t = F (k; s)� F (k; �2 ): (E:7)Die Bewegung der Hantel kann dieser L�osung aber ni
ht bis zum Aufprall derMasse 1 auf dem Boden (y1 = 0 oder ' = �=2) folgen. Beim Auftre�en der Masse1 auf dem Boden m�u�te die Horizontalges
hwindigkeit der Masse 2 n�amli
h ver-s
hwinden. Die Masse 2 wird jedo
h dur
h das Abruts
hen der Masse 1 na
h re
htsbes
hleunigt und kann die dabei erzielte horizontale Ges
hwindigkeitskomponenteni
ht wieder reduzieren. Daher mu� die Masse 1 si
h vor ihrem Auftre�en auf demBoden von der linken Wand abl�osen.Um festzustellen, wie lange die holonomen Zwangsbedingungen (E.2) gelten,m�ussen wir die zugeh�origen Zwangskr�afte mittels der Lagrangeglei
hungen 1. Artbetra
hten. Mit Lagrangeparametern �i f�ur die Zwangsbedingung fi = 0 lautendiese m�x1 = �1 + 2�3(x1 � x2)m�y1 = �mg + 2�3(y1 � y2)m�x2 = 2�3(x2 � x1)m�y2 = �mg + �2 + 2�3(y2 � y1): (E:8)xxii



Da hier zun�a
hst x1 = y2 � 0 gilt, k�onnen wir diese beiden Variablen zusammenmit ihren Zeitableitungen null setzen und erhalten sofort�1 = 2�3x2; �2 = mg + 2�3y1: (E:9)Den Lagrangeparameter �3 bestimmen wir dur
h zweifa
he Ableitung der Zwangs-bedingung f3 = 0, m(x2�x2 + y1�y1 + _x22 + _y21) = 0; (E:10)und Eliminierung der Bes
hleunigungen mittels der Bewegungsglei
hungen aus(E.8). Wir erhalten damit�3 = m2l2 �gy1 � ( _x22 + _y21)� = m2l2 �gy1 � l2 _'2� = mg2l2 (3y1 � 2h); (E:11)wobei wir re
hts die Ges
hwindigkeiten mittels des Energiesatzes (E.4) eliminierthaben. Wir erkennen nunmehr, da� �3 und wegen (E.9) glei
hzeitig �1 f�ury1 = 23 h (E:12)vers
hwindet. Dies signalisiert den Punkt, an dem die Zwangskraft der Wandauf den Massenpunkt 1 vers
hwindet und an dem der Massenpunkt 1 si
h vonder Wand l�ost. Dieser Punkt konnte allein mittels des Energiesatzes bestimmtwerden. Die L�osung (E.7) der Bewegungsglei
hung bis zu diesem Punkt dient nurzur Bestimmung der Zeit, zu der dieser Punkt errei
ht wird.F�ur die Bewegung na
h Errei
hen des Punktes (E.12) hat das System zwei Frei-heitsgrade und glei
hzeitig aber au
h zwei Erhaltungss�atze. Erhalten ist n�amli
hau�er der Energie die horizontale Komponente des Gesamtimpulses. Letzteresfolgt sofort aus (E.8) f�ur �1 = 0. Am Abl�osepunkt A ergibt si
h aus dem En-ergiesatz (E.4) _�A = _'A = �r2gh3 l2 (E:13)und daraus f�ur die dana
h erhaltene x{Komponente der Ges
hwindigkeit desMassenmittelpunktesVx = 12 ( _x2)A = �12 l _�A sin�A =r2gh327 l2 : (E:14)F�ur die Bewegung na
h dem Punkt (E.12) kann man daher die x{Komponentender Ges
hwindigkeiten beider Massenpunkte als_x1 = Vx + 12 l _� sin�; _x2 = Vx � 12 l _� sin� (E:15)s
hreiben. Damit erhalten wir f�ur den Energieerhaltungssatz jetztE = m2 ( _x21 + _y21 + _x22) +mgy1 = m2 �2V 2x + 12 l2 _�2(1 + 
os2 �)�+mgy1 = mgh:(E:16)xxiii



Wegen des ver�anderten Ausdru
ks (E.16) f�ur die Energie lautet der Ausdru
k f�urden Lagrangeparameter �3 in lei
hter Abwandlung von (E.11) jetzt�3 = m4l2 � 2y21 �gy1 � ( _x2 � _x1)2 � _y21� = m2l2(1 + 
os2 �)�gl sin�� l2 _�2�= mg2l2(1 + 
os2 �)2 �l sin�(1 + 
os2 �)� 4(h� l sin�) + 8h327l2 �: (E:17)Unter Benutzung dieser Formel kann man jetzt das Vorzei
hen des Lagrangepa-rameters (siehe (E.9))�2 = mg + 2�3 l sin�= mg(1 + 
os2 �)2 �4� 2 sin2 �� 4hl �1� 227(hl )2� sin�� (E:18)untersu
hen. Man �ndet, da� die Werte von sin�, f�ur die �2 vers
hwinden w�urde,immer oberhalb des dur
h den Abl�osepunkt (E.12) gegebenen Wertes sin� = 2h=3lliegen. Daher vers
hwindet �2 ni
ht, solange die Masse 1 den Boden no
h ni
htber�uhrt hat, und die Masse 2 hebt ni
ht vom Boden ab.Wenn die Masse 1 den Boden errei
ht, wird sie elastis
h re
ektiert und f�uhrt imweiteren Verlauf der Bewegung eine unendli
he Folge von H�upfbewegungen dur
h.Die obige Analyse sollte die erstaunli
he Komplexit�at der Bewegung in einemeinfa
hen System deutli
h ma
hen.
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F. Der Kowalewskis
he KreiselIn Kapitel 16 haben wir zwei integrable Spezialf�alle des s
hweren Kreisels disku-tiert, den Eulers
hen und den Lagranges
hen Kreisel. Im Jahre 1889zeigte die russis
he Mathematikerin Sophya Kowalewski mit einer von derfranz�osis
hen Akademie der Wissensa
haften preisgekr�onten Arbeit, da� es genaueinen weiteren integrablen Spezialfall gibt.Zur Charakterisierung eines s
hweren Kreisels gen�ugen die folgenden Angaben:- die Haupttr�agheitsmomente �0i (i = 1; 2; 3) bez�ugli
h des Festpunktes O sowie- der Vektor l = l1 e01 + l2 e02 + l3 e03 = �!OS vom Festpunkt O zum Massen-mittelpunkt S des Kreisels. (Die Einheitsvektoren e0i zeigen in Ri
htung derHaupttr�agheitsa
hsen.)Mittels dieser Parameter k�onnen die integrablen Kreisel folgenderma�en bes
hrie-ben werden:- Eulers
her Kreisel: l = 0- Lagranges
her Kreisel: �01 = �02, l1 = l2 = 0- Kowalewskis
her Kreisel: �01 = �02 = 2�03, l3 = 0Zun�a
hst wollen wir uns klarma
hen, wie ein Kowalewskis
her Kreisel realisiertwerden kann. Dazu notieren wir als Vorbereitung die aus (16.29) folgende Formelf�ur die Beziehung zwis
hen dem Tr�agheitstensor �0 bez�ugli
h des Festpunktes Ound dem Tr�agheitstensor � bez�ugli
h des Massenmittelpunktes S bei Vers
hiebungum den Vektor l = �!OS. Sie lautet�0�� = ��� +M(l2 Æ�� � l� l�): (F:1)Da �01 = �02 gelten soll, k�onnen wir das Haupta
hsensystem des Tr�agheitstensors�0 so w�ahlen, da� neben l3 = 0 au
h l2 = 0 gilt. Dann s
hreibt si
h die Glei
hung(F.1) im Haupta
hsensystem des Tr�agheitstensors �0 als0��0 0 00 �0 00 0 12 �01A := 0��11 �12 �13�21 �22 �23�31 �32 �331A+M 0� 0 0 00 l21 00 0 l211A : (F:2)Daher mu� der Tr�agheitstensors � im Haupta
hsensystem des Tr�agheitstensors�0 diagonal sein (mit Haupttr�agheitsmomenten �i = �ii) und die Bedingungen�0 = �1; �0 = �2 +Ml21; 12�0 = �3 +Ml21 (F:3)erf�ullen. Dies impliziert f�ur die Haupttr�agheitsmomente �i bez�ugli
h des Massen-mittelpunktes S die Relation 2�2 = 2�3 +�1: (F:4)xxv



Die Vers
hiebung des Festpunktes O mu� dann in Ri
htung der Haupttr�agheits-a
hse 1 des Kreisels erfolgen und die Bedingung�1 = �2 +Ml21 (F:5)erf�ullen.F�ur einen homogen mit Masse gef�ullten Quader der Kantenl�angen 
1, 
2, 
3 erh�altman f�ur die Haupttr�agheitsmomente die Formel�3 = M12 (
21 + 
22) (und zyklis
h): (F:6)Die Glei
hungen (F.4) und (F.5) entspre
hen dann den beiden Bedingungen
23 = 3 
22 und 
22 = 
21 + 12 l21 (F:7)f�ur die involvierten L�angen. Die folgende Figur stellt einen sol
hen Quaderkreiseldar.
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Um die Lagrangefunktion des Kowalewskis
hen Kreisels aufzustellen, brau
hen wireine Formel f�ur die H�ohe seines auf der k�orperfesten e01{A
hse liegenden Massen-mittelpunktes �uber dem Festpunkt. Aus (14.4) und (14.27) entnehmen wir daf�urdie Glei
hung e01 � e3 = sin # sin : (F:8)In Anlehnung an (16.84) lautet die Lagrangefunktion des Kowalewskis
hen Kreiselsdaher L = 12�0( _#2 + _'2 sin2 #) + 14�0( _ + _' 
os#)2 �Mg l1 sin # sin : (F:9)xxvi



Als Hamiltonfunktion erhalten wir unter Benutzung von (16.59)H = 12�0 (L021 + L022 + 2L023 ) +Mg l1 sin # sin ; (F:10)wobei die Drehimpulskomponenten L0i mittels (16.58) dur
h die Eulers
hen Winkelund ihre Ges
hwindigkeiten auszudr�u
ken sind. Als zweite Erhaltungsgr�o�e ken-nen wir (siehe (16.85)) die vertikale Komponente des DrehimpulsesL3 = p' = �02 � _'(1 + sin2 #) + _ 
os2 #�: (F:11)Die von Sophya Kowalewski gefundene dritte Erhaltungsgr�o�e istF3 = ��(L01 + iL02)2 � 2�0Mgl1(a13 + ia23)��2= �L021 � L022 � 2�0Mg l1a13�2 + �2L01L02 � 2�0Mg l1a23�2: (F:12)Die hier auftau
henden Matrixelemente a13 = sin # sin und a23 = sin # 
os der Drehmatrix (14.27) haben die ans
hauli
he Bedeutung der Komponenten desvertikalen Einheitsvektors e3 im k�orperfesten System. Da� die Gr�o�en (F.10-12)in Involution zueinander sind, �uberpr�uft man am besten dur
h Bere
hnung derPoissonklammern mittels symbolis
her algebrais
her Manipulation (Mathemati
a,Maple). Die explizite L�osung f�ur den Kowalewskikreisel ist te
hnis
h aufw�andigund soll hier ni
ht weiter verfolgt werden.
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G. Raum
ug mit vorgegebener DauerAngenommen man m�o
hte zu einem vorgegebenen Zeitpunkt t1 zu einem Raum-
ug von der Erde zum Mars starten und zu einem vorgegebenen Zeitpunkt t2dort ankommen. Na
h einer kurzen Anfangsbes
hleunigung wird man si
h dengr�o�ten Teil der Reise ballistis
h im S
hwerefeld der Sonne auf einer elliptis
henBahn bewegen, so da� die S
hwerefelder von Erde und Mars verna
hl�assigt werdenk�onnen. Die gestellte Aufgabe besteht darin, eine geeignete Trajektorie zu �nden,die die obigen Bedingungen erf�ullt. Dieses Problem wurde von Johann Heinri
hLambert (1728-1777) gel�ost.Zur L�osung des Problems erweist si
h eine besondere Parametrisierung der Ellipseals n�utzli
h, die au
h Kepler s
hon benutzte. Wir legen im folgenden die x{A
hsein die gro�e Halba
hse und den Koordinatenursprung in den linken Brennpunktder Keplerellipse, in dem die Sonne liegen soll. Dann lautet die Bahnglei
hung derEllipse in kartesis
hen Koordinaten�x� ea| {z }
osu �2 + � yb|{z}sinu�2 = 1: (G:1)Die hier angezeigte Parametrisierung dur
h den Winkelparameter u istx = a (
osu+ �); y = b sin u: (G:2)Die geometris
he Bedeutung des Winkels u wird aus der folgenden Figur er-si
htli
h, in der zur Ellipse konzentris
he Kreise mit der gro�en und der kleinenHalba
hse a und b als Radien gezei
hnet sind. Die Lote von einem EllipsenpunktP auf die x{ und die y{A
hse s
hneiden diese Kreise in den Punkten A und B.Dann geht die dur
h A und B bestimmte Gerade dur
h das Zentrum Z der Ellipseund bildet mit der gro�en Halba
hse den Winkel u.
P

b a

Zϕ

ρ
u

u

O

B

A
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In Polarkoordinaten um den Brennpunkt Ox = � 
os'; y = � sin' (G:3)s
hreibt si
h die Bahnglei
hung der Ellipse� = a (1� �2)1� � 
os': (G:4)Die Parametrisierung der Ellipse in Polarkoordinaten dur
h den Winkel u ergibtsi
h aus (G.2,3) na
h kurzer Re
hnung zu� = a (1 + � 
osu); tg '2 =r1� �1 + � tg u2 : (G:5)Wenn die Ellipse im Laufe der Zeit dur
hlaufen wird, ergibt si
h zwis
hen denZeitableitungen _u und _' die einfa
he Beziehung� _' = b _u: (G:6)Um sie herzuleiten, kann man z.B. die aus (G.4) und (G.5) folgende Glei
hung(1 + � 
osu)(1� � 
os') = 1� �2na
h der Zeit ableiten,� _u sin u|{z}y=b (1� � 
os')| {z }b2=a� + _' sin'|{z}y=� (1 + � 
osu)| {z }�=a = 0;und die angezeigten Ersetzungen vornehmen.Mittels (G.6) gelingt nunmehr eine elegante Integration des Fl�a
hensatzesm�2 _' = mb� _u = mab (1 + � 
osu) _u = L (G:7)mit dem Ergebnis (Keplers
he Glei
hung)u� � sin u = ! (t� t0); (G:8)wobei ! = Lmab = 2�T = pGMa3=2 (G:9)die mittlere Kreisfrequenz �uber einen Umlauf ist und die Anfangsbedingungu(t0) = 0 angenommen wurde.Um auf das zu Anfang des Kapitels formulierte Raum
ugproblem zur�u
kzukom-men, spezi�zieren wir den Startpunkt der Reise (Erde) dur
h die Polarkoordinaten�1 = �(t1), '1 = '(t1) und den Zielpunkt (Mars) dur
h �2 = �(t2), '2 = '(t2).xxix



Wir wollen das Koordinatensystem so legen, da� die gesu
hte Keplerellipse dur
hdie Glei
hung (G.1) bzw. (G.4) bes
hrieben wird. Da wir dieses Koordinatensys-tem zun�a
hst no
h gar ni
ht kennen, sind uns au
h die Winkel '1 und '2 ni
htbekannt, sondern nur ihre Di�erenz �' = '2 � '1, die wir ohne Eins
hr�ankungder Allgemeinheit als positiv annehmen k�onnen. Die der Problemstellung zugrun-deliegenden Eingabeparameter sind daher�1; �2; �' und �t = t2 � t1: (G:10)Bekannt sind uns damit au
h der Abstandd =p(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 =q�21 + �22 � 2�1�2 
os�' (G:11)zwis
hen Start{ und Zielpunkt sowie die beiden L�angenl� = �1 + �2 � d; (G:12)die wir sp�ater benutzen werden.Zu bestimmen sind die Formparameter der Ellipse a und � sowie die Winkel '1oder '2, die die Lage von Erde (zum Zeitpunkt t1) und Mars (zum Zeitpunkt t2)auf der L�osungsellipse angeben.Wir denken uns nunmehr die L�osungsellipse dur
h den oben de�nierten Winkelu parametrisiert. Die Startposition wird dann dur
h den Winkel u1 = u(t1) unddie Zielposition dur
h den Winkel u2 = u(t2) gekennzei
hnet. Die Lamberts
heProbleml�osung basiert auf der ges
hi
kten Einf�uhrung der beiden Winkel � und �dur
h die Glei
hungen
os� = � 
os u1 + u22 ; � = u2 � u12 (G:13)und der beiden weiteren Winkel 
� = �� �: (G:14)Zwis
hen den hiermit eingef�uhrten Gr�o�en �ndet na
h einigem Re
hnen die ein-fa
hen Beziehungen l� = 4a sin2 
�: (G:15)Zur Herleitung von (G.15) parametrisiert man zun�a
hst die L�angen (G.12) mitHilfe von (G.2) und (G.5) dur
h die Winkel u1 und u2,l� = a �2� �(
osu1 + 
osu2)�p(
osu1 � 
osu2)2 + (1� �2)(sinu1 � sin u2)2�:(G:16)Glei
hung (G.15) ergibt si
h dann dur
h ges
hi
kten Einsatz von trigonometris
henHalbwinkelformeln und Additionstheoremen, unter anderem dur
h Verwendungder Identit�aten sin u2 � sin u1 = 2 sin2 u2 � u12 
os2 u2 + u12
osu2 + 
osu1 = 2 
os2 u2 � u12 
os2 u2 + u12 :xxx



Na
h �ahnli
hen Umformungen erh�alt man s
hlie�li
h aus der Keplers
hen Glei-
hung (G.8) unter Verwendung von (G.9) die weitere BeziehungpGM�t = a3=2�(u2 � sin u2)� (u1 � sin u1)�= a3=2�(
+ � sin 
+)� (
� � sin 
�)�: (G:17)Um eine Bestimmungsglei
hung f�ur die gro�e Halba
hse a zu erhalten, mu� manin (G.17) nur no
h mittels (G.15) die Winkel 
� eliminieren. Dies ist m�ogli
h,wenn man die L�osung die Eigens
haft 4a � l+ besitzt. Mitsin 
�2 = ��(a) �r l�4a (G:18)erh�alt man die Bestimmungsglei
hungpGM�t = a3=2h�2 ar
sin �+(a)� 2�+(a)q1� �2+(a)�� �2 ar
sin ��(a)� 2��(a)q1� �2�(a)�i: (G:19)Da die re
hte Seite dieser Glei
hung bei vorgegebenen l� wegen a � l+=4 ni
ht be-liebig klein werden kann, existiert eine L�osung a nur f�ur gen�ugend gro�e Reisezeiten�t.Na
h der Bestimmung der gro�en Halba
hse a folgen die anderen Bestim-mungsst�u
ke nun lei
ht, weil mit (G.15) die Winkel 
� und mit Glei
hung (G.14)dann au
h die Winkel � und � bekannt sind. Zur Bestimmung der Winkel u1 undu2 rei
ht dann die Bestimmung ihres Mittelwertesu0 = u1 + u22 ; (G:20)wegen u2 = u0+� und u1 = u0��. Anhand der zweiten Glei
hung in (G.5) bringenwir den letzten Eingabeparameter �' ins Spiel und erhalten die Glei
hung�' = 2ar
tg �r1� �1 + � tg u0 + �2 �� 2ar
tg �r1� �1 + � tg u0 � �2 �: (G:21)Dies ist eine Bestimmungsglei
hung f�ur u0, wenn man mittels der ersten Glei
hungin (G.13) den Parameter � = 
os�
osu0 (G:22)als Funktion von u0 betra
htet. Der letzte gesu
hte Parameter � bere
hnet si
hdann aus (G.22).
xxxi



H. Das Wassersto�molek�ulion H+2Ein Elektron, das si
h unter der Wirkung des anziehenden Coulombpotentialszweier Ladungen Ze bewegt, stellt ein weiteres integrables System dar. Wirstellen uns zun�a
hst eine Bes
hreibung dieses Systems in Zylinderkoordinaten(1.9) vor, wobei die beiden Ladungen an den Positionen A und B auf der �{A
hse� = 0 bei � = �
 und � = 
 �xiert sind, wie in der folgenden Figur gezeigt. WennrA = �!AP = r � 
 und rB = ��!BP = r + 
 die beiden Vektoren von den �xiertenKernladungen zum Elektron bezei
hnen, lautet die Hamiltonfunktion des SystemsH = p22m � Ze2� 1rA + 1rB �: (H:1)

A

B

P

rA
ρΘ

ΘB

A

ζ

r
Br

c

-c

Da das System rotationssymmetris
h um die �{A
hse ist (die Zylinderkoordinate' ist zyklis
h), erkennen wir in der �{Komponente des DrehimpulsesL� = (r� p)� = p' (H:2)eine zweite Erhaltungsgr�o�e. Die dritte Erhaltungsgr�o�e s
hreibt si
h unterVerwendung der beiden Winkel �A und �B , die die beiden Vektoren rA und rBmit der �{A
hse eins
hlie�en, als
 = LA � LB + 2m
Ze2(
os�A � 
os�B); (H:3)wo LA = rA � p und LB = rB � p die Drehimpulse des Elektrons bez�ugli
hder Aufpunkte A und B sind. Diese Erhaltungsgr�o�e geht im isotropen Grenzfall
! 0 in die dort o�ensi
htli
he Erhaltungsgr�o�e L2 �uber.xxxii



Zur bequemen Bere
hnung der erforderli
hen Poissonklammern benutzen wir imfolgenden anstelle der Zylinderkoordinaten � und � die rotationselliptis
henKoordinaten � = rA + rB2
 ; � = rA � rB2
 (H:4)mit der Umkehrbeziehung� = 
p(�2 � 1)(1� �2); z = 
 �� (� � 1;�1 � � � 1): (H:5)Die Fl�a
hen zu konstantem � sind konfokale Rotationsellipsoide mit den Brenn-punkten A und B, die Fl�a
hen zu konstantem � dazu orthogonale konfokale zwei-s
halige Rotationshyperboloide.Die generalisierten Ges
hwindigkeiten der Zylinderkoordinaten � und � dr�u
kensi
h in denen der elliptis
hen Koordinaten � und � wie_� = 
 (1� �2)� _� � (�2 � 1)� _�p(�2 � 1)(1� �2) ; _z = 
 (� _� + � _�) (H:6)aus, so da� die kinetis
he Energie in rotationselliptis
hen Koordinaten die GestaltT = m2 ( _�2 + �2 _'2 + _z2)= m2 
2 ��(1� �2)� _� � (�2 � 1)� _��2p(�2 � 1)(1� �2) +p(�2 � 1)(1� �2) _'2 + (� _� + � _�)2�(H:7)annimmt. F�ur die generalisierten Impulse der rotationselliptis
hen Koordinatenerhalten wir damit p� = �T� _� = m
2 �2 � �2�2 � 1 _�;p� = �T� _� = m
2 �2 � �21� �2 _�;p' = �T� _' = m
2 (�2 � 1)(1� �2) _'; (H:8)
womit die kinetis
he Energie in den Impulsen die GestaltT = 12m
2 � �2 � 1�2 � �2 p2� + 1� �2�2 � �2 p2� + p2'(�2 � 1)(1� �2)� (H:9)erh�alt.Da die Energie (H.1) und die in (H.3) de�nierte Gr�o�e 
 ni
ht von der Koordinate' abh�angen, vers
hwinden die beiden PoissonklammernfH; p'g = 0; f
; p'g = 0: (H:10)xxxiii



Zum Na
hweis der Integrabilit�at fehlt uns daher nur no
h das Vers
hwindender Poissonklammer fH;
g sowie die Unabh�angigkeit (13.86) der drei Erhal-tungsgr�o�en. Im folgenden werden wir anstelle der Erhaltungsgr�o�e 
 die glei
h-wertige Erhaltungsgr�o�e G = �H � 
2m
2 (H:11)verwenden.Das Skalarprodukt der beiden DrehimpulseLA = (r+ 
)� p; LB = (r� 
)� p (H:12)bere
hnet si
h ausLA �LB = (r2�
2) p2�(r�p)2+(
�p)2 = (r2�
2) p2�(�p�+zpz)2+
2p2z: (H:13)F�ur die Transformation auf rotationselliptis
he Koordinaten leiten wir unter Be-nutzung von (H.5) und (H.8) die Hilfsbeziehungenp� = m _� = m
 (1� �2)� _� � (�2 � 1)� _�p(�2 � 1)(1� �2) = p(�2 � 1)(1� �2)
 (�2 � �2) (�p� � �p�);pz = m _z = m
(� _� + � _�) = (�2 � 1)�p� + (1� �2)�p�
 (�2 � �2) : (H:14)her, aus denen die Darstellungr � p = 1�2 � �2 �(�2 � 1)�p� + (1� �2)�p�� (H:15)folgt. Unter Verwendung der Darstellung f�ur p2 aus (H.9) erhalten wir damits
hlie�li
hLA � LB = (�2 � 1)(1� �2)�2 � �2 (p2� � p2�) + � 11� �2 � 1�2 � 1�p2': (H:16)F�ur die Darstellung der Potentialterme folgern wir aus (H.4)rArB = 
2(�2 � �2) (H:17)und damit die Ausdr�u
ke1rA + 1rB = 2�
 (�2 � �2) ; 1rA � 1rB = �2�
 (�2 � �2) ; (H:18)die wir f�ur die Hamiltonfunktion (H.1) und f�ur den zweiten Summanden der drittenErhaltungsgr�o�e (H.3) brau
hen. Mit
os�A = z + 
rA ; 
os�B = z � 
rB (H:19)xxxiv



ergibt si
h
os�A � 
os�B = � 1rA � 1rB � z + � 1rA + 1rB � 
 = 2� 1� �2�2 � �2 : (H:20)Das endg�ultige Ergebnis s
hreibt si
h unter Verwendung der beiden Hilfsgr�o�enH� = 12m
2 �(�2 � 1)p2� + p2'�2 � 1�� 2Ze2
 �H� = 12m
2 �(1� �2)p2� + p2'1� �2 � (H:21)s
hlie�li
h sehr kompakt alsH = 1�2 � �2 [H� +H�℄;G = �1�2 � �2 [�2H� + �2H�℄: (H:22)Die Bere
hnung der Poissonklammer fH;Gg reduziert si
h jetzt wegen der o�en-si
htli
hen Beziehungen�H��� = �H��p� = �H��' = 0; �H��� = �H��p� = �H��' = 0;�G�p� = ��2 �H�p� ; �G�p� = ��2 �H�p� (H:23)na
h wenig aufw�andiger Re
hnung auffH;Gg = ���2 �H�� � �G�� ��H�p� + ���2 �H�� � �G�� ��H�p� = 0: (H:24)Die Unabh�angigkeit der drei Erhaltungsgr�o�en und damit der vollst�andige Na
h-weis der Integrabilit�at ergibt si
h s
hlie�li
h na
h (13.86) aus der Funktionalde-terminante �(H; p'; G)�(p�; p�; p') = (�2 � 1)(1� �2)p�p�m2
4(�2 � �2) 6� 0: (H:25)Um den L�osungsme
hanismus f�ur integrable Systeme na
h Kapitel 13 in Gang zusetzen, m�ussen wir die Erhaltungss�atzeH = E; G = 
; p' =M (H:26)na
h den generalisierten Impulsen au
�osen. Die Abh�angigkeit von den Systemkon-stanten gestaltet si
h dabei �ubersi
htli
her, wenn man nat�urli
he Einheiten f�urEnergie und Wirkung, E0 = Ze2
 ; p0 = pm
Ze2; (H:27)xxxv



einf�uhrt und alle Energien in Einheiten von E0 und alle Impulse in Einheitenvon p0 mi�t. (Da unsere generalisierten Koordinaten dimensionslos sind, habenihre Impulse die Dimension einer Wirkung.) Wir bezei
hnen die skalierten Erhal-tungsgr�o�en mit ~E = EE0 ; ~
 = 
E0 ; ~M = Mp0 (H:28)und erhalten na
h Au
�osen der Glei
hungen (H.26) na
h den Impulsen~p� =s2 ~E�2 + 4� + 2~
 � ~M2=(�2 � 1)�2 � 1 ;~p� =s�2 ~E�2 � 2~
 � ~M2=(1� �2)1� �2 ;~p' = ~M: (H:29)
Auf der Grundlage dieser Glei
hungen kann man nun lei
ht f�ur gebundene Bewe-gunge (E < 0) die Struktur der L�osungstori im Phasenraum diskutieren und na
hden Vors
hriften in Kapitel 13 Wirkungs{ und Winkelvariable einf�uhren. Die dazuauszuf�uhrenden Integrationen f�uhren auf elliptis
he Funktionen.Die quantenme
hanis
he Behandlung dieses Problems hat eine interessante Ge-s
hi
hte und konnte die Existenz eines gebundenen Zustandes f�ur das H+2 {Ionna
hweisen.
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I. Die Toda{KetteDie Toda{Kette ist ein au�ergew�ohnli
hes integrables System. Es ist ein eindimen-sionales System mit n Teil
hen der Masse m, Koordinaten qi und Impulsen pi, die�uber ein ni
htlineares Potential we
hselwirken und dur
h die HamiltonfunktionH = 12m nXi=1 p2i + V0 nXi=1 e qi�qi+1a (I:1)bes
hrieben werden. Die potentielle Energie ist dur
h die Vorstellung motiviert,da� die Teil
hen in der Form q1 < q2 < : : : < qn in aufsteigender Reihenfolgeangeordnet sind und daher die We
hselwirkung auf n�a
hste Na
hbarn bes
hr�anktist. Die angegebene Anordnung ist allerdings im Modell (I.1) dann gar ni
htvorausgesetzt. Die in der potentiellen Energie (f�ur i = n) auftretende Koordinateqn+1 identi�zieren wir mit der Koordinate q1 (\zyklis
he Randbedingungen"). In-dem wir s
hlie�li
h L�angen, Energien und Zeiten in geeigneten Einheiten messen,k�onnen wir f�ur die drei Parameter der Toda{Kette ohne Bes
hr�ankung der All-gemeinheit die Annahme a = m = V0 = 1 ma
hen. Die aus (I.1) folgendenHamiltons
hen Glei
hungen lauten dann_qi = pi; _pi = �eqi�qi+1 + eqi�1�qi (i = 1; : : : ; n) (I:2)mit den Konventionen f�ur zyklis
he Randbedingungenq0 = qn; qn+1 = q1: (I:3)Die Konstruktion von n Erhaltungsgr�o�en der Toda{Kette gelingt, indem man ausden Bewegungsglei
hungen (I.2) eine Di�erentialglei
hung f�ur eine (n�n){Matrixherleitet. Wir de�nieren zur Abk�urzung die Gr�o�enai = e qi�qi+12 (i = 1; : : : ; n) (I:4)und bilden damit die symmetris
he Matrix
L = 0BBBBBB� p1 a1 0 0 : : : ana1 p2 a2 0 : : : 00 a2 p3 a3 : : : 0... ... ... . . . ... ...0 0 0 : : : pn�1 an�1an 0 0 : : : an�1 pn

1CCCCCCA (I:5)
sowie die antisymmetris
he Matrix

M = 12 0BBBBBB� 0 a1 0 0 : : : �an�a1 0 a2 0 : : : 00 �a2 0 a3 : : : 0... ... ... . . . ... ...0 0 0 : : : 0 an�1an 0 0 : : : �an�1 0
1CCCCCCA : (I:6)

xxxvii



Man �uberpr�uft nun lei
ht, da� diese beiden Matrizen aufgrund der Bewegungsglei-
hungen (I.2) die Di�erentialglei
hungdLdt = LM �ML (I:7)erf�ullen. Ein Paar von Matrizen mit der Eigens
haft (I.7) nennt man au
h einLax{Paar. Tats�a
hli
h impliziert die Glei
hung (I.7) f�ur die Diagonalelemente piund die Ni
htdiagonalelemente ai der Matrix L die Di�erentialglei
hungen_pi = (a2i�1 � a2i ); _ai = ai(pi � pi+1)=2 (i = 1; : : : ; n): (I:8)Anhand der De�nitionen (I.4) erkennt man sofort die �Aquivalenz_pi = (a2i�1 � a2i ) () _pi = �eqi�qi+1 + eqi�1�qi (i = 1; : : : ; n): (I:9)Die n Glei
hungen f�ur _ai in (I.8) folgen aus den n Glei
hungen _qi = pi in (I.2),sind allerdings linear abh�angig voneinander und es gilt die �Aquivalenz� _ai = ai(pi � pi+1)=2 (i = 1; : : : ; n); nXi=1 _qi = nXi=1 pi� ()_qi = pi (i = 1; : : : ; n): (I:10)Aus der Di�erentialglei
hung (I.7) folgt die Unabh�angigkeit aller Eigenwerte derMatrix L von der Zeit t oder, �aquivalent dazu, die Zeitunabh�angigkeit des 
harak-teristis
hen Polynoms det(L� �I) der Matrix L. Die n KoeÆzienten des 
harak-teristis
hen Polynoms ergeben n Erhaltungsgr�o�en und begr�unden vorbehaltli
hdes Na
hweises ihrer Kompatibilit�at und Unabh�angigkeit den Beweis f�ur die Inte-grabilit�at der Toda{Kette.Zum Beweis der Zeitunabh�angigkeit des 
harakteristis
hen Polynoms betra
htenwir eine regul�are (als Matrix invertierbare) L�osung V (t) der Di�erentialglei
hungddtV (t) = �M(t)V (t): (I:11)F�ur die Inverse von V (t) gilt dann die Di�erentialglei
hungddtV �1 = �V �1 _V V �1 = V �1M(t) (I:12)und wir erhalten damit unter Benutzung von (I.7)ddt�V �1LV � = V �1(ML+ _L� LM)V = 0 =) V �1(t)L(t)V (t) = C=) det(L� �I) = det(C � �I) (I:13)xxxviii



mit einer zeitunabh�angigen Matrix C.Wir bezei
hnen die erhaltenen KoeÆzienten von (��)n�i des 
harakteristis
henPolynoms det(L� �I) mit Fi(n). Dann sind die ersten drei Erhaltungsgr�o�enF1(n) = nXi=1 pi = P;F2(n) = X1�i<j�n pipj � nXi=1 eqi�qi+1 = 12P 2 �H;F3(n) = X1�i<j<k�n pipjpk � nXi=1 eqi�qi+1 Xj 6=(i;i+1) pj + 2Æ3n: (I:14)
Die ersten beiden Erhaltungsgr�o�en sind dur
h die o�ensi
htli
hen Erhaltungs-gr�o�en Gesamtimpuls P und Gesamtenergie H bestimmt. Die weiteren Erhal-tungsgr�o�en sind ganz neuartig, da Fi(n) ein Polynom vom Grade i in den Im-pulsen ist.Zum Na
hweis der Unabh�angigkeit der n Erhaltungsgr�o�en Fi(n) mu� man dieFunktionaldeterminante (13.86) bere
hnen. Es gen�ugt hier, den Fall vers
hwinden-der potentieller Energie (V0 = 0) zu untersu
hen, in dem mandet �F(n)�p = Y1�i<j�n(pi � pj) 6� 0 (I:15)erh�alt. Die potentielle Energie erzeugt hier additive Zusatzterme von geringererOrdnung in den Impulsen, die ni
ht ein identis
hes Vers
hwinden der Determinantebewirken k�onnen.Der Beweis, da� wie in (13.85) die n Erhaltungsgr�o�en Fi(n) paarweise in In-volution zueinander sind, erfordert einige Anstrengung. Wir beginnen mit derDe�nition der Erhaltungsgr�o�en (I.14) im Falle vers
hwindender potentieller En-ergie F 0i (n) = �j2[1;n℄Xf�jgij=1 p�1 � � � p�i : (I:16)Hier kommt jeder Impuls h�o
hstens einmal in einem Summanden vor, d.h. dieIndizes �j sind paarweise vers
hieden. Aus den F 0i (n) kann man die Erhal-tungsgr�o�en Fi(n) mit Hilfe des OperatorsOn = nYi=1h1� a2i �2�pi�pi+1 i (I:17)mittels der Formel Fi(n) = OnF 0i (n)� 2(�1)nÆi;n (I:18)xxxix



erzeugen. Der Operator On ersetzt jedes Produkt bena
hbarter Impulse pipi+1dur
h die Subdeterminante pipi+1 � a2i . Dies ist genau die Art, in der die Ni
ht-diagonalelemente ai der Bandmatrix L in die Adjunkten eingehen, aus denen dieFi(n) gebildet sind. Nur f�ur i = n werden damit ni
ht die Produkte a1 � � �an = 1der Nebendiagonalelemente ber�u
ksi
htigt, die daher dur
h den Zusatzsummanden�2 erg�anzt werden.Zur Bere
hnung der Poissonklammern (13.35) brau
hen wir die Abk�urzungenJ (k)i;i+s�1(n) = �sF 0k (n)�pi � � ��pi+s�1 (I:19)und xi;i+s�1 = a2i � � �a2i+s�1; (I:20)wobei s jede nat�urli
he Zahl aus dem Intervall [1; n℄ sein kann. (Indizes, die gr�o�erals n sind, sind immer modulo n zu verstehen.) Man �uberzeugt si
h nun lei
htvon den beiden Identit�aten�Fm(n)�qj = �On�xj;jJ (m)j;j+1(n)� xj�1;j�1J (m)j�1;j(n)� (I:21)und �Fm(n)�pj = OnJ (m)j;j (n); (I:22)mit deren Hilfe die Poissonklammern si
h zu[Fk(n); Fl(n)℄ = nXj=1 xj;j�[On(J (k)j+1;j+1(n)� J (k)j;j (n))℄[OnJ (l)j;j+1(n)℄� [On(J (l)j+1;j+1(n)� J (l)j;j (n))℄[OnJ (k)j;j+1(n)℄� (I:23)ergeben. Wir werden im folgenden induktiv beweisen, dass in Verallgemeinerungvon (I.23) f�ur beliebige s = 1; 2; : : : die Formel[Fk(n); Fl(n)℄ = nXj=1 xj;j+s�1�[On(J (k)j+1;j+s(n)� J (k)j;j+s�1(n))℄[OnJ (l)j;j+s(n)℄� [On(J (l)j+1;j+s(n)� J (l)j;j+s�1(n))℄[OnJ (k)j;j+s(n)℄� (I:24)gilt, deren G�ultigkeit f�ur s = 1 mit (I.23) festgestellt wurde. Die re
hte Seite von(I.24) vers
hwindet jedo
h f�ur s � max(k; l), weil dann J (k)j;j+s(n) und J (l)j;j+s(n)beide vers
hwinden. Daher sind alle Erhaltungsgr�o�en Fk(n) als paarweise invo-lutoris
h erkannt, sobald die G�ultigkeit der Formel (I.24) f�ur alle s na
hgewiesenist. xl



Wir nehmen also an, die Glei
hung (I.24) gelte f�ur ein s � 1. Ni
ht vers
hwindendeBeitr�age zu einer Di�erenz J (m)j+1;j+s(n)�J (m)j;j+s�1(n) leiten si
h na
h (I.19) nur ausSummanden in F 0m(n) ab, die den Faktor pi � � � pi+s enthalten. Denn der Faktorpi+1 � � � pi+s�1 muss mindestens enthalten sein, damit ni
ht beide Summandender Di�erenz vers
hwinden. Wenn nur einer der beiden zus�atzli
hen Faktoren piund pi+s enthalten ist, heben si
h die beiden Beitr�age, die von analogen Termenin F 0m(n) mit pi � � � pi+s�1 und pi+1 � � � pi+s herr�uhren, gegenseitig auf. Es folgtdaher die Identit�atJ (m)j+1;j+s(n)� J (m)j;j+s�1(n) = (pj � pj+s)J (m)j;j+s(n): (I:25)Indem wir diese in (I.24) einsetzen, erhalten wir[Fk(n); Fl(n)℄ = nXj=1 xj;j+s�1��[On; pj � pj+s℄J (k)j;j+s(n)�[OnJ (l)j;j+s(n)℄� �[On; pj � pj+s℄J (l)j;j+s(n)�[OnJ (k)j;j+s(n)℄�: (I:26)Hier haben wir die Produkte On(pj�pj+s) dur
h die Kommutatoren [On; pj�pj+s℄ersetzen k�onnen, weil die Zusatzterme der ersten und zweiten Zeile in (I.26) einan-der kompensieren. Da jeder Impuls in F 0m(n) h�o
hsten in erster Potenz vorkommt,ergeben si
h nun die Indentit�aten[On; pj ℄J (m)j;j+s(n) = �Ona2i�1J (m)j�1;j+s(n);[On; pj+s℄J (m)j;j+s(n) = �Ona2i+sJ (m)j;j+s+1(n): (I:27)Indem man diese in (I.26) einsetzt, erh�alt man[Fk(n); Fl(n)℄ = nXj=1 xj;j+s�1�[Ona2j+sJ (k)j;j+s+1(n)� Ona2j�1J (k)j�1;j+s(n)℄[OnJ (l)j;j+s(n)℄� [Ona2j+sJ (l)j;j+s+1(n)� Ona2j�1J (l)j�1;j+s(n)℄[OnJ (k)j;j+s(n)℄�= nXj=1�[xj;j+sOnJ (k)j;j+s+1(n)� xj�1;j+s�1OnJ (k)j�1;j+s(n)℄� [OnJ (l)j;j+s(n)℄� [xj;j+sOnJ (l)j;j+s+1(n)� xj�1;j+s�1OnJ (l)j�1;j+s(n)℄� [OnJ (k)j;j+s(n)℄�:
(I:28)

Dur
h Anheben des Summationsindex j um 1 in den jeweils re
hten Summandenund dur
h Vertaus
hen der unteren und oberen Summanden erh�alt man s
hlie�li
hxli



das Endergebnis[Fk(n); Fl(n)℄ = nXj=1 xj;j+s�[On(J (k)j+1;j+s+1(n)� J (k)j;j+s(n))℄[OnJ (l)j;j+s+1(n)℄� [On(J (l)j+1;j+s+1(n)� J (l)j;j+s(n))℄[OnJ (k)j;j+s+1(n)℄�; (I:29)dur
h das die Induktion von s auf s+ 1 dur
h Verglei
h mit (I.24) erwiesen ist.Eine alternative M�ogli
hkeit zur De�nition von n zu den Fi(n) �aquivalenten un-abh�angigen Erhaltungsgr�o�en erh�alt man �uber die n SpurenGi(n) = SpurLi (i = 1; : : : ; n): (I:30)Die algebrais
hen Beziehungen zwis
hen den beiden Basissystemen h�angen ni
htvon der Zahl n der Freiheitsgrade ab. Man erh�alt f�ur die ersten Erhaltungsgr�o�endie FormelnG1(n) = F1(n)G2(n) = F 21 (n)� 2F2(n)G3(n) = F 31 (n)� 3F1(n)F2(n) + 3F3(n)G4(n) = F 41 (n)� 4F 21 (n)F2(n) + 4F1(n)F3(n) + 2F 22 (n)� 4F4(n) (I:31)Die Gi(n) eignen si
h besser zur Betra
htung des Grenzfalls n ! 1 unendli
hlanger Ketten, weil sie im Gegensatz zu den Fi(n) linear in der Systemgr�o�e sind.Die Toda{Kette f�ur n = 3 steht in enger Beziehung zum H�enon{Heiles{System(12.54). Wir spezi�zieren die Parameter der Toda{Kette (I.1) so (m = 1, a =1=p8, V0 = 1=24), da� ihre Hamiltonfunktion dur
hH = 12(p21 + p22 + p23) + 124(e q1�q2p8 + e q2�q3p8 + e q3�q1p8 ) (I:32)gegeben ist. Wegen der Translationsinvarianz f�uhren wir Massenmittelpunkt{ undRelativkoordinatenQ1 = 2q1 � q2 � q3p6 ; Q2 = q3 � q2p2 ; Q3 = q1 + q2 + q33 (I:33)ein. Hierbei ist Q3 die Koordinate des Massenmittelpunktes des Gesamtsystems,Q1 die Relativkoordinate zwis
hen dem Massenmittelpunkt der Freiheitsgrade q2und q3 und dem Freiheitsgrad q1 und Q2 die Relativkoordinate der Freiheitsgradeq3 und q2. Die alten Koordinaten dr�u
ken si
h dur
h die neuen wieq1 = Q3+p23 Q1; q2 = Q3� 1p6Q1� 1p2Q2; q3 = Q3� 1p6Q1+ 1p2Q2 (I:24)xlii



aus. Damit erh�alt die kinetis
he Energie in den zu den neuen Koordinaten Qikanonis
h konjugierten Impulsen Pi die GestaltT = P 21 + P 222 + P 236 : (I:35)Wenn wir die potentielle Energie in den neuen Koordinaten bis zur dritten Ord-nung entwi
keln, erhalten wir das ErgebnisV = 18 + Q21 +Q222 +Q21Q2 � Q323 +O(Q4): (I:36)Die aus (I.35) und (I.36) gebildete Hamiltonfunktion ist in den beiden Rela-tivfreiheitsgraden 1 und 2 identis
h mit der Hamiltonfunktion (12.54). Die Toda{Kette mit drei Freiheitsgraden ist also eine integrable Erweiterung des 
haotis
henH�enon{Heiles{Systems auf gro�e Anharmonizit�aten.

xliii
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