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Vorbemerkungen

Das vorliegende Skript zum theoretischen Teil der VorlesBhgsik | ersetzt nicht den re-
gelmassigen Besuch der Vorlesungen. Es ist al@fzghg gedacht, zum Nacharbeiten oder zur
Vorbereitung auf Klausuren und dftingen. Deshalb sollten alle Formeln und Aussagen immer
kritisch betrachtet werden, eshriten noch Druckfehler enthalten sein!

Wesentlicher Bestandteil der VorlesuRtysik Isind dieUbungen. Gerade in den ersten Se-
mestern ist es unbedingt erforderlich, den Stoff durch eigetiges Bearbeiten vddbungs-
aufgaben zu vertiefen.

Die Vorlesung verfolgt zwei Hauptziele. Zum einen soll das mathematische Handwerkszeug auf
einem praxisorientierten Niveau vermittelt werden. Damit wird der experimentelle Teil der Vor-
lesung untersitzt, da die Mathematik-Vorlesungen die relevanten Inhalte erst wesentatérsp”™

im Studium bereitstellen — dann allerdings wesentlich besser fundiert. Zum anderen soll der
Theorieteil von Physik | einen Einblick in die Arbeitsweise der theoretischen Physik geben. Ihr
Aufbau orientiert sich dabei an physikalischen Fragestellungen.

Fir Fehlermeldungen und Verbesserungsvoesgilbin ich jederzeit dankbar. Sierkien auch
per Email an michdu@thp.uni-koeln.de ) geschickt werden. Die jeweils aktuellste Ver-
sion des Skripts ist im Internebbér meine Homepage

http://www.thp.uni-koeln.de/ ~gu/zusatzlehre.html

verflgbar.
Das Skript basiert in seiner vorliegenden Form auf dem Skript von Priv.-Doz. Dr. Andreas Schad-
schneider.

Go6tz S. Uhrig



Literaturempfehlungen

Im folgenden finden Sie eine kommentierte Auswahl der paqstén Lehrbcher. Die Vorle-

sung orientiert sich nicht speziell an einem Buch. Ich empfehle Ihnen deshalb, sich vor einem
eventuellen Kauf zusmchst die einzelnen Werkewgrdlich anzusehen. Die meisten sind in der
Studentenbibliothek vorhanden.

e S. GroBmannMathematischer Eirfhrungskursiir die PhysikTeubner-Verlag)

Sehr empfehlenswerte, preiswerte Eimfling in die wichtigsten mathematischen Techni-
ken, von einem Physikeuf Physiker geschrieben. Kanratwend des gesamten Studiums
verwendet werden, insbesondere als Nachschlagewerk.

e C. Kittel, W.D. Knight, M.A. Ruderman, A.C. Helmholz, B.J. MoydBerkeley Physik
Kurs 1: MechanikVieweg)

Sehrubersichtliches Buch, das den Stoff der Vorlesung weitgehend abdeckt. Die Themen
werden ausfhirlich und auf relativ einfachem Niveau diskutiert.

e D. Halliday, R. Resnick, J. WalkePhysik(Wiley-VCH)
Viel gelobte aktuelldJbersetzung des englischen Originals; sehr umfassend.

e W. Nolting: Grundkurs: Theoretische Physik, Band 1: Klassische Mechf@iag Zim-
mermann-Neufang)
Sehr gut strukturiertes Lehrbuch mit einer guten Himting auch in die mathematischen
Techniken. Entalt zahlreiche Aufgaben und Kontrollfragen und deckt zusammen mit
Band 2 im Wesentlichen auch den Stoff der Vorlesung Theoretische Physik 1 ab.

e R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. San@feynman Vorlesungdiber PhysikOldenbourg)
Ein eher ungewfinliches Lehrbuch! Sehr empfehlenswert alsaming zur Vorlesung,
um einen alternativen Zugang kennenzulernen, insbesondere in der zweisprachigen (deutsch-
englisch) Ausgabe.

e W. GreinerTheoretische Physik, Band 1: Mechanik I; Band 2: Mechan(K#rri Deutsch)
Die ersten beiden&ide einer popalen Reihe. Alle Binde enthalten zahlreiche Aufgaben
mit Losungen. Band 1 und 2 decken zusammen allerdings nicht den Inhalt der Vorlesung
Theoretische Physik 1 ab.

e C. GerthsenPhysik(Springer-Verlag)
Mittlerweile vorallem ein Nachschlagewerk, wenn man einen physikalischen Effekt oder
Sachverhalt nicht kennt und eine erste Information dazu sucht. Anspruchhuiteys-
aufgaben, es gibt auch ein spezielldsungsbuch mit bsungen.
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1 Physikalische und mathematische Grundlagen

Was ist eigentlich theoretische Physik?

Theoretische Physik ist der experimentellen Physik nachgelagert. Sie hat zwei grof3e Aufgaben.
Zum Einen soll sie die experimentellen Daten in GesefigKkeiten zusammenfassen, um so
eine wesentliche Reduktion der Daten zu erreichen. Die sich so ergebenden physikalischen Ge-
setze beinhalten also ein grof3es Mal? an experimenteller Erfahrung. Die physikalischen Gesetze
werden mittels mathematischer Strukturen formuliert; die Mathematikiisdéin Physiker also

eine Sprache, deren Grammatik die Logik ist.

Zum Anderen bietet ein gutes theoretisches Konzept auch digidhkeit, Gesetz@iigkeiten
vorherzusagen. Eknen Experimente vorgeschlagen werden und deren Ergebnis kann progno-
stiziert werden. An Hand solcher Vorhersageftlsich eine Theorie experimentell falsifizieren.
Besitzen wir zu einer Klasse von &momenen einfache Konzepte, die uns erlauben, die Ergeb-
nisse zu berechnen, sauvden wir sagen, dal’ wir diese &tomene verstehen. Da die Physik
aber eine Naturwissenschaft ist, in der wir uns bleni, die Natur zu beschreibenussén wir

uns immer bewul3t sein, dafld jede erfolgreiche Beschreibung, jedes gute theoretische Konzept,
durch fortschreitende experimentelle Erkenntnigserhiolt werden kann.

1.1 Physikalische Gbl3en

Grundlegendes Element der Physik sind physikalisclo8&m. Jede Gf3e erfordert eine prise
Mel3vorschrift, so dald sie objektiv bestimmt werden kann. Objektiv bedeutet hierantaghkion

der messenden Person, dem Ort oder der Zeit, wo bzw. wann das Experiment durdhgied:

Eine physikalische @f3e ist gekennzeichnet durch einen Zahlenwert und eine Einheglidhé
Dimensionen der Einheit sind z.Bahge, Masse oder Zeit.adfig hilft eine Dimensionsanalyse

als Probe einer Rechnung und auch bei der Ableitung von GeaBigke€iten, da die Dimension

die Anzahl der mglichen Kombinationen verschiedeneroBen stark einschriken. So kann

man aus einer Geschwindigkeitghge pro Zeit) und einer Zeit nur in einer Art und Weise eine
Lange gewinnen,amlich durch Multiplikation. Division@ihrt zu einer anderen physikalischen
Grol3e.

Einen Satz Basiseinheiten nennen wir ein MaRsystem. Gesetzlich vorgeschrieben sind die SI-
Einheiten (SI: sygme international). Die Einheitlichkeit von MalRsystemen ist ein grol3er Vorteil,
da man sonst immer wieder komplizierte Umrechnungen duhekfi mul3.

Neben der Dimensionsanalyse spieleo@iordnungen in der Physik eine wichtige Rolle. Die
Abschatzung von GolRenordnungen erlaubt uns, einen ersten Eindruck zu erhalten, was von
was plausiblerweise abhgen kann. Wir &inen absdtzen, welche Elemente einesdPbimens
wichtig sind. Ein einfaches Beispiel ist eine Ameise, die auf die Eatlie Wir werden sehen, dal3
dabei auch die Erde in Richtung Ameisditf' dennoch ist dieser Effekt doch eher vernaskig-

bar.

Wichtige Skalen in der Physik seien an den extremal@mgen und Zeiten illustriert.

e Minimale Lange (Planck-aihge)~ 10**m
Sie entspricht der &rige, unterhalb der unser bisheriges \dardtiis der Raumzeit zusam-
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Abbildung 1.1: Ortsvektor als Beispialfeinen Vektor.

menbricht. Auf dieser Skala wird die Quantengravitation wichtig,die es noch keine
akzeptierte Theorie gibt. Allerdings sind wir auch experimentell noch sehr weit von der
Planck-Lange entfernt.

e Maximale Lange (Durchmesser des Weltalts)L0 Milliarden Lichtjahre~ 10**m

Wir besitzen also ein grol3es Béijungsfeld von ca. 60 GRenordnungen.
Mittels der in der Physik hervorgehobenen Geschwindigkeit, der Lichtgeschwindigkei -
108m/s kann man die obigenangen in Zeiten umrechnen und alth”

e Minimale Zeit (Planck-Zeitk 10~*3s

e Maximale Zeit (Alter des Weltalls) 10 Milliarden Jahre~ 10'"s

1.2 \Vektoren

Bisher haben wir bei physikalischen@®én nur auf Zahlenwert und Einheit geachtetufitj ist

es aber sinnvoll, gewisse @ién zusammenzufassen, z.B. bei der Angabe eines Ortes als Punkt
in einem Koordinatensystem, siehe Abb. 1.1. Es gibt verschiedene Objekte solch zusammenge-
fal3ter Informationen, ammlich Vektoren, Matrizen, Tensoren, Vierervektoren usw.. Wir wollen
uns hier erst einmal auf die Vektoren besutkén. Vektoren stehen physikalisalr fjerichtete
Grof3en, die sich wie Ortsvektoren verhalten bei gewissen Standardtransformationen wie Drehun-
gen, Spiegelungen und Verschiebungen. Eine ungerichtet®eGrénnen wir Skalar. Beispiele

fur Vektoren sind neben dem Ort Verschiebungen oder Geschwindigkeiten. Beispiglafare

sind die Zeit, die Masse oder die Energie. Beachte, dal3 die mathematische Sicht in diesem Punkt
ein ganz andere ist, siehe unten.

Typische Notationenu Vektoren sind in der Literatuf, a odera. In dieser Vorlesung soll die
Notationa verwendet werden, da sie uns eincklich an den gerichteten Charakter erinnert und
auch handschriftlich ausautiren ist.

Die mathematische Definition von Vektoren baut auf folgenden Axiomen auf.
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Abbildung 1.2: (a) Addition zweier Vektoren als Ausifung zweier Verschiebungen hinterein-
ander. Man erkennt, daf3 die Addition kommutativ ist. Das Bild entspricht deafidf@rallelo-
gramm, so dal3 wir erkennen, dal3 auchfk& Vektoren sind. (b) Veranschaulichung des Inversen.

Definition 1.1 QVektorraum, Vektor). IEjne Menge von Elementdd = {a, b,.. . } heif3t Vek-
torraum undi, b, . . . Vektoren, wenrva, b, ¢, - -- € V gilt:

1. Abgeschlossenheii:.+ beVundi@ eV Ve R; (A ist ein Skalar)

2. Assoziatividit:@ + (b + @) = (@ +b) + ¢

3. Neutrales Element (NullvektorJ € V mitg +0=aVa e V

4. Inverse¥a € V 3b e V mitd + b = 0. b ist das zui inverse Element.
Man schreibt auch-a.

5. Kommutativitit:d +b = b + @

6. VA, u € R gilt:

ST}

@ A+pd=ra+p
(b) (A\p)a@ = A(ua)
(©) A(@+b) = (A@) + (Ab)

7.1-a=a

Die Addition zweier Vektoren kann man sich als Hintereinanderdusiig zweier Verschiebun-

gen veranschaulichen, siehe Abbildung 1.2a. Dabei liest man auch leicht die Kommattabyit™
Ebenso leicht kann man sich das Inverse eines Vektors als den jeweils entgegengesetzt gerichte-
ten Pfeil veranschaulichen, siehe Abbildung 1.2b. Offensichtlich ergibt die Addition von Vektor
und seinem Inversen den Nullvektor, das neutrale Element. Die Subtraktion eines Vektors wird
definiert als die Addition des Invers@n- b := @ + (— b)

Beispiel 1.1.
R2 mitd = ( “ > : wobeia;,as € R

a2



Sy

ST

Abbildung 1.3: Zur Anschauung des Skalarprodukts.

mit der Addition und skalaren Multiplikation: @ + \b = ( a1 + Aby )

as + )\bg

Verallgemeinerung: R",

z.B. beschreibt = 3 den normalen dreidimensionalen Raum unsereagllithen Anschauung.
Firn = 1 erhélt man die bekannten Rechenregelndie reellen Zahlen.

Definition 1.2 (Betrag eines Vektors).Den Betrag oder die arige (mathematisch auch die
Norm) eines Vektorg notiert man mit
al = a.

Wir werden die Schreibweisefur den Betrag voa verwenden, sofern keine Verwechslungsge-
fahr besteht.

Speziell gilt:‘o‘ — 0.

Flr das obige Beispiel 1.1 d&? ist die Standarddefinition derange nach Pythagoras

ax _ /.2 2
‘(@)‘- ay +ajy.

Die Verallgemeinerung auf deR" ist offensichtlich.
Es gibt drei Standardarten der Multiplikation von Vektoren.

Definition 1.3 (Skalare Multiplikation). b=\ (Skalar- Vektor=Vektor)
aA>0: a undb sind parallel und zeigen in die gleiche Richtuag} b
b) A < 0: aundbsind antiparallel, d.h. sie stehen entgegengesetzt.

Die Regeln iir die skalare Multiplikation sind durch die Vektorraum-Axiome festgelegt, siehe
oben.
Definition 1.4 (Skalarprodukt (auch: inneres Produkt)). (Vektor-Vektor=Skalar)

Definition imR2 : @ -b = ayby + ash,
Die Verallgemeinerung auf deR" ist offensichtlich

n

=1



Die geometrische Interpretation lief@it b = || - |b| - cos ¢, wobeiy der Winkel zwischen den
belden Vektoren ist, siehe Abb. 1.3. Diese geometrische Deutung impliziert:

b =0% ¢ =+71/2 & @ senkrecht auf, wir notiereng L b.
In héheren Definitionen, wo wir uns nicht auf eine Anschauunggsti lonnen, wird die Bezie-

hunga - b = |a| - ‘5‘ - cos @ als Definition des Winkels zwischen zwei Vektoren verwendet.

Definition 1.5 (Kreuzprodukt (auch: Vektorprodukt, auf3eres Produkt)).
(Vektor x Vektor = Vektor)

Im Gegensatz zur skalaren Multiplikation und dem Skalarprodukt ist das Kreuzprédekt

@ x b € R3 zweier Vektoreri, b € R® nurim R® definiert. Das liegt daran, daR es sich eigentlich
um eine verkappte lineare Abbildung handelt und nicht um ein Produkt zwischen Vektoren. Das
fuhrt hier aber zu weit.

Die formale Definition ist

a2b3 - a3b2
a b a3b1 - a1b3
a1by — azb;

Die anschauliche Interpretation ist die folgende:
¢ = @ x b hat den Betragg] = || - ‘5‘ sin ¢ und steht senkrecht a@fundb: ¢ L @,& L b. Dabei

bildena, 5, ein sogenanntes Rechtssystem nach der Rechten-Hand-Regel. Daraus folgt sofort
@ x b= —b x @, d.h. wir habe hier das Beispiel einer antikommutativen Multiplikation.

Beachten Sie, dal3 es zwar verschiedene Multiplikationen mit Vektoren gibt. Es gilkeaber
Division durch Vektoren (auRer ift!' natirlich).

1.3 Koordinatensysteme

Mathematisch sind Vektoren vollkommen abstrakte Objekte, den den Axiomen des Vektorraums
gehorchen. Praktisch hingegen kommen sie d@lii als einfache-Tupel daher. Woran liegt
das?

Definition 1.6 (Basis, Dimension, Koordinatensystem)Man zeichne eine Menge von Vekto-
renei, e, ..., e, aus, mit deren Hilfalle anderen Vektorea@ € V als sogenannte Linearkom-

bination .
a=> e
j=1

darstellen lassen. Die minimale Anzahlvon Vektoren, die dies auflen, bezeichnet man als
Dimension vonV und die zugeiige Mengee, és, . .., €, als Basis vonl/. Die \; sind die
Komponenten oder Koordinaten vanbeziglich der Basis, €5, . . ., €,. In der Physik nennt
man die Basis &ifig auch ein Koordinatensystem.



Bemerkung 1: Hat man sich auf eine Basis geeinigt, so ist ein Vekuaurch denn-Tupel

(A1, A2, ..., A\y) gegeben.

Bemerkgung 2n kann auch unendlich sein. In diesem Fall spricht man von einem unendlich-
dimensionalen Vektorraum.

Bemerkung 3: Eine Mengg?; }, die alle Vektoren darstellen kann, aber nicht minimal ist, heif3t
Ubervollséndigoder linear abaiigig. Eine solche Menge stellt ein sogenanntes Erzeugendensy-
stem dar, aber keine Basis. Ein Beispiel erhalten Sie dadurch, dal3 Sie zu einer beliebigen Basis
einen weiteren Vektor hinzunehmen.

Beispiel 1.2.
1 0 0
_’1 - 0 ) 82 - 1 ) _)3 - 0
0 0 1

ist eine Basis deR?, die sogenannte nafiche Basis.
Allgemein hat deiR™ die Dimensiom.

Fast ausschlie3lich arbeitet man in der Physik mit “einfachen” Basisvektoren, dieudge 11
haben, d.h|e;| = 1, und die paarweise senkrecht aufeinander stéhene;Vi # j. Eine solche
Basis heil3t Orthonormalbasis von “orthogonal” (senkrecht) und “normiert”. Eine solche Basis
verhélt sich wie die natiliche Basis imR".

Eine hilfreiche Kurzschreibweiseif'die Orthonormaldt iste; - €; = 4;;. Dabei haben wir das
Kronecker-Symbol verwendet, das wie folgt definiert ist

s . [0 Vi#]
P11 Vi=j

Definition 1.7 (Einheitsvektor). Einheitsvektoren sind Vektoren deahge 1. Zu einem beliebi-
gen Vektora € V', der nicht der Nullvektor istd # 0), kann man einen Einheitsvektor gleicher
Richtung definieren

]

|a

Speziell fir die Einheitsvektoren im, y, z-Richtung schreibt maa, g, Z odere, €, €.

Beachte

Die Wahl einer Basis eines Vektorraumes ist in keiner Weise eindeutig. Nduft wéillg. die
Basis, die @if ein gegebenes Problem am zweeligsten erscheint. Im folgenden werden wir
die fur die Physik wichtigsten Standardbasen (KoordinatensysteméjdesdR? vorstellen.

1.3.1 Zweidimensionale Koordinatensysteme

a) Kartesische Koordinaten
Die einfachste Wahl einer Basis d&$ fuhrt auf dakartesische KoordinatensysteHtier
wahlt man Einheitsvektoredy, ¢, in z— undy—Richtung, siehe Abb. 1.4, als Basisvekto-

ren und kommt so zu der bekannten Darstelldnrg a,€, + ay e, bzw.a = ( Z“” > :
y

10



=Y

Abbildung 1.5: Orthonomalbasis der Polarkoordinaten

b) Polarkoordinaten
Das zweite hAufig verwendete Koordinatensystem in zwei Dimensionen sind die (ebenen)
Polarkoordinatert|d] , ¢). Die Koordinaten sind hier nicht durch die Projektionen auf die
z— undy—Achse gegeben sondern durch danlgés des Vektors: und den Winkelp, den
er mit derz—Achse einschliel3t, wobei der Winkel im mathematisch positiven Drehsinn,
d.h. entgegen dem Uhrzeigersinn, gemessen wird, siehe auch Abb. 1.4. Elementare Geo-
metrie der trigonometrischen Funktionen liefert den folgende Zusammenhang zwischen
den kartesischen und den Polarkoordinaten

ax:acosgo} — {a :\/cm

= i tanpy =
a, = asing o =

Qg

Als natirliche Basis verwendet man in Polarkoordinaten die folgende Orthonormalbasis,
die auch begleitendes Zweibein genannt wird

g =7/r= ( cos ) und €, = ( TSy ) .
sin @ cos ¢
Die Vektoren zeigen jweweils in die Richtung, in die si€indert, wenn man bzw. ¢
erhoht, siehe auch Abb. 1.5.

Zur Erinnerung:
Ein Vektora an sich istunablangigvom Koordinatensystem. Erst die Komponenten eines Vek-

tors sind von der Wahl des Koordinatensystemsaalgiy.

11



Abbildung 1.6: Zylinderkoordinaten und die zugeigen Basisvektoren (“begleitendes Drei-
bein”). Der Vektorp entsteht durch senkrechte Projektion voawf diexy-Ebene.

1.3.2 Dreidimensionale Koordinatensysteme

a) Kartesische Koordinaten
Dies sind genau die Koordinaten, die im Beispiel 1.2 aufgefivurden.

b) Zylinderkoordinaten
In Zylinderkoordinaten werden zweidimensionale ebene Polarkoordinatenin-ddyene
mit einer z-Koordinate kombiniert, siehe Abb. 1.6.= (z,y,0) ist die Projektion von
7 auf die xzy-Ebene undy der Winkel zwischerp' und derz-Achse. Dabei hat man zu
beachten, dal3 das ugmgliche kartesische Koordinatensystem redutslj ist, d.h. die
Rechte-Hand-Regel effftl. Als Koordinaten erllt manp = |5], ¢ undz mit der Umrech-

nungsvorschrift
T = peosy p = Vot
y = psing > tanp = ¥ ,
z = z z = z

die wieder aus den Definitionen vein (Gegenkathete durch Hypotenuse) uod (An-
kathete durch Hypotenuse) sowie aus dem Satz von Pythagoras folgt.

Die natirlichen Basisvektoren der Zylinderkoordinaten, auch begleitendes Dreibein ge-

nannt, sind
cos —sing 0
€, =p/p=| sinp | ;é,= Cos ¢ ie, =10
0 0 1

'Der Daumen zeigt in Richtung derAchse, der Zeigefinger ip-Richtung und der Mittelfinger in Richtung der
z-Achse.

12



Abbildung 1.7: Kugelkoordinaten und die zugeigien Basisvektoren (“begleitendes Dreibein”)

c) Kugelkoordinaten
In Kugelkoordinaten benutzt man aufler demgér = || des Vektors” zwei Winkel
v, 9, siehe Abb. 1.7. Der Winket ist dabei der Winkel zwischen derAchse und dem
Vektor 7. Um von den Zylinderkoordinaten zu Kugelkoordinatéreizugehen, muf3 man
die Projektionery’ auf die zy-Ebene und: auf die z-Achse durch die Aiger und den
Winkel ¥ ausdticken. Mitp = rsin ¥ undz = r cos 9 ergibt sich

asin 9 cos ¢ T = Vo +yr+22 =1

T =
y = asindsing — tanp = 1%
z = acosv tany = MEIAY?

z

Die natirlichen Basisvektoren der Kugelkoordinaten, auch begleitendes Dreibein genannt,

sind
sin ¥ cos ¢ —singp cos v cos ¢
€ =7/r=| sindsing | ;é€,= cos i€, = | cosd¥sinp | .
cos ¥ 0 —sind

Der Vorzug der Kugelkoordinaten ist dieddlichkeit der expliziten Verwendung der Ku-
gelsymmetrie. Funktionen, die die volle Rotationssymmetrie aufweissmgdn nur vom
Abstand ab. Es taucht als Argument also nauf und die Winkel fallen weg. In kartesi-
schen Koordinaten wden dagegen alle drei Koordinaten explizit auftauchen.

2 Grundlagen der Kinematik

Zur Begriffsklarung halten wir fest

e Die Kinematikbeschreibt die Bahn einer Bewegung.
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e Die Dynamikbeschreibt die physikalischen Ursachen einer Bewegung.

e Die Statikbeschreibt Bedingungen, wakaineBewegung auftritt.

2.1 Funktionen und Differentiation
2.1.1 Funktionen

Definition 2.1 (Funktion). Eine Funktionf ist eine Abbildung von einem DefinitionsbereiEh
in einen WertebereichV. Man schreibt

xeD f:z—y yeW

kurz auchy = f(z). Haufig haben wir in unserenafén D = W = R; Definitions- oder
Wertebereich &inen aber auch mehrdimensional sein, d.tindy sind dann Vektoren.

In der Physik unterscheidet man selten genau zwischen dem Ergebnis der Fupktiod (ler
Abbildung (f) selber. Man schreibt dann augh= y(z), was die Abkahgigkeit vony von z
dokumentiert.

Eine Funktion heil3stetig wenn ihr Kurvenverlauf ohne Sprung ist. Genaueres hierzu erfahren
Sie in der Mathematik. Hier wollen wir nur anschaulich auf die Abbildungen 2.1 bauen.

Y (@) YA Unstetigkeit (D) YA Keine Unstetigkeit (C)
(@) .~ /@
z z

Abbildung 2.1: Beispieleut stetige Funktionen ((a) und (c)) und ein Beispiel éine Unstetig-
keit (Sprung) in (b). Beachte, daf3 in (c) der Knick zwar stetig ist, aber keine eindeutige Tangente
mehr definiert.

2.1.2 Ableitung

Wir brauchen noch ein quantitatives Ma3 uiafie stark sich eine Funkticandert bei kleinen
Anderungen seines Arguments. Ein solches Mal3 liefert uns die Ableitung.

Definition 2.2 (Ableitung, Differentiation). Betrachte diAnderung der Funktionswerte relativ
zur Anderung des Arguments
Ay _ f(e+A) — f(=)

Az Az
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' =
z T+ Ax

Abbildung 2.2: (a) Sekante an eine Funktion; (b) Tangente an eine Funktion.

Dies ist die Steigun@% der Sekante in Abb. 2.2a. Die Ableitung einer Funktion ist ihre mo-

mentane Vaiderung. Dazu geht man von der Sekantensteigung zur Tangentens%i(_ﬁlhmg,
siehe Abb. 2.2b. Formal ist die Ableitung gegeben durch

dy . Ay
/ %Y =249
@)= dr Alalcglo Ax

Hohere Ableitungen sind rekursiv definigit = (f/)' = 4, f(0 = (f(r-1y = £u,
Beachten Sie bitte die genaue Position der Exponenten.

Bemerkung: Streng genommen %tkein Quotient. Der korrekte Name ist Differentialquotient.
Die Herkunft aus dem Grenzwert eines QuotientenagtikEdoch, warum manahifig doch so
tun kann, als handele es sich um einen Quotienten.

Beispiel 2.1.

Wichtige Rechenregelnzu Ableitungen sind

1. Produktregel

3. Kettenregel
y=f(u),u=u(z) also y(z)=f(u(z))

“ H ndy _ df du
Merkregel “Erweitern™:2% = 2= <t

15



7(t + At)

Abbildung 2.3: Differenzen einer vektorwertigen Funkti€n), die von einem Skalarablengt.
Die Bahnkurve eines Massepunktes ist ein wichtiges BeispialiE' gezeigte Situation.

4. Ableitung der Umkehrfunktion
z = f~!(y) vony = f(z). Dann gilt

—1\/ o 1 I @ — i
(f 1) (v A Merkregel 3 = o z
Ein Beweis nutzt die Kettenregel, daf~'(y)) =y
dy 1 p—1 —1\/ —1\/ _ 1
dy 1=F(f'w)-F YW = (1) W ()

Man beachte, daB die Ableitung vghan der Stelle’~! (y) genommen werden muR (siehe
folgendes Beispiel).

Beispiel 2.2.
Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktiof(z) = e® ist bekanntlich der (natliche) Loga-
rithmusf~!(y) = Iny. Da f'(z) = €%, erhélt man als Ableitung des Logarithmus

dlny v,y 1 1 1

dy ()@= i y) ey

Definition 2.3 (Ableitung von Vektoren).

Seia(t) = ( 218 ) eine gegebene vektorwertige Funktion ut{d + At) = a(t) + Aa(t)
2

derenAnderung. Dann wird die Ableitung na¢tkomponentenweise definiert

dd _ Aﬁ(t):<ditl>-

dt AESO At i

Darin liegt keinerlei Willkir, denn die Addition und die Subtraktion von Vektoren erfolgt kom-
ponentenweise. Somit erfolgt die Bildung einer Differenz komponentenweise und damit auch die
Definition des Differentialgla. Eine lllustration liefert die Abbildung 2.3if"den Vektor(¢).

Definition 2.4 (Partielle Ableitungen). Was ist, wenn wir eine skalare Funktigtv) = f(z, y, 2)
haben, die von einem Vektor adogt?
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Dann definiert man die partielle Ableitung, die die Adnigigkeit von je einer der Komponenten
mif3t. Man schreibt

0
@02 _ i L (f(e+ Ary.2) = f(e0.2)

und die Ableitunger{% und% analog. Manchmal will man betonen, welche Variable festgehal-
ten ist und schreibt
of

)
ox -

wobei die als konstant angesehenen Variablen tiefgestellt an einen senkrechten Strich notiert
werden.

Beispiel 2.3.
Wir betrachten die Funktiorf(z,y) = zy? der Variablenr und y. Als partielle Ableitungen
erhélt man dann

of _ » of
or 7 und oy

BeachteEs gilt sehr allgemein die Schwarzsche Gleichung

°f _ 0 (Bf\__ 2 (of\_ ¥f

oydx = Oy \0x)  Ox \Ody)  Oz0y

Die Vertauschbarkeit der Reihenfolge partieller Ableitungen ist sehr praktrisch, Rechnungen zu
sparen oder zuberprifen.

= 2zy.

2.2 Geschwindigkeit und Beschleunigung
2.2.1 Bewegung eines Massenpunktes

Wir verwenden hier das Konzept eines Massepunktes, d.h. eines mathematischen Punktes, der
eine Masse besitzt. Offensichtlich handelt es sich um eine theoretische Idealisierung, die sich
aber als sehrutzlich erwiesen hat.

Sei7(t) der Ortsvektor eines Massenpunktes zur Zeie Funktion7(t) ist die Bahnkurve
des Massenpunktes. Mit Hilfe der vorhin eingleften Differenzen- und Differentialquotienten
konnen wir nun Geschwindigkeiten und Beschleunigungen definieren.

Definition 2.5 (Geschwindigkeit, Beschleunigung)Die mittlere Geschwindigkezwischent
undt + At, siehe auch Abb. 2.3, ist gegeben durch

., A7
Umitt = At .
Als momentane Geschwindigkbgit definiert man nun naheliegenderweise
. . AF dr
v(t) := Al}‘,IBO NG 7(t) .
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Die momentante Beschleuniguisgdie Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit:

B, LAY di
a(t) := AI}SLHO N u(t) =r(t).
Die Zeitableitung wirdublicherweise auch durch einen Punkt gekennzeichnet, um sie von ande-

ren Ableitungen zu unterscheiden.

2.2.2 Beispiele

Eindimensionale Bewegung mit konstanter Beschleunigung Wir betrachten zuachst eine
eindimensionale Bewegung mit konstanter Beschleuniguag:, = const. Dann folgt:

: I,
v=a = v(t)=at+vy = x(t)ziat + vot + o

Dabei bezeichnem, undz, die Werte vorv undz zur Zeitt = 0. Diese Werte mSsen zustzlich

bekannt sein, da die Kenntnis der Ableitungen das System nichtavadligt bestimmt. Man muf3

noch wissen, von welchen Startwerten aus die bekarineerungen gelten.

Mathematisch tauchen diesedBen auf, weil wir hier zweimal integriert und somit jedesmal
eine Integrationskonstante erhalten haben (siehe Kap. 3.1). Ohne Kenntnisse der Integration er-
kennt man die Richtigkeit der obigen Gleichung durch Ableitung der rechten Seiten; man hat
also auf jeden Fall richtigedsungen “geraten”.

Anwendung: Freier Fall
Die Erdoberftiche sei diecy-Ebene. Die ldhe des Massepunktes s¢t) = h(¢t) mit dem An-
fangswerthy = h(0) > 0. Die Erdbeschleunigung ist

0
a=1| 0 g=19.81m/s*.
-9
Die Anfangsgeschwindigkeit se{0) = v, = 0. Dann gilt nach unseren vorigéiberlegungen
1

h(t) = h— §gt2,

v(t)=h = h(t) =—gt,

at)y=h = —g.

Der Aufschlagszeitpunkt, ist durchh(t4) = 0 definiert. Man erhlt

2%
tg =] 22,
g

Der Betrag der Aufschlagsgeschwindigkeit ergibt sich zu

va = —u(ta) = gta = \/2ghe.
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Kreisbewegung (zweidimensional) Wir betrachten nun einend¢per, der sich auf einer Kreis-
bahn mit dem Radiug bewegt, siehe Abb. 2.4. Hier ist es sinnvoll Polarkoordinaten zu verwen-
den. Die Bahnkurve ist gegeben durch

0=(50 )= (55

Es giltr = |#] = R. Die zeitlicheAnderung des Winkelg(t) bezeichnet man als Winkelge-
schwindigkeit

dp .
w(t) = = = (t)
In kartesischen Koordinaten messen wir die Geschwindigkeiten

Abbildung 2.4: Bahn einer Kreisbewegung

vy =& = —Rsin(p) - ¢ = —wy,
vy =9 = Rcos(p) - ¢ =wz.
Also gilt

v = |U] = R|w| .
Beachte, dal3 zu jedem Zeitpunkt gilt¥ =0 < v L 7.
Sehr interessant ist auch die Beschleunigung

a’:i:RwaﬁRw?(_COS*")

—sinp
= R(we, — w?é,)
= a=|a| = RVWw? + w* = RVw* + 2.
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Betrachten wir speziell die g leichafliige Kreisbewegung, d.tr.= 0 < w = const < ¢(t) =
wt, wenn wirp(t = 0) = 0 vereinbaren. Es gilt dann zusammengefaf3t

- R( C?S(wt) > _ Re. r— R

sin(wt)
L — sin(wt) - B B
U = Rw ( cos(wt) > = Rwe, v = r|w| = const
c R cos(wt) R _R sV
L = —Rw?e, a=Ro’= 4.

Dabei ista parallel zur undv senkrecht dazu, siehe Abb. 2.5. Die Beschleuniguhgil3t Zen-
tripetalbeschleunigung, weil es sich um eine Beschleunigung in Richtung der Kreismitte, des
Zentrums, handelt. Zur liFung sei bemerkt, dal es simohtum die Zentrifugalbeschleunigung
handelt. Die Zentrifugalbeschleunigung ist eine Beschleunigung, die man in einem beschleunig-
ten Bezugssystem annehmen muf3, um die Beobachtungeamesrkdii lbhnen. Es handelt sich

um einen Scheineffekt, der daheihrt, dal3 man nicht in einem Inertialsystem arbeitetuNiati

sind Zentrifugal- und Zentripetalbeschleunigung verwandt; sie sind auch vom Betrag her gleich.

Besonders zu betonen ist, daR die Kreisbewegungterehleunigt@®ewegung ist, da@ # 0,
obwohl der Betrag der Geschwindigkéit = v konstant ist. Es handelt sich um ein eindrucks-
volles Beispiel @i die Wichtigkeit des Vektorcharakters der Geschwindigkeit.

Durch die Verwendung der passenden mathematischen Struktur, hier Vektorrechnung und Diffe-
rentialrechnung, haben wir ohne grof3en Aufwand elementare Tatsachen wie die Zentripetalbe-
schleunigung ermittelt.

7 (w > 0)

(w<0)

. el

Abbildung 2.5: Richtung von Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung bei der glaigigeri
Kreisbewegung.
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3 Dynamik eines Massenpunktes, Kafte

3.1 Integration und Differentialgleichungen
3.1.1 Integration

Eine haufig zu bsende Aufgabe ist die Bestimmung veft) aus gegebenem(t) = 4. Die
Losung besteht in der Umkehrung der Ableitung, der Integration. Ein weiterer Guuiolé-
grale sind Fichenberechnungen.

Man unterscheidet bestimmte und unbestimmte Integrale.
y () 9 Rraw, )

I(u+ Au) — I(u)

= ! -
a Azb = a uu + Au

Abbildung 3.1: (a) Bestimmtes Integral alsaElie unter einer Kurve. (b) Berechnung dexdrié
durch Summation der &Ehe von schmalen Balken. (c) Zunahme eine bestimmten Intdgrgls
bei Errohung der Obergrenze voraufu + Au.

Bestimmte Integrale kann man alsaElienberechnung unter einer Kurve verstehen, siehe auch
Abb. 3.1a. Wir notieren

A:/abf(x)dx.

Wir erinnern uns, daf3 man Integrale als Grenzfall der Summation infinitesimal schmaler Balken
verstehen kann, wie es in Abb. 3.1b gezeigt ist. Man rechnet

wobeiAz = (b — a)/N qilt.

Unbestimmte Integrale berechnen zu einer Funkfi@r) eine Stammfunktiod’(z) = [ f(z)dz

mit der Eigenschaff”(z) = f(z). Diese Definition macht aus der unbestimmten Integration die
Umkehrung der Ableitung. Stammfunktionen sind offensichtlich immer nur bis auf eine additive
Konstante bestimmt. IsF'(z) eine Stammfunktion zyf (z), so auchF(z) = F(z) + C, da

F'(z) = f(=) gilt.
Wesentlich ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, der die Verbindung zwi-
schen bestimmten und unbestimmten Integralen herstellt
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/ f(z)dz = F(b) — F(a)

Erst diese Beziehung motiviert die Notation mit dem Integralzeichedi€ Stammfunktionen.
Zur Ableitung des Hauptsatzes definieren W) := [ f(z)dz. Zu zeigen ist nun’(u) =
f(u). Dazu betrachten wir

lim —(I(u+ Au) — I(u)) = lim —(f(u)Au+ R(Au))

da die kleine ResticheR(Aw) ungeghr quadratisch mihu gegerD geht, siehe Abb. 3.1c. Zum
Beispiel istR(Au) sicher kleiner als die Bthe eines Rechtecks mit den Kantem und A f2.

Damit wissen wir, daf§(z) eine Stammfunktion vorfi(z) ist. Sie ertillt offensichtlich die Aus-

sage des Hauptsatzes und es ist offensichtlich wegen der Differenz auf der rechten Seite des
Hauptsatzes, dal3 eine additive Konstante daran reciusrt.

Eine hufig verwendete Notatiomf den Hauptsatz ist

b

/  fla)de = F(2)

a

Beispiel 3.1.
Als einfaches Beispiel betrachten wir die Funktigh Das unbestimmte Integral ist gegeben
durch

xn+1
F(z) = "dr = .
(z) /x T n+1—|—C

Das bestimmte Integral zwischerundb ist

Speziell fira = 1 undb = 2 ergibt sich

2 1
2t — 1
/ z"dr = ———.
1 n+1

In der Praxis mufld man eine gewisse Menge elementarer (unbestimmter) Integrale auswendig
konnen. Aus diesen kann man sich durch Anwendung geeigneter Regeln viele weitere Integrale
herleiten. Im folgenden wollen wir zwei wichtige Regeln vorstellen.

2Diese Argumentation giltfi differenzierbare Funktionef(z). Genaueres zu den Voraussetzungen, damit eine
Funktion integrierbar ist, wird die Mathematikvorlesungndii.
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e Partielle Integration:(Produktregeluckwarts)
Sei f(z) = v (z)v(z). DaL(uv) = u'v+ w' folgt

/ f(@)dz = / [%(uv) _ uv'} dz = uv — / w'de

Der Nutzen dieser Regel liegt darin, daf? manchmal das Intg¢graldz einfacher auszu-
rechnen ist aly v'vdz.

e SubstitutionsregelKettenregel uckwérts)
SeiF(u) = [ f(u)du undu = u(z), u' = 2. Aus der Kettenregel wissen wir

Also gilt
/f(U(x))u'(x)dx = F(u(z)) = /f(u)du .

Je nach Problem vereinfacht die Substitutionsregel von links nach rechts oder umgekehrt.
BeachteBei bestimmten Integralen sind die Integrationsgrenzen mitzutransformieren:

b u(b)
w(z))v' (z)dx = w)du .
[ @) /u(a)f()
Beispiel 3.2.

1. (Kettenregel)

/eS‘” cos xdr = /e“du =e" =M

wobeiu = sin(z) undu’ = cos(z) verwendet wurde.

/ ZI((;:)) dx:/d;u = In |u| = In |u(z)].

Hier ist es als Merkregel sehr suggestiv= u'dz zu verwenden.

2. (Kettenregel)

3. (Produktregel)
/x exp(z)dz = zexp(z) — /exp(x)dz = zexp(x) — exp(z) ,

wobeiz als abzuleitende Funktion urdp(z) als zu integrierende Funktion gaht wur-
de.
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3.1.2 Differentialgleichungen

Die Integration dst das Problem, vogi(z) = f(z) aufy(z) zu schlieBen. Einnoch schwierigeres
Problem liegt vor, wenn wir von

y'(z) = f(z,y) Differentialgleichung 1. Ordnung
y'(z) = f(z,y,9") Differentialgleichung 2. Ordnung
uSw.

aufy(z) schlieBen mssen. Solche Probleme heifl3en Differentialgleichungen (DGL). Wir wollen
hier nur ein paar einfacheral€, die in der Physik weit verbreitet sind, ansprechen.

Beispiel 3.3.

1. Der einfachste Fall einer DGL 1. Ordnung #t= f(z). Die allgemeine bsung dieser
DGListy(z) = [ f(z)dz, d.h. dieser Fall entspricht gerade der Integration.

2. Wir betrachten eine DGL der Form
y' = g(z)h(y)

Dann hilft die sogenannt&rennung der Variablendie die Substitutionregel nutzt. Es
laRkt sich ein allgemeinesostingsverfahren angelfemivision durchh(y) und Integra-

tion nachz liefert P
Yy _ _
/ . h(y)dm = /g(x)dx =G(z) .

Auf der linken Seite hilft die Substitutionsregel

H(y) ::/@dy =G(z) .

Die Losung der DGL reduziert sich also im Wesentlichen auf zwei Integrationen. Kennen
wir zusdtzlich die Anfangsbedingungz,) = o, S0 gilt

ﬁ(y) — H(y) = G(z) — G(z0) ,
was man dann noch naghaufldsen muf3, uny(z) zu gewinnen.

Beachte, dald man wie bei der Integration noch eine Zusatzinformatianigietier ist
das die Integrationskonstarie:= H(y,) — G(zo).

Beispiel 3.4.
Wir betrachten als Beispiel folgende DGL mit getrennten Variabjéi) = —2zy?(x).

Wir haben p
/y_i/ = /(—2)xdx =222+ C

3Das ist nur i die wenigsten DGL-Typen agjlich!
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und die Integration links liefert

1

dy _ 1 1
N 2+ C

1

Mit Anfangsbedingung (1) = 1 ergibt sich die Integrationskonstante @u= 0 und man erhlt
die Lésungy(z) = 2. Das dies ta@chlich eine losung der DGly/(z) = —2zy?*(z) Uberpuift
man leicht durch Einsetzen und Differenzieren.

BemerkungWie wir gesehen haben, enthaltenduingen von Differentialgleichungen 1. Ord-
nungeineoffene Konstante, mit der man die Anfangsbedingytg ) = y, erflllen kann.

Bei Differentialgleichungen 2. Ordnung treten entsprechend immer zwei Konstanten auf, die
durch zwei Anfangsbedingungen festgelegt werden, Z8) = yo, ¥’ (z¢) = vo.

Damit Sie die Begriffe zu anderen weit verbreiteten Differentialgleichungen schon einmal gese-
hen haben, folgt nun noch eine unvadistige Liste dazu, die teilweise in délbungen unter-
mauert werden wird.

1. homogene lineare DGh-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
azy"(2) + a1y (z) + aoy(z) =0 = yhom(x) = C1eM” 4 Cre™*

wobei die); die Nullstellen des sogenannten charakteristischen Polynoms sind, das man
durch Einsetzen des Ansatzgs) = ¢** in die DGL ertalt

asA2e* + a X e + age™ = 0= a2+ g A+ a9 =0.

2. inhomogene lineare DGh-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

a2y”(x) + aly,(x) + aOy(x) = h(.’L’) — yallg(x) = yspez(x) + yhom(x)

Verfugt manubereinespezielle losungyspe{z) der inhomogenen DGL, so atlt’man die
allgemeine loSungyaig(z) durch Addition einer beliebigen homogeneosuing

Yallg = yspeix) + Cle)\lz‘ + 026/\21; )

Die spezielle losung mufd man raten, wobei das physikalische ¥atbtis laufig hilft.
Insbesondere gilui'h(z) = b = const, dal3yspe,= b/ay €ine Losung ist.

3. Variation der Konstanten
y'(z) + g(z)y(z) = h(z).
Zuerst Bst man die homogene DGL(z) = 0) und ersetzt dann die auftretende Integra-
tionskonstant€ durch eine Funktior(z). Diesen Ansatz setzt man in die inhomogene
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DGL (h(z) # 0) ein, umC(z) durch direkte Integration zu bestimmen. Zusammenge-
falt kann man diese Schritte auch so dunbinéh, daR zuerst obige Gleichung ®fit®)
multipliziert wird, wobeiG(z) die Stammfunktion vog(z) ist. Produktregel lehrt
d
ey + gey = ——(ye®) = he,

wobei das Argument zur Erleichterung der Notation weggelassen wurde. Integration
liefert nun

y(z)ef®) = / h(z)e?®dz + y(0)e®
0
woraus sich ergibt

y(z) = e—G(w)/ h(.f:)ec(f)di" + y(O)eG(O)_G(w) .
0

3.2 Grundlagen der Dynamik, Krafte
3.2.1 Newtonsche Gesetze (Axiome)

In seiner “Philosophiae naturalis principia mathematica” hat Newton 1687 drei Axiome for-
muliert, die die Grundlage der (nichtrelativistischen) Mechanik bilden. Diese Axiome sind aus
Beobachtungen abgeleitete Erfahrungstatsachen, die nicht weitandegwerden &rinen. Wir
werden die Axiome formulieren und nachglich feststellen, daf3 sie tatdilich sehr gut unsere
Naturbeobachtungen zusammenfassen.

Man mache sich klar, welche Abstraktionsleistung hinter der Formulierung dieser Axiome steht.
So setzen sie Dinge voraus (z.B.aftefreiheit), die sich experimentell im 17. Jahrhundert nur
sehr unvollsindig realisieren liel3en.

e 1. Newtonsches Gesetdragheitsgesetz

Ein Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleamigen Bewegung (keine Be-
schleunigung), falls keinaul3eren Kafte auf ihn wirken:

a=0 falls F=0

Bemerkung: Die gleictdimige Bewegung entspricht also demuréichen Bewegungszu-
stand eines Krpers.

Heutiger Erfahrung, die schon Satelliten und Weltallsonden kennt, liegt dieses Axiom sehr
nahe. Aristoteles hingegen war nagbeizeugt, dal3 eine Krafotig ist, um Geschwindig-

keit zu erzeugen. Ohne Kraft verharrte jederpér in Ruhe. Probleme bereitet allerdings
schon ein Steinwurf. Wag8t den Stein durch die Luft fliegen, nachdem er die Hand ver-
lassen hat? Aristoteles dachte, daf3 es die hinter dem Stein zusammenschlagende Luft sei!
Heute wissen wir, dal3 die Luft eher ein Hindernis bei der Beobachtung des physikalischen
Grundgesetzes iét.

4Dieses Beispiel illustriert sehr ssh das Dilemma des Forschers: Was ist wesentlicd#s beobachtete Bh6-
men, was ist nebeashlich oder gar stend? Das ist a priori nie Klar.
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e 2. Newtonsches GesetBewegungsgleichung
Greift an einem Kiper der Masse: eineaul3ere Kraff an, so wird er beschleunigt

F= g mv) =4

Das Produkp := mv bezeichnet man als démpulsdes Korpers.

BemerkungDie obige Gleichung ist Definition und Gesetz zugleich. Sie definiert, was
wir unter einer dynamischen Kraft verstehen wollen. Anderersedis kié, dal3 die Kraft
nicht z.B. quadratisch vom Impuls und seinen Ableitungeraagh”Auf3erdem zeigt sich,
dal3 der oben definierte Kraftbegriff mit unserer Vorstellung gharéinstimmt und sich
einfache Zusammeunge zur Kraft schwerer &per und zu Federkften ergeben, siehe
unten.

e 3. Newtonsches GesetxVechselwirkungsgesetz

Wechselwirken zwei iéfper miteinander, so ist die Kraft,, die Korper 1 auf Ktper 2
ausibt, entgegengesetzt gleich der Kraft, die Kérper 2 auf Korper 1 ausbt

Fio = —Fy (actio=reactio)

e 4. Axiom: Superpositionsprinzip

Wirken auf einen Massenpunkt gleichzeitig mehrerafteF,, Fi, ..., soistihre Gesamt-
wirkung durch

Fo=F +F+...

gegeben.

BemerkungDieses Axiom ist so nicht als Gesetz von Newton formuliert worden. Nach
moderner Lesart muf3 man diese Tatsache aber derafilgKeit halber als Axiom hin-
zufligen.

Definition 3.1 (Inertialsystem). Ein Bezugssystem (Koordinatensystem), in dem die obigen
Axiome gelten, nennen wir eimertialsystem Inertialsysteme sind somit ausgezeichnete Be-
zugssyteme, in denen die physikalischen Gesetze in ihrer einfachen Form gelten.

Wichtig sind die impliziten Annahmen, die der Newtonmechanik zugrundeliegen.

e Absolute Zeit: Die Zeit ist in allen Inertialsystemen gleich, d.h. invaridat = At'. Die
Zeitnullpunkte lonnen natilich differieren, so dal3 Gleichheit nurrfZeitdifferenzen fest-
gestellt werden kann.

BemerkungDie Bestimmung der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse isigihch, da un-
endliche Signalgeschwindigkeit erlaubt ist.
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e Absoluter Raum: Es gibt einen absoluten Raum, in dem Sinn, daRden, Absihde
und Winkel unabhlingig vom Bezugssystem festliegen. JedockeastInertialsystem aus-
gezeichnet, das angibt, was “in Ruhe” absolut bedeutet. Jedes Bezugssytem, daf3 sich
beziglich eines Inertialsystems mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, ist selbst ein In-
ertialsystem; es gilt das klassische Relaaitsprinzip.
Die auf einen Kiper wirkende Kraft ist in allen Inertialsystemen gleich. Das gilt aibeht
fur die Geschwindigkeit.

3.3 Beispiele iii spezielle Krafte
3.3.1 Schwerkraft

Die Erdanziehungskraft, d.h. die Gravitationskraft an der Erdas#d,; auf einen &'per der
Massem, ist bekanntlich B
G =msg = _ms(oaoag) .

Hierbei taucht dieschwereMassem, auf. In der Bewegungsgleichud@ = ma tritt hingegen

die trage Massem; in Erscheinung. Es hat sich keine Notwendigkeit ergeben, diese zu unter-
scheiden, so dal3 wir immer von, = m; ausgehen undufderhin nur von der Masse spre-
chen. Damit &llt die Masse in der Bewegungsgleichung wieder raus und wir ernaken. Als
Losung der Bewegungsgleichung ergibt sich dann

1
2(t) = —Egﬁ + vt + 2 .

wie wir bereits in Kap. 2.2.2 diskutiert haben.

3.3.2 Elastische K@afte

Elastische Kafte werden nach dem Hookeschen Gesetz idealisiert, d.h. sie sind proportional zu
einer Auslenkung
Fejast= Felast(F) = —Dr

bei geeignet gealiltem Ursprung, so dald bei= 0 keine Kraft wirkt. Ein wichtiges BeispieLir”
eine elastische Kraft ist dielRkstellkraft einer Feder.
In einer Dimension ergibt sich die sehr universelle Bewegungsgleichiing: —Dz. Parame-
trisiert manD = mw?, so ergibt sich

i=—wiz
als homogene lineare DGL Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Es handelt sich um eine
sogenannte Schwingungsgleichung, da sie bei allen Schwingusrgsplenen auftritt. Als DGL
2. Ordnung gibt es zwei homogenedtingen

ry = cos(wpt) (denn:i; = —wq sin (wpt), & = —w; cos (wot)),

ry = sin(wpt) (dennii; =  wpcos (wot), &2 = —wj sin (wot))
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Beiden Losungen ist gemein, dal} sie ein oszillatorisches Verhalten beschreiben Kn¢idée-
quenzw, = y/D/m. Sie entspricht einer PeriodendadgionT, = 27 /w,. Je ldrter die Feder
und je kleiner die schwingende Masse destol3gr ist die Frequenz bzw. desto kleiner ist die
Periodendau€r.

Die allgemeine bsung lautét

z(t) = Asinwyt + B coswyt
mit den beiden IntegrationskonstanténB. Eine alternative Darstellung dieseosuing ist
z(t) = C cos (wot — o) ,

mit den Integrationskonstante&r und ¢,. Das trigonometrische Additionstheorem liefert den
Zusammenhang

C cos (wot — o) = C cos (wpt) cos (o) + C'sin (wpt) sin () -

Hieraus folgt
A = Csingpyg }@{ C? = A+ B?

A = Ccosypy tanp, = 4

B

Wie Ublich legen die Anfangsbedingungeft = 0) = z, undz(t = 0) = v, die Integrations-

konstanten fest
ro=2z(t=0) ~ B=u

Vo

) =wp [Acoswot — Bsinwpt],_y =wgd ~ A=—.

Vo — .Z'(t ==
Wo

Somit erhalten wir als @Sung

Vo .
z(t) = g cos wyt + — sin wyt
Wo

vE : v
= /2% + —5 cos (wot — @) mit tan gy = —— | .
wy Wolo

3.3.3 Zwangskafte

Zwangskafte treten auf, wenn gewisse geometrische Bedingungen, die sogenannten Zwangsbe-
dingungen, erllt werden. Ein schwerer &fper auf einem Tisch spt'zwar die Erdanziehungs-

kraft. Trotzdem bewegt er sich nicht. Also muf3 nach Newton die Gesamtkraft, die auf ihn wirkt,
verschwinden. Offenbaubt der Tisch auf den &per eine Kraft aus, die gerade so grof3 ist,

dal} sie die Erdanziehung kompensiert. Eine solche Kraft heil3t Zwangskraft, weil sie die aus der
Zwangsbedingung “Krper liegt auf dem Tisch” resultiert. Das ist in Beispiel (i) illustriert.

SStatt sin(wpt) schreibt man &iifig auchsin wgt. Aus dem Zusammenhang muf klar sein, daB damit nicht
t sin wg gemeint ist, da z.B. das Argument des Sinus dimensionslos sein muf3.
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(i): B

‘ wr@‘ )

Wir interessieren uns hier nichaifdie mikroskopischen Ursachen der Zwangéie wie
die Wechselwirkung der Moleké des Koirpers mit denen des Tischs.

(if): Das zweite Beispiel sind zwei Massen, diber einen straffen Faden miteinander
verbunden sind, siehe Abb. 3.2. WelcheaKe wirken auf die beiden Massen ? Sie sind

z
ma2

xr

m1

*—

Abbildung 3.2: Zweliber einen straffen Faden gekoppelte Massen.

in Abb. 3.3 dargestelltZ ist die Zwangskraft des Tisches ufitidie im Faden wirkende
Zugspannung, die immer in Richtung des Fadens wirkt. Die Bewegungsgleichungen lauten

Z = myg
T = mliil (1)
T — moeg = m222 (2) .

V' —myge, V' —mage,

Abbildung 3.3: Kaftebilanzenif die beiden Massen.
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Da der Faden immer straff sein soll, git = —2, und daraus:; = —%,. Einsetzen von
() in (2) liefert

—mgg—i-ml il :mgég
~—

:—22

= — Mag = (m1 + mg)ég
- . mo

29 — —q———

2 gm1 + Mo
= 22| < g.

Die beiden Kiper erfahren also eine Beschleunigung, die kleiner ist als die Erdbeschleuni-
gung. Das ist auch plausibel, da im skizzierten Aufbau die schwere Masde giol3ere
trage Massen; + m, beschleunigen muf3.

3.3.4 Reaktionskiafte, Reibung

Reaktionskafte sind die Antwort au&tifRere EinfiRe wie den Kontakt zweierd€per oder die
Bewegung zweier Krper relativ zu einander.

(): Haftreibung: Korper bewegt sich nicht

Die Betrage der Kafte resultieren aus einfacher Trigonorpetrie, wenn man sich klar ge-
macht hat, daf’ der Winkel auch an der Spitze des Vektarsauftritt (Zwei Winkel sind
gleich, wenn ihre Schenkel senkrecht aufeinander stehen.).

Solange sich der &per nicht bewegt, wird die Hangabtriebskrﬁﬁt die den Korper die
schiefe Ebene hinunter treiben will, durch die Haftreibungs@a,ftexakt kompensiert

Ry =—F, fallsF| < ugN .

Die Haftreibungkraft ist immer parallel zur Kontale@lrie der sich beh"regden Kotper.
Die maximale Haftreibung ist proportional zum Betrag des Andrudks= —Z, der
natirlich gleich dem Betrag der Zwangskraft ist. Die Proportioagditonstantg; heil3t
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(ii):

(iii):

Haftreibungskoeffizienind ist eine Materialkonstante. Siartgt von den beiden sich hdren-
den Oberfichen ab. Typischerweise giliy < 1, obwohl spezielle Obedthe, z.B. mit
gummiartigem Bezug, auch Haftreibungskoeffizienteol3gr als 1 habendkinen. Wird

Fy > pgN, beginnt der Kiper zu rutschen (siehe (ii)). Durch Messung des maxima-
len Winkelsa,, bei dem sich die Masse noch nicht bewegt, kann marexperimentell
bestimmen.

Gleitreibung: Korper bewegt sich
Auf den rutschenden étper wirkt die Gleitreibungskraft

Rg = —peNo

Die Gleitreibungskraft ist ebenfalls immer parallel zur Kontaktolbet& und der Ge-
schwindigkeit entgegengesetzt. Ihr Betrag ist wiederum durch eine Materialkonstante, den
Gleitreibungskoeffizientem;, und den Andruck festgelegt. Es mul3 gelien < g, da

sonst der Krper losrutschenddinte, aber nicht weiterrutschen, was einen Widerspruch
darstellt. Anschaulich “verhaken” sich die beidearldér weniger gut, wenn sie sich rela-

tiv zueinandern bewegen, als wenn sie in Ruhe sind.

Stokessche ReibungWiderstand bei Bewegung durch eialgs Medium

zahe Flissigkeit

Aus Erfahrung weil3 man, daf3 die Reibungskégt die ein Korper eréhrt, der sich mit

der Geschwindigkeit durch ein 2hes Medium bewegt, proportional zur Geschwindigkeit
ist® Rg oc v und dieser im Allgemeinen genau entgegengesetzt ist. Dieses Gesetz gilt,
solangev nicht zu grof3 und nicht zu klein wird. In vektorieller Form geschrieben gilt

wobeiv der Reibungskoeffizient ist, der von der Form desp€is abhigt als auch pro-
portional zur Viskosit des ahen Mediums ist.

Speziell in einer Dimension ealt'man fir ein Teilchen der Masse, auf das sonst keine
weitere Kraft wirkt, die Bewegungsgleichung

. . 1 L1
mu = —yv bzw. V= ——v mit — = —.

5f(z,y,...) <  bedeutet ¥ ist proportional zuz”
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1.2

viv,

5.0

Abbildung 3.4: Relaxationsverhalten.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Wie besprochen funktioniert der
einfache Ansatz = A exp(At)

1
@:AAe)‘t:)\vé——v,
T

woraus\ = —1/7 folgt. Die allgemeine bsung lautet also
v=Ae .

Fur die Anfangsbedingung(t = 0) = v, erhélt man dann

_t
v =1pe 7.

Diese Losung beschreibt ein sogenanniedaxationsverhalterDie relaxierende Gfie
néhert sich exponentiell an ihren Grenzwert, hiet 0, an, siehe Abb. 3.4. DiRelaxa-
tionszeit innerhalb derer ein Abfall um den Faktererreicht wird, betagt . Flr Zeiten
deutlich goRRer alsr spielen die Newtonschen dgheitskafte proportional zur Beschleu-
nigung keine Rolle mehr.

Wenn die Stokessche Reibufngrol3 ist, wird die Bewegung vollkommen durch sie domi-
niert. Konkret bedeutet das, dal? sal3ere Kafte langsam varidern. Langsam bedeutet
auf einer Zeitskala deutlich gBer als die gerade eingéiite Relaxationszeit. Dann kann
man den Newtonschen Beschleunigungsterm weglassen ualt \ereinfacht die Bewe-
gungsgleichung

ﬁext = 777 :
In dieser Gleichung ist taashlich die Kraft direkt die Ursache der Geschwindigkeit und
ohne Kraft gibt es keine Bewegung. Das ist der Grenzfall, in dem Aristoteles recht hat mit
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seiner Vorstellung der Bewegung.

Sie sehen an diesem Beispiel, das Theoriebildung nicht eindeutig ist und man immer in vie-
le Richtungen idealisieren kann. N&ich hat es sich empirisch erwiesen, dal3 der New-
tonsche Ansatz (Beschleunigungskraft ist fundamental, Reibung ein seleuritfiekt)
fundamentaler ist als der aristotelische Ansatz (Reibung ist fundamental, Beschleunigung
ein sekundrer Effekt).

4 Arbeit und Energie

4.1 Vektoranalysis und Wegintegrale
4.1.1 Vektoranalysis

Zu Beginn sei noch einmal an die Definition der partiellen Ableitung (siehe Kap. 2.1) erinnert
0
87]‘(1'1,@) = —xf(xl =z, 5 = CONst) etc.
und die Vertauschbarkeit von partiellen Ableitungen:

f 8 (df\ . 8 [of\ _ &f
83728371 T 8372 8371 N 8371 8372 o 83718372

Definition 4.1 (Skalares Feld).Skalares Feld (z, y, z)

T
Jedem Raumpunkt= ( Y ) wird ein Skalar (Zahlenwertj(7) zugeordnet.
z

Definition 4.2 (Vektorfeld). Vektorfeld F'(7)
Jedem Raumpunktwird ein Vektor (-Tupel) F(7) zugeordnet.

Betrachten wir eine Funktiori(7(t)) = f(z(t),y(t), 2(t)). Hierbei kannt z.B. die Zeit sein

und z(t),y(t), 2(t) die Koordinaten eines Massenpunktes zur ZeiDer Wert vonf konnte
irgendeine raumalamgige Goliee sein, z.B. eine Temperatur oder eine Spannung. Offensichtlich
kann man eine zeitalingige Funktiory (¢) definieren geral3

f: t =7t — f(rt).
Die infinitesimale Gesaratiderungif der Funktionf(¢) ist dann gegeben durch

df = f(x+dmy+dy,z+dz)—f(m,y,z)
_ of of of ,
= fh;d +8_d +$
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Die GroRRedf bezeichnet man al®tales Differential Die Gesandihderung setzt sich aus den
Teilanderungen in den jeweiligen Richtungen zusammen. Kombinationen aus verschiedenen
Anderungen der Gestaftzdy tragen nicht bei, da sie quadratisch klein sind, d.h., das Produkt
zweler infinitesimaler GaRen sind. Die Ableitung vori nach dem Parameteérbestimmt sich

damit genal3

G _ofde  0fdy  0fd

dt Oz dt  Odydt 0Ozdt’

was man sich durch Division dureit abgeleitet vorstellen kann.
Um den obenstehenden Ausdruck kompakter notiereronadri, definieren wir uns den

Definition 4.3 (Gradient). eines skalaren Feldes

Zu einem skalaren Felfi(7) sei
0

S |Si§> |&~

gradf := | 3
of

oz

Diese Gol3e heildt der Gradient vaf er ist ein Vektorfeld.
Das totale Differential vorf lafdt sich nun als formales Skalarprodukt schreiben

dx
df = (gradf)-dr  mit di = | dy
dz

Um den Vektorcharakter des Gradienten besser notiereroanek, definieren wir uns einen
vektorartigen Ableitungsoperator, den

Definition 4.4 (Nabla-Operator). Der sogenannte Nabla-Operaiiist definiert als
V= 2

Er stellt einen Vektoroperator dar; genauer ist es ein vektorartiger Differentialoperator. Er wirkt
auf verschiedene Felder (siehe unten). Angewendet auf sie berechnet er deren Ableitungen.

Mit Hilfe des Nabla-Operators kann man den Gradienten ffeompakt schreiben als
gradf = V.

Der GradientV f eines skalaren Feldes hat eine ganz anschauliche Bedeutung. Er zeigt in
Richtung des sirksten Anstiegs voifi. Formaler gilt

(1) ﬁf steht senkrecht auf denddhen, auf denetfi(r) konstant ist, siehe Abb. 4.1. Solche
Flachen heil3eAquipotentialfichen; bekannte Beispiele in zwei Dimensionen siotiétlini-
en.
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Abbildung 4.1:ﬁf steht senkrecht auf dékquipotentialfﬁchenf(?) = const. In der Abbildung
gilt f3 > fo > f > 1, wobei f; — f» = fo — fi1 sein soll, so dad man einen Eindruck von der
Starke derAnderung vonf () bekommen kann.

Die Aquipotentialfichen sind formal durcllf = 0 gekennzeichnet. Das entspri¢Rtf)-di = 0
und legt fest, in welche Richtung eine infinitesimale Verschiehiifigur gehen kann, wenn sie
entlangeinerAquipotentialftiche erfolgen soll. Es folgt unmittelbar, d‘i@‘ und dr’ senkrecht
aufeinander stehen.

(i) Nach df = (Vf) - dr ist der séitkste Anstieg vorf gegeben, wendr parallel zuV f steht.
Also zeigtﬁf in Richtung des strksten Anstiegs bei gegebenearge der Verschiebunty.

Beispiel 4.1.
Die beiden oben genannten Eigenschaften kann man sich an folgendem zweidimensionalen Bei-
spiel verdeutlichen.

Die Kurven f(7) = f; = const sind hier Kreise vom Radiu® = +/f;. Das Vektorfeld des
Gradienten zeigt radial nach auBen und steht senkrecht aalépotentiallinien’.

Es gibt auch DifferentialoperatorearfVektorfelder. Sehr wichtig sind die folgenden zwei.
Definition 4.5 (Divergenz). Die Divergenz eines Vektorfelde&(7) ist

. - - OF, _ 0F, . 0F,
divF :=V.F = 9 (7) + ay(F“)Jr o (7).

"Die Aquipotentialbedingung (7) = const schiinkt den Raum, auf dem das Skalarfeld definiert ist, immer
um genau eine Dimension ein. In drei Dimensionen resultieren Adgdpotentialfichen; in zwei Dimensionen
Aquipotentiallinien, auch Bfienlinien genannt; in Dimensionen resultieren — 1 dimensionale Hypewichen.
Bei der allgemeinen Beschreibung ist also eine gewisse sprachliche Flex\mlitroten.
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y+ Ay 174 F,(z + Az,y)
(z .2_7 . YF(z + Az,y)
A F(,9) :
Yy F(za%_Fy(m y)
r T ' 4+ Az

Abbildung 4.2: Zur Berechnung der Divergenz in zwei Dimensionen wird ein rechteckiges Pro-
benvolumen in zwei Dimensionen betrachtet. Flul3ag#riiach aul3en werden positiv gelt.”

Formal kann die Divergenz geschrieben werden als das Skalarprodukt des Nabla-Operators und
des Vektorfelds: mbozdiv F := V - F. Das unterstreicht die \MZlichkeit des Nabla-Operators.
Beachte aber, dal3 es beim Nabla-Operator anders als behghkehien Vektoren immer auf die
Reihenfolge ankommt: erst der Operator, dann das Vektorfeld.

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Skalarfeld.

Die Divergenz gibt Auskunftiber die Quellen und Senken eines Feldes. Sie mif3t die Qarglst”
eines Vektorfeldes, indem sie Bilanz zieht zwischen dem FluR eines Vektori@ldesinem
infinitesimalen Probenvolumen heraus und dem FluR eines Vektorfaldeses Probenvolumen
hinein. Abb. 4.2 zeigt das am Beispiel eines infinitesimalen Rechtecks in zwei Dimensionen. Die
Flu3bilanz betagt

Ap = Ay (Fp(z + Az, y) — Fu(z,y)) + Az (Fy(z,y + Ay) — Fy(z,y))

Dabei ist der Flul3 durch eine Seite proportional zu derange und zur Vektorkomponente
senkrechtauf der Seite. Positiv wird der Flul3 heraus afr”"Jeweils zwei gegemérliegende
Seiten ergeben eine Klammeutitén wir nun den Grenzwertif'den Flul? pro Elche (in drei
Dimensionen pro Volumem¢/AV mit AV = AzAy durch, so erhalten wir die Divergenz

I A I AF, N AF, OF, N OF,
im =
Ax Ay ox oy

= 1m
AV —0 AV Az—0,Ay—0

Gradient und Divergenz lassen sich offensichtlichdlle Dimensionen verallgemeinern. Spezi-
ell in drei Dimensionen gibt es noch einen wichtigen Differentialoperator, der die Wabedst™
eines Vektorfeldes mif3t. Es ist die

Definition 4.6 (Rotation).
Die Rotation eines Vektorfeld&s(7) ist durch

dF,  OFy

nl 68 66FZ

I‘Ot F — 92 - E
OFy  9F,

ox oy
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definiert. Formal ergibt sie sich aus dem Kreuzprodukt des Nabla-Operators mit dem Vektorfeld
rot F = V x F. Die Rotation eines Vektorfeldes ist wieder ein Vektorfeld.

Anschaulich gibt die Rotation an, wie stark ein Vektorfeld Wirbel hat, d.h. im Kreis entlang zeigt.
Die z-Komponente mif3t Wirbel in dery-Ebene. Aus Abb. 4.3 liest man ab

AW = Az(Fy(z,y) — Fo(z,y + Ay)) + Ay(Fy(z + Az,y) — Fy(z,y)) .

Das FhAchenelement hat die @Bé AA = AzAy und man erhlt durch den Grenzprozel3 die
z-Komponente der Rotation

aw AF, AF)\  0F, 0F, (o -
Alixrgo AA Az—!(l),rgy—m <_ Ay Az > T oy + or (V 8 F)

z

Die anderen Beitge inz undy Richtung folgen analog durch einmalige und zweimalige An-
wendung zyklischer Vertauschung der Achsers y;y — z;z — .

<Fel(z,y+Ay)

F(z,y+ A
Y+ Ay (z,y + Ay)

A
ol Fy(z + Az,y), 4(;+Ax’y)
_Fy(may)V/ ﬁ(x,y) /

y _’(Z', %:

T o A
¢ Ry 0

Abbildung 4.3: Zur Berechnung der Rotationz#Richtung wird eine kleine Probeatfthe in der
zy-Ebene betrachtet. Die Beadigé werden geafd mathematisch positivem Drehsinn addiert, d.h.
entgegen dem Uhrzeigersinn.

4.1.2 Wegintegrale

Definition 4.7 (Wegintegral). Das Integral eines Vektorfelde@(F) langs eines Weges vom
PunktP zum Punkt ist definiert durch

Q o = .
/P F(7)-dif = Al:irgo : F(ri)'Ari:Al;,»Igo : F(7;)Ar; cos ¢;

mit A7; := 7;,1 — ;. ES wird also nur die Komponente entlang des Weges aufsummiert, siehe
Abb. 4.4. Beachte, dal3 das Wegintegral sowoh| ¥¢ri) als auch vom Weg abhéngt.
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o |

Abbildung 4.4: Wegintegral als Grenzfall der Summation des Vektorfelds entlang diskreter gera-
der Wegsticke.

Mathematisch wird ein Wegber eine sogenannte Parametrisierung definiert. Sie erleichtert prak-
tisch auch die tatchliche Durchiihrung von Wegintegralen, weil sie das mehrdimensionale Ge-
bilde auf eine eindimensionales Integralackftihrt.

Definition 4.8 (Parametrisierung). Eine Parametrisierung des Wegbesteht in einer Abbil-
dung

tela,b] — () mit y(a)=P, y(b) =Q

so dalf¥y die Bahnkurve vory(t) ist. Beachte, daf’ es zu einem Weg beliebig viele verschiedene
Parametrisierungen gibt; die Parametrisierung ist nicht eindeutig.

Mit Hilfe der Parametrisierungal3t sich der Grenzprozeld des Wegintegrals wie folgt fassen
Al}go Z F(7) - Ar; = Altllgo Z F(y(t)) - Ay(t;)

~  lim ZF St ﬂ( )At _/ F(3(8)) - 7'(t)dt .

At; —0

Da der Ausdruck(5(t)) - A9’ (t) eine skalare Funktion vondarstellt, handelt es sich hierbei

um ein bekanntes eindimensionales bestimmtes Integral. Man kann die Umrechnung des We-
gintegrals auf ein Integralber das Definitionsintervall der Parametrisierung als Substitutionsre-
gel auffassen. Das Wegintegral wird nichegéért, wenn eine andere Parametrisierungadpw”

wird®

Wichtige Parametrisierungen sind die folgenden.

8Seit € [a,
t

ﬁ(f eine alternative Parametr|5|erung die denselben Weg beschreibt. Dann gibt es eine
Funktion f : b —

b —
€ la, v(t) = B(f) — t € [a,b], die die urspaigliche Laufvariable auf die alternative
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Beispiel 4.2. 1. Gerade vor® nachQ

Offensichtlich beschreibt dies eine Gerade fifii) = P und7(1) = Q.

2. Kreisbogen

- A
Q
tQ P
tp
¥(t) = R(cost,sint)
mit R =|P| = |Q| und ¢ € [tp, tq]

Dabei sindtp undtg die Winkel, die die OrtsvektoreR und@ mit der z-Achse bilden,

und R der Radius des Kreisbogensirf€inen solchen Weg ussen natflich P und( den
gleichen Abstand? = |P| = |Q| vom Ursprung haben.

Eine besondere Bedeutung haben sogenannte geschlossene Wege.

Definition 4.9 (Geschlossener Weg). .
Sind Anfangs- und Endpunkt identiséh = @), so nennt man den Weg geschlosseum. &ié
zugeloirigen Wegintegrale gibt es ein spezielles Symbol.

P=qQ

j[ﬁ-df

Im Allgemeinen wird§ F - di verschieden von Null sein.
Beispiel 4.3.Geschlossenes Wegintegral
Betrachten wir das zweidimensionale Vektorféﬁdr“) = ( 2 ) Es zeigt iny-Richtung, f@ngt

Laufvariablet abbildet. Damit rechnet man mit Hilfe der Substitutionsregel nach

wobei & = f'(t) ist.
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aber nicht vory ab, siehe Skizze. Das Wegintegudlei den kreisfimigen Wegy mit der nahe-

CPSt ) wird berechnet.
sint

F(7) N 0 _Rsint
7§F(F)dr:/0 (Rcost)'( Rcost )dt

2w

R%cos®tdt = TR*> # 0

liegenden Parametrisierungt) = R (

YA

2

]

Il
o\

Eine sehr wichtige Frage in der Physik der Kraftfelder, also von Vektorfeldern, ist die Frage,
ob ein gegebenes Vektorfeldals Gradient eines Skalarfelds geschrieben werden Kfih=

—V f(7). Ohne weitere Details ist zu erkennen, daR eine solche Schreibweise sehr praktisch ist,
da sie die Menge an Information, die man explizit kennen muf3, vermindert wird. Ein Skalarfeld
erfordert nur einen Zahlenwert pro Raumpunkt, ein Vektorfeld in drei Dimensionen hingegen
drei. Damit ist auch schon offensichtlich, dal3 es nicinteflle Vektorfelder ein Potential geben
kann. Sonst liel3e sich die dreifache Information immer auf eine einfache reduzieren.

Definition 4.10 (Potential).
Existiert zu einem Vektorfeld'() ein Skalarfeldf mit ' = —vnablaf, so heil3tf ein Potential

von F.

Analog zur Integration ist ein Potentiflnicht eindeutig bestimmt, da mitauchf 4 ¢ mit einer
beliebigen Konstantenein Potential ist.

Bemerkungin einer Dimension hat jedes Vektorfeld.(x) ein Potential, aimlich die negative
Stammfunktior?. Das ist kein Widerspruch zu den vorherigen Bemerkunggar Information,

da in einer Dimension keinerlei Information gespart wird b&lbergang vorF, (z) zu f(z).

Wir wollen nun einige Beobachtungen zu den Zusamraegkn zwischen der Existenz eines
Potentials, Wegintegralen und der Rotation machen. Diese Punkte werden letztlich in einem
mathematischen Satz zusammengefalit.

1. Gibt es ein Potential z&, so gilt flir ein beliebiges Wegintegral

/ F(F)dr = / V()7 (1) dt

df /dt

Das heifl3t, daf3 bei Existenz eines Potentials die Wegintedpaleinablaingig vom genau-
en Weg sind. Es kommt nur auf den Anfangs- und den Endpunkt an. Speziell verschwinden
die Wegintegrale geschlossener Wege.

SWir betrachten hier nicht die bijlichkeit, dal eine Funktion nicht integrabel ist.
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2. Wenn wir zur Definition und Herleitung der Rotation 4.6wkgehen, erkennen wir, daf3
die Rotation nichts anderes ist als das Wegintegral um ein infinitesimalelsériélement.
Wenn aber alle geschlossenen Wegintegrale verschwinden, dann verschwindet auch die
Rotation. Tatachlich kann man auch ganz elementar nachrechnen, dai3

Vx(Vf)=0
gilt, fur beliebiges Potential.

3. Umgekehrt kann man aus dem Verschwinden der Rotation eines Vektorfeldes auf das Ver-
schwinden jedes geschlossenen Wegintegrals schliel3en, siehe Abb. 4.5. Diese Tatsache,
die wir hier natirlich nur plausibel machen, firmiert in der Mathematik unter dem Satz von
Stokes.

Abbildung 4.5: Rillt man einen beliebigen geschlossenen Weg mit kleinasHénelementen
wie dargestellt aus, so erkennt man, dal3 die Wegintegrale zweier sighréedér Seiten sich
immer wegheben. Nur am Rand, also auf dem W/dgeiben die Beitagetbrig. Hierflir betrach-

ten wir gedanklich infinitesimal kleine &henelemente. Das bedeutet, dal man das Wegintegral
berechnen kann durch die Summation aller infinitesimaler Wegintegrale umediedfiélemen-

te. Deren Wert ist aber gerade durch die Rotation gegeben. Verschwind&’ﬁ(s?) uberall,

d.h. fiir aller, so verschwindet auch jedes geschlossene Wegintegral.

4. Verschwinden alle Wegintegraldér geschlossene We@eﬁdf = 0, dann f@hgen alle
Wegintegrale nur von Anfangs- und Endpunkt ab. Das kann man sich an der Abbildung
4.6 verdeutlichen. Man konstruiert aus zwei verschiedenen Weggend , von P nach
Q einen geschlossenen Weg= v; — 7., wobei mary; fur den Hinweg undy, fur den
Rickweg nutzt. Eine einfache Rechnung zeigt

o:fﬁdfz/ ﬁdF—/ Fdr,
Y 71 72
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Abbildung 4.6: Verschwinden alle Wegintegralleet geschlossene Wege, smbén die Wegin-
tegralg nur von Anfangs- und Endlounkt zab. Dazu betrachtet man deny )&y mity,; von P
nach@ fuhrt und mity, wieder von@ nachpP.

woraus die Gleichheit der beiden Wegintegrale entlangnd entlangy, folgt.

. Ist die Unabhngigkeit vom Weg gegeben, dann ergibt der folgende Ausdwokifi'Po-

tential Sinn, da nur Angangs- und Endpunkt relevant sind

—

16) = - [ Fr

ro

Tatsachlich erfillt er die Bedingund®(7) = —V /().

Fassen wir die obigen Beobachtungen zusammen, ergibt sich der folgende Satz

Satz 4.1.Folgende vier Aussagen siiadjtivalent:

1)
2)
3)
4)

Bei der letzten Bedingung, der Rotationsfreiheit, dt@yt ' man noch die Eigenschaft des einfa-

fg F - d7 ist wegunabhngig
3§7 F - difur alle geschlossenen Wege

Es existiert ein Potentidlvon ', d.h.F = -V f

VxF=0 und der Definitionsbereich vafi ist einfach zusammeangend.

chen Zusammenhangs. Der Vadlatligkeit sei dieser angegeben.

Definition 4.11 (einfach zusammen&ngend).
Eine MengeM C R” heil3t einfach zusammeahgend, wenn sich jeder geschlossene Weg
durch kontinuierliche Deformation ganz auf einen Punkte/dususammenziehemBt.

Diese Definition wird an drei Beispielen illustriert.

Beispiel 4.4.
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1. Die skizzierte Menge ist einfach zusammangénd,
da sich jeder Weg auf einen Punkt reduzierafitl”
Stellen Sie sich dazu den Weg als beliebig elastisches
Gummiband vor.

2. SeiM = R?\ {0}, also diery-Ebene ohne den Ur-
sprung. Betrachten wir einen geschlossenen Weg, der
den Ursprung umschliel3t, z.B. einen Kreis vom Ra-
dius R. Dieser &f3t sich nicht auf einen Punkt zusam-
menziehen, da man beim Zusammenziehen immer am
Ursprung0 h&ngenbleibt, der nicht ziv gelort. M g
ist also nicht einfach zusammeanigend.

3. SeiM = R?\ {0}, also der dreidimensionale Raum ohne den Ursprung. Hier lassen sich
die im vorigen Beispiel betrachteten Wege auf einen Punkt zusammenziehen, da man sie
zuréchst aus dery-Ebene anheben kann. In drei Dimensionen muf3 man typischerwei-
se eindimensionale Gebiete, z.B. Geraden, entfernen, damit der einfache Zusammenhang
verloren geht.

Der einfache Zusammenhang winar flen Satz 4.1 benigt, da man sonst aus dem Verschwin-
den der Rotation nicht immer auf das Verschwinden jedes geschlossenen Wegintegrals schliel3en
kann.

4.2 Arbeit und Energie

Wir wollen hier generell annehmen, daf3 die Masseeitlich konstant ist und daf3 die &fte
durch VektorfeldetF'(7) unablangig von der Geschwindigkeitund der Zeit gegeben sind.
Was ist Arbeit?

Es istkeine Arbeit, einen Massepunlgenkrechtzu einer Kraft zu bewegen. Beispiel sei der
Schrank auf reibungsfreiem Parkettboden, der verschoben wird.

Hingegen ist Arbeit zu leisten, wenn mantgegereiner Kraft verschiebt bzw. man kann Ar-
beit gewinnen, wenn mamit einer Kraft verschiebt. Beispielf ersteres ist das Heben eines
Gewichts entgegen der Erdschwerkraft. Beispielétzteres ist Fahrradfahren bea¢kenwind.
Diese undahnlicheUberlegungendtren uns zur

Definition 4.12 (Arbeit langs eines Weges).

Die Kraft F(7) bewirkt eine Verschiebung eines Massenpunktes. Die dabei von der Kraft am
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Massepunkt verrichtete Arbeit bagitdA = F - d7 . Die Arbeit, die von der Kraff(7) bei end-
licher Verschiebungdiigs eines Wegs geleistet wird, ist dann die Summe aller infinitesimaler

Beitraged A
A= / F-dF.
Y

Hier taucht also in natficher Art und Weise das Wegintegral auf. Man beachte, dal3 die Arbeit
im Allgemeinen von der expliziten Wahl des Weges aifdit. Eine eng verwandte &sé ist die
momentane Leistung, der Arbeit pro Zeit

dA o
P="2=F.7%. 4.1
o g (4.1)

Im Lichte unserer Untersuchungen zu Vektorfeldern, deren Wegintegrale nur von Anfangs- und
Endpunkt abhigen, stellt sich die Frage, ob esalte’ gibt, fir die die geleistete Arbeiticht
wegablangig ist. Dasdhrt uns zur

Definition 4.13 (konservative Krafte).
Eine Kraft F(7) hei3t konservativ (erhaltend), wenn die geleistete Arbeit bei Verschiebung von
einem beliebigen Punk zu einem beliebigen Punk} unabtangig vom Weg zwische# und

Q ist.

Aus Kap. 4.1.2 wissen wir, daf3 zu einer konservativen Kraft ein Potantigimit F = —VV(7)
existiertC. Fiir die geleistete Arbeit ergibt sich in diesem Fall

g J o
A:/}5 F-dF:—/ﬁ 9V -di=V(P) - V(Q).
=dV

Es ist also nur didPotentialdifferenzelevant. Beachte, dal3 additive Konstanten im Potential
fur die geleistete Arbeit keine Rolle spielen. Die Arbeit konservativerftérverschwindet auf
geschlossenen Wegen. Diddberlegungendhiren unsdir konservative Kafte zur

Definition 4.14 (Potentielle Energie).Wirken auf einen Massenpunkt nur konservativafie,
so daf} diesen ein Potentid() zugeordnet werden kann, so nennen wir
Epor = V()

die potentielle Energie des Massenpunkts. Die von den konservatiedteKigeleistete Arbeit
entlang eines Weges von P nach( ist das Negative der Potentialdifferedd” = V(Q) —

V(P).

Nun wollen wir noch die kinetische Energi definieren, also die Energie die in der Bewe-
gung steckt. Zur Ableitungberlegen wir uns, daf die von externeraen am Massenpunkt
verrichtete Arbeit in die Energie flie3en muf3, die in der Bewegung steckt

dT = dA = F - d7 = md - dF .

01 der Physik ist esiilich, Potentiale mit7 oderV zu bezeichnen.
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Pro Zeitintervalldt gilt
ar S . 1mo?
E:ma-vzmv-vziw.
Daraus folgt unmittelbaf’ = m4?/2 + C mit einer Integrationskonstante Die§e Konstante ist
im Prinzip frei wahlbar. Jedoch ist es natich sinnvoll, dem Ruhezustant= 0 die kinetische

Energie 0 zuzuordnen. Daher

Definition 4.15 (Kinetische Energie).Bewegt sich ein Massenpunkt mit der Geschwindigkeit
¥, SO birgt diese Bewegung die kinetische Energie

dA = —dV
dA = dT

Das bedeutet, daf3 die @3&7T + V konstant ist. Daher liegt folgende Definition nahe

Definition 4.16 (Gesamtenergie)Die Gesamtenergi&, eines Massenpunkts in einem kon-
servativen Kraftfeld ist die Summe aus kinetischer und potentieller Energie

1

Es gilt der wichtigeEnergieerhaltungssatzbei konservativen Kaften

| Eioist zeitlich konstant. |

Diese Erhaltung motiviert die Bezeichnung konservative, d.h. erhaltendéeKr”
Beachten Sie die bei der Ableitung benutzten Voraussetzungen:

1) Newtonsche Gesetze (mit = const),

2) F konservativ.

Allgemein spielen ErhaltungatZe in der Physik eine sehr wichtige Rolle.

Erhaltungsatze

¢ sind von Einzelheiten der Teilchenbahn unaibgig, oft auch von Einzelheiten der wirken-
den Krfte, d.h. sie sind Ausdruck sehr allgemeiner Folgerungen aus den Bewegungsglei-
chungen.

e helfen zu klassifizieren, wagérhaupt raglich ist, auch ohne Deteilkenntnisse der \angeé.
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e sind eng mit Invarianzen und Symmetrien vergft. Beispiel sei die Energieerhaltung,
die aus der Invarianz beglich zeitlicher Vlerschiebung— ¢ + ¢, folgt. Das wird in den
Theorievorlesungen genauer ausdet.

e erleichtern explizite Rechnungen, da die Bewegungsgleichung Differentialgleichungen 2. Ord-
nung n = F)) sind, der Energiesatz jedoch nur noch einfache Ableitungemaknth”

Die folgenden Beispiele illustrieren die obigen Aussagen.

Beispiel 4.5.
Elastische Krafff'(z) = — Dz in einer Dimension (Feder)
Hier kdbnnen wir durch Integration schnell ein Potential bestimmen

V@y:vww—/mpumx:vww+30@9—ﬁy

o

Wabhlen wir speziell die Nebenbedinguih@z, = 0) = 0, so ergibt sich

1
V(z) = =Dz?
2
und damit ir die Gesamtenergie
1 1
E = Emv2 + §D$2.

Das Potential ist in Abb. 4.7a dargestellt. Da die kinetische Enéfgie Z:v®> > 0 ist, folgt
V(z) < E, was die maximal mgliche potentielle Energie festlegt. Diese ergibt sich bei maxi-
maler Auslenkungtznax undv = 0. Die Punkte maximaler Auslenkung sind gleichzeitig die
Umkehrpunkte der Bewegung, an denen die Geschwindigkbit Vorzeichen wechselt, aldb
wird. AusV (zmax) = E folgt unmittelbarzma, = 1/ 22.

Es ist offensichtlich, dal’ die genaue Forum flie qualitativen Aussagen wie die Existenz von
Umkehrpunkten gar nicht notwendig ist. In einem allgemeinen Potential wie in Abb. dnftek”

wir ebenfalls mit Hilfe des Energiesatzes leicht die Umkehrpunkte bestimmen und verschiedene
Formen der Bewegung klassifizieren, siehe unten.

Eine wichtige Art von Kaften muf3 noch erahint werden.

Definition 4.17 (Zentralkraft). Eine (radiale) Zentralkraftdrigt nur vom Abstand ab, d.h.
nicht von der Richtung, und zwar gerafl3

—

F(F) = f(r)r.

Diese Zentralkraft ist konservativ, man kann leicht das zaggk Potential angeben
wa:—/fmﬁ.
To
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Abbildung 4.7: (a) Potential einer elastischen Feder mit Gesamtengrdiée Umkehrpunkte

+xmax €rgeben sich schon aus dem Energiesatz. (b) Allgemeineres Potential mit zwei Typen der
Bewegung, ungebundenenfE > V(oco) und gebundeneuf'E < V(oo). Aus dem Energiesatz
ergibt sich ein Umkehrpunkt = rn,;, bei ungebundener Bewegung und es ergeben sich zwei
Umkehrpunkte”’ = rn,i, undrn,ay bei gebundener Bewegung.

Die Probe ergibt nach der Kettenre@lv = —f(r)0,r und die Ableitung des Betragsdes
Ortsvektors beagtd,r = 9,1/x% + y + 22 =z/+/2? + y?> + 22 = z/r und fliry undz analog,
so daf’ wir unsuiderhin merken (!)Vr = 7/r = 7. Damit ist obiges Potential als Potential der
ZentralkraftF (7) = f(r)7 bestitigt.

Beispiel 4.6.

Ein Beispiel fir eine Zentralkraft ist die Wechselwirkung zwischen zwei Malek“oder neu-
tralen Edelgasatomen. Bei grol3en Adygten ergibt sich auf Grund der van-der-Waals- Wech-
selwirkung eine Anziehung; bei kleinen Abstien spien die Teilchen, dal? sie nicht ineinander
dringen lonnen und stol3en sich ab. Das zuyge Potential ist schematisch in Abb. 4.7b ge-
zeigt. Es kann meist gut durch ein sogenanntes Lennard-Jones-Potential

A B

beschrieben werden.

Das in Abb. 4.7b gezeigte Lennard-Jones-Potential zeigt uns ein weiteres wichtayesriam.
Es weist eine Mulde auf, die zu sogenangébdundeneBewegung @ihrt. Rir eine Gesamtener-
gie E < V(oco) = 0 konnen die zwei Molelfeé nicht voneinander loskommen und bleiben
aneinander gebunden. Ist die Gesamtenergie jedobbriE > V(co) = 0, gibt es nur einen
Umkehrpunkt und es liegt sogenanmntegebunden8ewegung vor. Die beiden Moleke sind
nur kurzeitig nahe beisammen.

Wir erkennen am obigen Beispiel, wie die Energieerhaltung es unsghioht, in einfacher Form
gualitativ verschiedene Bewegungen zu unterscheiden.
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Zum Abschlul3 soll noch diskutiert werden, dal3 die Energieerhaltung bei der Integration der
Bewegungsgleichungen hilft. Da in der kinetischen Energie nur noch die Geschwindigkeiten
und nicht mehr die Beschleunigung auftaucht, stellt die Gesamtenergie eine erste Integration der
Newtongleichungen dar. So wurde die Gesamtenergie hergeleitet. Besonders weit kommt man
mit dieser Idee in einer Dimension, wo man die Bewegungsgleichungen formal (!avaligt”

l6osen kann. Aus dem Energieerhaltungssatz

E = %mj;z + V(z)
folgt durch Aufiosen nach = i:

dx 2
pri 4/ E(E - V(z)) .

Das unbestimmte Vorzeichenhit daher, dal3 die kinetische Energie nur den Betrag der Ge-
schwindigkeit festlegt. Da das Vorzeiche aber auf Grund der Differenzierbarkeit, anschaulich
Glattheit, der Bahnkurver(¢) nicht hin und herspringt, stellt diese Unbestimmheit in einer
Dimension kein Problem dar. Man muf3 sich die Bahnkurve abschnittsweise verschaffen, siehe
unten.

In hdheren Dimensioneth > 2 klappt das natrflich nicht mehr, da dann die gesamte Richtungs-
abréngigkeit fehlt. Daher sind wir hier auf eine Dimension beaokt.

Trennung der Variablen liefert

dx
VB —V(@)/m

dt =+

und die formale Integration dann
w dx
wo 2(E =V (z))/m’

was uns explizit den Zusammenhang zwischen Ort und Zeit zwischen zwei Umkehrpunkten,
d.h. flir ein Vorzeichen PluederMinus, gibt. kir die Bahnkurver(¢) mul? die obige Gleichung

nur noch invertiert werden und verschiedenacRBe tir die Intervalle, die jeweils die Bewegung
zwischen zwei Umkehrpunkten beschreiben, zusammengesetzt werden.

Damit haben wir die allgemeinedsung des eindimensionalen Newtonproblems konservativer
Krafte in der klassischen Mechanik gst:

t—ty= (%)

5 Systeme vieler Teilchen: Schwerpunkt und Impuls

Bisher haben wir ein einzelnes Teilchen unter dem EinfluBerer Kafte F< studiert. Das
Teilchen hat einen Impulg = mv und die Newtonsche Bewegungsgleichung lautet

F' = pg=miy=ma.

Ohnedul3ere Kafte gilt offensichtlichr = const.
Nun wollen wir viele, @imlichrn, Teilchen studieren, die miteinander wechselwirkadaul3eren
Kraften unterworfen sind.
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5.1 Schwerpunkt und Gesamtimpuls

Gegeben seien Teilchen mit Massem, ms, . .., m,; den Koordinaterr, (t), 75(t), . . ., 7, (t)
und den Impulsep; = m;v; furj =1,...,n.
/ |
Die Teilchenuben innere Kafte aufeinander aus, wobei die
F’,j Kraft ﬁl’ von Teilchenl auf Teilchen; wirkt und entspre-
chendF}; von Teilchen; auf Teilchenl. Nach dem dritten
Z Newtonschen Gesetz (“actio=reactio”) gl = — F;.
jl

J
Die &ul3eren Kafte notieren wir mitﬁ’je“. Dann lautet die Bewegungsgleichung
@:F’}ges:ﬁ]gxt_*_ Z Fy Vje{l,...,n}.

I=11#]

Die Summation in dieser Gleichundpér die inneren Kafte ist ein biRchen schweifig, da wir
explizit die Selbstwechselwirkung, dierfl’ = j auftreten wirde, von der Summation ausnehmen
mussen. Um die Notation zu erleichtern, wollen wir verabreden, dai3

— —

Fj]‘ = 0

definiert sei. Beachte, dal} immer noch gﬁ-ﬁ = —ﬁlj fur alle noglich j und . Mit dieser
Verabredung (Konvention)dtinen wir auctp; = F7**= F®+ 571" | F;; schreiben.
Sehr praktisch sind die folgenden Festlegungen.

Definition 5.1 (Schwerpunkt und Gesamtimpuls).Die Gesamtmass# ist definiert nach

M = ij .
j=1
Der Gesamtimpuls ist definiert nach
=S5
j=1
Nun ist es sinnvoll, eine Schwerpunktskoordinéteinzui]‘hren, so daf3 gilt
MR=P.
Das gelingt durch den Schwerpunkt

M]%::zn:mjfj & ﬁz%im]f’]
j=1

j=1

Die Schwerpunktsgeschwindigkéitergibt sich aus\/—! P.
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5.2 Impulssatz

Wir untersuchen, wie sich der Gesamtimpaitglért. Nach der Definition ergibt sich durch Ab-
leitung nach der Zeit

N B I Bt B BT Sk 6
J J J Jj=11=1 Jj=1

———
s

wobei wir ausgenutzt haben, dald die Sumineerschwindet) = 0. Physikalisch-anschaulich

ist das Kklar, da in der Summation zu jeder actio auch die reactio enthalten ist, die sich gegensei-
tig wegheben. Formal kann man das dadurch zeigen, dal3 man in der Doppelsumihdigon
Indizes umdrehtK;, = —F;), so daR ein Minuszeichen auftaucht. Da die Namen der Indizes
vollig unerheblich sind, benennt man dann einfach/um j, so daf} die Summation bis auf das
Minuszeichen wie vorher aussieht. Somit ergibt sichk —, woraus zwingend = 0 folgt.

Was bedeutet Gleichung (5.1) physikalisch?

Der Schwerpunkﬁ eines Systemes bewegt sich wie die in ihm vereinigte Gesamtmasseer

dem EinfluR der Summe allauBeren Kafte F = 3~ Fe<. Kurz gesagt gilt

ﬁ _ Fv’ext )
Es qgilt der

Satz 5.1 (Impulserhaltungssatz). . B

Verschwindet die Summe dauBeren Kafte F'*! = 3. F> = 0, so ist der Gesamtimpuls

P =3, pj erhalten: '

P=0 = P{t)="h.

Neben der Energieerhaltung haben wir nun die Impulserhaltung kennengelernt. Wie dort gilt hier,
daf3 der Erhaltungssatz vieles vereinfacht. detsich hilft uns die Erhaltung des Gesamtimpul-
ses, Probleme mit genau zwei Teilchens 2, so zu vereinfachen, daf? wir nur noch ein Problem
mit einem Teilchenp = 1, [6sen nussen.

5.3 Zweikorperproblem

Es istn = 2, so daRM = m; + m, usw. gilt. OhneaiRBere Kraft ist der Gesamtimpuks= P,
konstant. Somit ist die Bewegung des Schwerpunktssgel”

Bo=MV, =  R=Vit+h,.

Der Schwerpunkt bewegt sich gleichitiig.

Da wir es nur mit zwei K¥pern, Massenpunkten, zu tun haben,uggmeben der Schwerpunki-
skoordinateR eine weitere Koordinate, um das System valtgtig zu beschreiben. Praktisch ist
die sogenanntRelativkoordinate

— —

T_"I:’I'g— 1.
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Kennt man die Bewegung der Schwerpunkts- und der Relativkoordinate, kennt man auch die
Bewegung der einzelnen Massenpunkte. Zum Beispiel gilt

MF2 = (m1 +m2)F2 = mg’f_"g +m17_"1 +m1(F2 —Fl) = M§+m1F,

so dal} sich der Koordinate des zweiten Massenpunkﬂ/\ﬂeR + 477 aus der Schwerpunkts-
und der Relativkoordinate ergibt.

Die Bewegungsglelchung der Relativkoordinate bei Abwesemu@eirer Kafte berechnen wir
ausr; = F12/m1 undr, = F21/m2 Subtraktion liefert

. F F, . (11
potn  Fe g <_+_> ,
mq mo
~~
—Fy /ma
Das legt die Definition einer neuen Magseahe.
Definition 5.2 (Reduzierte Masse)Beim Zweikorperproblem definiert

1 1 1 mims mimsa
—_ = — —|— —_ R /j, = —
M mq mo my + Mo M

die reduzierte Masse.

Mit der reduzierten Masse gagf die Relativkoordinate der Newtonschen Bewegungsgleichung
eines Massenpunkts in eineaafReren Kraftfeldy,

/“;): Fy .

Damit haben wir das Zwedtperproblem erheblich vereinfacht, was wir unatgp’hoch zunutze
machen wollen.
Die Vereinfachung gilt auchufdie kinetische Energie

1 1 1 1 7
T:§m1v1+2m2v2 MV2 o 2

wobei := 7 ist. Diese Additivitit der kinetischen Energie der Schwerpunkts- und der Relativ-
koordinate folgt au$MV')? = (m, v, + mav,)? und
2MT = Mmlﬁf + Mm217§ “ z:eigen (mlﬁl + m2ﬁ2)2 + m1m2(171 — 172)2
= (m% + mlmg)ﬁ% + (mg + mlmg)l_fg + (2m1m2 — 2m1m2) '171'172 .

-~

0

Nun wollen wir noch von Ansammlungen diskreter Massenpunkte zu kontinuierlichgreki’
tbergehen.
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Mochte man ausgedehnt@koéer mit kontinuierli-

cher Massenverteilung beschreiben, so stellt mg
sich diesen am besten aus vielen kleinen Volumen-
elementenAV; zusammengesetzt vor. Jedes die-
ser Elemente hat eine gewisse Masse;. Letzt-
lich beschreiben wir das Kontinuum durch den
Grenzibergang zu infinitesimalen Elementen.

Die Gesamtmasse ergibt sich zu

M = ZAm] — /dm /—dV /(f“)dv,

wobei wir die kontinuierliche Massendichte
()= 9 =y 2T
P =0y = avao AV

eingetihrt haben. Mit diesen Begriffen ergibt sich der Schwerpunkt aus
= Z FiAm;  — % Fp(r)dV
. Vv
J

Mathematisch haben wir bei den obigen Gleichungen stillschweigend die Existenz von Inte-
gralenuber Volumina (und analogber Fhchen) vorausgesetzt. Mit diesen mehrdimensionalen
Integralen befassen wir uns nun.

5.4 Mehrdimensionale Integration

Definition 5.3 (Mehrdimensionale Integrale).
Mehrdimensionale Integralgind durch den Gremnwergang zu infinitesimalen Volumenelemen-
ten (oder analog zu &thenelementen) definiert

fE)AV = lim 3 f(r5)AV,
J

\olumen

Wie rechnet man praktisch solche Integrale aus?
Das VolumenelementV = dzdydz in kartesischen Koordinaten legt nahe, daf3 man sukzessive
eindimensionale Integrationen ausziufén hat

z1 | yi(2) [ z1(y,2)

// f(z,y,2 dmdydz—/ / /fxy, Ydz pdy| dz .

Volumen yo(z) \zo(y,2)
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v A (@) (b)

Abbildung 5.1: Veranschaulichung der Integratidmei’ einen Viertelkreisuii verschiedene In-
tegrationsreihenfolgen. (a) Bei einem allgemeinen fegtefird zuerst diex-Integration durch-
geflihrt. Sie gibt an, welchen Beitrag der markierte Streifen der Diggkieat. Man liest ab, dal
die z-Inegration von 0 bis,/1 — y? lauft. (b) Bei einem allgemeinen festenwird zuerst die
y-Integration durchgeiffirt. Sie gibt an, welchen Beitrag der markierte Streifen der Diakieat.
Man liest ab, dal3 dig-Inegration von 0 bis/1 — z?2 [auft.

Wichtig ist hierbei die Variablenataimgigkeit der Integrationsgrenzen. Die Reihenfolge der Inte-
grationen ist unwichtigui genigend glatte Funktionen. Allerdings muf? man beachten, wie die
Integrationsgrenzen zuaflen sind. Sie &rigen von der Form des Integrationsgebiets ab. Am
besten studieren wir das an Beispielen.

Beispiel 5.1 (Viertelkreis in zwei Dimensionen).
Als Beispiel wollen wir das Integral der Funktigf{z, y) = z Uber einen Viertelkreis integrie-
ren. Dabei wollen wir verschiedene Integrationsreihenfolgen betrachten.

a) Erstz-, danny-Integration, siehe Abb. 5.1a

1 1-y2 1
/ rdrdy = / [/ xdw] dy:/
0 0 0

Viertelkreis

o

| 1 1 1
= —]_— 2 = — ——3 — .
/02( y°) dy 2(y 3y) 5

Die innerez-Integration wird bei festem, aber allgemeinangurchgetinrt. Da die Punkte auf
dem Viertelkreis mit Radius 1 den Pythagosdst y? = 1 erfilllen, lauft diez-Integration vor)

bis /1 — 2.

a) Ersty-, dannz-Integration, siehe Abb. 5.1b
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dF = drrdy

dy
©

r r+dh

Abbildung 5.2: Féichenelement in ebenen Polarkoordinaten. Wird die Wamddiungly und
die Radiughderungdr infinitesimal, so ergibt sich die &he des schraffierten Rechtecks zu
dF = drrdep.

1 Vi—z? 1 V1-z?
/ rdrdy = / / xdy da::/ x-y dx
) . 0 0 0 0
Viertelkreis
! 1 b
— / V1 —z2de = —=(1—2?)*? =2,
0 3 0o 3

Die innerey-Integration wird bei festem, aber allgemeinesnrgurchgetinrt. Da die Punkte auf
dem Viertelkreis mit Radius 1 den Pythagosdst y? = 1 erflillen, lauft diey-Integration vor)
bisv1 — z2.

Wem die letzte Integration nicht unmittelbar einleuchtefiré” sie mittels Substitutionsregel
durch, wobeiu = z? unddu = 2zdz zu wéhlen ist.

Durch sukzessive IntegratioroRiien auf komplizierten BEhen und Volumina Integrationen
durchgetihrt werden. Kufig flihrt aber auch der Wechsel des Koordinatensystems auf einfache-
rem Wege zum Ziel. So ist eine Viertelkreis gut in Polarkoordinaten darstellbar. Voraussetzung
ist allerdings, dal3 wir die jeweiligen&then- bzw. Volumenelemente kennen.

In kartesischen Koordinaten findet eine Zerlegung eines zweidimensionalen Integrationsgebiets
in infinitesimale Rechtecke deradhedz dy statt. In Polarkoordinaten liest man aus Abb. 5.2 ab,
daf3 eine infinitesimale &Ehe durchlF = dr rdy gegeben ist.

Beispiel 5.2. Unsere Beispielintegration vereinfacht sich damit. @&mkch mitz = 7 cos(y)
ergibt sich

1 pr/2 1
/ rcosgordgodr:/ / rzcosgodgodr:/ r?sin @
o Jo 0

Viertelkreis

w/2

0
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Das Ergebnis stimmt natlich mit dem in kartesischen Koordinatebérein. Der grof3e Vorteil

bei der obigen Integration ist, daf3 sich das Integrationsgebiet in Polarkoordinaten sehr einfach
beschreibendft. In Radius und Winkel beschrieben, ist der Viertelkreis ein einfaches Rechteck
und die Integrationsgrenzen sind somit variablenuaagig. Eine Besonderheit ist, dafl} auch

der Integrand faktorisiert, d.h. in ein Produkt einer Funktion wamd einer vony zerféllt. Da-

durch kann die gesamte zweidimensionale Integration auf das Produkt zweier eindimensionaler
Integrale zuuckgetihrt werden

1 w/2 1 /2
/ / r? cos ¢ dp dr= {/ 2 dr] / cospdp| .
0o Jo 0 0

Um ganz allgemein indtieren Dimensionen einen Koordinatenwechsel dututefii zu kohnen,
geben wir die wichtige mehrdimensionale Substitutionsregel an. Sie stellt die Verallgemeinerung
der einfachen Substitutionsregel in Abschnitt 3.1.1 dar.

Satz 5.2 (Substitution tir mehrere Variablen). Gegeben sei eine allgemeine Koordinatentrans-
formation(z, y, z) <> (u, v, w) mit den Abkangigkeiten

z(u,v,w) beziehungsweiseu(z,y, z)

y(u,v,w) v(z,y, 2)
z(u, v, w) w(z,y, z) .

Dann qilt ftir ein Volumenintegral

det (M) ‘ du dv dw .

U, v, W)

/f(x,y,z)dxdydz:/f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))

Dabei erscheint die sogenannte Jacobimatrix

oz 9z o
Ozys) & B B
d(u, v, w) ok B
ou Ov Ow

und deren Determinantkt (gfjf;%) die auch Funktionaldeterminante oder Jacobdeterminan-
te genannt wird. Eine Determinante gibt allgemein an, wie sich ein Volumenelement unter einer
linearen Abbildungaindert. Die Jacobimatrix gibt gerade die lineare Abbildung an, die die Sub-
stitution fiir infinitesimaleAnderungen beschreibt.

Da das Volumen in den Variablen v, w anders beschrieben wird alsdny, z, notieren wirV’

stattV11,

11Zum Beispiel war der komplizierte kartesische Viertelkreis in Polarkoordinaten ein einfaches Rechteck mit
r € [0,1]undy € [0,7/2].
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Die Substitutionsregel lehrt uns, daf3 das transformierte Volumenelement durch

det (M) ‘ du dv dw

dV =dxdydz =
T a(u, v, w)

gegeben ist.
Um den obigen Satz praktisch anwendbar zu machen, geben wir die folgende Rechenvorschrift
fur die Determinanten in einer, zwei und drei Dimensionen an.

Rechenvorschrift
det(au) = a1, (523.)
a1 a12
det ‘= Q11092 — Q120G91 , (52b)
Q21 G22
a1 aiz2 Aas a1 aiz2 Aas a1 a12
det | a1 aze ass = det | az ax a3 Q21 Q22
a3; az2 33 a3; aszz2 as33 a31 as2

= (11022033 + G12023031 1+ Q13021032

—a31022013 — Q32023011 — A33A21012 - (5-20)

Es werden ind Dimensionen Produkte von jMatrixelementen gebildet, wobei jeder Index in
jedem Produkt bei genau zwei Faktoren vorkommt. Eine genauere allgemeine Definition folgt
spater.

Beachte, dal3 in zwei Dimensionen das Produkt entlang der Diagonalen (oben links nach rechts
unten) positiv, das entlang der Gegendiagonalen (unten links nach rechts oben) negativ genom-
men wird. In drei Dimensionen hilft es, die ersten zwei Spaltemtlish zu notieren, da man

dann genauso verfahren kann: drei positive Diagonalprodukte und drei negative Gegendiagonal-
produkte ergeben die komplette Determinante.

Wir wollen uns am Beispiel der ebenen Polarkoordinaten daNmerZeugen, dald das transfor-
mierte FAchenelement tathlich genau die Form hat, die wir vorher schon anschaulich aus
Abb. 5.2 abgeleitet haben.

Beispiel 5.3 (Ebene Polarkoordinaten).
Mit z = r cos p undy = rsin ¢ folgt fur die Funktionaldeterminante

(z,y) 9z %o cosp —rsing
det ( 5 d > = det | 5 %) | =det ( . >
(r, ) o B singp rcosep

= rcos’p+rsinfp=r

und damit
o(z,y)

a(r, p)
was die Giltigkeit der Substitutionsregel in diesem Fall lzegjt.

szdet( )drd(p:rdrdgo,
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Abbildung 5.3: Infinitesimales Volumenelement in Kugelkoordinaten.

In einfachen Bllen mag die anschauliche Herleitung klarer erscheinenkémmplizierte Koor-
dinaten wird man jedoch nicht auf die Anschauung vertrawsmegi. Hier ist die Substitutions-
regel die zuvedssigere Vorschrift.

Speziell tir die bereits bekannten Koordinatensysteme ergibt sich

Kartesisch: dV =dzxdydz = /f(x, y,z) dzdydz

Ebene Polarkoordinaten:d F' = r dr dp = / f(rcosp,rsinp) rdrdep
Zylinderkoordinaten: dV =rdrdpdz = / f(rcosp,rsinp, z) rdrdpdz
Kugelkoordinaten: dV = r’sind drdpdd = / f(r,0,9) r? sinddrdedd,

wobei f(r, o, ) = f(r cos psin®, r sin psin ¥, r cos 9) gilt.

Die Form des infinitesimalen Volumenelements in Zylinderkoordinaten kann man sich leicht
vorstellen, indem man dasddhenelement ebener Polarkoordinaten in die dritte Dimension um
eine Streckez fortsetzt und so einen kleinen QuaderathDas infinitesimale Volumenelement

in Kugelkoordinaten ist schwerer vorzustellen. Es ist in Abb. 5.3 dargestellt.

6 Rotationsbewegung
Wie wir sehen werden, sind Koordinatentransformationen, z.B. Drehungen, Spizistige-

nannter linearer Abbildungen. Daher interessieren wir unéiriéare Abbildungen. Sie werden
als Matrizen dargestellt.
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6.1 Lineare Abbildungen und Matrizen
6.1.1 Lineare Abbildungen

Wann ist eine Abbildung linear?

Definition 6.1 (Linearitat). Eine AbbildungA von einem Vektorrauny; in einen Vektorraum
V3 heildtlinear, wenn fir alle Vektoren, w € V; und )\, € R gilt

AN + pu) = MNA(V) + pA(a) .

Wir betrachten hier nur endlich dimensionale Vekaéonmie, z.BV; = V, = R3. Dann lonnen

wir alle auftretenden Vektoren mit Hilfe von Basenai3upel notieren. Konkret séky, es, ..., é,}
eine Basis vonV; und {é],é,,...,é,.} eine Basis vorVa. Im Spezielfall lohnten die Vek-
torraume und auch die Basen gleich sein. Wir wollen erst aber allgemein fortfahren. Die Ab-

bildung A kann dann als Matri¥l dargestellt werden

a1y a12 c.. QA1p
L. . a921 a2 ... AQ49p

é: (alaa2a aan):
Am1 Am2 --- Amn

Der Vektord; ist das sogenannte Bild des Einheitsvek&grsl.h.a; = A(€;). Seine Komponen-
ten beziglich der Basig €]} von 'V, ergeben gerade die Matrixelementg

Offenbar ist die MatrixA vollstandig festgelegt durch die lineare Abbildudgund die beiden
Basen{e;} vonV; und{€;} von V5.
Wesentlich ist nun, da bei fester Wahl der Basen auch umgeHlebolistandig die lineare

Abbildung A festlegt. Istb ein beliebiger Vektor au¥;, dann kann er dargestellt werden als
b=be, + ...+ b,e,. Mit Hilfe der Linearitit von A erhélt man

Ab) =bi A(E) +...+ by A(E,) = Y _bsd; -
@ @n j=1

Einsetzen der Entwicklung d&¥ liefert

A(b) = ZZb]‘ai]‘ _;-I = Z@'Zaijbj . (61)
j=1 i=1 i=1  j=1
Wir erkennen, dafd wir taashlich nur die Information aus der Matri namlich die Matrixele-
menteq;; berotigen. Da die lineare Abbildung die Matrix und die Matrix die lineare Abbildung
festlegt, kann man getrost explizit mit Matrizen arbeiten, oliber die linearen Abbildungen
nachzudenken. Allerdings sind gewisse Sachverhaltébbildungen nahezu trivial, ahirend
sie fiir Matrizen nicht direkt eingesehen werdesnkén. Beispiele folgen weiter unten. Hier erst
einmal die RechenregelnfMatrizen.
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6.1.2 Rechnen mit Matrizen

Seien
a1 o Qin an - a1p
A = : . . : Und A — :
am1 **° Omn &ml amn
m x n-Matrizen und
b1 bin,
B = ;
bml e bmn

einen x p-Matrix. Dann erfolgt die Addition zweier Matrizen elementweise, was erfordert, dal3
sie beide von der selben Form sind

aip +ai v Gip + Q1
= : : < A+ A)j=au+a;.

Am1 + Am1 *°° Omnp + Amn

([
[

+

Die Schreibweis€C);; bezeichne dabei allgemein didsMatrixelement der MatrixC.
Die Multiplikation mit einem Skalai € R ist durch

Aair - Aaip
M= 0 < (M) = Aag

)‘aml )‘amn

gegeben.

Die Multiplikation zweier Matrizerd und B ergibt die MatrixC, die zur VerknipfungC' = AoB
der Abbildungend und B gelort. Verknipfung heiR3t hier einfach Hintereinander-aus&n.
Konkret gilt B : V; — Vo undA : V, — V3. Die AbbildungC' gehe direkt vom ersten in den
dritten VektorraunC' : V; — V3. Dann bedeutet die Verkipfung

C=AoB & C(¥)=AB®E) Viel.

Da die lineare Abbildung” die zugelotige Matrix festlegt und die MatrizeA und B die Ab-
bildungenA und B, ist klar, da3 man die Matrig' ausA und B berechnen kann. Explizites
Nachrechnen ergibt

Cij = Zailblj . (62)
=1

Beachten Sie, dal3 der summierte Index in den Matrixelementen benachbart steht. Das ist eine
hilfreiche Merkregel. Anschaulich bedeutet die obige Formel, dal3 man jeweildaliéeile von

X mit der j-Spalte vonB skalarmultipliziert, um das Elemen}; zu erhalten. Klarerweise muf3

die Spaltenanzahl voA der Zeilenanzahl voB entsprechen. Ist einem x n-Matrix und B

einen x p-Matrix, ergibt sichC alsm x p- Matrix. Die Gleichheit der Spaltenanzahl vdnder
Zeilenanzahl vorB driickt aus, daR man die Verpfung A o B nur dann bilden kann, wenB

in den Definitionsbereich vod abbildet.
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Beispiel 6.1.

0
0
3 3

Nun hat das obenstehende Beispiel viele Nullen. Daher noch ein anderes

G —11) G —11) - Gfi 1i(_—11)2) B ((2; g)

Beachte, dal3 hier die Struktur des Ergebnisses einfacher ist, als die Faktoren.

Beispiel 6.2.

Bisweilen wird bei der Notation der Matrixmultiplikation in den Elementen die Einsteinsche
Summenkonvention verwendet. Damit ist gemeint, dal3 die Summenzeichen nicht explizit no-
tiert werden. Es gilt die Vereinbarung, daBei mehrfach auftauchende gleiche Indizes sum-
miert wird. Damit wird die Gleichung (6.2) z&); = a;b;;. Voraussetzungui'die Einsteinsche
Summenkonvention ist, dal’ aus dem Kontext heraus eindeutig ist, welche Dimensionen die Vek-
torrAume haben.

Nun wollen wir erBiutern, dafld auch die Anwendung einer Matrix auf einen Vektor als Matrix-
multiplikation angesehen werden kann.

. b
Beispiel 6.3.Wir betrachtentit B einen x 1-Matrix, d.h.B entspricht einem Vektdr = ('bl ) :

Die Matrixmultiplikation (6.2) liefert gerade

n
aip o Qin by Zj:l a150;

[l
S
Il

n
am1 " Oamn bn Zj:l anjbj

oder in Einsteinscher Summenkonvent(ojﬁ)i = a,;b;. Dieses Ergebnisuf‘die Anwendung

einer Matrix auf einen Vektor bzw. einerx 1 Matrix entspricht genau dem, was wir in Gleichung
(6.1) fuir eine lineare Abbildung ausgerechnet hatten. Dieser Befund gibt uns Vertrauen in die
Richtigkeit der hier vorgestellten Regeln zur Matrixmultiplikation geben.

Nun wollen wir einige wesentliche Eigenschaften der Matrixmultiplikation alofieri.
Da die Matrixmultiplikation fir die Verknipfung von Abbildungen steht, erbt sie von diesen
Verkntipfungen die Assoziatiat”

ABC = A(BC) = (AB)

I

Es ist hiertir keine Rechnungatig.
Hingegen gilt das Kommutatiatsgesetz nicht. Zwar kann man bei quadratisehen Matrizen
A undB das Produkt in zwei Reihenfolgen bilden; diese sind im Aligemeinen jedoch verschieden

AB # BA.
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Das Distributivgesetz gilt uneingeseimkt
AB+C)=AB+AC und (B+Q)A=BA+CA.

Einige grundlegende Begriffe und Manipulationen Matrizen sind

1. Quadratische Matrigl. Die Spaltenanzahl ist gleich der Zeilenanzahl. Solche Matrizen
stehendif AbbildungenA : V' — V in denselben Vektorraum.

2. Die Einheitsmatrixz gehort zur Identitit, die ebenfalls eine lineare Abbildung ist. Diese
Matrix hat Einsen auf der Hauptdiagonalen; sonst sind alle Matrixelementému)l =

(5iijW.
10 0 ... 0
01 0 ... 0
E=|: 0 '
Do 1 0
0 0 0 1

Es gilt EA = A und somit auc@l; =bund AE =

(S

3. Die transponierte MatriéT einerm x n Matrix A ist einen x m Matrix mit den Ma-
trixelementen(A”);; = (A4);;. Anschaulich wird die Matrix4 an ihrer Hauptdiagonalen

gespiegelt. InsbesoﬁndeEz #tein Zeilenvektor bzw. eing x n Matrix. Somit kann man
ein Skalarproduk& - b auch als Matrixmultiplikation schreiben b = a”'b. Das sogenannte

dyadischeProdukt(a o I;)lj := aq;b; ist durch das MatrixprodulﬁET gegeben.
Man tiberzeugt sich leicht von der wichtigen Regel

(AB)" = BTAT

4. Symmetrische Matrizen sind dadurch gekennzeichnet, dafd sie mit ihrer transponierten
identisch sind4d = A", also gilt(4);; = (A);. Wir werden spter noch physikalische

Eigenschaften kennenlernen, die sich durch symmetrische Matrizen beschreiben lassen.

5. Antisymmetrische Matrizen sind dadurch gekennzeichnet, dal3 sie mit dem Negativen ihrer
transponierten identisch sindl= — A", also gilt(4);; = —(A);. Wir werden sehen, daR

das Kreuzprodukt eine verkappte antisymmetrische Matrix darstellt.

6. Diagonalmatrizen sind Matrizen, die nichtverschwindende &getriur auf der Hauptdia-
gonalen habefd);; = 0Vj # [, d.h.

a1l 0 0
0 .
0 0 aun
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7. Die Inverse einer MatriX4 ist eine Matrix B mit der EigenschafdB = E = BA.
Man schreibt auctB = E‘l. Da wir hier in endlich dimensionalen Vektauinen ar-
beiten, reichubrigens eine der beiden definierenden Gleichheiten 4B~ E, um auf
B = A' zu schlieRen. Damit folgt aus deugkeit einer der beiden Gleichungen die
Gililtigkeit beider.

Eine wichtige Kenngol3e einer Matrix ist die sogenannte Determinante.

Definition 6.2 (Determinante). Formal ist die Determinante eine total antisymmetrische Multi-
linearform mitdet(E) = 1. Im Einzelnen bedeuten die Begriffe totale Antisymmetrie

—

det(d’l,...,6i,...,d’j,...,é’n) = —det(d’l,...,6j,...,ai,...,6n)
und Multilineari@t fur A, © € R

—

det(&’l,...,)\&’j—|—ugj,...,&’n):)\det(&’l,...,&’j,...,&’n)+/Ldet(071,...,l;j,...,an) .

/

Abbildung 6.1: Links gezeigt ist der Einheitswél, der durch die Einheitsvektordia; } aufge-
spannt wird. Er wird durch die Abbildung auf das Parallelepiped rechts abgebildet, das von
den Bildern{a;} der Einheitsvektoren aufgespannt wird.

Anschaulich gibt die Determinante den Faktor an, um den sich ein Voldinemter der Ab-
bildung A andertiv! = A(W) < W'/W = +det(A). Das Vorzeichen bestimmt sich aus der
Anderung der Hndigkeit, siehe unten. Speziell istt(A) das Volumen des Parallelepipeds, das
von den Vektoreriy, . . ., @, aufgespannt wird, siehe Abb. 6.1.Negativ wird die Determinante,
wenn ein rechtsiridiges Koordinantensystem in ein linksitliges abgebildet wird. Bleibt die
Handigkeit des Dreibeins, bzw. desBeins inn Dimensionen, unter der linearen Abbildung
erhalten, ist die Determinante positiv. Die anschauliche Interpretation liefert uns gleich noch die
Eigenschaft

det(AB) = det(A) det(B) .
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Praktisch berechnet man die Determinante iterativ. Die Determinantejeder Matrix mit
n # m verschwindet. ISA einen x n Matrix, so seid®) die sogenannt&ntermatrix die man
durch Streichen derten Zeile und dej-ten Spalte vomt erkilt. Es ist dann eingr—1) x (n—1)
Matrix. Zum Beispiel gilt a
a1l G2 013
= laxa a2 as = A(lz) = <a21 a23> .
- asi 0asg

[ES

as1 Qs 0asg
Fur die Determinante gilt dann iterativ
det(A) = ai; det(A™)) — az det(APY) + ... — (=1)"a,; det(A™)) .
Eine solche Beziehung gilufjede beliebige Spaltg

det(A4) = Z(—l)"“azj det(é(ij))
i=1
und fiir jede Zeile:

n
det(4) = > (—1)"a;; det(AD)) .

j=1
Man erkennt, dal3 man durch mehrfache Anwendung dieser Formeln irgendwann bei trivialen
Unterdeterminanten vohx 1 Matrizen ankomméet(a;1) = ay;. Haufig kennt man aber schon
die zwei- oder dreidimensionalen Determinanten, siehe Gleichung (5.2).
Da es bei der iterativen Berechnung der Determinante nicht darauf ankommt, ob man nach Zeilen
oder nach Spalten entwickelt, ist die Determinante einer Matrix gleich der Determinante ihrer
Transponierten

det(A) = det(AT) .

6.1.3 Drehmatrizen

Eine besondere Rolleif die Physik spielen die Matrizen, die allgemeine Drehungen darstellen.
Sie treten zum Beispiel bei der Transformation einer Orthonormalba®eif in n Dimensio-
nen) auf eine andere Orthonormalbasis auf. Betrachten wir also eine solche Transformation von

)

{é1,...,e,} nach{ée],..., €,
= 6 = Zdﬂel = (Q)jl = dﬂ .

Nun sind sowohl dIE{e]} als auch dle[e’} orthonormal, d.h. paarweise orthogonal und auf
normiert, kurze; - €; = §;; unde; - € = 6” Welche Auswirkung hat das ailif? Wir rechnen

5ij = 6_;-, . e_}, = (Z dlle_}> . (Z d]k€k> Z dzld]k el ek
=1 k=1

I,k=1 5

= Zdzld]l = Z )zl(DT) (QT)U )
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so dafd wir zu dem Ergebnis
E =DD"

und damit auch z&& = D” D, siehe Diskussion der inversen Matrix oben. Somit wissen wir
D' = DT. Das ist ein ganz bemerkenswertes Ergebnis, da es im Allgemeinen sehr schwer ist,
Matrizen zu invertieren. & Drehmatrizen aber reicht eine einfache Transposition aus.

Allgemein heiRen die Matrizenyf'die D~' = D" gilt, orthogonale Matrizen. Sie sind so wich-

tig, daR sie ein eigenes Mengensymbol bekommamlicth O(n) in n Dimensionent?, Aus

E = DD folgt fur die Determinanten = det(E) = det(D)det(D") = det(D)?. Dar-

aus folgt im Reellendet(D) = +1. Diejenigen orthogonalen Matrizen, die diehtigkeit,
auch Chiralisit genannt, des Koordinatensystems erhalten, heiernelleorthogonale Matri-

zenSO(n) = {D € O(n)|det(D) = 1}.

Beispiel 6.4 (Drehung umz-Achse). Wir betrachten die Drehung eines Koordinatensystem um
die z-Achse. Somit sind die alte und die neuéchse identisch und wir habeff = €5 und
SomitD33 = ]_ UndD31 - D32 = 0

y

€] = Ccos €y + sin ey

€, = — sin ae] + cos aéy

cosa —sina 0
= D*(a) = | sina cosa 0
0 0 1

D*(«) ist eine orthogonale Matrix, da es ein orthonormales Dreibein in ein orthonormales Drei-
beinubewhrt. AuBerdem gilt

det(D?(a)) = cos’ a + sina =1,

so daR wirD*(a) € SO(3) wissen.
Fiahrt man zwei Drehungen um dieAchse nacheinander aus, so entspricht dies einer einzigen
Drehung um die-Achse. Man kann sich von

D () D*(f) = D + )
tberzeugen. Es folgt

D(a)D*(-a)=E &  (D°)7'(a) =D(-0).

Tatsachlich gilt(D*)" () = D*(—«), wasD*(a) nochmals als orthogonale Matrix battjt.

L2Tatsichlich handelt es sich bei dieser Menge um eine sogenannte Gruppe mit den vier definierenden Eigen-
schaften Abgeschlossenheit, AssoziagitjitExistenz eines neutralen Elements, Existenz eines inversen Elements
fur alle Gruppenelemente.
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Allgemein lassen orthogonale Matrizen Skalarprodukte invariant. Anschaulich ist das klar, da
Drehungen die Winkel zwischen Vektoren urevedert lassen. Formal folgt das einfach aus der
folgenden Rechnungif@’ = Da undb’ = Db
@b = (@)’ =(Da)"Db=a" D'Db=a"b=a-b.
= 2 £
E

Zum Abschluf? muf3 noch eine Warnung ausgesprochen werden. In der Literatur gibt es soge-
nannteaktive Drehungen, bei denen der Vektor gedreht wird (Abb. 6.2a), und sogenaasie

sive Drehungen, bei denen das Koordinatensystem gedreht wird (Abb. 6.2b). Der Unterschied
ist offensichtlich einfach ein Vorzeichen, d.h. dal3 die aktive Drehung einer passiven mit entge-
gengesetztem Vorzeichen entspricht. Besonders aaljgnét das, wenn man siakbérlegt, wie

Vektor und Koordinatensystem;Bein, zu einanderstehen, wenn sowohl aktiv als auch passiv
um denselben Winkel gedreht wird. Offensichtlich hat sich dann nichts an der Position des Vek-
tors im Koordinatensystem gadert. Die Drehmatrizen, die wir oben abgeleitet haben, erzeugen
aktive Drehungen, da wir betrachtet haben, wie einzelne Vektorarghelz der urspuinglichen
Basisvektoren gedreht werden.

Ay (a) W oW (b)

AN
N
S
\
\

sY

Abbildung 6.2: (a) Aktive Drehung um den Winke] (b) Passive Drehung um den Winkel

6.1.4 Infinitesimale Drehungen

Aus der aktiven Drehun@®®(«) leiten wir flr einen infinitesimalen Winkel — da ab

D*(da) = E + Q¥da + O(da?)

wobei die Schreibweis€(da?) uns daran erinnern soll, daf} wir Terme, die im Sinne einer
Taylorentwicklung von quadratischer odesheirer Ordnung sind, weglassen. Uns interessiert
hier nur die tihrende Ordnung. Daher gidbs(da) = 1 undsin(da) = da: und

0 —1 0
=1 0 0
0 0 0
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Durch zyklische Vertauschung— y — z — z ergeben sich analog

00 0 0 01
=100 -1 Q=10 00
01 0 ~1.0 0

und

D*(do) = E+ Q%o+ O(do?)

DY(de) = E+ Q¥da+ O(da®) .
Beachte das scheinbare andere Vorzeicheni€y-Drehung.
Die allgemeine Drehung umtp; um diez-Achse, umdy, um diey-Achse und umiys um die
z-Achse ergibt sich aus der Auswertung vbidg) = D(dy1)DY(dps)D?(dys) in linearer
Ordnung in den infinitesimalen Winkeln

0 —dps  dps dyq
Dd@)=E+ | dps 0 —de | +0(dg”)  mit dF= | dip,
_d(p2 ngl 0 d(p3

g

Man tiberzeugt sich leicht davon, daf3 es auf die Reihenfolge der infinitesimalen Drehungen dabei
nicht ankommt. Die Unterschiede zwischen verschiedenen Reihenfolgen teatditimerst in
guadratischer Ordnung in den Winkeln auf. Dies ist der wesentliche Unterschied zu Drehungen
um endliche Winkel. Es erllt auch, warum die Betrachtung infinitesimaler Drehungen gewisse
Vorteile besitzt.
Wichtig ist nun die Tatsache, dal3 das Kreuzprodukmichts anderes als eine aktive infinitesi-
male Drehung steht

—dQb =d@ xb Vb,
Um uns davon zwberzeugen, stellen wir fest, dafl3 die Anwendung d@x auf einen Vektor
eine lineare Abbildung voriR? in denR? ist. Weiterhin missen wir nur nachrechnen, daf3 die
Bilder der Einheitsvektoren die Spalten véf bilden, also

0 —dps dps
d(ﬁ X 51 = dQO3 d(ﬁ X 52 = 0 d(ﬁ X 52 = —dQO1
—deps ds 0

Insbesondere gilt nurufeinen aktive in der Zeit gedrehten Vektgrder sich ansonsten nicht

andert

d, - dQ. _ .

%(Qb)_%b_wxb
mit der Winkelgeschwindigkeit = d@/dt. Wir erkennen also, dal die so vielbenutzte Winkel-
geschwindigkeit eigentlich gar kein Vektor sondern eine Matrix ist ! Déstitatsichlich dazu,
daf} sie sich unter orthogonalen Matrizen nicht ganz wie ein “normaler” Vektor transformiert.
Daher nennt man es auch manchmal eiagialenVektor. Den Unterschied merkt man bei ech-
ten DrehungerD mit det(D) = 1 nicht. Bei Spiegelungen miet(D) = —1 hingegerahdert

ein axialer Vektor sein Vorzeichen relativ zur Transformation eines echten Vektors.
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6.2 Kraftgleichung in rotierenden Koordinatensystemen

In einem Intertialsystem | gilt
., . d?
F—ma—mdt2 Ir.
Der Index | erinnert uns daran, hegich welchen Systems die Ableitung gebildet wird. In einem
rotierenden Bezugssystem R gilt das jedoch nicht.dtfie reine Kreisbewegung hatten wir das
schon in Kapitel 2.2.2 gesehen. Nun wollen wir die allgemeine Vektorschreibweise nachliefern.

Nach unserefberlegungen zu infinitesimalen Drehungen gilt &inen beliebigen Vektdr

d|- d
—p=—=
dt i dt
wobeiw die Winkelgeschwindigkeit von R beglich I ist. Die obige Formel dickt einfach aus,
daf3 dieAnderung vorb beaiglich | sich aus dem Anteil beglich R und der Bewegung von R
zusammensetzt.
Fuhren wir nun den Ableitungsoperator

—

—

b+a3><l;,

R

d d
- 3|~ 4],
dth cl7fR+w><

ein, so ergibt sichdi die Kraftgleichung nach Newton

2
+<I5><) 7

—

F+dx (dx7)+
R

F = mD2F:m<£‘
dtIr
d2

= m(

ﬁ (DXF)—i—LL)X—

prAt

d? P X (@ x )+ d&‘
= M——=| T mw w r m—
dt? Ir dt Ir
Die zusitzlichen Terme bringen wir nun auf die andere Seite der Kraftgleichung und interpretie-
ren wir sie alsScheinkéfte, die in der Kraftgleichung hinzugenommen werdeussen, um die

Bewegung relativ zum rotierenden System R versteheronudi

X742 ”xdF
7 mw X —
dt

—

‘R'

—

mi'= _F — Mm@ X T —2md X T —md X (J X T),
v N ~- J . ~- N ~— /,
reale Kraft  Linearbeschleunigung Corioliskraft Zentrifugalkraft

wobei die Zeitableitung, die als Punkt notiert ist, bglich des rotierenden Bezugssystems zu
nehmen ist.

6.3 Rotationsdynamik

Bisher haben wir Rotationen beschrieben, aber nicht ihre Ursaclatelis man tun, um eine
Drehung zu erzeugen?
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Anschaulich braucht man eine Kraft und einen Hebel. Denken Sie daran, dal3 Sie eineangwerg”
ge Schraube mit einem SchraubensskEl drehen wollen. Der Effekt ist destarer, je sarker
die Kraft und je &inger der Hebel ist. Dabei sollten beide, Kraft und Hebelglichst senkrecht
zur Drehachse stehen. Diese Beobachtungen fassen wir zusammen im sogenannten

Definition 6.3 (Drehmoment).

—

N:=7xF.
Beachte, dal3 das Drehmoment vom gbiten Ursprung alarigt.

Analog zur Gleichungﬁ — pfur Kraft und Impuls suchen wir nun einen Drehimpﬁlsder zum
DrehmomentV getoit, indem erV = L erfiillt. Diese Sucheuffirt uns zu
Definition 6.4 (Drehimpuls). ~
L:=rxp=mrxu.
Beachte, dal3 auch der Drehimpuls vom ghiten Ursprung atarigt.
Wir besgtigen, dafd unsere Anforderung an den Drehimpuldleist

—N.

il
Il
(S /;I
X
<
+
=y
X
S
3
=y
X
Y]
&1

Wirkt keine Kraft, so istV = 0 und L konstant. Wirkt eine radiale Zentralkraft(7) = f)r)?,
So gilt

so daf der DrehimpulB auch in diesem wichtigen Fall konstant ist.
Betrachten wir nun ein System venMassenpunkten mit inneren umdi3eren Kaften, wobei
die inneren Kafte zwischen den Massenpunkten radiale ZentaétkrsSein sollen

Fjl = f(rj)ts .
Dabei verwenden wir die Abkzungr;, 7 und entsprechend; = |7 — 77|, 71 = 7 /71

Der Gesamtimpuls betgt L9 = > i E Z;‘Zl 7; x pj. Eréndert sich unter dem Einflu3
des Gesamtdrehnmoments

Eges:zn:]\_fj ZT]XF Zr] FeXt+Zr]><F],,
j=1 j=1 j,=1

wobei wir wie bei der Behandlung des Translationsimpulses die Konventiarizsm 'dal}?}, =

0 gilt. Die Doppelsummaeiber die inneren Kafte werten wir durch Vertauschunﬁj( = —F‘U)
und Umbenennung der Indizg¢sind/ aus

n n
0O = E T_'}'XF]'[:—E T_'}XF}]
=) ji=1
n n

=20 = Y (75—7) x Fy="Y (Fux ) f(rjs)/rix = 0.

Jil=1 Jil=1 0

69



Somit gilt

iges: Zn: 7—,»] % F’vjext _ zn: NJ«_axt _. Next,
j=1 j=1
d.h. der Gesamtdrehimpudndert sich nur durch die Summe dmil3eren Drehmomente. Die
inneren Drehmomente heben sich weg. Insbesondefekishstant wenn keineatiBeren Kafte
wirken.
Damit haben wir einen weiteren, den letzten allgemeinen, Erhaltungssatz gefunden. Zusammen-
fassend kennen wir

Energieerhaltung freie Wahl des Zeitnullpunkts 1

Erhaltung der Schwerpunktsbewedreie Wahl des Ursprungs im Raum

Erhaltung des Impulses freie Wahl der Geschwindig. des Inertialsystem8

Erhaltung des Drehimpulses freie Wahl der Ausrichtung des Inertialsystems 3
Summe| 10

Die erste Spalte gibt die erhaltenedBE an; die zweite gibt an, aus welcher Symmetrie bzw.
Wahlfreiheit die Erhaltung resultiert, die dritte Anzahl der erhaltenen Komponenten. Insgesamt
verfigen wir alsouber genau 10 sogenannte Integrale der Bewegung. Im Allgemeinen gibt es
keine weiteren Erhaltungsofgén.

Pro Freiheitsgrad betigen wir zwei Integrale der Bewegung, da wir sowohl den Ort als auch
die Geschwindigkeit festlegenussenUbersteigt die doppelte Anzahl der Freiheitsgrade eines
Systems deutlich die Anzahl der Integrale der Bewegung wird das Verhalten des Systems im All-
gemeinen sehr schwer vorhersagbar. Das hegttdaran, dafl? die Bewegungsgleichungen nicht
deterministisch sind, sondern daran, daf kleinste Abweichungen, z.B. in den Anfangsbedingun-
gen, das Ergebnis nach einiger Zeit sehr stark beeinflu3en. Man spricht in diesem Zusammen-
hang vondeterministischem ChaoBenihmtes und bekanntes Beispiel higrist die Schwierig-

keit der Wettervorhersage. Die Vagge in der Atmospdré haben so viele Freiheitsgrade, daf3
eine langfristige Wettervorhersage niemalsginch sein wird, obwohl die Grundgleichungen
vollkommen deterministisch sind.

7 Bewegung eines starren Krpers

Flr unsere makroskopische Alltagswelt ist es sehr wichtig, die Bewegungen eines Systems aus
Massenpunkten zu verstehen. Speziell interessieren winunfeste starre Kiper wie z.B. Holz-
scheite, Kaffeetassen oder Dachziegel.

Definition 7.1 (Starrer K orper).

Ein starrer Koirper ist ein Ensemble von Massenpunkten, bei denen die Positionen der Teilchen
relativ zueinander fixiert sind, d.h. alle Abside (und damit Winkel) zwischen den Teilchen sind
konstant. Der Kiper ist starr und kann sich nur als Ganzes bewegen.
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Das Konzept des starrenoipers ist sehr praktisch, da es die Menge an Information erheblich
reduziert, mit der man sich befassen muf3. Diese Menge an Information kann man genauer fassen,
indem man Freiheitsgrade atut.

Definition 7.2 (Freiheitsgrade).
Unter der Zahl defFreiheitsgradeversteht man die Zahl der Koordinaten, die notwendig sind,
um die Position des Systems vo#lstlig zu beschreiben.

Beispiel 7.1.(Freiheitsgrade)

Ein Massenpunkt: Die Lage des Massenpunktes ist durch den Ortsvekt(r, y, z) vollstandig
bestimmt. Ein einzelner Massenpunkt hat daher drei Freiheitsgrade.

N Massenpunkte: DieV Ortsvektorens; (; = 1,...,N) bestimmen die Lage des Systems
vollstandig, d.h. ein System aué Massenpunkten h&tV Freiheitsgrade.

Ein starrer Korper ausV Massenpunkten hat (erheblich) weniger & Freiheitsgrade, da die
Bewegungen der Teilchen relativ zueinander nicbgiich sind. Er hat drei Freiheitsgrade der
Translation des Schwerpunkts und drei Freiheitsgrade der Rotation der Ausrichtung, also 6 Frei-
heitsgrade insgesamt. Die drastische Reduktion der Anzahl der Freiheitsgrade ist den Zwangsbe-
dingungen der Starrheit geschuldet, die die Relativpositionen aller Massenpunkten festlegt. Die
restlichem3N — 6 Freiheitsgrade, die ein beliebiges, nicht starres Systenvatsilchen latte,
bezeichnet man auch als innere Freiheitsgrade. Sie entsprechen z.B. Schwingungen und spielen
in der Molekil- und Festktperphysik eine wichtige Rolle.

7.1 Tragheitstensor

Wir wollen annehmen, dal3 die Summe defiéren Kafte verschwindet, so dal’ der Gesamtim-
puls konstant ist. O.B.d.A3 sei der Schwerpunkt in Ruhe, d.h. wir stellen uns vor, da wir das
Inertialsystem am Schwerpunkt desigers festmachen, wasoglich ist, da die Bewegung des
Schwerpunkts ohnalRere Kafte eine gleichdimige ist.
Wir konzentrieren uns auf die Rotation um ei@steAchsew mit Winkelgeschwindigkeit,
siehe Abb. 7.1. Der Drehimpuls eines Massenpunktes istm# x 7 = m# x (& x 7). Mit der
allgemeinen Regel

ax (bxd)=0b(G-é) —aa-b)
ergibt sichr” x (& x 7) = Jr? — 7(7 - J). Dieser Ausdruck bildet den Vektar linear auf einen
anderen Vektor ab. Man kann also daéine MatrixM finden mitM& = &r? — 7(7'- &). Ohne
Rechnung kommt man auf diese Matrix, indem man die Multiplikationihils 72 E schreibt
und das Skalarprodukts als#'@. Dann ergibt sicl/ = 72 E —77 . Der zweite Term entspricht
dem schon fuher ervehnten dyadischen Produkt 7, das aus zwei Vektoren eine Matrix macht.
Beachte, daB im Ausdruck’” die beiden Vektoren als Matrizen aufgefa3t werden, zwischen
denen eine Matrixmultiplikation ausgéfit wird. Die Standardregeln zur Transposition ergeben,
daR (71T = (7)1 = 77T symmetrisch ist.

130hne Beschaiikung der Allgemeinheihicht: ohne Bedenken des Autors
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Abbildung 7.1: Rotation eines starrem#pers um die Achsg.

Nun definieren Wil’gj = m]-(FJQg T ]) wobei der Indexj den Beitrag deg-ten Massen-

punkts beschreibt. Somibknen wir dessen Beitrag zum Drehimpuls m;t = gjw angeben.
Der gesamte starredf{per hat den Gesamtdrehimpuls

was uns zur der Definitiorufirt:

Definition 7.3 (Tragheitstensor).Der Tensor zweiter Stufe, d.h. mit zwei Indizes,

heil3t TEgheitstensor. Er beschreibt dieafheitseigenschaften eines starrearpéis. Beachte,
dal3 die Matrixelemente desalgheitstensors vom gahlten Koordinatensystem und von der
Position und Ausrichtung desdfpers abhingen.

Der Tragheitstensor ist das einfachste Beispiel, bei dem zur Beschreibung einer Eigenschatft ein
Tensor zweiter Stufe, eine Matrix, batrgt wird. Der Tiagheitstensor ist eine symmetrische Ma-

trix, da7;#] symmetrisch ist.

Neben der Berechnung des Drehimpulses erlaubt deghBitstensor auch die direkte Berech-
nung der kinetischen Enerdie Mit ¥; = w x 7; haben wir

1 — . 1 — .
=3 > my(@)° = 5 > mj(w x 7)?
P =

Nach einer weiteren allgemeinen Regel gilt

= = -

(@xb)@Exd)=(a-b-d)—(a-d@-a.
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Es folgt
(wx 7)) =& — (w-7)?=&" (FPE—7") &,

worin wiederum dieselbe Matrix wie bei der Definition VQJnauftaucht. Also gilt

Zur Berechnung der kinetischen Energie tiggen wir als nur wiederum den dgheitstensor und
Betrag und Richtung der Winkelgeschwindigkeit. Beachte, dal? der obige Ausdruck formal grol3e
Ahnlichkeit zuT = (1/2)m#? = (1/2)d7mEv hat. Allerdings ist die Masse eine besonders
einfache Matrix, aimlich proportional zur Einheitsmatrix, weshalb sie auch nicht von der Wahl
der Basis, dem Koordinatensystem abgt. Die Identit ist in allen Basen die Idendit”

Eine wichtige Beziehung, die wir aus der Kombination von Gleichunfea O undT =
(1/2)d"©d lernen, ist

@-L.

T=_-GT[ =

l\.’)l»—l
l\.’)l»—l

7.2 Tragheitsmoment

Der volle Tragheitstensor birgt alle Information, die wir zum Verstehen der Dynamik einer Rota-
tion berotigen. Hiufig brauchen wir aber weniger als das. Das ist dann der Fall, wenn mit Hilfe
von Lagern die Drehachse des rotierendemg€rs fixiert ist. In diesem Fall reicht die Kennt-
nis eines speziellen Matrixelements desdhéitstensors, des sogenannteagheitsmoments
beziglich der festen Achsg.

Definition 7.4 (Tragheitsmoment).Das Tiagheitsmoment eines Korpers beaglich einer Ach-
sew ist gegeben durch
I:=0"00.

Damit lautet die kinetische Energié= (1/2)Iw? in vollstandiger Analogie zur Translation.

Um den Bezug zu anschaulichen Formeindas Tegheitsmomenther- — wh
zustellen, berechnen wiX¥’ ©@ direkt. Dazu machen wir uns klar, daR3 L
7+ & = r| die Komponente vorr entlang vonw darstellt; sie heil3t 7
auch Parallelkomponente. Die zugeigé senkrechte Komponente ist

r.. Pythagoras lehrt ung = r> = rf + r2 und somitr® — rif = r7.

Also gilt

=

Tew—m P2 —oT7 /o ) = mar?
AR \/‘J’\]/ 74,1

Tl T4,

und somit die aus dem Experimentalteil der Vorlesung vertraute Formel
n
2
I=) mjrj, .
j=1
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An dieser Formel erkennt man auch, daBich nichtandert, wenn der &per nur um festes
gedreht wird. Der senkrechte Abstarnd zur Achsew bleibt unveendert.

Wenn man die Tagheitsmomente als das paminteressante betrachtet, ergibt sich noch ein
anderer Blick auf den Bgheitstensor. Er beinhaltet alle Informatiginet? nogliche Tagheits-
momente. Aul3erdem weild man, wie sich ein Tensor unter Drehungen transformiert, was wir
spater noch einmal besprechen. Bei einzelnen Matrixelementen ist das weit weniger klar.

Auch wenn die Drehachse parallel verschoben wird, muf3 daghBitsmoment nichtollig neu
berechnet werden. Es gilt der Steinersche Satz.

Satz 7.1.Fur das Tegheitsmoment, beaiglich der Achsed ergibt sich aus dem agheitsmo-
mentl,s beziglich der AchseAS, die im Abstandd parallel zuA durch den Schwerpunk&
lauft, gilt

Iy = I+ Md?,

wobei M die Masse des #&rpers ist.

t

Abbildung 7.2: Drehachsen und Abside zur Ableitung des Steinerschen Satzes.

Zur Ableitung betrachten wir die Abstide in Abb. 7.2. Es gilt
Ipy=Y miit 4= m(FjLas+d)?.
j=1 j=1

Da beide Achsen parallel laufemndert sich nichts an der Bedingung, senkrecht zu stehen. Wei-
terhin steht auch der Abstandsvektiosenkrecht auf beiden Achsen. Dann kann man ausmulti-
plizieren

n n n
Iy= E My | 45 +2d - E M L as +d E m;
=1 =1 =1

——
Ias 0 M
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woraus der behauptete Satz folgt. Wesentlich ist, dal3 sich die massengewichtessrdésin
Schwerpunkt alle wegheben. Nach Definition des Schwerpunkts giltha—= Z;f:l m;7. Mil3t _
man nun die Orte relativ zum Schwerpunkt selbst, hat man den Schwerpunkt zum Ursprung sei-
nes Koordinatensystems gemacht. AlsoBik= 0 und im Speziellen auch, daf3 die Komponenten
senkrecht zu einer beliegigen aber festen Achse verschwinden.
Die Steinersche Formel trennt die Gesamtbewegung in einen Anteil der Rotation um den Schwer-
punkt und einen Anteil der Rotation der im Schwerpunkt versammelten Mdss&an kann das
benutzen, um die gesamte kinetische Energie in einen Rotationsanteil um den Schwerpunkt und
einen Translationsanteil deoKers als Massenpunkt im Schwerpunkt aufzuspalten
_ 1 2 _ 1 2 1 2 =2
T—EIALL) —EIASW —|—§de y
2

wobei wir 7 = & x d benutzen und die Tatsache, daBnd & senkrecht aufeinander stehen, so
daf3 der Betrag voii dem Produkt der Bediljed undw entspricht.

7.3 Tensoren

Wir wollen systematisch angeben, was unter einem Tensor zu verstehen ist, und wie sich die
anderen Begriffe wie Skalar, Vektor und Matrix dazu verhalten.

Definition 7.5. Ein TensorT;, ;2. in n-ter Stufe ist ein Objekt mik Indizes, daf sich unter
orthogonalen Transformationdnwie folgt transformiert

!
T jo,..in = E Dji1i1Djoo - - - DjpinTin o, in - (7.2)

i1,32,....in

Ein Beispiel fir Tensoren nullter Stufe sind Skalare. Sie haben keine Index, weshalb auch nichts
zu transformieren ist. Sie bleiben unaadert; man sagt sie sind invariant. Beispiele sind die
Masse oder die kinetische Energie.
Ein Beispiel fir Tensoren erster Stufe sind Vektoren. Die Transformationsvorschrift (7.1) wird
zu

'U;':ZDjiUi <~ '17,22'17,

was offensichtlich die richtige Transformationsvorschrift ist, womit wir gezeigt haben, dal3 Vek-
toren tatsiChlich Tensoren erster Stufe sind.
Ein Beispiel fir Tensoren zweiter Stufe sind Matrizen. Die Transformationsvorschrift (7.1) wird
zu

My sy = DjaDjppinMi s -

i1,i2

Wollen wir das als Matrixmultiplikation interpretieren, so stimmt die Indexreihenfolge in der
zweiten Komponente nur, wenn wir zur Transponierten Matbgrgehen

M'=DMD".
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Da wir noch nicht behandelt haben, wie sich Matrizen bei Drehungen verhatianek Sie
(noch) nicht erkennen, dal3 das tatslich das richtige Transformationsverhalten ist. Exem-
plarisch wollen wir aber einen besonders einfachen Matrixtgmlich das dyadische Produkt
M = @" betrachten. Die Vektoren transformieren sich, wie oben gezeigt

M'=ad'b"" = (Da)(Db)" = Dab" D* = DMD"
so daf3 wir taachlich das von der Gleichung (7.1) implizierte Transformationsverhalten wieder-
finden.
Als ein Beispiel tir einen Tensor dritter Stufe sei der total antisymmetrische Tengoan-
geflihrt. Es ist definiert durclh = €123 = €231 = €312, —1 = €213 = €132 = €321 UNA0 = €%,
sonst, d.h. wenn mindestens zwei Indizes gleich sind. Dieser Tensor gehorcht ebenfalls der Glei-
chung (7.1).

8 Zweikorperproblem

Auf Grund der grof3en Bedeutung in der Physik wollen wir das Problem zwegpek der
Massenm; undms, die mittels einer radialen Zentralkraft, (¥) = f(r)7 miteinander wech-
selwirken, genauer untersuchen. Die Wechselwirkung kann z.B. die Anziehung von Massen auf
Grund der Gravitation seinf(r) = —Gm;m,/r?) oder die AbstoRung (Anziehung) zweier
(un)gleichnamiger Ladungertf(r) = kqigo/r* mit k = 1/(4me)).

Als Erstes ahlen wir die Anzahl der Freiheitsgrade. Bei zwei Massenpunkten im dreidimensio-
nalen Raum ergeben sich sechs Freiheitsgrade. Dahetipgemivir 12 Integrale der Bewegung;

wir haben allgemein aber nur 10. Wirussen uns also darauf einrichten, zweimal von Hand zu
integrieren und spezielle Eigenschaften des Systems auszunutzen. Zuerst sollen aber die Erhal-
tungssitze ausgenutzt werden.

Wir wissen, dald man die Erhaltung des Gesamtimpulses ausnutzen kann, um die Schwerpunkts-
bewegung abzutrennen. Der Schwerpunkt bewegt sich gteioid; das Inertialsystem sei so
gewahlt, daR er im Ursprung liegUbrig bleibt das ProbleneinesTeilchens der reduzierten
Massenu = mymy/(my + m2) in einem Kraftfeldf(r)7, das wir nun alaliReres betrachten,
siehe Abschnitt 5.3.

Nun wollen wir die Erhaltung des Drehimpulses autzen. Diese Erhaltung ist gegeben, da wir
von einem radialen Zentralkraftfeld ausgehen, siehe Abschnitt 6.3. Wir legen die Koordinaten
so, daR der konstante Drehimpiil$n z-Richtung zeigtl = (0,0, L)T. Aus L = 7 x ¥ wissen

wir, daf giItE 1 7, L v, so dal3 beide Vektoren in dey-Ebene liegen. Wir brauchen also nur
eine zweidimensionale Bewegung zu diskutieren.

Den Betrag des Drehimpulses benutzen wir, um etwaes die Winkelgeschwindigkeit zu

lernen. Wir betrachten die Bewegung dexpérs als Drehung um déi& Achse. Es giltL = Iz, w,

wobeiI das Teigheitsmomentist. D& L €, gilt I;, = pr? und so

1 L
L = pr?p = —r?dp = —dt .
2 2u
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Der Ausdruck%rzdgz steht fir die infinitesimale Fiche eines schmalen Dreiecks, das der Orts-
vektor auf seiner Bahn, der sogenannte Fahrstrahlt, in dedZélierstreicht. Das istin Abb. 8.1
illustriert. Geometrisch interpretiert lesen wir ab, dal3 decREngeschwindigkeit konstant ist

Abbildung 8.1: Bahnkurve und Fahrstrahl eines Teilchens, das sich um den Urgpheawegt.
Es wird die Dreiecks#iched F' = (1/2)r(rdy) in der Zeitdt Uberstrichen.

dFF L
pr = ﬂ = const .
Also gilt
2. Keplersches Gesetz:
Der Fahrstrahuberstreicht in gleichen Zeiten gleicheaElien.
Bemerkung: Diese Aussage, die man auch#éshensatbezeichnet, gilt allgemeiruf radiale
Zentralk&fte, nicht nur @i die Gravitations- oder die elektrische Kratft.

Um quantitativ die Bewegungsgleichung nséi, bietet es sich an, eine weitere erhaltere®6&r"
die Energie, zu betrachten. Sei das Poteiifial) ausF () = — 42+ bestimmt, z.B.

F=-27 = v)=-2.

r2 r
Dann giltE = T + V = const. Die kinetische Energie betgt, vgl. Abschnitt 2.2.2

1 1
T = 5/11172 = 5/1,( 2w2 + 7'2) .

Wir kennenw = ¢ nicht, kinnen es aber mittels der Drehimpulserhaltung als Funktion des
Abstands ausdickenw = L/(ur?) und erhalten insgesamt

1
E = e —ui* + V(r) = pr* + Ver(r) (8.1)

mit Ve(r) = V(r) + L?*/(2ur?). Der Term L?/(2ur?) heilRt auchZentrifugalpotential Mit
der obigen Gleichung haben wir das Problem auf ein eindimensionales Problem, konkret eine
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(@) (b)

ungebundene Bewegung

S =
= 0.0 =< 00
> >’5 gebundene Bewegung
Emln B 1
0'0 0'0 rKre\s

Abbildung 8.2: (a)l /r Potential wie es bei Gravitation oder Coulombwechselwirkung ungleich-
namiger Ladungen auftritt. (b) Effektives Potentig(r), das das Zentrifugalpotential beinhal-
tet. FUr positive Gesamtenergié > 0 liegt ungebundene Bewegung vour fliegative Gesamt-
energieE < 0 gebundene Bewegung.

Differentialgleichung 1. Ordnung, reduziert! Insbesondere verstehen wir nun also qualitativ die
moglichen Bewegungen durch Betrachtung des effektiven Potentials, siehe Abb. 8.2. Haben wir
die Integrationskonstante des Potentials so bestimmt, dal3 es im Unendlichen verschwindet, so
bedeutet positive Energie, dal3 die Bewegung ungebunden ist. Die oymikkommen einander

nahe, entfernen sich dann aber wieder voneinander. Ist die Energie negativ, so liegt gebundene
Bewegung vor. Die beidenatper kommen nicht voneinander los und kreisen umeinander. Ein
Spezialfall der gebundenen Bewegung liegt vor, wenn die Energie den Wert des Potentialmini-
mums annimmt. Dann ist keine Energie fr die kinetische Energie frei und so verharrt der Abstand
r konstant beim Werti,. Es liegt eine Kreisbahn vor. Beachte, dal3 diese qualitaﬁlkmﬂe-

gungen unabdrigig vom genauen Potential der anziehenden Kraft gilt, also nicht nur alfein
Potential besclarikt sind.

Will man mehr als die qualitativen Aussagen, so haben wir schon in einer Dimension, siehe
Abschnitt 4.2, gesehen, dafl} man die Gleichung (8.1) naalflosen und integrieren kann. So
erhdlt mant(r) und nach Invertierung die Bahnkurvé). Beim Keplerproblem, d.h. beiry/r-
Potential, ist es jedoch einfacher und klarer, erst die Bl in Polarkoordinaten zu bestim-

men. Man kennt dann die Kurve im dreidimensionalen Raum, auf dem sich das effektive Teilchen
bewegt, ohne die genaue Zeitalnigigkeit zu kennen. Diese kann man in einer weiteren Integra-
tion bestimmen, wie wir konkret weiter unten sehen werden.

Dazu rechnen wir die Zeitableitung um

. dr  drdy , , L
r=—=———=rr
dt  dp dt r2p

wobei ftir die letzte Gleichheit die Drehimpulserhaltung verwendet wurde. Einsetzen in die Ener-
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gie liefert

L2 (7,/)2
E = ﬂ ”, +Veff(7') .
Das ist uns immer noch zu kompliziert, da im Ableitungsterm nocuftritt. Daher suchen
wir eine Funktion des Winkels mii’ o« r'/r?. Integration liefertu = 1/r mit ' = —r'/r%
Eingesetzt ergibt sich
L? L? L?
E = E(UI)Z + Ver(1/u) = ﬂ(u'ﬁ — Au+ EUQ :

Damit sind wir fast bei einem alten Bekannten, dem harmoni-
schen Oszillator. Das Potentifll(u) = —Au + 5—;u2 entspricht
dem einer verschobenen Parabel. Ihr Minimum ergibt sich aus

V()

L?%a Ap
0:_A+7<:>a:ﬁ 0.0

Die minimale Energie beat Epin = Via) = —_;‘%’;. Gilt E = T

Enmin, SO ergibt sich die oben besprochene Kreisbahn. u

Ist die Energie bher, liegen harmonische, d.h. sinusoidale, Oszillationem u vor. Hierbei
interpretieren wikp jetzt als Zeit. Daher setzen wir an

u(p) = a+ C cos(@(p — o)) -

Die Verschiebungp, konnen wir durch passende Drehung der Koordinatenachsen inyeer
Ebene zum Verschwinden bringen. Daher setzenpgi= 0. Formulieren wir die Energie etwas
um

Azou L2 N2 L2 2
E—Emin:E—Fﬁ = Z(u) +ﬂ(u—a)
und setzen den Ansatz ein, erhalten wir
A? L?
const = F + 2—Ll; = EC’Q [&2 sin® ¢ + cos® go] :

Damit der Ausdruck rechts wirklich konstant, d.h. unabgig vony ist, miissen sich die Qua-
drate der beiden trigopnometrischen Funktionen zu 1 addieren. Das erfordert. Den Wert
vonC' liest man dann ab

2uE  A%?
2 _
¢ = L? * LA
— =
=:b =Q

Fur E = En, ergibt sichC' = 0, also die Kreisbahn. Sonst gdt > 0 und man erhlt

1 1 ok
u(p)  a+Ccos(p) 1+ ecos(p)

(8.2)
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mitk = 1/a = L?/(pA) unde = C/a = /1 + b/a2. Wir beschanken uns hier erst einmal auf

a > 0, d.h. ein anziehendes Potential.

Welche Bahnen beschreibt Gleichung (8.2) ?

Absolut untypischdi ein allgemeines Potential beschreibt Gleichung (Be2jodischeBahnen.

Es gilt Emlichr(¢) = r(¢ + 27). Nach einer Umdrehung folgt derdfper also genau wie-

der derselben Bahn. So ndich uns das angesichts der regalfigen Abfolge der Jahreszeiten
erscheinen mag, so speziell ist es doch. Fast jedes andere Potentlal michtgeschlossene
Bahnen erzeugen, die immer neue Raumpunkte passieren.

Konkret sind die Bahnen (8.2) Kegelschnitte, sie sind in den Abbildungen 8.3 und 8.4 illustriert.
Die Kreisbahn ergibt sichuf'e = 0, die Ellipse ir 0 < € < 1, die Parabeldi e = 1 und die Hy-
perbel fire > 1. In den letzten beidendfién wird der Nenner in (8.2) Nullf'bestimmte Winkel.

Bei der Parabel ist das,, = «. Bei der Hyperbel bestimmen sich die Winkel der Asymptoten
(gepunktetin Abb. 8.4) aus,, = + arccos(—1/¢). Offensichtlich beschreiben Kreis und Ellipse
die gebundene Bewegung und Parabel und Hyperbel die ungebundene Bewegung. Die Parabel
ist dabei gerade der Grenzfall, wenn gebundene Bewegung gerade ungebunden geworden ist.

Krels Elllpse Parabel Hyperbel
(a > w) (o =w) (o <w)

Abbildung 8.3: Die Kegelschnitte. Der Kreiskegel iffnungswinkelv ist in der Seitenansicht
gezeigt.

Was passiert bei abstoRendem Potential zwischen den beiden
Korpern, z.B. @ir gleichnamige Ladungen? Es gilt dadn< 0

und somita < 0. Der verschobene Oszillator hat kein Minimum_
mehr Ur die physikalisch sinnvollen positiven Werte venDie ‘:’
formale Losung lautet wie vorhet(p) = a + C cos(y), hier mit ~ ©©
a < 0. Da sie nur i positivesu sinnvoll ist, muf}C' > |a| gelten.

Wir definierene = C/|a| > 1 und erhalten

a<0 0.0

1/l]al B 1/a

—1+ecosp 1—€cosp

r(p) =

Bei dieser Bahn handelt es sich wiederum um eine Hyperbel, die in Abb. 8.4 gestrichelt gezeigt
ist. Der Grenzwinkelp,,, bei dem der Abstangl unendlich wird, bestimmt sich alls= —1 +
€COS Py & Poo = L arccos(1/e).
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Abbildung 8.4: Die Kegelschnitte in Aufsicht. Die Hyperbel im Falle von Abstof3ung durch den
Ursprung ist gestrichelt gezeichnet. Die Asymptoten, an die sich die Hypenoein £ oo
anschmiegen, sind jeweils gepunktet (blau) gezeigt.

Die Hyperbelbahnen gehén zu positiver Gesamtenergie. Da 1 gilt, gilt auchC? = a? +b >

a?, also0 < b = 2uF /L% Somit ist auch formal klar, daR hier ungebundene Bewegung vorliegt.
Dies ist im Sonnensystem der FalirfKometen, die sich genau einmal der Sonaéerh und
dann wieder im Weltall verschwinden. Beachten Sie, dal3 die Bezeichnung Halleyscher Komet
fur einenwiederkehrenderlimmelslorper eigentlich eine Fehlbezeichnung ist.

Die gebundene Bewegung findet auf Ellipsen (bzw. Kreisen) statt. Dieser Sachverhaltlist das
Keplersches Gesetz:

Planeten bewegen sich auf Ellipsen mit der Sonne in einem der Brennpunkte.

In dieses Gesetz geht eineahErung ein, amlich die, dal3 die Planetenmasse gedpen der
Sonnenmasse vernaabkigt werden kani/sonne > mpianes Dann ist der Schwerpunkt durch
den Sonnenmittelpunkt gegeben und man kann auch die verschiedenen Planeten alsgigpabh”
betrachten.

Um vollen Nutzen aus dem 1. Keplerschen Gesetz zu ziehessen wir alle Kenngf3en der
Ellipsen kennen, wie sie in Abb. 8.5 gezeigt sind. Es gibt zwei Brennpunkte und einen Mittel-
punkt. Die grol3e Halbachskist der maximale Abstand vom Mittelpunkt; die kleine Halbachse
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r

Brennpunkt . Mittelpunkt \ Brennpunkt

L

T'ma

T"'min

DO

2d

Abbildung 8.5: Die Ellipse und ihre wichtigen Kenmfgén, insbesondere die grol3e Halbachse
d, die kleine Halbachsg¢ und die Exzentrizdte.

f der minimale Abstand. Der Abstand der beiden Brennpunkte heil3t Exzeatwi&Ei Kreisen
gilt ¢ = 0 und die Brennpunkte und der Mittelpunkt fallen zusammen. Der maximale Abstand
zu einem der Brennpunkte sgi.y; der zugebiige Bahnpunkt wird bei der Planetenbewegung
auch Aphel genannt. Bei Satelliten der Erde heil3t er auch &pwmgDer minimale Abstand zu
einem der Brennpunkte sgiin; der zugebriige Bahnpunkt wird bei der Planetenbewegung auch
Perihel genannt. Bei Satelliten der Erde heil3t er auch &emg™
Offensichtlich gilt
T’max — k/(l — 6)
Tmn = k/(1+¢€)
d = (Tmax+7min)/2=Fk/(1—€?)
e = (Tmax— Tmin)/2 = ke/(1 — €®) = de .
Weniger offensichtlich ist

f= Vd2_€2:\/TminT'max:k/Vl—EQ:m.

Allgemein kann man die Ellipse beglich des Mittelpunkts in kartesischen Koordinaten be-

schreiben durch \
(TN Yy
1= (3) + (?> . (8.3)

Eine weitere Charakterisierung besteht in der Idantit”

r+r' = const = 2d .
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Das kann man zur Konstruktion mittels eines Fadens verwenden, den man an die beiden Brenn-
punkte knipft.

Die Flache der Ellipse bedgt F' = wdf. Das sieht man leicht ein, wenn man die Ellipse als
einen Kreis mit Radiug betrachtet, der in Richtung der grof3en Halbachse um den Fékfor
gestreckt ist, was genau der Charakterisierung in Gleichung (8.3) entspricht.

Nun wollen wir die Bestimmung der Bewegung komplettieren y) berechnen. Damit wer-
den wir auchr(t) = r(¢(t)) kennen. Direkt istdif uns die Umkehrfunktion(y) zugdnglich. Wir
erhalten sie wieder aus der Drehimpulserhaltung

. L 5 L
p=—"~ = 71(p)dp=—dt.
pr?(e) () p
Trennung der Variablen und Integration liefert
o k >2 L
———— ) dp=—(t2 — t1) (8.4)
[01 (1 + €ecosp "

mit Anfangswerten(t;, ¢;) und Endwerter(t,, p2). Speziell lohnen wirt; = 0 undg; = 0
setzen sowié, = t und g, = ¢, so dal} wir wie gewrischtt(yp) erhalten. Das Integral kann
analytisch gedst werden, ist aber kompliziert und liefert keine tieferen physikalischen Einsich-
ten. Wir verzichten auf die explizitedsung. Wichtig ist, daf3 das Probleasbar und vollsindig
charakterisiert ist.
Jedoch wollen wir die GesamtumlaufZ€ibestimmen. Dazu nutzen wir die Konstanz dexdrén-
geschwindigkeit des Fahrstrahls aus, die uns erlaubt, statt Differentialquotienten Differenzenquo-
tienten zu betrachten

L dF F

ou dt T’
wobei F' die Fldche der Ellipse ist. Einsetzen und Augén liefert

_2uF  2pumdf  2umdvVkd  2pmd®PEYE 2p1?md?/?

T L L L L S A2

Hieraus folgt y
2 2 73

T = 4n°d 1
Bei festem Verhltnis /A sind die Quadrate der Umlaufzeit proportional zu den Kuben der
grol3en HalbachsenuFdie Planetenbewegung um die Sonne giltaeldich A = Gm;m, und
somitu/A = (G(my + my)~!. Da die Summe der Massenllij von der Sonnemasse dominiert
wird Msonne > Mpianes gilt in sehr guter herungm; + my = Msone+ Mpianet & Msonne SO
dalRu/A tatsichlich konstant ist. Somit gilt das
3. Keplersches Gesetz:
Das Verlaltnis des Quadrats der Umlaufz&iund des Kubus der grof3en Halbachsst fur alle
Planetenbahnen um die Sonne gleich

2
— = const .

3
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Am Anfang dieses Kapitels hatten wir festgestellt, dal’ uns zwei Integrale der Bewegung fehlen,
da wir 12 brauchten, aber nur 10 auf Grund allgemeiner Erhaltungen hatten. Wo haben wir also
in der Behandlung des Keplerproblems integriert? Wir habeadhl€h zweimal integriert:

1. Die Integration
re)=fr) = 1y

haben wir implizit gemacht, da wir auf die bekannten Ergebnisse zum harmonischen Os-
zillator zunickgreifen konnten.

2. Die Integration
p(t)=9g(0) = ot
haben wir formal in GI. (8.4) geleistet, wenn auch nicht ausigetf”

Somit stimmt die Bilanz unserer Integrationen mit dersagfichenUberlegunguberein.

Abschliel3end fassen wir noch einmal die drei Keplerschen Gesetze in Kurzform zusammen:
1. Planetenbahnen = Ellipsen (mit Sonne im Brennpunkt)
2. Flachensatz: Radiusvektobérstreicht in gleicher Zeit gleichedélie
3. T ist fur alle Planeten gleich.

Dabei sollte man immer im Hinterkopf behalten, dal3 dackEnsatzui beliebige Zentrallafte
gilt.

9 Schwingungen

Schwingungsvorarige spielen eine extrem wichtige Rolle in der Physik. Im einen Extreohta™
man noglichst gute und langandauernde Schwingungen haben, wie zum Beispi@ldrzuh-
ren. Im anderen Extrem ochte man die Schwingungaglichst schnell wegaimpfen, wie zum
Beispiel beim gefederten Auto, dessen Schwingungesr die StoRampfer gedimpft werden.
Um all das beschreiben zwkien, beatigen wir ein weiteres 8tk Mathematik.

9.1 Komplexe Zahlen

Beim Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren und Potenzieren von reellen Zahlen
bleiben wir im Bereich der reellen Zahlen. Beim Wurzelziehen aber tritt ein Problem auf.

Problem: 22 = —1 hat keine reelle bSungz

Es zeigt sich, dal3 man sich einfach eirasurig definieren kann (Euler 1777)::= v/—1.
i wird alsimagirare Einheitbezeichnet.
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Eine allgemeinemagirre Zahlist dann von der Forr - : mit reellemb, also z.B 27, mi, etc.
Wir ubertragen nun dieblichen Rechenregeln der reellen Zahlen auf die imegim Zahlen
(unter Beachtung voit = —1):

byt + byt = (by + by)i

(blZ) (ng) - b1b2i2 - —blbg

i3 =% = —i etc.

Definition 9.1 (komplexe Zahlen).
Allgemeinekomplexe Zahlesind von der Form

z=x 41y

mit reellen Zahlen: und y. = bezeichnet man auch als dBealteilvon z und y als denlma-
ginarteil. Beachte, dal3 der Imagirtéil nach Definition selbst reell ist. Man schreibt auck
Re(z) + ilm(z). Das Mengensymbol der komplexen Zahlerzist C.

Es handelt sich belC wie bei R, um einen kommutativen étper. Das heil3t nichts anderes, als
dal alle elementaren Rechenregeln gelten, die man von reellen Zahlen kennt: Addition, Multi-
plikation, neutrales Element der Additiof) (bzw. der Multiplikation (), Subtraktion, Division
(aulRer durcl®), Abgeschlossenheit, Assoziatait Distributivgesetze und Kommutatiatt Wir

wollen konkret auf die wichtigen Regeln eingehen.

Addition: 23 = 21+ 29 = (.’171 —+ Zyl) + (.’EQ —+ Zyg) = (.’171 + IL'Q) + Z(yl + y2)
Re(Zg) Re(Zl) —+ Re(ZQ) und In'(Zg) = Im(Z]_) + Im(ZQ)
Addiert werden Realteil und Imaganteil getrennt wie die Komponenten eines Vektors.detch

kann man sich komplexe Zahlen gut als Vektoren im zweidimensionalen Raum vorstellen, der
sogenannten komplexen Ebene, siehe Abb. 9.1.

Multlpllkatlon 2129 = (371 + iyl)(xz + Zyg) = (371372) + i(xlyz) + i(ylxz) + i2(y1y2)
= (2122 — n1y2) + 1(T1Y2 + T2y1)

Beachte, dal’ sich das Ergebnis nightlért, wenn mag, und z, vertauscht, die Multiplikation
ist also kommutativ. Spezielufreellesh gilt:

Az = Mz +iy) = (Az) +i(Ay)

Definition 9.2 (Komplexe Konjugation).
z* := x — iy heilRtkomplex-konjugiertu z = x + iy, d.h. die Operatioh bedeutet Vorzeichen-
wechsel beim Imaggarteil. 14

14Bjsweilen wird die komplexe Konjugation auch mit einétherstrichz notiert.
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Abbildung 9.1: Die komplexe Ebene: eine komplexe Zakann entweder kartesiscioér ihren
Realteilz und Imagiraiteil y notiert werden oder polarber ihren Betrag und den Winkelp,

der auch das Argument vanheil3t. Komplexe Konjugation bedeutet Spiegelung an der reellen
Achse.

Mit Hilfe des Komplex-Konjugierten kann man zum Beispiel leicht Real- und Imeaggi hin-

schreiben ) )
Re(z):§(z+z) Im(z)zz(z—z).
Definition 9.3 (Betrag, Argument).
Unter demBetrag|z| einer komplexen Zaht versteht man die &rige des zugeiigen Vektors

in der komplexen Ebene= |z|. Man kann das auch schreiben als

2

12> =2® + 9 = 2% — (iy)® = (z + iy)(z — iy) = 22~ .

Den Winkely der Polarkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl bezeichnet maAmals
mentvon z: ¢ = arg(z)

Mit Betrag und komplexer Konjugation kann man leicht die Division durch eine komplexe Zahl

realisieren )
1 z* r—1y .Y

2z BP O BPRR
da man sie auf eine Division mit einer reellen Zahl, dem Betragvaanickfuhrt. Nur wenn
z = 0 ist und ihr Betrag dahey ist, geht diese Konstruktion schief. Das entspricht aber genau
der Situation im Reellen.
Wichtig ist, da® der Betrag des Produktes zweier komplexer Zdhbjesj gleich dem Produkt
der Beteige|z; || 22| ist

|zlz2|2 = 21222125 = |z1|2|z2|2 = |z122] = |21]|22] -

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen ist zwar formal schon hingeschrieben worden. An-
schaulicher wird sie in der Polardarstellung

23 = 2122 = rira(cos o1 + isin @;)(cos o — isin ;)
~
T3

= 7y [gos (1 COS (3 — Sin py sin @y +1 £sin (1 COS Py + sin s, COS 301)1] ,

~~

~
cos(p1+p2) sin(p1+p2)
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wobei die Additionstheoremeaftrigonometrische Funktionen verwendet wurdemhfénd sich
die Betige komplexer Zahlen bei Multiplikation multiplizieren (wie im Reelldrigens), ad-
dieren sich ihre Winkel. Kurz gefal3t gilt al$e| = |21||22| und ardz;) = arg(z;) + arg(zz).

Beispiel 9.1.

Die Zahli hat den Betrag und das Argument /2 in Radian. Nach unserer Regel hat die Zahl
i2 also immer noch den Betrdg aber das Argument. Dies charakterisiert die Zahl1, wie es
sein soll.

Komplexwertige Funktionen komplexer Zahlen

Alle Funktionen, die man “gut® durch ihre Taylorreihe darstellen kann

Sehr viele der Funktionen, die Sie also schon bisher kennen, haben ein komplexes&&genst”
Die wichtigste ist die Exponentialfunktion
Beispiel 9.2 (Exponentialfunktion).

oo oo

expar::z:%Z exp z ZZ—’

n=0 n=0

Speziell giltexp z = exp(z + iy) = exp z exp(iy), worin der Faktokxp z ein reller, positiver
Faktor ist, der den Betrag verp z bestimmt. Dazu muf3 man natich noch wissen, daép iy
den Betrag 1 hat

§|‘@

expiy = E
y n . yn n—
= E —'(—1) 12 4 E = (_1)( 1)/2

n gerade n ungerade
= cosy-+isiny.

Wenn man sich die Reihenentwicklungen von Kosinus und Sinus anschaut, stellt man fest, dai3
sie den geraden Potenzen bzw. bis auf einen Fakiem ungeraden Potenzen der Funktiopmiy

5Die genaue Bedeutung dieses Begriffs wird in der Mathematik ageklEs reicht z.B., daR
32 o IF™(0)[r™ /n! < oo gilt.
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entsprechen. Das ist ein wichtiger Zusammenhang. Wir erkennenxgafdden Betrag 1 haty
ist gerade das Argument veRp iy. Flr 2’ = exp z = exp x exp iy gilt, dal’ der erste Faktor den
Betrag von:’ bestimmt und der zweite Faktor das Argument ¥bn

|expz| =expz arglexpz) =y .

In Umkehrung gilt dann
In(2') = In(|2']) + iarg(z) ,

womit wir schon mal zwei wichtige komplexe Funktionen kennengelernt haben.
Hat eine Taylorreihe nur reelle Koeffizienten, z.B. wg{ke) € R Vz € R, so gilt fir das
komplexwertige Gegenstk

(f(2))" = f(z") .

Beispiel ist die oben betrachtete Exponentialfunktion
(exp z)* = exp 2" = exp(zx —iy) = expz(cosy —isiny) .

Sehr laufig verwendet maexp ip = cos ¢ + i sin p auch umgekehrt

cosp = Relexp(ip)) = %(GXP(W) + exp(—iyp))

1

sinp = Im(exp(ip)) = 5

—Z.(eXp(iw) — exp(—iy)) .

9.2 Homogene Bsungen linearer Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Nun wollen wir die hibschen komplexen Zahlen auch nutzen. Wozu?

Eine solche Differentialgleichung-ten Grades haben wir schomufér in Abschnitt 3.1.2 ken-
nengelernt
0=any™ +an1y™ V4. a2 + a1y’ + a0y,

wobeiy(™) fur diem-te Ableitung steht und,, # 0 sein soll. Wir hatten exemplarisch gesehen,
daR der Ansatg = exp(\t) die obige Differentialgleichung in eine Gleichung ohne Ableitungen
verwandelt, ddexp(At))™ = A\™exp(At) gilt. Man erklt

0 = exp(At) [an)\n +a, AL a N+ N+ ao] .

Da der exponentielle Vorfaktor nichtist, mul die eckige Klammer verschwinden. Das bedeutet,
daR\ die Nullstelle des sogenannten charakteristischen Polydiidg = a, A" + a,, 1 A\"~! +
...a\? + a1\ + ag n-ten Grades sein muf3. Umunablingige Losungen zu haben, batigen

wir sogarn solche Nullstellen, die bei Polynomen auch den Namen Wurzeln tragen. Im Reellen
jedoch funktioniert das nicht immer, wie man schon am Polyd&\) = \? + w? sieht. Das

war unser Problem !

Im Komplexen ist das Problem gedt; denn es gibt folgenden zentralen Satz der Algebra
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Satz 9.1.Jedes Polynon®,(z) = a,z" + ...a22% + a1z + ag n-ten Grades , d.hu,, # 0, hat
genaun Wurzelnzy, zs, ..., 2z, € C. Es gilt

P.(2) =an(z—2p)(2—2n1) ... (2 — 22)(2 — 21) .
Diese Zerlegung in Faktoren, in denenur noch linear vorkommt, heil3t Linearfaktorzerlegung.

Die Wurzeln ldnnen auch ganz oder teilweise gleich sein. Dann spricht man von mehrfachen
Nullstellen;n-fach, wenn ein Nullstellenwert-mal vorkommit.

Ist die Differentialgleichung bzw. das Polynom reell, d.h. die Koeffizienten sind reell, dann gilt
offenbar fir allez € R

P,(z)=P;(z) & (z—zp)(x—2n 1) ... (x—20) (x—21) = (z—2})(x—2)_1) ... (x—25) (z—2T]) .
Daraus folgt entweder; = 27, was bedeutet, da3 die Wurzel reell ist. Odgist nicht reell;

dann aber gibt es zy; ein z; m|t z; = z;. Das bedeutet, dal3 echt komplexe Wurzeln nur als
konjugierte Paare auftreteirien.

Praktisch nussen Sie sich als Quintessenz dieser Mathematik merken: Im Komplexen gibt es
immer genigend Nullstellen, so dal der Ansatz= exp(At) funktioniert. Liegen allerdings
mehrfache Nullstellen vor, so fehlen uns scheinbar immer noch angfde losungen, da der

eine Wurzelwert nurdi eine Exponentialfunktion taugt. Man kann sich bei einéachen Null-
stelle A aberuberlegen, dal3 die Funktionen

exp(At), texp(At), ..., t" texp(At)
sinnvolle unabhingige losungen der Differentialgleichung sind.
Beispiel 9.3.Die Differentialgleichung zweiten Grades

0=y"+by +cy

tritt zum Beispiel beim geaimpften harmonischen Oszillator auf. Ihr charakteristisches Polynom
lautetP,(A) = A% + bA + c und hat die losungen
b b2

Ae=—o b4/ —
+ 9 4 c,

die zu den zwei homogenerokilingeny; = exp(A;t) undys = exp(A_t) fuhren.
Ist nun der Radikan#? /2 — ¢ positiv, so sind das zwei verschiedene reelbslrigen.

Ist der Radikand?/2 — ¢ = 0, so sind die beidendsungen doch gleich — man sagt, sie seien
entartet — und wir betrachten = exp(—(b/2)t) undy, = texp(—(b/2)t) als die beiden un-
abréngigen losungen.

Ist der Radikand?/2 — ¢ negativ, so haben wir zwei unadhgige komplexe &sungen mit der
Eigenschaft\, = A\* . Ist uns aus physikalischen Grden an reellen asungen gelegenuitven

wir die komplexe Konjugation und betrachten

= 5 7bt/2( i/e-b2/4t | o z\/cfb2/4t) — o bt/2 cos(y/c — b2 /4t)

und

Yo = 2 —bt/2( in/c—b2/4t i\/c—b2/4t) — e—bt/2 Sin( c— b2/4t) )
7
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9.3 Inhomogene lbsungen: Greenfunktionen

Wie findet man nun systematisch die physikalisch relevanshg tir

y'+ by +cy = f(2)

bei gegebeneni(¢) ? Dabei soll das System, das durch die Differentialgleichung beschrieben
wird, in Ruhe sein, bis es durch diiRere Inhomogerit'f(¢) gestrt wird. Das bedeutet, wir
suchen kausal sinnvolledsungen, in denen das System aufali@ére Ursachg(t) reagiertund
diese Wirkungy(t) nachder Ursache auftaucht.

Physikalisch denken Sie am besten an einen extern angetriebereempjeati- Oszillator. Ei-

ne mechanische Realisierung ist in Abb. 9.2 skizziert. Die zoggh Gleichung lautetni =

(LSS S

x-Achse

’
+

Motor

Abbildung 9.2: Mechanischer angetriebeneraagfter Oszillator.

Freger+ FRreibung+ Fmotor, WOD€I Freger = —Dx = —mwg, Freibung = —7& = —(m/7)% und
Fuotor = mf(t) gilt. Setzt man ein und teilt durch ergibt sich

i+ (1/7)E +wiz = f(t),

wobei f(t) die extern treibende Inhomogeatitdarstellt. Wie lautet nun die Reaktion des Sy-
stems auf ein beliebige§t)? Diese schwierige Frage kann wesentlich leichter behandelt wer-
den, wenn man sie in zwei Teile aufteilt. Die Idee ist es, die Inhomagefit) als Summe

vieler kleiner SvRe aufzufassen. Die erste Teilfrage ist die nach der Reaktion des Systems auf
einen Kraftstol3. Ein Kraftstol3 soll beliebig kurz andauern, trotzdem aber einen gewissen Impuls
ff"oo f(t)dt > 0 Ubertragen. Physikalisch kann man an einen kurzen Schlag mit einem Hammer
denken. Mathematisch betigen wir die sogenannteDistribution. Da die Differentialgleichung

linear ist, kann man die Gesamtreaktion des Systems als Summe der Teilreaktionen auf die vie-
len KraftstR3e hinschreiben. Das werden wir unten noch @usfi. Zuerst definieren wir die
mathematische Idealisierung des Kraftstol3es.
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Definition 9.4 (§-Distribution). Die §-Distribution (oft auch inkorreké-Funktion) ist definiert
durch die Eigenschatft

vy = [ st~ D
fur alle genigend glatte Funktioneq(t). Speziell giltl = [ §(t — {)di .

Die oben angeffirte Eigenschaft bedeutet, dal? diBistribution§(¢ — £) genau den Wert der
Funktion(t) beit = t herausgreift. Auf alle anderen Werte ist sie unempfindlich. Daher kann
man sie sich anschaulich als unendlich scharfen und unendlich hohen Peak vorstellen, unter dem
die Flache 1 zu finden ist, siehe Abb. 9.3a. Der Peak muf3 unendlich scharf sein, da nur der Wert
der Funktiony(t) beit = ¢ z&hlt. Er muR unendlich hoch sein, da er sonst nicht daelfé”

1 haben kann. Wir erkennen, dal3 ein solcher Peak genau das darstellt, was wir unter einem
Kraftstol3 verstehen.

(@) (b)

3(t-t,)
Bw(t)

0.0 . 0.0 .
ty -w/2 0 w/2

Abbildung 9.3: (a) Veranschaulichung déDistribution als unendlich scharfer und unendlich
hoher Peak. (b) Eine Folge von Funktionen, die gegen-diéstribution konvergieren.

Mathematisch ist auch klar, dal? didistribution selbst keine Funktion ist. Sie kann als Grenz-
wert einer Folge von Funktionen beschrieben werden, ohne selber eine zu sein. Solche Objekte
heiRenDistributionen

Beispiel 9.4.Betrachte die Kastenfunktionen in Abb. 9.3b

1w fur |z| <w/2
Bu(?) '—{ 0 fur |z > w2

Es gilt
0(t) = lim By(t),

w—0+
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wobeiw — 0+ bedeutet, da mit einer positiven Folge gegengeschickt wird® Fir diese
Gleichung muf3 man zeigen, da® zum Beispieldine differenzierbare Funktian(t) gilt

9] w/
lim [ By(t—De@di = lim - / T

w—0+ oo

In der Physik taucht dié-Distribution als Idealisierung auf. Mit ihal3t sich ein Kraftstol3 dar-
stellenf(t) = pod(t), der den Impulp, in beliebig kurzer Zeiubertagt. Im Raum kann man
died-Distribution nutzen, um die Massendichte einer Punktmasse zu notieren. Unser Beispiel sei
der Einfachheit halber eindimensionalz) = myd(z — z,) steht fir eine Punktmasse, am

Ort zy. Die Beschreibung von Sachverhalten mitéeBistributionen ist also in der Physik etwas
sehr natifliches.

Kommen wir auf die Differentialgleichung zuck und nehmen wir an, dal3 wir ein@sting tir

g(t) + (1/7)g(t) + w2 g(t) = 6(t) kennen, dievor Auftauchen der Inhomogenitbeit = 0 der
Ruhelage entspricht, d.h(t < 0) = 0. Eine solche spezielledsung der Differentialgleichung
nennen wir retardierte (“veagjerte”) Greenfunktion.

Definition 9.5 (Greenfunktion, retardierte). Die inhomogene spezielledsungg(t) einer li-
nearen Differentialgleichung mit ein&Distribution als Inhomogerat heil3t Greenfunktion. Da
die Antwort des Systems kausal immer machder Ursachef(¢t — £) liegen kann, betrachtet
man die sogenannte retardierte Greenfunktiongftitc 0) = 0 und

ang™ (t) + an_1g™ V() + .. 4 arg'(t) + aog(t) = 6(¢) .

Beispiel 9.5.Wir wollen die retardierte Greenfunktion zu+ wiz konstruieren, d.h. wir wollen
§+wpg = 0(t)

[6sen. Integriert man di& Distribution einmal (siehe Abb. 9.4), so athinan eine Funktion mit
Sprung der l8he 1 beit = 0, die Stufenfunktion

t
o(t) = / 5(7)di .
Eine weitere Integration liefert eine stetige Funktion, die nur noch einen Knick aufweist
t
to(t) = / o(t)dt .

18F(ir Spezialisten sei angemerkt, daR die Konvergenz nur in einem schwachen Simfiehrijeziglich der
Skalarprodukte, d.h. Integrale mit anderen Funktionen, gilt.
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5(t)
| o(t)
te(t)

Abbildung 9.4: Die Integration def-Distribution flihrt zur unstetigen Stufenfunktidt{t) mit
Sprung; eine weitere Integration zur stetigen Funktit{n), die nur noch einen Knick bei= 0
aufweist.

Umgekehrt gilt, daf? die zweifache Ableitung einer Funktion mit Knick zu einer Funktion mit
d-Distribution flihrt. Daraus lernen wir, daf? die gesuchte Greenfunkiioheinen Knick, aber
keinen Sprung, bei = 0 haben wird, so dal3 die zweite Ableitugggenau die bestigte §-
Distribution erlglt. Ansonsten entspricly{t) einer homogenendsung, die wir schon kennen

(t) = 0 fur t <0
I = A cos(wot) + Bsin(wgt) fur ¢ >0

Dag(t) keinen Sprung bei = 0 haben soll, muf3l = 0 gelten. Die Ableitung soll einen Sprung
der Hohe 1 haben, d.ly/(0+) = Bw, = 1 erfordertB = 1/w, und somit gilt
0(t)

g(t) = o sin(wot) .

Die Losung ist in Abb. 9.5 skizziert.

Was lernen wir von der retardierten Greenfunktiandie Losung der Differentialgleichung mit
einer beliebigen Inhomogenif? Wir gehen davon aus, daf? die Differentialgleichung konstante
Koffizienten hat. Dann hat eine verschobene Inhomogeeitie verschobene Systemantwort zur
Folge. Gebit g(t) zud(t), so beschreibf(t—t) die Ldsung zu(t—£). Besteht die Inhomogemit”

aus einem Peakd(t) beit = 0 und einem Peals(t — t) beit = ¢, so ist die Systemantwort
auf Grund der Linearitt gegeben durchg(t) + Bg(t — t). Fiihrt man diesen Gedanken fort, so
kommt man zur lbsung der Differentialgleichung bei beliebiger Inhomoganitia man diese
aus unendlich vielen-Distributionen zusammensetzen kann

o= [ " 5 — D (i
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15

9(t) [1/ay]

-15

Abbildung 9.5: Die retardierte Greenfunktion des urggagften harmonischen Oszillators.

Die Losung setzt sich aus den retardierten Greenfunktionen zusammen, die jewiilsrsoho-
ben sind und mit dem Gewiclft(#) eingehen

2(t) = /_ o(t — ) f(B)di . 9.1)

Dieses Integral stellt diedsung fir eine allgemeine Inhomogeaitdar. Der Typ des Integrals
hei3tFaltung Zwei Funktionen werden dadurch gefaltet, siehe obige GleichungudafiR’

integriert wird, so dal3 die Summe der beiden Argumente konstant gleich einem vorgegebenem
Wert ist.

Beispiel 9.6.Als ein Beispiel betrachten wir wieder den ungetpften harmonischen Oszillator,
dessen Greenfunktion wir schon berechnet haben. Die Inhomagseaitéin Funktion, die bei
t = 0 mit einem endlichen Wert einsetzt und dann abklingt

£(8) = foexp(—t/ts)O(t), 9.2)
sie ist in Abb. 9.6a skizziert. Nach der allgemeinen Formel(9.1) gjiltifé Systemantwort
z(t) = g / O(t — t) sin(wy(t — t))Theta(t) exp(—t/to)dt .
0J—-c0

Die Stufenfunktionen begrenzen das Integrationsintervall. Die S#fe— ¢) gibt nur einen
Beitrag firt > ¢; die Stufe© () gibt nur einen Beitragfi't > 0. Zusammengenommen brauchen
wir also nur vor0 nacht zu integrieren. Wennnegativ ist, gibt es gar keinen Beitrag

_ foB(t)

Wo

z(t)

/0 sinwo(t — ) exp(—/to)d
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(@)

f(®) [fol
x(®) [foty7]

0.0 ! ! . -0.3

Abbildung 9.6: (a) Beispiel einer Inhomogeatitiach Gleichung (9.2) mityt, = 2.0. (b) Die
aus der in (a) gezeigten Inhomogenitésultierende Antwort des Systems, d.h. hier des harmo-
nischen Oszillators, nach Gleichung (9.3).

Als nachstes wollen wir vermeiden, explizit ein Produkt aus Exponential- und Sinus-Funktion
diskutieren zu mgsen. Wir nutzen daher die Beziehuingwy (t —#)) = Im exp(iwy(t — £)). Da

alle anderen Faktoren und Bestandteile der Integration reell sind, kann man die Vorschrift, den
Imagirdrteil zu nehmen, ganz vor die Integration ziehen undlego’

o) = L 02)“) Im / exp(iwo(t 1)) exp(—F /to)di

_ f® ®) Im exp (iwpt) exp t(iwo + 1/ty))dt
Wo

_ foO(t) exp(—t(iwp + 1/t0))
= 2 Im exp (iwpt) [ ~(iwo + 1/%0) )
_ —foO(t) , exp(—t(iwg + 1/tp)) — 1
— m Im exp (iwyt) o T 1/t
 —foO(?) Im exp(—t/ty) — exp(iwpt)
o Wo in + 1/t0

Nach den Standardregeln erhalten wir das obige Resultat. Um nun wirklich den artatir
erhalten, machen wir den Nenner reell, indem wir den Bruch mit dem Komplex-Konjugierten
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—iwg + 1/to des Nenners erweitern

—f0O(t) m (exp(—t/ty) — exp(iwgt))(—iwy + 1/tg)

z(t) =

wo wi +1/t3
_ —fuO(1) Im —iwg exp(—t/to) + iwg exp(iwgt) + exp(—t/ty)/to + exp(iwot)/to
B wo wg + 1/2 '

Der erste Term desatilers ist rein imagiar; vom zweiten Term brauchen wir nur den Realteil der
Exponentialfunktion, d.hcos(iwet), der dritte Term ist rein reell undfit daher weg; der vierte
Term schlie3lich steuert den Imagiméil der Exponentialfunktion, d.lin(iwyt), bei. Somit
haben wir

f0O(t)

z(t) = Rl (exp(—t/tg) + — cos(wot)> . 9.3)

Das Ergebnis istui' exemplarische Werte in Abb. 9.6b gezeigt. Da der Kraftgt@f} fur be-
liebig kleine Zeitert > 0 nur beliebig wenig Impulsibertégt, hat das System keine endliche
Anfangsgeschwindigkeit, d.l(t = 0) = 0.

sin(wot)

wotp

9.4 Schwingungsvorgnge nach Frequenz

Bisher haben wir die Schwingungsdifferentialgleichung untersucht, indem wir homogsoaL"~
gen betrachtet haben oder die Reaktion auf einen Kraftstof3, mathematiséhEstabution.
Nun betrachten wir das andere Extreramlich einelang andauerndeszillierende Kraft mit
fester, von einem externen Motor aufgagtén, Frequenz

F(t)=mf(t) mit f(t) = focos(wt).

Dabei wollen wir von neglichen Einschwingvoi@igen absehen. Das bedeutet, dal’ wir so lange
warten, bis alle Eigenschwingungen, mathematisch homogesngén, mit Frequenzes w
abgeklungen sind’
Zu losen ist

i+ (1/7)i + wiz = focos(wt) .

Besonders elegant wird dieokuing durch einen Umwegbér komplexe bSungenz(t). Wir
betrachten
cos(wt) = Reexp(iwt) und z(t) = Rex(t) .

Dieser Trick funktioniert, da die Differentialgleichung, d.h. ihre Koffizienten, reell sind. Deswe-
gen gilt, dal3 der Realteil der Differentialgleichung gleich der Differentialgleichung des Realteils
ist. Nunmehr dsen wir

4 (1/7)2 + wiz = foexp(iwt) . (9.4)

17Es gibt hier einen subtilen Punkt, wenn der Oszillatberhaupt gar nicht gedipft ist. Dann widen Eigen-
schwingungen, die irgendwann einmal erzeugt wurden, nie abklingen und imasenpsein. Wir umgehen diese
Subtilitat dadurch, daf? wir uns mindestens ein ganz leichagmgadtes System vorstellen. Das ungetpfte System
betrachten wir dann als Grenzfall eines gegften Systems, desseampfung gegen Null geschickt wurde.
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Da wir alle homogenendsungen als abgklungen betrachten wollen, siehe oben, setzen wir eine
spezielle losung an, die genau dieselbe Frequenz hat wie die antreibende Kraft. Der Ansatz ist

z(t) = aexp(iwt) ,

wobeia eine komplexe Zahl sein kann und im Allgemeinen auch sein wird. Mit diesem Ansatz
erhalten wir aus der Differentialgleichung (9.4) die algebraische Gleichung

aexp(iwt) (—w? + iw/T + wy) = foexp(iwt)
die unmittelbar zu

. 1
a=RWw)fo mit Rw):= i

fuhrt. Die hierbei definierte FunktioR(w) heiBtAntwortfunktionoder auctResponsefunktion
Allgemein beschreibt eine Antwortfunktion die Langzeitantwort eines Systems auf eine periodi-
schedul3ere Erregung.

Wie ist R(w) zu interpretieren?
Seip := —arg R(w)), alsoR(w) = |R|e~**, dann gilt fir die physikalische Reaktion ayift) =
fo cos(wt)

z(t) = Rez(t) = ReR(w) foe™" = RE[R(w)|foe'“" ¥ = fo| R(w)| cos(wt — ¢) .

Der Betrag vonR(w) gibt also an, wie groR3 die auftretenden Oszillationen sind. Der Winkel
¢, das negative Argument voR, gibt an, um welche Phase die Systemantwort gegender
Erregung verschoben ist, siehe Abb. 9.7. Es handelt sich &lsio um eind’hasenverschiebung

Somit wissen wir formal allesber die Reaktionen eines schwinguragsfien Systems auf eine
aul3ere periodische Kraft. Wir berechnen

1

2 *
=B = G e

Die Phase et man aus

sing  |R|™'sing IMR™'  w/7 (9.5)
cosg |R|lcosp ReR!  w?-—w?’ '

tan o =

wobei wir im vorletzten Schritt verwendet haben, dald das Argument einer inversen komplexen
Zahl1/z das negative Argument dieser Zahist: arg z~!) = —arg(z). Das folgt sofort aus der
Polardarstellung = |z| exp(iarg(z)) undz ! = |z| ! exp(—iarg(z)). Beachte, da in der Tat

als das negative Argument vathdefiniert worden war.

Wie sehen diese Funktionen aus?
Diskutieren wir zuerst den Betrdd@| der Antwortfunktion. kit w = 0 folgt |R| = 1/w?. Fur
w — oo folgt |R| ~ 1/w?. Fir mittlere Frequenzea ~ wy, nimmt R ein Maximum an, wenn
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i x(t)/|R|
" \/
o 1 2 3
wt

Abbildung 9.7: Vergleich der externen Anregung und der Systemantwort. Nach langer Zeit zeigt
die Systemantwort genau dieselbe Frequenz bzw. Periatigi¢ die Anregung. Jedoch ist die
Antwort umy = wAt phasenverschoben.

die Dampfungl/7 nicht zu grof ist. Dieses Maximum der Systemantwort hRi&onanzda

es auftritt, wenn die extern aufg@gté Frequenz der Frequenz der Eigenschwingungen, d.h.
der homogenen @sungen, entspricht. Das Maximum voR| entspricht einem Minimum von
1/|R|?. Dieses Minimum finden wir durch Nullsetzen der Ableitung nack: w?

rod
0 -

= gy (@8 —v)" +u/7") = 20 —y) + /7"

Auflosen nacly liefert
Wi =y=wi —1/(21?) =  wes=y/wi—1/(272).

Die Frequenz, bei der das System am heftigsten avdudlieie Kraft reagiert, hei®esonanz-
frequenzDas Planomen, daf} die &tKe der Systemantwort sehr deutlich von der Anregungsfre-
quenz abhingt, heiRResonanzEs ist in Abb. 9.8a illustriert®

Der Tangens der Phase, siehe Gleichung (9.5)agebéiw = 0 ebenfalls Null und somit ist

die Phaser = 0. Anregung und Systemantwort sind bei kleinen Frequenzen also in Phase. Bei
w = wp wird der Tangens unendlich, da der Nenner verschwindet. Der Tangens divergiert gegen
+o0 beip — 7/2—, so dal® es zu dem in Abb. 9.8b gezeigten Verhalten kommt. In alee Nér
Resonanz ist die Systemantwort gegen die Anregung alsoamgefir /2, d.h. 90, verschoben.

1Bwir diskutieren hier den schwach gadpften Fall. Bei starker &iipfung gibt es kein Maximum if| und das
Resonanzpdriomen tritt nicht auf.
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Fur grolRere Frequenzen > wy ist der Tangens negativ, was Werte der Phasenverschiebung
im Intervall [ /2, 7] zur Folge hat. Bf'w — oo geht der Tangens von negativen Werten nach
Null, so daf¥p von unten gegem strebt, siehe Abb. 9.8b. Ist die Anregungsfrequenz also sehr
grol3, bewegen sich Anregung und Antwort in Gegenphase: Wiladigeie Kraft den &rper
nach oben schieben, so bewegt er sich gerade nach unten und umgekehrt.

3.0 T T T 1.0

(b)

IR(w)| [L/3,]

=
o

0.0

0.0

w[wy]

Abbildung 9.8: (a) Verhalten des Betrags der Antwortfunktion. Deutlich erkennbar ist das Reso-
nanzverhalten mit sehr starker Antwort hex w, fur nicht zu grof3e Binpfung. Die Rimpfung
bet@égt hierl /(rwy) = 0,4. (b) Verhalten der Phasenverschiebyrgs Funktion der Anregungs-
frequenz. Die Phasenverschiebungariiert von0 (in Phase) beb = 0 Uberr/2 beiw = wy zu

7 (in Gegenphase) bei — co. Die Dampfung betgt in den gezeigten Datan(7w,) = 0,4.

Leistung Als Letztes wollen wir die aufgenommene Leistung berechnen. DiesBe5wird

in vielen Experimenten, z.B. bei der Absorption von Licht, gemessen. Man kann sich vorstel-
len, dafld das von auf3en in die Probe eingddte Licht als anregender Motaurfverschiedene
schwingBhige Systeme wirkt. Die Messung der Menge des von der Probe verschluckten Lichts,
also der Absorption, als Funktion der Frequenz gibt Aufschludlmry bei welchen Frequen-

zen es schwingifiige Systeme in der Probe gibt. Auf diese Art kann man etas die Probe
lernen.

Die aufgenommene Leistung(t) ist gegeben durch das Produkt von Geschwindigkeit und
Kraft, siehe Gleichung (4.1),

P(t) = F(t)v(t) = mfZ|R| cos(wt) (% cos(wt — gp)) = —mfZ|R| cos(wt)wsin(wt — ) .

Man erkennt, dal3 die Leistung auch mit der Frequemnariiert. Diese Variation ist aber nicht
wirklich interessant; man mif3t sie auch nicht bei typischen Experimenten, da das eine sehr hohe
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Zeitaufosung bedeuten wvde. Tatachlich reicht es, die mittlere Leistung zu kennen. Um
diese zu berechnen, mitteln wibér eine Schwingungsperiode= 27 /w

)= /t " P

Wir finden, daR die gemittelte Leisturig nicht von der Zeit abhiigt, d.h. zeitlich konstant ist.
Wir rechnen

1 t+T 5 5 B 1 t+T o o o o _
T / cos(wt) sin(wt — p)dt = 5T (et 4 em W) (eWimie — W) gy
t vt Jt
1 . . 1 .. 1 T
- —ip _ ip T 2wty = 2iwttip
4iT {e T T .
-1
= 7 S @ .

Die letzten beiden Terme der vorletzten Zeile gekeinenBeitrag, da sie an der Obergrenze und
der Untergrenze gleich sind und sich ihre Bajie"daher wegheben. Die beiden ersten Terme in
der vorletzten Zeile hingegen sind konstant, da sich in innen di@Adigkeit vort weggekiizt

hat. Aus ihnen ergibt sich der varunabla@ngige Beitrag in der letzten Zeile.

Es folgt flir die aufgenommene Leistung

P= mfg%|R| sinp = —mfgglmR(w) ,

daf3 sie im Wesentlichen (bis auf einen Faktgrproportional zum Imagiarteil der Antwort-
funktion ist. Das ist eine ganz allgemeine Eigenschaft von Antwortfunktionen.

Liegt schwache Binpfung vor, d.h. es gilt/7 < wy < 7w > 1, S0 kann man in der &lhe der
Resonanz ~ wy wie folgt ndhernAw = w — wy,w ~ wy Undw + wy & 2wy. Das bedeutet,
daR3 nur die Abweichung von der Eigenfrequenz des uaggdten Oszillators relevant ist. Die
Rechtfertigung @it diese Ntherung sieht man in den Abbildungen 9.8. Nur in dah&lVonw,
andern sich die betrachtetendBen signifikant. Mit der Bfierung eralt man

1 1 1

R(w) = ~— -
() (w—wo)(w+wp) +iw/T 2wy Aw +i/27

und somit
—1/(271)
Aw? +1/(472) "

1
wimR(w) ~ =
2
Daraus folgt €ir die gemittelte Leistung

mm f§
4

P =

Li/eon(Aw) ,

wobei wir dieLorentzfunktion

n/m
L,(z) := PR
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eingefihrt und verwendet haben, sie ist in Abb. 9.9 gezeigt. Die Lorentzkurve stellt das typische
Verhalten bei einer Resonanz dar. Wir haben sie so normiert, dal3atibeHlinter ihr gleich 1

ist. Die KenngolRen sind die genaue Position (Bei welcher Frequenz tritt Resonanz auf?), die
volle Breite2n in halber Hhe® (Wie scharf ist die Resonanz?) und das Gesamtgewicht in der
Resonanz, das ist die Gesamttie unter der Resonanzkurve.

10 r

0.8 |

L, (x=x,) [n/rg

0.0

|

|

|

|

|

|

|

|

|

1 1 1 1 x 1 1 1

-5 4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5
X=X, [r]]

Abbildung 9.9: Kurve der Lorentzfunktiod, (z — z,) mit den KenngofRen Position, und
Breite FWHM= 27). Die Flache unter der Lorentzkurve isblicherweise auf 1 normiert.

Im Fall des gedinpften harmonischen Oszillators sind diese Keodgn'der Resonanz gegeben
durch die Position,, die Breitel /7 und das Gesamtgewichin fZ /4.

Resonanzverhalten in Form einer Lorentzkurve ist in der Physik sehr weit verbreitet, da man
uiberall schwingungshiige Systeme antrifft: in der Atom- und Moldkhysik, der Kernphysik,

der Festkrperphysik, der Hochenergiephysik usw..

Eine abschlielRende Beobachtung ist, daf die LorentzkuwevefSchwindende Breite gegen

die 9-Distribution konvergieren

nli%rl+ L,(z) =4(x) .

Diese Darstellung einérDistribution ist in der Physik weitverbreitet.

191n den englischsprachigen Artikelfill width half maximum” und kurz FWHM.
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