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Vorbemerkungen

Das vorliegende Skript zum theoretischen Teil der VorlesungPhysik I ersetzt nicht den re-
gelmässigen Besuch der Vorlesungen. Es ist als Erg¨anzung gedacht, zum Nacharbeiten oder zur
Vorbereitung auf Klausuren und Pr¨ufungen. Deshalb sollten alle Formeln und Aussagen immer
kritisch betrachtet werden, es k¨onnten noch Druckfehler enthalten sein!
Wesentlicher Bestandteil der VorlesungPhysik Isind dieÜbungen. Gerade in den ersten Se-
mestern ist es unbedingt erforderlich, den Stoff durch eigenst¨andiges Bearbeiten von̈Ubungs-
aufgaben zu vertiefen.
Die Vorlesung verfolgt zwei Hauptziele. Zum einen soll das mathematische Handwerkszeug auf
einem praxisorientierten Niveau vermittelt werden. Damit wird der experimentelle Teil der Vor-
lesung unterst¨utzt, da die Mathematik-Vorlesungen die relevanten Inhalte erst wesentlich sp¨ater
im Studium bereitstellen – dann allerdings wesentlich besser fundiert. Zum anderen soll der
Theorieteil von Physik I einen Einblick in die Arbeitsweise der theoretischen Physik geben. Ihr
Aufbau orientiert sich dabei an physikalischen Fragestellungen.

Für Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschl¨age bin ich jederzeit dankbar. Sie k¨onnen auch
per Email an mich (gu@thp.uni-koeln.de ) geschickt werden. Die jeweils aktuellste Ver-
sion des Skripts ist im Internet ¨uber meine Homepage

http://www.thp.uni-koeln.de/ �gu/zusatzlehre.html

verfügbar.
Das Skript basiert in seiner vorliegenden Form auf dem Skript von Priv.-Doz. Dr. Andreas Schad-
schneider.

Götz S. Uhrig
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Literaturempfehlungen

Im folgenden finden Sie eine kommentierte Auswahl der popul¨arsten Lehrb¨ucher. Die Vorle-
sung orientiert sich nicht speziell an einem Buch. Ich empfehle Ihnen deshalb, sich vor einem
eventuellen Kauf zun¨achst die einzelnen Werke gr¨undlich anzusehen. Die meisten sind in der
Studentenbibliothek vorhanden.

� S. Großmann:Mathematischer Einführungskurs f̈ur die Physik(Teubner-Verlag)

Sehr empfehlenswerte, preiswerte Einf¨uhrung in die wichtigsten mathematischen Techni-
ken, von einem Physiker f¨ur Physiker geschrieben. Kann w¨ahrend des gesamten Studiums
verwendet werden, insbesondere als Nachschlagewerk.

� C. Kittel, W.D. Knight, M.A. Ruderman, A.C. Helmholz, B.J. Moyer:Berkeley Physik
Kurs 1: Mechanik(Vieweg)

Sehrübersichtliches Buch, das den Stoff der Vorlesung weitgehend abdeckt. Die Themen
werden ausf¨uhrlich und auf relativ einfachem Niveau diskutiert.

� D. Halliday, R. Resnick, J. Walker:Physik(Wiley-VCH)

Viel gelobte aktuellëUbersetzung des englischen Originals; sehr umfassend.

� W. Nolting: Grundkurs: Theoretische Physik, Band 1: Klassische Mechanik(Verlag Zim-
mermann-Neufang)

Sehr gut strukturiertes Lehrbuch mit einer guten Einf¨uhrung auch in die mathematischen
Techniken. Enth¨alt zahlreiche Aufgaben und Kontrollfragen und deckt zusammen mit
Band 2 im Wesentlichen auch den Stoff der Vorlesung Theoretische Physik 1 ab.

� R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands:Feynman Vorlesungen̈uber Physik(Oldenbourg)

Ein eher ungew¨ohnliches Lehrbuch! Sehr empfehlenswert als Erg¨anzung zur Vorlesung,
um einen alternativen Zugang kennenzulernen, insbesondere in der zweisprachigen (deutsch-
englisch) Ausgabe.

� W. Greiner:Theoretische Physik, Band 1: Mechanik I; Band 2: Mechanik II(Harri Deutsch)

Die ersten beiden B¨ande einer popul¨aren Reihe. Alle B¨ande enthalten zahlreiche Aufgaben
mit Lösungen. Band 1 und 2 decken zusammen allerdings nicht den Inhalt der Vorlesung
Theoretische Physik 1 ab.

� C. Gerthsen:Physik(Springer-Verlag)

Mittlerweile vorallem ein Nachschlagewerk, wenn man einen physikalischen Effekt oder
Sachverhalt nicht kennt und eine erste Information dazu sucht. AnspruchsvolleÜbungs-
aufgaben, es gibt auch ein speziellesÜbungsbuch mit L¨osungen.
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1 Physikalische und mathematische Grundlagen

Was ist eigentlich theoretische Physik?
Theoretische Physik ist der experimentellen Physik nachgelagert. Sie hat zwei große Aufgaben.
Zum Einen soll sie die experimentellen Daten in Gesetzm¨aßigkeiten zusammenfassen, um so
eine wesentliche Reduktion der Daten zu erreichen. Die sich so ergebenden physikalischen Ge-
setze beinhalten also ein großes Maß an experimenteller Erfahrung. Die physikalischen Gesetze
werden mittels mathematischer Strukturen formuliert; die Mathematik ist f¨ur den Physiker also
eine Sprache, deren Grammatik die Logik ist.
Zum Anderen bietet ein gutes theoretisches Konzept auch die M¨oglichkeit, Gesetzm¨aßigkeiten
vorherzusagen. Es k¨onnen Experimente vorgeschlagen werden und deren Ergebnis kann progno-
stiziert werden. An Hand solcher Vorhersagen l¨aßt sich eine Theorie experimentell falsifizieren.
Besitzen wir zu einer Klasse von Ph¨anomenen einfache Konzepte, die uns erlauben, die Ergeb-
nisse zu berechnen, so w¨urden wir sagen, daß wir diese Ph¨anomene verstehen. Da die Physik
aber eine Naturwissenschaft ist, in der wir uns bem¨uhen, die Natur zu beschreiben, m¨ussen wir
uns immer bewußt sein, daß jede erfolgreiche Beschreibung, jedes gute theoretische Konzept,
durch fortschreitende experimentelle Erkenntnisse ¨uberholt werden kann.

1.1 Physikalische Gr̈oßen

Grundlegendes Element der Physik sind physikalische Gr¨oßen. Jede Gr¨oße erfordert eine pr¨azise
Meßvorschrift, so daß sie objektiv bestimmt werden kann. Objektiv bedeutet hier unabh¨angig von
der messenden Person, dem Ort oder der Zeit, wo bzw. wann das Experiment durchgef¨uhrt wird.
Eine physikalische Gr¨oße ist gekennzeichnet durch einen Zahlenwert und eine Einheit. M¨ogliche
Dimensionen der Einheit sind z.B. L¨ange, Masse oder Zeit. H¨aufig hilft eine Dimensionsanalyse
als Probe einer Rechnung und auch bei der Ableitung von Gesetzm¨aßigkeiten, da die Dimension
die Anzahl der m¨oglichen Kombinationen verschiedener Gr¨oßen stark einschr¨anken. So kann
man aus einer Geschwindigkeit (L¨ange pro Zeit) und einer Zeit nur in einer Art und Weise eine
Länge gewinnen, n¨amlich durch Multiplikation. Division f¨uhrt zu einer anderen physikalischen
Größe.
Einen Satz Basiseinheiten nennen wir ein Maßsystem. Gesetzlich vorgeschrieben sind die SI-
Einheiten (SI: syst`eme international). Die Einheitlichkeit von Maßsystemen ist ein großer Vorteil,
da man sonst immer wieder komplizierte Umrechnungen durchf¨uhren muß.
Neben der Dimensionsanalyse spielen Gr¨oßenordnungen in der Physik eine wichtige Rolle. Die
Abschätzung von Gr¨oßenordnungen erlaubt uns, einen ersten Eindruck zu erhalten, was von
was plausiblerweise abh¨angen kann. Wir k¨onnen absch¨atzen, welche Elemente eines Ph¨anomens
wichtig sind. Ein einfaches Beispiel ist eine Ameise, die auf die Erde f¨allt. Wir werden sehen, daß
dabei auch die Erde in Richtung Ameise f¨allt; dennoch ist dieser Effekt doch eher vernachl¨assig-
bar.
Wichtige Skalen in der Physik seien an den extremalen L¨angen und Zeiten illustriert.

� Minimale Länge (Planck-L¨ange)� 10�35m
Sie entspricht der L¨ange, unterhalb der unser bisheriges Verst¨andnis der Raumzeit zusam-
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Abbildung 1.1: Ortsvektor als Beispiel f¨ur einen Vektor.

menbricht. Auf dieser Skala wird die Quantengravitation wichtig, f¨ur die es noch keine
akzeptierte Theorie gibt. Allerdings sind wir auch experimentell noch sehr weit von der
Planck-Länge entfernt.

� Maximale Länge (Durchmesser des Weltalls)> 10 Milliarden Lichtjahre� 1026m

Wir besitzen also ein großes Bet¨atigungsfeld von ca. 60 Gr¨oßenordnungen.
Mittels der in der Physik hervorgehobenen Geschwindigkeit, der Lichtgeschwindigkeitc � 3 �
108m/s kann man die obigen L¨angen in Zeiten umrechnen und erh¨alt

� Minimale Zeit (Planck-Zeit)� 10�43s

� Maximale Zeit (Alter des Weltalls)> 10 Milliarden Jahre� 1017s

1.2 Vektoren

Bisher haben wir bei physikalischen Gr¨oßen nur auf Zahlenwert und Einheit geachtet. H¨aufig ist
es aber sinnvoll, gewisse Gr¨oßen zusammenzufassen, z.B. bei der Angabe eines Ortes als Punkt
in einem Koordinatensystem, siehe Abb. 1.1. Es gibt verschiedene Objekte solch zusammenge-
faßter Informationen, n¨amlich Vektoren, Matrizen, Tensoren, Vierervektoren usw.. Wir wollen
uns hier erst einmal auf die Vektoren beschr¨anken. Vektoren stehen physikalisch f¨ur gerichtete
Größen, die sich wie Ortsvektoren verhalten bei gewissen Standardtransformationen wie Drehun-
gen, Spiegelungen und Verschiebungen. Eine ungerichtete Gr¨oße nennen wir Skalar. Beispiele
für Vektoren sind neben dem Ort Verschiebungen oder Geschwindigkeiten. Beispiele f¨ur Skalare
sind die Zeit, die Masse oder die Energie. Beachte, daß die mathematische Sicht in diesem Punkt
ein ganz andere ist, siehe unten.
Typische Notationen f¨ur Vektoren sind in der Literatur~a; a odera. In dieser Vorlesung soll die
Notation~a verwendet werden, da sie uns eindr¨ucklich an den gerichteten Charakter erinnert und
auch handschriftlich auszuf¨uhren ist.
Die mathematische Definition von Vektoren baut auf folgenden Axiomen auf.
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Abbildung 1.2: (a) Addition zweier Vektoren als Ausf¨uhrung zweier Verschiebungen hinterein-
ander. Man erkennt, daß die Addition kommutativ ist. Das Bild entspricht dem Kr¨afteparallelo-
gramm, so daß wir erkennen, daß auch Kr¨afte Vektoren sind. (b) Veranschaulichung des Inversen.

Definition 1.1 (Vektorraum, Vektor). Eine Menge von ElementenV = f~a;~b; : : : g heißt Vek-
torraum und~a;~b; : : : Vektoren, wenn8~a;~b;~c; � � � 2 V gilt:

1. Abgeschlossenheit:~a+~b 2 V und�~a 2 V 8� 2 R; (� ist ein Skalar)

2. Assoziativität:~a+ (~b + ~c) = (~a+~b) + ~c

3. Neutrales Element (Nullvektor):9~0 2 V mit ~a+~0 = ~a 8~a 2 V
4. Inverse:8~a 2 V 9~b 2 V mit ~a+~b = ~0.~b ist das zu~a inverse Element.

Man schreibt auch�~a.

5. Kommutativität:~a+~b = ~b+ ~a

6. 8�; � 2 R gilt:

(a) (�+ �)~a = �~a+ �~a

(b) (��)~a = �(�~a)

(c) �(~a +~b) = (�~a) + (�~b)

7. 1 � ~a = ~a

Die Addition zweier Vektoren kann man sich als Hintereinanderausf¨uhrung zweier Verschiebun-
gen veranschaulichen, siehe Abbildung 1.2a. Dabei liest man auch leicht die Kommutativit¨at ab.
Ebenso leicht kann man sich das Inverse eines Vektors als den jeweils entgegengesetzt gerichte-
ten Pfeil veranschaulichen, siehe Abbildung 1.2b. Offensichtlich ergibt die Addition von Vektor
und seinem Inversen den Nullvektor, das neutrale Element. Die Subtraktion eines Vektors wird
definiert als die Addition des Inversen~a�~b := ~a + (�~b).
Beispiel 1.1.

R2 mit ~a =

�
a1
a2

�
; wobeia1; a2 2 R
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Abbildung 1.3: Zur Anschauung des Skalarprodukts.

mit der Addition und skalaren Multiplikation: ~a + �~b =

�
a1 + �b1
a2 + �b2

�
Verallgemeinerung: Rn,
z.B. beschreibtn = 3 den normalen dreidimensionalen Raum unserer allt¨aglichen Anschauung.
Für n = 1 erhält man die bekannten Rechenregeln f¨ur die reellen Zahlen.

Definition 1.2 (Betrag eines Vektors).Den Betrag oder die L¨ange (mathematisch auch die
Norm) eines Vektors~a notiert man mit

j~aj = a:

Wir werden die Schreibweisea für den Betrag von~a verwenden, sofern keine Verwechslungsge-
fahr besteht.
Speziell gilt:

���~0��� = 0.

Für das obige Beispiel 1.1 desR2 ist die Standarddefinition der L¨ange nach Pythagoras����� a1
a2

����� =qa21 + a22 :

Die Verallgemeinerung auf denRn ist offensichtlich.

Es gibt drei Standardarten der Multiplikation von Vektoren.

Definition 1.3 (Skalare Multiplikation). ~b = �~a (Skalar� Vektor=Vektor)

a)� > 0 : ~a und~b sind parallel und zeigen in die gleiche Richtung:~a k ~b
b) � < 0 : ~a und~b sind antiparallel, d.h. sie stehen entgegengesetzt.

Die Regeln für die skalare Multiplikation sind durch die Vektorraum-Axiome festgelegt, siehe
oben.

Definition 1.4 (Skalarprodukt (auch: inneres Produkt)). (Vektor�Vektor=Skalar)

Definition imR2 : ~a �~b = a1b1 + a2b2
Die Verallgemeinerung auf denRn ist offensichtlich

~a �~b =
nX
i=1

aibi :

8



Die geometrische Interpretation liefert~a �~b = j~aj � j~bj � cos', wobei' der Winkel zwischen den
beiden Vektoren ist, siehe Abb. 1.3. Diese geometrische Deutung impliziert:
~a �~b = 0, ' = ��=2, ~a senkrecht auf~b, wir notieren~a ? ~b.
In höheren Definitionen, wo wir uns nicht auf eine Anschauung st¨utzen können, wird die Bezie-

hung~a �~b = j~aj �
���~b��� � cos' als Definition des Winkels zwischen zwei Vektoren verwendet.

Definition 1.5 (Kreuzprodukt (auch: Vektorprodukt, äußeres Produkt)).
(Vektor� Vektor= Vektor)

Im Gegensatz zur skalaren Multiplikation und dem Skalarprodukt ist das Kreuzprodukt~c =
~a�~b 2 R3 zweier Vektoren~a;~b 2 R3 nur imR3 definiert. Das liegt daran, daß es sich eigentlich
um eine verkappte lineare Abbildung handelt und nicht um ein Produkt zwischen Vektoren. Das
führt hier aber zu weit.
Die formale Definition ist

~a�~b =
0@ a2b3 � a3b2

a3b1 � a1b3
a1b2 � a2b1

1A :

Die anschauliche Interpretation ist die folgende:

~c = ~a�~b hat den Betragj~cj = j~aj �
���~b��� sin' und steht senkrecht auf~a und~b: ~c ? ~a;~c ? ~b. Dabei

bilden~a;~b;~c ein sogenanntes Rechtssystem nach der Rechten-Hand-Regel. Daraus folgt sofort
~a�~b = �~b� ~a, d.h. wir habe hier das Beispiel einer antikommutativen Multiplikation.

Beachten Sie, daß es zwar verschiedene Multiplikationen mit Vektoren gibt. Es gibt aberkeine
Division durch Vektoren (außer imR1 natürlich).

1.3 Koordinatensysteme

Mathematisch sind Vektoren vollkommen abstrakte Objekte, den den Axiomen des Vektorraums
gehorchen. Praktisch hingegen kommen sie doch h¨aufig als einfachen-Tupel daher. Woran liegt
das?

Definition 1.6 (Basis, Dimension, Koordinatensystem).Man zeichne eine Menge von Vekto-
ren~e1; ~e2; : : : ; ~en aus, mit deren Hilfealle anderen Vektoren~a 2 V als sogenannte Linearkom-
bination

~a =
nX
j=1

�j~ej

darstellen lassen. Die minimale Anzahln von Vektoren, die dies erf¨ullen, bezeichnet man als
Dimension vonV und die zuge¨orige Menge~e1; ~e2; : : : ; ~en als Basis vonV . Die �j sind die
Komponenten oder Koordinaten von~a bezüglich der Basis~e1; ~e2; : : : ; ~en. In der Physik nennt
man die Basis h¨aufig auch ein Koordinatensystem.
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Bemerkung 1: Hat man sich auf eine Basis geeinigt, so ist ein Vektor~a durch denn-Tupel
(�1; �2; : : : ; �n) gegeben.
Bemerkgung 2:n kann auch unendlich sein. In diesem Fall spricht man von einem unendlich-
dimensionalen Vektorraum.
Bemerkung 3: Eine Mengef~ejg, die alle Vektoren darstellen kann, aber nicht minimal ist, heißt
übervollsẗandigoder linear abh¨angig. Eine solche Menge stellt ein sogenanntes Erzeugendensy-
stem dar, aber keine Basis. Ein Beispiel erhalten Sie dadurch, daß Sie zu einer beliebigen Basis
einen weiteren Vektor hinzunehmen.

Beispiel 1.2.

~e1 =

0@ 1
0
0

1A ; ~e2 =

0@ 0
1
0

1A ; ~e3 =

0@ 0
0
1

1A
ist eine Basis desR3, die sogenannte nat¨urliche Basis.
Allgemein hat derRn die Dimensionn.

Fast ausschließlich arbeitet man in der Physik mit “einfachen” Basisvektoren, die die L¨ange 1
haben, d.h.j~ejj = 1, und die paarweise senkrecht aufeinander stehen~ei ? ~ej8i 6= j. Eine solche
Basis heißt Orthonormalbasis von “orthogonal” (senkrecht) und “normiert”. Eine solche Basis
verhält sich wie die nat¨urliche Basis imRn.
Eine hilfreiche Kurzschreibweise f¨ur die Orthonormalit¨at ist~ei � ~ej = Æij. Dabei haben wir das
Kronecker-Symbol verwendet, das wie folgt definiert ist

Æij :=

�
0 8i 6= j
1 8i = j

:

Definition 1.7 (Einheitsvektor). Einheitsvektoren sind Vektoren der L¨ange 1. Zu einem beliebi-
gen Vektor~a 2 V , der nicht der Nullvektor ist (~a 6= ~0), kann man einen Einheitsvektor gleicher
Richtung definieren

â =
a

j~aj ) jâj = 1

Speziell für die Einheitsvektoren inx; y; z-Richtung schreibt man̂x; ŷ; ẑ oder~ex; ~ey; ~ez.
Beachte
Die Wahl einer Basis eines Vektorraumes ist in keiner Weise eindeutig. Man w¨ahlt i.allg. die
Basis, die für ein gegebenes Problem am zweckm¨aßigsten erscheint. Im folgenden werden wir
die für die Physik wichtigsten Standardbasen (Koordinatensysteme) desR2 undR3 vorstellen.

1.3.1 Zweidimensionale Koordinatensysteme

a) Kartesische Koordinaten
Die einfachste Wahl einer Basis desR2 führt auf daskartesische Koordinatensystem. Hier
wählt man Einheitsvektoren~ex, ~ey in x� undy�Richtung, siehe Abb. 1.4, als Basisvekto-

ren und kommt so zu der bekannten Darstellung~a = ax~ex + ay~ey bzw.~a =

�
ax
ay

�
.
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x

y

a
'

ax

~aay

Abbildung 1.4: Kartesische Koordinaten und Polarkoordinaten in zwei Dimensionen

~a

x

y

~e' ~er

Abbildung 1.5: Orthonomalbasis der Polarkoordinaten

b) Polarkoordinaten
Das zweite h¨aufig verwendete Koordinatensystem in zwei Dimensionen sind die (ebenen)
Polarkoordinaten(j~aj ; '). Die Koordinaten sind hier nicht durch die Projektionen auf die
x� undy�Achse gegeben sondern durch die L¨angea des Vektors~a und den Winkel', den
er mit derx�Achse einschließt, wobei der Winkel im mathematisch positiven Drehsinn,
d.h. entgegen dem Uhrzeigersinn, gemessen wird, siehe auch Abb. 1.4. Elementare Geo-
metrie der trigonometrischen Funktionen liefert den folgende Zusammenhang zwischen
den kartesischen und den Polarkoordinaten

ax = a cos'
ay = a sin'

�
()

�
a =

p
a2x + a2y

tan' = ay
ax

Als natürliche Basis verwendet man in Polarkoordinaten die folgende Orthonormalbasis,
die auch begleitendes Zweibein genannt wird

~er = ~r=r =

�
cos'
sin'

�
und ~e' =

� � sin'
cos'

�
:

Die Vektoren zeigen jweweils in die Richtung, in die sich~r ändert, wenn manr bzw.'
erhöht, siehe auch Abb. 1.5.

Zur Erinnerung:
Ein Vektor~a an sich istunabḧangigvom Koordinatensystem. Erst die Komponenten eines Vek-
tors sind von der Wahl des Koordinatensystems abh¨angig.
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~e'

~e�

' ~�

z

~r

z

y

x

Abbildung 1.6: Zylinderkoordinaten und die zugeh¨origen Basisvektoren (“begleitendes Drei-
bein”). Der Vektor~� entsteht durch senkrechte Projektion von~r auf diexy-Ebene.

1.3.2 Dreidimensionale Koordinatensysteme

a) Kartesische Koordinaten
Dies sind genau die Koordinaten, die im Beispiel 1.2 aufgef¨uhrt wurden.

b) Zylinderkoordinaten
In Zylinderkoordinaten werden zweidimensionale ebene Polarkoordinaten in derxy-Ebene
mit einer z-Koordinate kombiniert, siehe Abb. 1.6.~� = (x; y; 0) ist die Projektion von
~r auf diexy-Ebene und' der Winkel zwischen~� und derx-Achse. Dabei hat man zu
beachten, daß das urpr¨ungliche kartesische Koordinatensystem rechtsh¨andig ist, d.h. die
Rechte-Hand-Regel erf¨ullt1. Als Koordinaten erh¨alt man� = j~�j,' undz mit der Umrech-
nungsvorschrift

x = � cos'
y = � sin'
z = z

9=; ()
8<: � =

p
x2 + y2

tan' = y
x

z = z
;

die wieder aus den Definitionen vonsin (Gegenkathete durch Hypotenuse) undcos (An-
kathete durch Hypotenuse) sowie aus dem Satz von Pythagoras folgt.

Die natürlichen Basisvektoren der Zylinderkoordinaten, auch begleitendes Dreibein ge-
nannt, sind

~e� = ~�=� =

0@ cos'
sin'
0

1A ; ~e' =

0@ � sin'
cos'
0

1A ; ~ez =

0@ 0
0
1

1A :

1Der Daumen zeigt in Richtung derx-Achse, der Zeigefinger iny-Richtung und der Mittelfinger in Richtung der
z-Achse.
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Abbildung 1.7: Kugelkoordinaten und die zugeh¨origen Basisvektoren (“begleitendes Dreibein”)

c) Kugelkoordinaten
In Kugelkoordinaten benutzt man außer der L¨anger = j~rj des Vektors~r zwei Winkel
', #, siehe Abb. 1.7. Der Winkel# ist dabei der Winkel zwischen derz-Achse und dem
Vektor~r. Um von den Zylinderkoordinaten zu Kugelkoordinaten ¨uberzugehen, muß man
die Projektionen~� auf diexy-Ebene undz auf diez-Achse durch die L¨anger und den
Winkel # ausdrücken. Mit� = r sin# undz = r cos# ergibt sich

x = a sin# cos'
y = a sin# sin'
z = a cos#

9=; ()

8><>:
r =

p
x2 + y2 + z2 = j~rj

tan' = y
x

tan# =

p
x2+y2

z

Die natürlichen Basisvektoren der Kugelkoordinaten, auch begleitendes Dreibein genannt,
sind

~er = ~r=r =

0@ sin# cos'
sin# sin'

cos #

1A ; ~e' =

0@ � sin'
cos'
0

1A ; ~ez =

0@ cos# cos'
cos# sin'
� sin#

1A :

Der Vorzug der Kugelkoordinaten ist die M¨oglichkeit der expliziten Verwendung der Ku-
gelsymmetrie. Funktionen, die die volle Rotationssymmetrie aufweisen, h¨angen nur vom
Abstand ab. Es taucht als Argument also nurr auf und die Winkel fallen weg. In kartesi-
schen Koordinaten w¨urden dagegen alle drei Koordinaten explizit auftauchen.

2 Grundlagen der Kinematik

Zur Begriffsklärung halten wir fest

� Die Kinematikbeschreibt die Bahn einer Bewegung.
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� Die Dynamikbeschreibt die physikalischen Ursachen einer Bewegung.

� Die Statikbeschreibt Bedingungen, wannkeineBewegung auftritt.

2.1 Funktionen und Differentiation

2.1.1 Funktionen

Definition 2.1 (Funktion). Eine Funktionf ist eine Abbildung von einem DefinitionsbereichD
in einen WertebereichW. Man schreibt

x 2 D f : x! y y 2W

kurz auchy = f(x). Häufig haben wir in unseren F¨allenD = W = R; Definitions- oder
Wertebereich k¨onnen aber auch mehrdimensional sein, d.h.x undy sind dann Vektoren.

In der Physik unterscheidet man selten genau zwischen dem Ergebnis der Funktion (y) und der
Abbildung (f ) selber. Man schreibt dann auchy = y(x), was die Abh¨angigkeit vony von x
dokumentiert.
Eine Funktion heißtstetig, wenn ihr Kurvenverlauf ohne Sprung ist. Genaueres hierzu erfahren
Sie in der Mathematik. Hier wollen wir nur anschaulich auf die Abbildungen 2.1 bauen.

(a)

x

y

f(x)

(b)Unstetigkeit

x

y

f(x)

(c)keine Unstetigkeit

x

y

f(x)

Abbildung 2.1: Beispiele f¨ur stetige Funktionen ((a) und (c)) und ein Beispiel f¨ur eine Unstetig-
keit (Sprung) in (b). Beachte, daß in (c) der Knick zwar stetig ist, aber keine eindeutige Tangente
mehr definiert.

2.1.2 Ableitung

Wir brauchen noch ein quantitatives Maß daf¨ur, wie stark sich eine Funktion ¨andert bei kleinen
Änderungen seines Arguments. Ein solches Maß liefert uns die Ableitung.

Definition 2.2 (Ableitung, Differentiation). Betrachte diëAnderung der Funktionswerte relativ
zur Änderung des Arguments

�y

�x
=
f(x+�x)� f(x)

�x
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(a)
f(x+�x)

f(x)

x+�xx

y

x

(b)

x

y

x

f(x)

Abbildung 2.2: (a) Sekante an eine Funktion; (b) Tangente an eine Funktion.

Dies ist die Steigung�y
�x

der Sekante in Abb. 2.2a. Die Ableitung einer Funktion ist ihre mo-
mentane Ver¨anderung. Dazu geht man von der Sekantensteigung zur Tangentensteigungdy

dx
über,

siehe Abb. 2.2b. Formal ist die Ableitung gegeben durch

f 0(x) :=
dy

dx
= lim

�x!0

�y

�x

Höhere Ableitungen sind rekursiv definiertf 00 = (f 0)0 = dy
dx

, f (n) = (f (n�1))0 = dny
dxn

.
Beachten Sie bitte die genaue Position der Exponenten.

Bemerkung: Streng genommen istdy
dx

kein Quotient. Der korrekte Name ist Differentialquotient.
Die Herkunft aus dem Grenzwert eines Quotienten erkl¨art jedoch, warum man h¨aufig doch so
tun kann, als handele es sich um einen Quotienten.

Beispiel 2.1.
y(x) = xn ) y0(x) = nxn�1

y(x) = exp(x) ) y0(x) = exp(x)

Wichtige Rechenregelnzu Ableitungen sind

1. Produktregel

y(x) = u(x)v(x) ) y0(x) = u0(x)v(x) + u(x)v0(x)

2. Quotientenregel

y(x) =
u(x)

v(x
) y0(x) =

u0(x)v(x)� u(x)v0(x)
v(x)2

3. Kettenregel
y = f(u),u = u(x) also y(x) = f (u (x))

) y0 =
dy

dx
= f 0 (u (x)) � u0(x)

Merkregel “Erweitern”:dy
dx

= df
du

du
dx
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~r(t)

�~r

~r(t +�t)

Abbildung 2.3: Differenzen einer vektorwertigen Funktion~r(t), die von einem Skalart abhängt.
Die Bahnkurve eines Massepunktes ist ein wichtiges Beispiel f¨ur die gezeigte Situation.

4. Ableitung der Umkehrfunktion
x = f�1(y) vony = f(x). Dann gilt

�
f�1
�0
(y) =

1

f 0(f�1(y))
; Merkregel y0 =

dy

dx
=

1
dx
dy

:

Ein Beweis nutzt die Kettenregel, daf(f�1(y)) = y.

dy

dy
= 1 = f 0(f�1(y)) � (f�1)0(y) ) �

f�1
�0
(y) =

1

f 0(f�1(y))

Man beachte, daß die Ableitung vonf 0 an der Stellef�1(y) genommen werden muß (siehe
folgendes Beispiel).

Beispiel 2.2.
Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktionf(x) = ex ist bekanntlich der (nat¨urliche) Loga-
rithmusf�1(y) = ln y. Daf 0(x) = ex, erhält man als Ableitung des Logarithmus

d ln y

dy
=
�
f�1
�0
(y) =

1

f 0(f�1(y))
=

1

eln y
=

1

y
:

Definition 2.3 (Ableitung von Vektoren).

Sei~a(t) =

�
a1(t)
a2(t)

�
eine gegebene vektorwertige Funktion und~a(t + �t) = ~a(t) + �~a(t)

derenÄnderung. Dann wird die Ableitung nacht komponentenweise definiert

d~a

dt
:= lim

�t!0

�~a(t)

�t
=

�
da1
dt
da2
dt

�
:

Darin liegt keinerlei Willkür, denn die Addition und die Subtraktion von Vektoren erfolgt kom-
ponentenweise. Somit erfolgt die Bildung einer Differenz komponentenweise und damit auch die
Definition des Differentialsd~a. Eine Illustration liefert die Abbildung 2.3 f¨ur den Vektor~r(t).

Definition 2.4 (Partielle Ableitungen). Was ist, wenn wir eine skalare Funktionf(~r) = f(x; y; z)
haben, die von einem Vektor abh¨angt?
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Dann definiert man die partielle Ableitung, die die Abh¨angigkeit von je einer der Komponenten
mißt. Man schreibt

@f(x; y; z)

@x
= lim

�x!0

1

�x
(f(x+�x; y; z)� f(x; y; z))

und die Ableitungen@f
@y

und @f
@z

analog. Manchmal will man betonen, welche Variable festgehal-
ten ist und schreibt

@f

@x

����
y;z

;

wobei die als konstant angesehenen Variablen tiefgestellt an einen senkrechten Strich notiert
werden.

Beispiel 2.3.
Wir betrachten die Funktionf(x; y) = xy2 der Variablenx und y. Als partielle Ableitungen
erhält man dann

@f

@x
= y2 und

@f

@y
= 2xy:

Beachte:Es gilt sehr allgemein die Schwarzsche Gleichung

@2f

@y@x
:=

@

@y

�
@f

@x

�
==

@

@x

�
@f

@y

�
=:

@2f

@x@y
:

Die Vertauschbarkeit der Reihenfolge partieller Ableitungen ist sehr praktrisch, Rechnungen zu
sparen oder zu ¨uberprüfen.

2.2 Geschwindigkeit und Beschleunigung

2.2.1 Bewegung eines Massenpunktes

Wir verwenden hier das Konzept eines Massepunktes, d.h. eines mathematischen Punktes, der
eine Masse besitzt. Offensichtlich handelt es sich um eine theoretische Idealisierung, die sich
aber als sehr n¨utzlich erwiesen hat.

Sei ~r(t) der Ortsvektor eines Massenpunktes zur Zeitt. Die Funktion~r(t) ist die Bahnkurve
des Massenpunktes. Mit Hilfe der vorhin eingef¨uhrten Differenzen- und Differentialquotienten
können wir nun Geschwindigkeiten und Beschleunigungen definieren.

Definition 2.5 (Geschwindigkeit, Beschleunigung).Die mittlere Geschwindigkeitzwischent
undt +�t, siehe auch Abb. 2.3, ist gegeben durch

~vmitt :=
�~r

�t
:

Als momentane Geschwindigkeitbei t definiert man nun naheliegenderweise

~v(t) := lim
�t!0

�~r

�t
=
d~r

dt
=: _~r(t) :
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Die momentante Beschleunigungist dieÄnderung der Geschwindigkeit pro Zeit:

~a(t) := lim
�t!0

�~v

�t
=
d~v

dt
=: _~v(t) = �~r(t) .

Die Zeitableitung wird ¨ublicherweise auch durch einen Punkt gekennzeichnet, um sie von ande-
ren Ableitungen zu unterscheiden.

2.2.2 Beispiele

Eindimensionale Bewegung mit konstanter BeschleunigungWir betrachten zun¨achst eine
eindimensionale Bewegung mit konstanter Beschleunigunga = ax = const. Dann folgt:

_v = a ) v(t) = at + v0 ) x(t) =
1

2
at2 + v0t+ x0

Dabei bezeichnenv0 undx0 die Werte vonv undx zur Zeitt = 0. Diese Werte m¨ussen zus¨atzlich
bekannt sein, da die Kenntnis der Ableitungen das System nicht vollst¨andig bestimmt. Man muß
noch wissen, von welchen Startwerten aus die bekanntenÄnderungen gelten.
Mathematisch tauchen diese Gr¨oßen auf, weil wir hier zweimal integriert und somit jedesmal
eine Integrationskonstante erhalten haben (siehe Kap. 3.1). Ohne Kenntnisse der Integration er-
kennt man die Richtigkeit der obigen Gleichung durch Ableitung der rechten Seiten; man hat
also auf jeden Fall richtige L¨osungen “geraten”.

Anwendung: Freier Fall
Die Erdoberfläche sei diexy-Ebene. Die H¨ohe des Massepunktes seiz(t) = h(t) mit dem An-
fangswerth0 = h(0) > 0. Die Erdbeschleunigung ist

~a =

0@ 0
0
�g

1A g = 9;81m=s2 :

Die Anfangsgeschwindigkeit seiv(0) = v0 = 0. Dann gilt nach unseren vorigen̈Uberlegungen

h(t) = h� 1

2
gt2;

v(t) = _h = _h(t) = �gt;
a(t) = �h = �g:

Der AufschlagszeitpunkttA ist durchh(tA) = 0 definiert. Man erh¨alt

tA =

s
2h0
g
:

Der Betrag der Aufschlagsgeschwindigkeit ergibt sich zu

vA = �v(tA) = gtA =
p

2gh0:
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Kreisbewegung (zweidimensional) Wir betrachten nun einen K¨orper, der sich auf einer Kreis-
bahn mit dem RadiusR bewegt, siehe Abb. 2.4. Hier ist es sinnvoll Polarkoordinaten zu verwen-
den. Die Bahnkurve ist gegeben durch

~r(t) =

�
x(t)
y(t)

�
= R

�
cos�(t)
sin�(t)

�
:

Es gilt r = j~rj = R. Die zeitlicheÄnderung des Winkels'(t) bezeichnet man als Winkelge-
schwindigkeit

!(t) =
d'

dt
= _'(t) :

In kartesischen Koordinaten messen wir die Geschwindigkeiten

x

y

R

R

'(t)

Abbildung 2.4: Bahn einer Kreisbewegung

vx = _x = �R sin(') � _' = �!y;
vy = _y = R cos(') � _' = !x :

Also gilt

~v(t) = R!

� � sin'
cos'

�
= R!~e';

v = j~vj = Rj!j :
Beachte, daß zu jedem Zeitpunkt gilt~v � ~r = 0, ~v ? ~r.

Sehr interessant ist auch die Beschleunigung

~a = _~v = R _!~e' +R!2

� � cos'
� sin'

�
= R( _!~e' � !2~er)

) a = j~aj = R
p

_!2 + !4 = R
p
!4 + _!2:
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Betrachten wir speziell die g leichm¨aßige Kreisbewegung, d.h._! = 0 , ! = const , '(t) =
!t, wenn wir'(t = 0) = 0 vereinbaren. Es gilt dann zusammengefaßt

~r = R

�
cos(!t)
sin(!t)

�
= R~er r = R

~v = R!

� � sin(!t)
cos(!t)

�
= R!~e' v = rj!j = const

~a = �R!2

�
cos(!t)
sin(!t)

�
= �R!2~er a = R!2 =

v2

R
:

Dabei ist~a parallel zu~r und~v senkrecht dazu, siehe Abb. 2.5. Die Beschleunigung~a heißt Zen-
tripetalbeschleunigung, weil es sich um eine Beschleunigung in Richtung der Kreismitte, des
Zentrums, handelt. Zur Kl¨arung sei bemerkt, daß es sichnichtum die Zentrifugalbeschleunigung
handelt. Die Zentrifugalbeschleunigung ist eine Beschleunigung, die man in einem beschleunig-
ten Bezugssystem annehmen muß, um die Beobachtungen erkl¨aren zu können. Es handelt sich
um einen Scheineffekt, der daher r¨uhrt, daß man nicht in einem Inertialsystem arbeitet. Nat¨urlich
sind Zentrifugal- und Zentripetalbeschleunigung verwandt; sie sind auch vom Betrag her gleich.

Besonders zu betonen ist, daß die Kreisbewegung einebeschleunigteBewegung ist, da~a 6= ~0,
obwohl der Betrag der Geschwindigkeitj~vj = v konstant ist. Es handelt sich um ein eindrucks-
volles Beispiel für die Wichtigkeit des Vektorcharakters der Geschwindigkeit.

Durch die Verwendung der passenden mathematischen Struktur, hier Vektorrechnung und Diffe-
rentialrechnung, haben wir ohne großen Aufwand elementare Tatsachen wie die Zentripetalbe-
schleunigung ermittelt.

~r

~a

~v (! < 0)

~v (! > 0)

Abbildung 2.5: Richtung von Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung bei der gleichm¨aßigen
Kreisbewegung.
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3 Dynamik eines Massenpunktes, Kr̈afte

3.1 Integration und Differentialgleichungen

3.1.1 Integration

Eine häufig zu lösende Aufgabe ist die Bestimmung vonx(t) aus gegebenemv(t) = dx
dt

. Die
Lösung besteht in der Umkehrung der Ableitung, der Integration. Ein weiterer Grund f¨ur Inte-
grale sind Flächenberechnungen.

Man unterscheidet bestimmte und unbestimmte Integrale.

(a)

x

y f(x)

a b

A

(b)

�x ba

y

x

(c)

u+�u
x

R(�u)

I(u+�u)� I(u)

ua

y

Abbildung 3.1: (a) Bestimmtes Integral als Fl¨ache unter einer Kurve. (b) Berechnung der Fl¨ache
durch Summation der Fl¨ache von schmalen Balken. (c) Zunahme eine bestimmten IntegralsI(u)
bei Erhöhung der Obergrenze vonu aufu+�u.

Bestimmte Integrale kann man als Fl¨achenberechnung unter einer Kurve verstehen, siehe auch
Abb. 3.1a. Wir notieren

A =

Z b

a

f(x)dx :

Wir erinnern uns, daß man Integrale als Grenzfall der Summation infinitesimal schmaler Balken
verstehen kann, wie es in Abb. 3.1b gezeigt ist. Man rechnet

A = lim
�x!0

N�1X
i=0

f(a+ i ��x)�x ;

wobei�x = (b� a)=N gilt.

Unbestimmte Integrale berechnen zu einer Funktionf(x) eine StammfunktionF (x) =
R
f(x)dx

mit der EigenschaftF 0(x) = f(x). Diese Definition macht aus der unbestimmten Integration die
Umkehrung der Ableitung. Stammfunktionen sind offensichtlich immer nur bis auf eine additive
Konstante bestimmt. IstF (x) eine Stammfunktion zuf(x), so aucheF (x) = F (x) + C, daeF 0(x) = f(x) gilt.

Wesentlich ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, der die Verbindung zwi-
schen bestimmten und unbestimmten Integralen herstellt

21



Z b

a

f(x)dx = F (b)� F (a)

Erst diese Beziehung motiviert die Notation mit dem Integralzeichen f¨ur die Stammfunktionen.
Zur Ableitung des Hauptsatzes definieren wirI(u) :=

R u
a
f(x)dx. Zu zeigen ist nunI 0(u) =

f(u). Dazu betrachten wir

lim
�u!0

1

�u
(I(u+�u)� I(u)) = lim

�u!0

1

�u
(f(u)�u+R(�u))

= f(u) ;

da die kleine Restfl¨acheR(�u) ungefähr quadratisch mit�u gegen0 geht, siehe Abb. 3.1c. Zum
Beispiel istR(�u) sicher kleiner als die Fl¨ache eines Rechtecks mit den Kanten�u und�f2.

Damit wissen wir, daßI(x) eine Stammfunktion vonf(x) ist. Sie erfüllt offensichtlich die Aus-
sage des Hauptsatzes und es ist offensichtlich wegen der Differenz auf der rechten Seite des
Hauptsatzes, daß eine additive Konstante daran nichts ¨andert.
Eine häufig verwendete Notation f¨ur den Hauptsatz istZ b

a

f(x)dx = F (x)
���b
a
:

Beispiel 3.1.
Als einfaches Beispiel betrachten wir die Funktionxn. Das unbestimmte Integral ist gegeben
durch

F (x) =

Z
xndx =

xn+1

n + 1
+ C:

Das bestimmte Integral zwischena undb istZ b

a

xndx =
bn+1

n+ 1
� an+1

n+ 1
:

Speziell für a = 1 undb = 2 ergibt sichZ 2

1

xndx =
2n+1 � 1

n+ 1
:

In der Praxis muß man eine gewisse Menge elementarer (unbestimmter) Integrale auswendig
können. Aus diesen kann man sich durch Anwendung geeigneter Regeln viele weitere Integrale
herleiten. Im folgenden wollen wir zwei wichtige Regeln vorstellen.

2Diese Argumentation gilt f¨ur differenzierbare Funktionenf(x). Genaueres zu den Voraussetzungen, damit eine
Funktion integrierbar ist, wird die Mathematikvorlesung kl¨aren.
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� Partielle Integration:(Produktregel r¨uckwärts)
Seif(x) = u0(x)v(x). Da d

dx
(uv) = u0v + uv0 folgtZ

f(x)dx =

Z �
d

dx
(uv)� uv0

�
dx = uv �

Z
uv0dx

Der Nutzen dieser Regel liegt darin, daß manchmal das Integral
R
uv0dx einfacher auszu-

rechnen ist als
R
u0vdx.

� Substitutionsregel:(Kettenregel r¨uckwärts)
SeiF (u) =

R
f(u)du undu = u(x), u0 = du

dx
. Aus der Kettenregel wissen wir

d

dx
F (u(x)) = f(u(x))u0(x) :

Also gilt Z
f(u(x))u0(x)dx = F (u(x)) =

Z
f(u)du :

Je nach Problem vereinfacht die Substitutionsregel von links nach rechts oder umgekehrt.
Beachte:Bei bestimmten Integralen sind die Integrationsgrenzen mitzutransformieren:Z b

a

f(u(x))u0(x)dx =

Z u(b)

u(a)

f(u)du :

Beispiel 3.2.

1. (Kettenregel) Z
esin x cos xdx =

Z
eudu = eu = esin x ;

wobeiu = sin(x) undu0 = cos(x) verwendet wurde.

2. (Kettenregel) Z
u0(x)
u(x)

dx=

Z
du

u
= ln juj = ln ju(x)j:

Hier ist es als Merkregel sehr suggestivdu = u0dx zu verwenden.

3. (Produktregel)Z
x exp(x)dx = x exp(x)�

Z
exp(x)dx = x exp(x)� exp(x) ;

wobeix als abzuleitende Funktion undexp(x) als zu integrierende Funktion gew¨ahlt wur-
de.
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3.1.2 Differentialgleichungen

Die Integration löst das Problem, vony0(x) = f(x) aufy(x) zu schließen. Einnoch schwierigeres
Problem liegt vor, wenn wir von

y0(x) = f(x; y) Differentialgleichung 1. Ordnung

y00(x) = f(x; y; y0) Differentialgleichung 2. Ordnung

usw.

aufy(x) schließen m¨ussen. Solche Probleme heißen Differentialgleichungen (DGL). Wir wollen
hier nur ein paar einfachere F¨alle, die in der Physik weit verbreitet sind, ansprechen.

Beispiel 3.3.

1. Der einfachste Fall einer DGL 1. Ordnung isty0 = f(x). Die allgemeine L¨osung dieser
DGL ist y(x) =

R
f(x)dx, d.h. dieser Fall entspricht gerade der Integration.

2. Wir betrachten eine DGL der Form

y0 = g(x)h(y)

Dann hilft die sogenannteTrennung der Variablen, die die Substitutionregel nutzt. Es
läßt sich ein allgemeines L¨osungsverfahren angeben3. Division durchh(y) und Integra-
tion nachx liefert Z

dy

dx

1

h(y)
dx =

Z
g(x)dx = G(x) :

Auf der linken Seite hilft die Substitutionsregel

eH(y) :=

Z
1

h(y)
dy = G(x) :

Die Lösung der DGL reduziert sich also im Wesentlichen auf zwei Integrationen. Kennen
wir zusätzlich die Anfangsbedingungy(x0) = y0, so gilt

eH(y)� eH(y0) = G(x)�G(x0) ;

was man dann noch nachy auflösen muß, umy(x) zu gewinnen.

Beachte, daß man wie bei der Integration noch eine Zusatzinformation ben¨otigt. Hier ist
das die IntegrationskonstanteC := eH(y0)�G(x0).

Beispiel 3.4.
Wir betrachten als Beispiel folgende DGL mit getrennten Variablen:y0(x) = �2xy2(x).
Wir haben Z

dy

y2
=

Z
(�2)xdx = �2x2 + C

3Das ist nur für die wenigsten DGL-Typen m¨oglich!
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und die Integration links liefertZ
dy

y2
= �1

y
) 1

y(x)
= x2 + C y y(x) =

1

x2 + C

Mit Anfangsbedingungy(1) = 1 ergibt sich die Integrationskonstante zuC = 0 und man erh¨alt
die Lösungy(x) = 1

x2
. Das dies tats¨achlich eine L¨osung der DGLy0(x) = �2xy2(x) überprüft

man leicht durch Einsetzen und Differenzieren.

Bemerkung:Wie wir gesehen haben, enthalten L¨osungen von Differentialgleichungen 1. Ord-
nungeineoffene Konstante, mit der man die Anfangsbedingungy(x0) = y0 erfüllen kann.
Bei Differentialgleichungen 2. Ordnung treten entsprechend immer zwei Konstanten auf, die
durch zwei Anfangsbedingungen festgelegt werden, z.B.y(x0) = y0, y0(x0) = v0.

Damit Sie die Begriffe zu anderen weit verbreiteten Differentialgleichungen schon einmal gese-
hen haben, folgt nun noch eine unvollst¨andige Liste dazu, die teilweise in denÜbungen unter-
mauert werden wird.

1. homogene lineare DGLn-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

a2y
00(x) + a1y

0(x) + a0y(x) = 0 =) yhom(x) = C1e
�1x + C2e

�2x ;

wobei die�j die Nullstellen des sogenannten charakteristischen Polynoms sind, das man
durch Einsetzen des Ansatzesy(x) = e�x in die DGL erhält

a2�
2e�x + a1�e

�x + a0e
�x = 0, a2�

2 + a1�+ a0 = 0 :

2. inhomogene lineare DGLn-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

a2y
00(x) + a1y

0(x) + a0y(x) = h(x) =) yallg(x) = yspez(x) + yhom(x)

Verfügt manübereinespezielle Lösungyspez(x) der inhomogenen DGL, so erh¨alt man die
allgemeine L¨osungyallg(x) durch Addition einer beliebigen homogenen L¨osung

yallg = yspez(x) + C1e
�1x + C2e

�2x :

Die spezielle L¨osung muß man raten, wobei das physikalische Verst¨andnis häufig hilft.
Insbesondere gilt f¨ur h(x) = b = const, daßyspez= b=a0 eine Lösung ist.

3. Variation der Konstanten
y0(x) + g(x)y(x) = h(x):

Zuerst löst man die homogene DGL (h(x) = 0) und ersetzt dann die auftretende Integra-
tionskonstanteC durch eine FunktionC(x). Diesen Ansatz setzt man in die inhomogene
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DGL (h(x) 6= 0) ein, umC(x) durch direkte Integration zu bestimmen. Zusammenge-
faßt kann man diese Schritte auch so durchf¨uhren, daß zuerst obige Gleichung miteG(x)

multipliziert wird, wobeiG(x) die Stammfunktion vong(x) ist. Produktregel lehrt

eGy0 + geGy =
d

dx
(yeG) = heG ;

wobei das Argumentx zur Erleichterung der Notation weggelassen wurde. Integration
liefert nun

y(x)eG(x) =

Z x

0

h(~x)eG(~x)d~x+ y(0)eG(0)

woraus sich ergibt

y(x) = e�G(x)

Z x

0

h(~x)eG(~x)d~x+ y(0)eG(0)�G(x) :

3.2 Grundlagen der Dynamik, Kräfte

3.2.1 Newtonsche Gesetze (Axiome)

In seiner “Philosophiae naturalis principia mathematica” hat Newton 1687 drei Axiome for-
muliert, die die Grundlage der (nichtrelativistischen) Mechanik bilden. Diese Axiome sind aus
Beobachtungen abgeleitete Erfahrungstatsachen, die nicht weiter begr¨undet werden k¨onnen. Wir
werden die Axiome formulieren und nachtr¨aglich feststellen, daß sie tats¨achlich sehr gut unsere
Naturbeobachtungen zusammenfassen.
Man mache sich klar, welche Abstraktionsleistung hinter der Formulierung dieser Axiome steht.
So setzen sie Dinge voraus (z.B. Kr¨aftefreiheit), die sich experimentell im 17. Jahrhundert nur
sehr unvollst¨andig realisieren ließen.

� 1. Newtonsches Gesetz: Trägheitsgesetz

Ein Körper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichf¨ormigen Bewegung (keine Be-
schleunigung), falls keine ¨außeren Kr¨afte auf ihn wirken:

~a = 0 falls ~F = 0

Bemerkung: Die gleichf¨ormige Bewegung entspricht also dem nat¨urlichen Bewegungszu-
stand eines K¨orpers.

Heutiger Erfahrung, die schon Satelliten und Weltallsonden kennt, liegt dieses Axiom sehr
nahe. Aristoteles hingegen war noch ¨uberzeugt, daß eine Kraft n¨otig ist, um Geschwindig-
keit zu erzeugen. Ohne Kraft verharrte jeder K¨orper in Ruhe. Probleme bereitet allerdings
schon ein Steinwurf. Was l¨aßt den Stein durch die Luft fliegen, nachdem er die Hand ver-
lassen hat? Aristoteles dachte, daß es die hinter dem Stein zusammenschlagende Luft sei!
Heute wissen wir, daß die Luft eher ein Hindernis bei der Beobachtung des physikalischen
Grundgesetzes ist.4

4Dieses Beispiel illustriert sehr sch¨on das Dilemma des Forschers: Was ist wesentlich f¨ur das beobachtete Ph¨ano-
men, was ist nebens¨achlich oder gar st¨orend? Das ist a priori nie klar.
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� 2. Newtonsches Gesetz: Bewegungsgleichung

Greift an einem K¨orper der Massem eineäußere Kraft~F an, so wird er beschleunigt

~F =
d

dt
(m~v) =

d~p

dt

Das Produkt~p := m~v bezeichnet man als denImpulsdes Körpers.

Bemerkung:Die obige Gleichung ist Definition und Gesetz zugleich. Sie definiert, was
wir unter einer dynamischen Kraft verstehen wollen. Andererseits kl¨art sie, daß die Kraft
nicht z.B. quadratisch vom Impuls und seinen Ableitungen abh¨angt. Außerdem zeigt sich,
daß der oben definierte Kraftbegriff mit unserer Vorstellung gut ¨ubereinstimmt und sich
einfache Zusammenh¨ange zur Kraft schwerer K¨orper und zu Federkr¨aften ergeben, siehe
unten.

� 3. Newtonsches Gesetz: Wechselwirkungsgesetz

Wechselwirken zwei K¨orper miteinander, so ist die Kraft~F21, die Körper 1 auf Körper 2
ausübt, entgegengesetzt gleich der Kraft~F12, die Körper 2 auf Körper 1 aus¨ubt

~F12 = �~F21 (actio=reactio)

� 4. Axiom: Superpositionsprinzip

Wirken auf einen Massenpunkt gleichzeitig mehrere Kr¨afte ~F1, ~F1, . . . , so ist ihre Gesamt-
wirkung durch

~Ftot = ~F1 + ~F2 + : : :

gegeben.

Bemerkung:Dieses Axiom ist so nicht als Gesetz von Newton formuliert worden. Nach
moderner Lesart muß man diese Tatsache aber der Vollst¨andigkeit halber als Axiom hin-
zufügen.

Definition 3.1 (Inertialsystem). Ein Bezugssystem (Koordinatensystem), in dem die obigen
Axiome gelten, nennen wir einInertialsystem. Inertialsysteme sind somit ausgezeichnete Be-
zugssyteme, in denen die physikalischen Gesetze in ihrer einfachen Form gelten.

Wichtig sind die impliziten Annahmen, die der Newtonmechanik zugrundeliegen.

� Absolute Zeit: Die Zeit ist in allen Inertialsystemen gleich, d.h. invariant�t = �t0. Die
Zeitnullpunkte können nat¨urlich differieren, so daß Gleichheit nur f¨ur Zeitdifferenzen fest-
gestellt werden kann.

Bemerkung:Die Bestimmung der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse ist m¨oglich, da un-
endliche Signalgeschwindigkeit erlaubt ist.
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� Absoluter Raum: Es gibt einen absoluten Raum, in dem Sinn, daß L¨angen, Abst¨ande
und Winkel unabh¨angig vom Bezugssystem festliegen. Jedoch istkein Inertialsystem aus-
gezeichnet, das angibt, was “in Ruhe” absolut bedeutet. Jedes Bezugssytem, daß sich
bezüglich eines Inertialsystems mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, ist selbst ein In-
ertialsystem; es gilt das klassische Relativit¨atsprinzip.
Die auf einen K¨orper wirkende Kraft ist in allen Inertialsystemen gleich. Das gilt abernicht
für die Geschwindigkeit.

3.3 Beispiele für spezielle Kräfte

3.3.1 Schwerkraft

Die Erdanziehungskraft, d.h. die Gravitationskraft an der Erdoberfl¨ache, auf einen K¨orper der
Massems ist bekanntlich

~G = ms~g = �ms(0; 0; g) :

Hierbei taucht dieschwereMassems auf. In der Bewegungsgleichung~F = mt~a tritt hingegen
die trägeMassemt in Erscheinung. Es hat sich keine Notwendigkeit ergeben, diese zu unter-
scheiden, so daß wir immer vonms = mt ausgehen und f¨urderhin nur von der Massem spre-
chen. Damit fällt die Masse in der Bewegungsgleichung wieder raus und wir erhalten~a = ~g. Als
Lösung der Bewegungsgleichung ergibt sich dann

z(t) = �1

2
gt2 + v0t + z0 :

wie wir bereits in Kap. 2.2.2 diskutiert haben.

3.3.2 Elastische Kr̈afte

Elastische Kr¨afte werden nach dem Hookeschen Gesetz idealisiert, d.h. sie sind proportional zu
einer Auslenkung

~F elast= ~F elast(~r) = �D~r
bei geeignet gew¨ahltem Ursprung, so daß bei~r = 0 keine Kraft wirkt. Ein wichtiges Beispiel f¨ur
eine elastische Kraft ist die R¨uckstellkraft einer Feder.
In einer Dimension ergibt sich die sehr universelle Bewegungsgleichungm�x = �Dx. Parame-
trisiert manD = m!2

0, so ergibt sich
�x = �!2

0x

als homogene lineare DGL2: Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Es handelt sich um eine
sogenannte Schwingungsgleichung, da sie bei allen Schwingungsph¨anomenen auftritt. Als DGL
2. Ordnung gibt es zwei homogene L¨osungen

x1 = cos(!0t)
�
denn: _x1 = �!0 sin (!0t), �x2 = �!2

0 cos (!0t)
�
;

x2 = sin(!0t)
�
denn: _x1 = !0 cos (!0t), �x2 = �!2

0 sin (!0t)
�
:
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Beiden Lösungen ist gemein, daß sie ein oszillatorisches Verhalten beschreiben mit derKreisfre-
quenz!0 =

p
D=m. Sie entspricht einer PeriodendauerT0 vonT0 = 2�=!0. Je härter die Feder

und je kleiner die schwingende Masse desto gr¨oßer ist die Frequenz bzw. desto kleiner ist die
PeriodendauerT0.
Die allgemeine L¨osung lautet5

x(t) = A sin!0t+B cos!0t

mit den beiden IntegrationskonstantenA, B. Eine alternative Darstellung dieser L¨osung ist

x(t) = C cos (!0t� '0) ;

mit den IntegrationskonstantenC und'0. Das trigonometrische Additionstheorem liefert den
Zusammenhang

C cos (!0t� '0) = C cos (!0t) cos ('0) + C sin (!0t) sin ('0) :

Hieraus folgt
A = C sin'0

A = C cos'0

�
,
�

C2 = A2 +B2

tan'0 = A
B

Wie üblich legen die Anfangsbedingungenx(t = 0) = x0 und _x(t = 0) = v0 die Integrations-
konstanten fest

x0 = x(t = 0) y B = x0

v0 = _x(t = 0) = !0 [A cos!0t� B sin!0t]t=0 = !0A y A =
v0
!0

:

Somit erhalten wir als L¨osung

x(t) = x0 cos!0t +
v0
!0

sin!0t

=

s
x20 +

v20
!2
0

cos (!0t� '0)

�
mit tan'0 =

v0
!0x0

�
:

3.3.3 Zwangskr̈afte

Zwangskräfte treten auf, wenn gewisse geometrische Bedingungen, die sogenannten Zwangsbe-
dingungen, erf¨ullt werden. Ein schwerer K¨orper auf einem Tisch sp¨urt zwar die Erdanziehungs-
kraft. Trotzdem bewegt er sich nicht. Also muß nach Newton die Gesamtkraft, die auf ihn wirkt,
verschwinden. Offenbar ¨ubt der Tisch auf den K¨orper eine Kraft aus, die gerade so groß ist,
daß sie die Erdanziehung kompensiert. Eine solche Kraft heißt Zwangskraft, weil sie die aus der
Zwangsbedingung “K¨orper liegt auf dem Tisch” resultiert. Das ist in Beispiel (i) illustriert.

5Statt sin(!0t) schreibt man h¨aufig auchsin!0t. Aus dem Zusammenhang muß klar sein, daß damit nicht
t sin!0 gemeint ist, da z.B. das Argument des Sinus dimensionslos sein muß.
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(i):
~Z

~G

~0 = m~a = ~Fges= ~G+ ~Z

) ~Z = � ~G

Wir interessieren uns hier nicht f¨ur die mikroskopischen Ursachen der Zwangskr¨afte wie
die Wechselwirkung der Molek¨ule des Körpers mit denen des Tischs.

(ii): Das zweite Beispiel sind zwei Massen, die ¨uber einen straffen Faden miteinander
verbunden sind, siehe Abb. 3.2. Welche Kr¨afte wirken auf die beiden Massen ? Sie sind

x

m1

z

m2

Abbildung 3.2: Zweiüber einen straffen Faden gekoppelte Massen.

in Abb. 3.3 dargestellt:~Z ist die Zwangskraft des Tisches undT die im Faden wirkende
Zugspannung, die immer in Richtung des Fadens wirkt. Die Bewegungsgleichungen lauten

Z = m1g

T = m1�x1 (1)

T �m2g = m2�z2 (2) :

�m1g~ez

T~ex

Z~ez

�m2g~ez

T~ez

Abbildung 3.3: Kräftebilanzen f¨ur die beiden Massen.
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Da der Faden immer straff sein soll, gilt_x1 = � _z2 und daraus�x1 = ��z2. Einsetzen von
(1) in (2) liefert

�m2g +m1 �x1|{z}
=��z2

= m2�z2

) �m2g = (m1 +m2)�z2

) �z2 = �g m2

m1 +m2

) j�z2j < g :

Die beiden Körper erfahren also eine Beschleunigung, die kleiner ist als die Erdbeschleuni-
gung. Das ist auch plausibel, da im skizzierten Aufbau die schwere Massem2 die größere
träge Massem1 +m2 beschleunigen muß.

3.3.4 Reaktionskr̈afte, Reibung

Reaktionskr¨afte sind die Antwort auf ¨außere Einfl¨uße wie den Kontakt zweier K¨orper oder die
Bewegung zweier K¨orper relativ zu einander.

(i): Haftreibung: Körper bewegt sich nicht

~RH

�
�

~Z
G

~Z

~Fk

Z =
���~Z��� = G cos�

Fk =
���~Fk��� = G sin�

Die Beträge der Kräfte resultieren aus einfacher Trigonometrie, wenn man sich klar ge-
macht hat, daß der Winkel� auch an der Spitze des Vektors~G auftritt (Zwei Winkel sind
gleich, wenn ihre Schenkel senkrecht aufeinander stehen.).

Solange sich der K¨orper nicht bewegt, wird die Hangabtriebskraft~Fk, die den Körper die
schiefe Ebene hinunter treiben will, durch die Haftreibungskraft~RH exakt kompensiert

~RH = �~Fk fallsFk < �HN :

Die Haftreibungkraft ist immer parallel zur Kontaktfl¨ache der sich ber¨uhrenden K¨orper.
Die maximale Haftreibung ist proportional zum Betrag des Andrucks~N = �~Z, der
natürlich gleich dem Betrag der Zwangskraft ist. Die Proportionalit¨atskonstante�H heißt
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Haftreibungskoeffizientund ist eine Materialkonstante. Sie h¨angt von den beiden sich ber¨uhren-
den Oberflächen ab. Typischerweise gilt�H . 1, obwohl spezielle Oberfl¨ache, z.B. mit
gummiartigem Bezug, auch Haftreibungskoeffizienten gr¨oßer als 1 haben k¨onnen. Wird
Fk > �HN , beginnt der K¨orper zu rutschen (siehe (ii)). Durch Messung des maxima-
len Winkels�c, bei dem sich die Masse noch nicht bewegt, kann man�H experimentell
bestimmen.

(ii): Gleitreibung: Körper bewegt sich
Auf den rutschenden K¨orper wirkt die Gleitreibungskraft

~RG = ��GNv̂

Die Gleitreibungskraft ist ebenfalls immer parallel zur Kontaktoberfl¨ache und der Ge-
schwindigkeit entgegengesetzt. Ihr Betrag ist wiederum durch eine Materialkonstante, den
Gleitreibungskoeffizienten�G, und den Andruck festgelegt. Es muß gelten�G < �H , da
sonst der K¨orper losrutschen k¨onnte, aber nicht weiterrutschen, was einen Widerspruch
darstellt. Anschaulich “verhaken” sich die beiden K¨orper weniger gut, wenn sie sich rela-
tiv zueinandern bewegen, als wenn sie in Ruhe sind.

(iii): Stokessche Reibung: Widerstand bei Bewegung durch ein z¨ahes Medium

zähe Flüssigkeit

~v~Rs
�

Aus Erfahrung weiß man, daß die Reibungskraft~RS, die ein Körper erfährt, der sich mit
der Geschwindigkeit~v durch ein zähes Medium bewegt, proportional zur Geschwindigkeit
ist 6: RS / v und dieser im Allgemeinen genau entgegengesetzt ist. Dieses Gesetz gilt,
solangev nicht zu groß und nicht zu klein wird. In vektorieller Form geschrieben gilt

~Rs = �
~v;

wobei
 der Reibungskoeffizient ist, der von der Form des K¨orpers abh¨angt als auch pro-
portional zur Viskosit¨at des z¨ahen Mediums ist.

Speziell in einer Dimension erh¨alt man für ein Teilchen der Massem, auf das sonst keine
weitere Kraft wirkt, die Bewegungsgleichung

m _v = �
v bzw. _v = �1

�
v mit

1

�
=




m
:

6f(x; y; : : :) / x bedeutet “f ist proportional zux”

32



0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
t/τ

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

v/
v 0

Abbildung 3.4: Relaxationsverhalten.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Wie besprochen funktioniert der
einfache Ansatzv = A exp(�t)

_v = �Ae�t = �v
!
= �1

�
v ;

woraus� = �1=� folgt. Die allgemeine L¨osung lautet also

v = Ae�
t
� :

Für die Anfangsbedingungv(t = 0) = v0 erhält man dann

v = v0e
� t

� :

Diese Lösung beschreibt ein sogenanntesRelaxationsverhalten. Die relaxierende Gr¨oße
nähert sich exponentiell an ihren Grenzwert, hierv = 0, an, siehe Abb. 3.4. DieRelaxa-
tionszeit, innerhalb derer ein Abfall um den Faktore erreicht wird, betr¨agt � . Für Zeiten
deutlich größer als� spielen die Newtonschen Tr¨agheitskräfte proportional zur Beschleu-
nigung keine Rolle mehr.

Wenn die Stokessche Reibung
 groß ist, wird die Bewegung vollkommen durch sie domi-
niert. Konkret bedeutet das, daß sich ¨außere Kr¨afte langsam ver¨andern. Langsam bedeutet
auf einer Zeitskala deutlich gr¨oßer als die gerade eingef¨uhrte Relaxationszeit� . Dann kann
man den Newtonschen Beschleunigungsterm weglassen und erh¨alt vereinfacht die Bewe-
gungsgleichung

~Fext = 
~v :

In dieser Gleichung ist tats¨achlich die Kraft direkt die Ursache der Geschwindigkeit und
ohne Kraft gibt es keine Bewegung. Das ist der Grenzfall, in dem Aristoteles recht hat mit
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seiner Vorstellung der Bewegung.
Sie sehen an diesem Beispiel, das Theoriebildung nicht eindeutig ist und man immer in vie-
le Richtungen idealisieren kann. Nat¨urlich hat es sich empirisch erwiesen, daß der New-
tonsche Ansatz (Beschleunigungskraft ist fundamental, Reibung ein sekund¨arer Effekt)
fundamentaler ist als der aristotelische Ansatz (Reibung ist fundamental, Beschleunigung
ein sekund¨arer Effekt).

4 Arbeit und Energie

4.1 Vektoranalysis und Wegintegrale

4.1.1 Vektoranalysis

Zu Beginn sei noch einmal an die Definition der partiellen Ableitung (siehe Kap. 2.1) erinnert

@

@x1
f(x1; x2) =

d

dx
f(x1 = x; x2 = const.) etc.:

und die Vertauschbarkeit von partiellen Ableitungen:

@2f

@x2@x1
:=

@

@x2

�
@f

@x1

�
!
=

@

@x1

�
@f

@x2

�
=:

@2f

@x1@x2

Definition 4.1 (Skalares Feld).Skalares Feldf(x; y; z)

Jedem Raumpunkt~r =

0@ x
y
z

1A wird ein Skalar (Zahlenwert)f(~r) zugeordnet.

Definition 4.2 (Vektorfeld). Vektorfeld ~F (~r)

Jedem Raumpunkt~r wird ein Vektor (n-Tupel) ~F (~r) zugeordnet.

Betrachten wir eine Funktionf(~r(t)) = f(x(t); y(t); z(t)). Hierbei kannt z.B. die Zeit sein
und x(t); y(t); z(t) die Koordinaten eines Massenpunktes zur Zeitt. Der Wert vonf könnte
irgendeine raumabh¨angige Gr¨oßee sein, z.B. eine Temperatur oder eine Spannung. Offensichtlich
kann man eine zeitabh¨angige Funktionf(t) definieren gem¨aß

f : t ! ~r(t) ! f(~r(t)) :

Die infinitesimale Gesamt¨anderungdf der Funktionf(t) ist dann gegeben durch

df = f(x + dx; y + dy; z + dz)� f(x; y; z)

=
@f

@x
dx+

@f

@y
dy +

@f

@z
dz
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Die Größedf bezeichnet man alstotales Differential. Die Gesamt¨anderung setzt sich aus den
Teiländerungen in den jeweiligen Richtungen zusammen. Kombinationen aus verschiedenen
Änderungen der Gestaltdxdy tragen nicht bei, da sie quadratisch klein sind, d.h., das Produkt
zweier infinitesimaler Gr¨oßen sind. Die Ableitung vonf nach dem Parametert bestimmt sich
damit gemäß

df

dt
=
@f

@x

dx

dt
+
@f

@y

dy

dt
+
@f

@z

dz

dt
;

was man sich durch Division durchdt abgeleitet vorstellen kann.
Um den obenstehenden Ausdruck kompakter notieren zu k¨onnen, definieren wir uns den

Definition 4.3 (Gradient). eines skalaren Feldes
Zu einem skalaren Feldf(~r) sei

gradf :=

0@ @f
@x
@f
@y
@f
@z

1A :

Diese Größe heißt der Gradient vonf ; er ist ein Vektorfeld.

Das totale Differential vonf läßt sich nun als formales Skalarprodukt schreiben

df = (gradf) � d~r mit d~r =

0@ dx
dy
dz

1A
Um den Vektorcharakter des Gradienten besser notieren zu k¨onnen, definieren wir uns einen
vektorartigen Ableitungsoperator, den

Definition 4.4 (Nabla-Operator). Der sogenannte Nabla-Operatorr ist definiert als

~r :=

0@ @
@x
@
@y
@
@z

1A :

Er stellt einen Vektoroperator dar; genauer ist es ein vektorartiger Differentialoperator. Er wirkt
auf verschiedene Felder (siehe unten). Angewendet auf sie berechnet er deren Ableitungen.

Mit Hilfe des Nabla-Operators kann man den Gradienten vonf kompakt schreiben als

gradf = ~rf:
Der Gradient~rf eines skalaren Feldesf hat eine ganz anschauliche Bedeutung. Er zeigt in
Richtung des st¨arksten Anstiegs vonf . Formaler gilt

(i) ~rf steht senkrecht auf den Fl¨achen, auf denenf(~r) konstant ist, siehe Abb. 4.1. Solche
Flächen heißen̈Aquipotentialflächen; bekannte Beispiele in zwei Dimensionen sind H¨ohenlini-
en.
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~rf(~r)

~rf(~r)
f(~r) = f3
f(~r) = f2
f(~r) = f1

Abbildung 4.1:~rf steht senkrecht auf den̈Aquipotentialflächenf(~r) = const. In der Abbildung
gilt f3 > f2 > f > 1, wobeif3 � f2 = f2 � f1 sein soll, so daß man einen Eindruck von der
Stärke derÄnderung vonf(~r) bekommen kann.

Die Äquipotentialflächen sind formal durchdf = 0 gekennzeichnet. Das entspricht(~rf)�d~r = 0
und legt fest, in welche Richtung eine infinitesimale Verschiebungd~r nur gehen kann, wenn sie
entlangeinerÄquipotentialfläche erfolgen soll. Es folgt unmittelbar, daß~rf undd~r senkrecht
aufeinander stehen.

(ii) Nach df = (~rf) � d~r ist der stärkste Anstieg vonf gegeben, wennd~r parallel zu~rf steht.
Also zeigt~rf in Richtung des st¨arksten Anstiegs bei gegebener L¨ange der Verschiebungd~r.

Beispiel 4.1.
Die beiden oben genannten Eigenschaften kann man sich an folgendem zweidimensionalen Bei-
spiel verdeutlichen.

f(x; y) = x2 + y2

~rf = 2

�
x
y

�
= 2~r

~rf(~r)

f(~r) = 3
f(~r) = 2

f(~r) = 1

Die Kurvenf(~r) = fi = const sind hier Kreise vom RadiusR =
p
fi. Das Vektorfeld des

Gradienten zeigt radial nach außen und steht senkrecht auf denÄquipotentiallinien7.

Es gibt auch Differentialoperatoren f¨ur Vektorfelder. Sehr wichtig sind die folgenden zwei.

Definition 4.5 (Divergenz).Die Divergenz eines Vektorfeldes~F (~r) ist

div ~F := ~r � ~F =
@Fx
@x

(~r) +
@Fy
@y

(~r) +
@Fz
@z

(~r) :

7Die Äquipotentialbedingungf(~r) = const schränkt den Raum, auf dem das Skalarfeld definiert ist, immer
um genau eine Dimension ein. In drei Dimensionen resultieren alsoÄquipotentialflächen; in zwei Dimensionen
Äquipotentiallinien, auch H¨ohenlinien genannt; inn Dimensionen resultierenn � 1 dimensionale Hyperfl¨achen.
Bei der allgemeinen Beschreibung ist also eine gewisse sprachliche Flexibilit¨at vonnöten.
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~F (x; y)

�Fx(x; y)

Fx(x +�x; y)

~F (x; y +�y)
Fy(x; y +�y)

�Fy(x; y)

x+�x

~F (x; y)

y +�y

x
y

~F (x+�x; y)

Abbildung 4.2: Zur Berechnung der Divergenz in zwei Dimensionen wird ein rechteckiges Pro-
benvolumen in zwei Dimensionen betrachtet. Flußbeitr¨age nach außen werden positiv gez¨ahlt.

Formal kann die Divergenz geschrieben werden als das Skalarprodukt des Nabla-Operators und
des Vektorfelds~F :mboxdiv ~F := ~r� ~F . Das unterstreicht die N¨utzlichkeit des Nabla-Operators.
Beachte aber, daß es beim Nabla-Operator anders als bei gew¨ohnlichen Vektoren immer auf die
Reihenfolge ankommt: erst der Operator, dann das Vektorfeld.

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Skalarfeld.

Die Divergenz gibt Auskunft ¨uber die Quellen und Senken eines Feldes. Sie mißt die Quellst¨arke
eines Vektorfeldes, indem sie Bilanz zieht zwischen dem Fluß eines Vektorfeldesaus einem
infinitesimalen Probenvolumen heraus und dem Fluß eines Vektorfeldesin dieses Probenvolumen
hinein. Abb. 4.2 zeigt das am Beispiel eines infinitesimalen Rechtecks in zwei Dimensionen. Die
Flußbilanz betr¨agt

�� = �y (Fx(x +�x; y)� Fx(x; y)) + �x (Fy(x; y +�y)� Fy(x; y))

Dabei ist der Fluß durch eine Seite proportional zu deren L¨ange und zur Vektorkomponente
senkrechtauf der Seite. Positiv wird der Fluß heraus gez¨ahlt. Jeweils zwei gegen¨uberliegende
Seiten ergeben eine Klammer. F¨uhren wir nun den Grenzwert f¨ur den Fluß pro Fl¨ache (in drei
Dimensionen pro Volumen)��=�V mit �V = �x�y durch, so erhalten wir die Divergenz

lim
�V!0

��

�V
= lim

�x!0;�y!0

�
�Fx
�x

+
�Fy
�y

�
=
@Fx
@x

+
@Fy
@y

= ~r � ~F :

Gradient und Divergenz lassen sich offensichtlich f¨ur alle Dimensionen verallgemeinern. Spezi-
ell in drei Dimensionen gibt es noch einen wichtigen Differentialoperator, der die Wirbelst¨arke
eines Vektorfeldes mißt. Es ist die

Definition 4.6 (Rotation).
Die Rotation eines Vektorfeldes~F (~r) ist durch

rot ~F =

0B@ @Fz
@y
� @Fy

@z
@Fx
@z
� @Fz

@x
@Fy
@x
� @Fx

@y

1CA
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definiert. Formal ergibt sie sich aus dem Kreuzprodukt des Nabla-Operators mit dem Vektorfeld
rot ~F = ~r� ~F . Die Rotation eines Vektorfeldes ist wieder ein Vektorfeld.

Anschaulich gibt die Rotation an, wie stark ein Vektorfeld Wirbel hat, d.h. im Kreis entlang zeigt.
Die z-Komponente mißt Wirbel in derxy-Ebene. Aus Abb. 4.3 liest man ab

�W = �x(Fx(x; y)� Fx(x; y +�y)) + �y(Fy(x +�x; y)� Fy(x; y)) :

Das Flächenelement hat die Gr¨oße�A = �x�y und man erh¨alt durch den Grenzprozeß die
z-Komponente der Rotation

lim
�A!0

�W

�A
= lim

�x!0;�y!0

�
��Fx

�y
+

�Fy
�x

�
= �@Fx

@y
+
@Fy
@x

=
�
~r� ~F

�
z
:

Die anderen Beitr¨age inx undy Richtung folgen analog durch einmalige und zweimalige An-
wendung zyklischer Vertauschung der Achsenx! y; y! z; z ! x.

~F (x; y)

�Fx(x; y +�y)

~F (x; y +�y)

x+�x
Fx(x; y)

�Fy(x; y) ~F (x; y)

Fy(x+�x; y)

y +�y

x
y

~F (x+�x; y)

Abbildung 4.3: Zur Berechnung der Rotation inz-Richtung wird eine kleine Probenfl¨ache in der
zy-Ebene betrachtet. Die Beitr¨age werden gem¨aß mathematisch positivem Drehsinn addiert, d.h.
entgegen dem Uhrzeigersinn.

4.1.2 Wegintegrale

Definition 4.7 (Wegintegral). Das Integral eines Vektorfeldes~F (~r) längs eines Weges vom
Punkt ~P zum Punkt~Q ist definiert durchZ Q

P

~F (~r) � d~r = lim
�ri!0

X
i

~F (~ri) ��~ri = lim
�ri!0

X
i

F (~ri)�ri cos'i ;

mit �~ri := ~ri+1 � ~ri. Es wird also nur die Komponente entlang des Weges aufsummiert, siehe
Abb. 4.4. Beachte, daß das Wegintegral sowohl von~F (~r) als auch vom Weg
 abhängt.
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x

~Q
~P

y

'i

~F (~ri)

~ri



�~ri

Abbildung 4.4: Wegintegral als Grenzfall der Summation des Vektorfelds entlang diskreter gera-
der Wegst¨ucke.

Mathematisch wird ein Weg ¨uber eine sogenannte Parametrisierung definiert. Sie erleichtert prak-
tisch auch die tats¨achliche Durchf¨uhrung von Wegintegralen, weil sie das mehrdimensionale Ge-
bilde auf eine eindimensionales Integral zur¨uckführt.

Definition 4.8 (Parametrisierung). Eine Parametrisierung des Wegs
 besteht in einer Abbil-
dung

t 2 [a; b] ! ~
(t) mit 
(a) = ~P ; 
(b) = ~Q

so daß
 die Bahnkurve von
(t) ist. Beachte, daß es zu einem Weg beliebig viele verschiedene
Parametrisierungen gibt; die Parametrisierung ist nicht eindeutig.

Mit Hilfe der Parametrisierung l¨aßt sich der Grenzprozeß des Wegintegrals wie folgt fassen

lim
�ri!0

X
i

~F (~ri) ��~ri = lim
�ti!0

X
i

~F (~
(ti)) ��~
(ti)

= lim
�ti!0

X
i

~F (~
(ti)) � �~
(ti)
�ti

�ti =

Z b

a

~F (~
(t)) � ~
 0(t)dt :

Da der Ausdruck~F (~
(t)) ��~
 0(t) eine skalare Funktion vont darstellt, handelt es sich hierbei
um ein bekanntes eindimensionales bestimmtes Integral. Man kann die Umrechnung des We-
gintegrals auf ein Integral ¨uber das Definitionsintervall der Parametrisierung als Substitutionsre-
gel auffassen. Das Wegintegral wird nicht ge¨andert, wenn eine andere Parametrisierung gew¨ahlt
wird8

Wichtige Parametrisierungen sind die folgenden.

8Sei ~t 2 [~a;~b] ! ~�(~t) eine alternative Parametrisierung, die denselben Weg beschreibt. Dann gibt es eine
Funktionf : t 2 [a; b] ! 
(t) = �(~t) ! ~t 2 [~a;~b], die die urspr¨ungliche Laufvariablet auf die alternative
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Beispiel 4.2. 1. Gerade von~P nach~Q

~Q� ~P

~Q

~P

~
(t) = ~P + ( ~Q� ~P ) t
(t 2 [0; 1])

Offensichtlich beschreibt dies eine Gerade mit~
(0) = ~P und~
(1) = ~Q.

2. Kreisbogen

~P

~Q

tP

tQ

~
(t) = R(cos t; sin t)

mit R = j~P j = j ~Qj und t 2 [tP ; tQ]

Dabei sindtP und tQ die Winkel, die die Ortsvektoren~P und ~Q mit derx-Achse bilden,
undR der Radius des Kreisbogens. F¨ur einen solchen Weg m¨ussen nat¨urlich ~P und ~Q den
gleichen AbstandR = j~P j = j ~Qj vom Ursprung haben.

Eine besondere Bedeutung haben sogenannte geschlossene Wege.

Definition 4.9 (Geschlossener Weg).
Sind Anfangs- und Endpunkt identisch~P = ~Q, so nennt man den Weg geschlossen. F¨ur die
zugehörigen Wegintegrale gibt es ein spezielles Symbol.

~P = ~Q

I
~F � d~r

Im Allgemeinen wird
H
~F � d~r verschieden von Null sein.

Beispiel 4.3.Geschlossenes Wegintegral

Betrachten wir das zweidimensionale Vektorfeld~F (~r) =

�
0
x

�
. Es zeigt iny-Richtung, hängt

Laufvariable~t abbildet. Damit rechnet man mit Hilfe der Substitutionsregel nach

Z ~b

~a

~F (~�(~t)) � ~� 0(~t)d~t =

Z b

a

~F (~�(f(t))) �
d~�

d~t

d~t

dt
dt =

Z b

a

~F (~
(t)) �
d~


dt
dt ;

wobei d~t
dt

= f 0(t) ist.
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aber nicht vony ab, siehe Skizze. Das Wegintegral ¨uber den kreisf¨ormigen Weg
 mit der nahe-

liegenden Parametrisierung
(t) = R

�
cos t
sin t

�
wird berechnet.

x

y
~F (~r)




I



~F (~r)d~r =

Z 2�

0

�
0

R cos t

�
�
� �R sin t

R cos t

�
dt

=

Z 2�

0

R2 cos2 tdt = �R2 6= 0

Eine sehr wichtige Frage in der Physik der Kraftfelder, also von Vektorfeldern, ist die Frage,
ob ein gegebenes Vektorfeld~F als Gradient eines Skalarfelds geschrieben werden kann~F (~r) =

�~rf(~r). Ohne weitere Details ist zu erkennen, daß eine solche Schreibweise sehr praktisch ist,
da sie die Menge an Information, die man explizit kennen muß, vermindert wird. Ein Skalarfeld
erfordert nur einen Zahlenwert pro Raumpunkt, ein Vektorfeld in drei Dimensionen hingegen
drei. Damit ist auch schon offensichtlich, daß es nicht f¨ur alle Vektorfelder ein Potential geben
kann. Sonst ließe sich die dreifache Information immer auf eine einfache reduzieren.

Definition 4.10 (Potential).
Existiert zu einem Vektorfeld~F (~r) ein Skalarfeldf mit ~F = �vnablaf , so heißtf einPotential
von ~F .

Analog zur Integration ist ein Potentialf nicht eindeutig bestimmt, da mitf auchf + cmit einer
beliebigen Konstantenc ein Potential ist.

Bemerkung:In einer Dimension hat jedes VektorfeldFx(x) ein Potential, n¨amlich die negative
Stammfunktion9. Das ist kein Widerspruch zu den vorherigen Bemerkungen ¨uber Information,
da in einer Dimension keinerlei Information gespart wird beimÜbergang vonFx(x) zuf(x).
Wir wollen nun einige Beobachtungen zu den Zusammenh¨angen zwischen der Existenz eines
Potentials, Wegintegralen und der Rotation machen. Diese Punkte werden letztlich in einem
mathematischen Satz zusammengefaßt.

1. Gibt es ein Potential zu~F , so gilt für ein beliebiges WegintegralZ



~F (~r)d~r = �
Z b

a

~rf(~
(t))~
 0(t)| {z }
df=dt

dt

= f( ~
(a))� f( ~
(b)) = f(~P )� f( ~Q) :

Das heißt, daß bei Existenz eines Potentials die Wegintegraledochunabhängig vom genau-
en Weg sind. Es kommt nur auf den Anfangs- und den Endpunkt an. Speziell verschwinden
die Wegintegrale geschlossener Wege.

9Wir betrachten hier nicht die M¨oglichkeit, daß eine Funktion nicht integrabel ist.
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2. Wenn wir zur Definition und Herleitung der Rotation 4.6 zur¨uckgehen, erkennen wir, daß
die Rotation nichts anderes ist als das Wegintegral um ein infinitesimales Fl¨achenelement.
Wenn aber alle geschlossenen Wegintegrale verschwinden, dann verschwindet auch die
Rotation. Tats¨achlich kann man auch ganz elementar nachrechnen, daß

~r� (~rf) = ~0

gilt, für beliebiges Potential.

3. Umgekehrt kann man aus dem Verschwinden der Rotation eines Vektorfeldes auf das Ver-
schwinden jedes geschlossenen Wegintegrals schließen, siehe Abb. 4.5. Diese Tatsache,
die wir hier natürlich nur plausibel machen, firmiert in der Mathematik unter dem Satz von
Stokes.




Abbildung 4.5: Füllt man einen beliebigen geschlossenen Weg mit kleinen Fl¨achenelementen
wie dargestellt aus, so erkennt man, daß die Wegintegrale zweier sich ber¨uhrender Seiten sich
immer wegheben. Nur am Rand, also auf dem Weg
, bleiben die Beitr¨ageübrig. Hierfür betrach-
ten wir gedanklich infinitesimal kleine Fl¨achenelemente. Das bedeutet, daß man das Wegintegral
berechnen kann durch die Summation aller infinitesimaler Wegintegrale um die Fl¨achenelemen-
te. Deren Wert ist aber gerade durch die Rotation gegeben. Verschwindet also~r ~F (~r) überall,
d.h. für alle~r, so verschwindet auch jedes geschlossene Wegintegral.

4. Verschwinden alle Wegintegrale ¨uber geschlossene Wege
H
~Fd~r = 0, dann hängen alle

Wegintegrale nur von Anfangs- und Endpunkt ab. Das kann man sich an der Abbildung
4.6 verdeutlichen. Man konstruiert aus zwei verschiedenen Wegen
1 und
2 von ~P nach
~Q einen geschlossenen Weg
 = 
1 � 
2, wobei man
1 für den Hinweg und
2 für den
Rückweg nutzt. Eine einfache Rechnung zeigt

0 =

I



~Fd~r =

Z

1

~Fd~r �
Z

2

~Fd~r ;
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2


1

~P
~Q

Abbildung 4.6: Verschwinden alle Wegintegrale ¨uber geschlossene Wege, so h¨angen die Wegin-
tegrale nur von Anfangs- und Endpunkt ab. Dazu betrachtet man den Weg
, der mit
1 von ~P
nach~Q führt und mit
2 wieder von~Q nach~P .

woraus die Gleichheit der beiden Wegintegrale entlang
1 und entlang
2 folgt.

5. Ist die Unabh¨angigkeit vom Weg gegeben, dann ergibt der folgende Ausdruck f¨ur ein Po-
tential Sinn, da nur Angangs- und Endpunkt relevant sind

f(~r) = �
Z ~r

~r0

~F (~r 0)d~r 0:

Tatsächlich erfüllt er die Bedingung~F (~r) = �~rf(~r).
Fassen wir die obigen Beobachtungen zusammen, ergibt sich der folgende Satz

Satz 4.1.Folgende vier Aussagen sind ¨aquivalent:

1)
R ~Q
~P
~F � d~r ist wegunabh¨angig

2)
H


~F � d~r für alle geschlossenen Wege
.

3) Es existiert ein Potentialf von ~F , d.h. ~F = �~rf
4) ~r� ~F = 0 und der Definitionsbereich von~F ist einfach zusammenh¨angend.

Bei der letzten Bedingung, der Rotationsfreiheit, ben¨otigt man noch die Eigenschaft des einfa-
chen Zusammenhangs. Der Vollst¨andigkeit sei dieser angegeben.

Definition 4.11 (einfach zusammenḧangend).
Eine MengeM � Rn heißt einfach zusammenh¨angend, wenn sich jeder geschlossene Weg

durch kontinuierliche Deformation ganz auf einen Punkte ausM zusammenziehen l¨aßt.

Diese Definition wird an drei Beispielen illustriert.

Beispiel 4.4.
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1. Die skizzierte Menge ist einfach zusammenh¨angend,
da sich jeder Weg auf einen Punkt reduzieren l¨aßt.
Stellen Sie sich dazu den Weg als beliebig elastisches
Gummiband vor.

M




2. SeiM = R2 n f0g, also diexy-Ebene ohne den Ur-
sprung. Betrachten wir einen geschlossenen Weg, der
den Ursprung umschließt, z.B. einen Kreis vom Ra-
diusR. Dieser läßt sich nicht auf einen Punkt zusam-
menziehen, da man beim Zusammenziehen immer am
Ursprung0 hängenbleibt, der nicht zuM gehört.M
ist also nicht einfach zusammenh¨angend.


 0

3. SeiM = R3 n f0g, also der dreidimensionale Raum ohne den Ursprung. Hier lassen sich
die im vorigen Beispiel betrachteten Wege auf einen Punkt zusammenziehen, da man sie
zunächst aus derxy-Ebene anheben kann. In drei Dimensionen muß man typischerwei-
se eindimensionale Gebiete, z.B. Geraden, entfernen, damit der einfache Zusammenhang
verloren geht.

Der einfache Zusammenhang wird f¨ur den Satz 4.1 ben¨otigt, da man sonst aus dem Verschwin-
den der Rotation nicht immer auf das Verschwinden jedes geschlossenen Wegintegrals schließen
kann.

4.2 Arbeit und Energie

Wir wollen hier generell annehmen, daß die Massem zeitlich konstant ist und daß die Kr¨afte
durch Vektorfelder~F (~r) unabhängig von der Geschwindigkeit~v und der Zeitt gegeben sind.
Was ist Arbeit?

Es ist keineArbeit, einen Massepunktsenkrechtzu einer Kraft zu bewegen. Beispiel sei der
Schrank auf reibungsfreiem Parkettboden, der verschoben wird.

Hingegen ist Arbeit zu leisten, wenn manentgegeneiner Kraft verschiebt bzw. man kann Ar-
beit gewinnen, wenn manmit einer Kraft verschiebt. Beispiel f¨ur ersteres ist das Heben eines
Gewichts entgegen der Erdschwerkraft. Beispiel f¨ur letzteres ist Fahrradfahren bei R¨uckenwind.
Diese und ¨ahnlicheÜberlegungen f¨uhren uns zur

Definition 4.12 (Arbeit längs eines Weges).

Die Kraft ~F (~r) bewirkt eine Verschiebungd~r eines Massenpunktes. Die dabei von der Kraft am
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Massepunkt verrichtete Arbeit betr¨agtdA = ~F � d~r . Die Arbeit, die von der Kraft~F (~r) bei end-
licher Verschiebung l¨angs eines Wegs
 geleistet wird, ist dann die Summe aller infinitesimaler
BeiträgedA

A =

Z



~F � d~r :

Hier taucht also in nat¨urlicher Art und Weise das Wegintegral auf. Man beachte, daß die Arbeit
im Allgemeinen von der expliziten Wahl des Weges abh¨angt. Eine eng verwandte Gr¨oße ist die
momentane Leistung, der Arbeit pro Zeit

P =
dA

dt
= ~F � ~v : (4.1)

Im Lichte unserer Untersuchungen zu Vektorfeldern, deren Wegintegrale nur von Anfangs- und
Endpunkt abh¨angen, stellt sich die Frage, ob es Kr¨afte gibt, für die die geleistete Arbeitnicht
wegabhängig ist. Das f¨uhrt uns zur

Definition 4.13 (konservative Kräfte).
Eine Kraft ~F (~r) heißt konservativ (erhaltend), wenn die geleistete Arbeit bei Verschiebung von
einem beliebigen Punkt~P zu einem beliebigen Punkt~Q unabhängig vom Weg zwischen~P und
~Q ist.

Aus Kap. 4.1.2 wissen wir, daß zu einer konservativen Kraft ein PotentialV (~r) mit ~F = �~rV (~r)
existiert10. Für die geleistete Arbeit ergibt sich in diesem Fall

A =

Z ~Q

~P

~F � d~r = �
Z ~Q

~P

~rV � d~r| {z }
=dV

= V (~P )� V ( ~Q) :

Es ist also nur diePotentialdifferenzrelevant. Beachte, daß additive Konstanten im Potential
für die geleistete Arbeit keine Rolle spielen. Die Arbeit konservativer Kr¨afte verschwindet auf
geschlossenen Wegen. DieseÜberlegungen f¨uhren uns f¨ur konservative Kr¨afte zur

Definition 4.14 (Potentielle Energie).Wirken auf einen Massenpunkt nur konservative Kr¨afte,
so daß diesen ein PotentialV (~r) zugeordnet werden kann, so nennen wir

Epot = V (~r)

die potentielle Energie des Massenpunkts. Die von den konservativen Kr¨aften geleistete Arbeit
entlang eines Weges
 von ~P nach ~Q ist das Negative der Potentialdifferenz�V = V ( ~Q) �
V (~P ).

.
Nun wollen wir noch die kinetische EnergieT definieren, also die Energie die in der Bewe-
gung steckt. Zur Ableitung ¨uberlegen wir uns, daß die von externen Kr¨aften am Massenpunkt
verrichtete Arbeit in die Energie fließen muß, die in der Bewegung steckt

dT = dA = ~F � d~r = m~a � d~r :
10In der Physik ist es ¨ublich, Potentiale mitU oderV zu bezeichnen.
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Pro Zeitintervalldt gilt
dT

dt
= m~a � ~v = m _~v � ~v =

1

2

m~v2

dt
:

Daraus folgt unmittelbarT = m~v2=2+C mit einer IntegrationskonstanteC. Diese Konstante ist
im Prinzip frei wählbar. Jedoch ist es nat¨urlich sinnvoll, dem Ruhezustand~v = ~0 die kinetische
Energie 0 zuzuordnen. Daher

Definition 4.15 (Kinetische Energie).Bewegt sich ein Massenpunkt mit der Geschwindigkeit
~v, so birgt diese Bewegung die kinetische Energie

T =
1

2
m~v2 :

Betrachten wir nun die beiden Energieformen zusammen, so gilt

dA = �dV
dA = dT

�
) d(T + V ) = 0 :

Das bedeutet, daß die Gr¨oßeT + V konstant ist. Daher liegt folgende Definition nahe

Definition 4.16 (Gesamtenergie).Die GesamtenergieEtot eines Massenpunkts in einem kon-
servativen Kraftfeld ist die Summe aus kinetischer und potentieller Energie

Etot = T (~v) + V (~r) =
1

2
m~v2 + V (~r) :

Es gilt der wichtigeEnergieerhaltungssatzbei konservativen Kr¨aften

Etot ist zeitlich konstant.

Diese Erhaltung motiviert die Bezeichnung konservative, d.h. erhaltende, Kr¨afte.
Beachten Sie die bei der Ableitung benutzten Voraussetzungen:
1) Newtonsche Gesetze (mitm = const),
2) ~F konservativ.

Allgemein spielen Erhaltungss¨atze in der Physik eine sehr wichtige Rolle.

Erhaltungss¨atze

� sind von Einzelheiten der Teilchenbahn unabh¨angig, oft auch von Einzelheiten der wirken-
den Kräfte, d.h. sie sind Ausdruck sehr allgemeiner Folgerungen aus den Bewegungsglei-
chungen.

� helfen zu klassifizieren, was ¨uberhaupt m¨oglich ist, auch ohne Deteilkenntnisse der Vorg¨ange.
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� sind eng mit Invarianzen und Symmetrien verkn¨upft. Beispiel sei die Energieerhaltung,
die aus der Invarianz bez¨uglich zeitlicher Verschiebungt ! t + t0 folgt. Das wird in den
Theorievorlesungen genauer ausgef¨uhrt.

� erleichtern explizite Rechnungen, da die Bewegungsgleichung Differentialgleichungen 2. Ord-
nung (m�~r = ~F ) sind, der Energiesatz jedoch nur noch einfache Ableitungen enth¨alt.

Die folgenden Beispiele illustrieren die obigen Aussagen.

Beispiel 4.5.
Elastische KraftF (x) = �Dx in einer Dimension (Feder)
Hier können wir durch Integration schnell ein Potential bestimmen

V (x) = V (x0)�
Z x

x0

F (x)dx = V (x0) +
1

2
D(x2 � x20) :

Wählen wir speziell die NebenbedingungV (x0 = 0) = 0, so ergibt sich

V (x) =
1

2
Dx2

und damit für die Gesamtenergie

E =
1

2
mv2 +

1

2
Dx2:

Das Potential ist in Abb. 4.7a dargestellt. Da die kinetische EnergieT = m
2
v2 � 0 ist, folgt

V (x) � E, was die maximal m¨ogliche potentielle Energie festlegt. Diese ergibt sich bei maxi-
maler Auslenkung�xmax und v = 0. Die Punkte maximaler Auslenkung sind gleichzeitig die
Umkehrpunkte der Bewegung, an denen die Geschwindigkeitv ihr Vorzeichen wechselt, also0

wird. AusV (xmax) = E folgt unmittelbarxmax =
q

2E
D

.

Es ist offensichtlich, daß die genaue Form f¨ur die qualitativen Aussagen wie die Existenz von
Umkehrpunkten gar nicht notwendig ist. In einem allgemeinen Potential wie in Abb. 4.7b k¨onnen
wir ebenfalls mit Hilfe des Energiesatzes leicht die Umkehrpunkte bestimmen und verschiedene
Formen der Bewegung klassifizieren, siehe unten.
Eine wichtige Art von Kräften muß noch erw¨ahnt werden.

Definition 4.17 (Zentralkraft). Eine (radiale) Zentralkraft h¨angt nur vom Abstandr ab, d.h.
nicht von der Richtung~r, und zwar gem¨aß

~F (~r) = f(r)r̂ :

Diese Zentralkraft ist konservativ, man kann leicht das zugeh¨orige Potential angeben

V (~r) = �
Z r

r0

f(~r)d~r :
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Abbildung 4.7: (a) Potential einer elastischen Feder mit GesamtenergieE. Die Umkehrpunkte
�xmax ergeben sich schon aus dem Energiesatz. (b) Allgemeineres Potential mit zwei Typen der
Bewegung, ungebundener f¨urE > V (1) und gebundener f¨urE < V (1). Aus dem Energiesatz
ergibt sich ein Umkehrpunktr = rmin bei ungebundener Bewegung und es ergeben sich zwei
Umkehrpunkter0 = rmin undrmax bei gebundener Bewegung.

Die Probe ergibt nach der Kettenregel@xV = �f(r)@xr und die Ableitung des Betragsr des
Ortsvektors betr¨agt@xr = @x

p
x2 + y2 + z2 = x=

p
x2 + y2 + z2 = x=r und für y undz analog,

so daß wir uns f¨urderhin merken (!)~rr = ~r=r = r̂. Damit ist obiges Potential als Potential der
Zentralkraft~F (~r) = f(r)r̂ bestätigt.

Beispiel 4.6.
Ein Beispiel für eine Zentralkraft ist die Wechselwirkung zwischen zwei Molek¨ulen oder neu-
tralen Edelgasatomen. Bei großen Abst¨anden ergibt sich auf Grund der van-der-Waals- Wech-
selwirkung eine Anziehung; bei kleinen Abst¨anden sp¨uren die Teilchen, daß sie nicht ineinander
dringen können und stoßen sich ab. Das zugeh¨orige Potential ist schematisch in Abb. 4.7b ge-
zeigt. Es kann meist gut durch ein sogenanntes Lennard-Jones-Potential

V (r) = �A
r6

+
B

r12

beschrieben werden.
Das in Abb. 4.7b gezeigte Lennard-Jones-Potential zeigt uns ein weiteres wichtiges Ph¨anomen.
Es weist eine Mulde auf, die zu sogenanntegebundenerBewegung f¨uhrt. Für eine Gesamtener-
gie E < V (1) = 0 können die zwei Molek¨ule nicht voneinander loskommen und bleiben
aneinander gebunden. Ist die Gesamtenergie jedoch h¨oherE > V (1) = 0, gibt es nur einen
Umkehrpunkt und es liegt sogenannteungebundeneBewegung vor. Die beiden Molek¨ule sind
nur kurzeitig nahe beisammen.

Wir erkennen am obigen Beispiel, wie die Energieerhaltung es uns erm¨oglicht, in einfacher Form
qualitativ verschiedene Bewegungen zu unterscheiden.
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Zum Abschluß soll noch diskutiert werden, daß die Energieerhaltung bei der Integration der
Bewegungsgleichungen hilft. Da in der kinetischen Energie nur noch die Geschwindigkeiten
und nicht mehr die Beschleunigung auftaucht, stellt die Gesamtenergie eine erste Integration der
Newtongleichungen dar. So wurde die Gesamtenergie hergeleitet. Besonders weit kommt man
mit dieser Idee in einer Dimension, wo man die Bewegungsgleichungen formal (!) vollst¨andig
lösen kann. Aus dem Energieerhaltungssatz

E =
1

2
m _x2 + V (x)

folgt durch Auflösen nachv = _x:

dx

dt
= �

r
2

m
(E � V (x)) :

Das unbestimmte Vorzeichen r¨uhrt daher, daß die kinetische Energie nur den Betrag der Ge-
schwindigkeit festlegt. Da das Vorzeiche aber auf Grund der Differenzierbarkeit, anschaulich
Glattheit, der Bahnkurvenx(t) nicht hin und herspringt, stellt diese Unbestimmheit in einer
Dimension kein Problem dar. Man muß sich die Bahnkurve abschnittsweise verschaffen, siehe
unten.
In höheren Dimensionend � 2 klappt das nat¨urlich nicht mehr, da dann die gesamte Richtungs-
abhängigkeit fehlt. Daher sind wir hier auf eine Dimension beschr¨ankt.
Trennung der Variablen liefert

dt = � dxp
2(E � V (x))=m

:

und die formale Integration dann

t� t0 = (�)
Z x

x0

dxp
2(E � V (x))=m

;

was uns explizit den Zusammenhang zwischen Ort und Zeit zwischen zwei Umkehrpunkten,
d.h. für ein Vorzeichen PlusoderMinus, gibt. Für die Bahnkurvex(t) muß die obige Gleichung
nur noch invertiert werden und verschiedene St¨ucke für die Intervalle, die jeweils die Bewegung
zwischen zwei Umkehrpunkten beschreiben, zusammengesetzt werden.
Damit haben wir die allgemeine L¨osung des eindimensionalen Newtonproblems konservativer
Kräfte in der klassischen Mechanik gel¨ost.

5 Systeme vieler Teilchen: Schwerpunkt und Impuls

Bisher haben wir ein einzelnes Teilchen unter dem Einfluß ¨außerer Kr¨afte ~F ext studiert. Das
Teilchen hat einen Impuls~p = m~v und die Newtonsche Bewegungsgleichung lautet

~F ext = _~p = m _~v = m~a :

Ohneäußere Kr¨afte gilt offensichtlich~r = const.
Nun wollen wir viele, nämlichn, Teilchen studieren, die miteinander wechselwirkenundäußeren
Kräften unterworfen sind.
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5.1 Schwerpunkt und Gesamtimpuls

Gegeben seienn Teilchen mit Massenm1; m2; : : : ; mn; den Koordinaten~r1(t); ~r2(t); : : : ; ~rn(t)
und den Impulsen~pj = mj~vj für j = 1; : : : ; n.

j

l

~Fjl

~Flj

Die Teilchenüben innere Kr¨afte aufeinander aus, wobei die
Kraft ~Fjl von Teilchenl auf Teilchenj wirkt und entspre-
chend~Fjl von Teilchenj auf Teilchenl. Nach dem dritten
Newtonschen Gesetz (“actio=reactio”) gilt~Fjl = �~Flj.

Die äußeren Kr¨afte notieren wir mit~F ext
j . Dann lautet die Bewegungsgleichung

_~pj = ~F ges
j = ~F ext

j +
nX

l=1;l 6=j

~Fjl 8j 2 f1; : : : ; ng :

Die Summation in dieser Gleichung ¨uber die inneren Kr¨afte ist ein bißchen schwerf¨allig, da wir
explizit die Selbstwechselwirkung, die f¨ur l = j auftreten w¨urde, von der Summation ausnehmen
müssen. Um die Notation zu erleichtern, wollen wir verabreden, daß

~Fjj := ~0

definiert sei. Beachte, daß immer noch gilt~Fjl = �~Flj für alle möglich j und l. Mit dieser
Verabredung (Konvention) k¨onnen wir auch_~pj = ~F ges

j = ~F ext
j +

Pn
l=1

~Fjl schreiben.
Sehr praktisch sind die folgenden Festlegungen.

Definition 5.1 (Schwerpunkt und Gesamtimpuls).Die GesamtmasseM ist definiert nach

M :=
nX
j=1

mj :

Der Gesamtimpuls ist definiert nach

~P :=
nX
j=1

~pj :

Nun ist es sinnvoll, eine Schwerpunktskoordinate~R einzuführen, so daß gilt

M
_~R = ~P :

Das gelingt durch den Schwerpunkt

M ~R :=
nX

j=1

mj~rj , ~R :=
1

M

nX
j=1

mj~rj :

Die Schwerpunktsgeschwindigkeit~V ergibt sich ausM�1 ~P .
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5.2 Impulssatz

Wir untersuchen, wie sich der Gesamtimpuls ¨andert. Nach der Definition ergibt sich durch Ab-
leitung nach der Zeit

_~P =
X
j

_~pj =
X
j

~F ges
j =

X
j

~F ext
j +

nX
j=1

nX
l=1

~Fjl| {z }
#

=
nX

j=1

~F ext
j ; (5.1)

wobei wir ausgenutzt haben, daß die Summe# verschwindet# = 0. Physikalisch-anschaulich
ist das klar, da in der Summation zu jeder actio auch die reactio enthalten ist, die sich gegensei-
tig wegheben. Formal kann man das dadurch zeigen, daß man in der Doppelsumme von# die
Indizes umdreht (~Fjl = �~Flj), so daß ein Minuszeichen auftaucht. Da die Namen der Indizes
völlig unerheblich sind, benennt man dann einfach uml $ j, so daß die Summation bis auf das
Minuszeichen wie vorher aussieht. Somit ergibt sich# = �#, woraus zwingend# = 0 folgt.
Was bedeutet Gleichung (5.1) physikalisch?
Der Schwerpunkt~R eines Systemes bewegt sich wie die in ihm vereinigte GesamtmasseM unter
dem Einfluß der Summe aller ¨außeren Kr¨afte ~F ext =

P
j
~F ext
j . Kurz gesagt gilt

_~P = ~F ext :

Es gilt der

Satz 5.1 (Impulserhaltungssatz).
Verschwindet die Summe der ¨außeren Kr¨afte ~F ext =

P
j
~F ext
j = 0, so ist der Gesamtimpuls

~P =
P

j ~pj erhalten:
_~P = 0 ) ~P (t) = ~P0 :

Neben der Energieerhaltung haben wir nun die Impulserhaltung kennengelernt. Wie dort gilt hier,
daß der Erhaltungssatz vieles vereinfacht. Tats¨achlich hilft uns die Erhaltung des Gesamtimpul-
ses, Probleme mit genau zwei Teilchen,n = 2, so zu vereinfachen, daß wir nur noch ein Problem
mit einem Teilchen,n = 1, lösen müssen.

5.3 Zweikörperproblem

Es istn = 2, so daßM = m1 +m2 usw. gilt. Ohne ¨außere Kraft ist der Gesamtimpuls~P = ~P0

konstant. Somit ist die Bewegung des Schwerpunkts gel¨ost

~P0 =M~V0 ) ~R = ~V0t + ~R0 :

Der Schwerpunkt bewegt sich gleichf¨ormig.
Da wir es nur mit zwei K¨orpern, Massenpunkten, zu tun haben, gen¨ugt neben der Schwerpunkt-
skoordinate~R eine weitere Koordinate, um das System vollst¨andig zu beschreiben. Praktisch ist
die sogenannteRelativkoordinate

~r := ~r2 � ~r1 :

51



Kennt man die Bewegung der Schwerpunkts- und der Relativkoordinate, kennt man auch die
Bewegung der einzelnen Massenpunkte. Zum Beispiel gilt

M~r2 = (m1 +m2)~r2 = m2~r2 +m1~r1 +m1(~r2 � ~r1) =M ~R +m1~r ;

so daß sich der Koordinate des zweiten Massenpunkt wie~r2 = ~R + m1

M
~r aus der Schwerpunkts-

und der Relativkoordinate ergibt.
Die Bewegungsgleichung der Relativkoordinate bei Abwesenheit ¨außerer Kr¨afte berechnen wir
aus�~r1 = ~F12=m1 und�~r2 = ~F21=m2. Subtraktion liefert

�~r =
~F21

m1

�
~F12

m2|{z}
�~F21=m2

= ~F21

�
1

m1

+
1

m2

�
:

Das legt die Definition einer neuen Masse� nahe.

Definition 5.2 (Reduzierte Masse).Beim Zweikörperproblem definiert

1

�
:=

1

m1

+
1

m2

, � :=
m1m2

m1 +m2

=
m1m2

M

die reduzierte Masse.

Mit der reduzierten Masse gen¨ugt die Relativkoordinate der Newtonschen Bewegungsgleichung
eines Massenpunkts in einem ¨außeren Kraftfeld~F21

��~r = ~F21 :

Damit haben wir das Zweik¨orperproblem erheblich vereinfacht, was wir uns sp¨ater noch zunutze
machen wollen.
Die Vereinfachung gilt auch f¨ur die kinetische Energie

T =
1

2
m1~v

2
1 +

1

2
m2~v

2
2 =

1

2
M~V 2 +

1

2
�~v2 ;

wobei~v := _~r ist. Diese Additivität der kinetischen Energie der Schwerpunkts- und der Relativ-
koordinate folgt aus(M~V )2 = (m1~v1 +m2~v2)

2 und

2MT = Mm1~v
2
1 +Mm2~v

2
2

zu zeigen
= (m1~v1 +m2~v2)

2 +m1m2(~v1 � ~v2)2
= (m2

1 +m1m2)~v
2
1 + (m2

2 +m1m2)~v
2
2 + (2m1m2 � 2m1m2)| {z }

0

~v1~v2 :

Nun wollen wir noch von Ansammlungen diskreter Massenpunkte zu kontinuierlichen K¨orpern
übergehen.
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Möchte man ausgedehnte K¨orper mit kontinuierli-
cher Massenverteilung beschreiben, so stellt man
sich diesen am besten aus vielen kleinen Volumen-
elementen�Vj zusammengesetzt vor. Jedes die-
ser Elemente hat eine gewisse Masse�mj. Letzt-
lich beschreiben wir das Kontinuum durch den
Grenzübergang zu infinitesimalen Elementen.

�mj

�Vj

~rj

Die Gesamtmasse ergibt sich zu

M =
X
j

�mj !
Z
V

dm =

Z
V

dm

dV
dV =

Z
V

�(~r)dV ;

wobei wir die kontinuierliche Massendichte

�(~r) =
dm

dV
= lim

�V!0

�m

�V

eingeführt haben. Mit diesen Begriffen ergibt sich der Schwerpunkt aus

~R =
1

M

X
j

~rj�mj ! 1

M

Z
V

~r�(~r)dV :

Mathematisch haben wir bei den obigen Gleichungen stillschweigend die Existenz von Inte-
gralenüber Volumina (und analog ¨uber Flächen) vorausgesetzt. Mit diesen mehrdimensionalen
Integralen befassen wir uns nun.

5.4 Mehrdimensionale Integration

Definition 5.3 (Mehrdimensionale Integrale).
Mehrdimensionale Integralesind durch den Grenz¨ubergang zu infinitesimalen Volumenelemen-
ten (oder analog zu Fl¨achenelementen) definiertZ

Volumen

f(~r)dV = lim
�Vj!0

X
j

f(~rj)�Vj :

Wie rechnet man praktisch solche Integrale aus?
Das VolumenelementdV = dxdydz in kartesischen Koordinaten legt nahe, daß man sukzessive
eindimensionale Integrationen auszuf¨uhren hat

ZZZ
Volumen

f(x; y; z) dxdydz =

z1Z
z0

264 y1(z)Z
y0(z)

8><>:
x1(y;z)Z

x0(y;z)

f(x; y; z) dx

9>=>;dy

375 dz :
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Abbildung 5.1: Veranschaulichung der Integration ¨uber einen Viertelkreis f¨ur verschiedene In-
tegrationsreihenfolgen. (a) Bei einem allgemeinen festeny wird zuerst diex-Integration durch-
geführt. Sie gibt an, welchen Beitrag der markierte Streifen der Dickedy hat. Man liest ab, daß
die x-Inegration von 0 bis

p
1� y2 läuft. (b) Bei einem allgemeinen festenx wird zuerst die

y-Integration durchgef¨uhrt. Sie gibt an, welchen Beitrag der markierte Streifen der Dickedx hat.
Man liest ab, daß diey-Inegration von 0 bis

p
1� x2 läuft.

Wichtig ist hierbei die Variablenabh¨angigkeit der Integrationsgrenzen. Die Reihenfolge der Inte-
grationen ist unwichtig f¨ur genügend glatte Funktionen. Allerdings muß man beachten, wie die
Integrationsgrenzen zu w¨ahlen sind. Sie h¨angen von der Form des Integrationsgebiets ab. Am
besten studieren wir das an Beispielen.

Beispiel 5.1 (Viertelkreis in zwei Dimensionen).
Als Beispiel wollen wir das Integral der Funktionf(x; y) = x über einen Viertelkreis integrie-
ren. Dabei wollen wir verschiedene Integrationsreihenfolgen betrachten.

a) Erstx-, danny-Integration, siehe Abb. 5.1a

Z
Viertelkreis

x dx dy =

Z 1

0

"Z p1�y2

0

x dx

#
dy =

Z 1

0

241
2
x2
����
p

1�y2

0

35 dy
=

Z 1

0

1

2
(1� y2) dy =

1

2
(y � 1

3
y3)

����1
0

=
1

2
� 2
3
=

1

3
:

Die innerex-Integration wird bei festem, aber allgemeinem,y durchgeführt. Da die Punkte auf
dem Viertelkreis mit Radius 1 den Pythagorasx2 + y2 = 1 erfüllen, läuft diex-Integration von0
bis
p

1� y2.

a) Ersty-, dannx-Integration, siehe Abb. 5.1b
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xr+dr

dF = drrd'
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Abbildung 5.2: Flächenelement in ebenen Polarkoordinaten. Wird die Winkel¨anderungd' und
die Radius¨anderungdr infinitesimal, so ergibt sich die Fl¨ache des schraffierten Rechtecks zu
dF = dr rd'.

Z
Viertelkreis

x dx dy =

Z 1

0

"Z p
1�x2

0

x dy

#
dx =

Z 1

0

"
x � y

����
p
1�x2

0

#
dx

=

Z 1

0

x
p
1� x2 dx = �1

3
(1� x2)3=2

����1
0

=
1

3
:

Die innerey-Integration wird bei festem, aber allgemeinem,x durchgeführt. Da die Punkte auf
dem Viertelkreis mit Radius 1 den Pythagorasx2 + y2 = 1 erfüllen, läuft diey-Integration von0
bis
p
1� x2.

Wem die letzte Integration nicht unmittelbar einleuchtet, f¨uhre sie mittels Substitutionsregel
durch, wobeiu = x2 unddu = 2xdx zu wählen ist.

Durch sukzessive Integration k¨onnen auf komplizierten Fl¨achen und Volumina Integrationen
durchgeführt werden. H¨aufig führt aber auch der Wechsel des Koordinatensystems auf einfache-
rem Wege zum Ziel. So ist eine Viertelkreis gut in Polarkoordinaten darstellbar. Voraussetzung
ist allerdings, daß wir die jeweiligen Fl¨achen- bzw. Volumenelemente kennen.
In kartesischen Koordinaten findet eine Zerlegung eines zweidimensionalen Integrationsgebiets
in infinitesimale Rechtecke der Fl¨achedx dy statt. In Polarkoordinaten liest man aus Abb. 5.2 ab,
daß eine infinitesimale Fl¨ache durchdF = dr rd' gegeben ist.

Beispiel 5.2. Unsere Beispielintegration vereinfacht sich damit. Zus¨atzlich mit x = r cos(')
ergibt sichZ

Viertelkreis

r cos' r d' dr =

Z 1

0

Z �=2

0

r2 cos'd' dr =

Z 1

0

r2 sin'

�����=2
0

dr =
1

3
r3
����1
0

=
1

3
:
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Das Ergebnis stimmt nat¨urlich mit dem in kartesischen Koordinaten ¨uberein. Der große Vorteil
bei der obigen Integration ist, daß sich das Integrationsgebiet in Polarkoordinaten sehr einfach
beschreiben l¨aßt. In Radius und Winkel beschrieben, ist der Viertelkreis ein einfaches Rechteck
und die Integrationsgrenzen sind somit variablenunabh¨angig. Eine Besonderheit ist, daß auch
der Integrand faktorisiert, d.h. in ein Produkt einer Funktion vonr und einer von' zerfällt. Da-
durch kann die gesamte zweidimensionale Integration auf das Produkt zweier eindimensionaler
Integrale zur¨uckgeführt werdenZ 1

0

Z �=2

0

r2 cos'd' dr=

�Z 1

0

r2 dr

�"Z �=2

0

cos'd'

#
:

Um ganz allgemein in h¨oheren Dimensionen einen Koordinatenwechsel durchf¨uhren zu können,
geben wir die wichtige mehrdimensionale Substitutionsregel an. Sie stellt die Verallgemeinerung
der einfachen Substitutionsregel in Abschnitt 3.1.1 dar.

Satz 5.2 (Substitution für mehrere Variablen). Gegeben sei eine allgemeine Koordinatentrans-
formation(x; y; z)$ (u; v; w) mit den Abhängigkeiten

x(u; v; w) beziehungsweiseu(x; y; z)
y(u; v; w) v(x; y; z)
z(u; v; w) w(x; y; z) :

Dann gilt für ein VolumenintegralZ
V

f(x; y; z) dx dy dz =

Z
~V

f(x(u; v; w); y(u; v; w); z(u; v; w))

����det� @(x; y; z)@(u; v; w)

����� du dv dw :

Dabei erscheint die sogenannte Jacobimatrix

@(x; y; z)

@(u; v; w)
:=

0@ @x
@u

@x
@v

@x
@w

@y
@u

@y
@v

@y
@w

@z
@u

@z
@v

@z
@w

1A
und deren Determinantedet

�
@(x;y;z)
@(u;v;w)

�
, die auch Funktionaldeterminante oder Jacobdeterminan-

te genannt wird. Eine Determinante gibt allgemein an, wie sich ein Volumenelement unter einer
linearen Abbildung ¨andert. Die Jacobimatrix gibt gerade die lineare Abbildung an, die die Sub-
stitution für infinitesimaleÄnderungen beschreibt.
Da das Volumen in den Variablenu; v; w anders beschrieben wird als inx; y; z, notieren wir~V
stattV 11.

11Zum Beispiel war der komplizierte kartesische Viertelkreis in Polarkoordinaten ein einfaches Rechteck mit
r 2 [0; 1] und' 2 [0; �=2].
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Die Substitutionsregel lehrt uns, daß das transformierte Volumenelement durch

dV = dx dy dz =

����det� @(x; y; z)@(u; v; w)

����� du dv dw
gegeben ist.
Um den obigen Satz praktisch anwendbar zu machen, geben wir die folgende Rechenvorschrift
für die Determinanten in einer, zwei und drei Dimensionen an.

Rechenvorschrift

det(a11) := a11 ; (5.2a)

det

�
a11 a12
a21 a22

�
:= a11a22 � a12a21 ; (5.2b)

det

0@ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1A = det

0@ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1A a11 a12
a21 a22
a31 a32

:= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

�a31a22a13 � a32a23a11 � a33a21a12 : (5.2c)

Es werden ind Dimensionen Produkte von jed Matrixelementen gebildet, wobei jeder Index in
jedem Produkt bei genau zwei Faktoren vorkommt. Eine genauere allgemeine Definition folgt
später.
Beachte, daß in zwei Dimensionen das Produkt entlang der Diagonalen (oben links nach rechts
unten) positiv, das entlang der Gegendiagonalen (unten links nach rechts oben) negativ genom-
men wird. In drei Dimensionen hilft es, die ersten zwei Spalten zus¨atzlich zu notieren, da man
dann genauso verfahren kann: drei positive Diagonalprodukte und drei negative Gegendiagonal-
produkte ergeben die komplette Determinante.
Wir wollen uns am Beispiel der ebenen Polarkoordinaten davon ¨uberzeugen, daß das transfor-
mierte Flächenelement tat¨achlich genau die Form hat, die wir vorher schon anschaulich aus
Abb. 5.2 abgeleitet haben.

Beispiel 5.3 (Ebene Polarkoordinaten).
Mit x = r cos' undy = r sin' folgt für die Funktionaldeterminante

det

�
@(x; y)

@(r; ')

�
= det

 
@x
@r

@x
@'

@y
@r

@y
@'

!
= det

�
cos' �r sin'
sin' r cos'

�
= r cos2 '+ r sin2 ' = r

und damit

dF = det

�
@(x; y)

@(r; ')

�
dr d' = rdr d' ;

was die Gültigkeit der Substitutionsregel in diesem Fall best¨atigt.
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Abbildung 5.3: Infinitesimales Volumenelement in Kugelkoordinaten.

In einfachen F¨allen mag die anschauliche Herleitung klarer erscheinen. F¨ur komplizierte Koor-
dinaten wird man jedoch nicht auf die Anschauung vertrauen k¨onnen. Hier ist die Substitutions-
regel die zuverl¨assigere Vorschrift.
Speziell für die bereits bekannten Koordinatensysteme ergibt sich

Kartesisch: dV = dx dy dz )
Z
f(x; y; z) dx dy dz

Ebene Polarkoordinaten:dF = r dr d' )
Z
f(r cos'; r sin') r dr d'

Zylinderkoordinaten: dV = r dr d' dz )
Z
f(r cos'; r sin'; z) r dr d' dz

Kugelkoordinaten: dV = r2 sin# dr d' d# )
Z

~f(r; '; #) r2 sin# dr d' d# ;

wobei ~f(r; '; #) = f(r cos' sin#; r sin' sin#; r cos #) gilt.
Die Form des infinitesimalen Volumenelements in Zylinderkoordinaten kann man sich leicht
vorstellen, indem man das Fl¨achenelement ebener Polarkoordinaten in die dritte Dimension um
eine Streckedz fortsetzt und so einen kleinen Quader erh¨alt. Das infinitesimale Volumenelement
in Kugelkoordinaten ist schwerer vorzustellen. Es ist in Abb. 5.3 dargestellt.

6 Rotationsbewegung

Wie wir sehen werden, sind Koordinatentransformationen, z.B. Drehungen, Spezielf¨alle soge-
nannter linearer Abbildungen. Daher interessieren wir uns f¨ur lineare Abbildungen. Sie werden
als Matrizen dargestellt.
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6.1 Lineare Abbildungen und Matrizen

6.1.1 Lineare Abbildungen

Wann ist eine Abbildung linear?

Definition 6.1 (Linearit ät). Eine AbbildungA von einem VektorraumV1 in einen Vektorraum
V2 heißtlinear, wenn für alle Vektoren~v; ~u 2 V1 und�; � 2 R gilt

A(�~v + �~u) = �A(~v) + �A(~u) :

Wir betrachten hier nur endlich dimensionale Vektorr¨aume, z.B.V1 = V2 = R3. Dann können
wir alle auftretenden Vektoren mit Hilfe von Basen alsn-Tupel notieren. Konkret seif~e1; ~e2; : : : ; ~eng
eine Basis vonV1 und f~e 01; ~e 02; : : : ; ~e 0mg eine Basis vonV2. Im Spezielfall könnten die Vek-
torräume und auch die Basen gleich sein. Wir wollen erst aber allgemein fortfahren. Die Ab-
bildungA kann dann als MatrixA dargestellt werden

A = (~a1;~a2; : : : ;~an) =

0BBB@
a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 : : : amn

1CCCA :

Der Vektor~aj ist das sogenannte Bild des Einheitsvektors~ej, d.h.~aj = A(~ej). Seine Komponen-
ten bezüglich der Basisf~e 0ig vonV2 ergeben gerade die Matrixelementeaij

~aj = a1j~e
0
1 + a2j~e

0
1 + : : :+ amj~e

0
m :

Offenbar ist die MatrixA vollständig festgelegt durch die lineare AbbildungA und die beiden
Basenf~ejg vonV1 undf~e 0ig vonV2.
Wesentlich ist nun, daß bei fester Wahl der Basen auch umgekehrtA vollständig die lineare

AbbildungA festlegt. Ist~b ein beliebiger Vektor ausV1, dann kann er dargestellt werden als
~b = b1~e1 + : : :+ bn~en. Mit Hilfe der Linearität vonA erhält man

A(~b) = b1 A(~e1)| {z }
~a1

+ : : :+ bnA(~en)| {z }
~an

=
nX

j=1

bj~aj :

Einsetzen der Entwicklung der~aj liefert

A(~b) =
nX

j=1

nX
i=1

bjaij~e
0
i =

nX
i=1

~e 0i

nX
j=1

aijbj : (6.1)

Wir erkennen, daß wir tats¨achlich nur die Information aus der MatrixA, nämlich die Matrixele-
menteaij benötigen. Da die lineare Abbildung die Matrix und die Matrix die lineare Abbildung
festlegt, kann man getrost explizit mit Matrizen arbeiten, ohne ¨uber die linearen Abbildungen
nachzudenken. Allerdings sind gewisse Sachverhalte f¨ur Abbildungen nahezu trivial, w¨ahrend
sie für Matrizen nicht direkt eingesehen werden k¨onnen. Beispiele folgen weiter unten. Hier erst
einmal die Rechenregeln f¨ur Matrizen.
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6.1.2 Rechnen mit Matrizen

Seien

A =

0B@a11 � � � a1n
...

.. .
...

am1 � � � amn

1CA und ~A =

0B@ ~a11 � � � ~a1n
...

. . .
...

~am1 � � � ~amn

1CA
m� n-Matrizen und

B =

0B@ b11 � � � b1n
...

. . .
...

bm1 � � � bmn

1CA
einen� p-Matrix. Dann erfolgt die Addition zweier Matrizen elementweise, was erfordert, daß
sie beide von der selben Form sind

A + ~A =

0B@ a11 + ~a11 � � � a1n + ~a1n
...

. . .
...

am1 + ~am1 � � � amn + ~amn

1CA , (A+ ~A)jl = ajl + ~ajl :

Die Schreibweise(C)jl bezeichne dabei allgemein dasjl-Matrixelement der MatrixC.
Die Multiplikation mit einem Skalar� 2 R ist durch

�A :=

0B@�a11 � � � �a1n
...

. . .
...

�am1 � � � �amn

1CA , (�A)jl = �ajl

gegeben.
Die Multiplikation zweier MatrizenA undB ergibt die MatrixC, die zur VerknüpfungC = AÆB
der AbbildungenA undB gehört. Verknüpfung heißt hier einfach Hintereinander-ausf¨uhren.
Konkret giltB : V1 ! V2 undA : V2 ! V3. Die AbbildungC gehe direkt vom ersten in den
dritten VektorraumC : V1 ! V3. Dann bedeutet die Verkn¨upfung

C = A ÆB , C(~v) = A(B(~v)) 8~v 2 V1 :
Da die lineare AbbildungC die zugeh¨orige Matrix festlegt und die MatrizenA undB die Ab-
bildungenA undB, ist klar, daß man die MatrizC ausA undB berechnen kann. Explizites
Nachrechnen ergibt

cij =
nX
l=1

ailblj : (6.2)

Beachten Sie, daß der summierte Index in den Matrixelementen benachbart steht. Das ist eine
hilfreiche Merkregel. Anschaulich bedeutet die obige Formel, daß man jeweils diei-te Zeile von
X mit derj-Spalte vonB skalarmultipliziert, um das Elementcij zu erhalten. Klarerweise muß
die Spaltenanzahl vonA der Zeilenanzahl vonB entsprechen. IstA einem � n-Matrix undB
einen� p-Matrix, ergibt sichC alsm� p-Matrix. Die Gleichheit der Spaltenanzahl vonA der
Zeilenanzahl vonB drückt aus, daß man die Verkn¨upfungA ÆB nur dann bilden kann, wennB
in den Definitionsbereich vonA abbildet.
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Beispiel 6.1. 0@1 0 0
0 2 0
0 0 3

1A0@3 0
2 0
1 1

1A =

0@3 0
4 0
3 3

1A
Nun hat das obenstehende Beispiel viele Nullen. Daher noch ein anderes

Beispiel 6.2. �
1 1
1 �1

��
1 1
1 �1

�
=

�
1 + 1 1� 1
1� 1 1 + (�1)2

�
=

�
2 0
0 2

�
Beachte, daß hier die Struktur des Ergebnisses einfacher ist, als die Faktoren.

Bisweilen wird bei der Notation der Matrixmultiplikation in den Elementen die Einsteinsche
Summenkonvention verwendet. Damit ist gemeint, daß die Summenzeichen nicht explizit no-
tiert werden. Es gilt die Vereinbarung, daß ¨uber mehrfach auftauchende gleiche Indizes sum-
miert wird. Damit wird die Gleichung (6.2) zucij = ailblj. Voraussetzung f¨ur die Einsteinsche
Summenkonvention ist, daß aus dem Kontext heraus eindeutig ist, welche Dimensionen die Vek-
torräume haben.
Nun wollen wir erläutern, daß auch die Anwendung einer Matrix auf einen Vektor als Matrix-
multiplikation angesehen werden kann.

Beispiel 6.3.Wir betrachten f¨urB einen�1-Matrix, d.h.B entspricht einem Vektor~b =

 
b1
...bn

!
.

Die Matrixmultiplikation (6.2) liefert gerade

A~b =

0B@a11 � � � a1n
...

. . .
...

am1 � � � amn

1CA
0B@b1...
bn

1CA =

0B@
Pn

j=1 a1jbj
...Pn

j=1 anjbj

1CA
oder in Einsteinscher Summenkonvention(A~b)i = aijbj. Dieses Ergebnis f¨ur die Anwendung
einer Matrix auf einen Vektor bzw. einern�1 Matrix entspricht genau dem, was wir in Gleichung
(6.1) für eine lineare Abbildung ausgerechnet hatten. Dieser Befund gibt uns Vertrauen in die
Richtigkeit der hier vorgestellten Regeln zur Matrixmultiplikation geben.

Nun wollen wir einige wesentliche Eigenschaften der Matrixmultiplikation aufz¨ahlen.
Da die Matrixmultiplikation für die Verknüpfung von Abbildungen steht, erbt sie von diesen
Verknüpfungen die Assoziativit¨at

ABC = A(BC) = (AB)C :

Es ist hierfür keine Rechnung n¨otig.
Hingegen gilt das Kommutativit¨atsgesetz nicht. Zwar kann man bei quadratischenn�nMatrizen
A undB das Produkt in zwei Reihenfolgen bilden; diese sind im Allgemeinen jedoch verschieden

AB 6= BA :
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Das Distributivgesetz gilt uneingeschr¨ankt

A(B + C) = AB + AC und (B + C)A = BA+ CA :

Einige grundlegende Begriffe und Manipulationen f¨ur Matrizen sind

1. Quadratische MatrixA. Die Spaltenanzahl ist gleich der Zeilenanzahl. Solche Matrizen
stehen für AbbildungenA : V ! V in denselben Vektorraum.

2. Die EinheitsmatrixE gehört zur Identität, die ebenfalls eine lineare Abbildung ist. Diese
Matrix hat Einsen auf der Hauptdiagonalen; sonst sind alle Matrixelemente null(E)ij =
Æij bzw.

E =

0BBBBB@
1 0 0 : : : 0
0 1 0 : : : 0
... 0

. . .
...

...
... 1 0

0 0 : : : 0 1

1CCCCCA
Es giltEA = A und somit auchE~b = ~b undAE = A.

3. Die transponierte MatrixAT einerm � n Matrix A ist einen � m Matrix mit den Ma-
trixelementen(AT )jl = (A)lj. Anschaulich wird die MatrixA an ihrer Hauptdiagonalen

gespiegelt. Insbesondere ist~bT ein Zeilenvektor bzw. eine1 � n Matrix. Somit kann man
einSkalarprodukt~a �~b auch als Matrixmultiplikation schreiben~a �~b = ~aT~b. Das sogenannte
dyadischeProdukt(~a Æ~b)lj := albj ist durch das Matrixprodukt~a~bT gegeben.

Man überzeugt sich leicht von der wichtigen Regel

(AB)T = BTAT :

4. Symmetrische Matrizen sind dadurch gekennzeichnet, daß sie mit ihrer transponierten
identisch sindA = AT , also gilt (A)lj = (A)jl. Wir werden sp¨ater noch physikalische
Eigenschaften kennenlernen, die sich durch symmetrische Matrizen beschreiben lassen.

5. Antisymmetrische Matrizen sind dadurch gekennzeichnet, daß sie mit dem Negativen ihrer
transponierten identisch sindA = �AT , also gilt(A)lj = �(A)jl. Wir werden sehen, daß
das Kreuzprodukt eine verkappte antisymmetrische Matrix darstellt.

6. Diagonalmatrizen sind Matrizen, die nichtverschwindende Eintr¨age nur auf der Hauptdia-
gonalen haben(A)lj = 08j 6= l, d.h.0BBB@

a11 0 : : : 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 : : : 0 ann

1CCCA
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7. Die Inverse einer MatrixA ist eine MatrixB mit der EigenschaftAB = E = BA.
Man schreibt auchB = A�1. Da wir hier in endlich dimensionalen Vektorr¨aumen ar-
beiten, reicht ¨ubrigens eine der beiden definierenden Gleichheiten, z.B.AB = E, um auf
B = A�1 zu schließen. Damit folgt aus der G¨ultigkeit einer der beiden Gleichungen die
Gültigkeit beider.

Eine wichtige Kenngr¨oße einer Matrix ist die sogenannte Determinante.

Definition 6.2 (Determinante). Formal ist die Determinante eine total antisymmetrische Multi-
linearform mitdet(E) = 1. Im Einzelnen bedeuten die Begriffe totale Antisymmetrie

det(~a1; : : : ;~ai; : : : ;~aj; : : : ;~an) = � det(~a1; : : : ;~aj; : : : ;~ai; : : : ;~an)

und Multilinearität für �; � 2 R
det(~a1; : : : ; �~aj + �~bj; : : : ;~an) = � det(~a1; : : : ;~aj; : : : ;~an) + � det(~a1; : : : ;~bj; : : : ;~an) :

A

~e3

~e2

~e1

~a3

~a1

~a2

Abbildung 6.1: Links gezeigt ist der Einheitsw¨urfel, der durch die Einheitsvektorenf~ejg aufge-
spannt wird. Er wird durch die AbbildungA auf das Parallelepiped rechts abgebildet, das von
den Bildernf~ajg der Einheitsvektoren aufgespannt wird.

Anschaulich gibt die Determinante den Faktor an, um den sich ein VolumenW unter der Ab-
bildungA ändertW 0 = A(W ) , W 0=W = � det(A). Das Vorzeichen bestimmt sich aus der
Änderung der H¨andigkeit, siehe unten. Speziell istdet(A) das Volumen des Parallelepipeds, das
von den Vektoren~a1; : : : ;~an aufgespannt wird, siehe Abb. 6.1.Negativ wird die Determinante,
wenn ein rechtsh¨andiges Koordinantensystem in ein linksh¨andiges abgebildet wird. Bleibt die
Händigkeit des Dreibeins, bzw. desn-Beins inn Dimensionen, unter der linearen Abbildung
erhalten, ist die Determinante positiv. Die anschauliche Interpretation liefert uns gleich noch die
Eigenschaft

det(AB) = det(A) det(B) :

63



Praktisch berechnet man die Determinante iterativ. Die Determinante jedern � m Matrix mit
n 6= m verschwindet. IstA einen� n Matrix, so seiA(ij) die sogenannteUntermatrix, die man
durch Streichen deri-ten Zeile und derj-ten Spalte vonA erhält. Es ist dann eine(n�1)�(n�1)
Matrix. Zum Beispiel gilt

A =

0@a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1A ) A(12) =

�
a21 a23
a31 a33

�
:

Für die Determinante gilt dann iterativ

det(A) = a11 det(A
(11))� a21 det(A

(21)) + : : :� (�1)nan1 det(A(n1)) :

Eine solche Beziehung gilt f¨ur jede beliebige Spaltej

det(A) =
nX
i=1

(�1)i+jaij det(A(ij))

und für jede Zeilei

det(A) =
nX

j=1

(�1)i+jaij det(A(ij)) :

Man erkennt, daß man durch mehrfache Anwendung dieser Formeln irgendwann bei trivialen
Unterdeterminanten von1� 1 Matrizen ankommtdet(a11) = a11. Häufig kennt man aber schon
die zwei- oder dreidimensionalen Determinanten, siehe Gleichung (5.2).
Da es bei der iterativen Berechnung der Determinante nicht darauf ankommt, ob man nach Zeilen
oder nach Spalten entwickelt, ist die Determinante einer Matrix gleich der Determinante ihrer
Transponierten

det(A) = det(AT ) :

6.1.3 Drehmatrizen

Eine besondere Rolle f¨ur die Physik spielen die Matrizen, die allgemeine Drehungen darstellen.
Sie treten zum Beispiel bei der Transformation einer Orthonormalbasis (n-Bein inn Dimensio-
nen) auf eine andere Orthonormalbasis auf. Betrachten wir also eine solche Transformation von
f~e1; : : : ; ~eng nachf~e 01; : : : ; ~e 0ng

D(~ei) = ~e 0i =
nX
l=1

djl~el , (D)jl = djl :

Nun sind sowohl dief~ejg als auch dief~e 0jg orthonormal, d.h. paarweise orthogonal und auf1
normiert, kurz~ei � ~ej = Æij und~e 0i � ~e 0j = Æij. Welche Auswirkung hat das aufD? Wir rechnen

Æij = ~e 0i � ~e 0j =

 
nX
l=1

dil~el

!
�
 

nX
k=1

djk~ek

!
=

nX
l;k=1

dildjk ~el � ~ek| {z }
Ælk

=
nX
l=1

dildjl =
nX
l=1

(D)il(D
T )lj = (DDT )ij ;
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so daß wir zu dem Ergebnis
E = DDT

und damit auch zuE = DTD, siehe Diskussion der inversen Matrix oben. Somit wissen wir
D�1 = DT . Das ist ein ganz bemerkenswertes Ergebnis, da es im Allgemeinen sehr schwer ist,
Matrizen zu invertieren. F¨ur Drehmatrizen aber reicht eine einfache Transposition aus.
Allgemein heißen die Matrizen, f¨ur dieD�1 = DT gilt, orthogonale Matrizen. Sie sind so wich-
tig, daß sie ein eigenes Mengensymbol bekommen, n¨amlichO(n) in n Dimensionen12. Aus
E = DDT folgt für die Determinanten1 = det(E) = det(D) det(DT ) = det(D)2. Dar-
aus folgt im Reellendet(D) = �1. Diejenigen orthogonalen Matrizen, die die H¨andigkeit,
auch Chiralität genannt, des Koordinatensystems erhalten, heißenspezielleorthogonale Matri-
zenSO(n) = fD 2 O(n)j det(D) = 1g.
Beispiel 6.4 (Drehung umz-Achse). Wir betrachten die Drehung eines Koordinatensystem um
die z-Achse. Somit sind die alte und die neuez-Achse identisch und wir haben~e 03 = ~e3 und
somitD33 = 1 undD31 = D32 = 0.

�

~e 02

~e1 cos��~e1 sin�

~e2 cos�

y

x
�

~e2 sin� ~e 01

~e 01 = cos�~e1 + sin�~e2

~e 02 = � sin�~e1 + cos�~e2

) Dz(�) =

0@cos� � sin� 0
sin� cos� 0
0 0 1

1A

Dz(�) ist eine orthogonale Matrix, da es ein orthonormales Dreibein in ein orthonormales Drei-
beinüberührt. Außerdem gilt

det(Dz(�)) = cos2 � + sin2 � = 1 ;

so daß wirDz(�) 2 SO(3) wissen.
Führt man zwei Drehungen um diez-Achse nacheinander aus, so entspricht dies einer einzigen
Drehung um diez-Achse. Man kann sich von

Dz(�)Dz(�) = Dz(� + �)

überzeugen. Es folgt

Dz(�)Dz(��) = E , (Dz)�1(�) = Dz(��) :
Tatsächlich gilt(Dz)T (�) = Dz(��), wasDz(�) nochmals als orthogonale Matrix best¨atigt.

12Tatsächlich handelt es sich bei dieser Menge um eine sogenannte Gruppe mit den vier definierenden Eigen-
schaften Abgeschlossenheit, Assoziativit¨at, Existenz eines neutralen Elements, Existenz eines inversen Elements
für alle Gruppenelemente.
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Allgemein lassen orthogonale Matrizen Skalarprodukte invariant. Anschaulich ist das klar, da
Drehungen die Winkel zwischen Vektoren unver¨andert lassen. Formal folgt das einfach aus der
folgenden Rechnung f¨ur~a 0 = D~a und~b 0 = D~b

~a 0 �~b 0 = (~a 0)T~b 0 = (D~a)TD~b = ~aT DTD| {z }
E

~b = ~aT~b = ~a �~b :

Zum Abschluß muß noch eine Warnung ausgesprochen werden. In der Literatur gibt es soge-
nannteaktiveDrehungen, bei denen der Vektor gedreht wird (Abb. 6.2a), und sogenanntepas-
siveDrehungen, bei denen das Koordinatensystem gedreht wird (Abb. 6.2b). Der Unterschied
ist offensichtlich einfach ein Vorzeichen, d.h. daß die aktive Drehung einer passiven mit entge-
gengesetztem Vorzeichen entspricht. Besonders augenf¨allig ist das, wenn man sich ¨uberlegt, wie
Vektor und Koordinatensystem,n-Bein, zu einanderstehen, wenn sowohl aktiv als auch passiv
um denselben Winkel gedreht wird. Offensichtlich hat sich dann nichts an der Position des Vek-
tors im Koordinatensystem ge¨andert. Die Drehmatrizen, die wir oben abgeleitet haben, erzeugen
aktive Drehungen, da wir betrachtet haben, wie einzelne Vektoren bez¨uglich der urspr¨unglichen
Basisvektoren gedreht werden.

(a)

~b

x

y

~b0

�

x

y

~b

x0

�

(b)y0

Abbildung 6.2: (a) Aktive Drehung um den Winkel�; (b) Passive Drehung um den Winkel�.

6.1.4 Infinitesimale Drehungen

Aus der aktiven DrehungDz(�) leiten wir für einen infinitesimalen Winkel�! d� ab

Dz(d�) = E + 
zd�+O(d�2) ;

wobei die SchreibweiseO(d�2) uns daran erinnern soll, daß wir Terme, die im Sinne einer
Taylorentwicklung von quadratischer oder h¨oherer Ordnung sind, weglassen. Uns interessiert
hier nur die führende Ordnung. Daher giltcos(d�) = 1 undsin(d�) = d� und


z =

0@0 �1 0
1 0 0
0 0 0

1A :
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Durch zyklische Vertauschungx! y! z ! x ergeben sich analog


x =

0@0 0 0
0 0 �1
0 1 0

1A 
y =

0@ 0 0 1
0 0 0
�1 0 0

1A
und

Dx(d�) = E + 
xd� +O(d�2)

Dy(d�) = E + 
yd�+O(d�2) :

Beachte das scheinbare andere Vorzeichen f¨ur diey-Drehung.
Die allgemeine Drehung umd'1 um diex-Achse, umd'y um diey-Achse und umd'3 um die
z-Achse ergibt sich aus der Auswertung vonD(d~') = Dx(d'1)D

y(d'2)D
z(d'3) in linearer

Ordnung in den infinitesimalen Winkeln

D(d~') = E +

0@ 0 �d'3 d'2

d'3 0 �d'1

�d'2 d'1 0

1A
| {z }

d


+O(d~'2) mit d~' =

0@d'1

d'2

d'3

1A :

Manüberzeugt sich leicht davon, daß es auf die Reihenfolge der infinitesimalen Drehungen dabei
nicht ankommt. Die Unterschiede zwischen verschiedenen Reihenfolgen treten n¨amlich erst in
quadratischer Ordnung in den Winkeln auf. Dies ist der wesentliche Unterschied zu Drehungen
um endliche Winkel. Es erkl¨art auch, warum die Betrachtung infinitesimaler Drehungen gewisse
Vorteile besitzt.
Wichtig ist nun die Tatsache, daß das Kreuzprodukt f¨ur nichts anderes als eine aktive infinitesi-
male Drehung steht

�d
~b = d~'�~b 8~b :
Um uns davon zu ¨uberzeugen, stellen wir fest, daß die Anwendung vond~'� auf einen Vektor
eine lineare Abbildung vomR3 in denR3 ist. Weiterhin müssen wir nur nachrechnen, daß die
Bilder der Einheitsvektoren die Spalten vond
 bilden, also

d~'� ~e1 =
0@ 0

d'3

�d'2

1A d~'� ~e2 =
0@�d'3

0
d'1

1A d~'� ~e2 =

0@ d'2

�d'1

0

1A :

Insbesondere gilt nun f¨ur einen aktive in der Zeit gedrehten Vektor~b, der sich ansonsten nicht
ändert

d

dt
(D~b) =

d


dt
~b = ~! �~b

mit der Winkelgeschwindigkeit~! = d~'=dt. Wir erkennen also, daß die so vielbenutzte Winkel-
geschwindigkeit eigentlich gar kein Vektor sondern eine Matrix ist ! Das f¨uhrt tatsächlich dazu,
daß sie sich unter orthogonalen Matrizen nicht ganz wie ein “normaler” Vektor transformiert.
Daher nennt man es auch manchmal einenaxialenVektor. Den Unterschied merkt man bei ech-
ten DrehungenD mit det(D) = 1 nicht. Bei Spiegelungen mitdet(D) = �1 hingegen ¨andert
ein axialer Vektor sein Vorzeichen relativ zur Transformation eines echten Vektors.
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6.2 Kraftgleichung in rotierenden Koordinatensystemen

In einem Intertialsystem I gilt

~F = m~a = m
d2

dt2

���
I
~r :

Der Index I erinnert uns daran, bez¨uglich welchen Systems die Ableitung gebildet wird. In einem
rotierenden Bezugssystem R gilt das jedoch nicht. F¨ur eine reine Kreisbewegung hatten wir das
schon in Kapitel 2.2.2 gesehen. Nun wollen wir die allgemeine Vektorschreibweise nachliefern.
Nach unseren̈Uberlegungen zu infinitesimalen Drehungen gilt f¨ur einen beliebigen Vektor~b

d

dt

���
I

~b =
d

dt

���
R

~b+ ~! �~b ;

wobei~! die Winkelgeschwindigkeit von R bez¨uglich I ist. Die obige Formel dr¨uckt einfach aus,
daß dieÄnderung von~b bezüglich I sich aus dem Anteil bez¨uglich R und der Bewegung von R
zusammensetzt.
Führen wir nun den Ableitungsoperator

D :=
d

dt

���
I
=

d

dt

���
R
+ ~!�

ein, so ergibt sich f¨ur die Kraftgleichung nach Newton

~F = mD2~r = m

�
d

dt

���
R
+ ~!�

�2

~r

= m
� d2
dt2

���
R
~r + ~! � (~! � ~r) +

d

dt

���
R
(~! � ~r)| {z }

d~!
dt

��
R
�~r+~!� d~r

dt

��
R

+~! � d~r

dt

���
R

�

= m
d2

dt2

���
R
~r +m~! � (~! � ~r) +m

d~!

dt

���
R
� ~r + 2m~! � d~r

dt

���
R
:

Die zusätzlichen Terme bringen wir nun auf die andere Seite der Kraftgleichung und interpretie-
ren wir sie alsScheinkr̈afte, die in der Kraftgleichung hinzugenommen werden m¨ussen, um die
Bewegung relativ zum rotierenden System R verstehen zu k¨onnen

m�~r = ~F|{z}
reale Kraft

�m _~! � ~r| {z }
Linearbeschleunigung

�2m~! � ~r| {z }
Corioliskraft

�m~! � (~! � ~r)| {z }
Zentrifugalkraft

;

wobei die Zeitableitung, die als Punkt notiert ist, bez¨uglich des rotierenden Bezugssystems zu
nehmen ist.

6.3 Rotationsdynamik

Bisher haben wir Rotationen beschrieben, aber nicht ihre Ursache erkl¨art. Was man tun, um eine
Drehung zu erzeugen?
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Anschaulich braucht man eine Kraft und einen Hebel. Denken Sie daran, daß Sie eine schwerg¨angi-
ge Schraube mit einem Schraubenschl¨ussel drehen wollen. Der Effekt ist desto st¨arker, je st¨arker
die Kraft und je länger der Hebel ist. Dabei sollten beide, Kraft und Hebel, m¨oglichst senkrecht
zur Drehachse stehen. Diese Beobachtungen fassen wir zusammen im sogenannten

Definition 6.3 (Drehmoment).
~N := ~r � ~F :

Beachte, daß das Drehmoment vom gew¨ahlten Ursprung abh¨angt.

Analog zur Gleichung~F = _~p für Kraft und Impuls suchen wir nun einen Drehimpuls~L, der zum

Drehmoment~N gehört, indem er~N =
_~L erfüllt. Diese Suche f¨uhrt uns zu

Definition 6.4 (Drehimpuls).
~L := ~r � ~p = m~r � ~v :

Beachte, daß auch der Drehimpuls vom gew¨ahlten Ursprung abh¨angt.

Wir bestätigen, daß unsere Anforderung an den Drehimpuls erf¨ullt ist

_~L = m( _~r � ~v| {z }
~v�~v=0

+~r � _~v) = m~r � ~a = ~r � ~F = ~N :

Wirkt keine Kraft, so ist~N = 0 und ~L konstant. Wirkt eine radiale Zentralkraft~F (~r) = f)r)r̂,
so gilt

~N = ~rf(r)r̂ =
f(r)

r
(~r � ~r) = 0 ;

so daß der Drehimpuls~L auch in diesem wichtigen Fall konstant ist.
Betrachten wir nun ein System vonn Massenpunkten mit inneren und ¨außeren Kr¨aften, wobei
die inneren Kräfte zwischen den Massenpunkten radiale Zentralkr¨afte sein sollen

~Fjl = f(rjl)r̂jl :

Dabei verwenden wir die Abk¨urzung~rjl = ~rj�~rl und entsprechendrjl = j~rj�~rlj; r̂jl = ~rjl=rjl.
Der Gesamtimpuls betr¨agt ~Lges =

Pn
j=1

~Lj =
Pn

j=1 ~rj � ~pj. Er ändert sich unter dem Einfluß
des Gesamtdrehmoments

_~Lges=
nX

j=1

~Nj =
nX
j=1

~rj � ~Fj =
nX

j=1

~rj � ~F ext
j +

nX
j;l=1

~rj � ~Fjl ;

wobei wir wie bei der Behandlung des Translationsimpulses die Konvention ben¨utzen, daß~Fjl =
0 gilt. Die Doppelsumme ¨uber die inneren Kr¨afte werten wir durch Vertauschung (~Fjl = �~Flj)
und Umbenennung der Indizesj undl aus

� =
nX

j;l=1

~rj � ~Fjl = �
nX

j;l=1

~rl � ~Fjl

) 2� =
nX

j;l=1

(~rj � ~rl)� ~Fjl =
nX

j;l=1

(~rjl � ~rjl)| {z }
0

f(rjk)=rjk = 0 :
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Somit gilt

_~Lges=
nX

j=1

~rj � ~F ext
j =

nX
j=1

~Next
j =: ~Next;

d.h. der Gesamtdrehimpuls ¨andert sich nur durch die Summe der ¨außeren Drehmomente. Die
inneren Drehmomente heben sich weg. Insbesondere ist~L konstant, wenn keine ¨außeren Kr¨afte
wirken.
Damit haben wir einen weiteren, den letzten allgemeinen, Erhaltungssatz gefunden. Zusammen-
fassend kennen wir

Energieerhaltung freie Wahl des Zeitnullpunkts 1
Erhaltung der Schwerpunktsbeweg.freie Wahl des Ursprungs im Raum 3
Erhaltung des Impulses freie Wahl der Geschwindig. des Inertialsystems3
Erhaltung des Drehimpulses freie Wahl der Ausrichtung des Inertialsystems 3

Summe 10

Die erste Spalte gibt die erhaltene Gr¨oße an; die zweite gibt an, aus welcher Symmetrie bzw.
Wahlfreiheit die Erhaltung resultiert, die dritte Anzahl der erhaltenen Komponenten. Insgesamt
verfügen wir also ¨uber genau 10 sogenannte Integrale der Bewegung. Im Allgemeinen gibt es
keine weiteren Erhaltungsgr¨oßen.
Pro Freiheitsgrad ben¨otigen wir zwei Integrale der Bewegung, da wir sowohl den Ort als auch
die Geschwindigkeit festlegen m¨ussen.Übersteigt die doppelte Anzahl der Freiheitsgrade eines
Systems deutlich die Anzahl der Integrale der Bewegung wird das Verhalten des Systems im All-
gemeinen sehr schwer vorhersagbar. Das liegtnichtdaran, daß die Bewegungsgleichungen nicht
deterministisch sind, sondern daran, daß kleinste Abweichungen, z.B. in den Anfangsbedingun-
gen, das Ergebnis nach einiger Zeit sehr stark beeinflußen. Man spricht in diesem Zusammen-
hang vondeterministischem Chaos. Berühmtes und bekanntes Beispiel hierf¨ur ist die Schwierig-
keit der Wettervorhersage. Die Vorg¨ange in der Atmosph¨are haben so viele Freiheitsgrade, daß
eine langfristige Wettervorhersage niemals m¨oglich sein wird, obwohl die Grundgleichungen
vollkommen deterministisch sind.

7 Bewegung eines starren K̈orpers

Für unsere makroskopische Alltagswelt ist es sehr wichtig, die Bewegungen eines Systems aus
Massenpunkten zu verstehen. Speziell interessieren wir uns f¨ur feste starre K¨orper wie z.B. Holz-
scheite, Kaffeetassen oder Dachziegel.

Definition 7.1 (Starrer K örper).
Ein starrer Körper ist ein Ensemble von Massenpunkten, bei denen die Positionen der Teilchen
relativ zueinander fixiert sind, d.h. alle Abst¨ande (und damit Winkel) zwischen den Teilchen sind
konstant. Der K¨orper ist starr und kann sich nur als Ganzes bewegen.
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Das Konzept des starren K¨orpers ist sehr praktisch, da es die Menge an Information erheblich
reduziert, mit der man sich befassen muß. Diese Menge an Information kann man genauer fassen,
indem man Freiheitsgrade abz¨ahlt.

Definition 7.2 (Freiheitsgrade).
Unter der Zahl derFreiheitsgradeversteht man die Zahl der Koordinaten, die notwendig sind,
um die Position des Systems vollst¨andig zu beschreiben.

Beispiel 7.1.(Freiheitsgrade)
Ein Massenpunkt: Die Lage des Massenpunktes ist durch den Ortsvektor~r = (x; y; z) vollständig
bestimmt. Ein einzelner Massenpunkt hat daher drei Freiheitsgrade.
N Massenpunkte: DieN Ortsvektoren~rj (j = 1; : : : ; N) bestimmen die Lage des Systems
vollständig, d.h. ein System ausN Massenpunkten hat3N Freiheitsgrade.

Ein starrer Körper ausN Massenpunkten hat (erheblich) weniger als3N Freiheitsgrade, da die
Bewegungen der Teilchen relativ zueinander nicht m¨oglich sind. Er hat drei Freiheitsgrade der
Translation des Schwerpunkts und drei Freiheitsgrade der Rotation der Ausrichtung, also 6 Frei-
heitsgrade insgesamt. Die drastische Reduktion der Anzahl der Freiheitsgrade ist den Zwangsbe-
dingungen der Starrheit geschuldet, die die Relativpositionen aller Massenpunkten festlegt. Die
restlichen3N � 6 Freiheitsgrade, die ein beliebiges, nicht starres System ausN Teilchen hätte,
bezeichnet man auch als innere Freiheitsgrade. Sie entsprechen z.B. Schwingungen und spielen
in der Molekül- und Festk¨orperphysik eine wichtige Rolle.

7.1 Trägheitstensor

Wir wollen annehmen, daß die Summe der ¨außeren Kr¨afte verschwindet, so daß der Gesamtim-
puls konstant ist. O.B.d.A.13 sei der Schwerpunkt in Ruhe, d.h. wir stellen uns vor, daß wir das
Inertialsystem am Schwerpunkt des K¨orpers festmachen, was m¨oglich ist, da die Bewegung des
Schwerpunkts ohne ¨außere Kr¨afte eine gleichf¨ormige ist.
Wir konzentrieren uns auf die Rotation um einefesteAchse!̂ mit Winkelgeschwindigkeit!,
siehe Abb. 7.1. Der Drehimpuls eines Massenpunktes ist~L = m~r � ~v = m~r � (~! � ~r). Mit der
allgemeinen Regel

~a� (~b� ~c) = ~b(~a � ~c)� ~c(~a �~b)
ergibt sich~r � (~! � ~r) = ~!~r2 � ~r(~r � ~!). Dieser Ausdruck bildet den Vektor~! linear auf einen
anderen Vektor ab. Man kann also daf¨ur eine MatrixM finden mitM~! = ~!~r2 � ~r(~r � ~!). Ohne
Rechnung kommt man auf diese Matrix, indem man die Multiplikation mit~r2 als~r2E schreibt
und das Skalarprodukt~r�~! als~rT~!. Dann ergibt sichM = ~r2E�~r~rT . Der zweite Term entspricht
dem schon fr¨uher erwähnten dyadischen Produkt~rÆ~r, das aus zwei Vektoren eine Matrix macht.
Beachte, daß im Ausdruck~r~rT die beiden Vektoren als Matrizen aufgefaßt werden, zwischen
denen eine Matrixmultiplikation ausgef¨uhrt wird. Die Standardregeln zur Transposition ergeben,
daß(~r~rT )T = (~rT )T~rT = ~r~rT symmetrisch ist.

13Ohne Beschr¨ankung der Allgemeinheit,nicht: ohne Bedenken des Autors
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~!

Schwerpunkt

Abbildung 7.1: Rotation eines starren K¨orpers um die Achse~!.

Nun definieren wir�
j
= mj(~r

2
jE � ~rj~r

T
j ), wobei der Indexj den Beitrag desj-ten Massen-

punkts beschreibt. Somit k¨onnen wir dessen Beitrag zum Drehimpuls mit~Lj = �
j
~! angeben.

Der gesamte starre K¨orper hat den Gesamtdrehimpuls

~L =
nX

j=1

~Lj =

 
nX

j=1

�
j

!
~! =: �~! ;

was uns zur der Definition f¨uhrt:

Definition 7.3 (Trägheitstensor).Der Tensor zweiter Stufe, d.h. mit zwei Indizes,

� :=
nX

j=1

mj(~r
2
jE � ~rj~rTj )

heißt Trägheitstensor. Er beschreibt die Tr¨agheitseigenschaften eines starren K¨orpers. Beachte,
daß die Matrixelemente des Tr¨agheitstensors vom gew¨ahlten Koordinatensystem und von der
Position und Ausrichtung des K¨orpers abh¨angen.

Der Trägheitstensor ist das einfachste Beispiel, bei dem zur Beschreibung einer Eigenschaft ein
Tensor zweiter Stufe, eine Matrix, ben¨otigt wird. Der Trägheitstensor ist eine symmetrische Ma-
trix, da~rj~rTj symmetrisch ist.
Neben der Berechnung des Drehimpulses erlaubt der Tr¨agheitstensor auch die direkte Berech-
nung der kinetischen EnergieT . Mit ~vj = ! � ~rj haben wir

T =
1

2

nX
j=1

mj(~vj)
2 =

1

2

nX
j=1

mj(! � ~rj)2 :

Nach einer weiteren allgemeinen Regel gilt

(~a�~b)(~c� ~d) = (~a � ~c)(~b � ~d)� (~a � ~d)(~b � ~c) :
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Es folgt
(! � ~rj)2 = ~!2~r2 � (! � ~rj)2 = ~!T

�
~r2E � ~r~rT � ~! ;

worin wiederum dieselbe Matrix wie bei der Definition von�
j

auftaucht. Also gilt

T =
1

2

nX
j=1

~!T �
j
~! =

1

2
~!T�~! :

Zur Berechnung der kinetischen Energie ben¨otigen wir als nur wiederum den Tr¨agheitstensor und
Betrag und Richtung der Winkelgeschwindigkeit. Beachte, daß der obige Ausdruck formal große
Ähnlichkeit zuT = (1=2)m~v2 = (1=2)~vTmE~v hat. Allerdings ist die Masse eine besonders
einfache Matrix, n¨amlich proportional zur Einheitsmatrix, weshalb sie auch nicht von der Wahl
der Basis, dem Koordinatensystem abh¨angt. Die Identit¨at ist in allen Basen die Identit¨at.
Eine wichtige Beziehung, die wir aus der Kombination von Gleichungen~L = �~! und T =

(1=2)~!T�~! lernen, ist

T =
1

2
~!T ~L =

1

2
~! � ~L :

7.2 Trägheitsmoment

Der volle Trägheitstensor birgt alle Information, die wir zum Verstehen der Dynamik einer Rota-
tion benötigen. Häufig brauchen wir aber weniger als das. Das ist dann der Fall, wenn mit Hilfe
von Lagern die Drehachse des rotierenden K¨orpers fixiert ist. In diesem Fall reicht die Kennt-
nis eines speziellen Matrixelements des Tr¨agheitstensors, des sogenannten Tr¨agheitsmoments
bezüglich der festen Achsê!.

Definition 7.4 (Trägheitsmoment).Das TrägheitsmomentI eines Körpers bez¨uglich einer Ach-
se!̂ ist gegeben durch

I := !̂T�!̂ :

Damit lautet die kinetische EnergieT = (1=2)I!2 in vollständiger Analogie zur Translation.

Um den Bezug zu anschaulichen Formeln f¨ur das Trägheitsmoment her-
zustellen, berechnen wir̂!T�!̂ direkt. Dazu machen wir uns klar, daß
~r � !̂ = rk die Komponente von~r entlang von!̂ darstellt; sie heißt
auch Parallelkomponente. Die zugeh¨orige senkrechte Komponente ist
r?. Pythagoras lehrt uns~r2 = r2 = r2k + r2? und somitr2 � r2k = r2?.

~r

~r?

~rk

!̂

Also gilt

!̂T�
j
!̂ = mj

�
~r2j � !̂T~rj|{z}

rj;k

~rTj !̂|{z}
rj;k

�
= mjr

2
j;?

und somit die aus dem Experimentalteil der Vorlesung vertraute Formel

I =
nX
j=1

mjr
2
j;? :
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An dieser Formel erkennt man auch, daßI sich nichtändert, wenn der K¨orper nur um festeŝ!
gedreht wird. Der senkrechte Abstandrj;? zur Achse!̂ bleibt unverändert.
Wenn man die Tr¨agheitsmomente als das prim¨ar interessante betrachtet, ergibt sich noch ein
anderer Blick auf den Tr¨agheitstensor. Er beinhaltet alle Information ¨uber mögliche Trägheits-
momente. Außerdem weiß man, wie sich ein Tensor unter Drehungen transformiert, was wir
später noch einmal besprechen. Bei einzelnen Matrixelementen ist das weit weniger klar.
Auch wenn die Drehachse parallel verschoben wird, muß das Tr¨agheitsmoment nicht v¨ollig neu
berechnet werden. Es gilt der Steinersche Satz.

Satz 7.1.Für das TrägheitsmomentIA bezüglich der AchseA ergibt sich aus dem Tr¨agheitsmo-
mentIAS bezüglich der AchseAS, die im Abstand~d parallel zuA durch den SchwerpunktS
läuft, gilt

IA = IAS +M~d2 ;

wobeiM die Masse des K¨orpers ist.

~rj;AS;?

~rj;A;?
mj

~d AS

Schwerpunkt

A

Abbildung 7.2: Drehachsen und Abst¨ande zur Ableitung des Steinerschen Satzes.

Zur Ableitung betrachten wir die Abst¨ande in Abb. 7.2. Es gilt

IA =
nX

j=1

mj~r
2
j;?;A =

nX
j=1

mj(~rj;?;AS + ~d)2 :

Da beide Achsen parallel laufen, ¨andert sich nichts an der Bedingung, senkrecht zu stehen. Wei-
terhin steht auch der Abstandsvektor~d senkrecht auf beiden Achsen. Dann kann man ausmulti-
plizieren

IA =
nX
j=1

mj~r
2
j;?;AS| {z }

IAS

+2~d �
nX

j=1

mj~rj;?;AS| {z }
0

+~d2
nX

j=1

mj| {z }
M

;
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woraus der behauptete Satz folgt. Wesentlich ist, daß sich die massengewichteten Abst¨ande zum
Schwerpunkt alle wegheben. Nach Definition des Schwerpunkts gilt jaM ~R =

Pn
j=1mj~rj. Mißt

man nun die Orte relativ zum Schwerpunkt selbst, hat man den Schwerpunkt zum Ursprung sei-
nes Koordinatensystems gemacht. Also gilt~R = ~0 und im Speziellen auch, daß die Komponenten
senkrecht zu einer beliegigen aber festen Achse verschwinden.
Die Steinersche Formel trennt die Gesamtbewegung in einen Anteil der Rotation um den Schwer-
punkt und einen Anteil der Rotation der im Schwerpunkt versammelten MasseM . Man kann das
benutzen, um die gesamte kinetische Energie in einen Rotationsanteil um den Schwerpunkt und
einen Translationsanteil des K¨orpers als Massenpunkt im Schwerpunkt aufzuspalten

T =
1

2
IA!

2 =
1

2
IAS!

2 +
1

2
M ~d2~!2|{z}

~v2

;

wobei wir~v = ~! � ~d benutzen und die Tatsache, daß~d und~! senkrecht aufeinander stehen, so
daß der Betrag von~v dem Produkt der Betr¨aged und! entspricht.

7.3 Tensoren

Wir wollen systematisch angeben, was unter einem Tensor zu verstehen ist, und wie sich die
anderen Begriffe wie Skalar, Vektor und Matrix dazu verhalten.

Definition 7.5. Ein TensorTi1;i2;:::;in n-ter Stufe ist ein Objekt mitn Indizes, daß sich unter
orthogonalen TransformationenD wie folgt transformiert

T 0j1;j2;:::;jn =
X

i1;i2;:::;in

Dj1;i1Dj2;i2 : : :Djn;inTi1;i2;:::;in : (7.1)

Ein Beispiel für Tensoren nullter Stufe sind Skalare. Sie haben keine Index, weshalb auch nichts
zu transformieren ist. Sie bleiben unver¨andert; man sagt sie sind invariant. Beispiele sind die
Masse oder die kinetische Energie.
Ein Beispiel für Tensoren erster Stufe sind Vektoren. Die Transformationsvorschrift (7.1) wird
zu

v0j =
X
i

Djivi , ~v 0 = D~v ;

was offensichtlich die richtige Transformationsvorschrift ist, womit wir gezeigt haben, daß Vek-
toren tats¨achlich Tensoren erster Stufe sind.
Ein Beispiel für Tensoren zweiter Stufe sind Matrizen. Die Transformationsvorschrift (7.1) wird
zu

M 0
j1;j2 =

X
i1;i2

Dj1;i1Dj2;i2Mi1;i2 :

Wollen wir das als Matrixmultiplikation interpretieren, so stimmt die Indexreihenfolge in der
zweiten Komponente nur, wenn wir zur Transponierten Matrix ¨ubergehen

M 0 = DMDT :
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Da wir noch nicht behandelt haben, wie sich Matrizen bei Drehungen verhalten, k¨onnen Sie
(noch) nicht erkennen, daß das tats¨achlich das richtige Transformationsverhalten ist. Exem-
plarisch wollen wir aber einen besonders einfachen Matrixtyp, n¨amlich das dyadische Produkt
M = ~a~bT betrachten. Die Vektoren transformieren sich, wie oben gezeigt

M 0 = ~a 0~b 0T = (D~a)(D~b)T = D~a~bTDT = DMDT ;

so daß wir tats¨achlich das von der Gleichung (7.1) implizierte Transformationsverhalten wieder-
finden.
Als ein Beispiel für einen Tensor dritter Stufe sei der total antisymmetrische Tensor"ijk an-
geführt. Es ist definiert durch1 = "123 = "231 = "312, �1 = "213 = "132 = "321 und0 = "ijk
sonst, d.h. wenn mindestens zwei Indizes gleich sind. Dieser Tensor gehorcht ebenfalls der Glei-
chung (7.1).

8 Zweikörperproblem

Auf Grund der großen Bedeutung in der Physik wollen wir das Problem zweier K¨orper der
Massenm1 undm2, die mittels einer radialen Zentralkraft~F21(~r) = f(r)r̂ miteinander wech-
selwirken, genauer untersuchen. Die Wechselwirkung kann z.B. die Anziehung von Massen auf
Grund der Gravitation sein (f(r) = �Gm1m2=r

2) oder die Abstoßung (Anziehung) zweier
(un)gleichnamiger Ladungen (f(r) = kq1q2=r

2 mit k = 1=(4��0)).
Als Erstes z¨ahlen wir die Anzahl der Freiheitsgrade. Bei zwei Massenpunkten im dreidimensio-
nalen Raum ergeben sich sechs Freiheitsgrade. Daher ben¨otigen wir 12 Integrale der Bewegung;
wir haben allgemein aber nur 10. Wir m¨ussen uns also darauf einrichten, zweimal von Hand zu
integrieren und spezielle Eigenschaften des Systems auszunutzen. Zuerst sollen aber die Erhal-
tungssätze ausgenutzt werden.
Wir wissen, daß man die Erhaltung des Gesamtimpulses ausnutzen kann, um die Schwerpunkts-
bewegung abzutrennen. Der Schwerpunkt bewegt sich gleichf¨ormig; das Inertialsystem sei so
gewählt, daß er im Ursprung liegt.̈Ubrig bleibt das ProblemeinesTeilchens der reduzierten
Massen� = m1m2=(m1 + m2) in einem Kraftfeldf(r)r̂, das wir nun als ¨außeres betrachten,
siehe Abschnitt 5.3.
Nun wollen wir die Erhaltung des Drehimpulses ausn¨utzen. Diese Erhaltung ist gegeben, da wir
von einem radialen Zentralkraftfeld ausgehen, siehe Abschnitt 6.3. Wir legen die Koordinaten
so, daß der konstante Drehimpuls~L in z-Richtung zeigt~L = (0; 0; L)T . Aus~L = �~r� ~v wissen
wir, daß gilt~L ? ~r;? ~v, so daß beide Vektoren in derxy-Ebene liegen. Wir brauchen also nur
eine zweidimensionale Bewegung zu diskutieren.
Den Betrag des Drehimpulses benutzen wir, um etwas ¨uber die Winkelgeschwindigkeit! zu
lernen. Wir betrachten die Bewegung des K¨orpers als Drehung um die~ez Achse. Es giltL = I~ez!,
wobeiI das Trägheitsmoment ist. Da~r ? ~ez gilt I~ez = �r2 und so

L = �r2 _' ) 1

2
r2d' =

L

2�
dt :
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Der Ausdruck1
2
r2d' steht für die infinitesimale Fl¨ache eines schmalen Dreiecks, das der Orts-

vektor auf seiner Bahn, der sogenannte Fahrstrahlt, in der Zeitdt überstreicht. Das ist in Abb. 8.1
illustriert. Geometrisch interpretiert lesen wir ab, daß die Fl¨achengeschwindigkeit konstant ist

d'

dF~r + d~r

~r

0

t

t + dt

Abbildung 8.1: Bahnkurve und Fahrstrahl eines Teilchens, das sich um den UrsprungO bewegt.
Es wird die Dreiecksfl¨achedF = (1=2)r(rd') in der Zeitdt überstrichen.

dF

dt
=

L

2�
= const :

Also gilt

2. Keplersches Gesetz:
Der Fahrstrahl ¨uberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fl¨achen.
Bemerkung: Diese Aussage, die man auch alsFlächensatzbezeichnet, gilt allgemein f¨ur radiale
Zentralkräfte, nicht nur für die Gravitations- oder die elektrische Kraft.

Um quantitativ die Bewegungsgleichung zu l¨osen, bietet es sich an, eine weitere erhaltene Gr¨oße,
die Energie, zu betrachten. Sei das PotentialV (r) aus~F (~r) = �dV

dr
r̂ bestimmt, z.B.

~F (~r) = �A
r2
r̂ ) V (r) = �A

r
:

Dann giltE = T + V = const. Die kinetische Energie betr¨agt, vgl. Abschnitt 2.2.2

T =
1

2
�~v2 =

1

2
�(r2!2 + _r2) :

Wir kennen! = _' nicht, können es aber mittels der Drehimpulserhaltung als Funktion des
Abstands ausdr¨ucken! = L=(�r2) und erhalten insgesamt

E =
1

2

L2

�r2
+

1

2
� _r2 + V (r) =

1

2
� _r2 + Veff(r) (8.1)

mit Veff(r) = V (r) + L2=(2�r2). Der TermL2=(2�r2) heißt auchZentrifugalpotential. Mit
der obigen Gleichung haben wir das Problem auf ein eindimensionales Problem, konkret eine
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Abbildung 8.2: (a)1=r Potential wie es bei Gravitation oder Coulombwechselwirkung ungleich-
namiger Ladungen auftritt. (b) Effektives PotentialVeff(r), das das Zentrifugalpotential beinhal-
tet. Für positive GesamtenergieE > 0 liegt ungebundene Bewegung vor; f¨ur negative Gesamt-
energieE < 0 gebundene Bewegung.

Differentialgleichung 1. Ordnung, reduziert! Insbesondere verstehen wir nun also qualitativ die
möglichen Bewegungen durch Betrachtung des effektiven Potentials, siehe Abb. 8.2. Haben wir
die Integrationskonstante des Potentials so bestimmt, daß es im Unendlichen verschwindet, so
bedeutet positive Energie, daß die Bewegung ungebunden ist. Die zwei K¨orper kommen einander
nahe, entfernen sich dann aber wieder voneinander. Ist die Energie negativ, so liegt gebundene
Bewegung vor. Die beiden K¨orper kommen nicht voneinander los und kreisen umeinander. Ein
Spezialfall der gebundenen Bewegung liegt vor, wenn die Energie den Wert des Potentialmini-
mums annimmt. Dann ist keine Energie fr die kinetische Energie frei und so verharrt der Abstand
r konstant beim Wertrmin. Es liegt eine Kreisbahn vor. Beachte, daß diese qualitativenÜberle-
gungen unabh¨angig vom genauen Potential der anziehenden Kraft gilt, also nicht nur auf ein1=r
Potential beschr¨ankt sind.
Will man mehr als die qualitativen Aussagen, so haben wir schon in einer Dimension, siehe
Abschnitt 4.2, gesehen, daß man die Gleichung (8.1) nach_r auflösen und integrieren kann. So
erhält mant(r) und nach Invertierung die Bahnkurver(t). Beim Keplerproblem, d.h. beim1=r-
Potential, ist es jedoch einfacher und klarer, erst die Bahnr(') in Polarkoordinaten zu bestim-
men. Man kennt dann die Kurve im dreidimensionalen Raum, auf dem sich das effektive Teilchen
bewegt, ohne die genaue Zeitabh¨angigkeit zu kennen. Diese kann man in einer weiteren Integra-
tion bestimmen, wie wir konkret weiter unten sehen werden.
Dazu rechnen wir die Zeitableitung um

_r =
dr

dt
=
dr

d'

d'

dt
= r0! = r0

L

r2�
;

wobei für die letzte Gleichheit die Drehimpulserhaltung verwendet wurde. Einsetzen in die Ener-
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gie liefert

E =
L2

2�

(r0)2

r4
+ Veff(r) :

Das ist uns immer noch zu kompliziert, da im Ableitungsterm nochr auftritt. Daher suchen
wir eine Funktion des Winkels mitu0 / r0=r2. Integration liefertu = 1=r mit u0 = �r0=r2.
Eingesetzt ergibt sich

E =
L2

2�
(u0)2 + Veff(1=u) =

L2

2�
(u0)2 � Au+

L2

2�
u2 :

Damit sind wir fast bei einem alten Bekannten, dem harmoni-
schen Oszillator. Das Potential~V (u) = �Au + L2

2�
u2 entspricht

dem einer verschobenen Parabel. Ihr Minimum ergibt sich aus

0 = �A +
L2a

�
, a =

A�

L2
:

Die minimale Energie betr¨agtEmin = ~V (a) = �A2�
2L2 . Gilt E =

Emin, so ergibt sich die oben besprochene Kreisbahn.
0.0 a

u

0.0

V
~
(u

)
Ist die Energie h¨oher, liegen harmonische, d.h. sinusoidale, Oszillationen umu = a vor. Hierbei
interpretieren wir' jetzt als Zeit. Daher setzen wir an

u(') = a + C cos(~!('� '0)) :

Die Verschiebung'0 können wir durch passende Drehung der Koordinatenachsen in derxy-
Ebene zum Verschwinden bringen. Daher setzen wir'0 = 0. Formulieren wir die Energie etwas
um

E � Emin = E +
A2�

2L2
=
L2

2�
(u0)2 +

L2

2�
(u� a)2

und setzen den Ansatz ein, erhalten wir

const = E +
A2�

2L2
=
L2

2�
C2
�
~!2 sin2 '+ cos2 '

�
:

Damit der Ausdruck rechts wirklich konstant, d.h. unabh¨angig von' ist, müssen sich die Qua-
drate der beiden trigonometrischen Funktionen zu 1 addieren. Das erfordert~! = 1. Den Wert
vonC liest man dann ab

C2 =
2�E

L2| {z }
=:b

+
A2�2

L4| {z }
=a2

:

FürE = Emin ergibt sichC = 0, also die Kreisbahn. Sonst giltC > 0 und man erh¨alt

r(') =
1

u(')
=

1

a+ C cos(')
=

k

1 + � cos(')
(8.2)
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mit k = 1=a = L2=(�A) und� = C=a =
p

1 + b=a2. Wir beschränken uns hier erst einmal auf
a > 0, d.h. ein anziehendes Potential.
Welche Bahnen beschreibt Gleichung (8.2) ?
Absolut untypisch f¨ur ein allgemeines Potential beschreibt Gleichung (8.2)periodischeBahnen.
Es gilt nämlich r(') = r(' + 2�). Nach einer Umdrehung folgt der K¨orper also genau wie-
der derselben Bahn. So nat¨urlich uns das angesichts der regelm¨aßigen Abfolge der Jahreszeiten
erscheinen mag, so speziell ist es doch. Fast jedes andere Potential w¨urde nichtgeschlossene
Bahnen erzeugen, die immer neue Raumpunkte passieren.
Konkret sind die Bahnen (8.2) Kegelschnitte, sie sind in den Abbildungen 8.3 und 8.4 illustriert.
Die Kreisbahn ergibt sich f¨ur � = 0, die Ellipse für 0 < � < 1, die Parabel f¨ur � = 1 und die Hy-
perbel für � > 1. In den letzten beiden F¨allen wird der Nenner in (8.2) Null f¨ur bestimmte Winkel.
Bei der Parabel ist das'1 = �. Bei der Hyperbel bestimmen sich die Winkel der Asymptoten
(gepunktet in Abb. 8.4) aus'1 = � arccos(�1=�). Offensichtlich beschreiben Kreis und Ellipse
die gebundene Bewegung und Parabel und Hyperbel die ungebundene Bewegung. Die Parabel
ist dabei gerade der Grenzfall, wenn gebundene Bewegung gerade ungebunden geworden ist.

! ! ! !

�

Parabel HyperbelKreis Ellipse
(� > !) (� = !) (� < !)

�

Abbildung 8.3: Die Kegelschnitte. Der Kreiskegel mitÖffnungswinkel! ist in der Seitenansicht
gezeigt.

Was passiert bei abstoßendem Potential zwischen den beiden
Körpern, z.B. für gleichnamige Ladungen? Es gilt dannA < 0
und somita < 0. Der verschobene Oszillator hat kein Minimum
mehr für die physikalisch sinnvollen positiven Werte vonu. Die
formale Lösung lautet wie vorheru(') = a + C cos('), hier mit
a < 0. Da sie nur für positivesu sinnvoll ist, mußC > jaj gelten.
Wir definieren� = C=jaj > 1 und erhalten 0.0a<0

u

0.0

V
~
(u

)

r(') =
1=jaj

�1 + � cos'
=

1=a

1� � cos'
:

Bei dieser Bahn handelt es sich wiederum um eine Hyperbel, die in Abb. 8.4 gestrichelt gezeigt
ist. Der Grenzwinkel'1, bei dem der Abstandr unendlich wird, bestimmt sich aus0 = �1 +
� cos'1 , '1 = � arccos(1=�).
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0.0
x

0.0y

Abbildung 8.4: Die Kegelschnitte in Aufsicht. Die Hyperbel im Falle von Abstoßung durch den
Ursprung ist gestrichelt gezeichnet. Die Asymptoten, an die sich die Hyperbeln f¨ur r ! 1
anschmiegen, sind jeweils gepunktet (blau) gezeigt.

Die Hyperbelbahnen geh¨oren zu positiver Gesamtenergie. Da� > 1 gilt, gilt auchC2 = a2+b >
a2, also0 < b = 2�E=L2. Somit ist auch formal klar, daß hier ungebundene Bewegung vorliegt.
Dies ist im Sonnensystem der Fall f¨ur Kometen, die sich genau einmal der Sonne n¨ahern und
dann wieder im Weltall verschwinden. Beachten Sie, daß die Bezeichnung Halleyscher Komet
für einenwiederkehrendenHimmelskörper eigentlich eine Fehlbezeichnung ist.
Die gebundene Bewegung findet auf Ellipsen (bzw. Kreisen) statt. Dieser Sachverhalt ist das1.
Keplersches Gesetz:
Planeten bewegen sich auf Ellipsen mit der Sonne in einem der Brennpunkte.
In dieses Gesetz geht eine N¨aherung ein, n¨amlich die, daß die Planetenmasse gegen¨uber der
Sonnenmasse vernachl¨assigt werden kannMSonne � mPlanet. Dann ist der Schwerpunkt durch
den Sonnenmittelpunkt gegeben und man kann auch die verschiedenen Planeten als unabh¨angig
betrachten.
Um vollen Nutzen aus dem 1. Keplerschen Gesetz zu ziehen, m¨ussen wir alle Kenngr¨oßen der
Ellipsen kennen, wie sie in Abb. 8.5 gezeigt sind. Es gibt zwei Brennpunkte und einen Mittel-
punkt. Die große Halbachsed ist der maximale Abstand vom Mittelpunkt; die kleine Halbachse
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2e

2f

2d

r
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BrennpunktBrennpunkt Mittelpunkt

r0

Abbildung 8.5: Die Ellipse und ihre wichtigen Kenngr¨oßen, insbesondere die große Halbachse
d, die kleine Halbachsef und die Exzentrizit¨ate.

f der minimale Abstand. Der Abstand der beiden Brennpunkte heißt Exzentrizit¨ate. Bei Kreisen
gilt e = 0 und die Brennpunkte und der Mittelpunkt fallen zusammen. Der maximale Abstand
zu einem der Brennpunkte seirmax; der zugeh¨orige Bahnpunkt wird bei der Planetenbewegung
auch Aphel genannt. Bei Satelliten der Erde heißt er auch Apog¨aum. Der minimale Abstand zu
einem der Brennpunkte seirmin; der zugeh¨orige Bahnpunkt wird bei der Planetenbewegung auch
Perihel genannt. Bei Satelliten der Erde heißt er auch Perig¨aum.
Offensichtlich gilt

rmax = k=(1� �)

rmin = k=(1 + �)

d = (rmax+ rmin)=2 = k=(1� �2)

e = (rmax� rmin)=2 = k�=(1� �2) = d� :

Weniger offensichtlich ist

f =
p
d2 � e2 =

p
rminrmax = k=

p
1� �2 =

p
kd :

Allgemein kann man die Ellipse bez¨uglich des Mittelpunkts in kartesischen Koordinaten be-
schreiben durch

1 =
�x
d

�2
+

�
y

f

�2

: (8.3)

Eine weitere Charakterisierung besteht in der Identit¨at

r + r0 = const = 2d :
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Das kann man zur Konstruktion mittels eines Fadens verwenden, den man an die beiden Brenn-
punkte knüpft.
Die Fläche der Ellipse betr¨agtF = �df . Das sieht man leicht ein, wenn man die Ellipse als
einen Kreis mit Radiusf betrachtet, der in Richtung der großen Halbachse um den Faktord=f
gestreckt ist, was genau der Charakterisierung in Gleichung (8.3) entspricht.

Nun wollen wir die Bestimmung der Bewegung komplettieren und'(t) berechnen. Damit wer-
den wir auchr(t) = r('(t)) kennen. Direkt ist f¨ur uns die Umkehrfunktiont(') zugänglich. Wir
erhalten sie wieder aus der Drehimpulserhaltung

_' =
L

�r2(')
) r2(')d' =

L

�
dt :

Trennung der Variablen und Integration liefertZ '2

'1

�
k

1 + � cos'

�2

d' =
L

�
(t2 � t1) (8.4)

mit Anfangswerten(t1; '1) und Endwerten(t2; '2). Speziell können wirt1 = 0 und'1 = 0
setzen sowiet2 = t und'2 = ', so daß wir wie gew¨unschtt(') erhalten. Das Integral kann
analytisch gel¨ost werden, ist aber kompliziert und liefert keine tieferen physikalischen Einsich-
ten. Wir verzichten auf die explizite L¨osung. Wichtig ist, daß das Problem l¨osbar und vollst¨andig
charakterisiert ist.
Jedoch wollen wir die GesamtumlaufzeitT bestimmen. Dazu nutzen wir die Konstanz der Fl¨achen-
geschwindigkeit des Fahrstrahls aus, die uns erlaubt, statt Differentialquotienten Differenzenquo-
tienten zu betrachten

L

2�
=
dF

dt
=
F

T
;

wobeiF die Fläche der Ellipse ist. Einsetzen und Aufl¨osen liefert

T =
2�F

L
=

2��df

L
=

2��d
p
kd

L
=

2��d3=2k1=2

L
=

2�1=2�d3=2

A1=2
:

Hieraus folgt

T 2 = 4�2d3
�

A
:

Bei festem Verh¨altnis �=A sind die Quadrate der Umlaufzeit proportional zu den Kuben der
großen Halbachsen. F¨ur die Planetenbewegung um die Sonne gilt tats¨achlichA = Gm1m2 und
somit�=A = (G(m1 +m2)

�1. Da die Summe der Massen v¨ollig von der Sonnemasse dominiert
wird MSonne� MPlanet, gilt in sehr guter N¨aherungm1 + m2 = MSonne+MPlanet� MSonne, so
daß�=A tatsächlich konstant ist. Somit gilt das
3. Keplersches Gesetz:
Das Verhältnis des Quadrats der UmlaufzeitT und des Kubus der großen Halbachsed ist für alle
Planetenbahnen um die Sonne gleich

T 2

d3
= const :
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Am Anfang dieses Kapitels hatten wir festgestellt, daß uns zwei Integrale der Bewegung fehlen,
da wir 12 brauchten, aber nur 10 auf Grund allgemeiner Erhaltungen hatten. Wo haben wir also
in der Behandlung des Keplerproblems integriert? Wir haben tats¨achlich zweimal integriert:

1. Die Integration
r0(') = f(r) ) r(')

haben wir implizit gemacht, da wir auf die bekannten Ergebnisse zum harmonischen Os-
zillator zurückgreifen konnten.

2. Die Integration
_'(t) = g(') ) '(t)

haben wir formal in Gl. (8.4) geleistet, wenn auch nicht ausgef¨uhrt.

Somit stimmt die Bilanz unserer Integrationen mit der anf¨anglichenÜberlegung ¨uberein.

Abschließend fassen wir noch einmal die drei Keplerschen Gesetze in Kurzform zusammen:

1. Planetenbahnen = Ellipsen (mit Sonne im Brennpunkt)

2. Flächensatz: Radiusvektor ¨uberstreicht in gleicher Zeit gleiche Fl¨ache

3. T 2

d3
ist für alle Planeten gleich.

Dabei sollte man immer im Hinterkopf behalten, daß der Fl¨achensatz f¨ur beliebige Zentralkr¨afte
gilt.

9 Schwingungen

Schwingungsvorg¨ange spielen eine extrem wichtige Rolle in der Physik. Im einen Extrem m¨ochte
man möglichst gute und langandauernde Schwingungen haben, wie zum Beispiel f¨ur Quarzuh-
ren. Im anderen Extrem m¨ochte man die Schwingung m¨oglichst schnell wegd¨ampfen, wie zum
Beispiel beim gefederten Auto, dessen Schwingungen ¨uber die Stoßd¨ampfer ged¨ampft werden.
Um all das beschreiben zu k¨onnen, ben¨otigen wir ein weiteres St¨uck Mathematik.

9.1 Komplexe Zahlen

Beim Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren und Potenzieren von reellen Zahlen
bleiben wir im Bereich der reellen Zahlen. Beim Wurzelziehen aber tritt ein Problem auf.

Problem: x2 = �1 hat keine reelle L¨osungx

Es zeigt sich, daß man sich einfach eine L¨osung definieren kann (Euler 1777):i :=
p�1.

i wird als imagin̈are Einheitbezeichnet.
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Eine allgemeineimagin̈are Zahlist dann von der Formb � i mit reellemb, also z.B.2i, �i, etc.
Wir übertragen nun die ¨ublichen Rechenregeln der reellen Zahlen auf die imagin¨aren Zahlen
(unter Beachtung voni2 = �1):

b1i+ b2i = (b1 + b2)i

(b1i)(b2i) = b1b2i
2 = �b1b2

i3 = i2i = �i etc.

Definition 9.1 (komplexe Zahlen).
Allgemeinekomplexe Zahlensind von der Form

z = x + iy

mit reellen Zahlenx und y. x bezeichnet man auch als denRealteilvon z und y als denIma-
ginärteil. Beachte, daß der Imagin¨arteil nach Definition selbst reell ist. Man schreibt auchz =
Re(z) + iIm(z). Das Mengensymbol der komplexen Zahlen istz 2 C.

Es handelt sich beiC wie beiR um einen kommutativen K¨orper. Das heißt nichts anderes, als
daß alle elementaren Rechenregeln gelten, die man von reellen Zahlen kennt: Addition, Multi-
plikation, neutrales Element der Addition (0) bzw. der Multiplikation (1), Subtraktion, Division
(außer durch0), Abgeschlossenheit, Assoziativit¨at, Distributivgesetze und Kommutativit¨at. Wir
wollen konkret auf die wichtigen Regeln eingehen.

Addition: z3 = z1 + z2 = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2)

Re(z3) = Re(z1) + Re(z2) und Im(z3) = Im(z1) + Im(z2)

Addiert werden Realteil und Imagin¨arteil getrennt wie die Komponenten eines Vektors. Tats¨achlich
kann man sich komplexe Zahlen gut als Vektoren im zweidimensionalen Raum vorstellen, der
sogenannten komplexen Ebene, siehe Abb. 9.1.

Multiplikation: z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2) + i(x1y2) + i(y1x2) + i2(y1y2)

= (x1x2 � y1y2) + i(x1y2 + x2y1)

Beachte, daß sich das Ergebnis nicht ¨andert, wenn manz1 undz2 vertauscht, die Multiplikation
ist also kommutativ. Speziell f¨ur reelles� gilt:

�z = �(x+ iy) = (�x) + i(�y)

Definition 9.2 (Komplexe Konjugation).
z� := x� iy heißtkomplex-konjugiertzu z = x + iy, d.h. die Operation� bedeutet Vorzeichen-
wechsel beim Imagin¨arteil. 14

14Bisweilen wird die komplexe Konjugation auch mit einemÜberstrichz notiert.
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Abbildung 9.1: Die komplexe Ebene: eine komplexe Zahlz kann entweder kartesisch ¨uber ihren
Realteilx und Imaginärteil y notiert werden oder polar ¨uber ihren Betragr und den Winkel',
der auch das Argument vonz heißt. Komplexe Konjugation bedeutet Spiegelung an der reellen
Achse.

Mit Hilfe des Komplex-Konjugierten kann man zum Beispiel leicht Real- und Imagin¨arteil hin-
schreiben

Re(z) =
1

2
(z + z�) Im(z) =

1

2i
(z � z�) :

Definition 9.3 (Betrag, Argument).
Unter demBetragjzj einer komplexen Zahlz versteht man die L¨ange des zugeh¨origen Vektors
in der komplexen Ebener = jzj. Man kann das auch schreiben als

jzj2 = x2 + y2 = x2 � (iy)2 = (x+ iy)(x� iy) = zz� :

Den Winkel' der Polarkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl bezeichnet man alsArgu-
mentvonz: ' = arg(z)

Mit Betrag und komplexer Konjugation kann man leicht die Division durch eine komplexe Zahl
realisieren

1

z
=

z�

z � z� =
x� iy

jzj2 =
x

jzj2 � i
y

jzj2 ;
da man sie auf eine Division mit einer reellen Zahl, dem Betrag vonz zurückführt. Nur wenn
z = 0 ist und ihr Betrag daher0 ist, geht diese Konstruktion schief. Das entspricht aber genau
der Situation im Reellen.
Wichtig ist, daß der Betrag des Produktes zweier komplexer Zahlenjz1z2j gleich dem Produkt
der Beträgejz1jjz2j ist

jz1z2j2 = z1z2z
�
1z
�
2 = jz1j2jz2j2 ) jz1z2j = jz1jjz2j :

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen ist zwar formal schon hingeschrieben worden. An-
schaulicher wird sie in der Polardarstellung

z3 = z1z2 = r1r2|{z}
r3

(cos'1 + i sin'1)(cos'2 � i sin'2)

= r3[cos'1 cos'2 � sin'1 sin'2| {z }
cos('1+'2)

+i (sin'1 cos'2 + sin'2 cos'1)| {z }
sin('1+'2)

] ;
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wobei die Additionstheoreme f¨ur trigonometrische Funktionen verwendet wurden. W¨ahrend sich
die Beträge komplexer Zahlen bei Multiplikation multiplizieren (wie im Reellen ¨ubrigens), ad-
dieren sich ihre Winkel. Kurz gefaßt gilt alsojz3j = jz1jjz2j und arg(z3) = arg(z1) + arg(z2).

Beispiel 9.1.
Die Zahl i hat den Betrag1 und das Argument�=2 in Radian. Nach unserer Regel hat die Zahl
i2 also immer noch den Betrag1, aber das Argument�. Dies charakterisiert die Zahl�1, wie es
sein soll.

Komplexwertige Funktionen komplexer Zahlen

Alle Funktionen, die man “gut”15 durch ihre Taylorreihe darstellen kann

f(x) =
1X
n=0

f (n)(0)
xn

n!
;

lassen sich problemlos ins Komplexe erweitern gem¨aß

f(z) =
1X
n=0

f (n)(0)
zn

n!
:

Sehr viele der Funktionen, die Sie also schon bisher kennen, haben ein komplexes Gegenst¨uck.
Die wichtigste ist die Exponentialfunktion

Beispiel 9.2 (Exponentialfunktion).

exp x =
1X
n=0

xn

n!
! exp z =

1X
n=0

zn

n!
:

Speziell giltexp z = exp(x + iy) = exp x exp(iy), worin der Faktorexp x ein reller, positiver
Faktor ist, der den Betrag vonexp z bestimmt. Dazu muß man nat¨urlich noch wissen, daßexp iy
den Betrag 1 hat

exp iy =
1X
n=0

yn

n!
(i)n

=
X

n gerade

yn

n!
(�1)n=2 + i

X
n ungerade

yn

n!
(�1)(n�1)=2

= cos y + i sin y :

Wenn man sich die Reihenentwicklungen von Kosinus und Sinus anschaut, stellt man fest, daß
sie den geraden Potenzen bzw. bis auf einen Faktori den ungeraden Potenzen der Funktionexp iy

15Die genaue Bedeutung dieses Begriffs wird in der Mathematik gekl¨art. Es reicht z.B., daßP
1

n=0 jf
(n)(0)jrn=n! <1 gilt.
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entsprechen. Das ist ein wichtiger Zusammenhang. Wir erkennen, daßexp iy den Betrag 1 hat;y
ist gerade das Argument vonexp iy. Für z0 = exp z = exp x exp iy gilt, daß der erste Faktor den
Betrag vonz0 bestimmt und der zweite Faktor das Argument vonz0

j exp zj = exp x arg(exp z) = y :

In Umkehrung gilt dann
ln(z0) = ln(jz0j) + iarg(z0) ;

womit wir schon mal zwei wichtige komplexe Funktionen kennengelernt haben.
Hat eine Taylorreihe nur reelle Koeffizienten, z.B. weilf(x) 2 R 8x 2 R, so gilt für das
komplexwertige Gegenst¨uck

(f(z))� = f(z�) :

Beispiel ist die oben betrachtete Exponentialfunktion

(exp z)� = exp z� = exp(x� iy) = exp x(cos y � i sin y) :

Sehr häufig verwendet manexp i' = cos'+ i sin' auch umgekehrt

cos' = Re(exp(i')) =
1

2
(exp(i') + exp(�i'))

sin' = Im(exp(i')) =
1

2i
(exp(i')� exp(�i')) :

9.2 Homogene L̈osungen linearer Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Nun wollen wir die hübschen komplexen Zahlen auch nutzen. Wozu?

Eine solche Differentialgleichungn-ten Grades haben wir schon fr¨uher in Abschnitt 3.1.2 ken-
nengelernt

0 = any
(n) + an�1y

(n�1) + : : : a2y
00 + a1y

0 + a0y ;

wobeiy(m) für diem-te Ableitung steht undan 6= 0 sein soll. Wir hatten exemplarisch gesehen,
daß der Ansatzy = exp(�t) die obige Differentialgleichung in eine Gleichung ohne Ableitungen
verwandelt, da(exp(�t))(m) = �m exp(�t) gilt. Man erhält

0 = exp(�t)
�
an�

n + an�1�
n�1 + : : : a2�

2 + a1�+ a0
�
:

Da der exponentielle Vorfaktor nicht0 ist, muß die eckige Klammer verschwinden. Das bedeutet,
daß� die Nullstelle des sogenannten charakteristischen PolynomsPn(�) = an�

n + an�1�
n�1 +

: : : a2�
2 + a1� + a0 n-ten Grades sein muß. Umn unabhängige Lösungen zu haben, ben¨otigen

wir sogarn solche Nullstellen, die bei Polynomen auch den Namen Wurzeln tragen. Im Reellen
jedoch funktioniert das nicht immer, wie man schon am PolynomP2(�) = �2 + !2

0 sieht. Das
war unser Problem !
Im Komplexen ist das Problem gel¨ost, denn es gibt folgenden zentralen Satz der Algebra

88



Satz 9.1.Jedes PolynomPn(z) = anz
n + : : : a2z

2 + a1z + a0 n-ten Grades , d.h.an 6= 0, hat
genaun Wurzelnz1; z2; : : : ; zn 2 C. Es gilt

Pn(z) = an(z � zn)(z � zn�1) : : : (z � z2)(z � z1) :

Diese Zerlegung in Faktoren, in denenz nur noch linear vorkommt, heißt Linearfaktorzerlegung.
Die Wurzeln können auch ganz oder teilweise gleich sein. Dann spricht man von mehrfachen
Nullstellen;n-fach, wenn ein Nullstellenwertn-mal vorkommt.

Ist die Differentialgleichung bzw. das Polynom reell, d.h. die Koeffizienten sind reell, dann gilt
offenbar für allex 2 R
Pn(x) = P �n(x), (x�zn)(x�zn�1) : : : (x�z2)(x�z1) = (x�z�n)(x�z�n�1) : : : (x�z�2)(x�z�1) :
Daraus folgt entwederzj = z�j , was bedeutet, daß die Wurzel reell ist. Oderzj ist nicht reell;
dann aber gibt es zuzj ein zi mit zj = z�i . Das bedeutet, daß echt komplexe Wurzeln nur als
konjugierte Paare auftreten k¨onnen.
Praktisch m¨ussen Sie sich als Quintessenz dieser Mathematik merken: Im Komplexen gibt es
immer genügend Nullstellen, so daß der Ansatzy = exp(�t) funktioniert. Liegen allerdings
mehrfache Nullstellen vor, so fehlen uns scheinbar immer noch unabh¨angige Lösungen, da der
eine Wurzelwert nur f¨ur eine Exponentialfunktion taugt. Man kann sich bei einern-fachen Null-
stelle� aberüberlegen, daß die Funktionen

exp(�t); t exp(�t); : : : ; tn�1 exp(�t)

sinnvolle unabh¨angige Lösungen der Differentialgleichung sind.

Beispiel 9.3.Die Differentialgleichung zweiten Grades

0 = y00 + by0 + cy

tritt zum Beispiel beim ged¨ampften harmonischen Oszillator auf. Ihr charakteristisches Polynom
lautetP2(�) = �2 + b� + c und hat die L¨osungen

�� = � b
2
�
r
b2

4
� c ;

die zu den zwei homogenen L¨osungeny1 = exp(�+t) undy2 = exp(��t) führen.

Ist nun der Radikandb2=2� c positiv, so sind das zwei verschiedene reelle L¨osungen.

Ist der Radikandb2=2 � c = 0, so sind die beiden L¨osungen doch gleich – man sagt, sie seien
entartet – und wir betrachteny1 = exp(�(b=2)t) und y2 = t exp(�(b=2)t) als die beiden un-
abhängigen Lösungen.

Ist der Radikandb2=2 � c negativ, so haben wir zwei unabh¨angige komplexe L¨osungen mit der
Eigenschaft�+ = ���. Ist uns aus physikalischen Gr¨unden an reellen L¨osungen gelegen, n¨utzen
wir die komplexe Konjugation und betrachten

y1 =
1

2
e�bt=2(ei

p
c�b2=4t + e�i

p
c�b2=4t) = e�bt=2 cos(

p
c� b2=4t)

und

y2 =
1

2i
e�bt=2(ei

p
c�b2=4t � e�i

p
c�b2=4t) = e�bt=2 sin(

p
c� b2=4t) :
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9.3 Inhomogene L̈osungen: Greenfunktionen

Wie findet man nun systematisch die physikalisch relevante L¨osung für

y00 + by0 + cy = f(t)

bei gegebenemf(t) ? Dabei soll das System, das durch die Differentialgleichung beschrieben
wird, in Ruhe sein, bis es durch die ¨außere Inhomogenit¨at f(t) gestört wird. Das bedeutet, wir
suchen kausal sinnvolle L¨osungen, in denen das System auf die ¨außere Ursachef(t) reagiertund
diese Wirkungy(t) nachder Ursache auftaucht.
Physikalisch denken Sie am besten an einen extern angetriebenen ged¨ampften Oszillator. Ei-
ne mechanische Realisierung ist in Abb. 9.2 skizziert. Die zugeh¨orige Gleichung lautetm�x =

x-Achse

   Motor

Abbildung 9.2: Mechanischer angetriebener ged¨ampfter Oszillator.

FFeder+ FReibung+ FMotor, wobeiFFeder = �Dx = �m!2
0 , FReibung = �
 _x = �(m=�) _x und

FMotor = mf(t) gilt. Setzt man ein und teilt durchm ergibt sich

�x + (1=�) _x+ !2
0x = f(t) ;

wobei f(t) die extern treibende Inhomogenit¨at darstellt. Wie lautet nun die Reaktion des Sy-
stems auf ein beliebigesf(t)? Diese schwierige Frage kann wesentlich leichter behandelt wer-
den, wenn man sie in zwei Teile aufteilt. Die Idee ist es, die Inhomogenit¨at f(t) als Summe
vieler kleiner Stöße aufzufassen. Die erste Teilfrage ist die nach der Reaktion des Systems auf
einen Kraftstoß. Ein Kraftstoß soll beliebig kurz andauern, trotzdem aber einen gewissen ImpulsR1
�1 f(t)dt > 0 übertragen. Physikalisch kann man an einen kurzen Schlag mit einem Hammer

denken. Mathematisch ben¨otigen wir die sogenannteÆ-Distribution. Da die Differentialgleichung
linear ist, kann man die Gesamtreaktion des Systems als Summe der Teilreaktionen auf die vie-
len Kraftstöße hinschreiben. Das werden wir unten noch ausf¨uhren. Zuerst definieren wir die
mathematische Idealisierung des Kraftstoßes.
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Definition 9.4 (Æ-Distribution). Die Æ-Distribution (oft auch inkorrektÆ-Funktion) ist definiert
durch die Eigenschaft

 (t) =

Z 1

�1
Æ(t� ~t) (~t)d~t

für alle gen¨ugend glatte Funktionen (t). Speziell gilt1 =
R1
�1 Æ(t� ~t)d~t .

Die oben angef¨uhrte Eigenschaft bedeutet, daß dieÆ-DistributionÆ(t � ~t) genau den Wert der
Funktion (t) bei ~t = t herausgreift. Auf alle anderen Werte ist sie unempfindlich. Daher kann
man sie sich anschaulich als unendlich scharfen und unendlich hohen Peak vorstellen, unter dem
die Fläche 1 zu finden ist, siehe Abb. 9.3a. Der Peak muß unendlich scharf sein, da nur der Wert
der Funktion (t) bei ~t = t zählt. Er muß unendlich hoch sein, da er sonst nicht die Fl¨ache
1 haben kann. Wir erkennen, daß ein solcher Peak genau das darstellt, was wir unter einem
Kraftstoß verstehen.

t0

t

0.0

δ(
t−

t 0)

(a)

0−w/2 w/2
t

0.0

B
w
(t

)

(b)

Abbildung 9.3: (a) Veranschaulichung derÆ-Distribution als unendlich scharfer und unendlich
hoher Peak. (b) Eine Folge von Funktionen, die gegen dieÆ-Distribution konvergieren.

Mathematisch ist auch klar, daß dieÆ-Distribution selbst keine Funktion ist. Sie kann als Grenz-
wert einer Folge von Funktionen beschrieben werden, ohne selber eine zu sein. Solche Objekte
heißenDistributionen.

Beispiel 9.4.Betrachte die Kastenfunktionen in Abb. 9.3b

Bw(t) :=

�
1=w für jxj < w=2
0 für jxj � w=2

:

Es gilt
Æ(t) = lim

w!0+
Bw(t) ;
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wobeiw ! 0+ bedeutet, daßw mit einer positiven Folge gegen0 geschickt wird.16 Für diese
Gleichung muß man zeigen, daß zum Beispiel f¨ur eine differenzierbare Funktion (t) gilt

lim
w!0+

Z 1

�1
Bw(t� ~t) (~t)d~t = lim

w!0+

1

w

Z t+w=2

t�w=2
 (~t)d~t

= lim
w!0+

1

w

Z t+w=2

t�w=2
( (t) +O(w))d~t

= lim
w!0+

1

w
(w (t) +O(w2))

=  (t) :

In der Physik taucht dieÆ-Distribution als Idealisierung auf. Mit ihr l¨aßt sich ein Kraftstoß dar-
stellenf(t) = p0Æ(t), der den Impulsp0 in beliebig kurzer Zeit ¨uberträgt. Im Raum kann man
dieÆ-Distribution nutzen, um die Massendichte einer Punktmasse zu notieren. Unser Beispiel sei
der Einfachheit halber eindimensional:�(x) = m0Æ(x � x0) steht für eine Punktmassem0 am
Ort x0. Die Beschreibung von Sachverhalten mittelsÆ-Distributionen ist also in der Physik etwas
sehr nat¨urliches.
Kommen wir auf die Differentialgleichung zur¨uck und nehmen wir an, daß wir eine L¨osung für
�g(t) + (1=�) _g(t) + !2

0 g(t) = Æ(t) kennen, dievor Auftauchen der Inhomogenit¨at beit = 0 der
Ruhelage entspricht, d.h.g(t < 0) = 0. Eine solche spezielle L¨osung der Differentialgleichung
nennen wir retardierte (“verz¨ogerte”) Greenfunktion.

Definition 9.5 (Greenfunktion, retardierte). Die inhomogene spezielle L¨osungg(t) einer li-
nearen Differentialgleichung mit einerÆ-Distribution als Inhomogenit¨at heißt Greenfunktion. Da
die Antwort des Systems kausal immer nurnachder UrsacheÆ(t � ~t) liegen kann, betrachtet
man die sogenannte retardierte Greenfunktion mitg(t < 0) = 0 und

ang
(n)(t) + an�1g

(n�1)(t) + : : :+ a1g
0(t) + a0g(t) = Æ(t) :

Beispiel 9.5.Wir wollen die retardierte Greenfunktion zu�x+ !2
0x konstruieren, d.h. wir wollen

�g + !2
0g = Æ(t)

lösen. Integriert man dieÆ-Distribution einmal (siehe Abb. 9.4), so erh¨alt man eine Funktion mit
Sprung der H¨ohe 1 beit = 0, die Stufenfunktion

�(t) =

Z t

�1
Æ(~t)d~t :

Eine weitere Integration liefert eine stetige Funktion, die nur noch einen Knick aufweist

t�(t) =

Z t

�1
�(~t)d~t :

16Für Spezialisten sei angemerkt, daß die Konvergenz nur in einem schwachen Sinne, n¨amlich bez¨uglich der
Skalarprodukte, d.h. Integrale mit anderen Funktionen, gilt.
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Abbildung 9.4: Die Integration derÆ-Distribution führt zur unstetigen Stufenfunktion�(t) mit
Sprung; eine weitere Integration zur stetigen Funktiont�(t), die nur noch einen Knick beit = 0
aufweist.

Umgekehrt gilt, daß die zweifache Ableitung einer Funktion mit Knick zu einer Funktion mit
Æ-Distribution führt. Daraus lernen wir, daß die gesuchte Greenfunktiong(t) einen Knick, aber
keinen Sprung, beit = 0 haben wird, so daß die zweite Ableitung�g genau die ben¨otigte Æ-
Distribution erhält. Ansonsten entsprichtg(t) einer homogenen L¨osung, die wir schon kennen

g(t) =

�
0 für t < 0
A cos(!0t) +B sin(!0t) für t > 0

:

Dag(t) keinen Sprung beit = 0 haben soll, mußA = 0 gelten. Die Ableitung soll einen Sprung
der Höhe 1 haben, d.h.g0(0+) = B!0 = 1 erfordertB = 1=!0 und somit gilt

g(t) =
�(t)

!0

sin(!0t) :

Die Lösung ist in Abb. 9.5 skizziert.

Was lernen wir von der retardierten Greenfunktion f¨ur die Lösung der Differentialgleichung mit
einer beliebigen Inhomogenit¨at? Wir gehen davon aus, daß die Differentialgleichung konstante
Koffizienten hat. Dann hat eine verschobene Inhomogenit¨at eine verschobene Systemantwort zur
Folge. Geh¨ortg(t) zuÆ(t), so beschreibtg(t�~t) die Lösung zuÆ(t�~t). Besteht die Inhomogenit¨at
aus einem Peak�Æ(t) bei t = 0 und einem Peak�Æ(t � ~t) bei t = ~t, so ist die Systemantwort
auf Grund der Linearit¨at gegeben durch�g(t) + �g(t� ~t). Führt man diesen Gedanken fort, so
kommt man zur L¨osung der Differentialgleichung bei beliebiger Inhomogenit¨at, da man diese
aus unendlich vielenÆ-Distributionen zusammensetzen kann

f(t) =

Z 1

�1
Æ(t� ~t)f(~t)d~t :
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Abbildung 9.5: Die retardierte Greenfunktion des unged¨ampften harmonischen Oszillators.

Die Lösung setzt sich aus den retardierten Greenfunktionen zusammen, die jeweils um~t verscho-
ben sind und mit dem Gewichtf(~t) eingehen

x(t) =

Z 1

�1
g(t� ~t)f(~t)d~t : (9.1)

Dieses Integral stellt die L¨osung für eine allgemeine Inhomogenit¨at dar. Der Typ des Integrals
heißtFaltung. Zwei Funktionen werden dadurch gefaltet, siehe obige Gleichung, daß ¨uberR
integriert wird, so daß die Summe der beiden Argumente konstant gleich einem vorgegebenem
Wert ist.

Beispiel 9.6.Als ein Beispiel betrachten wir wieder den unged¨ampften harmonischen Oszillator,
dessen Greenfunktion wir schon berechnet haben. Die Inhomogenit¨at sei ein Funktion, die bei
t = 0 mit einem endlichen Wert einsetzt und dann abklingt

f(t) = f0 exp(�t=t0)�(t) ; (9.2)

sie ist in Abb. 9.6a skizziert. Nach der allgemeinen Formel(9.1) gilt f¨ur die Systemantwort

x(t) =
f0
!0

Z 1

�1
�(t� ~t) sin(!0(t� ~t))Theta(~t) exp(�~t=t0)d~t :

Die Stufenfunktionen begrenzen das Integrationsintervall. Die Stufe�(t � ~t) gibt nur einen
Beitrag für t � ~t; die Stufe�(~t) gibt nur einen Beitrag f¨ur ~t � 0. Zusammengenommen brauchen
wir also nur von0 nacht zu integrieren. Wennt negativ ist, gibt es gar keinen Beitrag

x(t) =
f0�(t)

!0

Z t

0

sin(!0(t� ~t)) exp(�~t=t0)d~t :
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Abbildung 9.6: (a) Beispiel einer Inhomogenit¨at nach Gleichung (9.2) mit!0t0 = 2:0. (b) Die
aus der in (a) gezeigten Inhomogenit¨at resultierende Antwort des Systems, d.h. hier des harmo-
nischen Oszillators, nach Gleichung (9.3).

Als nächstes wollen wir vermeiden, explizit ein Produkt aus Exponential- und Sinus-Funktion
diskutieren zu m¨ussen. Wir nutzen daher die Beziehungsin(!0(t� ~t)) = Im exp(i!0(t� ~t)). Da
alle anderen Faktoren und Bestandteile der Integration reell sind, kann man die Vorschrift, den
Imaginärteil zu nehmen, ganz vor die Integration ziehen und erh¨alt so

x(t) =
f0�(t)

!0
Im
Z t

0

exp(i!0(t� ~t)) exp(�~t=t0)d~t

=
f0�(t)

!0

Im exp(i!0t)

Z t

0

exp(�~t(i!0 + 1=t0))d~t

=
f0�(t)

!0
Im exp(i!0t)

�
exp(�~t(i!0 + 1=t0))

�(i!0 + 1=t0)

�t
0

=
�f0�(t)

!0
Im exp(i!0t)

exp(�t(i!0 + 1=t0))� 1

i!0 + 1=t0

=
�f0�(t)

!0
Im

exp(�t=t0)� exp(i!0t)

i!0 + 1=t0
:

Nach den Standardregeln erhalten wir das obige Resultat. Um nun wirklich den Imagin¨arteil zu
erhalten, machen wir den Nenner reell, indem wir den Bruch mit dem Komplex-Konjugierten
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�i!0 + 1=t0 des Nenners erweitern

x(t) =
�f0�(t)

!0

Im
(exp(�t=t0)� exp(i!0t))(�i!0 + 1=t0)

!2
0 + 1=t20

=
�f0�(t)

!0
Im
�i!0 exp(�t=t0) + i!0 exp(i!0t) + exp(�t=t0)=t0 + exp(i!0t)=t0

!2
0 + 1=t20

:

Der erste Term des Z¨ahlers ist rein imagin¨ar; vom zweiten Term brauchen wir nur den Realteil der
Exponentialfunktion, d.h.cos(i!0t), der dritte Term ist rein reell und f¨allt daher weg; der vierte
Term schließlich steuert den Imagin¨arteil der Exponentialfunktion, d.h.sin(i!0t), bei. Somit
haben wir

x(t) =
f0�(t)

!2
0 + 1=t20

�
exp(�t=t0) + sin(!0t)

!0t0
� cos(!0t)

�
: (9.3)

Das Ergebnis ist f¨ur exemplarische Werte in Abb. 9.6b gezeigt. Da der Kraftstoßf(t) für be-
liebig kleine Zeitent > 0 nur beliebig wenig Impuls ¨uberträgt, hat das System keine endliche
Anfangsgeschwindigkeit, d.h._x(t = 0) = 0.

9.4 Schwingungsvorg̈ange nach Frequenz

Bisher haben wir die Schwingungsdifferentialgleichung untersucht, indem wir homogene L¨osun-
gen betrachtet haben oder die Reaktion auf einen Kraftstoß, mathematisch eineÆ-Distribution.
Nun betrachten wir das andere Extrem, n¨amlich einelang andauerndeoszillierende Kraft mit
fester, von einem externen Motor aufgepr¨agten, Frequenz!

F (t) = mf(t) mit f(t) = f0 cos(!t) :

Dabei wollen wir von m¨oglichen Einschwingvorg¨angen absehen. Das bedeutet, daß wir so lange
warten, bis alle Eigenschwingungen, mathematisch homogene L¨osungen, mit Frequenzen� !0

abgeklungen sind.17

Zu lösen ist
�x + (1=�) _x+ !2

0x = f0 cos(!t) :

Besonders elegant wird die L¨osung durch einen Umweg ¨uber komplexe L¨osungenz(t). Wir
betrachten

cos(!t) = Reexp(i!t) und x(t) = Rez(t) :

Dieser Trick funktioniert, da die Differentialgleichung, d.h. ihre Koffizienten, reell sind. Deswe-
gen gilt, daß der Realteil der Differentialgleichung gleich der Differentialgleichung des Realteils
ist. Nunmehr lösen wir

�z + (1=�) _z + !2
0z = f0 exp(i!t) : (9.4)

17Es gibt hier einen subtilen Punkt, wenn der Oszillator ¨uberhaupt gar nicht ged¨ampft ist. Dann w¨urden Eigen-
schwingungen, die irgendwann einmal erzeugt wurden, nie abklingen und immer pr¨asent sein. Wir umgehen diese
Subtilität dadurch, daß wir uns mindestens ein ganz leicht ged¨ampftes System vorstellen. Das unged¨ampfte System
betrachten wir dann als Grenzfall eines ged¨ampften Systems, dessen D¨ampfung gegen Null geschickt wurde.
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Da wir alle homogenen L¨osungen als abgklungen betrachten wollen, siehe oben, setzen wir eine
spezielle Lösung an, die genau dieselbe Frequenz hat wie die antreibende Kraft. Der Ansatz ist

z(t) = a exp(i!t) ;

wobeia eine komplexe Zahl sein kann und im Allgemeinen auch sein wird. Mit diesem Ansatz
erhalten wir aus der Differentialgleichung (9.4) die algebraische Gleichung

a exp(i!t)
��!2 + i!=� + !2

0

�
= f0 exp(i!t) ;

die unmittelbar zu

a = R(!)f0 mit R(!) :=
1

!2
0 � !2 + i!=�

führt. Die hierbei definierte FunktionR(!) heißtAntwortfunktionoder auchResponsefunktion.
Allgemein beschreibt eine Antwortfunktion die Langzeitantwort eines Systems auf eine periodi-
scheäußere Erregung.

Wie istR(!) zu interpretieren?
Sei' := �arg(R(!)), alsoR(!) = jRje�i', dann gilt für die physikalische Reaktion auff(t) =
f0 cos(!t)

x(t) = Rez(t) = ReR(!)f0e
i!t = RejR(!)jf0ei(!t�') = f0jR(!)j cos(!t� ') :

Der Betrag vonR(!) gibt also an, wie groß die auftretenden Oszillationen sind. Der Winkel
', das negative Argument vonR, gibt an, um welche Phase die Systemantwort gegen¨uber der
Erregung verschoben ist, siehe Abb. 9.7. Es handelt sich bei' also um einePhasenverschiebung.

Somit wissen wir formal alles ¨uber die Reaktionen eines schwingungsf¨ahigen Systems auf eine
äußere periodische Kraft. Wir berechnen

jRj2 = RR� =
1

(!2
0 � !2)2 + (!=�)2

:

Die Phase erh¨alt man aus

tan' =
sin'

cos'
=
jRj�1 sin'

jRj�1 cos'
=

ImR�1

ReR�1
=

!=�

!2
0 � !2

; (9.5)

wobei wir im vorletzten Schritt verwendet haben, daß das Argument einer inversen komplexen
Zahl 1=z das negative Argument dieser Zahlz ist: arg(z�1) = �arg(z). Das folgt sofort aus der
Polardarstellungz = jzj exp(iarg(z)) undz�1 = jzj�1 exp(�iarg(z)). Beachte, daß' in der Tat
als das negative Argument vonR definiert worden war.

Wie sehen diese Funktionen aus?
Diskutieren wir zuerst den BetragjRj der Antwortfunktion. F¨ur ! = 0 folgt jRj = 1=!2

0. Für
! ! 1 folgt jRj � 1=!2. Für mittlere Frequenzen! � !0 nimmtR ein Maximum an, wenn
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Abbildung 9.7: Vergleich der externen Anregung und der Systemantwort. Nach langer Zeit zeigt
die Systemantwort genau dieselbe Frequenz bzw. Periodizit¨at wie die Anregung. Jedoch ist die
Antwort um' = !�t phasenverschoben.

die Dämpfung1=� nicht zu groß ist. Dieses Maximum der Systemantwort heißtResonanz, da
es auftritt, wenn die extern aufgepr¨agte Frequenz der Frequenz der Eigenschwingungen, d.h.
der homogenen L¨osungen, entspricht. Das Maximum vonjRj entspricht einem Minimum von
1=jRj2. Dieses Minimum finden wir durch Nullsetzen der Ableitung nachy := !2

0
!
=

d

dy

�
(!2

0 � y)2 + y=� 2
�
= �2(!2

0 � y) + 1=� 2 :

Auflösen nachy liefert

!2
res = y = !2

0 � 1=(2� 2) ) !res =
q
!2
0 � 1=(2� 2) :

Die Frequenz, bei der das System am heftigsten auf die ¨außere Kraft reagiert, heißtResonanz-
frequenz. Das Ph¨anomen, daß die St¨arke der Systemantwort sehr deutlich von der Anregungsfre-
quenz abh¨angt, heißtResonanz. Es ist in Abb. 9.8a illustriert.18

Der Tangens der Phase, siehe Gleichung (9.5), betr¨agt bei! = 0 ebenfalls Null und somit ist
die Phase' = 0. Anregung und Systemantwort sind bei kleinen Frequenzen also in Phase. Bei
! = !0 wird der Tangens unendlich, da der Nenner verschwindet. Der Tangens divergiert gegen
+1 bei'! �=2�, so daß es zu dem in Abb. 9.8b gezeigten Verhalten kommt. In der N¨ahe der
Resonanz ist die Systemantwort gegen die Anregung also ungef¨ahr um�=2, d.h. 90Æ, verschoben.

18Wir diskutieren hier den schwach ged¨ampften Fall. Bei starker D¨ampfung gibt es kein Maximum injRj und das
Resonanzph¨anomen tritt nicht auf.
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Für größere Frequenzen! > !0 ist der Tangens negativ, was Werte der Phasenverschiebung'
im Intervall [�=2; �] zur Folge hat. F¨ur ! ! 1 geht der Tangens von negativen Werten nach
Null, so daß' von unten gegen� strebt, siehe Abb. 9.8b. Ist die Anregungsfrequenz also sehr
groß, bewegen sich Anregung und Antwort in Gegenphase: Will die ¨außere Kraft den K¨orper
nach oben schieben, so bewegt er sich gerade nach unten und umgekehrt.
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Abbildung 9.8: (a) Verhalten des Betrags der Antwortfunktion. Deutlich erkennbar ist das Reso-
nanzverhalten mit sehr starker Antwort bei! � !0 für nicht zu große D¨ampfung. Die D¨ampfung
beträgt hier1=(�!0) = 0;4. (b) Verhalten der Phasenverschiebung' als Funktion der Anregungs-
frequenz. Die Phasenverschiebung' variiert von0 (in Phase) bei! = 0 über�=2 bei! = !0 zu
� (in Gegenphase) bei! !1. Die Dämpfung betr¨agt in den gezeigten Daten1=(�!0) = 0;4.

Leistung Als Letztes wollen wir die aufgenommene Leistung berechnen. Diese Gr¨oße wird
in vielen Experimenten, z.B. bei der Absorption von Licht, gemessen. Man kann sich vorstel-
len, daß das von außen in die Probe eingestr¨ahlte Licht als anregender Motor f¨ur verschiedene
schwingfähige Systeme wirkt. Die Messung der Menge des von der Probe verschluckten Lichts,
also der Absorption, als Funktion der Frequenz gibt Aufschluß dar¨uber, bei welchen Frequen-
zen es schwingf¨ahige Systeme in der Probe gibt. Auf diese Art kann man etwas ¨uber die Probe
lernen.
Die aufgenommene LeistungP (t) ist gegeben durch das Produkt von Geschwindigkeit und
Kraft, siehe Gleichung (4.1),

P (t) = F (t)v(t) = mf 2
0 jRj cos(!t)

�
d

dt
cos(!t� ')

�
= �mf 2

0 jRj cos(!t)! sin(!t� ') :

Man erkennt, daß die Leistung auch mit der Frequenz! variiert. Diese Variation ist aber nicht
wirklich interessant; man mißt sie auch nicht bei typischen Experimenten, da das eine sehr hohe
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Zeitauflösung bedeuten w¨urde. Tats¨achlich reicht es, die mittlere LeistungP zu kennen. Um
diese zu berechnen, mitteln wir ¨uber eine SchwingungsperiodeT = 2�=!

P (t) =
1

T

Z t+T

t

P (~t)d~t :

Wir finden, daß die gemittelte LeistungP nicht von der Zeit abh¨angt, d.h. zeitlich konstant ist.
Wir rechnen

1

T

Z t+T

t

cos(!~t) sin(!~t� ')d~t =
1

4iT

Z t+T

t

(ei!
~t + e�i!~t)(ei!~t�i' � e�i!~t+i')d~t

=
1

4iT

�
e�i' � ei' +

1

2i!
e2i!

~t�i' +
1

2i!
e�2i!~t+i'

�t+T
t

=
�1
2

sin' :

Die letzten beiden Terme der vorletzten Zeile gebenkeinenBeitrag, da sie an der Obergrenze und
der Untergrenze gleich sind und sich ihre Beitr¨age daher wegheben. Die beiden ersten Terme in
der vorletzten Zeile hingegen sind konstant, da sich in ihnen die Abh¨angigkeit von~t weggekürzt
hat. Aus ihnen ergibt sich der vont unabhängige Beitrag in der letzten Zeile.
Es folgt für die aufgenommene Leistung

P = mf 2
0

!

2
jRj sin' = �mf 2

0

!

2
ImR(!) ;

daß sie im Wesentlichen (bis auf einen Faktor!) proportional zum Imagin¨arteil der Antwort-
funktion ist. Das ist eine ganz allgemeine Eigenschaft von Antwortfunktionen.
Liegt schwache D¨ampfung vor, d.h. es gilt1=� � !0 , �!0 � 1, so kann man in der N¨ahe der
Resonanz! � !0 wie folgt nähern�! := ! � !0; ! � !0 und! + !0 � 2!0. Das bedeutet,
daß nur die Abweichung von der Eigenfrequenz des unged¨ampften Oszillators relevant ist. Die
Rechtfertigung f¨ur diese Näherung sieht man in den Abbildungen 9.8. Nur in der N¨ahe von!0

ändern sich die betrachteten Gr¨oßen signifikant. Mit der N¨aherung erh¨alt man

R(!) =
1

(! � !0)(! + !0) + i!=�
� 1

2!0

1

�! + i=2�

und somit

!ImR(!) � 1

2

�1=(2�)
�!2 + 1=(4� 2)

:

Daraus folgt für die gemittelte Leistung

P =
�mf 2

0

4
L1=(2�)(�!) ;

wobei wir dieLorentzfunktion

L�(x) :=
�=�

x2 + �2
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eingeführt und verwendet haben, sie ist in Abb. 9.9 gezeigt. Die Lorentzkurve stellt das typische
Verhalten bei einer Resonanz dar. Wir haben sie so normiert, daß die Fl¨ache unter ihr gleich 1
ist. Die Kenngrößen sind die genaue Position (Bei welcher Frequenz tritt Resonanz auf?), die
volle Breite2� in halber Höhe19 (Wie scharf ist die Resonanz?) und das Gesamtgewicht in der
Resonanz, das ist die Gesamtfl¨ache unter der Resonanzkurve.
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Abbildung 9.9: Kurve der LorentzfunktionL�(x � x0) mit den Kenngr¨oßen Positionx0 und
Breite FWHM= 2�. Die Fläche unter der Lorentzkurve ist ¨ublicherweise auf 1 normiert.

Im Fall des ged¨ampften harmonischen Oszillators sind diese Kenngr¨oßen der Resonanz gegeben
durch die Position!0, die Breite1=� und das Gesamtgewicht�mf 2

0 =4.
Resonanzverhalten in Form einer Lorentzkurve ist in der Physik sehr weit verbreitet, da man
überall schwingungsf¨ahige Systeme antrifft: in der Atom- und Molek¨ulphysik, der Kernphysik,
der Festk¨orperphysik, der Hochenergiephysik usw..
Eine abschließende Beobachtung ist, daß die Lorentzkurven f¨ur verschwindende Breite gegen
die Æ-Distribution konvergieren

lim
�!0+

L�(x) = Æ(x) :

Diese Darstellung einerÆ-Distribution ist in der Physik weitverbreitet.

19In den englischsprachigen Artikeln “full width half maximum” und kurz FWHM.
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