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Aufgabe 12 (6 Punkte): Zur kovarianten Ableitung
1. Die allgemeine kovariante Ableitung V; bedarf nur eines Zusammenhangs I"* ik wobei der
Zusammenhang zuerst in keiner Verbindung zur Metrik steht:

viT’, =0T, +17,.T% —T%,T,.
Zeigen Sie nun, dass die zwei Bedingungen
Qiji = =Vigk =0, T =21 =0

dquivalent dazu sind, dass der Zusammenhang I ik das Christoffel-Symbol 2. Art ' ik ist.
Sind die Groflen @y und T ijk, die Nicht-Metrizitit und Torsion heiflen, Tensoren?

Diese Zusammenhénge (im wahrsten Sinne des Wortes) sind besonders gut in Schrodingers
Buch Die Struktur der Raum-Zeit dargestellt.
2. Sei v* ein Vektorfeld und v’ := \/—g v’ die zugehorige Vektordichte. Beweisen Sie
, 1 ‘ A .
Vv = \/7_79 0; (v/—gv') oder V;u'=09;v".
3. Der kovariante Wellenoperator fiir ein skalares Feld ¢ ist durch

O¢:=V'V; ¢

erklért. Schreiben Sie dies mit Hilfe des letzten Aufgabenteiles in einen Ausdruck um, der nur
partielle Ableitungen enthilt. Berechnen Sie als Beispiel den Wellenoperator in 3-dimensionalen
Kugelkoordinaten.

4. Beweisen Sie, dass in der Ndhe des Ursprungs eines Riemannschen Normalkoordinatensy-
stems (&' < 1)

1
gij(0+&) = mij + ng‘kzj‘(O) ghel 4.

gilt. Geben Sie eine physikalische Deutung.

Aufgabe 13 (8 Punkte): Algebraische Eigenschaften des Kriimmungstensors
In der ersten algebraischen Identitdt des Kriimmungstensors

Rijri = —Riji  oder  Rjjp) =0



kommt zum Ausdruck, dass die letzten beiden Indizes des Kriimmungstensor mit einem
Fléchenelement (einem Bivektor), das immer antisymmetrisch ist, ,gefiittert“ werden wol-
len. Die Antisymmetrie in den letzten beiden Indizes ist direkt aus der Definition ersichtlich
und gilt ebenso fiir beliebige, asymmetrische Zusammenhénge.

Die zweite algebraische Identitét

Rijki = —Rjiry  oder R =0

lasst sich fiir den Fall eines symmetrischen Zusammenhangs (Christoffel-Symbol) recht ein-
fach nachrechnen, gilt aber auch noch in allgemeineren Féllen wie in einem Riemann-Cartan-
Raum'. Koénnen Sie sich denken, welche anschauliche Bedeutung die 2. algebraische Identitét
hat?

1. Die 3. algebraische Identitéit ist eine Spezialitdt des Riemannschen Raumes. Zeigen Sie,
dass fiir den Fall, in dem der Zusammenhang das Christoffel-Symbol ist,

B =0
gilt.

Nur wenige Komponenten des Kriimmungstensors sind unabhéngig, die folgenden Aufgaben
sollen der Vergréferung der Einsicht in diese Strukturen dienen.

2. Wie viele unabhingige Komponenten hat der Kriimmungstensor im Riemann-Cartan
Raum, indem wir nur die 1. und 2. algebraische Identitdt annehmen? Wie ldsst sich die

Kriimmung in diesem Fall als Matrix représentieren?

3. Zeigen Sie die folgende Aquivalenz fiir einen beliebigen 4-stufigen Tensor:

Rijry = 0

Rijgy = 0 R
R - 0 (i5)kl

i)kl = = . — g

R - - 0 Rz]kl Rklz]

il Ryjrg = 0

Machen Sie sich auch durch Abzihlung der Bedingungsgleichungen die Konsistenz klar.?

'Raum, in dem neben der Kriimmung auch noch die Torsion auftritt.

2Hinweis: Es gibt sicher viele Moglichkeiten, Obiges zu beweisen. Falls Thnen nichts Besseres einfillt, kénnen
Sie ja die folgende Formel verwenden, die fiir jeden 4-stufigen Tensor gilt, der die 1. und die 2. algebraische
Identitét erfillt: Tijne — Thii; = % (Tj[lki] + Tz + Tigjna) + Ti[k:lj])



