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Aufgabe 12 (6 Punkte): Zur Zerlegung der Krimmung

a) Zeigen Sie durch explizites Nachrechnen, dass die in der Vorlesung eingefithrten Ten-

soren E;j;; und S;ji; dieselben Symmetrien wie der Riemannsche Kriimmungstensor
haben.

b) Rechnen Sie nach, dass E*;%; = 0 gilt, und dass daraus und den Symmetrien aus Teil
a) folgt, dass E;j; = 0 fiir n = 2 gilt.

c) Rechnen Sie ebenfalls nach, dass C’ijki = Cijji = 0, und dass analog zu b) das Ver-
schwinden von Cjjy; fiir n < 3 folgt.

Aufgabe 13 (10 Punkte): Konforme Transformationen
Zwei Metriken g und g heiBen konform zueinander, falls es eine nirgends verschwindende,
differenzierbare Funktion Q(z) gibt, sodass

gab(m) = 92(]:) Yab -

a) Beweisen Sie, dass Winkel zwischen zwei Vektoren unter einer konformen Transforma-
tion erhalten bleiben.

b) Rechnen Sie nach, dass sich das Christoffel-Symbol unter einer konformen Transforma-
tion wie B . . . _ _
szlc ZFij-i-Sij, SzijQ(SEjO'k) —gjkO'Z, o; ZaiIOgQ

verhélt. Ist Sijk ein Tensor?

c) Zeigen Sie, dass lichtartige Geoddten beziiglich einer Metrik g;; ebensolche fiir eine
konform transformierte Metrik sind.

Eine einfache doch lingliche Rechnung zeigt, dass

. . . 1
Rju = B jr — 49" gimiw Sl Sig = 0ij — 0i0 + 5 9ij oxo”

gilt. Ein Raum heifit dann konform flach, wenn sich durch eine konforme Transformation
R'j; = 0 erreichen lisst, d. h. falls

gij(z) = Q*(z) nyj .

d) Zeigen Sie, dass der Weyl-Tensor konform invariant ist.



e) Beweisen Sie, dass jeder 2-dimensionale Raum konform flach ist.
Tipp: Betrachten Sie die Transformation des Kriimmungsskalares!

In 3 Dimensionen finden wir mithilfe der Zerlegung des Kriimmungstensors
Rjp = R —4.9"™ Glum)6S1)17] -
==29"" gimi e Ly 51
FEin 3-dimensionaler Raum ist also konform flach, falls
1
Lij = =28ij = —2(03;; — 0305 + 3 Yis ara®) , (%)

wobei g; = 0;1log Q2. Man kann diese Gleichung als System partieller Differentialgleichungen
fiir die Funktion Q(z) lesen. Wann gibt es ein solches 27 Dazu miissen gewisse Integrabilitits-
bedingungen erfiillt sein. Zunéchst muss offenbar L;;; = 0 gelten, da Sj;;; = 0 ist. Die néchste
Integrabilitidtsbedingung erhélt man, wenn man (*) differenziert und dann antisymmetrisiert.
Es zeigt sich dann, dass

Cijk =2V ;L =0 Cotton-Tensor

notwendig und hinreichend fiir die Integrabilitit von (*) ist'. Ubrigens ist der Cotton-Tensor
nur in genau 3 Dimensionen konform invariant.

In n > 3 kommt der Weyl-Tensor ins Spiel. Da dieser konform invariant ist, lisst er sich nicht
durch eine konforme Transformation zu Null transformieren. Ein Notwendiges Kriterium fiir
konforme Flachheit in n > 3 ist daher C;;;; = 0. Der verbleibende zweistufige, durch L;;
gegeben Anteil der Kriimmung lésst sich wieder dann zum verschwinden bringen, wenn die
oben angegebene Integrabilititsbedingung

Cijk =0
erfiillt ist.
f) Beweisen Sie mit Hilfe der 2. Bianchi-Identitét, dass fiir n > 4
Cijt=0 =Cjp=0
folgt. Berechnen Sie ferner die Spur C;;* des Cotton-Tensors.

Deshalb ist also das Verschwinden des Weyl-Tensors notwendig und hinreichend fiir konforme
Flachheit in n > 4.

Aufgabe 14 (4 Punkte): Berechnung des Krimmungstensors
Machen Sie sich damit vetraut, wie man den Kriitmmungstensor mithilfe eines Computeralgebrasys-
temes berechnet. Betrachten Sie als Ubung

a) die 2-dimensionale Sphire (“Radius” Ry = const.) mit der Metrik
ds? = Ry? (d92 + sin? 9d<,02)
b) die konform flache Metrik
9i5 = V' (x,y,2) mij

fiir den 3-dimensionalen euklidischen Raum.

!Siehe etwa J. A. Schouten: Ricci calculus, Springer, Berlin 1954.



