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1 Singularitat und Singularitatentheoreme

Bisher haben wir uns in der Vorlesung zur “Allgemeinen Relativitdtstheorie und Kosmologie*
vor allem mit Situationen mit einer hohen Symmetrie wie sphirisch symmetrischem Kollaps
und dem homogenen, isotropen Universum (nach dem kosmologisches Prinzip) befasst. Bei den
Singularititentheoremen geht es um die Frage, was in einer allgemeineren Raumzeit passiert.
Fiihren nichtsphérische Kollapse zu singuldren Situationen und was passiert in einem allgemei-
nerem Universum, in dem die (relativ starke) Annahme der Homogenitidt und Isotropie fallen
gelassen wird?

1.1 Definition einer Singularitat

Zuerst miissen wir uns klarmachen, was wir unter einer Singularitit verstehen wollen (fiir aus-
fithrlichere Diskussion siehe [11]). Intuitiv ist klar, dass eine Singularitét angezeigt wird dadurch,
dass eine physikalische (z.B. Dichte) oder geometrische (z.B. Kriimmung) Grofe explodiert und
uns quasi um die Ohren fliegt. Diese Definition bringt aber einige Schwierigkeiten mit sich:



e singuldre Punkte gehoren per Definition nicht zur Raumzeit, bzw. konnen aus dieser aus-
geschnitten werden, sodass die zuriickbleibende Mannigfaltigkeit in jedem Falle regular ist

e die Charakterisierung von Singularititen ist schwierig, da z.B. die Divergenzen des Kriim-
mungstensors von einer ungiinstigen Wahl der Basis abhédngen kénnen und selbst wenn man
nur Kriimmungsinvarianten nutzt, kann es passieren, dass alle diese Grofen verschwinden
und trotzdem Singularitéten bleiben (|21]). Dies ist eine Eigenschaft der Lorentzschen Geo-
metrie, in der die Zeitachse eine andere Signatur als die Raumachsen hat

Von daher definiert man Singularititen iiber die Unvollstindigkeit von Kurven in der Raumzeit
(man nimmt normalerweise Geodéten, obwohl es auch Raumzeiten mit vollsténdigen Geodéten,
aber unvollstédndigen zeitartigen Kurven gibt, siehe [11]| oder [15], S. 257f), sozusagen als “Zeiger
auf die “Locher” in der Raumzeitmannigfaltigkeit. Gewohnlich werden nur kausale Kurven (zeit-
artig oder lichtartig) betrachtet, obwohl im Allgemeinen auch raumartige Kurven Singularititen
definieren.

Als minimale Bedingung fiir eine singularititenfreie Raumzeit ist daher nach Hawking & Ellis
(|15]) zeitartige und lichtartige Geodatenvollsténdigkeit zu fordern (Hawking & Ellis unterschei-
den zwischen metrischer, geodétischer und biindelartiger Vollstandigkeit). Von daher benutzen
wir folgende Definition von Singularitéten (Zusatz mit eingebettetem Raum aus [16] S.15)

Def Eine Raumzeit ist singuldr, wenn in ihr unvollstindige zeitartige oder lichtartige
Geoditen existieren und sie nicht in eine grofere Raumzeit eingebettet werden kann

1.2 Annahme tiber die Raumzeit in den Theoremen

Wie bei jedem mathematisch zu beweisendem Theorem braucht man gewisse Annahmen (es sei
den es handelt sich um logische Wahrheiten). Es gibt viele verschiedene Singularitdtentheoreme,
man kann aber meist zwischen vier Klassen an Annahmen unterscheiden (|10], S.2)

Die klassische Raumzeit erfiillt die Einstein-Gleichungen (hier ohne kosmologische Kon-
stante A), d.h. es gilt

1
Gab = Rab - §gabR = 81l y.

Das bedeutet, dass wir im Giiltigkeitsbereich der klassischen Allgemeinen Relativitit ar-
beiten

e Es gibt einen Energie-Impuls-Tensor, der gewisse Energiebedingungen erfiillt (s. S. 3) (es
gibt allerdings auch Singularitétentheoreme, die ohne Energiebedingung auskommen (s. |6],
dort wird die Singularitit gezeigt, durch Ausnutzen, dass die inflationédre Phase nicht ewig
gedauert haben kann, ohne den Energie-Impuls-Tensor zu gebrauchen)

e “Besondere” physikalische Situationen als Eingangsbedingung wie die Existenz von “ge-
fangenen Oberflaichen”, wie sie z.B. bei schwarzen Lochern auftreten konnen oder eine
Bedingung an die Entwicklung des Universums, wie einen Zeitpunkt, ab dem das ganze
Universum expandiert. Diese Annahme ist notwendig, da es nichtsinguldre exakte Losun-
gen der Einstein-Gleichungen gibt, wie z.B. bei einem statischen Stern. Allerdings scheint
z.B. die Annahme, dass Gravitation stark genug ist, um gewisse Regionen zu fangen, nicht
unnatiirlich

e kausales Verhalten der Raumzeit, das iibersetzt wird in globales topologisches Verhalten
wie z.B. ein global hyperbolisches Universum



Def eine offene Menge U heilst global hyperbolisch, wenn
(vgl.[15], S. 206 und [16], S. 8, einfachere Definition s.S. 6)
-VPunkte p, ¢ € U : der Schnitt aus Zunkunft von p und Vergangenheit
von ¢ kompakt ist und enthalten in U (I (p) NI~ (¢) C U und ist kompakt)
-starke Kausalitdatsbedingung gilt in U, was bedeutet, dass keine geschlossenen
oder fast geschlossenen zeitartigen Kurven in U enthalten sind

Die Annahmen iiber die kausale Struktur der Raumzeit sind vielleicht die gesichertsten der ganzen
Vorraussetzungen. Trotzdem gibt es Theoreme, die ohne diese Bedingung auskommen (s. [15],
S. 272). Die Raumzeit sollte so beschaffen sein, dass sie kausales Verhalten zuldsst, wir also
geschlossene zeitartige Kurven verbieten. Dadurch wird eine globale Zeitrichtung ausgezeichnet.
Aufserdem brauchen wir die kausale Bedingung, um die Existenz von Geodédten mit maximaler
Eigenzeit zwischen zwei Raumzeitpunkten zu sichern, was zu Geodéaten ohne Verklumpung fiihrt.
Im folgenden untersuchen wir einige Energiebedingungen

e schwache Energiebedingung Vzeitartige Geodéten £ : T,,£%€? > 0. Dies besagt, dass
die lokale Energiedichte im Ruhesystem nicht negativ ist. Diese Energiebedingung sollte,
vom klassischen Gesichtspunkt her, fiir alle im Universum vorkommende Materie erfiillt
sein. Auch gilt dies lokal fiir den quantenmechanischen Erwartungswert des Energie-Impuls-
Tensors. Aus Stetigkeitsgriinden folgt diese Bedingung auch fiir lichtartige Geodéten, wenn
wir £ dem Nullvektor annihern

e gemittelte schwache Energiebedingung Vzeitartige Geoditen £ : fTabgafde > 0,
bzw. mit affinem Parameter A bei lichtartige Geodéten. Diese Energiebedingund ist noch
schwécher, da sie der lokalen Energiedichte erlaubt, in einigen Regionen sogar negativ zu
sein

e starke Energiebedingung Vzeitartige Geodiiten £ : T,,£%° > 1/2¢%,T, wobei T = T¢.
In einem Bezugssystem, in dem T}, diagonal ist, bedeutet diese Bedingung, dass mit der
lokalen Energiedichte p und dem lokalen Druck p; gilt: p+ > p; > 0. Die starke Energiebe-
dingung ist, wie der Name schon sagt, stiarker und gilt fiir alle “normale* Materie. Allerdings
gibt es Skalarfelder, die diese Bedingung verletzen (siehe dazu |15], S. 95)

e generische Energiebedingung (|16], S.14) die starke Energiebedingung gilt und jede
zeitartige oder lichtartige Geodéte enthélt einen Punkt, an dem g[aRb}cd[egf]gcgd # 0 gilt.
Diese Bedingung wird von vielen exakten Losungen erfiillt, aber von einigen speziellen nicht.
Von “normalen®, generischen Losungen sollte die Bedingung allerdings erfiillt werden. Wenn
sie gilt, wird jede Geodéite eine gravitativ fokussierte Gegend antreffen

e dominante Energiebedingung Vzeitartige Geodiiten £% @ T,,£%% > 0 und T¢, ist
nicht raumartig (siehe [15], S.91ff)

Die Raychaudhuri-Gleichung lautet (Herleitung s. z.B. [24])

do 1
EVO = — = =207 — 040" + W™ — Rt ¢’
dr 3
mit der Dilatation ©, der Scherung ¢ und der Rotation w. Wir formulieren die Gleichung als
do

— = —Ry&"¢" + Rest
dr

hierbei wird mit “Rest“ der Rest bezeichnet, welcher fiir rotationsfreie Geodéiten nicht positiv
ist. Zu der Herleitung dieser Gleichung wurde “keine Physik® benutzt, sondern nur geometrische
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Eigenschaften. Erst die positive Energiebedingung in den Einsteingleichung fiihrt zu einem positi-
ven Kriimmungstensor. Damit sehen wir auch, dass % < 0 gilt, was bedeutet, dass die Geodéaten
im gravitativen Feld gebiindelt werden und somit zur Verklumpung neigen. Dies ist konsistent
mit Vorstellung der attraktiven Wirkung der Gravitation.

1.3 Theoreme

Die Singularititentheoreme werden nun typischerweise formuliert, indem man in einer verniinf-
tigen Raumzeit arbeitet, also mit der Allgemeinen Relativititstheorie, und dort zum einen eine
Energiebedingung annimmt. Diese iibersetzt sich mit den Einsteingleichungen in eine positive
Kriimmungsbedingung und fiihrt zum Zusammenlaufen der Geodédten und “Verklumpung®“ von
Geodétenfamilien. Zum anderen stellen wir Kausalitdtsbedingung, die sich in topologische Eigen-
schaften der Raumzeit wie globale Hyperbolizitdt oder rdumliche Nichtkompaktheit formuliueren
lassen. Diese erlauben eine Verbindung von Eigenschaften der Geoditenfamilien mit denen der
Raumzeit. Auferdem nehmen wir eine geeignete Eingangs- bzw. Randbedingung an, wie ein
tiberall expandierendes/sich zusammenziehendes Universum (Kosmologie) oder die Existenz von
gefangenen Flachen an.

Der Beweis skizziert sich haufig folgendermafen; die physikalischen Eingangsbedingungen stel-
len sicher, dass es Geoditenfamilien gibt, die sich aufeinander zu bewegen, wie fiir gefangene
Oberflachen bei Schwarzen Lochern oder im kosmologischen Fall ein Zeitursprung, ab dem alles
expandiert oder ein geschlossenes Universum. Die Energiebedingung wird mit der Einsteinglei-
chung in eine Kriimmungsbedingung iibersetzt, die mit der Raychaudhuri-Gleichung zu einer
Fokussierung der Geodéten fiihrt. Mit den Eingangsbedingung folgt, dass dies in endlicher Zeit
geschieht. Die kausale Bedingung, iibersetzt als topologische Bedingung fiihrt zu Geodéaten mit
maximaler Eigenzeit und somit zum Nichtvorhandensein von Verklumpungspunkten. Daraus fol-
gert man einen Widerspruch zur Vollstandigkeit der Geodéaten.

Die Einsteingleichungen, also die Dynamik des Gravitationsfeldes wird eigentlich nur gebraucht,
um die Energie- in eine Kriimmungsbedingung zu verwandeln.

Mit diesen Theoremen wurde durch Hawking und Penrose in den 1960er Jahren gezeigt, dass, im
Rahmen der Giiltigkeit der Allgemeinen Relativitdtstheorie unter verniinftigen Annahmen, die
unser Universum zu beschreiben scheinen, die Existenz von Singularititen unvermeidbar ist.
Durch die Singularitdtentheoreme kann man die Stabilitdt von Singularititen, die in symmetri-
schen Losungen auftauchen, unter nicht-symmetrischen Stérungen sehen (z.B. bei der Schwarz-
schildgeometrie, siehe [4] §2.2.4). Allerdings sind einige der Vorraussetzungen fiir die Theorem
unter Umstanden zu stark. Die stérksten Theoreme (schwichsten Annahmen) zeigen, dass zu-
mindest eine unvollstéindige Geodite existiert, sagen allerdings nichts iiber die generelle Struktur
der Raumzeit aus. Es sind auch (nicht ganz realistische) Losungen, in denen einige Vorraus-
setzungen erfiillt sind und keine Singularititen auftreten, bekannt (s. §3). Die Frage ist also,
welche Vorrausetzungen man verwenden darf. Beispielsweise ist die Giiltigkeit der Allgemeinen
Relativitidtstheorie an Singularitdten im Prinzip hinféllig.

2 Singularitaten in Kosmologie und in Schwarzen Lochern

Die Singularititentheoreme verweisen auf zwei verschiedene Arten von Singularititen. Zum einen
verweisen sie auf in der Zukunft liegende Singularititen, dabei konnte es sich um den Kollaps
von Sternen oder anderen massiven Objekten handeln. Diese Singularititen bedeuten ein Ende
der Zeit, zumindestens fiir die Objekte, die sich auf den unvollstindigen Geodaten bewegen.
Zum anderen wird eine in der Vergangenheit liegende Singularitit vorrausgesagt zu Beginn der



gegenwartigen Expansion des Universums, also einem Urknall oder Big Bang.

So wurde in einem frithen Theorem von Penrose 1965 ([18]) gezeigt, dass bei der Existenz von
gefangenen Flichen Singularititen folgen, die sich in der Zukunft befinden. Im selben Jahr ent-
deckte Hawking (|13]), dass man das Argument von Penrose auch umdrehen, also die zeitge-
spiegelte Version betracheten kann. Eine umgekehrte gefangene Fléche, die sehr grofs sein kann
(kosmologische Mafstéibe), fiihrt (zusammen mit Kausalitdtsannahmen) zu einer Singularitéit in
der Vergangenheit.

Da der singulidre Punkt per Definition nicht zur Mannigkaltigkeit gehort, konnen dort die Ein-
steinschen Feldgleichungen nicht formuliert werden und wir kénnen physikalisch nichts iiber die
Singularitdt aussagen. Das bedeutet, dass die Allgemeine Relativitdt in dem Sinne unvollstindig
ist. Mit der Ursprungssingularitit scheint die einzige Moglichkeit umzugehen, indem man eine
gemeinsame Theorie der Gravitation und der (Quantentheorie beachtet.

2.1 neue Definitionen

Um uns das Verhalten der Singularitdten weiter anzuschauen, fithren wir zuerst einige Definitio-
nen ein. Diese sind im Wesentlichen an [24]| angelehnt.

Def Eine differenzierbare Kurve A\(t) wird in Zukunft/Vergangenheit gerichtete Kurve
genannt, wenn Vp € A die Tangente t* ein in die Zukunft/Vergangenheit gerichteter
Vektor ist, was bedeutet, dass er in der “Zukunftshilfte, bzw. “Vergangenheitshalfte®
des Lichtkegels liegt. A heilt in Zukunft/Vergangenheit gerichtete kausale Kurve,
wenn Vp € A\ die Tangente t* entweder in Zukunft /Vergangenheit gerichteter
zeitartiger oder lichtartiger Vektor ist

Wir wollen festlegen, was wir unter der Zukunft und Vergangenheit verstehen. Dabei unterschei-
den wir zwischen chronologischen (zeitlichen) und kausalen Begriffen.

Def  die chronale Zukunft/Vergangenheit I /1~ (p) eines Punktes p der Raumzeit (M, gq»)
ist definiert als IT/I~(p) := {q € M|3 in Zukunft/Vergangenheit gerichtete
zeitartige Kurve A(¢) mit A(0) = p, A(1) = ¢}

Def  die kausale Zukunft/Vergangenheit J*/J~(p) eines Punktes p der Raumzeit (M, gup)
ist definiert als J*/J (p) := {¢ € M|3 in Zukunft/Vergangenheit gerichtete
kausale Kurve A(¢) mit A(0) = p, A(1) = ¢}

Def die chronale/kausale Zukunft/Vergangenheit 1=, J* einer Menge an Punkten in M
ist die Vereinigung der Zukiinfte/Vergangenheiten an den Punkten der Menge

Def eine Untermenge S C M heilkt achronal, falls
Ap,q€S: qeIt(p),dh. IT(S)NS=10

Def  eine Raumzeit (M, gqp) heilt stark kausal wenn Vp € M und
YUmgebungen O von p : 3Umgebung V von p C O s.d. keine kausale Kurve V'
mehr als ein mal schneidet (wenn (M, g,) nicht stark kausal ist, kommt sich eine
kausale Kurve in Umgebung von p beliebig nahe und schneidet sich selbst)

Def  sei S eine geschlossene, achronale Menge (mit Rand mdglich). Die
Zukunfts-/Vergangenheitsabhingigkeitsdomdne von S ist
D*(S)/D=(S) := {p € M]|jede in Vergangenheit/Zukunft gerichtete, unerweiterbare,
kausale Kurve durch p schneidet S},
die Abhéngigkeitsdoméne von S ist D(S) := DT (S)U D~ (5)
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Def  eine geschlossene achronale Menge Y der Raumzeit (M, g4), fiir die
DY) = M gilt, heikt Cauchy-Fliche

Wir kénnen nun auch eine einfache Definition fiir eine global hyperbolische Raumzeit geben
Def enthilt eine Raumzeit (M, gqp) eine Cauchy-Fliche >, so heilit sie global hyperbolisch

Def fiir eine geschlossene achronale Menge S ist der Rand der Abhéngigkeitsdoméne
der Cauchyhorizont H(S) := D(S) = H*(S)U H~(S)

Def unter einer Anfangsdatenmenge verstehen wir ein Tripel (37, hap, Kap),
wobei ) eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit mit Riemannscher Metrik hgy, ist
und K, ein symmetrisches Tensorfeld, die induzierte dufkere Kriimmung ist

Haufig will man ein isoliertes System wie beispielsweise einen einzelnen Stern betrachten. In dieser
eigentlich natiirlich nicht realisierbaren, idealisierten Situation kann dann der Einfluss von weit
entfernter Materie und der kosmologischen Kriimmung vernachlissigt werden. Wir suchen also
eine asymptotisch flache Raumzeit, d.h. die Gravitation soll bei grofen Distanzen verschwinden.
Allerdings ist dies in der Allgemeinen Relativitdt nicht ganz so einfach. Wir haben keine fla-
che Hintergrundmetrik 7,,, womit der Abfall von der realen, physikalischen Metrik g,, bestimmt
werden koénnte, wir haben also kein natiirlisches globales Koordinatensystem um z.B. die Radi-
alkomponente r fiir die Abfallraten zu beschreiben. Wir suchen also eine prizise Vorstellung von
asymptotischer Flachheit und ein Verstindnis von Grenzverhalten r — co.

Wir fiihren in die reale, physikalische Raumzeit angendherte Grenzen, “Punkte an Unendlich®
ein und schaffen damit eine {inphysikalische“ Raumzeit (M, g,). Eine prizise Definition von
asymptotisch flach kann dann so formuliert werden (vgl. [24])

Def eine Anfangsdatenmenge (>, hap, Kgp) heifit asymptotisch flach, wenn Eli, s.d.

-3 “Punkt an Unendlich“ A € 3 : Jkonforme Isometrie ¥ : " — (32 \ A) mit
By = Q20 hyy, auf (3°\ A)

-Qc C? an A und
C* sonst auf 2, solange hagy € C7% an A und O sonst auf >

-Q(A) =0 und limy D, = 0 wiihrend Q_I(Dabbﬁ — 2}~Lab) einen endlichen,
richtungsabhingigen Grenzwert an A annihert, an dem D, der
Ableitungsoperator assoziiert mit h,y, ist

~der “unphysikalische“ Ricci-Tensor ) R,, und ¥* K, haben angemessenes
Grenzverhalten an A, d.h. QY2 ® R, und QU* K, gehen gegen endliche,
richtungsabhingige Grenzwerte an A

2.2 kosmische Zensur

Fiir die zukiinftigen Singularititen scheint es eine besondere Eigenschaft zu geben, die (von Pen-
rose) kosmische Zensur genannt wurde. Dies besagt, dass die Natur nackte Singularitéten verab-
scheut. Man kann also demnach nicht z.B. die Singularitéit eines schwarzen Loches beobachten.
Der Zusammenbruch der Theorie wirkt sich also (klassisch gesehen) nicht auf den Auflenraum
aus.

Um die Vermutung der kosmischen Zensur genauer zu fassen, definieren wir uns zunéchst, was
wir unter einem Schwarzen Loch verstehen wollen, der Gegend, die so etwas wie eine “Region
ohne Entkommen* darstellen soll.



Def  sei (M, gu) eine asymptotisch flache Raumzeit mit assoziierter “unphysikalischer®
Raumzeit (M, §as). (M, gap) heikt stark asymptotisch vorhersagbar, wenn
3 Region V. C M mit M NJ=(Z+) €V : (V,jw) global hyperbolisch. Eine stark
asymptotisch vorhersagbare Raumzeit (M, g4) enthalte ein Schwarzes Loch, wenn M
nicht in J~(Z). Die Schwarz-Loch-Region B ist definiert als B := M\J(ZT).
H := 0B = J (I%)N M ist der Ereignishorizont. Eine asymptotisch flache Raumzeit,

die nicht stark asymptotisch vorhersagbar ist, besitzt nackte Singularititen

Das bedeutet, dass keine Singularitiit in (M NV) D (MNJ=(Z+)) von einem Beobachter gesehen
werden kann, ausgenommen wird hier eine Anfangssingularitit wie z.B. ein Weifes Loch.

Ein weifles Loch kann analog definiert werden, indem J~(Z") durch J™(Z7) ersetzt wird. Es ist
zu erwahnen, dass unsere Definition einer stark asymptotisch vorhersagbaren Raumzeit (kommt
aus [24|) von der Definition von Ellis & Hawking (|15]) abweicht, da wir eine andere Notation
der asymptotischen Flachheit verwenden.

Existieren in einer Raumzeit Singularititen, bedeutet dies nicht, dass Schwarze Locher existieren,
da Singularitdten nackt sein konnen, d.h. die Raumzeit nicht stark asymptotisch vorhersagbar sein
muss. Wenden wir uns nun der Vermutung zu, dass wir keine solchen nackten Singularititen, wie
sie in Schwarzen Lochern vorkommen sollten, beobachten kénnen. Dies kann wie folgt formuliert
werden.

Kosmische Zensur (Vermutung, schwache Version) Sei (>, hqp, Kqup) eine asymptotisch flache
Anfangsdatenmenge fiir die Einsteingleichungen mit einer vollstindigen
Riemann-Mannigfaltigkeit (3, hqp). Ty erfiille eine Energiebedingung
und die Einsteingleichungen als quasilineares, diagonales, hyperbolisches
System zweiter Ordnung. Aufserdem erfiillen die Anfangsdaten des
Materiefeldes auf ) geeignete asymptotische Abfallbedingungen bei
der rdumlichen Unendlichkeit. Dann, so die Vermutung, ist die maximale
Cauchy-Entwicklung dieser Anfangsbedingungen eine asymptotisch flache,
stark asymptotisch vorhersagbare Raumzeit.

Etwas anschaulicher formuliert besagt die Vermutung, dass der gravitative Kollaps eines Kérpers
immer zu Schwarzen Lochern und nicht zu nackten Singularitéten fiihrt, was bedeutet, dass alle
durch den gravitativen Kollaps entstandenen Singularititen versteckt sind in Schwarzen Léchern
und demnach nicht von entfernten Beobachtern gesehen werden konnen.

Penrose schligt 1979 eine stirkere Version der Vermutung vor. Als einzige Bedingung an T},
stellt er die Energiebedingung. Wenn die maximale Cauchyentwicklung der Anfangsdaten er-
weiterbar ist, dann soll Vp € HT(>_) in jeder Erweiterung entweder die starke Kausalitit an p

zusammenbrechen oder I+(p)2 nicht kompakt sein.

Davon kénnen wir uns wieder eine physikalischere Formulierung anschauen. Die starke Vermutung
besagt, dass alle physikalisch verniinftigen Raumzeiten global hyperbolisch sind, d.h. abgesehen
von einer Anfangssingularitéit (Urknall) keine Singularitéten jemals fiir einen Beobachter sichtbar
werden.

Diese Formulierung ist stiarker als die erste Vermutung, da sie auf alle Beobachter, nicht nur auf
weit entfernte in asymptotisch flacher Raumzeit zutrifft.

Es ist meines Wissens nicht bewiesen, ob die kosmische Zensur wirklich wahr ist. (s. dazu auch
[16], S.32-34), jedenfalls ist sie nach Wald “the key unresolved issue in the theory of gravitational
collapse“ ([24], S. 303). Sie scheint unter Einbeziehung der Quantenmechanik verletzt zu sein,
wie das Verdampfen Schwarzer Locher zeigt.
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Abbildung 1: Ein kollabierender Stern, eingebettet in eine Mannigfaltigkeit mit Rand (aus [16])

2.3 Ende?

Die folgenden Betrachtungen sind nur in klassischen Fall zutreffend. In den Standardmodellen der
Kosmologie (Friedman, Lemaitre, Robertson, Walker; FLRW) hat der Urknall verschwindenden
(bzw. nahe bei 0 liegenden) Weyl-Tensor (fiir Dimension n > 3)

2
C'o,bcd = Rapea + —(ga[dRc}b + gb[cRd]a> +

2 R
n—29 (n — 1)(n _ 2) Ja[cd)b,

der die Gezeitenkrifte eines sich auf einer Geodéte bewegenden Korpers beschreibt.

Es gibt auch Betrachtungen zum umgekehrten Fall, ndmlich dass ein Universum mit Anfangssin-
gularitidt von konform reguldrem Typ mit verschwindendem Weyl-Tensor und einigen geeigneten
Zustandsgleichungen ein FLRW-Universum sein muss (s. [17]).

Auf der anderen Seite haben Schwarze (und falls sie existieren Weife) Locher im Normalfall
divergierenden Weyltensor (bzw. dieser nimmt sehr grofe Werte an). Allerdings muss man mit
Weifen Lochern vorsichtig sein, da sie dem zweiten Haupsatz der Thermodynamik widersprechen
([16]). Daher formulieren wir die (phéanomenologische)

Weylsche Kriimmunghypothese
-Anfangssingularititen miissen verschwindenden (oder sehr kleinen) Weyl-Tensor haben
-Endsingularititen haben keine solche Einschriankung

Das bedeutet, das Universum hat mit einem Urknall (Big Bang) begonnen und hat zwei wesent-
liche Moglichkeiten, zu “enden®. Im offenen Universum haben die entstehenden Schwarzen Lcher
divergierenden Weyl-Tensor, im geschlossenen Fall wiirde der Weyl-Tensor fiir die Endsingula-
ritdt auch divergieren und das Universum wiirde in einem Endknall (Big Crunch) enden (siehe
Abb. 2). Durch diese Vermutung konnte auch eine Richtung der Zeit festgelegt werden (|16]). Die
Wahrscheinlichkeit, dass eine solch spezieller Anfangszustand vorlag, ist, im Vergleich zu einem

anderen Anfangszustand etwa
17u 10 ([16])

Das bedeutet, dieser Zustand besitzt eine viel geringere Entropie und das Universum entwi-
ckelt sich von einem Zustand niedriger Entropie zu einem mit héherer. Weiterfithrende Theorien
konnten eventuell einen Grund fiir die Zeit-Asymmetrie liefern, z.B. die Weylsche Kriimmungs-
hyphothese bestéatigen.

Als mogliche Endszenarien seien hier nur fiinf Varianten genannt
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Abbildung 2: zur Weylschen Kriimmungshyphothese (aus |16])

e big crunch: dies ist sozusagen das Gegenstiick zum big bang am Anfang des Universums.
Das Universum wird sich im Laufe der Zeit immer mehr zusammenziehen und demnach in
einem Endknall, in dem wieder alle Materie in einem Punkt singulir vereinigt ist, vergehen

e big freeze/whimper: hierbei handelt es sich um eine ewige Expansion, allerdings bleibt die
Grofke und Dichte “lokaler Objekte (Menschen, Sterne, Galaxien etc.) erst mal konstant,
die Gravitation gleicht das “Enstehen des neuen Raums” durch die Expansion aus. Aller-
dings wandelt sich die Materie in Strahlung um im Laufe der Zeit bis dann in, je nach
Schitzung 105°...10'%% Jahren alle Protonen zerstrahlt sind (!) und jegliche Strahlung
soweit, ausgediinnt ist, dass die Temperatur des Kosmos bei etwa 0K liegt

e big rip: in diesem hyphotetischem Modell stoppt wie beim big freeze die Expansion des
Universums nie, sondern steigt sogar irgendwann exponentiell an (— “Endknall“). Dadurch
werden auch die “lokalen Objekte immer weiter ausgediinnt, so dass die Dichte und Tempe-
ratur bei gleichbleibender Masse abnehmen. Wichst der Raum je Zeiteinheit irgendwann so
schnell, dass ihn Teilchen auch mit Lichtgeschwindigkeit nicht durchqueren kénnen, so steigt
sogar das Volumen von Schwarzen Lochern, deren Dichte nimmt ab und sie zerfallen. Es
ergibt sich der (etwas traurige) Endzustand, dass jedes “Elementarteilchen® fiir sich selbst
existiert und keine Wechselwirkung mit anderen Teilchen eingehen kann. Zusammenfassend
sagt man, der Skalenfaktor divergiert gegen +o0 in endlicher Zeit

e big brake: in diesem Modell bleibt der Skalenfaktor und dessen erste zeitliche Ableitung end-
lich (und damit der Hubble-Parameter H = a/a regulér), allerdings divergiert die Ableitung
von H (und damit die zweite Ableitung des Skalenfaktor, also dessen Beschleunigung) und
damit eine Kriimmungsinvariante (s. dazu [12]). Das bedeutet, die Entwicklung des Uni-
versums hort in einer endlichen Zeit abrupt auf. In [12| wird dies in Abhéngigkeit eines
Tachyonenfeldes (iiberlichtschnelle, hyphotetische Elementarteilchen) diskutiert

e big bounce: dadurch wird ein zyklisches, oszillierendes Universum beschrieben, d.h. der
Urknall wird als Ergebnis eines friiheren kollabierenden Universums gesehen. Wir brauchen
also nach einem big bang einen big chrunch, der wieder von einem big bang gefolgt wird
usw. um von einem big bounce reden zu konnen. Natiirlich widerspricht diese Mdéglichkeit
dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik

3 Singularititenfreie Raumzeit

Man konnte nun meinen, die Singularititentheoreme verbieten im Allgemeinen Raumzeiten ohne
Singularitdten. Dies stimmt so allerdings nicht. Es lassen sich durchaus viele verniinftige Raum-
zeiten konstruieren, auf die die Singularitdtentheoreme nicht anwendbar sind. Einige gehoren zu



rdumlich inhomogenen Universen, andere enthalten eine kosmologische Konstante und es gibt
weitere Beispiele (sieche dazu [20], Paragraph 7).

Wir wollen hier ein Beispiel einer zylindersymmetrischen Raumzeit untersuchen (aus |7|, das
ganze Beispiel ist auch in aller Kiirze diskutiert in [8]). In Zylinderkoordinaten nehmen wir fiir
das Linienelement folgende Form an

1
ds® = cosh’(act) cosh?(3ar)(—cdt* + dr?) + 9a cosh*(act) cosh™3(3ar)d®*+

cosh™?(act) cosh™%3(3ar)dz*

wobei a = const > 0 ist. Dies ist eine Losung der Einsteinschen Feldgleichungen fiir A = 0 und
einem Energie-Impuls-Tensor einer idealen Fliissigkeit

Top = pugty + P(gap + Uatsp)

mit der Energiedichte der Fliissigkeit
8rG

h= 15a? cosh™*(act) cosh™(3ar)
c

und dem isotropen Druck p. Das Einheits-Geschwindigkeits-Vektorfeld der Fliissigkeit ist
g = (—ccosh?(act) cosh(3ar),0,0,0)

Es ist i.A. keine Geodéite. Die Fliissigkeit erfiille die realistische Gleichung p = 3p (beschreibt
strahlungsdominiertes Universum, kann also fiir die frithe Phase des Universums benutzt wer-
den). Es kann gezeigt werden, dass diese Raumzeit Geodéten-vollstindig und damit frei von
Singularitéten ist (siehe |7|, Paragraph 2).
Die Raumzeit erfiillt die starke Kausalititsbedingung, was bedeutet, dass sie global hyperbolisch
ist und ebenso die dominante Energiebedingung. Berechnen wir die Divergenz der Geschwindig-
keit, ergibt dies

sinh(act)
cosh®(act) cosh(3ar)

Also wird die Geschichte des Universums in zwei Hélften geteilt, eine kontahierende Phase (¢ < 0)
und eine expandierende (¢t > 0). Im letzten Fall folgern wir, dass das Universum dann dberall
expandierend ist. Dies war allerdings eine mogliche dufere Bedingung. Warum kann also dieses
Modell singularitéitenfrei sein?

Die Auflésung des scheinbaren Wiederspruchs zu den Singularitdtentheoremen ist, dass die exakte
Bedingung eines Theorems mit global hyperbolischer Raumzeit impliziert, dass V,u® > b(=
const) > 0 gelten soll, dass also V,u® von unten begrenzt ist durch eine positive Konstante. Dies
ist in unserem Fall allerdings nicht zutreffend, da sinh fiir ¢ = 0 auch 0 ergibt. Dieser winzige
Unterschied erlaubt es unserem Modell frei von Singularitdten zu sein.

Der Widerspruch zum Theorem von Penrose (|18], Theorem 9.5.3 in |24], S. 239f) ergibt sich wie
folgt. Wir wissen bereits, dass die Losung lichtartig Geodaten-vollstiandig ist (singularitétenfrei),
global hyperbolisch ist und dass die starke Energiebedingung gilt. Da das Theorem natiirlich
giiltig ist, darf unser Beispiel keine gefangene Oberflichen besitzen. Rechnungen ergeben, dass
diese wirklich nicht existieren. Somit ist in dieser Losung die Gravitation “nicht stark genug” um
Regionen, wie Schwarze Locher zu erzeugen.

Auch interessant ist, das Theorem von Hawking und Penrose (|14], Theorem 2 in |15|, S. 266f,
oder Theorem 9.5.4 in [24], S. 240f) zu betrachten. Die generische Energiebedingung gilt und
auch die starke Energiebedingung (daraus folgt R,v%® > 0) und die chronologische Bedingung

V,u = 3a
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(d.h. es existieren keine geschlossenen zeitartigen Kurven) sind erfiillt. Also darf, da die Raumzeit
Geoditen-vollstindig ist, keine der drei alternativen Bedingungen gelten. Da wir schon wissen,
dass wir keine geschlossenen gefangenen Fldchen haben, miissen wir nur die anderen beiden
Bedingungen untersuchen.

Die Existenz eines Punktes ¢, so dass auf jeder in Vergangenheit (Zukunft) gerichteten licht-
artige Geodéte von ¢ aus, die Expansion O der lichtartigen Geodéten negativ wird (d.h. dass
die lichtartigen Geodédten von ¢ durch Materie oder Kriimmung fokussieren und dann wieder
auseinanderlaufen). Die Nichtexistenz kann gezeigt werden, indem man zwei Geodatenfamilien
betrachtet. Die radialen lichtartigen Geodéten durch jeden Punkt der Mannigfaltigkeit divergie-
ren aber in der Zukunft (Vergangenheit), wenn sie hinauslaufend (hineinlaufend) sind, so dass ©
nicht negativ sein kann.

Auch die dritte Bedingung, die Annahme einer Existenz einer kompakten achronalen Menge ohne
Rand (d.h. dass (M, gu) ein geschlossenens Universum darstellt) kann zu einem Widerspruch
gebracht werden.

Dieses Beispiel zeigt uns, dass sehr wohl verniinftige klassische iiberall expandierende Modelle
existieren, die die Kausalitdts- und Energiebedingungen erfiillen und trotzdem singularitatenfrei
sind. Damit ist auch die Wichtigkeit der “Eingangsbedingung®, also der physikalischen Annahme
iiber die Raumzeit, unterstrichen.

Dieses Modell trifft leider nicht auf die wirkliche Beschreibung unseres Universums zu, z.B. kann
die hohe Isotropie der Hintergrundstrahlung nicht erklart werden. Allerdings ist die Frage offen,
ob klassische realistische Universen konstruiert werden konnen, auf die die Singularitdtentheoreme
nicht anwendbar sind und deren Geodéten vollstandig sind.

Um dieser Frage weiter auf den Grund zu gehen, haben u.a. Raychaudhuri ([19]) und Senovilla([22])
versucht, die besondere physikalische Bedingung durch rdumliche Bedingungen an die Mittelwer-
te bestimmter Groflen zu ersetzen. Dabei ergibt sich z.B., dass in Modellen, die Kausalitéts- und
Energiebedingung und nichtverschwindende kosmologische Konstante aufweisen, nur die Bedin-
gungen an raumliche Mittelwerte ausreichen, damit alle in Vergangenheit gerichtete zeitartigen
Geoditen unvollstindig sind.

4 Probleme und Auswege

Das Auftreten von Singularititen bereitet einem Schwierigkeiten, da sie unter geeigneten Annah-
men aus der Giiltigkeit der Allgemeinen Relativitit zu folgen scheinen, allerdings gleichzeitig das
Versagen der Theorie an der Stelle ankiindigen. Man konnte daher vermuten, dass der Existenzbe-
weis von Singularititen nur ein Artefakt einer unvollstindigen Theorie ist. Der Zusammenbruch
der Theorie macht es notwendig, sich mit weiterfiihrenden Theorien beschéftigen und zu schauen,
was dann mit den Singularititen passiert.

Ein weiterer ungekldrter Punkt ist, was mit der Materie an der Singularitit passiert, z.B. wenn
sie in ein schwarzes Loch féllt und die Singularitét erreicht. Wird sie dort als “singulire Materie®
erscheinen? Im Rahmen der Allgemeinen Relativitit verliert Materie an der Singularitit ihre
Materieeigenschaften, sonder existiert als “Masse ohne Materie“. Dies wird zumindest vom No-
Haur-Theorem nahegelegt.

4.1 Quantenmechanik

Um einen Einblick in die Schwierigkeiten zu bekommen, die bei der Einbeziehung der Quanten-
mechanik in die Theorie entstehen, schauen wir uns zunéchst den “semiklassischen® Fall an, dass
wir Elemente der Quantenmechanik in unsere Theorie aufnehmen.
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4.1.1 Verletzung der Energiebedingung

Uber die Heisenbergsche Energieunschirfe ist klar, dass quantenmechanische Effekte die klassi-
sche Energieerhaltung verletzt. Betrachten wir den Casimireffekt (es befinden sich zwei Platten
im elektromagnetischen Vakuum), bekommen wir negative lokale Energiedichten, die zu einer
anziehenden Wirkung zwischen den Platten fiihrt. Dies widerspricht der schwachen Energiebe-
dingung und sogar der gemittelten schwachen Energiebedingung (obwohl dies fiir lichtartigen
Geoditen doch erfiillt zu sein scheint).

Eine zweite Moglichkeit, in der Quantenmechanik negative Energiedichten erzeugen kann, besteht
in Kohérenzeffekten, z.B. in einer bosonischen Feldtheorie (siehe [10]).

Die Frage, ob diese Verletztungen der Energiebedingung nutzen lassen, um die Singularititen
der klassischen Physik zu umgehen, konnte in einigen Féllen positiv beantwortet werden. Es
konnte z.B. schon in den 70er Jahren eine nichtsinguliare Kosmologie betrieben werden unter
Benutzung des quantenmechanischen Kohéarenzeffektes um die Anfangssingularitit zu vermeiden.
Das Universum prallt an einer endlichen Kriimmung zuriick (sogar weit entfernt von der Grofe
der Planckskala) und vermeidet somit die Kriitmmungssingularitét.

Allerdings wird dadurch nur gezeigt, dass es Situationen gibt, in denen Singularitdten vermieden
werden konnen. Es wird keine Aussage iiber die Notwendigkeit der Vermeidung der Singularitit
ausgesagt. Die Situation mit Schwarz-Loch-Singularititen scheint auch wesentlich schwieriger zu
sein. Auflerdem ist zu erwiahnen, dass es sich hierbei um eine semiklassische Theorie handelt, in
der zwar das Materiefeld, nicht jedoch die Gravitation quantisiert wird.

4.1.2 Quantenfluktuationen der Raumzeit-Geometrie

Es gibt zwei Ursachen fiir Fluktuationen der Raumzeit, die sich auf der Groéfkenordnung der
Planckskala abspielen sollten. Zum einen entstehen sie, wenn das Gravitationsfeld als Quantenfeld
behandelt wird, zum anderen, wenn der Energie-Impuls-Tensor fiir ein quantisiertes Materiefeld
aufgestellt wird. Selbst wenn die Gravitation nicht quantenmechanisch beschrieben wird, fiihren
Fluktuationen der lokalen Energiedichte zu Fluktuationen des Gravitationsfeldes.

Durch diese Effekte ist die Giiltigkeit der Einsteinschen Gleichungen in der klassischen Raumzeit
nicht mehr streng erfiillt. Lichtkegel fokussieren nicht mehr prazise an einem Punkt sondern sind
verwaschen. Dies kann behandelt werden, indem die Raychaudhuri-Gleichung in eine Langevin-
Gleichung mit flukturierendem Ricci-Tensor umgewandelt wird (s. [10]).

4.2 chronologisches Verhalten

Wie aus den Theoremen ersichtlich wird, miissen wir ein gewisses chronologisches Verhalten der
Raumzeit zusitzlich postulieren, um iiber die Ubersetzung in topologische Raumeigenschaften
die Defokussierung im Beweis zu erreichen. Offenbar bekommen wir diese Eigenschaft nicht ge-
schenkt. So wurde in den 60er Jahren auch iiberlegt, ob die Singularitidtentheoreme nicht die
Existenz einer Singularitit, sondern das akausale Verhalten der Raumzeit beweist.

Die Einsteingleichungen machen nur lokale Aussagen ohne Einschréinkung iiber das globale Raum-
zeitverhalten. So existieren exakte Losungen der Einsteingleichungen (— Gddel-Universum), die
lokal physikalisch Sinn machen nur global unserem Kausalititsverstindnis wiedersprechen und
experimentell falsifiziert sind. So existieren dort geschlossene zeitartige Kurven was zu Paradoxien
wie einem Effekt, der seine eigene Ursache ist, fiihrt. Der Wunsch besteht also, diese Chronologie-
Schutz- Vermutung nicht zusitzlich fordern zu miissen, sondern aus der Theorie automatisch zu
erhalten.

Ein Beweis wie von Stephen Hawking, der einen starken experimentellen Hinweis fiir die Richtig-
keit der Vermutung in der Tatsache sieht, dass wir noch nicht von Horden an Touristen aus der
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Zukunft iiberschwemmt wurden, reicht hier nicht aus. Semiklassische Argumente versagen hier
bislang als Erklarung (vgl. [23]), evtl. konnen weiterfithrende Theorien mehr Aufschluss geben.

4.3 Quantengravitation

Hier wird versucht, nicht die Quantenmechanik semiklassisch in eine Hintergrundwelt zu be-
kommen, sondern direkt den Raum zu quantisieren. In der Schleifen-Quantengravitation (loop-
quantum gravity, LQG) wird der Raum nicht als kontinuierliches Konstrukt in der Raumzeit
gesehen, sondern der Raum dndert seine Grofe in kleinsten Spriingen (auf der Grofenskala der
Plancklénge).

Die LQG liefert einem Gleichungen, die es einem im Prinzip erlauben sollte, um von einem gege-
benen Zustand an gequantelten Raumzeitelementen auf einen Anfangszustand zuriickzurechnen.
Sollte dies gelingen, so wire es prinzipiell moglich, das Universum in einem Zustand wie in der
Urknallsingularitiat zu berechnen und die mogliche Existenz einer solchen Singularitit zu iiber-
priifen.

In der Allgemeinen Relativitat weifs man seit der exakten Schwarzschildlosung von der Exis-
tenz einer Singularitdt (auch wenn sie von einigen wie z.B. Einstein selbst nicht gemocht wurde)
in einem homogenen und isotropen, also hochgradig symmetrischem Universum. Dank der Sin-
gularitdtentheoreme ist die Existenz von Singularititen in der klassischen Relativitit fiir eine
allgemeine Raumzeit gesichert. In der LQG-Kosmologie werden dhnlich wie in der Kosmologie
der Allgemeinen Relativitit starke Symmetrieannahmen durchgefiihrt, die die komlizierten Glei-
chungen etwas vereinfachen.

Betrachten wir ein solches symmetrisches Universum und blicken zu dessen Beginn, so wird der
Raum, der bis dahin expandiert ist, immer kleiner. Das bedeutet, wir entfernen aus dem Raum-
konstrukt aus quantisiertem Volumen immer mehr Raumelemente. Dadurch ergeben sich in der
LQG diskrete Differenzengleichungen statt kontinuierliche Differentialgleichungen, die allerdings
auch sehr schwierig zu behandeln sind. Die Frage, ob die LQG das Universum vor einer Singu-
laritdt bewahren kann, dhnlich wie die Quantenmechanik das Wasserstoff vor der Zerstrahlung
bewahrt hat, konnte durch Bojowald positiv beantwortet werden (s. |1], |2], [4], s. auch [5]).
Nahe eines Urknalls wird das Universum immer heifter und befindet sich immer nédher am Zusam-
menbruch. Die Allgemeine Relativitit behandelt die Raumzeit dort weiterhin kontinuierlich und
bricht dort in der Singularitit zusammen. In der LQG wird mehr Sorge um die genaue Form der
Schrittweite der Zeiteinheit getragen. Betrachtet man den diskretisierten Skalenfaktor, so wird
der Wert a = 0 nicht angenommen und man kommt so iiber den Urknall hinaus, die Zeit endet
(bzw. beginnt) am Urknall nicht. Es gibt also in der LQG im Gegensatz zur Allgemeinen Relati-
vitdt einen friitheren Zeitpunkt als den Urknall. Als interessante Tatsache stellt sich heraus, dass
das Universum vor dem Urknall expandiert (in negativer Zeitrichtung gesehen, also kontahiert)
und sich dort die Raumrichtungen umkehren.

Auch fiir die Singularitdten in Schwarzen Lochern hat Bojowald gezeigt, dass sie in der LQG
nicht auftreten (s. |3]). Die neue Frage ist nun aber, ob das Innere des Schwarzen Loches nach
der Singularitdit mit dem Auferen verbunden ist oder nicht, bzw. anders formuliert: wird die
Masse des Schwarzen Loches wieder freigegeben oder zweigt sich evtl. ein Tochteruniversum im
Schwarzen Loch ab (s. Abb 3)7

Laut Bojowald ([5], S. 241) gibt es Hinweise, dass eine vollsténdige Theorie keine Abzweigung in
ein Tochteruniversum vorsieht. Singularitdtenvermeidung tritt in vielen Fillen von Quantenhy-
perbolizitit (Definition bei 4], §3.4) auf, was den allgemeinsten Mechanismus fiir nichtsingulari-
téres Verhalten darstellt.
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Abbildung 3: zu den zwei Mdoglichkeiten, das singularititenfreie Innere mit dem Auferen zu
verbinden (aus [5])

4.4 Stringtheorie

Auch die Stringtheorie stellt eine Theorie dar, die bei kleinen Kriimmungen und niedrige Ener-
gien in die Allgemeine Relativitit iibergeht und fiir die Quantentheorie zuginglich ist. Statt
der klassischen Punktteilchen werden eindimensionale Strings (oder hoherdimensionale Branen)
als elementare Objekte gedeutet. Gravitative Anregungen werden auf einer gegebenen Hinter-
grundraumzeit beschrieben. Die Raumzeit selbst mit in die Theorie zu integrieren, was fiir das
Verstédndnis der Singularitdten nétig wére, ist weit schwieriger, wird aber wohl aktuell diskutiert
(s. [9] fiir mehr Details).

In der Stringtheorie werden die Geodéiten durch “Welt-Volumen® von Teststrings bzw. -branen
ersetzt, die den klassischen Geodéten folgen und die Unvollsténdigkeit dieser Untermannigfaltig-
keiten wiirde dann eine Singularitit ankiindigen.
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