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Themen

s Stern-Gerlach als Einfuhrung

* Mathematischer Formalismus (Lineare Algebra auf Hilbertraumen)

* Dynamik: Schrédingergleichung im diskreten und kontinuierlichen Fall, eindimensionale
Potentiale, Tunneleffekt.

e Der harmonische Oszillator

Quantentheorie des Drehimpuls

* Das Wasserstoffatom

» Stortheorie

e Gemischte Zustande, Dekohéarenz, Messtheorie

« Vielteilchentheorie, Verschrakung, Bell-Ungleichungen

Literatur

Ballentine: Quantum Mechanics

¢ Cohen-Tannoudji: Quantum Mechanics (viele Beispiele)

» David J. Griffiths: Introduction to Quantum Mechanics (leicht)

e Feynman, Leighton, Sands: The Feynman Lectures on Physics (lustig)
* Asher Peres: Quantum Theory, Concepts and Methods (konzeptionell)

Die Quantenmechanik wurde Anfang des 20. Jahrhunderts entwickelt, um Phanomene auf atomaren Skalen zu beschreiben.
Weite Teil der Physik - z.B. das Verhalten von Festkorpern - ist nur mit Hilfe der QM verstehbar.

Die Vorhersagen der QM unterscheiden sich von den klassischen:

® Quantitativ: Zum Beispiel kann man die Leitfahigkeit von Festkérpern klassisch modellieren (Drudetheorie). So kann man
z.B. das lineare Verhalten des Ohmschen Gesetzes wiederfinde - die quantitativen Vorhersagen fiir den Widerstand
entsprechen aber nicht dem experimentellen Befund.

* Qualitativ: Interessanter ist, dass die QM Phdanomene erklart, die klassisch vollig unverstandlich sind. Ein Beispiel ist die
Stabilitdt von Atomen (warum fallt das Elektron nicht in den Kern?) und die Beobachtung diskreter Spektrallinien. Die
"Diskretisierung" z.B. atomarer Energien in endliche Einheiten - den Quanten - gibt der Theorie ihren Namen.

* fundamental: Darlber hinaus unterscheidet sich die Theorie in ihren fundamentalen Konzepten von dem klassischen
Weltbild. Insbesondere redet sie nicht Gber den "wahren Wert" physikalischer GroRen, sondern gibt nur probabilistische
Vorhersagen liber Messvorgange. Lange war nicht klar, ob dies ein Defekt der Theorie ist, der durch eine vervollstandigte
Beschreibung der Natur behoben werden kann. Seit den 60er Jahren ist aber klar, dass jede Beschreibung der Natur
notwendigerweise fundamental neue Konzepte braucht. Wir werden dieses Thema gegen Ender der VL besprechen.
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Das Stern-Gerlach Experiment
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Das Argument zeigt, dass man die detaillierte statistische Mechanik im Ofen nicht verstehen muss. Aus einfachen
geometrischen Uberlegungen alleine folgt, dass Rotationsinvarianz ein Maximum bei Null impliziert.
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Also eine... ... unibersichtliche Situation, die mit dem klassischen Verhalten von Drehimpulsen nicht vertraglich ist. Wir brauchen einen
neuen Rahmen.

Die neue Theorie wird fiirs erste probabilistisch sein missen: Fur ein einzelnes Atom im ersten Experiment haben wir zur Zeit keinen
Anhaltspunkt um vorherzusagen, ob es nach oben oder nach unten abgelenkt werden wird. Da wir aber wissen, dass die Atome sich

hilftig auf die beiden Pfade verteilen, macht es Sinn dem Ereignis "Atom geht nach oben/unten" jeweils eine Wahrscheinlichkeit von 50%
zuzuordnen.

Die Quantenmechanik ordnet den Komponenten der beschriebenen Experimente mathematische Objekte zu, und sagt, wie diese
kombiniert werden missen, um Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

Flr das Stern-Gerlach-Experiment ist die Konstruktion einfach (wenn auch etwas mysterios...). Wir behandeln sie hier als Vorschau auf die
systematische Theorie.
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Diskussion:
Wir haben ein erstes, leichtes Problem quantenmechanisch Behandelt.
Technisch war das sehr einfach. Aber es stellt sich die offensichtliche Frage:
"Wie, um alles in der Welt, kommt man darauf?"
Also, woher kommen diese Vektoren, die inneren Produkte, die halben Winkel und der allgemeine Formalismus?

Die ehrlichste Antwort ist: Trial and error zu Beginn des 20. Jahrhunderts. Die QM wurde im Wesentlichen erraten und dann experimentell
bestatigt. Es gab auch alternative Hypothesen (eine, die "alte QM", haben einige von lhnen am Ende der TP1-Vorlesung bei mir kennengelernt),
die sich als nicht richtig oder allgemein genug herausgestellt haben.

Es gibt ein recht aktives Forschungsprogramm mit den Ziel, die Struktur der QM eindeutig aus "plausiblen” physikalischen Annahmen abzuleiten -
so wie z.B. die Struktur der speziellen Relativitatstheorie aus der Beobachtung folgt, dass die Lichtgeschwindigkeit in jedem Bezugssystem
konstant ist. Der Erfolg ist gemischt. Auch wenn sich kein allgemeiner akzeptierter Ausgangspunkt ergeben hat, hat das Programm durchaus
Erfolge aufzuweisen. Dies konnte ein Vortragsthema fiir ein Studentenseminar zur QM nach diesem Semester sein... (Die "halben" Winkel
werden wir aber bald erklaren konnen - sie kommen aus der Darstellungstheorie der Drehgruppe...)

Besonders zentral ist die Frage, woher die Wahrscheinlichkeiten kommen. Sind sie ein Zeichen einer unvollstiandigen Beschreibung, die uns

zwingt, den Zustand nicht genau bekannter Freiheitsgrade probabilistisch zu modellieren (wie in der klassischen Mechanik)? Oder sind sie, was
spannender ware, in einem geeigneten Sinn fundamental? Dazu spater mehr...
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Hilbertraume
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Technisch ist das ein Quotientenvektorraum: Die quadratintegrablen Funktionen "modulo" die Funktionen, deren
Quadratintegral verschwindet. Letzteres sind genau die Funktionen, die nur auf eine Nullmenge von Null
verschieden sind. Die Elemente des Quotientenvektorraums L*2(R”n) sind also Aquivalenzklassen

quadratintegrabler Funktionen, wobei je zwei Funktkionen dquivalent sind, wenn sie sich nur auf einer Nullmenge

unterscheiden.

Verwirrt?

Macht nichts. Ich erwahne das nur der Vollstandigkeit halber. Praktisch werden wir einfach mit komplexwertigen
Funktionen auf reellen Vektorraumen arbeiten. Solange alles gut geht, werden wir diese technischen
mathematischen Details ignorieren. In der Praxis fiihrt das nieht selten zu Problemen...
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Wir werden sehen: In der QM beginnt man die Modellierung eines Systems damit, dass man ihm einen Hilbertraum zuordnet.
Hilbertraume spielen in der QM die gleiche Rolle, wie der Konfigurationsraum (das Objekt dessen Punkte mit verallgemeinerten
Koordinaten beschrieben werden) in der Lagrange-Mechanik, oder der Phasenraum in der Hamiltonmechanik: Sie stellen ein
mathematisches Modell fiir alle moglichen Zustiande des Systems dar. (Man nennt das die Kinematik eines Systems - ein elementareres
Konzept als die Dynamik, die beschreibt, welche Abfolge von Zustdnden unter der Zeitentwicklung des Systems angenommen werden).

Da die Modellierung mit der Wahl des Hilbertraums beginnt, gibt es keine mathematisch prazise Regel, welchen HR man einem System
zuordnet. Wir werden aber genug Beispiele kennenlernen, so dass es in der Praxis i.d.R. eine "offensichtliche" Wahl gibt.

Mehr zu all dem: spéter.
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Mathematisch ist ein Bra ein Dualvektor oder ein lineares Funktional (nicht zu verwechseln mit den "Funktionen von
Funktionen", die wir in der Mechanik als Funktionale bezeichnet haben!).

Vielleicht haben Sie mal von dem Satz von Riesz gehort, der sagt, dass alle linearen Funktionale auf einem Hilbertraum
durch innere Produkte mit Vektoren (also durch Bras) dargestellt werden konnen.
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Der Nutzen der Vollstandigkeitsrelation ergibt sich daraus, dass die linke Seite von der Basis abhangt, die rechte Seite aber basisunabhangig
ist. Daher kann man "durch Einschieben der Identitat & Einsetzen der Vollstandigkeitsrelation" oft zwischen einer
koordinatenunabhangigen Darstellung, und dem Ausdruck in Koordinaten wechseln. Was das bedeutet, wird am besten anhand von
Beispielen klar.
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Die vereinfachte Version der Axiome der QM wird uns fiirs erste reichen. Spater werden wir aber allgemeinere Arten von
Praparationen und Messungen kennenlernen.

Die Axiome sagen nichts dartiber aus, welchen HR man einem konkreten System zuordnen soll, oder welchen Vektor einer
Praparation, oder welche Basis einer Messung. Es gibt eine Reihe von "Quantisierungsregeln": das sind Heuristiken (also eine
Art "Erfahrungsregeln"), die dazu Aussagen machen. Wir werden viele Beispiele sehen. "Quantisierung" ist aber ein inexakte
Wissenschaft. "Raten und experimentell Gberprifen" ist eine legitime und im Allgemeinen notwendige Strategie.
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Sie werden sicher schon gehort haben, dass in der Quantenmechanik physikalische GréRen durch Operatoren beschrieben werden.
Das Konzept der Observable macht dies prazise.

Im Zusammenhang von Messungen ist dieser Operator nur eine praktische Art, Messbasis und die reellen Ergebnisse
zusammenzufassen. Im nachsten Kapitel werden wir sehen, dass Observablen noch eine zweite, fundamentalere Rolle in der
Quantenmechanik haben: Mittels der Schrédingerlgeichung erzeugen sie die Zeitentwicklung von Quantensystemen...
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Die Paulimatrizen werden Sie fiir den Rest Ihres Lebens begleiten. Ihre algebraischen und geometrischen Eigesnchaften werden uns noch

viel beschéaftigen.

Anmerkung: Bei der Betrachung von Spin-1/2-Systemen werden wir nicht zwischen Operatoren und ihrer Matrixdarstellung in der |T), | {)-
Basis unterscheiden. Insbesondere werden wir die Symbole ay, ), 0, sowohl fiir die Observablen, wie auch fir die konkreten 2 x 2-
Matrizen verwenden. In unserem Fall macht das Sinn, da wir die "up" und "down" Kets zu Beginn mit den entsprechenden Spaltenvektoren
gleichgesetzt haben. Allgemeiner gibt es in der Physik die Konvention, dass man mit jedem Hilbertraum immer auch eine Basis wahlt, und
zwischen abstrakten Vektoren / Operatoren und ihrer Darstellung bzgl. dieser Basis notationell nicht unterscheidet. Das fiihrt nur selten zur
Verwirrung. :-) Die Basis ist i.d.R. eine Eigenbasis des Hamiltonoperators, den wir im nachsten Abschnitt kennenlernen werden.
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Solange jedem Messausgang eine eindeutige reelle Zahl A; zugeordnet ist, ist die Charakterisierung einer Messung durch eine
Observable also dquivalent zur Charakterisierung durch eine ONB.

Ein operator ist also genau dann eine Observable, wenn er eine orthogonale Eigenbasis und reelle Eigenwerte besitzt. Es gibt eine
einfache Art, solche Operatoren zu erkennen:
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Die Schrodinger-Gleichung

unday, April 14, 2019 31PM
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Wie die Hamiltonschen Gleichungen, ist die Schrodingergleichung eine lineare gewohnliche DGL erster Ordnung. D.h. dass der
Zustandsvektor zu einem Zeitpunkt die Zeitentwicklung fir alle Zeiten festlegt.

(Mathematisch betrachtet ist die Struktur der Schrédingergleichung und der Hamiltongleichung sehr ahnlich. Man kann auf der
Einheitssphare des Hilbertraums eine "symplektische Struktur" einfiihren, beziglich derer die Multiplikation mit der imaginaren
Einheit der Multiplikation mit der symplektischen Matrix entspricht. In diesem Sinn ist die Schrédingergleichung eine Hamiltonsche

Gleichung - mit dem Hilbertraum als Phasenraum. Die Ahnlichkeiten enden dann aber schnell: Die Interpretation der Elemente des
klassischen Phasenraums unterscheidet sich deutlich von der Interpretation der Hilbertraumvektoren.)
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In einem homogenen Magnetfeld | | zur x-Achse beschreibt der Vektor der Spin-Erwartungswerte also eine Rotation um die x-Achse. Das
erinnert an die Prazession eines Kreisels im Schwerefeld.

Man mache sich bewusst, dass der Vektor der Spinerwartungswerte Daten enthalt, die nicht direkt gleichzeitig messbar sind! Die i-te
Komponente sagt, welcher Mittelwert sich ergeben wiirde, wenn man die i-te Spinrichtung t Zeiteinheiten nach der Praparation
wiederholt messen wiirde. Der Vektor beschreibt also das asymptotische Verhalten von drei unterschiedlichen Experimenten! Ob es auch
ein einziges Experiment gibt, das uns gleichzeitigen Zugriff auf alle Komponenten erméglicht, konnen wir im Moment nicht sagen (wir
werden spéater sehen, dass das nicht moglich ist, nicht einmal in einer hypothetischen Theorie, die allgemeiner als die QM ist!!).

Die Larmor-Prazession findet z.B. in der Kernspinresonanzspektroskopie (nuclear magnetic resonance - NMR) Anwendung. Dort werden
Atomkerne einem starken homogenen Magnetfeld ausgesetzt. Nach einer Zeit, richten sich die Spins der Atomkerne parallel zum Feld
aus, um die Energie zu minimieren ("Polarisation"). Die Larmor-Frequenz der Kerne hiangt vom Spin des Kerns sowie vom B-Feld am Kern
ab. Letzteres wiederum wird z.B. von der Elektronen-Konfiguration, also von den chemischen Eigenschaften der Probe beeinflusst. So
ergeben sich charakteristische Larmor-Frequenzen, die z.B. von den Isotopen in der Probe abhdngen. Zunédchst beobachtet man aber
keine Prazession, da die Spins, wie gesagt, parallel zum Feld stehen. Um das zu dndern, strahlt man ein Mikrowellensignal mit Frequenz in
der Ndhe einer der Larmorfrequenzen ein. Sobald wir Storungstheorie behandelt haben, werden wir ausrechnen kdénnen, dass ein solches
resonantes Signal die Spins aus der Ruhelage ablenkt (das sind Rabi-Oszillationen). Ein sogenannter 1t /2-Puls stellt sie senkrecht zum
duBeren Feld, und es setzt die Prazession ein, die wir oben ausgerechnet haben. Dadurch wird eine EM-Welle abgestrahlt, die durch
Spulen aufgefangen und analysiert wird. Z.B. interessiert man sich fiir die Relaxationszeit, also die Zeit, nach der die Spins wieder in den
Grundzustand Gbergehen. Diesen Prozess nennt man Dekohdrenz, und wir werden uns ihm spater zuwenden...
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Orts- und Impulsoperatoren

Sunday, 28 April 2019 21:18
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Das Betragsquadrat der Wellenfunktion muss also tGber eine Region integriert werden, damit man eine Wahrscheinlichkeit
erhalt. Man nennt das Betragsquadrat daher die Wahrscheinlichkeitsdichte. (Das hat nichts mit QM zu tun -
Wabhrscheinlichkeitsdichten werden klassisch benutzt, um die Verteilung kontinuierlicher Zufallsvariablen zu beschreiben).

In der Alltagssprache wird nicht immer streng zwischen Dichte und Wahrscheinlichkeit unterschieden. Man hért schon mal
Ausdriicke wie "das Betragsquadrat der Wellenfunktion bei x gibt die Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen am Ort x zu
finden". Oder, etwas mysteridser, die Wahrscheinlichkeit sei "[{(x)|? dx". Beides muss als Kurzsprechweise fiir das obige
Integral verstanden werden.

Ubrigens: Im Gegensatz zu Wahrscheinlichkeiten, kénnen Wahrscheinlichkeitsdichten gréRer als 1 sein - oder sogar
divergieren. Solange sie das nur in kleinen Bereichen tun, so dass das Integral tber jedes Intervall weiterhin den Wert 1
nicht Gberschreitet, ist dies kein Problem.
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Bei der Behandlung des Ortsoperators hatten wir das Problem, dass die Eigenfunktionen Norm = 0 hatten. Fiir den
Impulsoperator ergibt sich ein "duales" Problem: die Eigenfunktionen haben Norm unendlich. Sie sind damit keine Elemente
des Hilbertraums der quadratintegrablen Funktionen. Auch hier ist es in der Praxis niitzlich, sich dartiber nicht allzuviele
Gedanken zu machen, solange unsere Vorhersagen flr physikalische GroRen endlich bleiben.

Wenn lhnen dieser (in der Physik verbreitete) pragmatische Umgang mit technischen Schwierigkeiten unbefriedigend erscheint,
hilft ein Lehrbuch zur Funktionalanalysis. So kann man konzeptionelle Klarheit wieder herstellen. (Allerdings stellt sich heraus,
dass man keine wesentlichen physikalischen Effekte (ibersieht, wenn man das Funk-Ana-Buch im Regal stehen |&Rt. Das ist nicht
selbstverstandlich! Mathematische Schludrigkeit kann zu echten Problemen fiihren. Die Erfahrung zeigt aber, dass es in diesem
Fall OK ist).
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Diese Kurzschreibweise ist verbreitet und sehr suggestiv. Sie kann auch zu Verwirrung fihren. Was ist |5>? Ist es |p=5>

QM Page 32



oder |x=5>? Das muss aus dem Kontext klar werden.

Natirlich kénnen wir an der Stelle die Ket-Verzierung nicht mehr weglassen. Also: bisher haben wir zwischen ¥ und |{)
nicht unterschieden. Aber |p) kann man nicht als p schreiben, da das als reelle Variable und nicht als Vektor gelesen
wirde... ... hier ist die Mathematik klar im Vorteil, wo es {blich ist, den Typ aller Objekte direkt anzugeben, und nicht aus
notationellen Konventionen abzulesen.
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Wir stellen also fest, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte der Ortsverteilung durch den Betragsquadrat der

Wellenfunktion in Ortsdarstellung gegeben ist; und die Wahrscheinlichkeitsdichte der Impulsverteilung durch das
Betragsquadrat der Wellenfunktion in der Fourierdarstellung.
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Anmerkung: Wir werden dazu gleich die Heisenbergsche Unschdrferelation herleiten. Sie ist die bekannteste, aber bei weitem nicht

die einzige Unscharferelation. Erinnern Sie sich, dass wir gleich zu Beginn der VL, aus nichts mehr als der Geometrie des Kreises, eine
erste Unscharferelation fir Spin-Messungen hergeleitet haben.
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Zur Interpretation: TBD.



Eindimensionale Potentialprobleme
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Da die Operatoren X und P nicht vertauschen, ist die kanonische Quantisierungsregel wie oben gegeben nicht
immer eindeutig. Wenn H(x,p)=xp ist, ist nicht klar, ob wir H=XP oder H=PX oder H=1/2(XP + PX) setzen sollen.
Hier gibt es keine einfache, allgemeingiiltige Regel. Fiir diese VL wird das Problem aber nicht auftauchen.
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Zur Interpretation:

Wie die Eigenfunktionen des Impuls sind also auch die des freien Teilchens nicht normierbar. Wir ignorieren das
Problem furs erste. Die Eigenfunktionen |p) beschreiben Losungen, die Impuls p haben, und deren
Aufenhaltswahrscheinlichkeit im ganzen Raum konstant ist. Man kann sich diese Losungen in Analgoie zu
"stationdren Stromungen" von Flissigkeiten verstehen: auch dort gibt es einen nicht-verschwindenden Impuls,
obwohl die Dichte der Flissigkeit als Funktion von Raum und Zeit konstant ist.

Natirlich kann man in der Quantenmechanik auch Losungen finden, bei der sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
eines Teilchens mit fester Geschwindigkeit fortbewegt. Schlielich gibt es gleichformige Bewegung sicher

klassisch, und im Limes groRBes Systeme miissen wir die Vorhersagen der klassischen Mechanik - die wir ja
empirisch Uberprift haben! - wiedergewinnen.

Die wichtigstes Losung dieser Art stellen die GauRschen Wellenpakete da. Diese werden Sie auf einem
Ubungszettel im Detail analysieren.

Flr nicht-triviale Potentiale lassen sich dynamische Lésungen in der Regel nicht mehr analytisch beschreiben. In
einer Dimension kann man dies aber recht leicht auf dem Computer simulieren. Wir werden spater Beispiele dazu
sehen.
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Die Randbedingungen sorgen dafir, dass die Energieeigenwerte nicht mehr kontinuierlich sind, sondern nur diskrete Werte
annehmen koénnen. Diese "quantelungen" geben der Theorie ihren Namen.

Man kann zeigen: Diskrete Energieeigenwerte sind verbunden mit gebundenen Lésungen, als Eigenfunktionen, die im
Unendlichen gegen Null gehen. Wenn man eine Wellenfunktion als Uberlagerung solcher gebundenen Lésungen ausdgedriickt
werden kann, wird sie also fir alle Zeiten in einem beschrdnkten Bereich verbleiben.

Im Gegensatz dazu, sind kontinuierliche Energieeigenwerte mit Streuldsungen assoziiert, Wellenfunktionen, die sich Gber den
gesamten Raum erstrecken, und die daher nicht normalisierbar sind. Das primare Beispiel sind die ebenen Wellen, die
Energieeigenfunktionen fiir freie Teilchen auftreten.

Wenn das Kastenpotential eine endliche H6he hat, erhdlt man fir geringe Energien weiterhin gebundene Lésungen und

diskrete Eigenwerte. Fir hohe Energieen wird das Spektrum dann kontinuierlich und die Eigenfunktionen entsprechen
Streulésungen. (Das kénnen Sie recht leicht nachrechnen!)
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Der harmonische Oszillator
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Bisherige 1D Potentialprobleme haben wir behandelt, indem wir direkt die Differentialgleichunge gel6st, und so die
Wellenfunktionen in Ortsdarstellung erhalten haben. Das geht fir den harmonischen Oszillator im Prinzip auch (wenn man Hermite-
Polynome mag...), ist aber nicht die bevorzugte Methode.

Stattdessen ist unser Ziel, so viele physikalische Eigenschaften des harmonischen Oszillators wie moglich zu finden, in dem wir nur die
"algebraischen Eigenschaften" des Orts- und Impulsoperators nutzen - im Wesentlichen die kanonische Vertauschungsrelation -
ausnutzen.

Das Programm ist Gberaus erfolgreiche! Die Losung der stationdren Schrodingergleichung, sowie viel physikalische Eigenschaften der
Energieeingenzustdande kdnnen durch eine Reihe elementarer Argumente aus der linearen Algebra gewonnen werden.
Differentialgleichungen und explizite Wellenfunktionen spielen so gut wie keine Rolle. Diese Herangehensweise - den Hilbertraum zu
vermeiden und stattdessen mit der Algebra der Operatoren zu arbeiten - ist die Grundlage der Quantenvielteilchentheorie und der
Quantenfeldtheorie.

Erfahrungsgemal finden Studierende diese Methoden beim ersten Kontakt abschreckend. Sie ist abstrakter als die expliziten
Wellenfunktionen des letzten Kapitels. Auch sind Differentialgleichungen mathematisch zwar komplexer als die hier benétigten
Argumente der linearen Algebra - die Losungsmethoden fiir Differentialgleichungen sind vielen Studierenden aber prasenter.

Also, wenn das Fogende erst abstrakt und abschreckend wirkt: Lassen Sie sich drauf ein und glauben Sie mir, dass es, wenn man sich

an die Art zu denken gewohnt hat, tatsachlich leichter ist, als die bisherigen Themen! (Und in jedem Fall sind die folgenden Methoden
fur Ihren weiteren Fortschritt in der Physik zentral wichtig!)
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Ich habe die Hermitepolynome nur deswegen angegeben, um Sie abzuschrecken. Unser Ziel wird es immer sein, alle physikalischen
Aussagen Uber den harmonischen Oszillator direkt aus den algebraischen Eigenschaften der Leiteroperatoren zu gewinnen, ohne je eine
Wellenfunktion hinschreiben oder, Gott bewahre!, darliber integrieren zu missen.

Tatsachlich kann man zeigen, dass man alle Operatoren durch Polynome in Leiteroperatoren ausdriicken (oder zumindest annahern) kann
(vergl. "CCR algebra"). Daher, und da die Energieeigenzustande eine Basis im Hilbertraum bilden, kann man im Prinzip beliebige
Erwartungswerte durch "Leitern" ausrechnen.
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Symmetrien in der QM

Wednesday, May 8, 2019 3:23 PM
Wie ordnet man Systemen Hilbertraumen, und physikalischen GréRen Operatoren zu?
"Raten und empirisch testen" ist keine falsche Antwort.

Aber praktisch funktioniert "Raten" nur, weil es Prinzipien gibt, die die Menge der moglichen Kandidaten massiv eischranken.
Mit Abstand der wichtigste Ansatz besteht in der Analyse von Symmetrien.

Wahrend die Schrodingergleichung fir nicht-relativistische Teilchen ohne Spin historisch geraten und im Nachhinein
gerechtfertig wurde, werden Symmetrietiberlegungen immer wichtiger, je fortgeschrittener die Theorie wird. Die Entwicklung
der relativistischen Quanten(feld)theorie, z.B., begann mit Symmetrietiberlegungen. Dort spielen sie auch in der Lehre eine
groRe Rolle. In Vorlesungen zur nicht-relativistischen QM werden Symmetrien traditionell weniger systematisch behandelt:
Die Hilbertraume fiir spinlose Teilchen, und Operatoren fiir Ort und Impuls werden einfach axiomatisch eingeflihrt; die
Drehimpulsoperatoren werden zwar Gber die Eigenschaften der Rotationsgruppe abgeleitet - man vermeidet aber meist, die
systematische Theorie dahinter explizit zu erwdhnen.

Hier werden wir etwas ausfihrlicher als Ublich Gber die Hintergriinde reden. Eine gute Referenz ist das Lehrbuch von
Ballentine.
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* Natirlich widerspricht unsere alltagliche Erfahrung der Zei rie. Mikr isch scheint
sie aber zu gelten. Warum wir diese Symmetrie - als einzige der genannten - makroskopisch nicht
wahrnehmen, ist eine sehr interessante Frage, auf die es viele Antworten, aber keine einzelne, allgemein
akzeptierte gibt. Wir werden das Thema hier nicht weiter beleuchten kénnen. -> TP4.
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Wir also die Menge der Abbildungen verstehen, die das Betragsquadrat von Skalarprodukten invariant IaRt. A priori kbnnte es sein,

dass diese Menge ganz furchtbar ist, also schwer zu charakterisieren und mit "pathologischen" Elemente, die zwar formal (*) erfillen,
aber physikalisch unbefriedigend sind.

Wir haben aber Gliick! Es gibt eine einfache Charakterisierung. Sie wurde von Eugene Wigner entwickelt (tatsachlich fiir den Zw eck der
Charakterisierung von Symmetrieen in der QM).
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Operatoren T, die diese Relation erflllen, nennt man eine projektive Darstellung der Symmetrie. (Wenn der Phasenfaktor immer = 1 ist, spricht
man von einer lineaeren Darstellung, oder einfach nur von einer Darstellung).

Wir erhalten also eine notwendige Bedingung an die Wahl eines Hilbertraums fiir ein System: Auf dem Hilbertraum muss es Operatoren geben,
die eine projektive Darstellung der Symmetriegruppe bilden! Wie wir sehen werden, schranken Bedingungen dieser Art die Wahl des
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Hilbertraums (und der Observablen) sehr stark ein.
Tatsachlich hat man alle projektiven Darstellungen der physikalisch wichtigsten Symmetriegruppen (Galilei-Gruppe; ihr relativistisches
Analogon, die Poincare-Gruppe; die Drehgruppe SO(3), ...) charakterisiert. Das Verhalten eines Quantensystems unter diesen Symmetrien wird

fiir so wichtig erachtet, dass man den Begriff "Teilchenart" oft mit "Darstellung der Symmetriegruppe" gleichsetzt. Dies wird in der
relativistsichen Quantenfeldtheorie genauer besprochen...

Fur verschiedene Gruppen ist es unterschiedlich schwierig, alle projektiven Darstellungen zu finden. Der vielleicht leichteste Fall ist die
Drehgruppe - wir werden die Theorie hier vollstandig entwickeln. Fiir die relativistische Poincaregruppe ist es tatsachlich leichter als fir die
Galileigruppe - beide Falle ibersteigen aber den Rahmen dieser Vorlesung.
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Baustellenschild.

Monday, May 6, 2019 7:52 PM

Ab hier ist Bausstelle!

(Also, noch mehr als sonst).
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Drehimpuls

Thursday, May 16, 2019 4:02 PM
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Wahrend rechts der langweilige Beweis gemacht
wird: Ein Polynom in Elementen der Lie-Algebra,
dass mit der gesamten Lie-Algebra vertauscht,
heiRt Casimir-Operator. Es gibt eine
Konstruktion, die fiir beliebige Lie-Algebren
einen quadratischen Casimir-Operator liefert.
Der allgemiene Beweis, dass der so definiert
Operator tatsachlich mit allen Elementen
kommutiert ist nicht schwieriger - und sicher
informativer - als die nervige Rechnung auf der
rechten Seite. Man muss dafiir aber kurz tiber
Begriffe wie "Tensoralgebra" und "universelle
einhillende Algebra" nachdenken. Fiir die VL ist
das zu abstrakt . Mathematisch interessierten
Studierende empfehle ich aber, das

narh7iilacen

QM Page 65

Rl L kot mib bl Goniradoren
L. L,, L,

&4‘ (/(}.a'ul\", ALN /\u-uz'j.-)




einhillende Algebra" nachdenken. Fiir die VL ist
das zu abstrakt . Mathematisch interessierten
Studierende empfehle ich aber, das
nachzulesen.
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Symmetrien 2: Projektive Darstellungen und kanonische
Vertauschungsrelationen

Friday, May 17, 2019 12:11 PM
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Produktraume und Kopplung von Drehimpulsen

Friday, May 17, 2019 12:12 PM
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Das Wasserstoffatom

Friday, May 17, 2019 12:12 PM
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Stortheorie

Friday, May 17, 2019 12:12 PM
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Verschrankung, Dekoharenz, Bell-Ungleichungen

Friday, May 17, 2019 12:13 PM
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