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Seit Newton:

Klassische Mechanik beschreibt Planeten und Geschosse…•

…aber nicht Stabilität von Materie, diskrete Spektrallinien, uvm.•

Seit dem frühen 20. Jahrhundert:

Quantenmechanik bietet völlig neuen mathematischen Rahmen.•

Formalismus funktioniert perfekt: Keine Widersprüche zu 
Experimenten bekannt!

•

Die Interpretation des Formalismus sorgt bis heute für Debatten!•

Mechanistisches Weltbild:

Newton beschreibt Natur als Massenpunkte, mit wohldefinierten Orten 
und Geschwindigkeiten.

•

Warum funktioniert das so gut? Vielleicht weil die Welt so ist. •

Quantenmechanik rüttelt daran:

1920er: QM weist Teilchen keinen definitiven Ort und Impuls zu. Ist die 
Theorie daher unvollständig?

•

1960er: John Bell zeigt, dass man experimentell entscheiden kann, ob 
eine "vollständige" Beschreibung möglich ist.

•

1980er: Experimente können durchgeführt werden. Es sieht nicht gut 
aus für das mechanistische Weltbild. Alternativen bleiben umstritten.

•

2000er: Rechnen statt Rotwein! Die Quanteninformation fragt, wie man 
unintuitive Eigenschaften zur Informationsverarbeitung nutzen kann.

•

1.1 Quantenmechanik
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1980er: Experimente können durchgeführt werden. Es sieht nicht gut 
aus für das mechanistische Weltbild. Alternativen bleiben umstritten.

•

2000er: Rechnen statt Rotwein! Die Quanteninformation fragt, wie man 
unintuitive Eigenschaften zur Informationsverarbeitung nutzen kann.

•

Einfache Modellsysteme als "Einladung zur QM".•

Wahrscheinlichkeitstheorie○

Hilberträume○

Mathematisches Handwerkszeug:•

Plan:
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1.2 Das Stern-Gerlach Experiment: 
Scheinbarer Widerspruch zur 
Rotationsinvarianz
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Das Argument zeigt, dass man die detaillierte statistische Mechanik im Ofen nicht verstehen muss. Aus einfachen 
geometrischen Überlegungen alleine folgt, dass Rotationsinvarianz ein Maximum bei Null impliziert.
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Die Beobachtungen von Stern-Gerlach widersprechen also nicht nur einer spezifischen klasssichen 
Theorie von Silberatomen im Ofen, sondern sind inkompatibel mit allen an die Symmetrie angepassten 
klassischen Erklärungen! Auch dies deutet also auf die Notwendigkeit hin, eine fundamental neue 
Theorie zu finden.
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1.2.1 Stern-Gerlach: magnetisches 
Moment entlang verschiedener Achsen
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Also eine… …unübersichtliche  Situation, die mit dem klassischen Verhalten von Drehimpulsen nicht verträglich ist. Wir brauchen einen 
neuen Rahmen.

Die neue Theorie wird fürs erste probabilistisch sein müssen: Für ein einzelnes Atom im ersten Experiment haben wir zur Zeit keinen 
Anhaltspunkt um vorherzusagen, ob es nach oben oder nach unten abgelenkt werden wird. Da wir aber wissen, dass die Atome sich hälftig 
auf die beiden Pfade verteilen, macht es Sinn dem Ereignis "Atom geht nach oben/unten" jeweils eine Wahrscheinlichkeit von 50% 
zuzuordnen.

Die Quantenmechanik ordnet den Komponenten der beschriebenen Experimente mathematische Objekte zu, und sagt, wie diese 
kombiniert werden müssen, um Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

Für das Stern-Gerlach-Experiment ist die Konstruktion einfach (wenn auch etwas mysteriös…). Wir behandeln sie als nächstes, als Vorschau 
auf die systematische Theorie.
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1.2.2 Stern-Gerlach: 
Quantenmechanische Beschreibung
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Diskussion:

Wir haben ein erstes, leichtes Problem quantenmechanisch behandelt.

Technisch war das sehr einfach. Aber es stellt sich die offensichtliche Frage:

"Wie, um alles in der Welt, kommt man darauf?"

Also, woher kommen diese Vektoren, die inneren Produkte, die halben Winkel und der allgemeine Formalismus?

Die ehrlichste Antwort ist: Trial and error zu Beginn des 20. Jahrhunderts. Die QM wurde im Wesentlichen erraten und dann 
experimentell bestätigt. Es gab auch alternative Hypothesen, die sich als nicht richtig oder allgemein genug herausgestellt haben. 

Es gibt ein recht aktives Forschungsprogramm mit den Ziel, die Struktur der QM eindeutig aus "plausiblen" physikalischen 
Annahmen abzuleiten - so wie z.B. die Struktur der speziellen Relativitätstheorie aus der Beobachtung folgt, dass die 
Lichtgeschwindigkeit in jedem Bezugssystem konstant ist. Der Erfolg ist gemischt:

Die Tatsache, dass Wahrscheinlichkeiten aus inneren Produkten in komplexen Vektorräumen kommen, werden wir hier als 
gegeben annehmen

•

Die Dimension, die Form der Vektoren, und später die damit verbundenen Operatoren können aber weitgehend aus 
Symmetrieüberlegungen abgleitet werden. 

•
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[William Phillips]

[nobelprize.org]

Experiment:

Fange Teilchen in Falle•
Kühle so weit wie möglich ab•
Schalte Falle ab, messe Ankunft auf 
CCD-Chip unter der Falle

•

1.3 Teilchen in der Falle
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1.3.1 Teilchen in Falle: QM 
Beschreibung

   Motivation^J Modellsysteme Page 19    



In der klassischen Mechanik sind Ort und Impuls zwei unabhängige Variablen. Wir sehen, dass in der QM beide Größen aus 
dem gleichen Objekt (dem Zustandsvektor     ) abgeleitet werden. Dies ist z.B. der mathematische Ausgangspunkt der 
Unschärferelation.
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Wir erinnern uns an die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Als nächstes müssen wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf  angeben. Das geht auf verschiedene Arten. Z.B. durch 
ein Maß:

2.1 Wahrscheinlichkeitstheorie
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[Inverted classroom]
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[Beliebter Fehler] Dichten sind keine Wahrscheinlichkeiten! Insbesondere können Dichten Werte größer 
als 1 annehmen (Echt jetzt? Gibt es da Einschränkungen?). Dichten sind koordinatenabhängig (wie 
transformieren sie sich?) - im Gegensatz zu Wahrscheinlichkeiten (Warum? Was ist mit der kumulierten 
Verteilung?).

•

[Inverted classroom]
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Wahrscheinlichkeitstheorie studiert die Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmaßen unabhängig von 
Anwendungen oder Interpretationen.

Es gibt eine lange und kontroverse Debatte darüber, wie mathematische Wahrscheinlichkeiten "richtig" 
zu interpretieren sind. Wir gehen das Thema pragmatisch an: Der mathematische Formalismus passt auf 
verschiedene Anwendungen, die jeweils ihre Berechtigung haben. "Richtig" vs "falsch" ist dabei kein 
hilfreicher Rahmen - stattdessen sollte man für jedes gegebene Problem fragen, wie nützlich die 
verschiedenen Interpretationen jeweils sind.

Zuvor ein paar Beispiele von Aussagen, denen man vielleicht Wahrscheinlichkeiten zuordnen möchte:

…dass ein bestimmter Würfel sechs Augen zeigt,1.
…dass man morgen die Liebe seines Lebens trifft,2.
…dass es außerirdisches Leben gibt,3.
…dass innerhalb der nächsten 10 Jahre das World Trade Center durch einen terroristischen Anschlag 
zerstört wird [bei Abschluss eines Versicherungsvertrags im August 2001],

4.

…dass eine zufällige natürliche Zahl eine Primzahl ist.5.

Zwei wichtige Interpretationen:

Bayessche Wahrscheinlichkeiten1.

In der Bayesschen Interpretation beschreiben Wahrscheinlichkeiten einen subjektiven Grad von Sicherheit
über die Wahrheit einer Aussage. 

Vorteil: Die Interpretation ist sehr allgemein anwendbar - insbesondere können Sie, wenn Sie wollen, 
jedem der fünf Beispiele oben eine Bayessche Wahrscheinlichkeit zuordnen.

Nachteil: In den Naturwissenschaften streben wir objektive Aussagen an. Insbesondere müssen Aussagen 
experimentell falsifizierbar sein und physikalische Eigenschaften sollen sich auf Elemente der Wirklichkeit 
und nicht auf Beobachter beziehen.

Die operationelle Interpretation2.

Wahrscheinlichkeiten assoziiert man hier mit Anleitungen für wiederholbare Zufallsexperimente. Zum 
Beispiel "werfe den Würfel hoch in die Luft und lese die Augenzahl ab". Die Wahrscheinlichkeit eines 
Ereignises ist dann gleich dem Bruchteil der Male die das Ereignis auftritt, im Limes unendlich vieler 
Wiederholungen.

Vorteil: Operationelle Wahrscheinlichkeitsaussagen sind falsifizierbar (oder?) und Eigenschaften von 
Prozessen, nicht von Beobachtern.

Der Anwendungsbereich ist viel enger als im Bayesschen Formalismus. 
Betrachten Sie z.B. Aussage 3, über die Existenz von Außerirdischen. Das Experiment "Erschaffe ein 
Universum, lasse es sich für 20 Mrd. Jahren entwickeln, und schaue ob auf mehr als zwei Planeten 
Lebensformen entstanden sind" ist, ähem, nicht beliebig oft durchführbar.

•
Nachteile: 

2.2 Interpretation von 
Wahrscheinlichkeiten
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Lebensformen entstanden sind" ist, ähem, nicht beliebig oft durchführbar.

Es ist unklar, wie präzise eine Anleitung sein muss. Wie hoch muss der Würfel geworfen werden? Zählt 
"Kippe"? Wurf per Robotorarm? In welchem Schwerfeld? 
Diese Einwände sollte man zwar im Hinterkopf behalten - beunruhigend sind sie aber nicht. Der 
Zusammenhang zwischen mathematischen Modellen und physikalischer Wirklichkeit ist nie exakt. 
Beispiel: Die traditionelle Definition des Amperes ist geradezu lachhaft idealisiert - die Entwicklung der 
Elektrotechnik hat das aber nicht merklich gebremst. 

•

Der Limes "unendlich vieler Wiederholungen" ist problematisch. 
Im Sinne der Diskussion zuvor ist das in der Praxis kein Problem: Die empirisch beobachtete Frequenz 
von "sechs Augen", z.B., stabilisiert sich nach vielen Würfen und weitere Wiederholungen bringen nur 
noch wenig zusätzliche Information (quantitativ beschreibt das die Statistik). Konzeptionell gibt es hier 
schon eher eine Schwierigkeit: Große Abweichungen nach vielen Wiederholungen sind möglich, aber 
sehr unwahrscheinlich. Haben wir nun eine selbstbezügliche Definition gegeben, die den Begriff der 
Wahrscheinlichkeit als Teil seiner eigenen Definition bereits voraussetzt?

•

Für die QM passt die operationelle Interpretation - trotz der genannten Nachteile - am Besten. Wir 
werden sie von nun an verwenden.

[Inverted Classroom]: Diskutiere die Einwände, die Praxis in der Physik, und bewerte Beispiele 1 - 5 
durch den Blickwinkel der beiden Interpretationen. 

Der Begriff operationelle Interpretation ist in der Literatur zur Grundlagen der Quantenmechanik üblich. 
(Operationell heißt hier "durch konkrete Handlungsanweisungen beschrieben". Also "Nimm die Münze! 
Werfe sie! 1000 Mal! Berechne die relativen Häufigkeiten!"). In der Kategorisierung dieses philosophischen 
Artikels wird sie als Propensitätsinterpretation beschrieben.

•

Der Begriff der Propensitätsinterpretation geht auf Karl Popper zurück (vergl. Sein Kapitel im Sammelband 
Quantum Theory and Reality, ab Seite 31). Poppers Arbeiten waren motiviert durch Schwierigkeiten, die 
bei der Interpretation von Wahrscheinlichkeiten in der Quantenmechanik auftraten. Interessanterweise 
scheint es seine Absicht gewesen zu sein, eine realistische Interpretation der QM zu erreichen - ein Ziel, das 
aufgrund der Resultate von Bell heute gemeinhin als unerreichbar gilt (besprechen wir später). (Aus diesem 
Grund habe ich auf seinen Artikel "ab Seite 31" verwiesen. Dort finden Sie seine sehr klaren Ausführung 
zum Thema Wahrscheinlichkeit. Davor stehen seine unhaltbaren Spekualtionen zur Quantenmechanik. Sir 
Karl kochte also nur mit Wasser).

•

Weitere Anmerkungen:
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Interpretation ["Gesetz der großen Zahlen"]: Wenn man ein Zufallsexperiment oft wiederholt, dann tendiert der 
Mittelwert der Ergebnisse gegen den Erwartungswert.

(Haben Sie den Unterschied zwischen Erwartungswert und Mittelwert verstanden?)

Die Verteilung einer Zufallsvariablen kann sehr kompliziert sein. Wenige Kenngrößen enthalten 
aber oft bereits die wichtigsten Informationen. Insbesondere sind dies:

2.3 Zufallsvariablen
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Unimodale, symmetrische, schnell-abfallende Verteilungen sind durch Erwartungswert und Varianz gut 
beschrieben…

…im Allgemeinen gibt es aber viele Verteilungen, die mit gegebenen Erwarungswert und Varianz verträglich sind.

Präsenz: Sei              und                     . 

Berechne Erwartungswert und Varianz als Funktion von         .

Erwartungswert und Varianz entsprechen den ersten beiden Momenten. Wenn alle Momente bekannt sind, liegt 
die Verteilung i.d.R. eindeutig fest. Statt durch Maße oder Dichten, kann man daher Verteilungen auch durch 
Momente beschrieben. Oft ist das einfacher. Wir werden dies für das wichtige Beispiel von Eigenzuständen des 

Interpretation: Die Varianz ist ein Maß der "Streuung" der Verteilung um den Mittelwert. 
Insbesondere verschwindet die Varianz einer Zufallsvariable  genau dann, wenn es einen Wert  
gibt, der mit Wahrscheinlichkeit 1 angennommen wird. 

   Wahrscheinlichkeitstheorie Page 27    



Momente beschrieben. Oft ist das einfacher. Wir werden dies für das wichtige Beispiel von Eigenzuständen des 
harmonischen Oszillators sehen.
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In der Wahrscheinlichkeitstheorie setzt man eine Verteilung als gegeben voraus, und erforscht die 
Konsequenzen.

Die Statistik behandelt das dazu inverse Probleme: Man beginnt mit beobachteten Daten und versucht 
daraus Schlüsse über die zugrundeliegende Verteilung zu ziehen.

Für die meisten empirischen Wissenschaften ist die Statistik das zentrale Werkzeug, um zu Erkenntnissen 
über die Wirklichkeit zu gelangen. Die eine Ausnahme ist… …die Physik. So wird Statistik im Studium 
nicht gelehrt und viele aktive Physikerinnen und Physiker verstehen die Theorie nicht gut. (Schlimmer 
noch - in einem Angriff auf den George Orwell und die Strategen der Microsoft Corporation neidische sein 
könnten, ignoriert die Physik die Statistik nicht nur, sondern hat sich des Begriffs bemächtigt und seine 
Bedeutung einfach umgedreht. Häufig wird statistisch hier irreführend als Synonym für 
Wahrscheinlichkeiten betreffend verwendet. Zum Beispiel müsste die Statistische Physik eigentlich 
Probabilistische Physik heißen.) Warum dem so ist, das halte ich für eine sehr interessante Frage… ….die 
wir aber lieber in der Präsenzveranstaltung diskutieren. Bis auf Weiteres schließe ich mich der schlechten 
Tradition an, und ignoriere die Statistik. 

2.4 Statistik
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen können durch Maße, Dichten oder Momente beschrieben werden•

Wenn man ein Zufallsexperiment oft wiederholt, dann tendiert der Mittelwert der Ergebnisse gegen den 
Erwartungswert

•

Die Varianz ist ein Maß für die Streuung einer Variable um den Mittelwert•

Wir interpretieren Wahrscheinlichkeiten als eine Eigenschaft von Anleitungen für wiederholbare 

Zufallsexperimente. Andere Interpretationen sind aber auch möglich und nützlich.

•

2.5 Zusammenfassung
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Zuvor haben wir Präparationen und Messausgänge mit komplexen Vektoren, und 
Wahrscheinlichkeiten mit inneren Produkten in Verbindung gebracht.

Mathematisch führt uns das zur Theorie der Hilberträume: komplexe Vektorräume mit einem 
sesquilinearen inneren Produkt. 

3.1 Hilberträume
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Technisch ist    ℝ  ein Quotientenvektorraum: Die quadratintegrablen Funktionen "modulo" die Funktionen, deren Quadratintegral 

3.1.1 Anmerkungen zu 
Funktionenräumen
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Technisch ist    ℝ  ein Quotientenvektorraum: Die quadratintegrablen Funktionen "modulo" die Funktionen, deren Quadratintegral 
verschwindet. Letzteres sind genau die Funktionen, die nur auf eine Nullmenge von Null verschieden sind. Die Elemente des 
Quotientenvektorraums    ℝ  sind also Äquivalenzklassen quadratintegrabler Funktionen, wobei je zwei Funktkionen äquivalent 
sind, wenn sie sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden. 

Verwirrt?

Macht nichts. Ich erwähne das nur der Vollständigkeit halber. Praktisch werden wir uns mit diesen technischen Details (fast) nie 
beschäftigen müssen.
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3.2 Lineare Operatoren
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Mathematisch ist ein Bra ein Dualvektor oder ein lineares Funktional (nicht zu verwechseln mit den "Funktionen von 
Funktionen", die wir in der Mechanik als "Funktionale" bezeichnet haben!).  

Vielleicht haben Sie mal von dem Darstellungssatz von Riesz gehört, der sagt, dass alle linearen Funktionale auf einem 
Hilbertraum durch innere Produkte mit Vektoren (also durch Bras) dargestellt werden können. 

3.3 Dirac-Notation
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Haben wir neue Objekte eingeführt? Gibt es einen Unterschied zwischen    und  ?   1.

Warum brauchen wir das dann?2.

Was nutzen die Bücher ohne Dirac-Notation stattdessen?3.

Gelten für bra-kets die gleichen Rechenregeln wie für das innere Produkt auf dem Hilbertraum?4.

3.3a Dirac-Notation: Fragen und 
Antworten
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Dualvektoren machen mir Kopfschmerzen. Bin ich für die QM verloren?5.
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3.4 Basen und Matrixdarstellungen
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Der Nutzen der Vollständigkeitsrelation ergibt sich daraus, dass die linke Seite von der Basis abhängt, die rechte Seite aber basisunabhängig 
ist. Daher kann man "durch Einschieben der Identität & Einsetzen der Vollständigkeitsrelation" oft zwischen einer 
koordinatenunabhängigen Darstellung, und dem Ausdruck in Koordinaten wechseln. Was das bedeutet, wird am besten anhand von 
Beispielen klar.
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3.5 Adjungierte Operatoren
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3.6 Spektraldarstellung
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Anmerkungen:

Viele Fragen über Operatoren lassen sich beantworten, wenn man die Spekralzerlegung kennt. In der Praxis 
heißt "Quantenmechanik machen" daher häufig "Spektralzerlegungen finden". (Ich hoffe, das enttäuscht Sie 
nicht…).

•

Wenn man einen Operator in seiner Eigenbasis dartellt, ist der diagonal, mit den Eigenwerten auf der 
Hauptdiagonalen. Man sagt daher man "diagonalisiert" den Operator, wenn man die Spektralzerlegung sucht. 

•
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Also, mit Hilfe der Spektraldarstellung kann man "Funktion von Operator" durch "Funktion 
von Eigenwerten" ausdrücken. Letzteres ist häufig viel einfacher. 

Ausblick: Die Zeitentwicklung eines Quantensystems wird durch die Schrödingergleichung
beschrieben. Sie zu lösen ist äquivalent dazu, die Exponentialfunktion eines Operators (des 
Hamiltonoperators) zu berechnen. Dazu nutzt man die Spektraldarstellung. Eine zentrale 
Aufgabe ist es also, die Eigenwertgleichung für den Hamiltonoperator zu lösen. Man nennt 
diese Eigenwertgleichung die stationäre Schrödingergleichung.

Anmerkung: Sei  eine Funktion, die keine Taylorreihe hat. Dann definiert man     über 
die Formel (*). Diesen Ansatz nennt man Spektralkalkül.

3.6.1 Funktionen von Operatoren
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die Formel (*). Diesen Ansatz nennt man Spektralkalkül.
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In unendlichdimensionalen Räumen gilt die zuvor eingeführte Version der Spektralzerlegung für hermitesche 
Operatoren nicht immer. Probleme treten dann auf, wenn die Eigenwerte kontinuierliche Werte annehmen 
können. Wir zeigen hier zwei Beispiele. In der nächsten Lektion führen wir dann einen verallgemeinerten Ansatz 
ein, um das Problem zu lösen.

3.6.2 Spektren im ∞-dimensionalen: 
Das Problem
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Um den Orts- und den Impulsoperator diagonalisieren zu können, erweitern wir den Hilbertraum um 
zusätzliche Objekte, die nicht normalisierbaren Funktionen entsprechen. Zunächst zeigen wir, wie das 
formal unser Problem löst. Ob man das "darf" - also ob konzeptionelle und mathematische Probleme 
damit einhergehen, darauf gehen wir später ein.

3.6.3 Spektren im ∞-dimensionalen
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3.6.4 Bsp.: Ableitungen und 
Translationen
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Ausblick: Wir werden bald sehen, dass unitäre Operatoren die quantenmechanische Version von "hamiltonschen 
Flüssen" sind. Sie beschreiben sowohl Zeitentwicklungen, wie auch Symmetrietransformationen (vergl. das Hamiltonsche 
Noether-Theorem).

3.7 Unitäre Operatoren
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Zu 2 und 3: Man kann sich in diesem Sinn hermitesche Operatoren als Verallgemeinerung von reellen Zahlen, 
und unitäre Operatoren als Verallgemeinerung von komplexen Zahlen mit Betrag eins vorstellen.

•

Zu 3: Dieser Zusammenhang zwischen unitären und hermiteschen Operatoren ist zentral für die Behandlung 
der Schrödingergleichung und der quantenmechanischen Version des Noether-Theorems.

•

Zu 4: Da das Normquadrat einfach das innere Produkt eines Vektors mit sich selbst ist, bedeutet dies, dass es 
ausreicht, wenn man in der Definition von Unitarität am Anfang dieser Seite den "diagonalen" Spezialfall   
 betrachtet. Das ist vielleicht überraschend. Analoge Eigenschaften treten häufig in Physik und Mathematik 
auf, wenn man "symmetrische Formen" (das Euklidische innere Produkt, das sesquilineare innere Produkt, 
vollständig symmetrische Tensoren, bosonische Wellenfunktionen…) betrachtet. Den Schluss vom diagonalen 
auf den allgemeinen Fall nennt man "Polarisation". 

•

Anmerkungen:
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3.8 Projektoren
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Hier sammeln wir verschiedene Konzepte, die Sie entweder aus der LA schon gut kennen sollten, 
oder die wir nicht unmittelbar brauchen.

Schauen Sie mal drüber und gelegentlich hinein.

3.9 Verschiedenes
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3.9.1 Die Spur
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3.9.2 Entartung
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3.9.3 Kommutierende Operatoren
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Wir müssen nun die mathematischen Begriffe mit 
physikalischen Konzepten in Verbindung bringen. Die 
Entsprechung nennt man häufig die Postulate oder 
Axiome der QM. Wir fangen hier mit den wichtigsten 
Spezialfällen an und werden später allgemeinere 
Postulate ergänzen.

4.1 Postulate der QM [diskrete 
projektive Messungen, reine Zustände]
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Zustände:

Observablen:

4.2 Zustände und Observablen
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Wie ordnet man Systemen Hilberträumen, und Messungen Operatoren zu? 

"Raten und empirisch testen" ist keine falsche Antwort. Aus Erfahrungen heraus wurden auch eine Reihe heuristischer Quantisierungsregeln 
formuliert, die ganz gut funktionieren.

Der mit Abstand systematischste Zugang basiert auf der Analyse von Symmetrien. 

Im Folgenden werden wir dieses Programm einmal durchschreiten, und zeigen, wie Rotationssymmetrie zur quantenmechanischen 
Beschreibung des Stern-Gerlach-Versuchs führt. 

Schlechte Nachricht: Dies ist zwar das einfachstes Beispiel - aber keinesfalls ein einfaches! 

Gute Nachricht: Wenn Sie dem recht langen Argument beim ersten Mal nicht ganz folgen können, ist das kein großes Problem. Man kann 
mit der QM arbeiten, auch wenn man nicht genau weiss, wo die Modelle herkommen. Die zentrale technische Konstruktion - eine 
Darstellung der Drehgruppe - werden wir später in größerer Allgemeinheit wiederholen.

Der Satz von Wigner sagt, dass jeder Symmetrie ein (anti-) unitärer Operator zugeordnet werden kann1.
Für die Drehgruppe sind die Operatoren unitär. Sie formen eine Darstellung der Drehgruppe - d.h. Multiplikation von unitären entspricht 
der Verknüpfung von Symmetrien.

2.

Symmetriegruppen - selbst die recht einfache Drehgruppe - sind komplizierte Objekte. Einfacher sind ihre "infinitesimalen" Versionen, 
die durch Erzeugende beschrieben werden.

3.

Die (wichtige!) Baker-Campbell-Hausdorff-Formel besagt, dass Verknüpfungen von Symmetrien durch Kommutatoren von Erzeugern 
beschrieben werden.

4.

Zuletzt finden wir eine Darstellung der Kommutatorrelationen der Drehgrupppe durch 2x2-Matrizen. Nun können wir ernten!5.

Übersicht:

4.3 Hilbertraum und Observablen aus 
Symmetrien
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4.3.1 Symmetrien und Satz von Wigner
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4.3.2 Symmetriegruppen und 
Darstellungen
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Um Hilberträume und Observablen zu konstruieren, müssen wir Symmetriegruppen besser verstehen.

Dieses Problem wird sehr viel einfacher, wenn man sich auf "infinitesimale Transformationen" beschränkt.

Beispiele sind Drehung um den Winkel  um eine Drehachse, oder (später) der Zeitenwicklungsoperator, der 
einen Zustand zum Zeitpunkt   auf den Zustand zum Zeitpunkt     abbildet. 

Alle solche Eine-Parametergruppen können vollständig durch ihr Verhalten um 0 herum beschrieben werden!

4.3.3 Erzeugende
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Konkret: Was sind die Erzeugenden der Drehgruppe?

4.3.4 Erzeugende der Drehgruppe
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Wir können nun Rotationen als Exponenten ihrer Erzeugenden darstellen:                . 

Welche Eigenschaften der Erzeugenden sind wichtig?

4.3.5 Baker-Campbell-Hausdorff
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Statt Darstellungen von Symmetriegruppen, kann man (leichter!) Darstellungen ihrer Erzeuger 
suchen.

4.3.6 Darstellungen der Erzeugenden
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4.3.7 Observablen für Spin-1/2-
Systeme
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Wie die Hamiltonschen Gleichungen, ist die Schrödingergleichung eine lineare gewöhnliche DGL erster Ordnung. D.h. dass der 
Zustandsvektor zu einem Zeitpunkt die Zeitentwicklung für alle Zeiten festlegt.

(Mathematisch betrachtet ist die Struktur der Schrödingergleichung und der Hamiltongleichung sehr ähnlich. Man kann auf der 
Einheitssphäre des Hilbertraums eine "symplektische Struktur" einführen, bezüglich derer die Multiplikation mit der imaginären 
Einheit der Multiplikation mit der symplektischen Matrix entspricht. In diesem Sinn ist die Schrödingergleichung eine Hamiltonsche 
Gleichung - mit dem Hilbertraum als Phasenraum. Die Ähnlichkeiten enden dann aber schnell: Die Interpretation der Elemente des 
klassischen Phasenraums unterscheidet sich deutlich von der Interpretation der Hilbertraumvektoren.)

4.4 Postulate: Zeitentwicklung 
[Hamiltonsch]
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4.4.1 Zeitentwicklungsoperator und 
stationäre Schrödingergleichung
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In der Eigenbasis des Hamiltonoperators ist die Zeitentwicklung also sehr einfach: die Entwicklungskoeffizienten 
werden mit einer komplexen Phase multipliziert, deren Argument linear in der Zeit ist. Die 
"Winkelgeschwindigkeit" ist dabei die Energie in Einheiten von  . 
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4.4.2 Bsp.: Lamorpräzession
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In einem homogenen Magnetfeld || zur x-Achse beschreibt der Vektor der Spin-Erwartungswerte also eine Rotation um die x-Achse. Das 
erinnert an die Präzession eines Kreisels im Schwerefeld.

Man mache sich bewusst, dass der Vektor der Spinerwartungswerte Daten enthält, die nicht direkt gleichzeitig messbar sind! Die i-te 
Komponente sagt, welcher Mittelwert sich ergeben würde, wenn man die i-te Spinrichtung t Zeiteinheiten nach der Präparation 
wiederholt messen würde. Der Vektor beschreibt also das asymptotische Verhalten von drei unterschiedlichen Experimenten! Ob es auch 
ein einziges Experiment gibt, das uns gleichzeitigen Zugriff auf alle Komponenten ermöglicht, können wir im Moment nicht sagen (wir 
werden später sehen, dass das nicht möglich ist, nicht einmal in einer hypothetischen Theorie, die allgemeiner als die QM ist!!).

Die Larmor-Präzession findet z.B. in der Kernspinresonanzspektroskopie (nuclear magnetic resonance - NMR) Anwendung. Dort werden 
Atomkerne einem starken homogenen Magnetfeld ausgesetzt. Nach einer Zeit, richten sich die Spins der Atomkerne parallel zum Feld 
aus, um die Energie zu minimieren ("Polarisation").  Die Larmor-Frequenz der Kerne hängt vom Spin des Kerns sowie vom B-Feld am Kern 
ab. Letzteres wiederum wird z.B. von der Elektronen-Konfiguration, also von den chemischen Eigenschaften der Probe beeinflusst. So 
ergeben sich charakteristische Larmor-Frequenzen, die z.B. von den Isotopen in der Probe abhängen. Zunächst beobachtet man aber 
keine Präzession, da die Spins, wie gesagt, parallel zum Feld stehen. Um das zu ändern, strahlt man ein Mikrowellensignal mit Frequenz in 
der Nähe einer der Larmorfrequenzen ein. Sobald wir Störungstheorie behandelt haben, werden wir ausrechnen können, dass ein solches 
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der Nähe einer der Larmorfrequenzen ein. Sobald wir Störungstheorie behandelt haben, werden wir ausrechnen können, dass ein solches 
resonantes Signal die Spins aus der Ruhelage ablenkt (das sind Rabi-Oszillationen). Ein sogenannter    -Puls stellt sie senkrecht zum 
äußeren Feld, und es setzt die Präzession ein, die wir oben ausgerechnet haben. Dadurch wird eine EM-Welle abgestrahlt, die durch 
Spulen aufgefangen und analysiert wird. Z.B. interessiert man sich für die Relaxationszeit, also die Zeit, nach der die Spins wieder in den 
Grundzustand übergehen. Diesen Prozess nennt man Dekohärenz.
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4.4.3 Das Heisenberg-Bild
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Bislang habe wir uns auf Messungen mit diskreter 
Ergebnismenge ("spin up", "spin down") befasst.

Die vielleicht natürlchsten physikalischen Systeme sind 
Teilchen, deren Eigenschaften ("Ort", "Impuls") 
kontinuierliche Werte annehmen. Hier werden wir ihre 
quantenmechanische Beschreibung einführen und die Postulate 
entsprechend erweitern.

5.1 Kanonische Quantisierung von 
Teilchen im ℝ^N
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Wir verallgemeinern die zuvor eingeführten 
Postulate, um auch Messungen mit 
kontinuierlicher Ergebnissmenge (wie Ort 
und Impuls) zuzulassen.

5.2 Postulate der QM [allemeine 
projektive Messungen, reine Zustände]
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Die quantenmechanische Beschreibung von Spin-1/2-Systemen haben wir mit 
Symmetrieüberlegungen gewinnen können. Eine ähnliche Argumentation ist auch für die 
kanonische Quantisierung möglich - sie ergibt sich aus der Darstellungstheorie der 
Galileogruppe. 

Die Details sind recht aufwendig. Auch wurde historisch zuerst die Beschreibung gefunden, 
und später erst mit ihren Symmetrien in Verbindung gesetzt (im Gegensatz zur relativistichen 
Theorie). Daher wird dieser Zugang nur selten in Lehrbrüchern behandelt. Wir werden in der 
Präsenzveranstaltung kurz darüber diskutieren. Eine ausführliche Darstellung finden Sie im 
Lehrbuch von Ballentine.

5.3 Ausblick: Kanonische Quantisierung 
aus Symmetrien
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Betrachte Zustand    .

Wir wollen die Varianz der Ortsverteilung        
 

durch die Varianz der Impulsverteilung beschränken 

       
 
.

5.4 Die Heisenbergsche 
Unschärferelation
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Anmerkungen, weitere Diskussion in der Präsenzveranstaltung:

Die Mathematik ist leicht, über die Interpretation der Unschärferelation gibt es aber bis heute Debatten. Ein 
Grund ist, dass die Beschreibung in Worten und die Mathematik in frühen Veröffentlichungen nicht 
zusammenpassten.

Die Mathematik sagt, dass man keinen Zustand präparieren kann, dergestallt, dass wenn man viele 
Messungen entweder des Orts oder des Impuls durchführt, man zwei scharfe Verteilungen erhält.

In Worten wird dazu häufig gesagt, dass eine Ortsmessung den Impuls störe; oder dass gleichzeitige Messung 
von Ort und Impuls nicht möglich seien; oder dass man einem Teilchen keinen Impuls zuweisen kann, wenn 
man nur den Ort misst, usw. Alle diese Aussagen sind auch wahr - folgen aber nicht aus der unteren 
Schranke an das Produkt der Varianzen. Dass diese anderen Interpretationen auch gelten, und wie man sie 
präzise formuliert, wurde erst in den letzten Jahren sorgfältig beschrieben! 
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5.5 Eindimensionale Potentialprobleme
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Bsp.: Gaußsches Wellenpaket. -> Hausaufgabe.

5.5.1 Freie Teilchen
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Um die Zeitentwicklung eines freie Teilchens zu berechnen, muss man also einfach die Anfangsbedingungen in der Fourier-Basis 
ausdrücken, und die Fourier-Koeffizienten mit einer zeitabhängigen Phase multiplizieren. Wenn das Ergebnis wieder als Funktion der 
Ortsvariablen ausgedrückt werden soll, muss zuletzt noch eine inverse Fourier-Transformation angewandt werden. 

Prinzipiell ist das ein recht einfaches und explizites Rezept. Es entspricht dem Lösungsansatz gekoppelter harmonische Oszillatoren in der 
klassischen Mechanik. Zugegeben: In der Praxis können die Fourierintegrale schon etwas nervig werden - selbst der Fall von Gaußschen 
Wellenpaketen wird Sie in der Übung eine Woche lang beschäftigen. 

Bsp.: Gaußsches Wellenpaket. -> Hausaufgabe.
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5.5.2 Die Potentialstufe
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Mit diesen Techniken können wir die Energiequantisierung im Kastenpotential nachweisen; und Sie können in der 
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Mit diesen Techniken können wir die Energiequantisierung im Kastenpotential nachweisen; und Sie können in der 
Hausaufgabe den Tunneleffekt als Streuproblem lösen.
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5.5.3 Das Kastenpotential
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Erinnern Sie sich an die Streutheorie in der 
klassischen Mechanik? Statt die genaue 
Trajektorie eines Körpers um ein 
Kraftzentrum auszurechnen, haben wir uns 
das Leben leicht gemacht, und nur den 
asymptotischen Streuwinkel berechnet.

Das geht auch in der Quantenmechanik - und ist dort vielleicht noch 
wichtiger. 

Bsp.: Die Dynamik eines Wellenpakets, das durch eine 
Potentialbarriere tunnelt ist nicht analytisch beschreibbar. Das 
asymptotische Verhalten bei     ∞ ist hingegen ein Übungszettel.

Im Bereichen mit    entspricht die Schrödingergleichung der des 
freien Teilchens.

1.

Es gbit also "einlaufende", "auslaufende" und "reflektierte" Lösungen. 
Streutheorie fragt, wie diese Lösungen zusammenhängen.

2.

Für stückweise konstantes Potential setzen die Regularitätsbedingungen 
aus 5.5.2 die Koeffizienten zu einander in Relation.

3.

Wenn nun für alle Eigenvektoren mit Energie            und          gilt, dass 

              , dann muss eine einlaufende Welle mit Amplitude      für          

4.

5.5.4 Streutheorie in einer Dimension
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Wenn nun für alle Eigenvektoren mit Energie            und          gilt, dass 

              , dann muss eine einlaufende Welle mit Amplitude      für          

eine auslaufende Komponente mit Amplitude                 haben.

4.

Wir können so also aus Lösungen der stationären Schrödingergleichung 

(asymptotische) dynamische Information ableiten!
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Sie haben die Dynamik des freien Teilchens im Schrödingerbild mühsam von Hand ausgerechnet. 

Hier werden wir sehen, dass wenn wir uns nicht für die volle zeitabhängige Wellenfunktion       
interessieren, sonder nur für die Zeitentwicklung ausgewählter Erwartungswerte - z.B.       - dann kann 
man im Heisenbergbild mit viel weniger Arbeit allgemeinere Resultate erzielen.

Nebenbei erhalten wir eine wichtige Inkarnation des Koorespondenzprinzips, das sagt, dass die klassische 
Mechanik aus der QM folgen muss.

5.5.5 Satz von Ehrenfest
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6.1 Der harmonische Oszillator
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Bisherige 1D Potentialprobleme haben wir behandelt, indem wir direkt die Differentialgleichungen gelöst, 
und so die Wellenfunktionen in Ortsdarstellung erhalten haben. Das geht für den harmonischen Oszillator 
im Prinzip auch (wenn man Hermite-Polynome mag...), ist aber nicht die bevorzugte Methode.

Stattdessen ist unser Ziel, so viele physikalische Eigenschaften des harmonischen Oszillators wie möglich zu 
finden, in dem wir nur die "algebraischen Eigenschaften" des Orts- und Impulsoperators nutzen - im 
Wesentlichen die kanonische Vertauschungsrelation.

Das Programm ist überaus erfolgreich! Die Lösung der stationären Schrödingergleichung, sowie viele 
physikalische Eigenschaften der Energieeingenzustände können durch eine Reihe elementarer Argumente 
aus der linearen Algebra gewonnen werden. Differentialgleichungen und explizite Wellenfunktionen 
spielen so gut wie keine Rolle. Diese Herangehensweise - den Hilbertraum zu vermeiden und stattdessen 
mit der Algebra der Operatoren zu arbeiten - ist die Grundlage der Quantenvielteilchentheorie und der 
Quantenfeldtheorie. 

6.2 Algebraische Lösung
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6.2.1 Erzeuger, Vernichter, 
Besetzungszahloperator
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6.2.2 Eigenwerte des 
Besetzungszahloperators durch Leitern
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Für den eindimensionalen harmonische Oszillator gilt:

6.2.3 Keine Entartung
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6.2.4 Eigenbasis des 1-D Oszillators
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Man zeigen, dass man alle Operatoren durch Polynome in Leiteroperatoren ausdrücken (oder zumindest annähern) kann (vergl. "CCR 
algebra").  Daher, und da die Energieeigenzustände eine Basis im Hilbertraum bilden, kann man im Prinzip beliebige Erwartungswerte 
durch "Leitern" ausrechnen. 

Einige Beispiele:

6.2.5 Erwartungswerte in 
Eigenzuständen
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6.2.6 Ortsdarstellung
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Hamiltonoperator

Angepasste Einheiten

Erzeuger, Vernichter

Spektrum, Eigenzustände:

quantisiert•
äquidistant, mit Abstand   •

Grundzustandsenergie ist 
 

 
   •

Die Energieeigenwerte des harmonischen 
Oszillators sind also:

Die Wellenfunktion des Grundzustands ist 

6.2.7 Zusammenfassung
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Grundzustandsenergie ist 
 

 
   •

Die Wellenfunktion des Grundzustands ist 
eine Gaußfunktion. Höhere Eigenzustände 
erhält man durch Anwendung der 
Leiteroperatoren. Es ergeben sich Hermite-
Polynome.

Quelle: Wikipedia, public domain.
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Hausaufgabe.

6.3 Kohärente Zustände
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6.4 Mehrdimensionale Oszillatoren
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6.5 Ausblick: Gekoppelte Oszillatoren
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Betrachte Rotation  . Mit  ist eine unitäre Abbildung     

verbunden, die Zustände auf rotierte Zustände abbildet.

1.

Verknüpfung von Rotationen entspricht Multiplikation der Unitären, bis auf eine 
mögliche globale Phase.

2.

Zu erster Ordnung werden Drehungen durch Erzeugende beschrieben.3.

7.1 Drehimpuls: Wiederholung der 
Hintergründe
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Baker-Campbell-Hausdorff: Verknüpfung von Gruppenelementen   Kommutatoren von Erzeugenden4.

Kommutatorrelation der Erzeugenden der Drehgruppe gegeben durch5.
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Kommutatorrelation der Erzeugenden der Drehgruppe gegeben durch5.

Ziel nun: Beschreibe alle Möglichkeiten, diese Gleichung zu erfüllen.

Nach Punkt 2 muss dies ebenso für die Erzeugenden der unitären Darstellung gelten6.
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Anmerkung:

Die quantenmechanischen Observablen unterscheiden sich von den geometrischen Erzeugenden also durch einen 
Faktor von   . Die Existenz von zwei Normierungen spiegelt die Tatsache wieder, dass Observablen in der QM 
sowohl Messungen beschreiben, wie auch Symmetrien erzeugen. Die beiden Rollen erfordern unterschiedliche 
Normalisierungen. Sie kennen das bereits von der Schrödingergleichung: Die Erzeugende der Zeitentwicklung ist 
 

  
   , unterscheidet sich von der Observable, die der Energie entspricht also durch den gleichen Vorfaktor. 

Wir werden von nun an mit Observablen und der entsprechenden Normalisierung arbeiten.

7.2 Drehimpulsoperatoren
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Anmerkung: Ein Polynom in den Erzeugern, das mit allen Erzeugern kommutiert heißt Casimir-Operator. Der Drehimpulsbetragsoperator ist nur ein 
Spezialfall einer sehr allgemeinen Konstruktion, mit der man Casimir-Operatoren für kontinuierliche Gruppen konstruieren kann. Ihnen wird diese Idee 
gelegentlich wieder begegnen.

7.2.1 Magnetische und 
Drehimpulsquantenzahl
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7.2.2 Magnetische QZ durch Leitern
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7.2.3 Drehimpulsquantenzahl
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Insgesamt:

Drehimpulsoperatoren können auf Blockdiagonalgestalt gebracht werden. •
Mit jedem Block ist eine Drehimpulsquantenzahl  verbunden. •
Bis auf Basiswahl hängt die Lösung also nur davon ab, welche Drehimpulsquantenzahlen wie 
häufig vorkommen.

•

Die Blöcke mit Drehimuplsquantenzahl  können als elementare Bausteine betrachtet werden, aus 
denen alle quantenmechanischen Drehimpulse zusammengesetzt sind. (Mathematisch nennt man 
das eine irreduzible Darstellung).

•

   Drehimpuls Page 147    



7.2.4 Beispiel: Spin-1/2-Darstellung
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7.3 Bahndrehimpuls
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7.3.1 Reduktion auf Funktionen auf der 
Sphäre
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7.3.3 Kugelflächenfunktionen
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Erinnerung:

Der Gesamtdrehimpuls von  Teilchen ist einfach die Summe der einzelnen Drehimpulse.

Auch quantenmechanische Drehimpulse können addiert werden. Z.B. die Bahndrehimpulse 
mehrerer Teilchen, aber auch Bahndrehimpuls und Spin eines Teilchens. Die Theorie ist nicht ganz 
einfach - wir skizzieren sie hier grob.

7.4 Kopplung von Drehimpulsen
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7.4.1 Mehrteilchensysteme
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7.4.2 Lokale Operatoren
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7.4.3 Gesamtdrehimpuls
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7.4.4 Clebsch-Gordan-Zerlegung
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Bei der Betrachung gekoppelter Drehimpulse, sind uns Zustände dieser Art untergekommen:

8.1 Verschränkte Zustände
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"Sobald das erste Teilchen durch den  -Pfad gegangen ist, dann liegt instantan der 
Zustands des zweiten Teilchens fest! Auch wenn die Teilchen bei der Messung weit 
entfernt voneinander waren. Geisterhafte Fernwirkung! Quantenmagie!"

Verschränkung führt also zu korrelierten Messausgängen. Sowohl in der Populär- wie auch, 
leider, gelegentlich in der Fachliteratur, wird so getan, als wäre das sehr überraschend. 

Oder so. 

Das Argument ist quatsch. Korrelationen gibt es auch klassisch. Vergleiche: Die Socken 
des Herrn Bertlmann.

1.

In einer gerechten Welt hätten Blödmänner nie recht und schlechte Argumente würden 
immer zu einem falschen Ergebnis führen. Die Welt ist nicht gerecht:

Geisterhafte Fernwirkung und Quantenmagie beschreibt die Situation aber trotzdem sehr 
gut! Um einzusehen, dass Quantenkorrelationen tatsächlich merkwürdig sind, muss man 
aber etwas härter arbeiten.

2.

8.2 Die Socken des Reinhard Bertlmann
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Bis auf weiteres vergessen wir die Quantenmechanik! Die folgenden Argumente beziehen sich 
lediglich auf die Analyse experimenteller Daten und gelten unabhängig von einer spezifischen 
Theorie.

Ziel ist es, zu beweisen, dass in diesem Universum:

Physikalische Größen existieren nicht unabhängig von Beobachtungen.1.
Es gibt Zufallsprozesse, bei denen Wahrscheinlichkeiten nicht nur mangelndes Wissen über 
die Wirklichkeit beschreiben.

2.

Informationen kann im Allgemeinen nicht kopiert werden.3.
Es gibt Paare physikalische Größen, die nicht gleichzeitig gemessen werden können.4.

All dies sind empirische Tatsache, die jede Theorie erfüllen muss!

Das Ganze ist ziemlich einfach.

8.3 Bell-Ungleichungen: Übersicht
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Nur als Video verfügbar.

8.3.1 Epistemische Selbstverteidigung
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8.3.2 Das CHSH-Szenario
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Annahme: Die Größen existieren unabhängig von Alices 
und Bobs Wahl, welche gemessen werden.

Es existiert irgendeine Zuweisung von Werten   zu 
jeder denkbaren Messung. 

1.

Durch Münzwurf entscheiden wir uns in jedem 
Durchgang, wechen der bereits existenten Werte wir 
beobachten.

2.

Die Daten können also so bechrieben werden: 

Behauptung: Aus dieser Annahme folgen beobachtbare Konsequenzen, selbst wenn man keinerleich Annahmen 
darüber macht, welche Werte die nicht-beobachteten Größen annehmen.

8.3.3 Die CHSH-Ungleichung
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Sie mögen die Schlussfolgerungen aus der letzten Lektion nicht?

In die Analyse sind einige implizite Annahmen eingefloßen, die man 
auch ablehnen kann. In der Literatur ist hier von loopholes, als 
Schlupflöchern, die Rede. 

8.3.4 Schlupflöcher
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Wir hatten betont, dass wir für die Analyse der Bellschen Ungleichungen (z.B. in CHSH-Form) die 
Gültigkeit der Quantenmechanik nicht voraussetzen müssen. Die Schlussfolgerungen gelten also für 
jede Theorie, die mit den empirischen Informationen, die wir über die Natur gesammelt haben, 
verträglich ist.

Trotzdem ist es relevant zu fragen, ob die QM Bellverletzungen vorhersagt. Sie tut das 
tatsächlich - eine leichte Rechnung dazu ist Teil des aktuellen Übungsblatts. Alle beobachteten 
Bellverletzungen sind mit den Vorhersagen der QM kompatibel.

Rest: Übung.

8.4 Verletzungen von CHSH in der QM
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Erinnern Sie sich an unseren Plan:

Physikalische Größen existieren nicht unabhängig von Beobachtungen.1.
Es gibt Zufallsprozesse, bei denen Wahrscheinlichkeiten nicht nur mangelndes Wissen über die 
Wirklichkeit beschreiben.

2.

Informationen kann im Allgemeinen nicht kopiert werden3.
Es gibt Paare physikalische Größen, die nicht gleichzeitig gemessen werden können.4.

8.5 Unmögliche Maschinen
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Wir werden drei Lösungsansätze besprechen:

Analytisch: durch direktes Lösen der stationären Schrödigengergleichung als partielle Differentialgleichung.1.
Algebraisch: Eine Quantenversion des Runge-Lenz-Vektors gibt zusätzlichen Erhaltungsgrößen. Deren 
Vertauschungsrelationen alleine geben Informationen über das Spektrum (vergl. Vorgehen beim Drehimpuls und 
harmonischen Oszillator).

2.

Geometrisch: Die zusätzlichen EHGs entsprechen einer "versteckten" Symmetrie unter der Wirkung der 
vierdimensionalen Drehgruppen.

3.

Keine der drei Vorgehensweisen ist leicht! Die erste ist in jedem Lehrbuch wiedergegeben. 2 und 3 sind etwas 
exotischer (auch wenn sie von Pauli und Fock bereits in den 20er und 30er Jahren des 20. Jahrhunderts 
beschrieben wurden). Wenn man 2 und 3 nicht im Detail versteht, ist das ein verkraftbarer Verlust…

9.1 Zentralpotentiale
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Übersicht:

Zunächst gehen wir wie im klassischen Fall vor: Wir nutzen Drehimpulserhaltung, um 
das Lösung auf eine eindimensionales Potentialproblem für die Radialkoordinate unter 
einem effektiven Potential zurückzuführen (9.2.1 und 9.2.2). 

Soweit so interpretierbar.

Die Lösung des eindimensionalen Problems erfordet keine tiefen Ideen, aber etwas 
Geduld und Konzentration. Wir werden wiederholt die Darstellung der 
Radialwellenfunktion verändern (von R zu u zu y…) um das Problem zu vereinfachen. 
Am Ende erreichen wir einen Potenzreihenansatz, der zu einer relativ leicht verdaulichen 
Rekursionsrelation der Entwicklungskoeffizienten der Potenzreihe führt. Zum Glück stellt 
sich heraus, dass die Potenzreihe notwendigerweise abbricht, also tatsächlich nur ein 
Polynom darstellt. 

Also… Kaffee kochen, Augen reiben und durch! 

9.2 Analytischer Ansatz
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Wie in der klassischen Mechanik, führt die Rotationsinvarianz des Potentials dazu, dass der 
Drehimpuls eine Erhaltungsgröße ist, also mit dem Hamiltonoperator kommutiert. Hier 
schauen wir uns die Details an.

Erinnerung:

Vergleich mit dem Laplace-Operator in Kugelkoordinaten gibt:

Wir wissen bereits, dass (2) und (3) implizieren, dass die Winkelabhängigkeit durch 
Kugelflächenfunktionen beschrieben wird:

9.2.1 Drehimpulserhaltung
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Ausgangspunkt:

9.2.2 Reduktion auf eindimensionales 
Potentialproblem
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Ausgangspunkt:

9.2.3 Einschränkung auf 1/r-Potential; 
Wechsel zu angepassten Einheiten
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Ausangspunkt:

9.2.4 Abspaltung des asymptotischen 
Terms
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Ausgangspunkt:

https://en.wikipedia.org/wiki/Brilliant_Li
ght_Power

9.2.5 Lösung durch Potenzreihenansatz
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Entartungen sind häufig Zeichen einer Symmetrie. Wir hatten zuvor 
festgehalten, dass eine (2l+1)-fache Entartung der Energie eine 
direkte Konsequenz der Rotationsinvarianz ist (und daher für alle 
Zentralpotentiale auftritt). Es ist nicht offensichtlich, ob man die hier 
gefundene, wesentlich größere, Entartung auch explizit aus einer 
Symmetrie herleiten kann. 

Wir gehen dem als nächstes nach.

9.5.6 Diskussion der Lösungen
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9.3 Algebraischer Ansatz
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9.4 Geometrischer Ansatz
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Wechselwirkungspotential zwischen 
ungeladenen Atomen.

Wir erwarten, dass sie sich bevorzugt im 
Abstand     voneinander aufhalten.

10.1 Störtheorie
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10.2 Zerlegung des Hamiltonoperators
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10.3 Potenzreihenanstz (Rayleigh-
Schrödinger)
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Der lineare Term der Störreihe eines Energieniveaus ist durch das Matrixelement der 
Störung zwischen den Eigenvektoren gegeben.

10.4 Energiekorrektur zur ersten 
Ordnung
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10.5 Beispiel: Anharmonischer 
Oszillator
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10.6 Eigenvektoren: Korrektur erster 
Ordnung
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10.7 Energiekorrektur zweiter Ordnung
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10.8 Beispiel: Linear gestörter 
harmonischer Oszillator
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10.9 Störung eines entarteten 
Eigenwerts
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10.10 Beispiel
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Orga•
Fragen zum Einführungskapitel•

Themen:

Besprechen Sie die Begriffe von Maß, Dichte, und kumulative 
Wahrscheinlichkeit anhand der vier gegebenen Beispiele in 2.1. Wie heißt 
doch gleich die spezielle Funktion, durch die man die kumulative Verteilung 
einer eindimensionalen Normalverteilung beschreibt?

•

Frage am Ende von 2.1: Wie unterscheiden sich Dichten von 
Wahrscheinlichkeiten?

•

Bewerte Beispiele 1 - 5 durch den Blickwinkel der beiden Interpretationen 
in 2.2.

•

2.3: Was ist der Unterschied zwischen Erwartungswert und Mittelwert? •

Inverted Classroom zur Wahrscheinlichkeitstheorie, soweit wir kommen.

1. Online-Sitzung, 15.4.2021
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2. Online-Sitzung
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