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Tatsächliche mechanische Körper sind ausgedeht. Es ist nicht offensichtlich, dass 
man mit der stark vereinfachenden Annahme von Punktmassen eine erfolgreiches 
Modell bauen kann. Wir werden aber beweisen, dass man in vielen Fällen ein 
System gekoppelter Punktteilchen durch die Gesamtmasse im Schwerpunkt 
ersetzen kann. Das macht den Erfolg der Theorie weniger überraschend.

•

In der speziellen Relativitätstheorie wird gezeigt, dass Massen nicht erhalten ist. 
Für geringe Geschwindigkeiten fällt das nicht ins Gewicht.

•

In der allgemeinen Relativitätstheorie wird gezeigt, dass die tatsächliche 
Geometrie nicht der Geometrie des 3-dimensionalen euklidischen Raums 
entspricht. Dies wird relevant auf kosmischen Skalen, oder in der Präsenz starker 
Gravitation.

•

In der Quantenmechanik wird gezeigt, dass man Teilchen keinen definitiven Ort 
zuweisen kann (nicht mal, wenn man annimmt, dass er unbekannt ist). Für 
Teilchen, die stark mit der Umgebung wechselwirken (z.B. große Teilchen, die an 
EM-Felder koppeln), kann dies aber in guter Näherung angekommen werden.

•

Modellannahmen und Newton'sche Gesetze
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Es ist nicht sehr klar, wie man feststellen soll, dass "kein äußerer Einfluß" wirkt. Die Definition 
ist daher nicht besonders befriedigend. In der Praxis ist ein relativ zur Erdoberfläche fixiertes 
Koordinatensystem eine annehmbare Annährung an ein Intertialsystem. Ein im luftleeren 
Raum frei fallendes System (z.B. im Orbit um die Erde) ist deutlich besser.
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Die drei "Zutaten" sind angelehnt an, aber nicht identisch mit, den "Drei Newtonschen Gesetzen".

Tatsächlich sind die "Gesetze" von Newton keine Gesetze im modernen Sinn. D.h. sie sind nicht ein 
vollständiges System von Axiomen, aus denen sich die Theorie ableiten lässt.

Das erste Gesetz "In Abwesenheit äußerer Einflüsse bewegen sich Teilchen geradlinig und gleichförmig" ist 
eher eine Definition (nämlich eines Intertialsystems) als ein Gesetz.

Das zweite Gesetz "F = m  a" ist auch mehr Definition (der Kraft) als ein Gesetz, das Vorhersagen 
ermöglicht. Schließlich ist jede Bahn damit kompatibel - man setze einfach F(t):=m a(t). Erst zusammen mit 
spezifischen Kraftgesetzen erhält man eine Theorie, die geprüft werden kann.
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Das dritte Gesetz "Kraft = Gegenkraft" schränkt die möglichen Kraftgesetze ein wenig ein. Hieraus kann 
man schon erste Konsequenzen ableiten (z.B. Impulserhaltung  -- dazu später mehr). Aber warum 
ausgerechnet dieser eine Aspekt fundamentaler Kräfte den Status eines Gesetzes erlang hat, und deren 
anderen Eigenschaften nicht, ist nicht offenbar.

Man sieht hier einen Unterschied zwischen mathematischer und physikalischer Tradition.

Mathematiker sind "Geschichtsrevisionisten". Sie erforschen eine Theorie - und sobald sie gut verstanden 
ist, wird die ursprüngliche Formulierung vergessen, und durch eine minimalistische, stringente Version 
ersetzt.

Physiker sind eher Traditionsbewusst und wiederholen alten Konzepte, auch wenn sie aus moderner Sicht 
nicht mehr ideal sind.

(Philosophen sind natürlich noch um einiges extremer. Dort wird die Meinung der ursprünglichen Autoren 
so hoch geschätzt, dass man sogar Originalquellen liest… Abstrus, oder?)
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Wann ist ein mechanisches Problem "gelöst"?

Von ideal zu realistisch:

Leite explizite Form von r(t) ab. Dies ist sehr selten möglich (freies Teilchen, harmonische Schwingungen, 
kreisförmige Planetenbahnen, …).

1.

Schreibe r(t) in Form eindimensionaler Integrale, für die es möglicherweise keine elementare Lösung gibt. Dies 
wird in der Mechanik als "Lösung" akzeptiert. Das Auswerten der Integrale - im Allgemeinen numerisch - ist 
nicht mehr Aufgabe der Mechanik, sondern der (numerischen) Mathematik oder der Computerphysik. Wir 
werden diese Form für das Zweikörperproblem erreichen.

2.

Finde wesentlichen Eigenschaften der Lösungen. Dies ist weniger gut definiert (was ist "wesentlich")? Für das 
Keplerproblem heißt es z.B., dass wir die Form der Bahnen explizit beschreiben können, auch wenn es 
schwierig ist, den zeitlichen Verlauf direkt anzugeben.

3.

Das Zweikörperproblem und das Keplerproblem
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Wir haben zunächst eine Erhaltungsgröße gefunden (die Schwerpunktsgeschwindigkeit). Diese hat 
dann einen Koordinatenwechsel suggeriert, der die Zahl der noch zu behandelnden Freiheitsgerade 
von sechs auf drei (nämlich die Relativkoordinaten) reduziert hat.

Motiviert durch dieses Erfolg, werden wir in den nächsten Schritten versuchen, weitere 
Erhaltungsgrößen zu finden.

In späteren Kapiteln der Vorlesung werden wir eine systematische Theorie kennen lernen, die 
Symmetrien, Erhaltungsgrößen und die Reduktion von Freiheitsgeraden verbindet.
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Damit haben wir das Zweikörperproblem auf zwei eindimensionale Integrale reduziert!

Im Sinne des 2. oben genannten Kriteriums gilt es damit als "gelöst".

Es ergeben sich für einfache Potentiale V(r) sogenannte "elliptische Integrale", über die viel bekannt 
ist - eine Lösung durch elementare Funktionen existiert aber im Allgemeinen nicht.
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Der Ausdruck (dr)/(dt) wurde als Notation für die Ableitung r'(t) eingeführt. Auch wenn er wie ein 
Bruch geschrieben wird, ist es kein Bruch! Es ist also ein Kategorienfehler, wenn man 
Rechenregeln für Brüche anwendet. Die Formel (?) ist also in keinster Weise eine mathematisch 
korrekte Herleitung für den Zusammenhang zwischen der Ableitung einer Funktion und ihrer 
Umkehrfunktion.

Allerdings ist die Ableitung über den Limes eines Differenzenquotienten definiert. Wenn man 
statt mit dem Limes mit kleinen, aber endlichen Differenzen arbeitet, erhält man einen echten 
Bruch, der die Ableitung gut approximieren sollte. Daher bekommt man in der Praxis oft korrekte 
Ergebnisse, wenn man mit   den Differentialen wie mit Zahlen rechnet.

Gerade für DGls ist das nützlich. Hier ist es legitim, mit jedem noch so fragwürdigen Trick 
mögliche Lösungen der DGl zu produzieren - schließlich kann man immer leicht durch einsetzen 
prüfen, ob eine so gefundene Funktion wirklich eine Lösung ist!
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Also: Keine Scheu vor dem Rechnen mit Differentialen wie mit Zahlen - aber bitte immer das 
Ergebnis unabhängig überprüfen.
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Die wichtigsten Erhaltungsgrößen
Tuesday, 23 October 2018 18:52
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Anmerkung:

In der Newtonschen Mechanik ist die Kraft eine fundamentale Größe.

Der Begriff des Potentials wird als formaler mathematischer Ausdruck eingeführt, um (für den Spezialfall 
konservativer Kräfte) die Erhaltungsgröße Energie definieren zu können.

Überraschenderweise stellt später heraus, dass Potentiale fundamentaler als Kräfte sind: In der QM sind die 
Bewegungsgleichungen über Potentiale definiert. Kräfte hingegen können in Quantensystemen i.d.R. nicht 
definiert werden. 
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Transformationen, Symmetrien, Galileo-Gruppe
Monday, 22 October 2018 15:16
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“Physics is that subset of human experience which can be reduced to coupled harmonic 
oscillators” -- Michael Peskin

Man kann erfolgreich Physik machen, ohne z.B. den Kreisel zu verstehen. Aber die Theorie 
in diesem Abschnitt ist überall und absolut notwendig!!!

Gekoppelte harmonische Schwingungen, Normalmoden, 
Kontinuumslimes
Thursday, 25 October 2018 09:45
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Lagrange-Formulierung
Thursday, 25 October 2018 09:45
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Kurven mit stationärer Länge heißen Geodäten. Wir habe gezeigt, dass die Menge der 
Geodäten im Euklidischen Raum genau die Menge der Gerade ist. Also nicht sehr interessant. 
Bald werden wir auch Geodäten auf der Sphäre ausrechnen - vielleicht etwas interessanter.

Geodäten auf Gekrümmten Geometrien spielen in der Allgemeinen Relativitätstheorie eine 
große Rolle. Dort bewegen sich Teilchen (und z.B. Licht) in Abwesenheit nicht-gravitativer 
Kräfte auf Geodäten der Raumzeit. Sowohl Licht, dass durch ein schwarzes Loch abgelenkt 
wird, wie auch ein Ball, der entlang einer Parabel fliegt, folgen also - von der richtigen 
Geometrie aus betrachtet - stationären Kurven. Dies verallgemeinert die "geradlinige, 
gleichförmige" Bewegung Newtons.
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Das Prinzip der stationären Wirkung wurde früher (und manchmal heute noch) 
"Prinzip der minimalen Wirkugn" genannt. Die mathematischen Bedingungen die 
wir gestellt haben, sind aber auch mit einem Sattelpunkt oder einem Maximum 
verträglich (auch wenn man sich überlegen kann, dass Maxima für mechanische 
Lagrange-Funktionen der Form L=T-U nicht vorkommen können (warum?)).

•

Viele technische Begriffe der Mechanik werden durch Worte bezeichnet, die auch 
eine umgangssprachliche Bedeutung haben. In der Regel passt diese zur 
technischen Definition (Kraft, Leistung, Energie). Es ist etwas unglücklich, dass die 
Funktion S[ ] auch einen Namen hat (Wirkung), der eine intuitive Interpretation 
suggeriert. Eine solche gibt es nämlich nicht. Schon, weil der Zahlenwert S[r] völlig 
irrelevant ist - nur die funktionale Abhängigkeit von S von r(t) geht in die Rechnung 
ein.

•

Historisch (und zum Teil bis heute) wird dem Prinzip der stationären Wirkung 
manchmal eine fast mystische Bedeutung zugeschrieben. Was ist die 
Interpretation? Warum geht die Natur mit Wirkung sparsam um? Was bedeutet es, 
dass der Endpunkt festgehalten wird (vergl. "Teleologie"). Diese Diskussion scheint 
nicht immer produktiv zu sein…

•

Das Prinzip der stationären Wirkung passt gut zur Pfadintegral-Formulierung der 
Quantenmechanik. (Manche Leute sagen, Pfadintegrale "erklären" das Prinzip. Ich 
bin mir nicht sicher, was das genau heißen soll… Die Newtongleichungen kann man 
auch als Grenzfall der quantenmechanischen Schrödingergleichung erhalten. Ich 
habe aber noch nie gehört, dass jemand gesagt hat, die Schrödingergleichung 
erklärt Newton.) 

•

Variationsprinzipien tauchen auch in anderen Bereichen der Physik auf. Z.B. das 
Fermatsche Prinzip in der Optik. Alle bekannten fundamentalen Naturgesetze 
können mit passenden Lagrangefunktionen aus dem Prinzip der stationären 
Wirkung abgeleitet werden! Die fundamentalen Lagrangefunktionen sind häufig 
besonders einfach. Ein spektakulärer Fall sind die (komplizierten) Einsteinschen 
Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitätstheorie, die aus der wohl einfachsten 
denkbaren Wirkung folgen, die der Geometrie des Problems angepasst ist 
(Einstein-Hilbert-Wirkung). Freuen Sie sich auf die Vorlesung im Master-Studium! 

•
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(Einstein-Hilbert-Wirkung). Freuen Sie sich auf die Vorlesung im Master-Studium! 
Auf die Frage, warum das Prinzip so gut funktioniert, habe ich keine Antwort.
Auf die Frage, warum diese Formulierung so beliebt ist, gibt es hingegen viele 
Antworten. Zum einen ist das Prinzip - wie wir gleich sehen werden -
koordinatenunabhängig. Wir werden zeigen, dass die ELG daher auch in 
krummlinigen Koordinatensystemen gelten, was praktisch ein großer Vorteil sein 
kann. Darüber hinaus ist es oft einfacher mit skalaren Funktionen zu arbeiten (also 
der Lagrangefunktion) als mit den resultierenden Gleichungssystemen. Wenn zum 
Beispiel die Symmetrien eines physikalischen Systems bekannt sind, ist es leichter, 
eine entsprechend symmetrische Lagrangefunktion zu raten, als direkt ein 
gleichermaßen symmetrisches Gleichungssystem.

•
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In der Physik ist die Notation für effizientes Rechnen optimiert. In der Mathematik 
bevorzugt man eine Notation, die die geometrische Interpretation der Objekte in den 
Vordergrund stellt.

Beide Herangehensweisen haben ihre Berechtigung. Idealerweise versteht man sie 
beide - oder zumindest eine gut, und die andere in Ansätzen.

In dieser VL benutzen wir die physikalisch übliche Notation. Einige Konzepte sind aber 
viel leichter zu verstehen, wenn man die Grundideen der mathematischen 
Begriffsbildung kennt. (Beispiele: Warum ist die Euler-Lagrange-Gleichung 
koordinatenunabhängig? Was ist genau mit r gemeint - ein Punkt, eine Funktion der 
Zeit, eine Funktion anderer Koordinaten? Frage aus der VL: Was ist der Unterschied 
zwischen einer "Invariante" und einer "Konstante"?). 

In diesem Kapitel werde ich versuchen, ein erstes Gefühl für die mathematische 
Konvention zu vermitteln. Wer das hilfreich findet, dem empfehle ich das Büchlein 
"Vektoranalysis" von Jänich. Einige werden von diesem Kapitel eher noch mehr 
verwirrt sein. Kein Problem - alles hier ist optional und wird im Folgenden nicht als 
Wissen vorausgesetzt.

Zwischenspiel: Physikalische und mathematische Notation
Monday, 22 October 2018 21:01
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Es gibt zwei große Unterschiede:

In der Notation der Physik wird nicht deutlich zwischen einer Funktion und ihrem Wert unterschieden. 
Also: Punkte, Koordinatenfunktionen, Bahnkurven, Koordinatenwechsel usw. bekommen alle das 
gleiche Symbol, nämlich r.

•

In der Physik gibt es keine Möglichkeit, über abstrakte Objekte (Punkte, Kurven, skalare Funktionen) 
unabhängig von einer Koordinatendarstellung zu reden.

•

Daher fallen in der physikalischen Notation viele Konzepte zusammen, die in der Mathematik 
auseinandergehalten werden. Die Tabelle unten gibt einige Beispiele.
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Koordinatensysteme, die aus einer 
nicht-linearen Transformation 
hervorgehen, heißen in der Mechanik 
manchmal "verallgemeinerte 
Koordinaten".

Der Rest der Welt nennt das einfach 
"Koordinaten".

"Verallgemeinerte" Koordinaten
Thursday, 15 November 2018 09:26
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Für genauere Behandlung müsste man besprechen, wie man Tangentenvektoren koordinatenfrei behandelt. Das können 
wir hier nicht leisten.
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Zwangsbedingungen
Thursday, 1 November 2018 17:25
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Anm.:

Wenn man das Stationaritätsprinzip als fundamental anerkannt hat, ist die "eingeschränkte Version" 
offensichtliche  natürliche Verallgemeinerung für die Situation mit Zwangsbedingungen.

Ist es beweisbar? Also so, wie das (nicht eingeschränkte) Stationaritätsprinzip beweisbar äquivalent zu den 
Newtongleichungen für Potentialkräfte ist?

Im Moment können wir nicht an einen Beweis denken, da wir die physikalischen Mechanismen, die die 
Zwangsbedingungen hervorrufen, noch nicht identifiziert haben. Und oft kann oder möchte man das gar 
nicht:

Denken Sie an das Gewicht, dass an der Stange befestigt ist. Die Steifheit der Stange kann durch die 
quantenmechanische Behandlung von Festkörpern verstanden werden. Die fundamentalen Kraftgesetze 
der klassischen Mechanik reichen dafür nicht aus. Daher können wir die Richtigkeit des Prinzips im 
Allgemeinen hier nicht beweisen.

Und selbst wenn wir es könnte (z.B. durch Einführung effektiver Potentiale, die die quantenmechanische 
Wechselwirkung der Ionenrümpfe des Festkörpers beschreibt), ist es praktisch nicht wünschenswert, die 
Bewegungsgleichung für 10^23 Atome in der Stange zu lösen, um die Dynamik des Gewichts am Ende zu 
beschreiben.

Faktisch wird das bedingte Stationaritätsprinzip daher als zusätzliches Axiom angenommen, dass von den 
Newtonschen Gesetzen unabhängig ist. Ob es eine physikalische Situation gut beschreibt, ist dann eine 
empirische Frage.

In vereinfachten Modellsituationen kann man das Prinzip aber beweisen. Den Beweis selbst werden wir 
hier nicht durchnehmen (Ein Femto-Projekt? Eine Bachelor-Arbeit in der Physik(didaktik)?). Wir werden 
aber das Modell kurz einführen.
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Im axiomatischen Ansatz kommen die Zwangskräfte nicht vor. Das ist oft ein Vorteil, da man sie eben 
nicht modellieren muss. 

In der Sprache des physikalischen Modells werden die Zwangskräfte durch die Potentiale       
 

hervorgerufen (leider auf nicht ganz triviale Art und Weise…).

Im Beispiel des Pendels ist die Zwangskraft K also diejenige Kraft, die die Stange auf die Masse ausübt. 
In einfachen Physikaufgaben soll sie oft vernachlässigt werden. Das gilt nicht für die Ingenieurin, die 
die Dicke des Stabs berechnen will, damit dieser nicht unter den Zwangskräften bricht. In den 
Ingenieurswissenschaften - und gerade in der Statik - sind Zwangskräfte also von großem Interesse! 

In der Skizze steht K normal auf M. Für Lösungen des eingeschränkte Stationaritätsprinzips ist das 
tatsächlich immer so. Die Umkehrung gilt auch: diese Eigenschaft charakterisiert die Lösungen. 

Historisch war dies für die Entwicklung der Theorie wohl sehr wichtig. Heute noch führen viele 
Lehrbücher das Thema Zwangsbedingung über diese Eigenschaft ein. Meiner Meinung nach oft in 
anachronistischer bis verschwurbelter Sprache. Es heißt das "d'Alembertsche Prinzip der virtuellen 
Arbeit". Aha... …um es klarer zu beschreiben, ein wenig Geometrie:
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Das d'Allembertsche Prinzip verallgemeinert also die Newton-Gleichung auf den Fall von 
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Das d'Allembertsche Prinzip verallgemeinert also die Newton-Gleichung auf den Fall von 
Systemen mit Zwangsbedingungen.
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Satz von Noether
Thursday, 1 November 2018 17:24
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Der starre Körper
Thursday, 29 November 2018 17:01
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Wenn man q mit einer Auslenkung und p als den Impuls interpretiert, dann beschreibt das System oben eine 
harmonische Schwingung.

Im Phasenraum ist die Schwingung eine gleichförmige Kreisbewegung.

In diesem Sinn scheint der harmonische Oszillator eine "Rotationssymmetrie" zu besitzen, die uns vorher 
nicht aufgefallen ist. Konnte sie auch nicht, da die Symmetrie - anders als die im Noether-Theorem 
betrachteten - Orte und Impulse vermengt. 

Die Möglichkeit, dass solche allgemeineren Symmetrien ausgenutzt werden können, ist eine der großen 

Hamiltonsche Mechanik
Wednesday, 12 December 2018 21:20

   Mechanik2018 Seite 71    



Die Möglichkeit, dass solche allgemeineren Symmetrien ausgenutzt werden können, ist eine der großen 
Vorteile der Hamilton-Mechanik.
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Legendre 
Transformation
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In der Theorie von Polyhedren - insbesondere der Platonischen Körper•
In der Theorie normierter Räume•
Bei der Beschreibung allgemeiner Messungen auf quantenmechanischen Systemen•
In der Studie hypothetischer probabilistischer Theorien, die noch allgemeiner sind als QM•
In der Optimierungstheorie, wo Dualität benutzt wird um Optimalität einer Lösung zu zeigen, oder, 
allgemeiner, obere- und untere Schranken an eine zu optimierende Funktion zu finden

•

…und eben in der Zuordnung einer dualen Funktion - der Legendre-Transformierten. •

Dieses Konzept der konvexen Dualität nimmt viele Formen an und kommt in viele Bereichen der 
Mathematik und Physik vor. Z.B.:

Primal and dual polyhedra.

From:

https://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid
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https://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid
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Der Gradient von H ist ein Vektorfeld, das senkrecht auf 
Niveaulinien von H steht.

Phasenraumflüße
Thursday, 13 December 2018 16:28
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Der Gradient von H ist ein Vektorfeld, das senkrecht auf 
Niveaulinien von H steht.

J "orthogonalisiert" das Vektorfeld. Nach Anwendung der 
symplektischen Matrix erhält man also ein Feld, dass tangential 
zu Niveaulinien von H steht.

x(t) läuft also auf Niveaulinien des Hamiltonfunktion. Ist diese 
nicht explizit zeitabhängig, äußert sich darin die 
Energieerhaltung (mehr dazu später).
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Poissonklammern und sympletische Form
Thursday, 13 December 2018 23:19
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In der Lagrange-Formulierung haben wir mit dem Satz von Noether bereits bewiesen, dass aus 
Rotationssymmetrie um die z-Achse die Erhaltung der z-Komponente des Drehimpulses folgt.

Hier haben wir die Umkehrung gezeigt.

Und wir können noch mehr! Dass die Energie des harmonischen Oszillators erhalten bleibt, wussten wir schon 
vorher. Aber im Lagrange-Formalismus gibt es keine entsprechende Symmetrie. Das können wir nun erklären: 
In der Hamilton-Mechanik sehen wir, dass die Energieerhaltung der Rotationssysmmetrie der Hamiltonfunktion 
des Oszillators im Phasenraum entspricht. Diese Symmetrie "mischt Orte und Impulse" und ist daher im 
Konfigurationsraum alleine nicht erkennbar. 
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Anmerkung:

Mit etwas Gruppentheorie hätten wir dieses Ergebnis mit der ersten Anwendung schon vorhersagen können.

Dort haben wir gezeigt, dass Drehimpulserhaltung immer einer Rotationssymmetrie entspricht. Aber man kann sich 
klar machen, dass wenn man um zwei unabhängig Achsen drehen kann, dann kann man auf diese Art jede beliebige 
Drehung erzeugen! (Vergl. z.B. "Euler-Winkel"). 

Allgemeiner: Die kontinuierlichen Symmetrien eines Systems bilden immer eine Gruppe. Also die Verknüpfung von 
zwei Symmetrien ist ebenfalls eine Symmetrie. Nach (1) erzeugen die Erhaltungsgrößen (als Hamiltonfunktion 
gelesen) die Symmetrietransformationen (nämlich die Flüsse). Die Jacobi-Identität spiegelt auf der Ebene der Erzeuger 
die Tatsache wider, dass die Gruppe unter Verknüpfung abgeschlossen ist. In der mathematischen Theorie der Lie-
Gruppen und ihrer Lie-Algebren kann dies in einem Rahmen verstanden werden, der viel allgemeiner als die Mechanik 
ist. 

…Aber das ist ein Thema für den Master-Studiengang Mathematik… 
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Die Orts- und Impulsoperatoren erfüllen unter dem Kommutator also die gleichen Relation wie die Orts- und 
Impulsfunktionen unter der Poisson-Klammer.

Man kann dieses Resultat benutzen, um das Verhalten von quantenmechanischen und klassischen Systeme 
miteinander in Verbindung zu setzen. Das funktioniert für Hamiltonfunktionen, die Polynome bis zur zweiten 
Ordnung in Orts- und Impulsoperatoren sind.

Neben dieser "kanonischen Quantisierung", die die Orts- und Impulsoperatoren in den Vordergrund stellt, 
gibt es z.B. auch noch die "Pfandintegralquantisierung", die direkt auf dem Wirkungsintegral aufbaut.

Aber das ist ein Thema für das nächste Semester…
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Nochmal: Diese Transformation wäre im Lagrange-Formalismus nicht möglich gewesen, 
da sie Orte und Impulse mischt.

Kanonische Transformationen
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da sie Orte und Impulse mischt.

Systeme, deren Fluss in diesem Sinne "linearisierbar" ist, heißen integrabel. Wir kommen 
später genauer darauf zurück.
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Zusammenfassung: 

Koordinaten, bzgl. derer die Bewegungsgleichungen die Hamiltonsche Form annehmen, heißen kanonisch. •
Kanonische Koordinaten X erkennt man daran, dass die Poissonklammern der Koordinatenfunktionen die 
gleiche Form haben wie die von x.

•

Das Ganze hat irgendwas mit symplektischer Geometrie zu tun. Gut für die die's verstehen - aber keine 
Katastrophe, wenn man das zu abstrakt findet.

•

Gibt es eine Bedeutung des Ganzen, oder ist das nur ein mathematischer Trick?•
Mit dem Poissonklammer-Kriterium kann man kanonische Transformationen erkennen. Aber wie findet man 
sie?

•

An dieser Stelle noch unklar:
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Satz von Liouville
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#

Stationaritätsprinzip für Hamiltongleichungen & 
erzeugende Funktionen für kanonische Transformationen
(überblick)
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Anfang des 20. Jahrnhunderts kam das Wirkungsintegral 
kurzzeitig zu besonderer Prominenz. Bevor die moderne 
Quantentheorie entwickelt war, wurde eine ad hoc-
Modifizierung der Hamiltonschen Mechanik postuliert: 

Die Bohr-Sommerfeldsche Quantisierungsbedingung 
sagt, dass geschlossene Bahnen nur dann realisiert 
werden können, wenn das Wirkungsintegral ein 
ganzzahliges Vielfaches des Planckschen 
Wirkkungsquantums h=6.63 x 10^(-34) Js ist.

Die klassische Hamiltonmechanik zusammen mit der 
Quantisierungsbedingung kann für einige 
quantenmechanische Systeme richtige Vorhersagen 
machen - z.B. für die Energieniveaus des harmonischen 
Oszillators und des Wasserstoffatoms. Eine 
systematische Theorie konnte man auf ihr aber nicht 
aufbauen. Ab den 1930er Jahren wurde diese "alte 
Quantentheorie" durch die heute akzeptierte Version 
ersetzt.
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Integrabilität (grober Überblick)
Sunday, 30 December 2018 19:01
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Es ergibt sich folgendes Bild: Die Bahnen eines integrablen Systems mit N Freiheitsgraden sind (quasi-)
periodisch, und liegen auf N-dimesnionalen Tori im 2N-dimensionalen Phasenraum. 

Integrable Systeme gelten als das Musterbeispiel geordneter Bewegung (wie chaotisches Verhalten aussieht, 
werden wir später sehen).

Die Rechnung, die die Integrabilität eines Teilchens mit Zentralpotential gezeigt hat, lässt sich leicht auf n 
Teilchen im Zentralpotential verallgemeinern (jedes neue Teilchen hat 3 FHG - aber seine Energie, seine 
Drehimpuls-z-Komponente und sein Gesamtdrehimpuls sind drei EHGs; alle stehen in Involution zueinander). 
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Drehimpuls-z-Komponente und sein Gesamtdrehimpuls sind drei EHGs; alle stehen in Involution zueinander). 
Wenn man die Kräfte zwischen den Planeten vernachlässigt, ist das Sonnensystem also integrabel. Da diese 
Kräfte klein sind - verglichen mit der Anziehungskraft der Sonne - kann man versuchen, das Sonnensystem als 
"Störung" eines idealen, integrablen Systems mit Hilfe der klassischen Störtheorie zu behandeln. Für lange 
Zeit war es eine der heißesten Fragen der Physik (und Mathematik), ob schwach gestörte Systeme weiterhin 
quasi-periodische Orbits auf Tori haben. In der ersten Hälfte des 20. Jahrhunderts gab das KAM-Theorem im 
Prinzip eine positive Antwort darauf - allerdings unter vielen restriktiven Bedingungen (z.B. überleben 
resonante Tori nicht), und nur für sehr kleine Störungen. In unserem Sonnensystem sind die Kopplungen 
zwischen den Planeten zu stark - selbst wenn die Sonne unendlich lang scheinen würde, würde das System 
nicht überleben (tut mir Leid, die schlechte Nachricht überbringen zu müssen).

Während die Himmelsmechaniker des 19. Jahrhunderts zeigen wollten, dass mechanische Systeme stabil und 
integrabel sind, hoffte eine andere Gruppe auf das gegenteilige Resultat: Die junge statistische Physik. 
Boltzmann hatte vorgeschlagen, makroskopische Systeme so zu beschreiben, als würden sie zufällig jeden 
Zustand annehmen, der mit der Gesamtenergie kompatibel ist. Mit Hilfe dieses Axioms konnte man die 
Vorhersagen der Thermodynamik erklären - eine äußerst erfolgreiche Theorie, die aber bis dahin keine 
mikroskopische Rechtfertigung hatte. Das Problem ist nur: Warum war Boltzmanns Annahme gerechtfertigt?  
Dies ist eine Diskussion, die bis heute anhält. Ein früher Erklärungsansatz war die Ergodenhypothese. Sie 
besagt, dass die Trajektorien mechanischer Systeme alle mit der Energie verträglichen Zustände gleich häufig 
durchlaufen. Die Mittlung über zufällige Zustände in der statistischen Physik kann man dann als Zeitmittlung 
über eine Trajektorie verstehen. Sind mechanische Systeme ergodisch? Integrabele sind das sicher nicht! Die 
Menge der Zustände gegebener Energie ist (2N-1)-dimensional, die Tori integrabler Systeme haben aber nur 
N Dimensionen. Ein integrables System kann "die meisten" Zustände gegebener Energie also nie erreichen. 
Aber vielleicht sind integrable Systeme die Ausnahme…

Welche mechanischen Systeme sind nun integrabel, stabil, chaotisch, ergodisch? Dies sind sehr schwierige 
Fragen, die bis heute nicht vollständig verstanden sind. Seit Mitte der 70er Jahre spielen 
Computersimulationen eine große Rolle für diese Probleme. Das werden wir uns als nächstes ansehen…
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TBD.

Das in der Vorlesung verwendete Mathematica-
Notebook befindet sich auf der Kurswebseite.

Chaos: Logistische Gleichung als einfaches Modell 
(optional)
Sunday, 30 December 2018 19:01
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Chaos in Hamiltonschen Systemen
Sunday, 30 December 2018 19:01
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Für kleine Energie erwarten wir integrabeles Verhalten.

Hier zu sehen ist nicht-resonanter Torus. Links ist die 
Trajektorie in 3D, rechts der Poincare-Schnitt.

Auf der Webseite des Kurses ist das Mathematica-
Notebook zum Herunterladen bereitgestellt. Mit 
Mathematica (z.B. im CIP-Pool nutzbar) kann man die 
3D-Trajektorie drehen.
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Andere Anfangsbedingungen, immer noch niedrige 
Energie.

Der Torus ist verzerrt. Das ist weiterhin mit integrablem 
Verhalten kompatibel: erst nach einem kanonischen 
Koordinatenwechsel erhält man den "Standard-Donut".

Ein resonanter Torus.

Schön, ne?
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Jetzt wird's spannender.

Wir wählen eine höhere Energie. 

Nach 20k Zeiteinheiten sieht die Trajektorie und der 
Poincare-Schnitt noch integrabel aus. 

…nach 30k Zeiteinheiten verlässt die Trajektorie den 
Torus!

(Achtung: Die Skalierung der Achsen hat sich verglichen 
mit dem letzten Bild geändert).

…nach 50k Zeiteinheiten sehen wir nun eindeutig nicht-
integrables Verhalten.

Der Poincare-Schnitt ist eine komplizierte zwei-
dimensionale Fläche. Der topologische Abschluss der 
Trajektorie ist also eine drei-dimensionale Untermenge 
des vierdimensionalen Phasenraums. Da ein Torus zwei-
dimensional ist, haben wir den integrablen Bereich 
hiermit verlassen. 

Das Muster sieht nicht so aus, als ob man eine 
analytische Beschreibung finden könnte! Tatsächlich 
treten in solchen Probleme häufig fraktale Muster auf. 

Interessant ist, dass wir während der ersten 20k Zeiteinheiten keine Spur von Chaos gesehen haben. Das sollte uns nachdenklic h stimmen: 
Es zeigt, dass es nicht leicht ist, aus numerischen oder empirischen Beobachtungen auf Ordnung zu schließen. Man kann nur hof fen, dass der 
Keim des Chaos z.B. in unserem Sonnensystem nicht gleichermaßen angelegt ist.

Noch ein Konsistenzcheck: Wenn man Differentialgleichungen für lange Zeiten numerisch integriert, können sich numerische Fehl er 
aufaddieren. Vielleicht ist der späte Anfang des Chaos einfach ein Artefakt, weil der Löser durch numerische Fehler mehr und mehr Energie 
in das System pumpt. Wir plotten also Energie über Zeit für 100k Zeiteinheiten. Das Diagramm unten zeigt, dass Energie im Rah men kleiner 
numerischer Fehler erhalten bleibt. Gut.
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Wir erhöhen die Energie weiter. E=1/6 ist die höchste 
Energie, bei der die Lösungen noch gebunden sind.

Oben: 1k Zeiteinheiten, unten 100k Zeiteinheiten.

Im Poincare-Schnitt scheinen bis auf vier weiße Regionen 
alle Bereiche gleichmäßig bedeckt zu sein. Eine "glatte 
Struktur" ist nicht mehr erkennbar.

   Mechanik2018 Seite 115    



In den drei Diagrammen sind jeweils 50 Trajketorien mit 
gegebener Energie und zufälligen Anfangsbedingungen 
für je 5k Zeiteinheiten aufgetragen.

Die Energien sind: 1/12, 1/8, 1/6.

Bei E=1/12 sieht man glatte Trajektorien, mit einigen 
Resonanzen.

Bei E=1/8 verbleiben einige wenige glatte Bahnen. Die 
meisten ergeben jedoch chaotische Bilder.

Bei E=1/6 sind keine glatten Bahnen mehr erkennbar.

Interessant ist: Das Portrait der 50 zufälligen Bahnen hier 
sieht genauso aus, wie das Portait der einen Bahn für E=
1/6, die wir oben geplottet haben. Dieses Verhalten 
(Zeitmittel einer Bahn entspricht zufällig gewählten 
Punkten mit gegebener Energie) scheint ergodisch zu 
sein.
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