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1 Quantenzustandsraum (5 P)

In dieser Übung werden wir eine beliebte Darstellung für den Zustandsraum der Quantenzustände
von einem Spin- 1

2 Teilchen entwickeln. Diese ist als Bloch-Sphäre bekannt (nach Felix Bloch benannt).
Das ist einer der sehr wenigen Fälle, in denen man einen Quantenzustand vollständig visualisieren
kann, und damit viele fundamentale Phänomene illustrieren kann.

a) (1 P) Der Quantenzustand von Spin- 1
2 Teilchen ist ein Vektor |ψ〉 ∈ C2, der die Normierungsbe-

dingung ‖|ψ〉‖2 = 1 erfüllt. Zeigen Sie, dass jeder solche Vektor als

|ψ〉 =
(

eiα cos(θ/2)
eiβ sin(θ/2)

)
geschrieben werden kann, für θ ∈ [0, π] und α, β ∈ [0, 2π).

b) (1 P) Zeigen Sie, dass die Quantenzustände |ψ〉 und eiγ|ψ〉 für jede mögliche Messung die
gleichen Wahrscheinlichkeiten ergeben werden. Das heißt, dass |ψ〉 und eiγ|ψ〉 physikalisch
äquivalent sind.

c) (2 P) Diese Äquivalenz ermöglicht uns γ so zu wählen, dass die Darstellung von |ψ〉 vereinfacht
wird. Sei γ = −α, und ϕ = β− α. Damit

|ψ〉 =
(

cos(θ/2)
eiϕ sin(θ/2)

)
,

und zwei verschiedene θ, ϕ stellen zwei verschiedene Quantenzustände dar, die physikalisch
nicht äquivalent sind.

Berechnen Sie mit dieser Darstellung die Erwartungswerte 〈ψ|σx|ψ〉,
〈
ψ
∣∣σy
∣∣ψ〉, und 〈ψ|σz|ψ〉,

wobei σx, σy, und σz die Pauli-Matrizen

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
und σz =

(
1 0
0 −1

)
sind, und zeigen Sie, dass die Vektoren

~v =

 〈ψ|σx|ψ〉〈
ψ
∣∣σy
∣∣ψ〉

〈ψ|σz|ψ〉


eine Sphäre mit Mittelpunkt~0 und Radius 1 bilden. Diese ist die Bloch-Sphäre.

Erinnerung: Eine Sphäre mit Mittelpunkt ~v0 und Radius r ist die Menge aller Punkte ~v für die
‖~v− ~v0‖2 = r erfüllt ist.

d) (1 P) Wo in der Bloch-Sphäre sind die Eigenzustände von σx, σy, und σz dargestellt? Erinnerung:
Alle drei Matrizen haben Eigenwerte ±1, und die Eigenzustände sind (|0〉 ± |1〉)/

√
2, (|0〉 ±

i|1〉)/
√

2, und |0〉 und |1〉.
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2 Bewegung rund um die Bloch-Sphäre (5 P)

In dieser Übung werden wir die Dynamik von Spin- 1
2 Quantenzuständen berechnen und visuali-

sieren. Diese Dynamik beschreibt zum Beispiel, wie ein Spin- 1
2 Teilchen sich in einem magnetischen

Feld verhält. Die hier entwickelte Darstellung wird z.B. in der Theorie von Quantencomputern oder
der NMR-Spektroskopie verwendet.

a) (1 P) Zeigen Sie, dass

exp(itσx) = cos(t)1 + i sin(t)σx und exp(itσz) = cos(t)1 + i sin(t)σz,

wobei t ∈ R.

Hinweis: Das Exponential von einer Matrix A ist definiert als

exp(A) =
∞

∑
n=0

An

n!

b) (2 P) Sei |ψ〉 = cos(θ/2)|0〉+ eiϕ sin(θ/2)|1〉 ein beliebiger Spin- 1
2 Quantenzustand, wobei |0〉

und |1〉 die Eigenzustände von σz sind. Berechnen Sie die Bloch-Sphäre-Darstellung von

exp(itσz)|ψ〉

laut Aufgabe 1c. Plotten Sie (mit z.B. Julia oder Wolfram Alpha) die Ergebnis als Funktion von t
für ein bestimmtes |ψ〉 6= |0〉, |1〉, und beschreiben Sie diese in Ihren eigen Worten (Sie müssen
die Grafik nicht ausdrucken!).

c) (2 P) Sei |ψ〉 = cos(θ/2)|+〉+ eiϕ sin(θ/2)|−〉 ein beliebiger Spin- 1
2 Quantenzustand, wobei |±〉

die Eigenzustände von σx sind. Berechnen Sie die Bloch-Sphäre-Darstellung von

exp(itσx)|ψ〉

laut Aufgabe 1c. Plotten Sie (mit z.B. Julia oder Wolfram Alpha) die Ergebnis als Funktion von
t für ein bestimmtes |ψ〉 6= |±〉, und beschreiben Sie diese in Ihren eigen Worten (Sie müssen
die Grafik nicht ausdrucken!).

3 (Bonusaufgabe) Gedrehtes Bloch-Sphäre (2 P)

Sei |ψ〉 = cos(θ/2)|+ u〉+ eiϕ sin(θ/2)| − u〉 ein beliebiger Spin- 1
2 Quantenzustand, wobei | ± u〉

die Eigenzustände von aσx + bσy + cσz sind, a, b, c ∈ R und a2 + b2 + c2 = 1. Berechnen Sie die
gedrehte Bloch-Sphäre-Darstellung von

exp
[
it
(
aσx + bσy + cσz

)]
|ψ〉,

wo man statt der Formel aus Aufgabe 1c folgende Darstellung verwendet

~v =

 〈ψ|σ
′
x|ψ〉〈

ψ
∣∣∣σ′y∣∣∣ψ〉
〈ψ|σ′z|ψ〉

,

wobei σ′x, σ′y, und σ′z die Pauli-Matrizen in der | ± u〉-Basis sind, gegeben durch

σ′x = |+u〉〈−u|+ |−u〉〈+u|, σ′y = −i|+u〉〈−u|+ i|−u〉〈+u|, σ′z = |+u〉〈+u| − |−u〉〈−u|

Plotten Sie das Ergebnis als Funktion von t für ein bestimmtes |ψ〉 6= | ± u〉, und beschreiben Sie
diese in Ihren eigen Worten (Sie müssen die Grafik nicht ausdrucken!).

Hinweis: Don’t panic! Berechnen Sie zuerst
(
aσx + bσy + cσz

)2 und vereinfachen Sie es so weit wie
möglich.
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https://docs.juliaplots.org/latest/examples/gr/
https://reference.wolfram.com/language/ref/ParametricPlot3D.html
https://docs.juliaplots.org/latest/examples/gr/
https://reference.wolfram.com/language/ref/ParametricPlot3D.html
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