QUANTENMECHANIK
David Gross, Mateus Aratjo

Ubungsblatt 6 Abgabe: 14.05 um 12 Uhr

1 Der freie Wellenpaket (10 P)

In diese Ubung werden wir die Zeitentwicklung Gaufischer Wellenpakete berechnen.

a)

b)

<)

d)

(1P) Zeigen Sie, dass wenn V(x) = 0, dann hat die allgemeine Losung der zeitabhdngigen
Schrodingergleichung die Form
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¥(x, 1) = \/12771 [ ax ()’ (=),

wobei g(k) eine geeignete normierte Funktion ist (also [ _dk |g(k)[> = 1).

(1 P) Betrachten Sie eine Wellenfunktion die zur Zeit t = 0 durch
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Y(x,0) = Apeikoxp=x*/a

gegeben ist. Zeigen Sie, dass die Normierungskonstante A gleich y/ % ist.

Hinweis: Dafiir miissen Sie die berithmte Gaufintegral [~ dx e P =\ /rt/ p berechnen. Es

2
geht leicht wenn man ( 7 dx e_F’x2> als Doppelintegral iiber die x — y Ebene schreibt, und
von rechtwinkligen zu Polarkoordinaten wechselt. Fakt fiir spédter (muss hier nicht bewiesen
werden): Dieses Ergebniss stimmt auch fiir komplexe p, wenn R(p) > 0.

(1 P) Um Gauflintegrale mit komplexe Zahlen zu 16sen, es ist sehr hilfreich, dass

f(lX,‘B) — / dx e—p(x—&-oc—&-z‘ﬁ)z

unabhéngig von « und g ist. Hier werden «, B als reell angenommen, und p ist komplex mit
R(p) > 0. Um dies einzusehen, zeigen Sie erst, dass

d o d 232
. p(x+a+ip)* _
oY f(a,B) = z/ dx 3° =0.

Zeigen Sie zusitzlich, dass f(«, B) auch unabhéngig von « ist. Berechnen Sie f(«, B).

(2 P) Zeigen Sie, dass g(k) aus Ubung 1a durch

1 * —ikx
g(k) = \/27{/_00 dx ¥(x,0)e *

gegeben ist. Wahlen Sie nun speziell ¥(x,0) wie in 1b und zeigen Sie

1 © i 4 ﬂz A TRY
— dx ¥(x,0)e " = {/ —e~Tkko)",
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Hinweis: Losen Sie diese Integral mit Hilfe von Ubungen 1b und 1c. Alternativ konnen Sie
Ubung 2¢ aus Zettel 4 verwenden, zusammen mit der Tatsache, dass die Fouriertransformation
die L2-Norm einer Funktion nicht dndert.
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e) (2P) Die Losung fiir ein Wellenpaket mit Gaufischem Anfangszustand ist also
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Zeigen Sie, dass
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Hinweis: Bringen Sie mit quadratischer Ergdnzung das Integral auf die Form von Ubung 1cC.

f) (2P) Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte von ¥ (x, t)

2\ 2 a2 (x — Mkopy2
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ist. Wo ist das Maximum von |¥(x,t)|?> (als Funktion von x), und wie bewegt es sich (als
z|2 — 62%(2)

Funktion von t)? Hinweis: |e

g) (1P) Die Standardabweichung eines Operators A ist AA(t) = 1/ (A2) — (A)?. Zeigen Sie, dass
fiir ¥(x,t) und fir die Orts- und Impulsoperatoren gilt:

a [ 4R h
Ax(t) = 5 1+ oy und Ap(t) = p

Zeigen Sie, dass diese mit der Unscharferelation AxAp > 71/2 konsistent ist.

Hinweis: |¥(x,t)|? ist einfach eine Gaufverteilung. . .

2 (Bonusaufgabe) Zeit-Frequenz-Unschirfe (2 P)

Die Heisenbergsche Unschérferelation AxAp > /2 ist auch fiir klassische Signale relevant. Betrach-
ten Sie ein akustisches Signal (t), wobei t die verstrichene Zeit in Sekunden angibt. Der Zeitoperator

[ee]

(Ty) = ti(t) misst den Schwerpunkt des Signals auf der Zeitachse: (¢|T|y) = [ ty(t)%. Genauso

misst der Frequenzoperator (Fip)(t) = —i,- 21 (t) den Frequenzschwerpunkt von .
Leiten Sie aus der Vertauschungsrelation [x,p] = il fiir den Orts- und Impulsopertor die

Vertauschungsrelation von T und F ab und beweisen Sie die Zeit-Frequenz-Unschérferelation
AtAf > 1/(4m).

Die unten stehenden Noten kodieren gleichzeitig Zeit- und Frequenzinformation. Damit konnten
sie der Unscharfebedingung widersprechen. Schiétzen Sie fiir die erste Note grob At und Af ab und
argumentieren Sie, dass hier kein Problem auftritt.
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Die tiefste Note, die ein Klavier spielen kann, ist ein A mit Frequenz 27.5 Hz. Ist es moglich diese
Note als Zweiunddreifiigstelnote mit Tempo 120 bpm zu spielen?
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