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Die Theorie des elektrischen und magnetischen Feldes ist die einfachste und

vollkommenste Theorie eines Kontinuums. So darf man diese Theorie neben der

allgemeinen Mechanik als das zweite abgeschlossene, sehr eindrucksvolle und durch

die FEinfachheit und Folgerichtigkeit seiner Beziehungen tberzeugende Begriffs- und

Beziehungssystem der Physik ansehen.

Friedrich Hund, Einfithrung in die theoretische Physik (1951)
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1. Mathematische Grundlagen

Zur Vorbereitung fassen wir in diesem ersten Kapitel die wichtigsten mathematischen
Konzepte zusammen, mit denen wir in der Elektrodynamik immer wieder umgehen
werden.

1.1. Vektorfelder

Wir erinnern zunéchst an die verschiedenen Arten von Funktionen, die uns bisher
begegnet sind:

e Funktionen einer Variablen f(z).

e Skalare Funktionen mehrerer Variablen F(z1,xs,...,x,), z.B. die Lagrange- oder
Hamilton-Funktionen der Mechanik.

o Vektorwertige Funktionen einer Variablen, z.B. die Bahnkurve 7(t) =
(xz(t),y(t), z(t)) eines Teilchens, seine Geschwindigkeit 7 oder Beschleunigung 7.

o Vektorfelder, also vektorwertige Funktionen des Ortesi 7
V:FeR - V() eR
mit Komponenten V = (Va, Vi, V2).

Vektorfelder sind die zentralen mathematischen Objekte in der Elektrodynamik.
Anschaulich stelle man sich vor, dass an jedem Punkt des Raumes ein Vektorpfeil
“angeheftet” wird. Bei differenzierbaren Vektorfeldern kann man sich die Pfeile durch
Feldlinien verbunden denken (Abb. 1).

1.2. Ableitungen von Vektorfeldern

Wir fragen jetzt, wie sich die raumliche Veranderung eines Vektorfeldes quantifizieren
lasst. Die drei partiellen Ableitungen der drei Komponenten V,,, V,, V. des Vektorfeldes
bilden zunéchst eine 3 x 3-Matrix, die alle Informationen iiber die Veranderung
von V enthilt. In der Anwendung kommen diese partiellen Ableitungen aber meist
in bestimmten Kombinationen vor, die wir im folgenden darstellen. FEin niitzliches
Instrument ist dabei der Nabla-Operator§

o 0 0
V= a 979 929 |
Ox’ 0y 0z
der als Vektor der partiellen Ableitungen auf skalare Funktionen und Vektorfelder
angewandt wird. Dabei entstehen die folgenden Differentialoperationen:
i Die Felder sind in der Elektrodynamik i.a. auch Funktionen der Zeit, diese Abhéngigkeit wird aber

in diesem Kapitel unterdriickt.
§ Zum Ursprung dieses Namens s. http://de.wikipedia.org/wiki/Nabla.



Abbildung 1. Vektorfeld und Feldlinien.

Abbildung 2. Gradientenfeld (links) einer radialsymmetrischen Funktion F' (rechts).
Der Gradient steht senkrecht auf den Flichen konstanten F’s. die in diesem Fall
Kugelschalen sind. Die Funktion F ist monoton fallend, entsprechend zeigt der
Gradient in Richtung des Ursprungs.

1.2.1. Gradient. Die Anwendung von V auf eine skalare Funktion F'(7) des Ortes ergibt

das Vektorfeld
oF OF OF

VF([F) = —=—,—,—— | = gradF.

M= (5055 ) =

Das Vektorfeld V F' steht senkrecht auf den Flachen, auf denen F' konstant ist, und zeigt
in die Richtung, in der F' am stérksten zunimmt (Abb. 2 und 3). Als Beispiel betrachten

WIr
F(@)=|rP=2>+y* +2* = VF =27



Abbildung 3. Wie Abb. 2 mit einer monoton steigenden radialsymmetrischen
Funktion F. Der Gradient zeigt vom Ursprung nach auflen.

Die Flachen konstanten F’s sind Kugelschalen, und VF' zeigt radial nach aussen

(Abb. 3).

1.2.2.  Divergenz. “Skalare Multiplikation” von V mit einem Vektorfeld ergibt die
skalare Funktion

ov, oV, oV o
— 4+ — =divV.
ox * dy * 0z v
Die Divergenz V - V heisst auch Quellstarke des Vektorfeldes und beschreibt das
Auseinanderlaufen (fiir V-V > 0) bzw. Zusammenlaufen (fiir V-V < 0) der Feldlinien.

Als Beispiel betrachten wir

v-V(i) =

—

V(f)=af = V-V =3a,

d.h. die Divergenz ist positiv fiir a > 0, negativ fir a < 0.

1.2.3. Rotation. Nun bilden wir das Vektorprodukt von V mit einem Vektorfeld V.
Dadurch ensteht das Vektorfeld

OV. OV, V. OV. OV, OVi\_
oy 0z 0z Ox’ Ox Oy ) ’

VXWﬁ:(

die Rotation oder Wirbelstirke von V. Ein einfaches Beispiel fiir ein Vektorfeld mit
(konstanter) Rotation ist

V=(—y,z,0 = VxV=(002) =2é. (1.1)



y —— el
/’— “‘\
//, \\
£ - e
L N
// =
. > -~ -~ _ \\
’ e i \
b ’ s ~
’ s \ A
/ A \
U / . A \
B ! ’ = T \ \
e
1 / 7 N \ \
1 ! / \ \
1 1 ! \j
! | ]
T T T
X \ 1 1 X
\ \ 3 4 ! !
7
! k AN -7 /I /’
\ A Sl =5 ,
\ \ I
\ \ ,’ ’
\ \\ 7 ’
\ - - ’
N S _-7 ’
N T B . v
~ 7
~ d
~ b
~ -
~ -
~ -
~ -
iy N ——

Abbildung 4. Links: Illustration eines radialsymmetrischen Vektorfelds, dessen
Betrag mit zunehmendem Radius abnimmt. Je nach funktionaler Form des Abfalls
ist die Divergenz positiv oder negativ. Im Spezialfall des Coulomb-Feldes Vo~ % ist
die Divergenz auflerhalb des Ursprungs identisch Null [Gleichung (1.14)]. Nach dem
Satz von Gaufl bedeutet das, daf fiir jedes Teilvolumen (z.B. den gelb eingezeichneten
Kasten) der einlaufende Fluf§ des Vektorfeldes gleich dem auslaufenden Fluf ist.
Rechts: Tllustration des Vektorfeldes (1.1).

1.2.4. Hoéhere Ableitungen. Der V-Operator kann auch mehrfach angewandt werden.
Dabei ist stets darauf zu achten, ob die auftretenden Grossen Skalare oder Vektoren
(oder weder noch) sind. Wir diskutieren die wichtigsten Beispiele:

e Fir eine skalare Funktion F' kénnen wir die Divergenz des Gradienten bilden,
oF OF OF *F  0°F O*F

- — — | = = V?F. 1.2
8x’8y’8z) 8m2+8y2+8z2 (1.2)

V2 ist der Laplace-Operator, der in der Literatur auch oft mit A bezeichnet wird.

V~VF:V~<

e Andererseits gilt (wie Sie in den Ubungen nachrechnen) fiir jede Funktion F' die
Beziehung||

V xVF =0 (1.3)
und fiir jedes Vektorfeld 1%
V- (VxV)=0. (1.4)

Unter schwachen Zusatzvoraussetzungen lassen sich die Beziehungen (1.3) und (1.4)
im folgenden Sinne umkehren:

VxV =0 = 3skalare Funktion F sodass V = VF (1.5)
V-V =0 = 3 Vektorfeld W sodass V = V x W (1.6)

|| Hier heisst “= 0” dass die Funktion identisch, also iiberall, verschwindet.
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Abbildung 5. Links: Illustration des Wegintegrals iiber ein Vektorfeld (rot).
An jedem Punkt des Weges 7(s) wird das Vektorfeld skalar multipliziert mit dem
Tangentialvektor 7. Rechts: Illustration des Flusses eines Vektorfeldes durch eine
Flache. An jedem Punkt der Fliche wird das Vektorfeld skalar multipliziert mit dem
Normalenvektor 7.

Integralsatze

Die Integralséatze der Vektoranalysis verallgemeinern gewissermassen den Fundamental-

satz der Differential- und Integralrechnung

[ae =)~ st (17)

%:

von Funktionen f(x) auf Vektorfelder. Es treten in diesem Zusammenhang drei Arten

von Integralen auf:

(i)

Wegintegral eines Vektorfeldes (Abb. 5 links). Wir betrachten einen durch die
Bogenlange s parametrisierten Weg

C={rs):s1 <s<ss}

zwischen den Punkten 7(s;) und 7(sy). Das Wegintegral eines Vektorfeldes V
entlang dieses Weges ist definiert durch

/dZ-V _ / ds Z—:-V(F(s)) _ / ds 7(s) - V((s)). (1.8)

c S1 51
Es gilt somit dl = Tds, wobei der Tangentialvektor 7 aus Kapitel A.2. bekannt ist.
Fiir geschlossene Wege mit 7(s;) = 7(s2) schreiben wir auch §,d¢- V.
Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fliche (Abb. 5 rechts). Wir betrachten eine

zweidimensionale Flache F, die von den Feldlinien des Vektorfeldes V durchstossen
wird. Die Flache wird zerlegt in infinitesimale Flachenelemente d f = ndf, die
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ihren vektoriellen Charakter von dem an jedem Punkt der Fliche definierten
Normalenvektor 7 beziehen. Dann ist der Fluss von V durch F definiert durch

/fdf-Vz/Fdfﬁ-V. (1.9)

Fiir geschlossene Flichen (z.B. die Oberfliche einer Kugel) schreiben wir wieder
$odf -V,
F

(iii) Das Volumenintegral einer skalaren Funktion F iiber ein Volumen YV schreiben wir

& ro.

schliesslich in der Form

mit dem Volumenelement d>r.
Damit lassen sich die drei Integralsatze formulieren:

o Gradientenfelder. Fiir Gradientenfelder sind Wegintegrale wegunabhangig, d.h. es
gilt fiir jeden Weg C zwischen zwei Punkten 7(s;) und 7/(ss)

/CdZ- VF = F(i(s3)) — F(7(s1)). (1.10)

Die Ahnlichkeit zum Fundamentalsatz (1.7) sollte offensichtlich sein. In beiden
Fallen wird ein eindimensionales Integral auf die Differenz einer Funktion an zwei
Punkten, also letztlich auf nulldimensionale Objekte reduziert. Fiir geschlossene
Wege gilt entsprechend

fd[- VF =0. (1.11)
C

e Satz von Stokes. Wir betrachten eine endliche Flache F. Deren Rand ist ein
geschlossener Weg, den wir mit 0F bezeichnen. Dann gilt fiir jedes Vektorfeld 1%

/df-(VxV):]{ ac-v. (1.12)
F oF

Hier wird ein zweidimensionales Integral tiber eine Ableitung von V auf ein
eindimensionales Integral iiber V selbst reduziert.

e Satz von Gauss. Wir betrachten ein beschranktes Volumen V. Dessen Rand ist
eine geschlossene Flache, die wir mit 0V bezeichnen. Dann gilt fiir jedes Vektorfeld

/d%v.v:j{ df -V, (1.13)
v ov

d.h. ein dreidimensionales Integral iiber eine Ableitung von V wird auf ein
zwetdimensionales Integral iber V' selbst reduziert.

1.4. Die 0-Funktion

Zur Motivation dieses Abschnitts betrachten wir das Vektorfeld

—

V() = \T



fe(X)

~£/, e/, x
Abbildung 6. Eindimensionale Kastenfunktion f.(z).

das in der Elektrostatik eine zentrale Rolle spielt. Man zeigt leicht, dass tiberallq

—

7
Vi—==0 1.14

GE ’ (1.14)

und wiirde deshalb erwarten, dass die linke Seite des Gauss’schen Satzes (1.13)
verschwindet. Andererseits zeigt man ebenso leicht, dass das Flachenintegral tiber die

Oberflache 0K g der Vollkugel K mit Radius R gegeben ist durch

- 7
df - — — 4x, 1.15
fgm e (1.15)

und zwar unabhéngig von R. Um diesen scheinbaren Widerspruch zu (1.13) aufzuldsen,
fiihren wir die Dirac’sche ¢-Funktion ein.

1.4.1. Findimensional. Wir betrachten fiir € > 0 die kastenférmige Funktion (Abb. 6)
/e @ —€/2<x<¢/2

() = == 1.16

Jela) { 0 : sonst. (1.16)

Offensichtlich gilt

/OO dr f(zr) = 1. (1.17)

o0

Ausserdem ist fiir eine beliebige Funktion g(x)

oo €/2
/ dr fu(x)g(z) = » / dz g(x) (1.18)

() € J_¢/2

der Mittelwert von g(z) iiber das Intervall [—€/2,¢/2], bzw. allgemeiner

oo zo+e€/2
/_ dz f.(x - zo)gla) = - / dx g(x) (1.19)

0 € 0—¢€/2
der Mittelwert tiber [zg — €/2, 9 + €/2]. Damit folgt
lim [ dz fo(z = z0)g(x) = g(zo) (1.20)

€ Genauer: Uberall ausserhalb des Ursprungs...
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fiir jede Funktion g(x) und jedes zo. Wir definieren jetzt

Sz —xg) = lin% fe(x — x0). (1.21)
Dies ist offensichtlich keine Funktion im tiblichen Sinne mehr, denn es gilt
0 : x#ux
o(x — = 1.22
<x $0) { x0T = Xyp. ( )

Man spricht deshalb von einer werallgemeinerten Funktion oder Distribution. Eine
Distribution wird definiert durch ihre Wirkung auf eine Testfunktion g(x) unter einem
Integral, also geméss (1.20) durch

/_00 dx §(x — x9)g(z) = g(x0) (1.23)

fiir jedes g(x) und jedes .

Die Konstruktion von §(z) als Grenzfall der Folge (1.16) von kastenférmigen
Funktionen ist besonders einfach, aber keineswegs eindeutig. Tatséchlich kann §(z)
als Grenzfall € — 0 einer beliebigen Folge von Funktionen f(z) aufgefasst werden, fiir
die gilt, dass

/OO dr f(x) =1 Ve und lEI(l)fe(x) =0 Vx #0. (1.24)

o0

1.4.2. Dreidimensional. Die dreidimensionale d-Funktion kénnen wir jetzt durch

0(7) = 6(x)d(y)o(2)

definieren. Daraus folgt zunachst

/Rgdi”rd(f’):/:dxd(x)/:dw(y)/_Zdza(z):L

und die definierende Eigenschaft (1.23) der eindimensionalen J-Funktion wird ersetzt
durch

[ 87 gl = g6 (1.25)

Als Anwendung 16sen wir nun den scheinbaren Widerspruch zwischen den Beziehungen
(1.14) und (1.15) auf: Zusammen bedeuten sie, dass

V- = A8 (7). (1.26)

Bemerkenswert ist, dass die J-Funktion hier durch Ableitung eines relativ gutartigen,

wohldefinierten Vektorfeldes entsteht und nicht durch einen Grenziibergang; dies hat im
eindimensionalen Fall keine Entsprechung.
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2. Elektrostatik

2.1. Das Coulomb-Gesetz

Das Coulomb-Gesetz beschreibt die Kraft ﬁlz zwischen zwei Punktladungen ¢, ¢ an
Orten 77, T5:

41492 TN — T
’7:1 —7‘2|2 |F1 —772|.

ﬁ12 - _ﬁ21 == k (21)

Es handelt sich um eine Zentralkraft mit der gleichen, invers quadratischen
Abstandsabhangigkeit wie beim Gravitationsgesetz. Im Gegensatz zur schweren Masse
kann die Ladung allerdings verschiedene Vorzeichen haben, sodass die Coulomb-Kraft
sowohl attraktiv (fiir ¢;¢q2 < 0) als auch repulsiv (fiir ¢;g2 > 0) sein kann.

Die Konstante k in (2.1) hédngt von der Wahl der Ladungseinheit ab. Es gibt
zweil wichtige Einheitensysteme, die jeweils in der Experimentalphysik bzw. in der
theoretischen Physik gebrauchlich sind.

(i) Im ST bzw. MKSA-System ist die Ladungseinheit das Coulomb (C), das von der
Stromeinheit Ampere (A) abgeleitet wird,

1C = 1As.

Das Ampere wiederum wird durch die Kraftwirkung zwischen zwei stromdurch-
flossenen parallelen Drahten definiert. Im SI-System ist die Konstante & in (2.1)
1
k —

= =10""¢2 NA"2 =~ 9 x 10° Nm?C~2, (2.2)
4meg

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bezeichnet.
(ii) Im Gauss-System (auch cgs-System) erhélt die Ladung keine eigene Einheit;

vielmehr wird die Ladungseinheit definiert, indem man die Konstante in (2.1) k = 1
setzt. Die so festgelegte Ladungseinheit heisst electrostatic unit (esu), und es gilt

3/2 y1/2 -1

lesu=1 (cm)

g

Die Umrechnung zwischen beiden Systemen erfolgt iiber die Beziehung
lesu=10c"'ecmA ~ 3.3 x107'°C,
und die Elementarladung nimmt jeweils die Werte
e~ 1.602 x 107" C ~ 4.803 x 107'? esu

an. Der wesentliche Vorteil des Gauss’schen Systems liegt darin, dass es dem
elektrischen Feld E und dem Magnetfeld B die gleichen Einheiten zuweist. Damit
wird der Aquivalenz von elektrischen und magnetischen Feldern, die in der
relativistischen Formulierung durch einen Wechsel des Bezugsystems (Lorentz-
Transformation) ineinander {iberfithrt werden kénnen, Rechnung getragen.
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Wir benutzen hier das Gauss-System, geben aber die wichtigsten Relationen in Form
von Fussnoten auch im SI-System an.

Wegen der identischen funktionalen Form von Gravitations- und Coulombgesetz
liegt es nahe, die Starken der beiden Kréfte zu vergleichen; dies lauft im wesentlichen
auf einen Vergleich typischer Massen und Ladungen hinaus, die ja die beiden Krafte
erzeugen. Fir die Wechselwirkung eines Protons mit einem Elektronen findet man z.B.

|FC0ulomb’ ~ 2% 1039‘

—
’FGravitation

In diesem Sinne ist die elektrostatische Wechselwirkung viel starker als die gravitative;
Gravitationseffekte koénnen deshalb in der Atom- und Festkorperphysik getrost
vernachléssigt werden. Auf grossen Skalen (insbesondere in der Astronomie und der
Kosmologie) dominiert aber die Gravitation das Geschehen, weil makroskopische Kérper
weitgehend ladungsneutral sind.

2.2. Das elektrische Feld

Wir betrachten nun N Punktladungen ¢y, ...,qy an (festen) Orten 7i,...,7y, und
fragen nach der Kraft F(r) auf eine weitere Ladung ¢ am Ort 7. Nach dem
Superpositionsprinzip fiir Krafte gilt

F(7) = ZV ‘3 — %) = qFE, (2.3)

7’—7"1

was als Definition des von den Ladungen gy, ..., gy erzeugten elektrischen Feldes
N 0
E(7) Ezm(q—ﬁ) (2.4)

zu verstehen ist: qE ist die Kraft auf eine Probeladung q am Ort 7, wobei wir annehmen,
dass diese Ladung sehr klein ist (¢ — 0), sodass sie ihrerseits die das Feld erzeugenden
Ladungen nicht beeinflusst. Die Einfithrung des elektrischen Feldes markiert einen
wichtigen konzeptionellen Schritt. Wéhrend die Newton’sche Mechanik die Krafte
zwischen Korpern als Fernwirkungen auffasst, deren physikalischer Ursprung nicht
thematisiert wird, erhalt das die elektromagnetischen Wechselwirkungen vermittelnde
Feld in der Elektrodynamik eine eigene Identiat als physikalisches Objekt. Krafte werden
damit zu Nahwirkungen des Feldes am Ort des betrachteten Korpers.

Statt Systemen von Punktladungen werden wir meist kontinuierliche Ladungsver-
teilungen p(7) betrachten. In einer solchen Ladungsverteilung tragt das infinitesimale
Volumenelement d®r am Ort 7 die (infinitesimale) Ladung p(7)dr. In Analogie zu (2.3)
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ist das am Ort 7 erzeugte elektrische Feld deshalbf

E(r) = / gt L)y (2.5)

|7 — 7|3
Das Feld (2.4) eines Systems von Punktladungen ergibt sich daraus als Spezialfall, indem
wir fiir die Ladungsdichte den Ausdruck

p®=§)Mﬂﬂ> (2.6)

einsetzen.

2.3. Das elektrostatische Potential

Die Coulomb-Kraft (2.1) ist eine Zentralkraft und damit konservativ, d.h. es gilt

— . — — q q
Fig = =V Viy mit Vip(r1,7%) = 7 : 177|'
1— T2

Diese mathematische Beziehung nutzen wir zur Umformung von (2.5):

E(F) = —/d%’ vf< o) ) = —V;/d?’r’ W’)ﬂ = V(7)) (2.7)

=7 7

wobei zu betonen ist (wie in der Notation verdeutlicht), dass der V-Operator auf 7
(nicht auf 7’!) wirkt und deshalb vor das Integral gezogen werden kann. Damit haben
wir das elektrostatische Potentiali

O(F) = / d*r’ 4(F/2,| (2.8)

|7 — 7

eingefithrt. Die potentielle Energie einer Probeladung ¢ am Ort 7 ist

V() = q®(r), (2.9)

was die Beziehung von ® zu dem in der Mechanik benutzten Potentialbegriff klart.

2.4. Die Feldgleichungen der Elektrostatik

Die integralen Beziehungen (2.5) und (2.8) erlauben uns (zumindest im Prinzip), das
von einer vorgegebenen Ladungsverteilung p(7) erzeugte elektrische Feld zu berechnen.
Oft ist es aber niitzlich, das Feld stattdessen durch (partielle) Differentialgleichungen
zu charakterisieren. Der Helmholtz’sche Fundamentalsatz der Vektoranalysis

1 Im SI-System:

_ 1 p(™y
E(7) /d?’r' |F—F’|3(T7T/)

T drweg

1 Im SI-System:

D (7) 1 /dsr’ P(Fg .

~ dre |7 — 7]
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“Jedes Vektorfeld V(F) ist durch die Angabe seiner Wirbel V x V und seiner Quellen
V-V eindeutig festgelegt.”

sagt uns, dass wir zur vollstandigen Charakterisierung von E Ausdriicke fiir V x E und
V - E angeben miissen. Da das elektrische Feld (in der Elektrostatik) konservativ ist,
gilt zunachst

V x E = 0. (2.10)
Zur Berechnung von V - E benutzen wir die Identitét (1.26). Damit folgt

V-E= / &' p(F)V - % - / &' p(7) (7 — ') = 4mp(7),
rT—rTr

also zusammengefasst die Feldgleichung

V. E = 4mp. (2.11)
Mit E = —V® folgt daraus die Poisson-Gleichung§
V20 = —4np. (2.12)

Als Anwendung von (2.11) berechnen wir das elektrische Feld einer homogen geladenen
Kugel vom Radius R. Wir legen den Ursprung in den Mittelpunkt der Kugel, sodass
die Ladungsdichte nur von der Radialkoordinate r = || abhéngt,

. Po |T_’1 <R
pr) = { 0 : |[Fl=R
Geméss (2.11) gilt fiir das Integral iiber ein beliebiges Volumen V
1 — 1 - —
& =— [drV-E=—¢ df-E 2.13
[ o= [arv B af B (2.13)

wobei im zweiten Schritt der Gauss’sche Satz (1.13) benutzt wurde. Nun wéhlen wir
fiir V die Kugel K, vom Radius r um den Ursprung. Dann gilt

3 _ (47T/3)7“300 D r< R
[eesn={ (e g TSR o

wobei ) die Gesamtladung der Kugel bezeichnet.
Zur Auswertung des Flusses von E durch die Kugeloberfliche 0K, benutzen wir
ein Symmetriearqument:

e Die Ladungsdichte p(7) ist radialsymmetrisch, d.h. sie hdngt nur von |] ab.

e Aus der Poisson-Gleichung (2.12) folgt dann, dass auch das Potential ®(7)
radialsymmetrisch ist.

e Das elektrische Feld ist £ = —V& kann somit als Gradientenfeld einer
radialsymmetrischen Funktion nur in radialer Richtung zeigen.

§ Im SI-System: V- E = —V2® = (1/¢o)p.
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E@®)

Abbildung 7. Elektrisches Feld einer homogen geladenen Kugel vom Radius R. Das
Bild zeigt den Betrag der Feldstérke als Funktion des Abstands vom Mittelpunkt der
Kugel.

Daraus folgt der Ansatz
E(7) = E(r)é..

Die Auswertung des Oberflachenintegrals auf der rechten Seite von (2.13) wird nun sehr
einfach, denn der Normalenvektor auf der Kugeloberflache ist 7 = €,.:

F E = 5. e _ — pr2
jgmrdf E imdfn é-E(r) E(r)fglcrdf ArrE(r),

und Gleichsetzen mit (2.14) liefert schliesslich das Ergebnis (Abb. 7)

B R

Insbesondere ist das Feld ausserhalb der Kugel (r > R) das Feld einer Punktladung
im Ursprung. Aus der Herleitung folgt sofort, dass dies fiir jede kugelsymmetrische
Ladungsverteilung endlicher Ausdehnung so sein muss. Wir bemerken schliesslich noch,
dass diese Ergebnisse vollig analog fiir das Gravitationsfeld einer Kugel mit homogener
bzw. kugelsymmetrischer Massendichte gelten.

2.5. Elektrostatische Energie

Aus der Mechanik kennen wir die potentielle Energie eines Systems von N
wechselwirkenden Massenpunkten. Fiir den Fall von Punktladungen mit Coulomb-
Wechselwirkungen lautet der Ausdruck

i) 1 4iqj
V: == — .
D B D

i.j:i<j i i
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In der ersten Doppelsumme wird jedes Paar einfach gezahlt, in der zweiten doppelt. Die
zweite Formulierung erlaubt den Ubergang zu einer kontinuierlichen Ladungsverteilung,

1 p(M)p(™)
== [ &r | &P == 2.1
v 2/ r/ "= (210)
Wir schreiben diesen Ausdruck etwas um, und erhalten unter Verwendung von (2.8)
1
vy [erow [er 2T -0 [ e (2.17)

Mit Hilfe der Feldgleichung (2.11) kénnen wir die Ladungsdichte in (2.17) durch
V- E = —V2 ersetzen,

V= d*r (V-E)q>=——/d3rE-V<1>=—/d3r(vq>)-(vq>),
87T 8 81
wobei im zweiten Schritt eine partielle Integration durchgefithrt wurdef. Damit haben

wir gezeigt

]_ —
V=—[dr|E 2.18
5 [ ¢riE 219

Den Integranden dieses Volumenintegrals identifizieren wir als Energiedichte

u(i) = L IEOP (2.19)

des elektrischen Feldes§.

Die drei Ausdriicke (2.16,2.17,2.18) fiir die potentielle Energie spiegeln verschiedene
physikalische Standpunkte wider. In (2.16) wird die Energie, wie in der Mechanik iiblich,
den Wechselwirkungen zwischen den Teilchen zugeordnet; Gleichung (2.17) driickt sie
als potentielle Energie der Ladungsverteilung p(7) in dem Potential ®(7) aus|| und
(2.18) schliesslich ordnet die Energie ganz dem [von der Ladungsverteilung erzeugten]
elektrischen Feld zu.

Die Volumenintegrale erstrecken sich i.a. iiber unterschiedliche Bereiche; ist z.B.
die Ladungsverteilung, wie im oben behandelten Beispiel der homogen geladenen
Kugel, rdumlich beschrinkt, so verschwindet der Integrand in (2.17) ausserhalb der
Ladungsverteilung, wéhrend der Integrand in (2.18) iiberall im Raum von Null
verschieden ist. Trotzdem sind die drei Ausdriicke (wie gezeigt) mathematisch vollig
dquivalent. Wir bevorzugen hier den Ausdruck (2.19) fiir die Energiedichte, da er dem
Charakter des elektrischen Feldes als eigenstandigem physikalischem Objekt am besten
Rechnung tragt.

1 Die Einschrankung des Integrationsbereichs auf 7 # 7/ ist im Kontinuum nicht mehr nétig.

1 Es empfielt sich, diesen Schritt komponentenweise nachzuvollziehen. Hier und im folgenden fallen
Randterme weg, weil wir annehmen, dafl Felder und Potential im Unendlichen verschwinden.

§ Im SI-System: u = 65"|E_"|2

|| Der Faktor % in (2.17) zeugt davon, dass es sich um das von der Ladungsverteilung selbst erzeugte
Potential handelt. Er tritt nicht auf, wenn die Energie einer Ladungsverteilung in einem dusseren
Potential berechnet wird.
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Als Anwendung berechnen wir die elektrostatische Energie einer homogen geladenen
Kugel mit Gesamtladung @) und Radius R. Aus Dimensionsgriinden ist klar, dass die
Energie proportional zu Q?/R sein muss, die explizite Rechnung (die in den Ubungen
durchgefiihrt wird) ergibt

3Q?
Velektrostat = R (2.20)
Bei festgehaltener Ladung () divergiert die elektrostatische Energie fir R — 0,
d.h. eine Punktladung hétte eine unendliche Energieq . Zur Veranschaulichung der
Grossenordnung dieser Energie fragen wir nach dem klassischen Elektronenradius R,
des Elektrons, bei dem die elektrostatische Energie gerade gleich der Ruhenergie m.c?
ist, die die spezielle Relativitatstheorie einem Objekt der Masse m, zuordnet. Man

findet
B 3 e?

=R 1.7 x 107 m.
e

e

Tatséchlich ist das Elektron (nach allem, was wir heute wissen) punktférmig, es wird
aber schon bei dem erheblich grosseren Compton-Radius

h
R, = ~4x107%m
mMeC

aufgrund von quantenmechanischen Effekten “unscharf”.

2.6. Multipol- Entwicklung

In diesem Abschnitt soll das elektrostatische Potential

d(r) = /d?’r ﬂ

7 — ] (2.21)
fir eine allgemeine Ladungsverteilung p(7) im Fernfeld naherungsweise berechnet
werden.  Dem Begriff des Fernfeldes liegt folgende Vorstellung zugrunde: Die
Ladungsverteilung soll eine endliche Ausdehnung Ry haben, das heisst, dass fiir alle
Punkte 7 innerhalb der Ladungsverteilung [fiir die also p(r”) # 0] gilt || < Ro; der
Koordinatenursprung sei dabei zweckmassigerweise ins Innere der Ladungsverteilung

gelegt. Das Fernfeld sind dann diejenigen Punkte 7, fiir die |7] > Ry und damit auch
7] > || (2.22)
fiir alle Punkte 7, die zum Integral (2.21) beitragen.

2.6.1. Herleitung. Zur Auswertung von (2.21) unter der Bedingung (2.22) miissen wir
die inverse Abstandsfunktion im Integranden von (2.21) geeignet entwickeln. Es gilt
I 1 B 1
77— 7| \/T2—2F-F’+(r’)2 T\/l—Z(F-F’)/T2+(r’/r)2
€ Dies ist die Quelle vieler konzeptioneller und mathematischer Schwierigkeiten in klassischen und

quantenmechanischen Feldtheorien, die eine wichtige Motivation fiir die moderne Entwicklung von
Stringtheorien darstellt.

(2.23)
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mit 7 = || und r’ = |7/|. Nach (2.22) ist |77’| < r? und (r'/r)* < 1, sodass beide Terme
in der Wurzel klein sind gegeniiber der 1. Wir fassen diese beiden Terme zusammen zu
x=—=2(7-7)/r?> + (r'/r)? und benutzen die ersten Terme der Taylor-Reihe

1 r 3
:1__ <2 O 3
o 2—|—8:U+ (x?),

um (2.23) in die Form

1 1 1 /72 277\ 3 (1?2 277\’
—Zl1-Z(== == O(x*) | (2.24
=7 [ 2 (T2 72 ) * 8 (7"2 72 ) +0( )]( )

zu bringen. Wir sortieren nun die Terme in den eckigen Klammern nach Potenzen von

r’/r und behalten nur die Beitrage bis zur Ordnung (r'/r)?,

1 1 7o 3772 — (r'r)?
YN i)

72 24

~ 2.25
=7 (2.25)

Dieser Ausdruck wird in (2.21) eingesetzt und das Integral Term fiir Term ausgewertet,

o1 30 [ r 30 (o 1 3 S L on2 2

O(7) ~ . {/d (") + i /d ' p(F)r + o 3" p(F)[3(7 - 7)? — (r'r)?]
q d-7 1 <

R T 2 G 0

mit 7 = (z1, ¥, x3) und der Gesamtladung

q= /d3 rp(7) (2.27)

der Ladungsverteilung, dem Dipolmoment

d= / dPr p(P)F, (2.28)

und dem Quadrupoltensor
Q= [ @ o)z, — 170, (2.29)

Der Quadrupolbeitrag zum Potential (2.26) hat die Gestalt einer durch die Matrix Q
definierten quadratischen Form.

Der Vorteil der Darstellung (2.26) ist offensichtlich: Wir haben die kontinuierliche
Ladungsverteilung p(7) ersetzt durch wenige Multipolmomente q, d und Q. Mit
zunehmender Ordnung der Momente fallen die entsprechenden Beitrage zu ® immer
schneller mit dem Abstand ab, der Monopolbeitrag q/r wie 1/r, der Dipolbeitrag
(d-7)/r® wie 1/r2 und der Quadrupolbeitrag wie 1/r%. Die Niherung (2.26) ist bis auf
Korrekturen der Ordnung (R /r)* giiltig, und ldsst sich systematisch verbessern. Fiir
eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung ist der Monopolbeitrag ¢/r bereits exakt,
d.h. alle h6éheren Multipolmomente verschwinden (s. Abschnitt 2.4).
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2.6.2. Abhdngigkeit von der Wahl des Koordinatensystems. FEine Verschiebung des
Ursprungs des Koordinatensystems

Fr—7r =r—r
lasst die Gesamtladung (2.27) offensichtlich unverdndert. Das Dipolmoment (2.28)
hingegen transformiert sich gemass

d—d = /d3r' ™ p(r) = /d37“ 7p(T) — Fo/dgr 7p(r) = d— qro.

Daraus lasst sich zweierlei ablesen:

(i) Falls ¢ # 0, kann man das Dipolmoment zum Verschwinden bringen, indem man
den Koordinatenursprung in den Ladungsschwerpunkt legt, also 7y = cf/ g wahlt;
der Ladungsschwerpunkt ist genauso definiert wie der Massenschwerpunkt in der
Mechanik. Diese Beobachtung ist insbesondere relevant fiir das Gravitationsfeld
einer Massenverteilung, die ja stets eine nicht-verschwindende Gesamtmasse
haben muss.  Eine solche Massenverteilung (z.B. die des Erdkérpers) hat
kein Dipolmoment; die erste nichtverschwindende Abweichung vom Feld einer
Punktmasse ist der Quadrupolterm.

(ii) Falls ¢ = 0, ist das Dipolmoment unabhéngig von der Wahl des Ursprungs, es
ist damit eine inwvariantes Merkmal der Ladungsverteilung; ein Beispiel ist das
Dipolmoment eines elektrisch neutralen, polaren Molekiils wie HyO. Allgemein ist
jeweils das niedrigste nichtverschwindende Multipolmoment unabhangig von der
Wahl des Ursprungs, fiir den Fall ¢ = d =0 also das Quadrupolmoment Q

2.6.3.  Punktdipol. Der erste Term ¢/r in der Multipolentwicklung (2.26) ist das
Potential einer Punktladung: Im Fernfeld sieht jede Ladungsverteilung mit ¢ #
0 zu fihrender Ordnung aus wie eine Punktladung. Wir fragen nun, welche
Ladungsverteilungen die anderen Terme der Multipolentwicklung “in Reinform”
erzeugen, und betrachten den einfachsten Fall des Dipolpotentials
L d-7

(I)dip<r) = m—g (230)
Die Aquipotentiallinien von @4, sind in Abbildung 8 dargestellt. Die zugehorige
Ladungsverteilung pg;, ergibt sich im Prinzip aus der Poisson-Gleichung (2.12),

Aus den Ubungen ist bekannt, dass sich die Losung durch die Ableitung einer §-Funktion
darstellen lasst,

-

pain(F) = —d - V(7). (2.31)
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Abbildung 8. Aquipotentiallinien eines Punktdipols am Ursprung. Das
Dipolmoment d ist entlang der z-Achse ausgerichtet, sodass ®qi, > 0 im oberen
Halbraum z > 0 und ®4;, < 0 im unteren Halbraum z < 0.

Als Anwendung von (2.31) berechnen wir die Energie eines Punktdipols in einem
ausseren elektrischen Feld. Wir betrachten zunéchst ein System von Punktladungen
¢; in einem &ausseren elektrostatischen Potential ®..;. Die durch das aussere Potential
verursachte potentielle Energie (ohne die “Selbstenergie” der Wechselwirkungen der
Ladungen untereinander!) ist [vgl.(2.9)]

N
‘/ext - Z Qiq)ext(":;)a
=1

und entsprechend fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung™

Vi = / &1 p(7) B (7). (2.32)

Einsetzen von (2.31) in (2.32) ergibt, mit einer partiellen Integration,

- -

Vit = — / BPr B (d - V)O(7) = / BPré(F)(d- V)Pex = —d - Euxe, (2.33)

wobei das externe elektrische Feld Eext = —V&.; am Ort ¥ = 0 des Punktdipols
ausgewertet wird. Die Energie ist minimal, wenn der Dipol parallell zum Feld steht, er
wird also im Feld ausgerichtet.

2.7. Metallische Randbedingungen

In einem metallischen Leiter gibt es frei bewegliche Ladungen, die sich unter dem
Einfluss eines elektrischen Feldes verschieben kénnen. In einer statischen (d.h.

*+ Dieser Ausdruck hat eine triigerische Ahnlichkeit mit dem Ausdruck (2.17) fiir die Selbstenergie einer
Ladungsverteilung, allerdings fehlt in (2.32) der Faktor 1/2.



21

E ext
e
- Eina -+
- =
o

Abbildung 9. Neutraler metallischer Korper in einem &dusseren elektrischen Feld.

zeitunabhéngigen) Situation kann es im Inneren des Leiters keine elektrischen Felder
geben: Gébe es sie, wiirden sich die freien Ladungen so lange verschieben, bis das Feld
tiberall verschwindet. Im Inneren eines Leiters gilt somit

—

E=0 & & = const. (2.34)

Wir konnen diese Tatsache auch energetisch begriinden: Die beweglichen Ladungen im
Leiter werden sich so anordnen, dass die elektrostatische Energie minimiert wird, und
die Energiedichte u = |E |* aus Abschnitt 2.5 ist offensichtlich genau dann minimal,
wenn E = 0. Zwei Beispiele illustrieren das Argument:

(i) Neutraler metallischer Kdrper in einem dusseren elektrischen Feld (Abb. 9). Unter
der Wirkung des dusseren Feldes sammeln sich freie Ladungen an den Oberflachen
an; in der Abbildung werden positive Ladungen nach rechts, negative nach links
getrieben. Dadurch baut sich im Leiter ein induziertes Feld Eind auf, und zwar
so lange, bis das aussere Feld vollstandig kompensiert ist, also Eind = — _’ext und
damit E = Eext + Eind = 0 fir das Gesamtfeld im Inneren des Leiters.

(ii) Metallische Kugel mit Gesamtladung Q). Die beweglichen Ladungen verteilen sich
so, dass die elektrostatische Energie minimiert wird. Man iiberlegt sich leicht, dass
die Energie minimal ist, wenn alle Ladungen an der Oberflache sitzen; sie nimmt
dann den Wert Q?/2R an.

Wenn im Aussenraum ein elektrisches Feld vorliegt und dieses im Inneren des
Leiters verschwindet, stellt sich die Frage nach den Randbedingungen fiir E an der
Grenzflache zwischen Metall und Aussenraum. Die Orientierung der Grenzflache ist
charakterisiert durch den Normalenvektor 7 und den Tangentialvektor 7, und wir
unterscheiden zwischen den Randbedingungen an die Tangentialkomponente T - E und
die Normalkomponente 7 - E des elektrischen Feldes. Da gemiss (2.34) die Oberflache
eines Leiters eine Aquipotentialflache ist, folgt aus den Eigenschaften des Gradienten
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Metall

Abbildung 10. Feldlinien einer Punktladung in der Nahe einer Metelloberflache.

(Abschnitt 1.2.1), dass das elektrische Feld senkrecht auf der Leiteroberfliche stehen
muss, d.h. dass 7- E'= 0 (Abb. 10).

Wir leiten dieses Ergebnis zunéchst aus der Betrachtung des allgemeinen Falls einer

Grenzflache zwischen zwei Bereichen 1 und 2 her, in denen elektrische Felder El und
Eg vorhanden sind (an einer metallischen Oberfliche wire El = 0 und Eg # 0), und
bestimmen dann die Randbedingung fiir die Normalkomponente.

(i)

Tangentiale Randbedingung. Wir betrachten einen geschlossenen Weg, der die
Grenzflache umschliesst (Abb. 11 links). Die Teilstiicke tangential zur Grenzfléche
haben die Lange [, die Stiicke normal zur Grenzflache die Lange d, mit d < [. Die
von dem Weg 0A eingeschlossene Fliache bezeichnen wir mit A. Wegen (2.10) gilt,
unter Verwendung des Stokes’schen Satzes (1.12),

oz/dfwxpt):j{ ii- B
A 0A

Im Grenzfall d — 0 tragen nur die tangentialen Teilstiicke zum Wegintegral bei,

sodass

]{ Al B =17 By — 17 By =17 (B, — E5) = 0.
0A

Wir schliessen daraus, dass die Tangentialkomponte des elektrischen Feldes an
der Grenzflache stetig ist. Insbesondere gilt an der Oberfliche eines Leiters, wie

erwartet,

E-7=0, (2.35)
d.h. die Feldlinien stehen senkrecht auf der Leiteroberflache.
Normale Randbedingung. Hier wenden wir den Gauss’schen Satz (1.13) an auf ein

kleines (hutschachtelférmiges) Volumen V, das die Grenzfliche umschliesst (Abb.
11 rechts). Gemaéss (2.11) ist die Ladung ¢ in V

1 L1 R
g=— | &®rV-E=—¢ df-E.
47T Vv 471' oy
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E, &T
E,

Abbildung 11. Zur Herleitung der elektrostatischen Randbedingungen. Die linke
Skizze illustriert die tangentiale Randbedingung, die rechte die normale.

N

Lasst man wieder die Dicke d der Hutschachtel klein werden, so tragen nur Deckel
und Boden der Schachtel zu dem Oberflachenintegral bei, deren Flache wir mit A
bezeichnen:

/ Af- B = At - (By — ) = 4mq.
)%

Die Normalkomponte des elektrischen Feldes springt also um den Betrag 4no,
wobei 0 = ¢/A die Oberflichenladungsdichte bezeichnet. An der Oberfliche des
Leiters gilt entsprechend E - i = 4no, d.h. das elektrische Feld induziert die
Oberflachenladungsdichte

1

o=—FE-7. (2.36)
47

3. Magnetostatik

Magnetische Phanomene sind schon sehr lange bekannt. Die magnetische Wirkung

von elektrischen Stromen, die hier im Vordergrund stehen soll, ist dagegen eine

vergleichsweise neue Entdeckung. Die wichtigsten Quellen fiir Magnetfelder sind

(i)

(i)

(iii)

Permanentmagnete in Form von magnetischen Mineralien, wie sie z.B. in der
Nahe der Stadt Magnesia in der heutigen Tirkei gefunden wurden. Eine
frithe wissenschaftliche Untersuchung von Permanentmagneten stammt von Petrus
Peregrinus, der 1269 darauf hinwies, dass es keine isolierten magnetischen Pole
(“Monopole”) gibt.

Das FErdmagnetfeld ist spatestens seit der Erfindung von Kompassen bekannt.
William Gilbert stellte im Jahre 1600 eine Analogie zwischen dem Erdmagnetfeld
und dem Feld eines Permanentmagneten her, und beeinflusste damit Kepler’s
Vorstellungen von den Wechselwirkungen zwischen den Planeten und der Sonne.

Die magnetische Wirkung von elektrischen Stromen wurde 1820 von Hans
Christian Orsted entdecktf. André Marie Ampere postulierte daraufhin, dass alle
Magnetfelder durch Strome erzeugt werden. In magnetischen Materialien miissten
demnach Molekularstrome vorhanden sein, die sich allerdings mit den Mitteln des
frithen 19. Jahrhunderts nicht nachweisen liessen.

T Orsted war dabei wesentlich beeinflusst von romantischen Naturphilosophen wie Schelling und
Novalis.
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Heute weiss man, dass atomarer Magnetismus auf quantenmechanischen Effekten
beruht. Wir machen uns deshalb im folgenden den Ampereschen Standpunkt zu
eigen, und betrachten elektrische Strome als einzige Quellen fiir Magnetefelder; Strome
wiederum bestehen aus bewegten Ladungen, also lautet unser Grundpostulat

Magnetfelder werde durch bewegte Ladungen erzeugt, und wirken auf bewegte
Ladungen.

3.1. Stationare Strome

In der Magnetostatik werden, im Gegensatz zur Elektrostatik, bewegte Ladungen
betrachtet, allerdings sind die zugehorigen Strome zeitunabhéngig (stationdr). Wir
miissen zunachst den Begriff der Stromdichte entwickeln, der an die Stelle der
Ladungsdichte in der Elektrostatik tritt.

Die Stromstarke I wird definiert durch

_dgq  Ladung
dt Zeit

Die Stromdichte j beschreibt den Ladungsfluss durch eine Flache, sie hat also die

Dimension
- Strom

i=lil= Fliche’

Zur Definition von j betrachten wir einen infinitesimal diinnen Draht, durch den ein

Strom [ fliesst. Der Draht sei parametrisiert als Kurve 7(s) im Raum, wobei s die
Bogenlange bezeichneti. Der Draht wird zerlegt in infinitesimale Langenelemente

Al = 7ds, (3.1)

mit dem Tangentialvektor 7. Die Querschnittsfliche des Drahtes sei df. Dann ist die
Stromdichte j ein Vektor mit Richtung 7 und Betrag [ /df , also

S I >
J=gt = =17 (3.2)

Multiplikation mit ds macht aus dem Flichenelement df das Volumenelement d®r =
ds df. Damit wird aus (3.1,3.2) die zentrale Relation

JdPr=1Idt (3.3)

die wir als Definition der Stromdichte betrachten.
Fiir ein System von Punktladungen mit Orten 7; und Geschwindigkeiten ; ist die
Stromdichte

I =Y qmd (7 — Fi(t), (3.4)

allerdings lasst sich auf diese Weise keine stationdre Stromdichte erzeugen.

1 S. Kapitel 2 des Mechanik-Teils der Vorlesung.
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Abbildung 12. Tllustration des differentiellen Biot-Savart-Gesetzes (3.6).

3.2. Magnetfeld

Wir entwickeln im folgenden die Magnetostatik in moglichst weitgehender Analogie zur
Elektrostatik. Die Rolle des Ladungselements pdr aus der Elektrostatik iibernimmt
dabei das Stromelement (3.3).

Wir definieren zunéichst das Magnetfeld§ B(7) durch seine Kraftwirkung|| dF auf
ein Stromelement am Ort 7,

— [ — —
dF = = di'x B(P). (3.5)
C

Die Kraft ist proportional zu I und |B|, und sie steht senkrecht auf df (bzw. 7) und
auf B. Man iiberpriift leicht, dass die so gewahlte Einheit von B gleich der Einheit des
clektrischen Feldes E ist (vgl. Abschnitt 2.1).

Andererseits erzeugt ein Stromelement an einem Ort 77 ein Magnetfeld am Ort 7,

das durch die Beziehungq
— ] — _‘— =
dB == dli' x ——

7
c |7 — 7|3

gegeben ist. Mit dem Superpositionsprinzip folgt dann fiir das Magnetfeld der ganzen

(3.6)

Stromverteilung [unter Benutzung von (3.3)]
= 1 () x (7 =)
B(r) == [ & : 3.7
(7) c / r 7 — [ (37)
Die Gleichungen (3.6) und (3.7) sind die differentielle und integrale Formulierung des

Biot-Savart-Gesetzes, das hier die Rolle des Coulomb-Gesetzes aus der Elektrostatik
iibernimmt.

Zusammen definieren (3.5) und (3.6) die magnetische Wechselwirkung zwischen
zwei Stromelementen; offensichtlich handelt es sich nicht um eine Zentralkraft. Wir
zeigen noch, wie aus (3.5) die Lorentz-Kraft auf eine bewegte Punktladung folgt*. Die

§ Genauer: Die magnetische Induktion.

| Im SI-System gilt dFf = I d¢ x B, und B wird in Tesla gemessen (1 T = V s /m?).

€ Im SI-System ist der Vorfaktor 1/c in (3.6) und (3.7) zu ersetzen durch 1/(4mpg) mit g = 1/(egc?).
T S. Kapitel 3 des Mechanik-Teils der Vorlesung.
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Stromdichte einer Punktladung mit Ort 7(¢) und Geschwindigkeit ¢ = drp/dt ist [vgl.

(3.4)]
J (7 1) = qus(7 = 7o (t)).
Die zugehorige Kraft ist gemaéss (3.5)

L1 . o .
dF = ~(f x B)d'r = L5 x BYs(F — ) dPr, (3.8)

Lo

also genau die Lorentz-Kraft. Da B und E die gleichen Einheiten haben, kénnen wir
die Starke der Lorentzkraft mit der elektrostatischen Kraft qE vergleichen. Die beiden
unterscheiden sich (bei geeigneter Wahl der Richtungen von ¢ und E) um den Faktor
|U]/c, worin sich schon andeutet, dass sich das Magnetfeld als relativistische Korrektur
zum elektrischen Feld auffassen lasst.

3.3. Ladungserhaltung

Eine wichtige Erfahrungstatsache ist die Ladungserhaltung: Elektrische Ladung kann
weder erzeugt, noch vernichtet werden. Folglich muss die Anderung der elektrischen
Ladung in einem beliebigen Volumen V gleich dem Fluss von Ladungen durch die
Oberflache 0V sein. Der Ladungsfluss durch ein Flichenelement d f = ndf ist aber
gerade j d f, sodass

d d37‘ p(T)t) = 7{ df - j(7t) = —/d3r A (3.9)
dt ov %
Das Minuszelchen beruht auf der Tatsache, dass der Normalenvektor 7 in den
Aussenraum zeigt, und im zweiten Schritt wurde der Gauss’sche Satz (1.13) benutzt.
Da diese Beziehung fiir jedes (zeitunabhéngige) Volumen V gelten soll, miissen die
Integranden der beiden Volumenintegrale tibereinstimmen, und wir erhalten die wichtige
Kontinuitatsgleichung

dp
% +V-7=0, (3.10)

die die eletrische Ladungsdichte mit der Stromdichte verkniipft. In einer statischen
(=zeitunabhéngigen) Situation ist dp/dt = 0 und j = j (7). Die stationéren Strome in
der Magnetostatik miissen also divergenzfrei sein,

V.5 =0, (3.11)

3.4. Feldgleichungen und Vektorpotential

Zur vollstandigen Charakterisierung der Magnetfeldes B brauchen wir Feldgleichungen
fiir V- B und V x B. Wie in der Elektrostatik suchen wir zunichst ein “Potential” fiir
das Magnetfeld. Wir gehen aus von dem Biot-Savart-Gesetz (3.7), und schreibenf

7! 1 1

3 — F o 3 2, .
(’F)— /dT,]( /) W—-z/dT/j(T/)XV‘F_F/|_

t In der Herleitung (3.12) wird zunéchst die aus der Elektrostatik bekannte Beziehung

1 77

\r—r’| |F—F’\3
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2=
_ %V X /d3r’ G )/| =VxA (3.12)

|7 — 7
mit dem Vektorpotential

>/

A(F) = %/d%/ﬂ

=T

(3.13)

Wiéhrend das skalare elektrostatische Potential ® durch die Beziehung E = —V® zum
elektrischen Feld bis auf eine additive Konstante festgelegt ist, wird das Vektorpotential
durch die Beziehung

B=VxA (3.14)

nur bis auf eine beliebige skalare Funktion A(T) festgelegt. In der Tat gilt wegen (1.3) fiir
jede solche Funktion V x (VA) = 0, sodass das Magnetfeld (3.14) unter einer beliebigen
FEichtransformation

A A=A+ VA (3.15)

invariant bleibt. Die spezielle Wahl (3.13) heisst Coulomb-FEichung. Wir zeigen, dass
die Coulomb-Eichung V - A = 0 impliziert. Ausgehend von (3.12) giltf

L ) L [ oo 1
A= Z 3.7 . — 3,./ AW _
\Y c/d 'V <|F—F’|> . dr'(5() V)W—F’]
1 - 1 1 - 1
2 [ @) V) = ¢ [ )

C r—r C

o = 0. (3.16)
Aus (3.14) folgt§ (unabhéngig von der Wahl der Eichung!) wegen der allgemeinen
Bezichung (1.4) als erste Feldgleichung fiir B

V-B=0. (3.17)

Der Vergleich mit der entsprechenden elektrostatischen Feldgleichung (2.11) zeigt,
dass der physikalische Gehalt von (3.17) die Abwesenheit von magnetischen Ladungen
bzw.  magnetischen Monopolen ist.  Hergeleitet haben wir diese Beziehung fiir
Magnetfelder, die durch (stationére) Stromverteilungen erzeugt werden. Damit ist
nicht ausgeschlossen, dass es Elementarteilchen mit magnetischer Ladung, sogenannten
magnetische Monopole, geben konnte.

benutzt, und dann die Identitét

Vx(fV)=fVxV—-VxVf
fiir eine beliebige Funktion f und ein beliebiges Vektorfeld V: im Falle des Integrals in (3.12) ist V=73
unabhéngig von 7, und die Funktion ist f(7) = 1/|7 — 7'|.
t Hier wird zunéichst die Identitit V- (fV) =V - Vf + fV-V benutzt (im vorliegenden Fall ist V = J
unabhéngig von 7). Dann wird der Gradient der Funktion 1/|#— 7’| bzgl. 7, bezeichnet durch V, durch
den Gradienten bzgl. 7/, bezeichnet durch V', ersetzt; dabei andert sich das Vorzeichen. Sodann wird
eine partielle Integration ausgefiihrt, und schliesslich benutzt man die Divergenzfreiheit der stationéren
Stromverteilung (3.11).
§ Umgekehrt folgt aus (3.17) wegen (1.6) auch die Existenz eines Vektorpotentials.
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Die Suche nach magnetischen Monopolen ist Gegenstand der aktuellen Forschung
in der experimentellen Elementarteilchenphysik und auch in der Astrophysik. Ein
bestechendes Argument, das fiir die Existenz von Monopolen spricht, wurde 1931 von
Paul Dirac vorgelegt. Er zeigte, dass die Existenz von Monopolen die Quantelung
der elektrischen Ladung erklaren wiirde: Die elektrische Elementarladung e und die
magnetische Elementarladung g miissten dann iiber die Beziehung

n
= —h
ge 20

verkniipft sein, wobei n eine ganze Zahl ist. Da n > 1, folgt als untere Schranke an g

he e 137
92 5 =5~ 56

2e 2« 2
wobei a = e?/(he) &~ 1/137 die Feinstrukturkonstante bezeichnet, ein dimensionsloses
Maf3 fiir die Starke der elektromagnetischen Wechselwirkung.  Die magnetische
Elementarladung (die im Gauss’schen System die gleiche Einheit hat wie die elektrische
Ladung) miisste also deutlich grosser sein als die elektrische. Man erwartet deshalb,
dass magnetische Monopole auch eine grosse Masse haben, was erklaren konnte, warum
sie bislang nicht beobachtet wurden. ||

Wir brauchen noch eine Feldgleichung fiir V x B. Dazu benutzen wir die Identitét

VXB=Vx(VxA)=V(V-A)—VA=-V?A (3.18)
wegen (3.16). Damit folgt aus (3.18) unter Benutzung von (1.26)
VxB=-V2A= —%/d%’ j’(F’)v?'F_lF,l = 4% /d3r’ JF)S(F =) = %f(ﬂ,
und also als zweite magnetostatische Feldgleichungq
V x B = 4%}', (3.19)
die sich (in der Coulomb-Eichung!) auch als komponentenweise Poisson-Gleichung
V24— _4777 (3.20)

fiir das Vektorpotential schreiben lasst.

3.5. Ampeére’sches Gesetz

Eine Folgerung aus (3.19) ist das Ampere’sche Gesetz, das fiir die Berechnung von
Magnetfeldern niitzlich ist. Wir betrachten eine zweidimensionale Fldache F mit
(eindimensionalem) Rand 0F. Dann gilt nach dem Satz von Stokes (1.12)

}[ df-éz/df-(Vxé):g/df-f:—If, (3.21)
OF F ¢ Jr ¢

| Die aktuelle untere experimentelle Schranke an die Masse eines magnetischen Monopols liegt bei etwa
900 Protonenmassen!
€ Im SI-System: V x B = Hof
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P

Abbildung 13. Magnetfeld eines unendlich langen, diinnen Drahtes.

wobei Ir den Gesamtstrom durch die Flache F bezeichnet. Das Ampere’sche Gesetz
(3.21) setzt also das Kreisintegral des Magnetfeldes entlang einer geschlossenen Kurve
in Beziehung zu dem elektrischen Fluss durch eine (beliebige) Fliache, deren Rand diese
Kurve darstellt.

Als Anwendung berechnen wir das Magnetfeld eines unendlich langen, geraden,
infinitesimal diinnen Drahtes (Abb. 13). Der Draht soll mit der z-Achse zusammenfallen
und der Strom durch den Draht sei /. In Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) tiberlegt man
sich leicht, dass das Magnetfeld nur eine Komponente in Richtung von €, besitzt, deren
Betrag nur vom Abstand p zum Draht abhangt,

B = B(p)é,. (3.22)

Nach dem Ampere’schen Gesetz (3.21) gilt fiir einen Kreis £, vom Radius p, der in
einer Ebene senkrecht zur z-Achse liegt und dessen Mittelpunkt sich auf dieser Achse

befindet,

Lo 4
f dl- B = 21pB(p) = —1.
Ko ¢

Auflésen nach B(p) liefert

B(p) = 2.

" (3.23)

3.6. Magnetischer Dipol

Analog zur Elektrostatik (s. Abschnitt 2.6) fragen wir, wie das Magnetfeld einer
raumlich beschrénkten Stromverteilung im Fernfeld aussieht, also fiir Absténde |7] >
Ry, wenn Ry die Ausdehnung der Stromverteilung bezeichnet; man denke sich etwa eine
kreisformige Leiterschleife vom Radius Ry. Im elektrostatischen Fall ist der fiithrende
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Term (sofern die Ladungsverteilung nicht neutral ist) das Monopolpotential ¢/|r| einer
Punktladung. Da es keine magnetischen Monopole gibt, erwarten wir hier zu fithrender
Ordnung ein Dipolfeld.

3.6.1.  Dipolfeld. Ausgangspunkt ist der Ausdruck (3.13) fiir das Vektorpotential
einer beliebigen Stromverteilung in Coulomb-Eichung. Wie in Abschnitt 2.6 wird der
Integrand unter der Annahme || > || entwickelt und die entstehende Taylor-Reihe
Term fiir Term integriert. Zu fiihrender Ordnung erhélt man so das Ergebnis

A(F) = Aap(7) + O(1/r")

mit dem Dipol-Vektorpotential

Angl7) = (i % 7) (3.24)
und dem magnetischen Dipolmoment

i= o [ @ 5) (3.25)
der Stromverteilung. Das zugehorige Magnetfeld ist

Bap = V X Agp = =V (ﬁr—f) + A jid (7). (3.26)

Der erste Term auf der rechten Seite hat die gleiche mathematische Struktur wie das
elektrostatische Dipolfeld,

r3

ﬁ d 7
Byp = Vg, = -V <—T> , (3.27)

s. Gleichung (2.30). Da der zweite, singuldre Term in (3.26) ausserhalb des Ursprungs
unbeobachtbar ist, haben magnetische und elektrische Dipolfelder somit ausserhalb der
sie erzeugenden Strom- bzw. Ladungsverteilungen den gleichen Verlauf.

Auch bei der Auswertung des elektrischen Dipolfeldes (3.27) miissen wir auf die
Entstehung von singuldren Beitrdgen am Ort des Dipols (also am Ursprung) achten.
Die sorgfaltige Rechnung ergibt

BuolF) = 5 (3(‘5 r_ cf) - s, (3.28)

r2

und geméss (3.26) entsprechend

~ 1 [(3(g-r)r 8T

Ban(r) = 5 (2577 - u) + o). (3.20)

r r 3

Die singuldren J-Beitrage zu (3.28) und (3.29) entstehen, weil wir mit dem
Abbruch der Multipolentwicklung nach dem Dipolterm implizit einen Ubergang zum
Punktdipol durchgefiithrt haben. Bei einer physikalisch realistischen Ladungs- oder
Stromverteilung endlicher Ausdehnung wiirde die Dipolnédherung zusammenbrechen,
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Abbildung 14. Links: Elektrischer Dipol aus zwei Punktladungen im Abstand a.
Im Grenziibergang a — 0 zum Punktdipol divergiert das elektrische Feld zwischen
den beiden Ladungen. Rechts: Kreisformige Leiterschleife vom Radius R in der (z,y)-
Ebene. Im Grenzfall R — 0 (bei gleichzeitiger Skalierung des Stroms I) entsteht daraus
ein magnetischer Punktdipol.

wenn |7] vergleichbar wird mit dieser Ausdehnung, und es gébe keine Singularitét bei
7=0.

Wir illustrieren dies am Beispiel eines elektrostatischen Dipols mit Ladungsverteilung

p(r) = q[o(7 = (a/2)€2) — 0(7 + (a/2)éz)],

s. Abb. 14 links. Am Ursprung, also genau zwischen den beiden Ladungen an den
Orten (a/2)é, und —(a/2)e, herrscht ein starkes elektrisches Feld, dessen Betrag beim
Ubergang zum Punktdipol @ — 0 proportional zu ]cf| /a?® divergiert, und so die 6-
Singularitdt in (3.28) verursacht. Im magnetischen Fall betrachtet man entsprechend
eine Leiterschleife vom Radius R, durchflossen vom Strom I, die im Grenzfall R — 0,
I — oo einen magnetischen Punktdipol erzeugt (Abb. 14 rechts).

3.6.2. Magnetischer Dipol im dusseren Feld. Wir betrachten jetzt, analog zu Abschnitt
2.6.3, eine rdumlich begrenzte Stromverteilung 5(77) in einem dusseren Magnetfeld
Bex (7). Gemiss (3.5) ist die Kraft auf die Stromverteilung

L1 . .

F = —/d?’r(j(f) X Bext (7). (3.30)

c

Die Stromverteilung sei um einen Punkt 7 lokalisiert, und das aussere Magnetfeld
soll auf der Skala Ry der Stromverteilung langsam variieren. Dann konnen wir das
Integral (3.30) ndherungsweise auswerten, indem wir By (7) um 75 in einer Taylor-Reihe
entwickeln. Das Ergebnis einer solchen Rechnung lautet

F = V(Bex - fi) = =V Vaip, (3.31)
wobei

Vdip = _éext : /j (332)
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die potentielle Energie des Dipols darstellt. In einem konstanten Magnetfeld ist F= 0,
aber auf den Dipol wirkt ein Drehmoment

M = i X Bex, (3.33)

das ihn in Richtung des Feldes ausrichtet. Auch in dieser Hinsicht verhalt sich der
magnetische Dipol wie ein elektrostatischer Dipol in einem ausseren elektrischen Feld;
man vergleiche (3.32) und (2.33).

3.6.3. Das gyromagnetische Verhdaltnis. Elementarteilchen wie das Elektron besitzen
ein intrinsisches magnetisches Dipolmoment, das letztlich die Quelle von atomarem
Magnetismus darstellt. Da damit immer auch eine Art von Eigendrehimpuls, der
quantenmechanische Spin verkniipft ist, liegt es nahe, sich die Elementarteilchen als
kleine rotierende, geladene Kugeln vorzustellen. In diesem Abschnitt sollen die Grenzen
dieser Vorstellung aufgezeigt werden™.

Wir gehen aus von einer homogen geladenen Kugel mit Radius R und Gesamtladung
@, die mit Winkelgeschwindigkeit & um eine ihrer Symmetrieachsen rotiert. Eine
solche rotierende Kugel stellt eine stationare Stromverteilung dar, deren magnetisches
Dipolmoment sich durch Auswertung von (3.25) zu

o1 9
34
i 5CQRw (3.34)

ergibt. Falls die Kugel homogen mit Masse belegt ist, und ihre Gesamtmasse M betragt,
so besitzt sie andererseits den Drehimpuls

.2
L= gMR%?. (3.35)
Die Beziehung zwischen (3.34) und (3.35) ist also von der Form
fi =L, (3.36)
mit dem gyromagnetischen Verhdltnis
Q
= _ 3.37
Y= Safe (3.37)

Die Beziehungen (3.36,3.37) gelten tatsdchlich fiir beliebige Anordnungen, bei denen
Massen- und Ladungsdichten zu einander proportional sind. Zum Beweis betrachten
wir eine Ladungsverteilung p(7) und die entsprechende Massenverteilung p,, () = Cp(7).
Der konstante Faktor C' ergibt sich aus den Beziehungen fiir Gesamtmasse und -ladung

M= [Eron. Q= [Er o)

zu C' = M/Q). Wenn sich nun das Volumenelement am Ort 7 mit der Geschwindigkeit
U(7) bewegt, ergeben sich die Ladungs- und Massenstromdichten

—

() = p(P)T(F),  jn() = pun(P)T(F) = %f@)-

T Ein offensichtlicher Widerspruch zu dieser Vorstellung ist schon die Tatsache, dass auch neutrale
Teilchen wie das Neutron ein magnetisches Moment besitzen.
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Der Drehimpuls der Anordnung ist (in offensichtlicher Verallgemeinerung der
Beziehungen fiir Massenpunkte aus Kapitel 3 des Mechanik-Teils der Vorlesung)

L:/d3r ijm:—/d?’r X j) = ——[,
( ) 0 GRS Q"

wie behauptet.
Der Betrag des Spins von Elementarteilchen ist quantisiert in Vielfachen von h/2.
Das Elektron hat Spin //2, und sein magnetisches Moment ist von der Form

o e h g eh
=g 2m.c 2 2 2mec (3.38)
Die Grosse eh/(2mec) heisst Bohr’sches Magneton. Die Schreibweise (3.38)

ist so gewdhlt, dass der dimensionslose g¢-Faktor fiir eine klassische rotierende

Ladungsverteilung gleich 1 ware. Tatsachlich ist g etwas doppelt so gross,
g ~ 2.0023193043616.

Als Ergebnis von Hochprézisionsexperimenten und umfangreichen Rechnungen im
Rahmen der Quantenelektrodynamik ist der g-Faktor des Elektrons heute die am
genauesten bekannte physikalische Grosse.

4. Die Maxwell’schen Gleichungen

Wir fassen die elektro- und magnetostatischen Feldgleichungen zusammen:

V.-E=4rp, V-B=0. (4.1)
— — 4 —
VxE=0 VxB=—j (4.2)
C

Zur Beschreibung von zeitabhédngigen Phénomenen miissen die Feldgleichungen (4.2)
durch zwei zusatzliche Terme erganzt werden, die wir im folgenden motivieren wollen.

4.1. Das Induktionsgesetz

Michael Faraday berichtete 1831 tiber eine Reihe von Experimenten, in denen

e bei der Bewegung einer Leiterschleife in einem statischen Magnetfeld,
e bei der Bewegung eines Permanentmagneten durch eine statische Leiterschleife, und

e bei der Anderung der Magnetfeldstirke eines Elektromagneten, den eine
Leiterschleife umschliesst,

in der Leiterschleife ein Strom induziert wurde. Diese Beobachtungen kénnen
zusammengefasst werden in der Flussregel

d — — — —
— df-B:—cj{ dl - E, (4.3)
F oF
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Abbildung 15. Leiterschleife mit einem beweglichen Teilstiick. Das Magnetfeld tritt
senkrecht aus der Bildebene heraus, angedeutet durch die roten Punkte. Auf die
Elektronen im beweglichen Teilstiick (griin) wirkt die Lorentzkraft (7' x B)

die die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses durch eine Flache F in Beziehung
setzt zu dem Kreisintegral des elektrischen Feldes tiber den Rand OF der Flache;
letzteres ist gerade die in der Leiterschleife induzierte Ringspannung. Die Anderung
des Flusses kann dabei sowohl durch eine Anderung der Fliche, als auch durch eine
Anderung der Magnetfeldstérke hervorgerufen werden. Ist die Fliche F zeitunabhiingig,
so kann die Zeitableitung auf der linken Seite von (4.3) in das Integral gezogen werden,
und die Anwendung des Stokes’schen Satzes (1.12) liefert

/df.a_B:_ch{ df-E:—c/df-(VxE).
F ot oF F

Da dies fiir beliege Flachen F gelten soll, miissen die Integranden gleich sein, und
wir folgern als Verallgemeinerung der Feldgleichung (2.10) die differentielle Form des
Induktionsgesetzes

H 108

Es ist instruktiv, die Flussregel (4.3) fiir eine spezielle Situation aus der Lorentz-
Kraft (3.8) abzuleiten. Wir betrachten eine rechteckige Leiterschleife mit einem
beweglichen Teilstiick (Abb. 15). Das Magnetfeld ist entlang der z-Achse gerichtet,

—

B = Be,, und das Teilstiick bewegt sich mit Geschwindigkeit v = wvé,. Auf eine
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bewegliche Ladung ¢ in dem Teilstiick wirkt die Lorentzkraft

= 4, 3 q .
C(U ) oy

Im Bezugsystem des beweglichen Teilstiicks interpretiert man diese Kraft als Wirkung
eines induzierten elektrischen Feldes
F vB

= ——€,.
q c

E =

Da dieses Feld nur in dem bewegten Teilstlick vorhanden ist, ergibt die Auswertung des
Linienintegrals iiber die Leiterschleife

7{ di-B=—1,"2.
oF ¢

Andererseits ist der magnetische Fluss durch die Leiterschleife

/ df - B = BL,L,,
]:

die Zeitableitung des Flusses somit

% Fdf~B:BLy%:BLyv:—cf dl - E
in Ubereinstimmung mit (4.3).

Wir bemerken noch, dass das durch den induzierten Strom erzeugte Magnetfeld
in diesem Fall in die negative z-Richtung zeigt, also dem angelegten Magnetfeld B
entgegengerichtet ist. Bewegt man das Teilstiick in die negative x-Richtung, wird das
angelegte Magnetfeld stattdessen verstirkt. Dies ist ein Beispiel fir die

Lenz’sche Regel: Der induzierte Strom erzeugt ein Magnetfeld, das der Anderung
des magnetischen Flusses entgegenwirkt.

oder, in einer dramatischeren Formulierungf

Nature abhors a change in flux.

4.2. Der Mazwell’sche Verschiebungsstrom

Die magnetostatische Feldgleichung (3.19) impliziert, dass die Stromdichte j
divergenzfrei sein muss, vgl. (3.11). In einer zeitabhéngigen Situation, bei der sich
die Ladungsdichte p verandert, ist dies nicht vertraglich mit der Kontinuitatsgleichung
(3.10). Wir ergénzen deshalb die magnetostatische Beziehung (3.19) um einen zunéchst
noch unbekannten Strombeitrag jM, und schreiben

i(v X é) — Jur- (4.5)

‘7:47r

1 Nach D.J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics; engl. abhor = verabscheuen.
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Einsetzen in die Kontinuitétsgleichung (3.10) ergibt, unter Ausnutzung der elektrostatis-
chen Feldgleichung (2.11),

- . 0p 109, oo 1 0F
Veig==Veju=-5=- 5V E)=-V <47r 875)’

und wir identifizieren jy; = (1/47)dE /dt. Damit wird aus (4.5)

— 47’[’—» — 47'('—» 1aE
VxB=—G+9jy)=—7+——.
c<‘7+‘7M) c‘]+08t

Der Maxwell’sche Verschiebungstrom fM wurde von Maxwell aufgrund von theoretischen

(4.6)

Uberlegungent postuliert. Wir werden spéter sehen, dass dieser Term fiir die Existenz
von elektromagnetischen Wellen unabdingbar ist, die eine der zentralen Vorhersagen
Maxwell’s darstellt.

Mit (4.6) ist der Satz von vier Maxwell-Gleichungen komplett. Wir schreiben sie
der Vollstandigkeit halber noch einmal auf§:

V-B=0 (4.7)
. 10B
EFE4+—-—=0 4.8
VX +08t (4.8)
V-E=A4mp (4.9)
. 10E 4r-
VxB—— = —7. 4.10
% c Ot c] ( )

Die Gleichungen (4.7,4.8) sind die homogenen Maxwell-Gleichungen, sie enthalten keine
Quellen (p, j), die Gleichungen (4.9,4.10) heissen entsprechend inhomogen. In den
folgenden Abschnitten sollen einige allgemeine Eigenschaften der Maxwell-Gleichungen
diskutiert werden.

4.3. Energie des elektromagnetischen Feldes

Aus der Elektrostatik kennen wir den Ausdruck (2.19) fir die Energiedichte des
elektrischen Feldes. Hier untersuchen wir, wie sich der Begriff der Energiedichte auf
zeitabhéngige Situationen verallgemeinern lasst. Wir gehen wieder aus von einem
System von N geladenen Punktteilchen in ausseren elektrischen und magnetischen
Felder, auf die sich die Begriffe der Mechanik anwenden lassen. Wir bezeichnen mit F,, ¢
die Gesamtenergie des Teilchensystems. In einem infinitesimalen Zeitintervall dt dndert
sich diese Energie durch die auf die Teilchen wirkenden elektrischen und magnetischen
1 Die allerdings nicht auf der Forderung von Ladungserhaltung beruhten!

§ Im SI-System:

— —

3 . 9B ) B OE -
V-B=0, VxE+ 55 =0 V-E=(1/ec)p. Vx B~ pocor = .
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Krafte ﬁi,

N N N
. . . 1 .
ABuar = ) Fi-dri= ) Fi-vdt = ([ E(Ti,t) + = (0; x B(r3,t))] - 0; di
=Y R =3 et = Gl + 10 B0
Das Magnetfeld tragt zur Energieanderung nicht bei, da der magnetische Beitrag zur
Lorentz-Kraft senkrecht auf der Geschwindigkeit steht. Den elektrischen Beitrag konnen
wir unter Benutzung von (3.4) als Volumenintegral iiber die Stromdichte schreiben,
2= [ dPrj-E. 4.11
dt / " (4.11)

Nun nutzen wir die Maxwell-Gleichungen, um den Integranden ganz durch die Felder
E, B auszudriicken. Auflosen von (4.10) nach j ergibt

— — C = — 1 — aE

- FE=—F- B)— —FE. - —. 4.12

J A7 (V> B) v ot ( )
Es gilt

0 = . OF

—|E|? =2F - =— 4.13

az’ | o (4.13)
und

9 - . 9B . ,

—|B?=2B- == = —2¢B - E 4.14

5B 5, = 2B (VxE), (4.14)

wobei im zweiten Schritt das Induktionsgesetz (4.8) ausgenutzt wurde. Weiter gilt die
Identitat

V- (ExB)=B-(VxE)—E-(VxB) (4.15)
fir Vektorfelder. Mit (4.13,4.14,4.15) wird aus (4.12)

- o c L oL 10 4 .

- E=——V.(ExB)—-—=(E]* +|B]*. 4.1

j =V (Ex B)— = (IEP +|BP) (4.16)

Wir wenden die Beziehungen (4.11) und (4.16) auf zwei verschiedenen Situationen an.
Zunéachst betrachten wir eine Konfiguration von Teilchen und Feldern, die ganz in einem
abgeschlossenen Raumbereich liegen, und wir integrieren beide Seiten von (4.16) {iber
ein Volumen V), das diesen Raumbereich umschliesst. Dann gilt

mat Y Br —(|E? Bl? __/d3 -(FE x B). 4.17
i at/v Y S

Der zweite Term auf der rechten Seite wird durch Anwendung des Gauss’schen Satzes

/d?’rV«(Exé):/ df- (B x B) =0,

% v

da das Volumen so gewahlt werden kann, dass die Felder auf dem Rand verschwinden.
Damit lésst sich (4.17) als Energiebilanzgleichung schreiben,

d

a(Emat + Eem) = 07 (418)
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mit der elektromagnetischen Feldenergie

1 . .
Eun = - [ @1 (EP +1B7) = [ aru(rit (419)
8 ) %

und der Energiedichte des elektromagnetischen Feldes||
1 — —
= —(|E* + |BP). 4.20
u= (B +|B[) (4.20)

Gleichung (4.18) driickt die Erhaltung der Gesamtenergie des Systems Feld + materielle
Teilchen aus, und (4.20) verallgemeinert den elektrostatischen Ausdruck (2.19).

Betrachten wir nun stattdessen das elektromagnetische Feld in Abwesenheit von
Materie, so muss die rechte Seite von (4.17) fiir jedes Volumen V verschwinden, und wir
folgern fiir die Integranden die Beziehung

ou ¢ - =

4 " V-(ExB)=0. 4.21

ot * A (E'x B) (421)
Dies hat genau die gleiche mathematische Form wie die Kontinuitétsgleichung (3.10)
fiir die Ladungsdichte p, und wie diese ist (4.21) Ausdruck der lokalen Erhaltung der

elektromagnetischen Feldenergie. Die zugehorige Energiestromdichte
— C — —
S=—(ExXB 4.22
C(E % B) (422

wird auch Poynting-Vektor genannt. Die allgemeine Form der lokalen Energiebilanz in
Gegenwart einer Stromverteilung ; lautet entsprechend

u ¢ - -
E%—EV-(EXB)——]-E. (4.23)

4.4. Impuls des elektromagnetischen Feldes

Wir beginnen mit einer kurzen Riickbesinnung auf das dritte Newton’sche Gesetz (Kap.
3 des Mechanik-Teils der Vorlesung). In seiner schwachen Form, die fiir den Beweis des
Impulssatzes (aber nicht des Drehimpulssatzes!) ausreicht, lautet es bekanntlich

ﬁij - _ﬁji’ (4.24)
wobei F’ij die vom Teilchen j auf das Teilchen ¢ ausgeiibte Kraft bezeichnet. Wir
untersuchen hier die Giiltigkeit von (4.24) fiir die Wechselwirkung zwischen bewegten
Ladungen. Zwar steht uns das Riistzeug fiir eine quantitative Analyse dieser Situation
noch nicht zur Verfiigung, aber die zentrale Schlussfolgerung lasst sich schon aufgrund
von einfachen Symmetrieiiberlegungen ziehen€.

Die Anordnung des Gedankenexperiments ist in Abb.16 skizziert. Wir betrachten
zwei Ladungen ¢, ¢o mit Geschwindigkeiten v; = —vi€, und U5 = —vye,. Wir stellen
uns die Ladungen als kleine Stromelemente vor, und schliessen aus der differentiellen
|| Im SI-System:

U B

1 — 1 —
U= — <60|E|2 + |B|2) y S
2 Ho

I
fA
&
X
3

§ Wir folgen hier D.J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics, Kap.8.
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Abbildung 16. Illustration der Verletzung des dritten Newton’schen Gesetzes durch
die magnetische Wechselwirkung.

Form (3.6) des Biot-Savart-Gesetzes auf die Richtung des von ¢; (bzw. ¢2) am Ort von
q2 (bzw. ¢1) erzeugten Magnetfeldes B (bzw. By). Es gilt By = B1€, und By = —Bs€,,.
Der magnetische Anteil der entsprechenden Lorentz-Kraft ist deshalb™

F21 = f( 5 X Bl) = FZleI, F12 = ;1(’01 X BQ) = F126z. (425)
Die beiden Krafte sind offensichtlich nicht antiparallel, das dritte Newton’sche Gesetz
(und damit der mechanische Impulssatz) ist verletzt. Das bedeutet, dass das
mechanische System mit dem elektromagnetischen Feld nicht nur Energie, sondern
auch Impuls austauscht. Weitergehende Uberlegungen zeigen, dass die Impulsdichte
des elektromagnetischen Feldes durch den Ausdruck

Jom = —(E x B) = =8 (4.26)

gegeben ist, sie ist also proportional zur Energiestromdichte S.

4.5. Mazxwell-Gleichungen fiur die Potentiale

In der Elektro- und Magnetostatik hat es sich als vorteilhaft erwiesen, die Felder durch
Potentiale (das skalare Potential ® und das Vektorpotential A) auszudriicken. In diesem
Abschnitt soll der Potentialbegriff auf zeitabhéngige Situationen verallgemeinert werden.

Die Moglichkeit, das Magnetfeld geméss (3.14) als Rotation eines Vektorpotentials
darzustellen, folgt aus der Divergenzfreiheit (3.17) des Magnetfeldes, die im
zeitabhéngigen Fall erhalten bleibt, s. (1.6); (3.14) ldsst sich also direkt iibernehmen.
Dagegen wird die Rotationsfreiheit (2.10) des elektrostatischen Feldes durch das
Induktionsgesetz (4.8) verletzt, sodass die Beziehung (2.7) zwischen dem elektrischen

Feld und dem skalaren Potential abgedndert werden muss. Wir schreiben (4.8) mit Hilfe
T Wir konzentrieren uns hier auf den magnetischen Anteil der Wechselwirkung zwischen den Teilchen

und ignorieren die natiirlich ebenfalls vorhandene elektrische Wechselwirkung, die als Zentralkraft fiir
das Argument ohne Bedeutung ist.
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von (3.14) um in der Form

L 19 , L 10A

Die Grosse in der grossen Klammer ist offensichtlich rotationsfrei, d.h. es gibt gemass
(1.5) ein Potential ®(7,t), sodass™
104

. 104 .
E4+-—=-Vo E=-Vb—-——. 4.2
+c@t ve = v c Ot (427)

Die letzte Gleichung ersetzt die elektrostatische Beziehung E=-Vo.

Wie in Abschnitt 3.4 diskutiert wurde, definiert die Beziehung (3.14) das
Vektorpotential nur bis auf den Gradienten einer skalaren Funktion A, die nun von Ort
und Zeit abhingen kann. Eine allgemeine Eichtransformation (3.15) soll Magnetfeld
und elektrisches Feld invariant lassen. Fiir das Magnetfeld ist das offensichtlich, aber
das elektrische Feld transformiert sich nun geméss (4.27) zu

19A" 19A 10A
= V(o 4+ 22 ) - 22
V( c@t) c ot

Damit dies gleich E = —V® — (1/¢)0A /0t ist, muss sich das skalare Potential gemiss

, 10A
@ - == (4.28)
transformieren.
Mit (3.14) und (4.27) sind die homogenen Maxwell-Gleichungen (4.7) und (4.8)
identisch erfiillt. Wir nutzen nun die inhomogenen Gleichungen (4.9) und (4.10), um
Beziehungen zwischen den Potentialen und den Quellen (p, ;) herzuleiten. Wir beginnen

mit (4.10):

c Ot c Ot c Ot
. L 109 1924
_ . _\72 B T —
=V(V-A) VA+Vcat+02 9
1 02 - - 100 47 -
— 2___ . _— - — 9
= <V = 0t2> A+YV (V A+ . (,%) . j. (4.29)

Im zweiten Schritt wurde die Identitat

—, —

V x (VxA)=V(V-A) - V4

benutzt, die fiir beliebige Vektorfelder gilt.

* Im SI-System:
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Zur Vereinfachung von (4.29) nutzen wir die Moglichkeit, eine spezielle Eichung
des Vektorpotentials zu wahlen. Wir wahlen hier in Verallgemeinerung der statischen
Coulomb-Eichung V - A =0 die Lorentz-Fichungt

- 100
Damit fallt der zweite Term auf der linken Seite von (4.29) weg, und die Maxwell-
Gleichung fiir das Vektorpotential lautet{f

102\ - 4T -
o) A=——]. 4.31
(V c? 8t2) ¢’ (4:31)
Aus der elektrostatischen Feldgleichung (4.7) folgt schliesslich unter Verwendung von
(4.30)

0. (4.30)

, 10A 10
E=— P+ - | =-Vd--(V-A)=
Vv v (V c 875) Vv 0875(v )
_ (e 1PN\ 4_
= <V 29p O = 4mp. (4.32)

Der Vergleich von (4.32) und (4.31) mit den entsprechenden statischen Beziehungen,
den Poisson-Gleichungen (2.12) und (3.20), zeigt, dass in beiden Féllen der Laplace-

Operator V2 durch den d’Alembert-Operator
1 02 0? 0? 0? 1 02
O0=V?- - — = 4+ -4+ -~
v 2ot 0x? + oy? * 0z2 2 0t?

ersetzt wird. Hier deutet sich die fiir die relativistische Formulierung der

(4.33)

Elektrodynamik charakteristische Symmetrie zwischen Zeit und Raum schon an.

4.6. Ebene elektromagnetische Wellen

Wir zeigen, wie aus (4.31) und (4.32) die Existenz und elementare Eigenschaften von
elektromagnetischen Wellen gefolgert werden kann. Im Vakuum ist p = 0 und j =0,
sodass die beiden Gleichungen sich auf

, 10%\ - , 1 07
reduzieren. Wir machen den Ansatz einer ebenen Welle, die sich 0.B.d.A. in z-Richtung
ausbreiten soll (Abb. 17). Die Wellenfronten verlaufen parallel zur (y, z)-Ebene, sodaf§
A und © unabhéngig von y und z sind,

A= Az,t), ®=d(x,0).

g Im SI-System:
100

V-A+ 5 — =0.

* 2 ot

1Im SI-System steht auf der rechten Seite von (4.31) —j/eoc?, auf der rechten Seite von (4.32) p/eq,
die Form des d’Alembert-Operators bleibt aber gleich.
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$ = const.

Abbildung 17. Illustration einer sich entlang der x-Achse ausbreitenden ebenen
Welle am Beispiel des skalaren Potentials ®(7,¢). Links: Die Wellenfronten ® =
const. sind Ebenen parallel zur (y,z)-Ebene. Rechts: Die rechtslaufende Losung
der eindimensionalen Wellengleichung (4.35). Eine beliebige anfinglich vorgegebene
Funktion ¢(")(z) verschiebt sich mit konstanter Geschwindigkeit ¢ in die positive z-
Richtung.

Wir erhalten insgesamt vier eindimensionale Wellengleichungen

o? 1 0%\ - 0? 1 9
5 5as | A= = 55 | P= 4.
(0x2 ? 8752) 0 <8x2 c? 8152) 0 (4:35)

fiir die drei Komponenten von A und fiir ®. Die allgemeinen Losungen sind aus den
Ubungen bekannt: Sie lassen sich als Kombination von links- und rechtslaufenden Wellen

schreiben,
Apyo(z,t) = a;’";z(a: —ct) + afv{)y,z(x + ct) (4.36)
O(z,t) = ¢ (x — ct) + ¢V (z + ct), (4.37)

mit Funktionen agyl)z und ¢, die nur noch von einer Variablen z — ct bzw. x + ct

abhéngen (Abb. 17 rechts). Im folgenden betrachten wir nur die rechtslaufenden
Losungen und unterdriicken den entsprechenden Index. Dann haben wir zunachst vier
frei wahlbare Funktionen a,, .(£) und ¢(§) von § = = — ct, die allerdings noch {iber die
Lorentz-Eichung (4.30) verkniipft sind. Aus (4.30) folgt

oA, 100 da, do

or ot ) T dE T de

d.h. die beiden Funktionen sind bis auf eine additive Konstante gleich. Wir setzen
deshalb

sodass noch drei unabhangige Funktionen verbleiben.
Die elektrischen und magnetischen Felder ergeben sich nun aus (3.14) und (4.27).
Die z-Komponente des elektrischen Feldes z.B. ist

9> 104, 0 19 d¢ _ da,

52 " o o ——£¢(z—ct)——a—ax(:£—ct) =——+

c ot T

E, =
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wegen (4.38). Genauso findet man

B =% g _d
d¢ d¢
und J p
a a
B,=0, Bj=——2-=-F, B, =-Y=FE
T 07 Yy d£ £ z dg Y

woraus sich die wichtigsten Eigenschaften elektromagnetischer Wellen ablesen lassen:

e Es handelt sich um transversale Wellen, d.h. die Vektoren E und B stehen senkrecht

auf der Ausbreitungsrichtung (hier: der z-Achse).
e Ausserdem gilt E-B=0und (in unserem Einheitensystem!)}
e |E|=|B|.

Diese Ergebnisse lassen sich leicht auf eine beliebige Ausbreitungsrichtung, charakter-
isiert durch einen Einheitsvektor €, verallgemeinern. Der Ansatz einer ebenen Welle in
é-Richtung lautet dann

—

Aty =ad(r-e—ct) =da(&), ®(rt)=¢(&) mit =7 -&—ct, (4.39)
und die Felder ergeben sich zu

— — b g d_’
B—éxd, E=Bxé mit a’:d—‘g. (4.40)

Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes ist geméss (4.20)
w= o (BP+|BP) = [IBP = |B (141)

Wegen |E| = | B| tragen beide Felder gleichviel zur Energiedichte bei. Die Energiestrom-
dichte ergibt sich schliesslich aus (4.22) zu

G S BB = S (Bxd) x = \Bfe cus

S = 47r<E X B) 47T(B X €) x B 47T|B| € = cue. (4.42)
Der letzte Ausdruck hat eine sehr einfache, anschauliche Bedeutung: Die Energiedichte
u fliesst mit Geschwindigkeit ¢ in Richtung des Ausbreitungsvektors €.

4.7. Retardierte Potentiale und Dipolstrahlung

Wir fragen, analog zu Abschnitt 2.6, nach den elektromagnetischen Feldern einer
raumlich begrenzten, zeitabhangigen Ladungs- und Stromverteilung im Fernfeld.
Ausgangspunkt sind die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (4.31, 4.32) fiir die
Potentiale. Im statischen Fall sind die Losungen bekanntlich gegeben durch
(2.21) fiir das elektrostatische Potential und (3.13) fiir das Vektorpotential einer
stationaren Stromverteilung in Coulomb-Eichung. Spezielle Lésungen der inhomogenen,

t Im SI-System ist stattdessen |E| = ¢|B|.
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zeitabhéngigen Gleichungen (4.31, 4.32), die die statischen Losungen in natiirlicher
Weise verallgemeinern, sind die retardierten Potentialel

t—c~ 1|7" 7'|)

O(7 t g P 44

o= [ . (4.3

., 1 1= AR |

A7 t) = —/d3r’ Hrtt— e r= ) (4.44)
c |77 — 7|

Anschaulich bedeutet dies, dass die Felder am Ort 7 zur Zeit ¢ durch die Ladungs- und
Stromverteilung zu einer frithreren Zeit

r—r"
M

Cc

bestimmt sind, wobei ¢ ! — 7’| gerade die Laufzeit einer elektromagnetischen Welle
von 7’ nach 7 ist.

Wir werten nun (4.44) in einer Multipolentwicklung aus, d.h. wir nehmen an, dass
|7'| < |7]. Zu fithrender Ordnung ist

1 1 |7 — 7| p T
7= |7 c c
und damit
— 1 —
A(T)t) =~ —/d?’r’j(F’,t—r/c). (4.45)
cr

Dieser Ausdruck hat die Form eines Monopol-Terms, der in der Magnetostatik
verschwinden muss (vgl. Abschnitt 3.6). Hier konnen wir das Integral iiber die
Stromdichte mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung (3.10) durch die Zeitableitung des
elektrischen Dipomoments (2.28) ausdriicken. Dazu schreiben wir

d - d 3 1 = _ 3/—»/ap 30 =
dtd pr ar’" 7 p(r, )—/drra /d (V" 79).

Im Integral fithren wir komponentenweise eine partielle Intergration durch, und erhalten

s 8]96 a] ajz / .
3,0 (T . — 300 ! Y — 3,7
/drx(V 7) /drw (_8x’+_8y’+8z’) d’r'j,

und analog fiir die 3/~ und z’-Terme. Damit folgt aus (4.45)

A7 1) ~ %did(t—r/c) aéi(t—r/c). (4.46)

so z.B.

Bis auf die r-Abhéngigkeit des Vorfaktors 1/cr, die zu Korrekturen hoherer Ordnung
fihrt, ist das Vektorpotential genau von der Form (4.39) einer ebenen Welle mit

1 Die avancierten Potentiale, bei denen die Felder von der zukinftigen Konfiguration der Quellen zum
Zeitpunkt t + ¢!|7 — 7| abhiingen, sind ebenfalls Losungen der inhomogenen Maxwell-Gleichungen.
Sie werden iiblicherweise durch die Forderung nach Kausalitdt (erst die Ursache, dann die Wirkung)
ausgeschlossen.
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Ausbreitung in radialer Richtung, € = &, = 7/r. Wir kénnen somit die Beziehungen
(4.40) tibernehmen und erhalten
. 1 R - -
B(rt) = ——-(& x d(t —r/c)), E(7t)=B Xxé,. (4.47)
c2r
Die Feldstirken nehmen in radialer Richtung ab wie |E|,|B| ~ 1/r, also viel langsamer
als bei statischen Feldern. Daraus folgt ein Abfall der Energiestromdichte (4.42) wie

1/r?, weshalb ein endlicher Energiestrom von der Strahlungsquelle ins Unendliche fliesst.

5. Spezielle Relativitatstheorie

In seiner berithmten Arbeit{ Zur Elektrodynamik bewegter Korper geht Albert Einstein
aus von der Beobachtung, dass

die Elektrodynamik Maxwells...in ihrer Anwendung auf bewegte Korper zu
Asymmetrien fihrt, welche den Phdanomenen nicht anzuhaften scheinen.

Als Beispiel diskutiert er die in Abschnitt 4.1 dargestellte Interpretation des
Induktionsgesetzes aus der Sicht eines bewegten Leiters, in dem kein elektrisches Feld
herrscht, sondern die Ladungen aufgrund der Lorentz-Kraft in Bewegung gesetzt werden.
Einstein mochte die Elektrodynamik so umformulieren, dass es (wie in der Newton’schen
Mechanik) nur auf Relativbewegungen ankommt; er postuliert ein verallgemeinertes
Relativititsprinzip, das die aus der Mechanik bekannte Aquivalenz von Inertialsystemen
auf die Gesetze der Elektrodynamik ausweitet. Wie wir in diesem Kapitel sehen
werden, revolutionierte er mit diesem Schritt das gesamte Gebaude der Physik des 19.
Jahrhunderts und die damit verbundenen Vorstellungen von Raum und Zeit.

5.1. Das Einstein’sche Relativitatsprinzip

Wir erinnern uns zundchst an das Galilei’sche Relativitétsprinzip (Abschnitt 4.1 des
Mechanik-Teils) und fragen mit Einstein, ob ein solches Prinzip auch fiir die Gesetze
der Elektrodynamik giiltig ist. Die Existenz von elektromagnetischen Wellen scheint
dagegen zu sprechen; wir geben zwei Versionen des Arguments an:

(i) Die Lichtgeschwindigkeit ¢ &ndert sich unter speziellen Galilei-Transformationen.
Wie in Abschnitt 4.1 des Mechanik-Teils betrachten wir zwei Bezugsysteme (BS),
die sich relativ zueinander mit Geschwindigkeit wy in xz-Richtung bewegen. Wird
von einer in S’ ruhenden Lichtquelle ein Lichtsignal (mit Lichtgeschwindigkeit
) in positive z-Richtung ausgesandt, so misst der Beobachter in S (nach dem
Galilei’schen Gesetz der Geschwindigkeitsaddition) die Lichtgeschwindigkeit

c=wy+c #. (5.1)

1 Annalen der Physik 17, 891-921 (1905).
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(ii) Das Medium, in dem sich die Lichtwellen (analog zu Schallwellen) ausbreitet,
der sogenannte Ather, definiert ein BS absoluter Ruhe. Bewegungen
relativ zum Ather miissten sich deshalb durch elektromagnetische Experimente
(insbesondere durch eine Richtungsabhéngigkeit der Lichtgeschwindigkeit relativ
zur Bewegungsrichtung) nachweisen lassen, verschiedene BS wéren nicht
aquivalenty.

Experimente vom Typ (ii) wurden um die Jahrhundertwende von Michelson und Morley
durchgefithrt, die aber keinen Effekt der Bewegung relativ zum Ather nachweisen
konnten. Einstein postulierte deshalb ein verallgemeinertes Relativitatsprinzip, das auch
fiir die Elektrodynamik gelten soll:

e Die Gesetze der Physik (d.h. der Mechanik und der Elektrodynamik) gelten in
allen Inertialsystemen (IS).

e Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum hat in allen IS den gleichen Wert.

Die zweite Aussage ist insoweit eine Folge der ersten, als der Wert der
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum Bestandteil der Maxwell-Gleichungen ist. Wegen ihrer
iiberragenden Bedeutung formulieren wir sie hier aber als separates Postulat.

Wie wir sehen werden, hat das Einstein’sche Postulat gravierende Folgen:

(i) Die Transformation zwischen IS kann nicht durch Galilei-Transformationen
beschrieben werden, denn diese widersprechen (wie oben gezeigt) der Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit. Wir benotigen also eine neue, relativistische Kinematik, und
die Galilei-Transformation muss durch die Lorentz-Transformation ersetzt werden.
Insbesondere wird das Galilei’sche Gesetz der Addition von Geschwindigkeiten (5.1)
bei Transformation zwischen zwei Bezugsystemen mit Relativgeschwindigkeit wyg
ersetzt durch

po LA (5.2)
14 23

C

wie wir in Abschnitt 5.3 zeigen werden. Setzt man in (5.2) v' = ¢, so folgt in der
Tat auch v =c.

(ii) Da die Galilei-Transformation den physikalischen Gehalt der Newton’schen Gesetze
widerspiegelt, miissen auch diese abgeandert werden, d.h. wir bekommen eine neue
relativistische Dynamik.

Dagegen bleiben die Gesetze der Elektrodynamik ihrem Gehalt nach unverandert, sie
werden lediglich relativistisch interpretiert.

I Dies ist ganz analog zum Auftreten von Reibungskréaften bei der Bewegung relativ zu einem viskosen
Fluid, s. Abschnitt 4.1 des Mechanik-Teils.
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Abbildung 18. Zur Relativitat der Gleichzeitigkeit.

5.2. Relativistische Kinematik

In diesem Abschnitt analysieren wir einige einfache Gedankenexperimente mit Licht,
das von einer Quelle in einem bewegten BS S’ (dem “Zug”) ausgesandt wird. Die
Experimente werden einerseits in S’, andererseits in einem ortsfesten BS S (dem
“Bahnsteig”) unter Annahme des Einstein’schen Relativitédtsprinzips interpretiert.
Daraus ergeben sich die wesentlichen kinematischen Beziehungen der speziellen
Relativitdtstheorie, die wir dann in Abschnitt 5.3 in der Lorentz-Tranformation
formalisieren. Die Relativgeschwindigkeit zwischen den beiden BS wird hier (statt mit
wp) durchgéngig mit v bezeichnet.

5.2.1.  Relativitdt der Gleichzeitigkeit. Zur Zeit t = 0 wird ein Lichtsignal von der
Mitte eines Waggons, der (in S”!) die Lénge ¢’ besitzt, ausgesandt. Wann erreicht das
Lichtsignal das vordere (Zeit t;) bzw. das hintere (Zeit t_) Ende des Waggons? In S’
ist die Antwort einfach: Die Laufzeiten des Lichtes zum vorderen und hinteren Ende
sind gleich, es gilt p

= o

In S ist die Lénge ¢ des Waggons (wie wir noch sehen werden) eine andere, was aber

t+:t,

fiir diese Uberlegung keine Rolle spielt. Entscheidend ist, dass die Lichtgeschwindigkeit
nach wie vor ¢ betragt, die Relativgeschwindigkeit zwischen dem Lichtsignal und den
Enden des Waggons sich deshalb in Vorwarts- und Riickwartsrichtung unterscheidet.
Das vordere Ende lauft dem Lichtsignal davon und wird erst zur Zeit

po 14
T 2(e—0)
erreicht, das hintere Ende lauft dem Lichtsignal entgegen und wird zur Zeit
t_ = ¢ <t
T 2(c+w) T

erreicht. Die beiden Ereignisse (Ankunft des Lichtsignals vorne bzw. hinten) sind somit
in S’ gleichzeitig, in S aber nicht. Es gibt keinen absoluten Begriff der Gleichzeitigkeit
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Abbildung 19. Illustration zur Zeidilatation.

verschiedener Ereignisse mehr, und damit (im Gegensatz zur Newton’schen Physik)
keinen absoluten, vom BS unabhangigen Zeitbegriffs.

5.2.2. Zeitdilatation. Wir betrachten jetzt eine schematische Zeitmessung. Zur Zeit
t =t =0 wird in S’ ein Lichtsignal aus der Hohe|| h senkrecht nach unten ausgesandt
(Abb. 20). Wann erreicht es den Boden des Waggons? In S’ ist die Antwort einfach

At' = h/c.

Aus der Sicht von S hat sich der Auftreffpunkt des Lichtes wéhrend der (noch zu
bestimmenden) Zeit At um vAt verschoben, die Laufstrecke des Lichts ist deshalb

d=/h?+v2(At)2 > h,

und die entsprechende Laufzeit ist At = d/c. Quadrieren beider Seiten ergibt
(At)?(c? — v?) = h? und damit

At = ———— = yAY (5.3)
c v2
=
mit
1
V= — > 1. (5.4)

Wir schliessen, dass At = (1/7)At < At, d.h. der bewegte Beobachter misst eine
kiirzere Laufzeit; bewegte Uhren laufen langsamer.
§ Vgl. Kap. 2 des Mechanik-Teils.

|| Wir setzen hier implizit voraus, dass h = b/, d.h. Langenmafistdbe senkrecht zur Bewegungsrichtung
andern sich nicht.
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Abbildung 20. Illustration zur Léingenkontraktion.

5.2.3.  Langenkontraktion. Wir konnen nun auch die Lange des Waggons messen,
indem wir zur Zeit ¢t = t' = 0 ein Lichtsignal am hinteren Ende aussenden, es am
vorderen Ende reflektieren lassen, und die Laufzeit bis zur Riickkehr des Signals messen.

In S’ ist die Laufzeit
B 20

c

At

In S ist die Zeit At; bis zur Reflektion durch die Bewegung des Waggons verlangert,
die Zeit Aty nach der Reflektion verkiirzt. Es gilt

At = Atl + Atg mit Atl = ¢ s Atg =

cC— c+wv

2
At:f( 1 n 1 >: 2¢cl :257‘

c—v c+wv c? —v? c

und somit

Da andererseits geméss (5.3) At’ = (1/)At, schliessen wir, dass

c c A
(= -~ 2At=-~1TAY == < /. .
57 57 m < (5.5)

Der bewegte Waggon scheint in Bewegungsrichtung verkiirzt.

Wir betonen schon an dieser Stelle, dass die Situation beziiglich der Vertauschung
von S und S’ natiirlich symmetrisch ist, d.h. Mafistdbe in S scheinen aus Sicht von S’
ebenfalls verkiirzt. Das ist nicht paradox, weil die Langemessung bei einem bewegten
Objekt die gleichzeitige Messung beider Enden voraussetzt, und die beiden Beobachter
sich in ihrer Auffasung tiber die Gleichzeitigkeit von Ereignisse, wie wir gesehen haben,
nicht einig sind.

5.3. Die Lorentz-Transformation

Die Lorentz-Transformation formalisiert die oben abgeleiteten kinematischen Beziehun-
gen, und verallgemeinert die spezielle Galilei-Transformation aus Kapitel 4 des
Mechanik-Teils auf relativistische Verhaltnisse. Wir betrachten zwei Bezugsysteme
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Abbildung 21. Zur Herleitung der Lorentz-Transformation.

S und S" mit Relativgeschwindigkeit vé, (Abb. 21). Zur Zeit t = t' = 0 sei
x =12,y =19,z = 72" Ein Punkt P habe in S’ die Koordinaten (2,0, 0), und wir suchen
seine Koordinaten in S. Die Position des Ursprungs von S’ in S zur Zeit t ist vt, und der
Abstand von P vom Ursprung ist, von S aus gemessen, wegen der Langenkontraktion
(5.5) &’ /~. Damit folgt

/
r=vt+ o = ' = v(z — vt) (5.6)
Y

als Lorentz-Transformation fiir z. Fiir kleine Geschwindigkeiten ist v ~ 1 und (5.6)
reduziert sich auf die spezielle Galilei-Transformation.

Qualitativ neu ist an der Lorentz-Transformation, dass die Zeit in einer -
abhéngigen Weise mit transformiert werden muss. Um das zu sehen, nutzen wir die
Symmetrie der Situation: Von S’ aus gesehen bewegt sich S mit Geschwindigkeit —uv,
somit gilt (da ~y eine gerade Funktion von v ist)

=z +vt") = y(y(z — vt) + vt') = ¥z — ¥ vt + yot’
Auflésen nach ¢’ ergibt
1 VT
' =qt— —(* -1z = (t——) 5.7
"= (v =Dz =x Z (5.7)

als Transformationsvorschrift fiir die Zeit. Schliesslich gilt fiir die iibrigen raumlichen
Koordinaten (bei Bewegung in z-Richtung)

Yy =y,2 =z (5.8)
und die Umkehrtransformationen von (5.6) und (5.7) lauten
/
r=7("+ot"), t=x (t’ + %) . (5.9)
c

Es ist instruktiv, die kinematischen Effekt von Abschnitt 5.2 aus (5.6) und (5.7)
herzuleiten.
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(i) Zeitdilatation. Wir betrachten eine Uhr am Ursprung von S” aus der Sicht von S.
Sie befindet sich zur Zeit t am Ort z = vt und zeigt die Zeit

in Ubereinstimmung mit (5.3).

(ii) Ldngenkontraktion. Die Enden eines Mafstabs liegen in S’ bei z} und 2}, mit
0" = xf, — 2. Wir messen diese Positionen gleichzeitig in S, also bei Zeiten ti,to
mit ¢, = to. Damit folgt

=y —af = y(z1 — x2) = Y

in Ubereinstimmung mit (5.5).

(iii) Schliesslich leiten wir noch das relativistische Gesetz (5.2) fiir die Geschwindigkeits-
addition her. Ein Teilchen startet zur Zeit 0 am Ursprung von S und befindet sich
zur Zeit t am Ort z, seine Geschwindigkeit ist also u = z/t. Die Geschwindigkeit
in S’ ist entsprechend

, x — vt u—v

" :?:t—m:/c2 a 1 —uv/c?

in Ubereinstimmung mit (5.2).

5.4. Die Geometrie der Raum-Zeit

5.4.1. Minkowski-Abstand. In der Newton’schen Physik gibt es getrennte Abstands-
begriffe fiir Raum und Zeit (vgl. Kap. 2 des Mechanik-Teils). Der zeitliche Abstand
zwischen zwei Ereignissen (= Raum-Zeit-Punkten) (71, 1), (7%, t2) ist to — 1, er kann
positiv sein (1 ist frither als 2) oder negativ (1 ist spéter als 2). Der rdumliche Abstand
ist der euklidische Abstand |7, — 7| = /(7 — 72) - (71 — 7). Wie wir gesehen haben,
ist der zeitliche Abstand (sogar schon die zeitliche Abfolge) zweier Ereignisse in der Rel-

ativitatstheorie abhéangig vom Bezugsystem, wir brauchen also einen neuen Abstands-
begriff, der unter Lorentz-Transformationen invariant ist. Dies leistet der Minkowski-
Abstand
sy = Aty — t)? — |71 — 7% (5.10)

Er kombiniert rdumliche und zeitliche Abstédnde, allerdings in einer (aus Sicht der
euklidischen Geometrie) ungewohnten Weise. Wegen des Minuszeichens in (5.10) kann
s2, auch negativ sein, weshalb die Darstellung als Quadrat einer Grosse spo, die die
Dimension einer Lange hat, eher symbolisch zu verstehen ist.

Wir zeigen, dass (5.10) in der Tat unter Lorentz-Transformationen invariant ist, und
betrachten dazu den Minkowski-Abstand eines Raum-Zeit-Punktes (z,¢) vom Ursprung.
In S ist s = ¢?t?> — 22, in S’ entsprechend
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Abbildung 22. Geometrie der Raumzeit. Links: Der Lichtkegel x = %ct (in lila)
zerteilt die Raumzeit in die Bereiche des absoluten Zunkunft (s> > 0,t > 0), der
absoluten Vergangenheit (s*> > 0,¢ < 0) und der absoluten Gegenwart (s*> < 0).
Durch Hinzunahme einer weiteren raumlichen Koordinaten wird der Bereich s? < 0
zusammenhangend, Zukunft und Vergangenheit bleiben aber getrennt und beriihren
sich nur im Ursprung (vgl. Abbildung 24). Rechts: Darstellung einer Lorentz-
Transformation in ein bewegtes Bezugsystem (z/,t'). Durch geeignete Wahl der
Relativgeschwindigkeit kann die Zeitachse ct’ einen beliebigen Winkel innerhalb des
Lichtkegels, und die raumliche Achse z’ einen beliebigen Winkel ausserhalb des
Lichtkegels einnehmen.

2 2
= c*y? (1—0—2)t2—72 (1—2}—2)352:32.
c c

5.4.2. Lichtkegel. Wir stellen die zweidimensionale Raumzeit in einem Minkowski-
Diagramm in der (z,ct)-Ebene dar (Abbildung 22). Die Weltlinie eines Teilchens, das
sich mit konstanter Geschwindigkeit v nach rechts bewegt, ist gegeben durch

c
r=vt = c=-zx,

v
also eine Gerade mit Steigung ¢/v > 1. Die Bahn eines solchen Teilchens liegt innerhalb
des Lichtkegels |x| = c|t|. Er umfasst alle Punkte, die vom Ursprung aus mit einem
Lichtsignal (in der Zukunft oder aus der Vergangenheit) erreicht werden kénnen, und
somit den Minkowski-Abstand s? = 0 vom Ursprung haben.

Der Lichtkegel zerlegt die Raumzeit-Ebene in drei Gebiete:

(i) s* > 0,t > 0. Dies ist das Innere des Vorwdirts-Lichtkegels x = +ct mit ¢t > 0.
Dieses Gebiet umfasst die absolute Zukunft des Raumzeit-Punktes (0,0). Das
bedeutet, dass Ereignisse in diesem Gebiet in jedem BS spater als ¢t = 0 stattfinden,
d.h. unter einer beliebigen Lorentz-Transformation gilt ¢ > 0. Andererseits gibt es
fiir jedes solche Ereignis ein BS, in dem es am Ursprung stattfindet, also bei 2’ = 0.
Zum Beweis dieser Aussage betrachten wir den rechten Teil von Abbildung 22. Die
Koordinatenachsen des transformierten Systems S’ sind bestimmt durch ¢ = 0 (z/-
Achse) und 2’ = 0 (#-Achse), sie sind somit geméss (5.6, 5.7) in S gegeben durch
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Abbildung 23. Links: Die Linien konstanten Minkowski-Abstands vom Ursprung
der zweidimensionalen Raumzeit sind Hyperbeln (griin). Rechts: In der euklidischen
Geometrie sind die Linien konstanten Abstands Kreise.

die beiden Geraden

ot =Sz (t'-Achse), ct = Ye (2'-Achse),
v c
wie in Abbildung 22 eingezeichnet. Offensichtlich kann die ¢-Achse durch geeignete
Wahl von v durch jeden Punkt im Inneren des Vorwarts-Lichtkegels gelegt werden.

52 > 0,t < 0. Dies ist die absolute Vergangenheit, die das Innere des Riickwarts-
Lichtkegels ausfiillt. Ereignisse in diesem Gebiet finden in jedem BS vor t =t =0
statt, und es gibt fiir jedes Ereignis ein BS, in dem es am Ursprung (z' = 0)
stattfindet.

52 < 0. Dies ist das Gebiet ausserhalb des Lichtkegels, das wir als absolute

Gegenwart bezeichnen. FEreignisse in diesem Gebiet sind in jedem BS réaumlich
vom Ursprung getrennt, d.h. es gilt stets 2’ # 0, aber fiir jedes solche Ereignis gibt
es (wie man sich anhand des rechten Teils von Abbildung 22 leicht klarmacht) ein
BS, in dem das Ereignis bei ¢’ = 0 stattfindet, also gleichzeitig mit (x,t) = (0,0).
Ereignisse in diesem Bereich sind kausual vom Ursprung getrennt, da sie nur von
Signalen erreicht werden koénnten, die sich mit Uberlichtgeschwindigkeit ausbreiten.

Wir verallgemeinern diese Begriffe auf das Verhéltnis von zwei beliebigen Raumzeit-

Punkten (7, ;) und (73, t). Die Punkte sind voneinander

e zeitartig entfernt, wenn s%, > 0,

e raumartig entfernt, wenn s3, < 0, und

e lichtartig entfernt, wenn s%, = 0.
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Abbildung 24. Die Hyperboloide konstanten Minkowski-Abstands in einer
dreidimensionalen Raumzeit, fiir (a) s> > 0 und (b) s> < 0 (aus Introduction to
FElectrodynamics von D.J. Griffiths).

Wir sehen hier, dass die in Abschnitt 5.2.1 betonte Relativitat der Gleichzeitigkeit ihre
Grenzen hat: Die Reihenfolge zwischen zwei zeitartig getrennten Ereignissen kann durch
einen Wechsel des BS nicht verandert werden. Die Existenz von zeitartig entfernten
Bereichen in der Raumzeit ist konzeptionell wichtig, da ohne sie die Vorstellung einer
kausalen Verkniipfung zweier Ereignisse als Ursache und Wirkung nicht aufrechterhalten
werden konnte.

Wir bemerken schliesslich noch, dass die Linien konstanten Minkowski-Abstands
in der zweidimensionalen Raumzeit Hyperbeln sind (Abb. 23). Auflésen der Gleichung

5% = *t? — 2% nach x oder t ergibt

ot = +vVa2 + 52 fir s2>0

und

xr =tV — 2 fir s2 <0.

Aus diesem Grund spricht man auch von der hyperbolischen Geometrie der
Raumzeit. Bei Hinzunahme einer zweiten Raumdimension werden die Hyperbeln zu
Rotationshyperboloiden (Abbildung 24). Fiir s* > 0 zerfillt das Hyperboloid in zwei
Teile, die Zukunft und Vergangenheit entsprechen, wahrend das raumartige Hyperboloid
(s> < 0) zusammenhéangend ist. Die Tatsache, dass es nur eine Zeitdimension, aber
mehrere Raumdimensionen gibt, bricht die Symmetrie zwischen Raum und Zeit, die in
der zweidimensionalen Raumzeit vorhanden ist (vgl. Abbildung 22).

5.4.5. Figenzeit. Wir betrachten einen Beobachter, der eine allgemeine Bewegung x(t)
in der zweidimensionalen Raumzeit-Ebene ausfithrt (Abb. 25). Welche Zeit misst er?
Die Beziehung (5.3) fiir die Zeitdilatation, angewandt auf ein infinitesimales Zeitintervall
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Abbildung 25. Zum Begriff der Eigenzeit. Ein Beobachter, der sich entlang der
grilnen Weltlinie bewegt, misst eine Zeit T’, die stets kiirzer ist als die vom ruhenden
Beobachter gemessene Zeit T'.

dt, ergibt
dt' = /1 —v%/c? dt

wobei v = dz/dt jetzt die (zeitabhéngige) Momentangeschwindigkeit bezeichnet. Wir
quadrieren das kleine Zeitintervall dt’ und erhalten

(dt')? = (1 — ¢ ?(dx/dt)?)(dt)* = (dt)* — ¢ *(dz)* = 6—12[c2(dt)2 — (dv)?] = Ciz(ds)Q,

d.h. (dt')? ist, bis auf den Faktor 1/c?, das infinitesimale Inkrement des Minkowski-
Abstands. Wir definieren deshalb das infinitesimale Inkrement der Figenzeit 7 des
Beobachters durch

1 1
dr = —ds = /1 — ¢72(&)? dt = —dt, (5.11)
c o

wobei hier und im folgenden stets impliziert wird, dass der Dilatationsfaktor ~ (iiber
&) zeitabhéngig sein kann. Damit ist die von dem bewegten Beobachter gemessene Zeit
entlang des gesamten Weges

T = /T dt /1 — ¢=2(dz/dt)2. (5.12)

Wegen des Minus-Zeichens in der Wurzel gilt immer 7" < T', d.h. die bewegte Uhr geht
stets langsamer als eine am Ursprung verbleibende Uhr.

Es ist instruktiv, den Ausdruck (5.12) mit dem Ausdruck fiir die Bogenlénge einer
Kurve in der euklidischen (z,y)-Ebene zu vergleichen, die von # = 0 bis z = L mit
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Abbildung 26. Illustration zum Zwillingsparadoxon. Das rechte Bild zeigt die
Weltlinien von Alice und Bob.

positiver Geschwindigkeit in z-Richtung (& > 0) verlauft. Aus Abschnitt 7.4 des
Mechanik-Teils der Vorlesung wissen wir, dass die Bogenlange durch das Funktional

Fly()] = /0 dz /TF (dy)dz)? (5.13)

gegeben ist, welches durch gerade Verbindungen minimiert wird. Bis auf das
unterschiedliche Vorzeichen vor dem Ableitungsterm unter der Wurzel sehen die
Ausdriicke (5.12) und (5.13) sehr dhnlich aus, aber dieser Unterschied ist wesentlich,
denn das Integral (5.12) wird fiir den geraden Weg (¢ = 0) mazimal. In der
hyperbolischen Geometrie der Raumzeit ist die gerade Verbindung zwischen zwei
Punkten unter allen moglichen Kurven die langste.

Als Anwendung des Konzepts der FEigenzeit behandeln wir das sogenannte
Zwillingsparadozon (Abb. 26). Von zwei Zwillingen Alice und Bob tritt eine (Alice) einen
Weltraumflug an und trifft nach einer Zeit 7' (gemessen von dem daheimgebliebenen
Bob) wieder auf der Erde ein. Es wird angenommen, dass das Raumschiff sich bis
auf eine kurze Phase, in der sich die Flugrichtung umkehrt, geradlinig mit konstantem
Geschwindigkeitsbetrag v bewegt. Nach der Zeitdilatationsbeziehung (5.3) sollte auf
dem Raumschiff dann die Zeit 7" = (1/7)T < T vergangen sein, Alice ist also bei
ihrer Riickkehr jlinger als Bob. Das “Paradoxon” ergibt sich aus einer Umkehrung der
Perspektive: Bis auf die Umkehrphase (die im Prinzip beliebig kurz gemacht werden
kann) befindet sich auch Alice in einem Inertialsystem, und aus ihrer Sicht sollte Bob
jinger geblieben sein.

Die Auflosung des Paradoxons liegt in der Tatsache, dass die Situation in
Wirklichkeit mnicht symmetrisch ist, denn Alice muss (um iiberhaupt zur FErde
zuriickzukehren) mindestens einmal das BS wechseln. Thre Weltlinie im (z, ¢)-Diagramm
ist deshalb keine Gerade, und aus (5.12) folgt, dass die von ihr gemessene Eigenzeit T”
auf jeden Fall kiirzer ist als die von Bob gemessene Zeit T. Nimmt man an, dass die
Umkehrung der Geschwindigkeit instantan erfolgt, ist die Weltlinie z(t) stiickweise linear
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und die Auswertung des Integrals (5.12) ergibt

T 1
T’:2><§\/1—112/02:—T
v

wie urspriinglich erwartet.

5.5. Relativistische Dynamik

5.5.1. Vierervektoren. Im Mechanik-Teil der Vorlesung haben wir gelernt, dass das

Newton’sche Bewegungsgesetz
% p=F (5.14)

unter Koordinatentransformationen (insbesondere unter Drehungen) invariant ist, weil
es sich dabei um eine Beziehung zwischen Vektoren handelt. Ein Vektor ist in
diesem Zusammenhang eine dreikomponentige Grosse, die sich unter Drehungen wie
ein Ortsvektor 7 = (z,y, z) transformiert, ein Skalar hingegen eine (einkomponentige)
Grosse, die sich unter Drehungen nicht dndert.

In der Newton’schen Physik ist die Zeit t als global und unabhéingig vom BS
definierte Grosse ein Skalar, und infolgedessen sind Zeitableitungen von Ortsvektoren
wieq

—

ar _ d*F .
— p = mu

a=—
dt’ dt?’
ebenfalls Vektoren. In der Relativitatstheorie hingegen ist die Zeit abhéngig vom

U=

BS und damit kein Skalar mehr. Um zu einer relativistischen Verallgemeinerung des
Bewegungsgesetzes (5.14) zu kommen, miissen wir zunéchst die Begriffe Vektor und
Skalar auf Lorentz-invariante Grossen verallgemeinern.

e Ein Lorentz-Vektor (auch Vierervektor) ist eine vierkomponentige Grosse, die sich
unter Lorentz-Transformationen wie ein Raum-Zeit-Punkt™

X = (X% X" X2 X% = (ct,x,y,2) = (ct,7) (5.15)
transformiert.

e Ein Lorentz-Skalar ist eine (einkomponentige) Grosse, die unter Lorentz-
Transformationen invariant ist.

5.5.2.  Relativistischer Impuls und relativistische Energie. Die Zeit t ist, wie schon
bemerkt, kein Lorentz-Skalar. Dagegen ist die Eigenzeit 7 proportional zu dem
invarianten Minkowski-Abstand, s. (5.11), und damit auch selbst ein Lorentz-Skalar.
Wir definieren deshalb, in offensichtlicher Verallgemeinerung des Newton’schen Impulses
P = mdr/dt, den relativistischen Impuls oder Viererimpuls eines Teilchens durch
P=(P° P, P P = mcfl—i_( = mv% =my(c, &,7,2), (5.16)

€ Auch die Masse m ist ein Skalar.
T Vierervektoren werden im folgenden durch Grossbuchstaben ohne Vektorpfeil bezeichnet. Die
Bedeutung der hochgestellten Indizes wird in Abschnitt 5.6 erlautert.
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wobei nach wie vor & = dz/dt usw. Im nichtrelativistischen Grenzfall |7] < ¢, v =~ 1,
reduzieren sich die raumlichen Komponenten des Viererimpulses auf den Newton’schen
Impuls,

(P', P, P®) ~ mr,

aber es stellt sich die Frage nach der physikalischen Bedeutung der zeitlichen
Komponente P°. Dazu entwickeln wir P° nach Ordnungen von |v]?/c?:

7| 1 1
P = m—i A~ mce <1+’U—+...) == (mcz+§m|27\2—|—...>.
c

Im zweiten Term in der Klammer erkennen wir die Newton’sche kinetische Energie. In
Vorgriff auf weitergehende Uberlegungen in Abschnitt 5.5.3 postulieren wir schon an
dieser Stelle die Existenz einer Ruheenergie mc?, und identifizieren die Grosse cP? als

Gesamtenergie E des Teilchens,

ch

1
E=———rmc+-m|t]* + .. 5.17
—— sl (5.17)

Damit konnen wir den Viererimpuls schreiben als

mu
P=(F/c,p), p=———==m0 5.18
(Bfe.p — = (5.18)
mit der relativistischen Masse m, = ~ym. Die Tatsache, dass die Energie hier als

zeitliche Komponente des Viererimpulses auftritt, sollte eigentlich nicht iiberraschen,
denn das Noether-Theorem (Abschnitt 5.5 des Mechanik-Teils) hat uns ja gelehrt,
dass die Erhaltungsgrosse Energie mit zeitlichen Translationen, und der Impuls mit
raumlichen Translationen verkntipft ist.

Einem allgemeinen Vierervektor X = (X% X! X? X3) ldsst sich, analog zum
Minkowski-Abstand, der Minkowski-Betrag
[X[? = (X°)7 = (X1)? = (X?)* = (X7)? (5.19)

zuordnen, das per Konstruktion ein Lorentz-Skalar ist. Fiir den Viererimpuls ergibt sich
so die invariante Grosse

E2
(P — [ = =5 — il = m* (& — [o?) = e (5.20)
c
Auflésen nach E liefert die wichtige Beziehung
E = /m?c* + |p]? (5.21)

zwischen Energie und Impuls eines relativistischen Teilchens. Interessanterweise ist diese
Beziehung auch fiir masselose Teilchen (m = 0) sinnvoll, und lautet dann

E = d|pl. (5.22)

Anhand von (5.17) und (5.18) sieht man, dass ein solches Teilchen nur dann eine
nichtverschwindende Energie und einen nichtverschwindenden Impuls haben kann, wenn
mit m — 0 zugleich der Grenziibergang || — ¢ durchgefiihrt wird, d.h. masseslose
Teilchen missen sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen.
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Das wichtigste Beispiel eines masselosen Teilchens ist das Photon, das Quant des
elektromagnetischen Feldes. Tatsédchlich finden wir die relativistische Energie-Impuls-
Beziehung (5.22) in der Elektrodynamik wieder als Beziehung

U = C|§’em|

zwischen der Energiedichte u und der Impulsdichte g.,, einer ebenen elektromagnetischen
Welle, s. (4.41), (4.42) und (4.26). In der Quantenmechanik lernt man, dass Energie
und Impuls eines einzelnen Photons gegeben sind durch

E=hv, |5l =h/\ (5.23)

wobei v und A die Frequenz und Wellenlédnge der elektromagnetischen Welle bezeichnen;
wegen ¢ = v\ ergibt sich wieder (5.22).

5.5.8. Krafte. Die relativistische Verallgemeinerung des Newton’schen Bewegungsge-
setzes (5.14) muss die Form einer Beziehung zwischen Vierervektoren haben, also

d

—P=K 5.24

dr ( )
mit dem Vierervektor K = (K° K, K? K?) der Minkowski-Kraft. Der raumliche Teil
dieser Gleichung lautet

d — —
7%]7:[(7 K:(K17K27K3>7

sodass wir durch Vergleich mit (5.14) den rdumlichen Anteil der Minkowski-Kraft durch
die Beziehung

K =~F (5.25)

mit der Newton’schen Kraft F verbinden kénnen. Zur Bestimmung der zeitlichen
Komponente K° leiten wir (5.20) nach 7 ab, und erhalten

d dpP’  _ dp I
0=—[(P)? —|pf*]=2(P° — —p-— | =2(P°K" — - K).
dr dr dr
Auflésen nach K° ergibt
1 - 0% -
0 o — o —

Damit lésst sich die zeitliche Komponente von (5.24) in die vertraute Form

dE dP° c¢dP° ¢ -
e T _ZKY—_p.F 2
at  dt oy dr o v (5.27)

bringen, die den versprochenen direkten Beleg fiir die Identifikation von cP? mit E

liefert: Die Anderung der Energie ist gerade die von der Kraft erbrachte Leistung ¥ - F.
Als Anwendung von (5.24) betrachten wir die Bewegung unter einer konstanten

—

Kraft in z-Richtung, F' = (F,,0,0). Die Bewegungsgleichung fiir p, lautet
dp, d mu

L L —
dt dt,/]_—y%/CQ
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Die Integration mit Anfangsbedingung v,(0) = 0 ergibt
mu,
V1—v2/c?

und durch Auflésung nach v, folgt

= F,t

Ft
\/m? + F§t2/c2'

Fiir kurze Zeiten dominiert in der Wurzel der m?2-Term und wir erhalten das Newton’sche

v (t) =

Ergebnis v, = F,t/m. Fiir lange Zeiten hingegen wird v, — ¢, das Teilchen kann nur
bis zur Lichtgeschwindigkeit beschleunigt werden (die allerdings nie erreicht wird).

5.6. Relativistische Struktur der Elektrodynamik

Wir kehren zuriick zur Elektrodynamik und fragen, welche Gestalt die Maxwell-
Gleichungen in der relativistschen Formulierung annehmen. Die Maxwell-Gleichungen
fiir die Potentiale, (4.31) und (4.32), legen es nahe, jeweils ¢ und A, und pund j zu
Vierervektoren zusammenzufassen:

-,

A= (P,A) Vierervektor der Potentiale (5.28)

-,

J = (ep,j) Vierervektor der Quellen (5.29)

Auch weist man leicht nach, dass der d’Alembert-Operator (4.33) invariant unter
Lorentz-Transformationen, und damit ein Lorentz-Skalar ist. Wir kénnen deshalb die
beiden Gleichungen (4.31, 4.32) zusammenfassen in einer einzigen, manifest Lorentz-
invarianten Beziehung zwischen Vierervektoren

4
OA = —%J. (5.30)

Um die relativistische Rolle der elektromagnetischen Felder E und B zu verstehen,
miissen wir den Formalismus noch erweitern um die Unterscheidung zwischen
kovarianten und kontravarianten Vierervektoren. Neben dem kontravarianten
Vierervektor (5.15) konnen wir einen Raumzeitpunkt alternativ durch den kovarianten
Vektor (mit tiefgestellten Indizes)

(X07X17X27X3) = (—Ct7x,y72> (531)

darstellen, der sich von (5.15) durch das Vorzeichen der zeitlichen Komponente
unterscheidet. Damit nimmt der Minkowski-Betrag (5.19) die symmetrische Form

3
XP =3 X
©n=0

an, die an das tbliche Skalarprodukt erinnert. Entsprechend koénnen wir bekannte
elektrodynamische Beziehungen in einer neuen, symmetrischen Form darstellen. Der
d’Alembert-Operator (4.33) wird zu

3 82
pn=0
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und die Kontinuitétsgleichung (3.10) und die Bedingung (4.30) fiir die Lorentz-Eichung
lassen sich schreiben als vierdimensionale Divergenzen,

3&]#—0 Kontinuitatsgleich 5.33
axr ontinuitatsgleichung (5.33)
©n=0

NGy

2 o 0  Lorentz-Eichung. (5.34)

In dieser Darstellung sind die elektromagnetischen Felder Komponenten des
Feldstirkentensors F , einer antisymmetrischen 4 x 4-Matrix, die sich gewissermassen
als vierdimensionale Rotation

_0AY 0Ar
T 0X, 09X,

aus dem Vierervektor der Potentiale ergibt. FEine 4 x 4-Matrix hat zunachst 16

Fr

w,v=0,1,2,3 (5.35)

Eintrage. Wegen der Bedingung der Antisymmetrie verschwinden die 4 Eintréage auf der
Diagonalen, und die verbleibenden 12 Elemente sind betragsméssig paarweise gleich.
Es bleiben damit 6 unabhangige Elemente, die gerade den 2 x 3 Komponenten der
“Vektorfelder” E und B entsprechen. So ergibt sich zum Beispiel aus (5.28) und (5.35)

o 8_141_8_140 104, 0% _

T 90X, 0X, ¢ ot or

E,

wobei im letzten Schritt die Beziehung (4.27) benutzt wurde. Insgesamt hat der
Feldstarkentensor die Form

0 E, E, FE,
-E, 0 B. -B,
-B, =B, 0 B, ’
-FE. B, —-B, 0

F= (5.36)

eine eindriickliche Demonstration der Vereinheitlichung von elektrischen und magnetis-
chen Phanomenen.



