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Kapitel 1

Physikalische und
mathematische Grundlagen
der Elektrodynamik

1.1 Geschichte des Magnetismus und der Elektri-
zitét

Der Magnetismus ist eines der am ldngsten bekannten aber auch am lingsten un-

verstanden physikalischen Phdnomene.

26.Jh. v. Chr. (?) Magnetkompafl in China, schriftlich erwihnt erst im 13.Jh.
n. Chr.

800 v. Chr. Magnetit (Fe3O4): magn. Wirkung auf Eisen. Thales von
Milet, Plinius (Hirte Magnes auf dem Berge Ida: Schuhniigel
und eiserne Stabspitze blieben haften) Lukrez (Magnesia
Fundort von Magnetit)

11.Jh. n. Chr. Kompafl kommt nach Europa — erste Untersuchungen zum
Magnetismus

1269 Petrus Peregrinus: Entdeckt die Existenz von Magnetpolen

1600 William Gilbert: “De Magnete” (i) es gibt keine magn. La-

dungen (divB = 0), d.h. man kann Magnetpole nicht iso-
lieren, d.h. (ii) Reibungselektrizitdt; (iii) Elektroskop be-
schrieben

16./17.Jh. G.Galilei (1564-1642), J. Kepler (1571-1630), 1. Newton
(1643-1727): Mechanik im 16./17. Jahrh. entwickelt; Kep-
lers Gravitationsgesetz 1666/83

1629 Nicolo Cabeo: elektr. geladene Korper kénnen sich auch ab-
stoflen

1729 Stephen Gray: Unterschied zwischen Leitern und Isolatoren

1734 Charles Francois de Cisternay du Fay: es gibt 2 Arten von
Ladungen

1747 Benjamin Franklin: (i) es gibt positive und negative Ladun-

gen; (ii) Erhaltungssatz fiir Ladungen; (iii) es gibt keine
elektrostatischen Kréfte im geladenen Leiter
1767 Joseph Prisley: aus (iii) folgt F' ~ 1/r?



1785

1791

1799
1819

1821
1824

1830
1831

1846

um 1850

1865

1887

ab 1895

1905

Charles—Augustin Coulomb: Nachmessen dieses Gesetzes —
(1736-1806) Beginn der quantitativen Erfassung der Elek-
trizitét

Luigi Galvani: Froschschenkel-Versuche

Georg Simon Ohm (1787-1854): Ohmsches Gesetz
Alessandro Volta: Voltasche Batterie

Christian Oersted (1777-1851): elektrische Strome sind die
Wirbel der Magnete (“Der Geist der Natur”, 1850)
Heinrich Friedrich Lenz (1804-1851): Induktionsstrom, T—
abhingiger Widerstand (Petersburg, Rom)

André Marie Ampere (1775-1836): Amperesches Gesetz
Hypothese: alle magnetischen Strome sind elektrischen Ur-
sprungs (A.—“Kreisstrome” )

Joseph Henry und

Michael Faraday (1791-1867): Induktionsgesetz

(1823: Verfliissigung von Chlor, 24:Benzol, 34:Elektroly-
se, 44:Diamagnetismus, 45:Drehung der Polarisationsebene
des Lichts im B—Feld, Magnetismus + Elektrizitat + Licht
als Einheit betrachtet; Faradayscher Kifig; “Die Naturge-
schichte der Kerze”)

Wilhelm E. Weber (1804-91): Versuche magnetische Phéno-
mene durch Krifte zwischen Ladungen, die geschwindig-
keitsabhiingig sind zu beschreiben (mit Gaufl Messung des
Erdmagnetfeldes; Halle, Gottingen)

Faraday: Es gibt Elektrisches und magn. Feld
Entdeckung von Dia- und Paramagnetismus

James Clark Mazwell (1831-79): Maxwellsche Theorie
Verkniipfung von Elektrizitit und Magnetismus, elektro-
magnetische Lichttheorie (Maxwell-Verteilung)

Heinrich R. Hertz (1857-94): Experimentelle Verifizierung
der elektromagnetischen Wellen (besitzen alle Eigenschaf-
ten des Lichts; lichtelektrischer Effekt; “Prinzipien der Me-
chanik”; Karlsruhe, Bonn)

Hendrik Anton Lorentz (1853-1928): Ausdehnung der Max-
wellschen Theorie auf Materie (Elektronentheorie, Deutung
des Michelson—Versuchs, Lorentzkraft, Nobelpreis 1902,
Leiden Vorsitzender der Volkerbundskommission fiir geisti-
ge Zusammenarbeit)

Albert Einstein (1879-1955): Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit, Spezielle Relativititstheorie (lichtelektrischer Ef-
fekt, spezifische Wiarme der Festkorper, Brownsche Bewe-
gung, Elektronenspin als Ursache fiir Ferromagnetismus (4
de Haas), Allgemeine Relativitiitstheorie)

Wander Johannes de Haas (1878-1960): Leiden, zeigte ex-
perimentell Molekularstrome

Paul Langevin

Paul A. M. Dirac (1902-198/) Elektronenspin
Werner Heisenberg (1901-1976) Austausch Ww
Bloch, Weiss, Curie, van Veek, Neel etc.



1.2 Elektromagnetische Krifte

oder was ist der Gegenstand der Vorlesung?
Im Folgenden wollen wir den Gegenstand der Vorlesung nidher bestimmen.
Die in dieser Vorlesung betrachteten elektromagnetische Kréfte gehoren zu den

4. fundamentalen Wechselwirkungen (Ww).

Wechselwirkung Beispiel Reichweite | relative Austausch

(betroffene Teil- Starke Boson

chen)

Gravitation Planetenbew. o« (1/r%) yemz/he =~ | Graviton (?)

.10739 —

(alle Teilchen) Schwerkraft 6-10 (S =2)

schwache Ww radioaktiver 10~ *cm G me, /he ~ | W und Z-
. (—Zerfall der 10-° Bosonen

(Hadronen: Baryonen,

Mesonen) Atomkerne (S=1)

(Leptonen: (v, e, u))

elektromagn. Ww Atomkrifte, o« (1/r%) e?/(hc)  ~ | Photon  «

. hem. Bindun 1/137 (S=1)
ladene Teilch ¢ &

(geladene Teilchen) Optik/Eletriz.

starke Ww Zusammenhalt 10~ 3cm 1 Gluon G

(Hadronen (Quarks)) der Kerne (§=1)

Aus dem Wechselspiel dieser 4 Wechselwirkungen resultiert der Aufbau des Univer-
sums, Leben auf der Erde usw..

Die elektromagnetische Wechselwirkung liegt der chemischen Bindung, der Festig-
keit von Festkorpern, der “Kernenergie” etc. zugrunde.

Erfahrung: Teilchen haben neben ihrer Masse m auch eine Ladung ¢, welche eine
additive Erhaltungsgrofie ist. Fiir ruhende Ladungen gilt das Coulombsche Gesetz
(fiir die Kraft auf Ladung ¢ durch Ladung ¢1, im Vakuum r = ry —ry):

- Jc
re r

/az
r

A

qiq2 T
F(Z,l) = .

. héngt vom Mafsystem ab: im Gauflsches System 7. = 1 — dann kann man
Coulombgesetz zur Ladungsdefinition benutzen. Ladungen treten nur als Vielfaches

der Elementarladung eq auf:

€0 4.8032- 10710 es cgs [g/2cm®/2sec ™! = cm dyn'/?]

1.6021 - 10~ Coulomb




Vergleich mit der Gravitationskraft (Kraft auf Masse 2 durch Masse 1, r = (ro—r7))

(2,1) mima T
Fo - Tl
e = 6.66-107%g tem3sec™?

Wechselwirkung zwischen zwei Protonen, M, = 1.67-107%*g, ¢ = e:

my
r

my

Fo M2 6.66(1.67)2

1
~ | —/6-107%9) ~ 1.24 .10
(137/6 0 ) 0™,

d.h. die Coulomb—Wechselwirkung ist 36(!) Groflenordnungen stirker. Damit die

F. e? (4.8)210720+48+8 Toem3 gsec?
sec? gZcm?

Gravitation iiberhaupt wichtig (gleiche Reichweite!) ist, mufl die Natur unglaublich
neutral sein: wire nur jedes 10'8-te Atom nicht neutral, dann wiirde die Gravitation
von der Coulomb—Wechselwirkung iiberdeckt — mit fundamentalen Konsequenzen
fiir das Universum.

Bei ruhenden Ladungen kann man die Wechselwirkung als Fernwirkungskraft
verstehen: die Wechselwirkung tritt instantan iiber beliebige Entfernungen und ohne
eine die Kraft vermittelndes Medium ein.

Bei bewegten Ladungen ist dies nicht mehr der Fall: bewegt sich z.B. die Ladung g;
mit der Geschwindigkeit vi = dry(t)/dt wihrend go weiter ruht, so gilt (Liénard—
Wiechert)

1 r 1d rog — lV1
F(Q’l) t) = - i - - ¢ - .
(t) = qa (1 - -rg) [r? + cdt! r(l —rg- 1) -

C
Dieses ist ein quasistatisches Beschleunigungsfeld, ro = r/r und alle Gréen, die von
t abhéngen sind zur Zeit ¢’ = t —r(t')/c auszuwerten ({ }ret}), d.h. zwischen Ursa-
che und Wirkung besteht eine Zeitdifferenz. Fiir ¢ — oo, d.h. im nichrelativistischen

Grenzfall erhélt man wieder das zeitunabhéingige Coulombsche Gesetz.
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Das Ergebnis ist also eine direkte Folge der Endlichkeit der Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Wirkung (maximal ¢ ~ 3 - 101 cm/sec) oder allgemeiner des Einstein-
schen Relativitiatsprinzips. Wahrend man in der Mechanik bei kleinen Geschwin-
digkeiten v < ¢ das Galileische Relativitéitsprinzip verwenden kann (mit instan-
taner Ausbreitung der Wirkung), ist das in der Elektrodynamik nicht mehr der
Fall: viele elektromagnetische Effekte sind relativistischer Natur (z.B. alle magneti-
schen Phénomene) und nur deshalb leicht beobachtbar, weil der nicht—relativistische
Grenzfall auf Grund der Neutralitit selbst keinen Effekt gibt, (Bsp.: Feld einer La-
dungskette). Die Formulierung der Elektrodynamik muf also von Anfang an das
Einsteinsche Relativitidtsprinzip beriicksichtigen (was auch schon vor Einstein ge-
schehen ist). Wir kommen spéter hierauf zuriick.

Wir kénnen die endliche Wirkungsausbreitung beriicksichtigen, wenn wir F(2:1) (t) =
q2E1(r2,t) setzen, wobei Eq(r, t) das von der Ladung ¢; (g1 > 0) am Ort ry der La-
dung g2 zum Zeitpunkt ¢ erzeugte elektrische Feld ist. D.h. die Ladung ¢; versetzt
den Raum in einen elektromagnetischen Erregungszustand, den wir elektroma-

gnetisches Feld nennen. Neben dem elektrischen muf} ein zweites Feld existieren

(siehe Ladungskette), das wir das magnetische Feld B(r,¢) nennen.

Ein Gedankenexperiment:

z—-Achse aus der Tafelebene A y

heraus .
IRNCELE Sk
q a+ \\\ S
S S — R G S —— X
>
—_ _——
V -
v S

S d>a o0 ® 4
1. E, = > __d X% ad f dx _q f dx
- Ly =q (d2+n2a2)3/2 a (2 +a2)3/2 ad (Itz'2)3/2
n=—o00 —o0 —0
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Genauer mit der Poissonschen Summen-Formel Y, f(n) = [dnf(n)(1 +
2% 0o, cos2mkn).

Kraft auf Ladung @ im Punkt (0,d,0) F, = QFE,.

2. Bei 2 Ketten mit Ladungen +¢ im Abstand a,_: E, = 29 (i — i)

d ay a_

3. Betrachte jetzt Bewegung der (—q)-Kette mit Geschwindigkeit —v relativ zu
Q@ und +g¢-Kette (Bewegung nach links). Dann flieft Strom I = gqv/a_ (a—
Abstand der Ladungen) “System S”

Neutralitit: ay = a— — Kraft auf Q F, = QF, = 0.

4. “System S'”: —g-Kette ruht, ¢, Q mit v nach rechts I' = qu/a/,

, . 02 1/2
a+—a+ _67
a_ = <1—

o —1/2
a_ v > Lorentzkontraktion: keine Trf. der Ladung

291 1 2 v? 29 v°
=4 _ )= 1_(1_7) = —  Kraft auf Q7
=X <a/+ a/_) - ( ) = dr e KeatanQ

Resultat kann nicht vom Bezugssystem abhéngen — es gibt eine weitere “ma-
gnetische Kraft”, die auf die sich bewegende Ladung wirkt (falls diese auf

ruhende Ladung wirkte, dann auch in S)

Floy = QE,+Q-B.=0
2 21
B, = ﬂ = — Spezialfall des Biot-Savartschen Gesetzes
da',c cd
B(r,—t) = —-B(r,t)

Fazit:
1. Magnetismus relativistischer Effekt: magnetische Kraft von der Ordnung O(v?/c?).

2. Feldlinien nicht zuviel Realitéit beimessen (die E-Linien im S’ verschwinden

in S).
3. FLorentz =4q [E + % X B]

Elektronen in Cu: v ~ 1072 cmsec ™!, ¢ = 3- 10 cmsec™ — v?/c? ~ 10725,
nur im Falle einer Abweichung von der Neutralitit < 1072° wichtig!
Bedeutung von E und B—Linien relativ.

(Gravitation <> Coulomb Ww 10~18)



Frither glaubte man ein Medium als Tréger des elektrischen Feldes bemiihen zu
miissen (Ather), dieses konnte jedoch niemals nachgewiesen werden.

Konsequenz:

1. Eine allgemeine elektromagnetische Kraft mufl als Nahwirkungskraft verstan-

den werden (endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit).

2. Die Beschreibung durch Krifte ist kompliziert, sie wird ersetzt durch die Be-
schreibung mit Hilfe von zeit— und ortsabhéngigen elektromagnetischen Fel-
dern E(r,t), B(r,t), die aus Feldgeschwindigkeiten bestimmt werden (existie-

ren auch, wenn keine Probeladungen vorhanden sind).

In der klassischen Elektrodynamik gilt ferner das Superpositionsprinzip fiir

Ladungen und Felder im Vakuum (in Medien kénnen nichtlineare Effekte auftreten)

qi Vi (t/)

Wird von jeder Ladung ¢; (i = 1,2) mit den Koordinaten r;(¢'), v;(¢') am Ort r
zum spéteren Zeitpunkt ¢ ein elektromagnetisches Feld E(® (r,t), B® (r,t) erzeugt,
so produzieren beide Ladungen zusammen das Feld E = E; + Es und B = B; + Bo.
Wir haben dieses Prinzip schon in unserem Gedankenexperiment benutzt! In einem
Medium (z.B. Festkorper oder Fliissigkeit) gilt das Hooksche Gesetz nur annéhernd,
nicht so in der klassischen Elektrodynamik (spricht gegen die Existenz eines Athers
mit inneren Eigenschaften).

Es gibt eine grofle Zahl von Phénomenen, die das Superpositionsprinzip belegen,
selbst auf atomarer (Berechnung der Elektronenorbitale) und Kernebene (Berech-
nung der Coulombenergie des Kerns, die im wesentlichen die bei der Kernspaltung
frei werdende Energie bestimmt) — obwohl die Feldstiirken 10°-10'5 Volt cm ™~ bzw.
10 Volt cm ™! (auf Oberfléiche eines schweren Kerns) erreichen.

Es existiert aber eine quantenmechanische Nichtlinearitéit (elektromagneti-
sches Feld wird quantisiert), quantenmechanische Unschérferelation macht Verlet-
zung von Energie— und Impulsrelation moglich (E? = ¢2p? +m?2c?). Dies macht die
Entstehung virtueller Teilchen moglich, die die Wechselwirkung transportieren,
aber auch Prozesse wie

d.h. die Produktion eines virtuellen Elektron—Positron—Paares, das zur Polarisation

des Vakuums fiihrt.



e :
(S
Abbildung 1.1:

— tatséichlich gemessene Ladung (z.B. Elementarladung) ist eine effektive Ladung
auf der Skala Acompton ~ 7= ~ 3.86-107'cm. Die “nackte” Ladung ist gréBer und
divergiert sogar auf extrem kleinen Skalen (laut QED).

Wenn der Abstand zweier Ladungen kleiner als \¢ ist, dann ist die elektromagne-

tische Wechselwirkung grofier als durch gog = ¢(A¢) gegeben

lg(A < A¢)| > q(A¢) — stiirkere Bindung im Atom — Verschiebung der atomaren

Energieniveaus hin zu groflerer Bindungsenergie (Lamb—Shifts)

2
)= — D
1- 2t

Analog zu dem im Bild 1.1 dargestellten Prozess gibt es weitere (kompliziertere)
Prozesse, z.B. die vier-Photonen—Streuung, welche obiges Ergebnis weiter modifi-
ziert.

Streuamplitude ~ (2%, )4 he(E? — B?).

m

Qualitive Korrektur zum linearen Verhalten am Beispiel einer ruhenden Ladung ¢

(es existieren auch lineare Korrekturen) im Koordinatenursprung

g (, 2 ehd
r2 451 mAcT r4

E(r)

Q

X
ﬂm"Q
7 N
IS
SUEN
N
R T
=3
Ok
Q|
O N ()
N———



(gilt nur, wenn die Korrektur klein ist, s. Landau & Lifschitz Bd. IV, S. 549)
he/ed = 137 = 1/a, 1o = e3/(mc?) klass. Elektronenradius 9 ~ 2.8 - 107 cm

(o Feinstrukturkonstante)

(i) h — 0: QM Effekt.

(ii) Oberflachenfeld auf klassischem Elektron: ¢ = eg, 7 = r¢

2

£ ~18x10® Volt/cm  Korrektur O(1)
To

(iii) r =~ . = 2 ~3.86-10"' cm, ¢ = ey

2 B 8 4.4 2\ 3
cne e me _goa(E) ~6.10°
457 e2 m4c8 R4 hic

Fazit: Bei klassischen Feldstérken (E < 108 Volt/cm) und Léngenskalen (> 107! ¢m)
kann man das Superpositionsprinzip als giiltig annehmen.

— Die Beschreibung eines Systems geladener Teilchen folgt mittels folgenden Glei-
chungssystems:

Beschleunigung eines Teilchens der Masse m, auf das die Kraft F wirkt:

(a) %(mv) = F = Frorentz + FRrest; Frest z.B. Gravitation. In relativistischer

Mechanik: m = mg(1 — v2/c?)~1/2.
(b) Frorentz = ¢(E + ¥ x B) Lorentzkraft (hier Erfahrungssatz).

(a), (b) sind durch einen Satz von Gleichungen zu ergénzen, die E und B aus
der Lage und Geschwindigkeit der Teilchen und zu erfiillenden Randbedin-
gungen zu ermitteln gestatten:

(c) Feldgleichungen: {¢;,v;} — E, B (Maxwellgleichungen).
(a), (c) folgen aus Prinzip der minimalen Wirkung, wir kommen spéter

darauf zuriick (Lagrangefunktion, die Teilchen und Felder beschreibt). In die-
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sem Kapitel werden wir die Maxwellgleichungen aus einigen allgemeinen Ei-
genschaften von Vektorfeldern sowie experimentellen Erfahrungen rekonstru-

ieren.
Feldtheorie auf verschiedenen Ebenen

A) klassisch—phinomenologisches Modell: Materie durch klassisch-mechanische
Punktteilchen oder Medien, elektrische Eigenschaften der Teilchen bewirken

Wechselwirkung mit elektromagnetischem Feld.

B) Quantenelektrodynamik: Modell A) wird quantisiert, enthélt im klass.
Grenzfall auch A).

C) einheitliche Quantenfeldtheorie: Alle Teilchen und Felder, sowie deren
Wechselwirkung als Losungen einer einheitlichen nichtlinearen relativistischen

Feldtheorie.

1.3 Beschreibung von Feldern

Im Ausdruck fiir Lorentzkraft F(r,t) = q(E(r,t) + ¥ x B(r,?)) sind E und B die
von allen anderen (bewegten) Ladungen hervorgerufenen Felder.

Aus dem Superpositionsprinzip folgt als allgemeine Form der Feldgleichung
LpE + LB = Li{q} + Ly, {av}

i =1,...,6, je drei Komponenten von E, B, L sind lineare Operatoren —
daher sind Operatoren auszuschlieflen, die auf E - B wirken etc..

Beispiel: eine ruhende Ladung im Ursprung E(r,t) = %I,

Man kann versuchen, aus den Transformationseigenschaften die L weiter zu be-
stimmen. Zu allgemein. Statt dessen heuristischer Zugang: auf hinreichend kleinen
Raum-— und Zeitskalen &ndern sich Felder langsam — suche Differentialgleichun-
gen. Zuvor jedoch betrachten wir einige Eigenschaften von Vektorfeldern. Be-
trachte Vektorfeld A(r,t) (steht fiir E, B, Geschwindigkeitsfeld v).

Quelle (oder Senke) eines Feldes: Flufl ¢ > 0 (< 0) (denke an Geschwindig-
keitsfeld eines Flufles):

dov ZﬁA-nda
av
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oV

VolumenV mit
OberflachegV

da Oberflichenelement, da = nda, n Normaleneinheitsvektor, immer nach au-
Ben gerichtet.

¢: Mittelwert von An auf Oberfliche x Oberflache.

LaBt man V sehr klein werden V' — §V, so erhilt man die Ergiebigkeit oder

Divergenz eines Vektorfelds im Raumpunkt r (koordinaten—unabhéngig).

4 |

3

Wahlt man AV = AzAyAz —

0 0 9, ;
divA(r) = %Ax + 6—yAy + @AZ =0'4; =0"A, + YA, + 0°A,
= V.-A(r)

r = (2,9, 2), Nabla-Operator V = (§%,9Y,0%) = e;0", i = 1,2, 3, Einsteinsummen-—
Konvention.

Divergenz ist linear:

V(A +A,) = VA, +VA,

V(aA) aVA

« konstant.

Satz von Gauf3:

Anda:/(V-A)dV
oV 1%

Beweis durch Summation iiber alle Subvolumina AV von V'

13



Gradient eines Skalarfeldes: ¢(r) = ¢(x,y, z). Taylorentwicklung:
gradyp = (8z<p(r))r:rl (z—2z1)+---
= 1)+ (r—r1) [Vgp(r)]r:r1 4.

Vo steht senkrecht zur Fliache ¢ = const, in Richtung des steilsten Anstiegs von ¢

plez) —olr) = [ (Vilw)ir

entlang jeden Weges. dp = (Vp)dr, ro — rq = dr infinitesimal, ¢ = 0 wenn Jr in
Flache — V¢ senkrecht auf — ¢ = const.

Vektorfeld kann auch Wirbel haben (denke wieder an Fliissigkeit).

Wirbelstéirke oder Zirkulation I' = §,,. A(r) ds

ds

Wenn Fliche FF — AF gegen Null geht, erhilt man die Rotation (auch lineare

Operation)
1
n-rot A(r) = ILIE}O Fh. A(r)ds
tA(r) = lim — < Ad
T r) = lim — n
© v—oV av ¢
1

(rotA), = ArAyD: {nm (Ay(Az) — Ay(0)) AyAz — ny (A (Ay) — A, (O))AxAz}

Kartesische Koordinaten: (rot A); = (V x A); = €ijk8jAk

€5, total antisymmetrischer Einheitstensor £123 = 1
€ijkEilm = 0j10km — 0jmOkl

Stokescher Satz: §,,. A(r)ds = [.(V x A)da.

Laplace-Operator: divgrad ¢ = Aep.

Jedes quellenfreie Feld VA, = 0 148t sich als A, = V x 3 und jedes wirbelfreie
Feld V x A; = 0 148t sich als A; = V¢ darstellen.

Fundamentalsatz der Vektoranalysis: (Helmholtz 1859, Stokes 1849)

14



V sei ein endliches Gebiet mit einer einfach zusammenhéngenden Berandung oV'.

Dann ist das Vektorfeld A(r) durch die Gleichungen

V x A(r) = w(r) reV

g(r)
fx) reov

VA(r)

n-A(r)

(n Normale auf V') eindeutig festgelegt, wobei w(r), g(r) und deren Ableitungen
in V, f(r) auf 9V stetig seien (Vw =0, [, g(r)dV = §,,, f(r)da sind Nebenbedin-
gungen). Im Falle eines unendliches Gebiets ist A(r) durch w(r), g(r) eindeutig
festgelegt, wenn A (r) mindestens wie 1/r? fiir r — oo verschwindet.

A(r) ist dann zerlegbar in A(r) = A;(r)+A+(r) mit VxA; = VA, = 0 (eindeutige
Zerlegung bei Randbedingungen im Unendlichen).

Beweis der Eindeutigkeit: Nehme an, es gibe zweite Losung A1, Ao mit

divA; = g(r)

rot A; = w(r)

i=1,2. Sei a(r) = A;(r) — As(r) # 0; a(r) = O() fiir r — oo, bzw. na = 0 auf

dem Rand, dann

diva(r) =0, rota(r)=0

1
— a(r) =V, @:O(;)fﬁrr—mm

rot Vi = €;10;0kp = 0

div=V . -Vp=Ap=0 (Laplace-Gleichung)

Benutze jetzt 1. Greensche Formel (Beweis aus Gauischen Satz als Ubung)
[ [varve)+envlav = ff om-vuaa
v v
mit ¢ = Y:

1
/ [(Vg@)2 + 0] dVv = ﬂ p(nVy)da =~ O(—grz =-)

v v r

i.e.

/aQ(r)deo — a’=0,
v

also a = 0. Widerspruch.
2. Nebenprodukte:
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1. Eine Losung ¢ der Laplace-Gleichung, die sich wie O(2) fiir r — oo verhéls,

ist identisch Null.

Beweis: da Vi = 0 iiberall — ¢ = const, aber ¢ = O(%) — ¢ =0.

2. Dirichletsches Randwertproblem: sei ¢ auf geschlossener Fliche 0V vorge-

geben. Ap = 0 ist dann eindeutig losbar.

Beweis: Seien 1, po Losung. Auf ¢ = p1 — 2 Greensche Formel anwenden:

— [, (V$)2dV =0 — V¢é =0 — ¢ = const =0, da ¢ = 0 auf 9V

Da wir die linearen Beziehungen zwischen den Ladungen und ihren Geschwindigkei-
ten und E und B aus Differentialgleichungen bestimmen wollen, ist es zweckméfig,
auch bei den Ladungen zu Feldern iiberzugehen.

Wir betrachten eines Systems von N Punktladungen ¢; an den Orten r;(¢) (das
sind die elementaren Teilchen unserer Theorie). (Die Einfithrung punktformiger
Teilchen ist in der klassischen relativistischen Theorie zwingend: wére die Ladung
ausgedehnt, aber kein innerer Freiheitsgrad vorhanden, dann fiithrt deren Drehung
zum Widerspruch mit der Relativitétstheorie.) Sei die Gesamtladung im Volumen

V Q, so gilt

Q= q¢= /Vp(r)dV

eV

Mikroskopische Ladungsdichte:
N
pmikr(r; t) = Z QI6(3) (I‘ —r; (t)) )
i=1
wobei 6@ (r —r;) = 6(z — 2;)0(y — v:)d(z — z;) ist

/ AV (r—r;) =1
%

Analog ist die mikroskopische Stromdichte einzufiihren

=

Jmike(r,t) = Zqivié(r—r(t))

Ladung
Zeit - Flache L Stromrichtung

I:/j-nda
F

16
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Ist die Teilchendichte grof, so dafl nur das Verhalten auf Skalen sehr viel grofler als
der Teilchenabstand interessiert, so kann man eine vergréberte Ladungsdichte

p(r,t) (coarse graining)
pl.t) = [ dV'Fle =¥ )puale’ 1)
und Stromdichte
jr,t) = /dV’f(r — 1 jmie (v, ) /de(r) =1

Spezialfille: f(r) = 6®)(r), d.h. mikroskopischer Fall ist enthalten, oder f(r) =
(1€2)73/2 exp (—r2/€2) (normiert).

f(r)

Ladungserhaltung

2otet) = Y al-wte-n)] Grio
_ —iqz-w(t)w(r ri(t) = ~Vi(r.1)
d.h.
%Jer(rvt)fU

Ladungserhaltung gilt immer, eines der fundamentalen Gesetzen der Physik! In

integraler Form fv dV + GauB3scher Satz

2Q _ .
ot = —/avj(r,t)nda

dieses ist grofler als Null, wenn j nach auflen zeigt, d.h. wenn Ladung abflieit. Das

betrachtete Volumen bleibt fest!

17



1.4 Die Maxwellschen Gleichungen

Wir kommen nun zur Aufstellung der Feldgleichungen.

Folgende Eigenschaften sind bekannt:
1. sie miissen linear sein (Superposition);
2. sie miissen die Ladung erhalten;

3. E(r,t) und B(r,t) sind durch ihre Quelle und Wirbel bestimmt.

Maxwells Antwort

q8) divE(r,t) = ? =dmp(r,t) Ladungen sind Quellen des Feldes
(II) rotE(r,t) = =— % %B(r7 t) Induktionsgesetz

(II1)  divB(r,t) = =0 es gibt keine magn. Ladungen
(IV) rotB(r,t) = = %j (r,t) + %%E(r, t) Maxwell’s Verschiebungsstrom

Maxwellsche Gleichungen ~ Axiome der Elektrodynamik (lassen sich aus dem Prin-
zip der minimalen Wirkung ableiten, ebenso die Lorentzkraftgleichung, dann treten
dieses Prinzip sowie die Form der Lagrange—Dichte als Axiom auf). Als physikalische
Axiome sind die Maxwell-Gleichungen an die physikalische Realitdt gebunden —
miissen aber immer wieder an physikalischer Realitéit getestet werden. Diese Tests
sind heute abgeschlossen — die Maxwell-Gleichungen gelten fiir alle makroskopischen
Phé&nomene.

1.) Linearitét erfiillt.

2.) Ladungserhaltung:

19 10 4 [ O ) 1_0
—5 D+ V(IV) ==V - E+V (VxB)=— [at,wvj} +oVoE

- o
€00’ B, =0 — 5P T Vj=0 qed

d.h. wir kénnen mit willkiirlichen Funktionen p(r,t), j(r,t) die Maxwell-Gleichungen

betrachten, d.h. wir sind nicht an ein Materiemodell gebunden.
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Wir kénnen den Maxwellschen Gleichungen noch eine etwas andere Form geben.

Aus der Vektoranalysis wissen wir, daf} sich jedes quellenfreie Feld (divB = 0)

schreiben 148t.
10

10
(I + (1) xotE+ - B = rot (E+E§A)70

E+ % %A = —V¢. Wir benutzen ferner, daf} sich jedes wirbelfreie Feld als Gradient

eines skalaren Potentials ¢ schreiben 148t

10
E+-—A=—
+cazf Ve

A(r,t) ist Vektorpotential, ¢(r,t) ist skalares Potential. Bei Vorgabe von E und
B sind ¢ und A nur bis auf eine lokale Eichtransformation bestimmt (B’ =

VXA =VXxA+Vx(VY)=VxA=B E=E+12vy-120Vy=E)

;o 10
o — ¢_¢_E§X

A — A=A+Vy

Mit dem Ubergang zu A und ¢ sind die homogenen Maxwellgleichungen automa-

tisch erfiillt. Aus den inhomogenen Gleichungen (I) und (IV) folgt:

10 19> 10
) V'E—‘VcatA‘M*(czatz‘czatz>¢—4”’
d’Alembert Operator B 102 5 o, .0 102
(Wellenoperator) H=4- 2 ot =0 +0,+0; - c2 o2
10
Ai=—— A
c@t¢+v
dr, 10 10
(Iv)  Vvx (VXA)—?J+Ea (ca?wa)
10 10
() O6=—dmplr,) =~ A () E=-Vo--CA

(V) DA:—%Tj(r,t)—&-VA (I B=VxA

Bei Eichtransformationen geht
! 1 a / !
A—=AN=-—¢ +VA =A+0x
c Ot

iuber.

Zur Entkopplung der Gleichungen (I) und (IT) benutzen wir eine spezielle Eichung

A’ =0, die sogenannte Lorentz—Eichung. In dieser gilt
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(1.1)

Damit sind aber A’ und ¢’ noch nicht eindeutig festgelegt. Jede weitere Eichtrans-
formation mit Oy’ = 0 erfiillt die Lorentzeichung.
Losung von (1.1) fiir Ladungen und Stréme im Vakuum durch Erraten (retardierte

Losung):

1 v — 1’|
/ t) = d3/ (It— )
o et) = [ (=

1 1 -1
A’(r,t):f/d?’r/ j(l‘/,,t— |I‘ I'|>
c |r — /| c

Lorentzbedingung ist hierdurch auch erfiillt.

— E, B als Funktionen von p und j und damit r;, v; — effektiv existiert nur me-
chanisches Problem.

Es gibt ein Problem, wenn wir diese Losung in die Gleichung

v = Fr,

einsetzen, wenn alle Punkte i zu einem ausgedehnten starren Korper, z.B.

einer geladenen Kugel gehoren Vv, = v =1(t), >, m; = M
d2
Mﬁr(t) = ZFL’i .

Die rechte Seite enthélt dann Selbstkrifte, die T enthalten — Akausalitéit.
Eine andere Eichung ist die Coulomb—Eichung V - A(r,¢) = 0, die auf die Glei-

chungen
Ad) = _47Tp(rat)
4
OA = —Tj(r,¢)
c

mit j = ji +ji, V- js = V x j; = 0 fithrt. Wenn diese eine Eichtransformation ist,

dann muf} sie

0 1 92

A@X =0, (A- Cj@)vx =0

erfiillen.

Schliesslich sei die Landau-Eichung ¢ = 0 erwéhnt.
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In der klassischen Physik haben wegen der Willkiir der Eichung die Potentia-
le keine unmittelbare physikalische Bedeutung. In der Quantenmechanik ist das
anders: bei einer Eichtransformation verindert sich die Phase der Wellenfunktion,
mehr noch: aus Invarianzforderung der Schrodingergleichung unter lokaler Phasen-
transformation ¢(r,t) — ¥(r,t)exp ( - iqx(r,t)) schluffolgert man die Existenz
eines Eichfelds (A(r,t), ¢(r,t)) — Aharonov-Bohm-Effekt.

Beispiel 1: Lagrangefunktion eines geladenen Teilchens im Feld (nicht—
relativistisch)
Behauptung: Die Lagrangefunktion sei:

I — %vZ + %AV — ¢ — Urest (1) ,

die Wirkung ist dann
t
5':/ dt L(r,v,t).
0

Aus Min(S) folgen die Euler-Lagrange—Gleichungen

doL oL _
dt v or
OL g1~ I9(Av) - V6 — Vs
or c
V(Av) = (AV)v+(VV)A+ A x (VxVv)+v x (V x A)
——— —_———
0 0
aiL = *(VV)A‘F gV X (V X A) *qu)* VUrcst
or c c
doL d q ., 4 (0A i ,
G gy (v La) =i L (SR @A)

Da 2 = 24t + (dr- V)A (& = 2 + vV konvektive Ableitung) dA vollstindiges
Differential.

d . 1
%(mv) = —%A—l— %v X (VxA)—q¢Vo=qE+ P X B) + Frest

Fazit: in die Lagrange-Funktion gehen ¢ und A ein, eine Ersetzung durch B und

E wiére umstéandlich.

Ein homogenes B-Feld hat ein Vektorpotential A = (1/2)B x r. Fiir ein zylin-
dersymmetrisches B-Feld, B = (0,0, B,), B, = B fiir p < R und B, = 0 fiir
p > R laBit sich das Vektorpotential in Zylinderkoordinaten A = (A,, Ay, A;) =
(0,4,0), A = (1/2)Bp fir p < R und A(p) = (1/2)BR?/p, p > R, schreiben
(VA = (1/p)0A/0p = 0).

Beweis:

2, <R
%drA = 2mpA(p) = B?T{ %2’ Zz R
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Ergénzung zu Beispiel 2:
Der Zusammenhang zwischen dem Propagator K und der Wellenfunktion v in

drei Dimensionen ist

+oo
’(/J(I‘, t) = /// d.’El dyl,dzl K(r,t;rl,tl)w(rl,tl)

Aus der Pfadintegraldarstellung fiir K 1i8t sich zeigen, dafl ¢ (r,t) der Schrédinger-

gleichung

1 (h q 2 oY
% (ZV — CA> =+ q¢ + Urcst(r, t)‘| w(r, t) = Zha

geniigt. Eine Eichtransformation fiir die Potentiale

A — A4 Vx(rt)

10

¢ — - EEX(I‘J)

148t die Schrodingergleichung invariant, wenn man gleichzeitig die Wellenfunktion

transformiert (Ubungsaufgabe):
,(p N weiqx(mt)/hc )

Eichinvarianz als dynamisches Prinzip: Kennt man die Schrédingergleichung fiir ein
freies Teilchen (keine Felder), dann kann man aus der Forderung der Invarianz der
Schrodingergleichung unter einer lokalen Phasentransformation der Wellenfunktion
die Existenz der Felder A und ¢ und die Kopplung zu ihnen schlielen (%V —
Ly — 9A = D) (s. z.B. Ebert: “Eichtheorien” VCH).

1.5 Illustration der Maxwell-Gleichungen
1.5.1 divE(r,t) = 4mp(r,t)

oder ¢, Enda = 47Q, Q = [,, dVp(r,1)
Fiir ruhende Ladungen ¢;: p(r,t) = Zf\il qio(r —r;)

r—r

- ) r—r; _ ’ ’
5= Y0 s Javoe) IE

B ;o r—r
r—-r 0 z—2a o y—vy g z—2 3 3 _0
r—r'3  Oxlr—v3 Oylr—1/P Ozlr—1']3 |r—7v/P |r—r3
da
0 x—a 1 , 1 3 1 (x —a')?
< - -2 —a)= — (13" F )
Oxr—r'2  |r—1'3 (@ x)|rfr’|52 (z—a) |rr’3( |r — /|2



/
AV (- r—r Ga:u;gj{ (r—r 7{ d _4
fr e (Gom) =, e - f, e

R = r’ — r unabhiingig von V.

(da)R-n = Rcosfda = R- R*d)
r—r

m = 47T6(I' — I'/)

und damit VE(r) = 47p(r).

1.5.2 rotE(r,t) + 12B(r,t) =0

Faradaysches Induktionsgesetz
Betrachte U—f6rmigen Drahtbiigel mit beweglichem Schieber, senkrecht dazu Ma-
gnetfeld.

U

Im (Ruhe) System K ist E = 0 per Annahme [;; Edr = 0 Der Schieber werde mit
der Geschwindigkeit v relativ zu K bewegt (v = const). Dann ist auf dem Schieber

Es # 0.
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Beweis: Wir denken uns den Schieber geladen (es gibt freie Elektronen), dann be-
tragt die Kraft F auf den Schieber
F:q(EJrXxB):quB,
c c
da E = 0. Im Koordinatensystem Kg, in dem der Schieber ruht, gilt
1
Fs=q(Es + SVs X Bs) =q¢Es,

da vg = 0 in Kg. Wegen der fiir |[v| < ¢ auf jeden Fall giiltigen Galilei-Invarianz
folgt F = Fs und damit Eg = ¥ x B. Bezeichnen wir mit E’ das Feld, das man in

jeweiligen Ruhesystem von dr mifit, so gilt

j{: / Edr + / Esdrz1 / (va)dr:—lva.
c c

Ganz Drahtbiigel Schieber Schieber

Andererseits ist der magn. Flul durch die Fliache bl, deren Normale parallel und in

Richtung von B liegt,

d .
¢:/B~da:Bbl — d—fBbl:Bbfu
dann ist die elektromagnetische Kraft
. 1d
z—::/ E’drfffgbfff— Bda.
OF cdt

Beweis der Hilfsformel fiir ein beliebiges Vektorfeld A(r,t) (nicht zu verwech-

seln mit dem Vektorpotential)

bi=Jp A da sei der FluB des Feldes A durch die Fliche F (z.Z. t). Dann gilt:

dég _ d [ 3
= — Ad
dt  dt /F a /
F
Beweis:

dé ; o 1 _ ~
05 _ /Ad “=0 / daA(r,t+dt)— [ A(r,t)da
dt Fiyar Fy

da A(r,t)+dti(r,t)+0(dt2))— A(r,t)da
F¢

A . .
68715 + vdiv A —rot(v x A)] da

lim
dt—0 dt Fiyar
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/dlvAd3r—/ A(r,t) da—/A t)da+ / A(r,t)da
Fiqat

Mantel

Gaufischer Satz fiir obiges Volumen.

Ada = / A - (dr x v)dt = / dr(v x A)dt = /da rot(v x A)dt
Mantel OF, OF, F
do 5 < . 0A
% = /davdivA—/da rot(v x A) +/W q.e.d.
F Fy Fy

mit E' = E+ 2v x B (E und B im K-System)

[ (5+lven)a- 14 [ na
oOF c cdt

Tatséchlich gilt das Faradaysche Induktionsgesetz allgemeiner: die Randkurve OF

mufl keine materielle Kurve sein, B und v kénnen explizit von der Zeit abhingen
(und némlich auch vom Ort).

Benutze jetzt die Hilfsformel:

/B da—/ <88—|—v d1vB—rot(v><B)>d

Mit div B = 0 folgt

AF<E+i(va)>d cL(?rot(va))da
/M (rotE—&-irot(va)) da:—c/p(a;?—rot(va)>d ,

1.
rotE+-B=0
c

also

1.5.3 divB(r,t) =0

Magnetfeld hat keine Quellen: es gibt keine magnetische Monopole (Dirac, t’Hooft,
Polyakov)

% daB(r,t) =0
ov

1.5.4 rotB—12E = Tj(r ¢)

Die letzte der Maxwell-Gleichungen zeigt, wie Magnetfelder entstehen.

Betrachten wir zunfichst den Fall konstanter Strome. Fiir diesen gilt das Oer-

4 4
f{ Bdr:i/jda:il
OF ¢ Jr c
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I ist der Gesamtstrom durch F. Mit dem Stokeschem Satz folgt dann rot B = 4{ j
Fiir zeitabhiingige Strome gilt diese Gleichung nicht. Ein klassisches Beispiel ist

die Kondensatorentladung.

Betrachte zwei Flichen, F; und F5, die beide von der Randkurve OF aufgespannt

werden: F; verldauft oberhalb der beiden Kondensatorplatten, F5 zwischen diesen.

Bdr:4—7r jda:gl(t):g/ jda=0
OF C Jr c ¢ Jr,
(Fy wird von der Leitung, die die Kondensatorplatten verbindet, durchgestofien).
Widerspruch!
Vergessen wurde die starke Anderung des elektrischen Feldes zwischen den Konden-

satorplatten. Maxwells Spekulation:

4 0
tB=—j+k=—E
o c']Jr ot

dieser Term ist additiv, da fiir schwache %—f ja wieder Oerstedt’s Gesetz gelten mufl.

Die Konstante k kann man sich aus der Kontinuitétsgleichung verschaffen

4
diviotB=0 = Tv.i+rlvE
c ot

4
- %V-j+k47r,b=0

—k=1/c
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Kapitel 2

Einfache Anwendungen der
Maxwell-Gleichungen:

Elektro— und Magnetostatik,
elektromagnetische Wellen

2.1 Elektro— und magnetostatische Grundaufgabe

Betrachte Maxwell-Gleichungen fiir stationiire (d.h. zeitunabhingige) Ladungs—

und Stromverteilungen sowie Felder

divE(r) = 47p(r)
Elektrostatik (2.1)
rot E(r) =0
divB(r) = 0
4 Magnetostatik
rot B(r) = —j(r)
c

Man erhélt div j = 0 aus Kontinuitétsgleichung.

Beobachtung: elektrische und magnetische Felder sind entkoppelt, Poisson—Gleichung

A¢p = —47mp(r)
s 2.2
AA = f%j(r) . 22)

Eine spezielle Losung fiir die Potentiale ist bekannt (A, ¢ verschwinden wie 1/r fiir

r — 00)
At =1 [yt
c |r — 1’|
N (2.3)
o) = [ @) =

Allgemeine Losung der Poisson—Gleichung: spezielle Losung der inhomogenen Glei-

chungen plus allgemeine Losung der homogenen (Laplace-Gleichung). Wir wissen
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aber bereits, dafl ¢ = 0 falls ¢ wie 1/r fir r — oo verschwindet, d.h. (2.3) ist
Losung. Ferner wurde gezeigt, dafl die Losung eindeutig ist.

Im Prinzip ist damit die Elektro— und Magnetostatik gelost, wenn p und j vor-
gegeben sind. In der Praxis ist das nicht immer der Fall. Z.B. gibt es Leiter, die
Randbedingungen an ¢ stellen. Bevor wir zur Losung der Gleichungen (2.1),
(2.2) mit Randbedingungen kommen, betrachten wir einige einfache Anwendungen
von (2.3).

Aus Differentiation von (2.3) folgt

_ 3.,/ / r—r —
Br) — [ 4 o) i =~V (2.4)
R3
B(r) = 1/di“"'(')xr;”/—VxA (2.5)
r) = - rj(r TEi .
R3

Ist j(r’) nur in einem diinnen Stromfaden mit dem Querschnitt da von Null verschie-

den, so folgt j(r')d3r’ = |j|dadr’ = Idr’, so folgt das Biot—Savartsche Gesetz:

B(r)zz/dr’x(r—‘r’).

v — /|3

Spezialfall: gerader unendlich langer Stromfaden im Abstand d —

1 e dx 21
|B(d)| = Ed/ioo (22 + d2)3/2 ~ de

wurde bei Gedankenexperiment in 1.3 benutzt (Integrale gleich!).

Erginzung zum Fundamentalsatz:
VxA = wr)
VA = g(r)
A ist eindeutig zerlegbar in A=A, + A, mit
VA, = g(r) VA, =0
VxAl:O V x A; = w(r)

z——V/ 3'—|— VX/ (r') ! 3

v —r'|
2.2 Multipol-Entwicklung

2.2.1 Elektrostatik

! Lot 1”aaj|‘ Laa xkaaak

r—[ e[ || 2t 31
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f

Ladungsverteilung

gt =T aajlll g%t _ ij

LI e[> ]

Identitat:

72

1
3(r-r)? —r’r’” = §(3x;x; — 2,7 045) Bz — x3.6i)

$(r) :/d3 T Zm

do(r) = % ) q= /d?’r’p(r’) Monopol-Moment
pr 3.0 (I :

¢1(r) = [ p= /d " p(r')r’  Dipol-Moment
1 Qijxix; 3wy — 12845

¢o(r) = 3 |Jr|5 e EQUJ\I'#J Quadrupol-Moment

¢ — 2! Pol, Q;; = fd?’r’p(r’)(?)x;x; - r/zéij), Qi = 0, Q;j = Qj; — finf un-
abhéngige Komponenten.

Die Potentialbeitriige ¢;(r) verschwinden wie 1/|r|"*1im Unendlichen, d.h. bei Ent-
fernung von der Ladungsverteilung gehen immer mehr strukturelle Details, die in
den hoheren Momenten enthalten sind, verloren. Kennt man p(r') nicht, so kann
man sich aus der Messung der 2'~Pol-Momente eine Vorstellung von p verschaffen
(Kernphysik). Andere Formen der Multipolentwicklung sind fiir praktische Zwecke
oft geeigneter:

: 1 -3 Rt
- cos
lr—r/|  (r2 412 — 21" cos x)1/2 r |H'1 Heosx

r’ < r. P(cosf) sind die Legendreschen Polynome

1 d .
Bz )21“ dzl< —1) (Formel von Rodrigues)

1
—(52% — 32)

1
f)()zl7 P1:Z, P2§(3Z2—1), P3=2(

Die Pi(z) sind ein Beispiel fiir ein orthogonales Funktionensystem
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Z\

<Y

(vollstindiges Orthogonalsystem im Intervall [—1,1]). x war Winkel zwischen r’ und
r. Gibt man r’ und r in Polarkoordinaten an: z = rsinf cos ¢, y = rsinfsinp, z =
rcos b,

sowird r -/ = rr’ cos x = r1'(sin @ sin @’ cos (p — ¢’) + cos §’ cos§). Man kann jetzt
Py(cos x) zerlegen

l

> Y (0,050 ,¢).

m=—

47

Py(cos x) = N1

Y1.m (0, ¢) sind Kugel(Flidchen)funktionen (spherical harmonics). Sie bilden ein vollsténdi-
ges orthonormiertes Funktionensystem

T

2
/d@/sinGdG Y7 0 (0,0)Y7 (0, 0) = 011 Sy
0 0

Nach einsetzen

J & p(r")Yy, (8, o't =t g = (=1)"q;, —m Multipolmomente.
Da es zu jedem [ 2 +1 m gibt — 2[4 1 unabhingige Komponenten von ¢;,, (Dipol
3, Quadrupol 5,...)

=0 Monopol

=1 Dipol

=k 2F_Pol

Zugeordnete Legendresche Polynome:

A+ 1\ ((1—m)\'? ..
Yim(0,0) = ( = ) (El—i-m;!) e"™? P"(cos0)

Y27_m(9,<p) lfm(‘ga(ﬁ)
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d
pm = —1)™(1 2\m/2 %
"= (ST 2R R()
m (=D 2ymy2 A1 !
A T A e Gl
Beispiel: [ =0, Yy = 1/\/47‘[‘
Yi1 = —1+/(3/2m) sinfe™?
=1
Yio = 1/(3/m) cosd
Folgt:
B 1
QOO - \/Eq
N 1 /3 .
91 = 9,1 = D) %(Pz — ipy)

_ 1 /3
dio = 5 sz

d.h. die Multipolmomente in kartesischen Koordinaten sind Linearkombinationen

der Multipolmomente in Kugelkoordinaten (vergl. Stumpf & Schuler, Jackson, etc.).

2.2.2 Magnetostatik

1 ) r| ol 1
A(r) = C/d?’lf'.l(lf'){tr| 3 T8 (Bxix — 2, 0in) (325 —fﬂi%)*—'“}
= > Ar)
1=0
1 302 (W —
Ao(r) = m d T_](r):o

Das Monopol-Moment verschwindet (vergleiche Diracschen Monopol).

Hilfsformel fiir beliebige Funktion g:

| #rvia - /8  da(gi) =0

j(r) muB fiir r — oo hinreichend schnell abklingen!

/d37“V(gj)=/ d3?"(J'V9+ng)=/ d*rjVg
% % ~—~ \%

=0

g=z; — [ jid*r =0Vi.

Afr) = — / () (r vy = BT

[r[?
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m = %/d%’ r’ x j(r') Dipolmoment
c

Hilfsformel g = zyz; — [ d®r' (255 + x;j;) = 0. Unter dem Integral z;zj;(r") =
%(I’Zx;j; —zijial) = %(r x (5" % r’))j + 2 Vertauschungen in Kreuzprodukten
EijkThElmn i Ty, = J5TpT — TGT1]),

1.Beispiel: Ebener Stromring

Gesamtflache

dr

d®rj = Idr

1 1 1 1
—rxdr=—-rdrsinpg=da — m:fn/da:an,
2 2 c c

d.h. das magnetische Dipolmoment ist unabhingig von der Form der F' begren-

zenden Kontur OF.

.. - N N
2.Beispiel: Mit j= )., ¢;v;é(r —r;) > m = L Doin1 QT X Vi = 5y T X

2c
M;v;. Annahme ¢;/M; = q¢/M. L = ", _,r; x M;v; ist Gesamtdrehimpuls, M;:

Massen.

q

M= 50

“magneto—mechanische Analogie”, diese Relation ist fiir den Spin falsch!

Erginzung: Diracscher Monopol

1931 Versuch Diracs, die Maxwell-Gleichungen zu symmetrisieren:

~ 1 5 47'('7

(II)  divB = 4nj(r,t)

p, j magnetische Ladungs— und Stromdichte. Monopol als Ende einer unendlich

langen und unendlich diinnen Spule:

A:—q/dlva
r—r/|
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dl parallel zur Léngsachse der Spule, Byjonopol = V X A — Bi® (in Spule).
(I1T) magnetische Punktladung ¢ im Ursprung hat Feld (es gibt Theorien, die solche

Losungen haben).

Dazu “Vektorpotential” in Kugelkoordinaten (mufl Singularitéiten enthalten)

Z)
e /r
X
_ _ 4 (1 —cosb)
A = (A Ao, Ap) = (0707 r  sinf )
1 0, . 0Ay q
B, — ingA ) 240l _ 4
! rsin 0 [aa(bme °) &p} 72
1 0A 10
B = _— L A = — =
f {rsin@ Oy r@r(r so)} 0-0=0
1[0 0A,|
A A
. 9
/2 Tt
A, — oo auf negative z—Achse, § = %% . %.

— keine Phasenverschiebung bei Aharonov-Bohm—Effekt, Phase

%g%dsA =2mn = iZwrsinﬂgm = Amqq
c r

he sin 6 [ he

— (i) ¢ = e0 — Go = §137eg Quanten der magnetischen Ladung
— (ii) aus der Annahme der Existenz eines Monopols mit Ladung ¢, ¢ = %% —

Quantisierung der Ladung.
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X/
< Singularitat, wird al
Artefakt betrachtet

—_

2.3 Elektrostatische Energie und Krifte
2.3.1 [Elektrostatische Energie

Die Arbeit im elektrostatischen Feld, die man verrichten mufl um die Ladung ¢ von

r4 nach rp zu bringen, betrigt

rp rp rp
Wz—/Fdr:—/qur = q/ng(r)dr
ra ra ra

= q(¢(rp) — ¢(ra))

F ist die Kraft des Feldes auf das Teilchen, d.h. gleich der negativen Kraft die man

aufwenden muf.

Sei speziell ¢(r;) = Zj\;l ﬁ, dann ist die Arbeit W; erforderlich, um die La-

dung ¢; aus dem Unendlichen nach r; zu bringen

Wi = qio(x;) .

Dies ist die Potenzielle Energie der Ladung ¢; im Feld der anderen Ladungen. Die

gesamte potentielle Energie aller Ladungen betriagt dann

% 45
Weou = ZZ ‘rll_jrj| §Zﬁ’

1=1 j<1i

oder allgemeiner geschrieben (unter Einschlufl der Selbstenergie i = j)

3 [ e et

oder auch

Und schlieBlich mit p = —(1/47)A
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Wa =~ [@romsom = & [areie) | o [ o(Voda

8 OF

Energiedichte w = (1/87)E?.

3/2

“Selbstenergie” einer fast punktformigen Ladung p(r) = qrn=3/2r53 exp (=12 /r)

mit Gesamtladung ¢ = fp(r)d3r und Radius r¢

W, — %/d?, &Pr /|r 1 |q27r_3r566 0(r2+r'2)
_ 1 s *6/d3Rd3R’ ie—%(R%R/z)/TS
TR IR|
_ %661 s 06 3/293/2,. 3/d3RR —R?/(2rd)
o 1 ¢ )
Dimensionsiiberlegung = W% — oo fiir rg — 0

r—r =R, r+1r =R/ 8((&;{ = 1/8.) Klassischer Radius des Elektrons ro =

mec?/ed.
2.3.2 Ladungen im dufleren Feld E**(r) = —V¢**(r)

Annahme, daf} sich E®**(r) nur schwach im Bereich der lokalisierten Ladungsver-
teilung p(r) verdndert (die E®** hervorrufenden Ladungen sind weit entfernt, dann
gilt div E™" = 0 in dem Gebiet, in dem p(r) # 0).

Die potenzielle Energie einer Ladungsverteilung im dufleren Feld betrigt

w = [ oo

Lege den Koordinatenursprung in das Gebiet, wo p # 0 (i.a. hingen die Multipol-

+}
r=0

momente von der Wahl des Koordinatensystems ab!).

1 X
o T ®i50i0;¢° “(r)

W = / {¢ext +r- V¢ext (I‘)

Verwende hier die Definition von Q;; und div E®*(r)

r=0

Wel — qd)ext (0) -p- Eext( ) QZ] Eext( )

Beispiel: Wechselwirkung zweier Dipole

1 3
We = 5 |P1p2 — 5 (p1r)(per)
Krifte auf eine Ladungsverteilung im Adufleren Feld:
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Alle Krifte wirken immer in Richtung von E®*. Lorentzkraft F = [ d®rp(r)E(r).

Entwicklung von E®*(r) um r = 0 ergibt:

1
Fel = quXt(O) + (p . V)EeXt(O) + EQijaﬁjEe"t(O) + -

(Ladung koppelt an Feld, Dipolmoment an Feldgradient, etc.) Hierbei wird ange-
nommen, dafl im Bereich p(r) # 0 keine Quellen der dufleren Felder vorhanden
sind (VE®! = V x E=* = ().

Drehmomente, die auf eine Ladungsverteilung im dufleren Feld wirken:

Nag = /dgr (r x p(r) - E™(r))

1
= px E™(0) + g&jkeinlalEIgXt(O) +

Nebenrechnung;:
et ERp(x) = eijraip(x) (ER0) + d ER(0) + - -)
1
= pX EEXt(O) + g&?iijjlalEth(O)

wegen [ d3reqr?d; O EF (0) = 0.
——
V xEext

Anmerkung: 9;F),(0) etc. steht fiir {%Ek (r) usw.
r=0

Nebenrechnung;:
1
Eext (I‘) — Eext (0) + a:i(‘?iEeXt + iximjaiajEeXt 4.
mit VE®™*(0) = V x E=*(0) = 0 folgt
813jE§“Xt — ikl OkElmn Om Bt = 0;0; E;f"t — 0,0k E + AE" =0

Swixjaic‘?jEe"t (0) = (31’1£UJ — r25ij)8i8jEeXt(0) — Fcl

2.4 Magnetostatische Energie und Krifte
2.4.1 Amperesche Kraftgesetz

Die Lorentzkraft von einem Stromelement j(r’)d3r’" auf ein Stromfadenelement lie-
fern I dr = j - dadr + Biot—Savartsches Gesetz

d d / )
dF(r) = %jd?’r x B(r) = C%H’ rx (d x (r 1))

|r —r/|3
Gehoren beide Stromfadenelemente zu zwei verschiedenen geschlossenen Strom-

schleifen, dann folgt das Amperesche Kraftgesetz
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F(r— 1) — Il’f%drx dr X (r—1') __II’]{% (dr-dr')(r —1’)
lr — /|3 |r7r’|‘3

II
Nebenrechnung: €;jxdx jekimdz)(Tm — x3,) = dzjdr(z; — o)) — (25 — 2})dw;d)
1 1
F(I‘ - I'/) = C?III f % m {—dr . dr’(r — I'/) + dr’(dr . (I‘ — I‘l))}

' 1
2. Integral %dr(r_rli)gfffdr.v —— =0
|r — 1’| v —r/|

Fazit: Parallele Strome ziehen sich an, antiparallele stofien sich ab (vergleiche Ge-

dankenexperiment von kap. 1.3).

Beispiel: Zwei unendlich ausgedehnte parallele Leiter im Abstand d

Ay Ay

F = f—II'//dydy /|3

y—vy -
F, = —*H’/ dydy’ ,|3=07 Y =y-1
oo o0 11/2 oo
_ gy _ _
Foo= gl /dy/dy e g |

— 0o

d.h. Kraft/Lénge F,/L = —(2/c*d)II" (so kann Ampere definiert werden).
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2.4.2 Strome im dufleren Magnetfeld B*'(r)

Betrachte wieder eine lokalisierte Stromdichte j(r), konzentriert um r = 0, wel-
che durch Multipole beschreibbar ist. Die Kraft auf die Stromverteilung durch das

dulere Feld ist:

1
Fusen = [ d'r £ir) x B (1)

Bext (I‘) = B¢ (0) +x; (8¢B6Xt (r))r:O + lxiwj (8i8jBeXt(r))

r=0

Im Bereich der Stromverteilung j(r) seien keine Quellen der dufleren Felder i.e.
V x B = 0 (9B = 9; B, —
1
[drixeom = 5 @i v)—x(G-9) < B

— %/d?’r[(r x j) x V] x B
= ¢(mx V) xB*" =¢[V(m-B™) - m(VB*)]

=0

AuBerdem wurde schon gezeigt, da8 [ d®r j(r) = 0. Damit

Fragn = (m- V)B*™(r) + ..

r=0

Beispiel: Spiralbewegung eines geladenen Teilchens in einem homogenen Magnet-
feld (Lorentzkraft fithrt zur Kreisbewegung). Im Zeitmittel ist mit der Bahn des
Teilchens ein magnetisches Moment verkniipft. Bei einer kleinen Inhomogenitit im
Feld B®** wirkt die obige Kraft in die Richtung schwéicherer Fluidichte (unabhéngig

vom Vorzeichen der Ladung des Teilchens.)
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Analog kann das Drehmoment bestimmt werden
1
Nimagn = f/dgrr x [j x B (r)]

— /d3 Bext )) _ (&)BeXt(O) —|—O(6iBeXt):|
=0

— 2c/d3 [ ( Bext) (j 'Bext)]
= %/dBT(r x j) x B™(0)

Ninagn = m x Bo(0) 4 - - -

Wir sind jetzt in der Lage, die Energie iiber die gegen die Kréfte Fp,,en und Dreh-
momente Npaen zu leistenden Arbeit auszurechnen. Dabei nehmen wir Bt als
zeitlich konstant an.

—0W =For+ Ny
(Translation + Rotation des Dipols). Mit V x B®* = 0 und ém = d¢ x m folgt
—W = V(m-B%0))dr + (m x B>(0)) 6

—  6(m x B™(0)) 4 6m - B*(0)

Winagn = —mB®*(0) + - -- O(9;,B***(0))

Dieser Ausdruck ist aber nicht die Gesamtenergie des magn. Moments im dufleren
Feld. Um den Dipol m in seine Endposition zu bringen muf gleichzeitig Arbeit
geleistet werden, um den Strom j(r), der m produziert, konstant zu halten. Obwohl
der Endzustand stationir ist, gibt es eine Ubergangsperiode, in der zeitabhingige

Felder betrachtet werden miissen.

2.4.3 Energie stationirer magnetischer Felder

Idee analog zu 2.3.1 in Elektrostatik: betrachte Arbeit an Punktladungen ¢; bei
Bewegung ér; = v;0t in der Zeit dt gegen die Felder E und B. Aber: Magnetfeld

verrichtet keine Arbeit an den Ladungen:

Winagn = —Zérl i { (r;) + 1vl X B(rl)] , or; || ov;

= -0t Z quZ‘E(I‘
i=1
N
= 7515/ drj(r,t)E(r,t) mitj= Zqivié(r —r;)
v i=1
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— magnetische Feldenergie wird lediglich iiber das Induktionsgesetz iiber B aufge-
baut. Bei langsamer Verdnderung induziertes E-Feld (E = 0 angenommen) VXE =

cc’?cB VxB= 4ﬂJ+(c8tE)

SWinagn = —5ti/ BrE(V x B) = —iat/ &#r{B-(VxE)+V-(BxE)}
ar Jy, 47 %
= f—ét/ BligB)_ 7&# da (B x E)
B 4 c ot 4m ov —_—
~R2(1/R?)(1/R2?)~1/R2

d.h. Einschaltvorgiinge sind wesentlich! Damit gilt im Limes V ~ R3 — oc:

Wmagn = /6Wmagn = 7\/ 6t7/ d3 B2 N Wmagn _ %fd3rB2(r)

magnetische Energiedichte wmagn = S—WB2 analog zur Elektrostatik. Weitere For-

meln fiir Wiyagn folgen mit B = V x A und der Darstellung von A {iiber j

Wossn = - [ ri(r) A = 515 [ abrar 1EIED

2¢ |r — 1’|

benutze dabei

/ B(V x A)d*r
14

/ [A(V x B) + V(A x B)]d*r
|4

4 1
= %/dSTAj—l—O(—

7

Die Schreibweise wmagn ~ B2 ist vorzuziehen, da sie am besten ausdriickt, daf die

Energie iiber den gesamten Raum verteilt ist, und nicht nur dort, wo j # 0.

2.4.4 Induktionskoeffizienten

Betrachte Kreisstrome I, I, ... durch die Rander 0F;, OF5, ... der Flichen.

a2

Die Stromdichteverteilung in den Leitern sei fest vorgegeben

71 3/.]
Aw = [ |r—r/\ Z/aF |r—rz|
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Betrachte magnetische Fliisse

B = /FdaBm—/F a(V x A)

= dr; A(r;) j{ j{ dr;r;
]iF Z OF; JOF; j|rz—ry|

L;; Selbstinduktivitét, L;; Gegeninduktivitét

(pgrzlagn Z LZJ I;

1
Lij = 72% % dI‘iI‘j _
¢ Jor, Jor, r; — 1l

Induktionskoeffizienten L;;. Fiir L;; miissen die Stromverteilungen im Leiter

beriicksichtigt werden! Der Leiter ist dann nicht mehr als unendlich diinn zu be-

trachten.
Li
[Li;] = ar;ge = 1 Henry fiir L
c
Vs 1 sec?
1H = =_.1071=
enry A 9 0 p—

Charakteristische Lénge fiir 1 Henry: ¢?-5-107! SCCC =9-10%-4-10~ " em = 10*km!

Mit den Induktionskoeflizienten L;; 168t sich die magnetische Energie nach einfachen

Umformungen in folgender Form schreiben:

N
1 ) 1
Wmagn = 270 /d37"_](1') A(I‘) = % E fiaF dI‘lA(I‘Z)II
i=1 i

N
Wiagn = ZI ) = % > LiLI;

i,j=1

Da Wiagn > 0 — Matrix L;; ist positiv definit, symmetrisch. Bei der Berechnung

der Selbstinduktivitit miissen wir den Leiterquerschnitt als endlich annehmen!

J(ra)j(ry)
d3/
’Iz r’|

Beispiel 1: Betrachte zwei quadratische Drahtbiigel mit Kantenlédnge a im Abstand
J.
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3
2
1 B
] 3
1 X
7
X nza+(L2E
n=-(1/2)
-a n=a-(1/2§
X=X =§
n=(1/2)8 .~ X (1/2)(x+x)=n
e E

Nur parallel (oder antiparallel) gerichtete Drahtstiicke geben einen Beitrag

Lap = 4L11 —4lL1y
ALy = /dm/dm'((m —2')? + (52)1/2
0 0
a ) a—(1/2)¢
0 (1/2)€
2, 52\1/2
= 2aln {W} —2(a® 4 62)% + 25

L131 = Lllf ((5 — (a2 + (52)1/2)

Wenn a =~ §, dann ist L von der Ordnung a/c?.

Jetzt betrachten wir folgende drei Félle:
(i) a =46, dann

8a
o2

Lap =

242
w2EY2 1 VE o avE| ~ 000
V3+1 c

(ii) § — 0, dann

8a a 2 8a a
Lip=— |In-+In— 2-2l~—|ln=-0.
= g gy e Ve w T o]

(iii) § — oo, dann

Beispiel 2: Selbstinduktivitit einer unendlichlangen zylindrischen Spule
_ 1 23 1 2
Wmagn = 87‘(’/B d’r = 2L11]

B = const = 0 auflerhalb der Spule mit divB = rot B = 0; B = const innerhalb,
§Bdr = 47“ Jdaj
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il

LBh = LJ:—WNIh7 B = 541[
c L ¢

n = N/L Windungen pro Lingeneinheit

1 [ 4r \® 1
Wmagn = 877T (nCI) 7TR2L = §L11[2
N2 R?

L -
11 2 L

1
47r26—2n2R2L = 472
2.5 Das Feld geladener Leiter

Feld im Leiter: Ladungen sind frei beweglich, Ladungsverteilung stellt sich so ein,
daB Krifte auf Ladungen verschwinden — E = 0 — ¢ = const im Leiter. divE =
4mp = 0 — Ladungen miissen sich auf Oberfliche befinden. (Tatséchlich befinden
sich die Ladungen 1-2 atomare Schichten unter der Oberfliche, wir betrachten dies

als Flachenladungsdichte.)

Feld auf Leiteroberfliche:

V x E =0, E =0 im Leiter. Stokes 0 = § Edr = [ E,ds

E(auﬁen) —E, =0

tangential

— E steht senkrecht auf Leiteroberfliche (ansonsten wiirden sich Ladungen bewe-

gen). VE =drp — [, d*rVE = [; daE, = 4x [, d*rp = 47 [, dao(r)

f(ausen) _ E, = 47no(r)

normal
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— E springt von 0 auf E,, beim Durchgang durch die Leiteroberfliche. (Bei einer
geladenen Fliche, die keine Leiteroberfléiche ist, gilt F,, = 2w, da beim Gaufischen

Satz beide Flidchen des Volumens 6V einen Beitrag geben.)

Feld im Hohlraum eines Leiters
Betrachte Hohlraum, der vollstdndig vom Leiter umschlossen ist. Dann ist das Feld

im Innern des Hohlraums gleich Null.

0V Oberfliche, die den Hohlraum vollig umschlieft, aber immer im Inneren des

Leiters liegt

ﬂ dapg B0mLelter gy / dPrp = 4nQy =0
ov 1%

d.h. die von 9V eingeschlossene gesamtladung @y verschwindet. Kénnen sich auf
der Oberfliche des Hohlraums Ladungen befinden, die sich zur Gesamtladung Null

kompensieren? Betrachte geschlossene Schleife OF

#(VxE)da:O:% drE:/ drE—|—/ drE
F oF aFy OF,
—_——— —_———

=0 im Leiter im Hohlraum
— E = 0 im Inneren des Hohlraums.
Auch die Umkehrung ist moglich: Befinden sich Ladungen im Hohlraum, so erzeugen
diese auflerhalb des Leiters (im AuBenraum A) kein Feld, wenn der Leiter geerdet

ist.

2.6 Elektrostatische Randwertaufgaben

Bisher wurde stets die Ladungsverteilung vorgegeben und dann nach Feldern ge-

sucht, die im Unendlichen hinreichend stark abfallen. D.h. “Randbedingung” ¢(r) =

O(2) fiir [r| — oo.

Jetzt wollen wir die Randbedingungen im Endlichen vorgeben:

z.B. Dirichlet—Randbedingungen: ¢ ist auf 0V vorgegeben (z.B. bei Leitern)
29

oder von Neumannsche-Randbedingung: E,, = —5% (wenn beide gleichzeitig

vorgegeben werden, so fithrt das i.a. zum Widerspruch!)
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Gefragt ist also nach einer Losung der Poisson—Gleichung mit
A¢ = —Amp(r)

fiir die auf den Flichen 9V; entweder ¢ oder d¢/0n vorgegeben ist.
Formale Lésung: Suche Greensche Funktion G(r,r’), d.h. lése Problem fiir Ein-

heitsladung ¢ = 1 am Punkt r = r’
AG(r ') = —4mé(r — 1)
Eine spezielle Losung (der inhomogenen Gleichung) ist (siehe 1.5.1)

G(r,r') !

TR

Sie ist aber wegen der Randbedingungen nicht ausreichend. Wir addieren daher zu

ihr die allgemeine Lésung F(r,r’) der homogenen (Laplace—) Gleichung
A F(r,r') =0

Dann folgt

1

) =

+ F(r,r’)

Verbinde jetzt ¢ mit G. Benutze hierzu die zweite Greensche Formel
/ (P AY — ¢ Ap)d’r = ?{ [pVY — V] da
1% av
in der wir 9 durch G ersetzen und ¢ durch ¢
[ 16698060 1) - Gl 1)A0] i
v
= ﬂda’ [V G(x' 1) — G(r',r) V)

(ApG(r',r) = —47d(r — '), )A¢p = —4dmp(r'))

Fiir r innerhalb von V gilt dann die formale Losung des Potentialproblems
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= rG(r',r 3r’—i a' [o(r' V.G, r) — G(x', 1)V, p(r
o) = [ oG = L[]l 090Gl x) = G ) Vote')

Die Freiheit in der Wahl von F(r,r’) erlaubt, in dem Oberflichenintegral jeweils

einen Term zu Null zu machen.

Fiir die Dirichlet—Randbedingung gilt Gp(r',r) = 0 fiir ' auf 9V, d.h. fir
F(r,r') ist der Wert auf OV vorgegeben.

o) = [ p)Got @' = 1 [ an o) VGt

d.h. F(r,r’) wird so bestimmt, da Gp(r’,r) auf OV verschwindet. Man kann zeigen,
daBl Gp(r',r) = Gp(r,r’) gilt (iiber zweite Greensche Formel).
Fiir von Neumannsche Randbedingungen ist eine einleuchtende Wahl V.G (r',r) =

0 fiir ' auf V. Aber aus

OGN
&' AvGy(r',r) = ﬂ da' = —4m
/v we ) ov on’

folgt, dafl diese Wahl nicht iiberall moglich ist. Die einfachste Wahl ist daher
OGN /On' = —47/F mit F Flicheninhalt von 0V

o) = [ p)Gn ()i + - [l Gy ) Vo) + [ datofa)

Fiir den wichtigen Fall des dufleren Neumannschen Problems ist F' = oo, also ver-

schwindet der letzte Term.

,,’ - E=—‘ch vorgegebe

~a -

Die Eindeutigkeit der Losung wurde schon friither bewiesen (in 1.3). Wir wollen jetzt
annehmen, ¢ sei auf dV vorgegeben. Die Randbedingungen kénnen kiinstlich durch
Ladungsverteilung auBerhalb des Volumens V' erzeugt werden: Spiegelladungs-

methode
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(p=const
Spiegelladung

Beispiel 1:

Beispiel 2: Leitender Halbraum, davor Ladungsverteilung p(r)

Einheitsladung

p(r)

Y

_

AN Humit

-

p(z—c0) =0

7.

V:R3,2>0 3V:R2,z=0

AN

@ (z< 0)= Oauf Oberflache (geerdeter Halbrat

N

V:R3,2>0,0V:R?2=0
¢(z — 00) = 0, ¢(z <0) =0
Fiir die Dirichlet—Randbedingungen ist die Losung gefunden, wenn die Greensche

Funktion bekannt ist

AGp(r,t') = —47é(r —1').

V ist rechter Halbraum, Potential einer Einheitsladung an r’

1
Gp(r,r') = m"‘FD(I‘»I‘/)

AyFp(r,r') = 0

Die Randbedingung lautet Gp(r,r’) = 0 fiir r = (z,y,2 = 0), d.h. F(r,r’) =

L fiir z = 0. Es liegt nahe, daf8 F(r,r’) von einer Spiegelladung herriihrt, die

G

symmetrisch liegt. Ort der Spiegelladung sei r'g: 2 = 2/, yp =/, 25 = -2

rg=r1r"—2n(n-r)
1

Fpr,r)=——
’ r — gl
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1 1
r—r/| |r—r'+2n(n-r')

o(r) = /Vp(r’)GD(r’,r)d?’r’

Tatséchlich existieren die Spiegelladungen nicht, sondern p(r) induziert auf der Lei-
teroberfliche Influenzladungen mit der Dichte o(r) = E,,(r) /4.

En<r):/vp(r,){ r-r  r—r +2n(nr) }dgr,_

r =12  |r—r' 4+ 2n(nr’)?

Mit [, p(r)d®r = Q muB [, o(r)da = —Q gelten (GauBscher Satz fiir Volumen,
das p und die Oberfliche einschliefit).

Da 9V durch z = 0 gegeben ist, kann man { } umschreiben

/33,
o) = - [ o) o

d.h. die Influenzladung hat entgegengesetztes Vorzeichen zu p.

— Wenn der Leiter fest und die Ladungsverteilung p frei beweglich ist, dann wirkt
auf p eine Kraft hin zur Metalloberfliche. Z.B. ist die Kraft auf eine Ladung ¢ im
Punkt r = (z,y,a), p(r') = ¢d(r—1'), F = ¢E(r) = —QQﬁ (~ Kraft von Spiegel—
oder Influenzladung auf freie Ladung).

Wir kénnen jetzt zusétzliche Ladung oo F auf die Leiteroberfliche (mit Flichen-

inhalt F' — o0) bringen. Diese Ladung wird sich dann gleichméBig auf F verteilen,

da die elektrostatischen Kréfte schon durch Influenzladungen in Balance sind.
E,(r) = 4m (o0 + o(r))
Die Kraft auf eine Ladung ¢ ist dann

F=¢gn (47r00 — %) ,
a

d.h. fiir Abstéinde a < a1 = 1(g/m00)'/? ist immer Anziehung vorhanden, un-
abhiingig vom Vorzeichen von og. Dies erklirt, warum ein Uberschuf8 an Ladung
auf der Oberfliche diese nicht einfach verlassen kann.

Die aufzuwendende Arbeit ist W = — f;ol dzF ~ —8rmogqa; + %, ap ist eine mi-
nimale Linge, unterhalb derer man den atomistischen Aufbau des Metalls beriick-
sichtigen mu#f.

Andere Beispiele fiir die Spiegelladungsmethode

Leitende Kugel (Ubungsaufgabe: zwei unendlich weit entfernte Ladungen +q fiir

Erzeugung eines homogenen Feldes)

Ladung zwischen zwei Metallplatten - man braucht unendlich viele Spiegelladungen
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2.7 Kapazitatskoeftizienten

Gegeben seien N Leiter Ly, Lo, ..., Ly mit den Potentialen ¢1, ¢2,...,¢n und ei-
nem ladungsfreien Zwischenraum.

Frage: Welche Ladung g¢; sitzt auf den Leitern? Oder Umkehrung: Ladungen g;
gegeben, welche Potentiale?

Dirichlet—Green Funktion Gp(r/,r) = 0 fiir v’ € 9V;. Potential im Zwischenraum

(r ¢ ov;)
N
o(r) = —% Z/avv da’ ¢(r')VGp(r',r)

Achtung: das Fldchenelement da zeigt aus V heraus, d.h. in den Leitern hinein!

Ladungen auf den Leitern:

1 1
4 = /daa(r)zﬂ/daEn:—E/da%‘b(r)
av; av;

oVv;

E,, ist Oberflachenfeld, a—an Ableitung nach auflen.




oV,
N
qi = ZCZ-]-QSJ
j=1
1 1 1 1
_ . B . .
Wa =3, dao(r)p(r) =5 qidi 3 ZC’ijgbng] 5 S (Y0
ZZlBVi =1 2] i,j
— 1 / a 6 /
CZJ — W/da / da %%G(r’r)
avi oV,
N
Cij = Cji, Z Ci; =0, Cj; positiv definit
j=1

Dimension: Cj; ~ ﬁ S22 % ~— (4;)2 L.

Gaufi—-System: cm

MKSA-System: 42 = 1 Farad £ 910" cm = 9 - 10%km
Geladene Kugel W = $¢*C~' = L [ 4mr?dr - (%)2 =5
— C=R

Spezialfall: zwei Leiter, deren Gesamtladung Null ist, bilden einen Kondensator.
Seine Kapazitét C definieren wir iiber seine elektrostatische Energie Wyong = %%
Beispiel: Kugelkondensator, bestehend aus zwei Kugelschalen mit den Radien R;

und R, und den Ladungen ¢; und q,

1
Potential fir R > R, Y1 = E(qz + ¢a)
. . qi da
Potential fir R; < R < R, ==+ =
otential fiir V2 R + R,

Potential auf innerer Kugel v =¢@a(R=Ry)

Potential auf dulerer Kugel va = p2(R = Ry,)
Wenn man ¢; und ¢, nach ¢; und ¢, auflost, ergibt sich
1 R,/R;, -1
Cij=x—7 ( TR )

Spezialfall ¢; = —q,, W = %qa(goa —p;)) = C = 1/(1% - R%L) Wenn R, — oo, dann
C = R;.

Beispiel: Kugelkondensator mit endlich dicken Kugelschalen
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Wegen Radialsymmetrie: %2%7“2 = %(b(r) = 0, allgemeine Losung ¢(r) = —2 + b

T

0<r<m ¢1(7")=—7+b1
ri <r<Ty ¢:const:fﬂ+b1:—%+bg
Ti Ta
ag
ra <r <R a(r) = == +bo
a9 as
R, <r<R, = t=——+by=——"+4b
r ¢ = cons Ri+ o Ra+ 3
a:
Rq, <r ¢3(7"):_73+b:3

6 Konstanten a ...bs: 2 Stetigkeitsbedingungen + b3 = 0 wegen ¢(r — o0) = 0
4+ a; = 0 um Singularitdt auszuschlieBen + ¢, Q) Gesamtladung auf innerer bzw.

dullerer Schale.

Oberflichenfeld:
03 az
—— =47y, = ——
or m R2
O as
— =47¥;, = —
+ (97‘ r=R; e R’L2

— Am(RI%,+ Ri%;) = Q =az —ag

0
T S
37" T=Tq Ta
0
_i_ﬂ =0 wegena; =0,a3=—(¢+Q)
87’ T=7;
— bzzﬁ—ai:—i-f—q—’—Q

Ri Ra Rz Ra

_ 2,44 1t@Q
by = 7”a+b2_7“a Ri+ R
1 1
¢ = q(r—R_>+q;Q wenn Q = 0, dann existiert auflen doch ein Feld!
_ 9 g  q+Q

92 = R R,

_l’_
g = 19

r
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Gaufischer Satz fiir R; < r < R,: Gesamtladung 4no,r2 = q + 473, R?

= —q ist

Null — Feld im Leiter verschwindet.

Statt der Ladungen kann man aber auch die Potentiale ¢y und ¢y vorgeben

= _— = —— b
®o R, R + by
a
Yo = =24 bo
Ta
R,

Wir kénnen aber auch die Gesamtladung ¢ auf der inneren Kugelschale und ¢ auf

der dufleren vorgeben:

as
bo
as

ba

b3
b2

_Ra¢0
a

by — é_

—q

o — }%

Pofa 1 Erdung ¢y = 0 — kein Feld

.
q q
T + ¢)O RZ
q q
oo R, + "
+ D(x')nV’ LI / (c(x") + D(x')nV’) !
Ix —x/| x —x/|

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
o

2.8 Freie elektromagnetische Wellen

Setzen jetzt p = j = 0, lassen aber zeitabhéngige Felder zu — es gibt nicht—triviale

elektromagnetische Losung ~ “Lichtquantengas” oder “freies Feld”

A

Uo

= —%j(nt) + VA

1 02
(A‘CQ(MA

1 67
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A= %%qﬁ + VA (A = 0 Lorentzeichung). p = j = 0 und Anwendung von rot A

bzw. Vo — L2 A

OB — da VxVA=0
9, 19

1
OE= 0 da -V—A—--—VA=0
& c Ot c Ot

Betrachte spezielle Losungen der Wellengleichung:

Ebene Wellen: Die Komponenten f(E,, Ey, E, By, By, B.) hingen nur von einer

2
Ortskoordinate z ab. g—; — 2 gxé = 0 148t sich sofort 1osen

0= (0 — c02)(0¢ + cOz) f
Fiihre neue Koordinaten ein ¢ = t—(z/c), n = t+(x/c) =t = %(@r??), r = 5(n=E)
ot Ox 1/0 0
Of = oOf (8{) + 0, f (85) =3 <8t - C&;) f
1/0 0
onf 3 (at + 03:17> f

2
— c20f = —(%afn =0 % = F(n) beliebige Funktion. f = f1(£) + f2(n), wobei f;

und fo willkiirliche Funktionen sind. — allgemeine Losung von Of = 0 ist

@)= hilt = 2) + falt + 7).

f1 stellt Wellenziige (nicht notwendig periodische) dar, die sich ldngs der positiven
x—Achse mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, denn die Amplitude bleibt dieselbe
fiir alle Punkte, die ¢ — £ = const erfiillen, d.h. fiir z = g + ct.

f2 stellt analog Wellenziige dar, die sich in umgekehrter Richtung bewegen.

Verallgemeinerung auf beliebige Ausbreitungsrichtung n

nr
= E(— -t
(= -1
nr
B = B(— -t
(= -1
n Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung.
OE; n; OE,
diVE:aiEi:_@ﬁ ~%: e, O =0 — E_, = const

divB =0 analog

— E und B kénnen in Ausbreitungsrichtung n héchstens (oértlich und zeitlich)

konstante Felder sein, d.h. ebene elektromagnetische Wellen sind transversal

n-E=0

n-B=0

53



E,B und n bilden drei aufeinander senkrechte Richtungen (Rechtssystem) wenn

man zeitlich und rdumlich konstante Felder aufler Acht 148t:

V x B(p(r)) = Vio x 5UB(y)

9. — o OB, Op _ O _ OB s _ nr _ — _1p —
da €10, Ex(p) = €ijk Dy D2, = b itk gy Wit ¢ = T —t und rotE = —2B =
—%nXEZ—%BHanXE.

Weiter folgt: |E| = |B].
Wir betrachten jetzt speziell ebene monochromatische Wellen.

E = ReEpe!®* ) B=nxE,

2
A= e Wellenlénge
w
w Frequenz
k= gn ‘Wellenvektor
c

k-r—wt Phase

Eq Amplitude

Polarisation monochromatischer ebener Wellen: Ej = be‘®,
|Eo/?=b?>=b-b

b = by +iby (Real- und Imaginiirteil), b? = b? — b2 + 2ib; by, da b? reell by L b,.
Wiéhlen wir z.B. by || y—Achse, by || z—Achse, k || x—Achse. So gilt

E, = bicos(wt—k-r+a)=Re(be iatilkr=wi)

E, = zbysin(wt—k-r+«)

Es folgt (%)2 + (%)2 = cos? (wt —k-r+a) +sin? (wt — k- r + ) = 1 Ellipsen-
gleichung.

In jedem Raumpunkt rotiert der elektrische Vektor in der zur Ausbreitungsrichtung
senkrechten Ebene auf einer Ellipse: elliptisch polarisierte Welle. Spezialfall
b1 = by: zirkular polarisierte Welle. Spezialfall by = 0 oder b, = 0: linear
polarisierte Welle. Das Vorzeichen vor by in der Formel fiir £, bestimmt den
Schraubensinn der elliptisch polarisierten Welle: 4+ Rechtsschraube in z—Richtung;
- Linksschraube in z—Richtung.

Aus den monochromatischen Wellen 148t sich iiber die Fouriertransformation die
allgemeine Lésung der Wellengleichung darstellen.
Fouriertransformation: Benutze Orthonormalsystem ¢, (z) = %62”””‘/ L

T no=
0,£1,..., ~L/2 <z < L/2.
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Das Orthonormalsystem ¢, (x) ist vollstindig im Intervall —L/2 < z < L/2, d.h.
jede Funktion f(z), die stiickweise stetig ist, kann nach ¢,, entwickelt werden.

f(])) — Z fn 2minz /L

?7,7700

L/2
T _ —Qﬂina:/L ) dz
Fula) ¢f/ f(z)d

1L/2
f(x) = f(x + L): Darstellung einer stiickweise stetigen Funktion der Periode L.
Wir suchen jetzt eine Darstellung fiir alle (stiickweise glatten, integrablen) Funk-

tionen, nicht nur fiir die periodischen. Wir gehen deshalb mit L gegen Unendlich:

kn:@ Ak 2 V fn

_ Z \/>.fn 27TZ’ILCE/L27T :\/72771- i J?(kn)ezknxAk

R
f(z) = Tﬂ'/ f(k)e*® dk Fourierintegral

¢ 72kz : :
Fouriertransformierte
)= gz [ e st

Analog in d = 3 Dimensionen

f6) = @2 [ fagetdy

i) = @ﬂ*”[&éﬂﬁwfr

Anwendung auf die Wellengleichung

82
( 126t2+A>f( 1) =0

Nach Integration iiber r und zweifacher partieller Integration
18 L) ;
<28t2 +k > f(kﬂf) =0
— allgemeine Losung

Fliet) = & (al)e™ + b1y’

mit ’w = clk| = w(k) ‘
Da f(r,t) reell ist, folgt f*(r,t) = f(r,t) und damit f(—k,t) = f*(k,t) und damit
a*(k) = b(—k).
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— Allgemeine physikalische Lésung der Wellengleichung:

oo

f(r,t) = (2m)"*?Re / a(k)e! k=t g3 (2.6)

—00

f=(Es,Ey,E,, By, By, B;). Durch Vorgabe von E(r, ty), B(r,ty) wird die Lésung
(2.6) eindeutig

E(r,t) = (27r)*3/2%/d?’keik‘r [a(k)e ™" + b(k)e™']
E(r,0) = %(2w)—3/2/d3k[a(k)+b(k)}
CE(0) = gem Y [ dk(-ilk) o) - b1

Auflésung durch Fouriertransformation:

lak) +b(k)] = (277)73/2/efikrE(r,0)d37’

N — N~

[a(k) —b(k)] = (2m)~*%ik / e’“‘r%E(r,O)dST

rot B(r,0) = %gE(r, t)

: — a(k) und b(k) eindeutig bestimmt. Analog fiir B.

t=0
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Kapitel 3

Erhaltungssitze und
Invarianten

3.1 Erhaltungssitze

3.1.1 Ladungserhaltung

p+divj=0

3.1.2 Energieerhaltung

E-VxB = -E— +—_E-j
C

B- E = ——-B—
VX c Ot

! a(E2+B2) = EVxB—BVxE—ﬂTjE:—V(ExB)
C

2¢ Ot

o1

8t8W(E2+B2):—j-E—V-S

S = £E x B Poynting—Vektor.

E? 4 B
Q/d?’r;:—/j-Ed%— S da
315 Vv 87T 1% ov

Links steht die Energieinderung des elektromagnetischen Feldes, rechts unter ¢

Integrale Form

der Energiestrom nach aufien. Die Leistung, die das Feld an die Ladungsverteilung

abgibt, ist
1
voiF = vpdV [E + P X B} =vpdVE = jE§V
EIIl 1 .
dBmech — / j-EdV
dt v
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S ist keine physikalisch relevante Grofle, nur VS, letzteres wird nichtgeéndert bei

S—S'=S+Vxa.

3.1.3 Impulserhaltung

Anderung der mechanischen Impulsdichte p(t,r)

. 1
Pmech = F = P(E+ Ev X B)

P 47TV
c 10E
. — . B -
. 4r (V X c Ot )
) 1 1 OE
meCh - 47‘[‘|:E(VE)+CBXatBX(VXB)
1 10
= —|E(V-E)+B(V-B)-Ex(VxXxE)-Bx (VxB)—fa(ExB)
m c
Verwendet:
1 OE 0 0B
-Bx— = —(ExB)+Ex —
c Xat cat( xB)+ Xcat
= —%(EXB)—EX(VXE)
E(V-E)-Ex(VxE) = EV;E - EemmVibn
= E,V,;E; — (ViEn)En + EnV i E;
0 190
= @(EiEj) - 5871]5’”
Fiihre ein:
1 1
1 1
Ty = 4 |BEi+BiB; - 5<5ij(E2+B?)

g ist elektromagnetische Impulsdichte, T;; Maxwellscher Spannungstensor.

0
a7 \Pmech = I
(%(P n+g)=V-T

oder

0 0
&(pmech + g)z - 87%];7

oder nach Integration iiber ein Volumen V und Gauflschem Satz

d 1d1

—D, PR
tp nech,i cdt 4n v

d (E X B)idgr = #vTij daj
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Fiir V' — oo Oberflichenterm verschwindet der Oberflichenterm.

Interpretation: In einem endlichen Volumen éndert sich der Gesamtimpuls (pPmech +
g) durch Ausstromen. Dabei wird auf die Oberfliche eine Kraft ausgeiibt (Span-
nung=Kraft /Fliche).

3.1.4 Drehimpulserhaltung

%r x p Anderung der Drehimpulsdichte.
Analog zu 3.1.3 Gesamtdrehimpuls des Feldes Lgqq etc.

0

0
ar Lmec L eld )i — d3 7Mi
8t( n + Lr ld) /V r al'l

1
Lgela :/ dSTI‘ X *28
v C

Den Tensor M;; driickt man durch r und T;; aus.
Beispiel zu Energie und Impuls: ebene Welle
E, B, n sind orthogonal, |E| = |B|
S=fExB= SEMn, w=g(E2+B%) =2
S = cwn: Feld propagiert mit Lichtgeschwindigkeit

g= C%S = “n: Impulsdichte

Maxwellscher Spannungstensor: n || z—Achse

E = (FE;,0,0), B=(0,B,,0)

nur 7T,, = —w ist verschieden von Null.

Die Maxwellschen Spannungen kann man als Strahlungsdruck der Lichtwelle

wahrnehmen. In nebenstehender Anordnung fillt eine elektromagnetische Welle in

ein absorbierendes Volumen V ein.

Lichtwelle |

~NY

Kraft in z—Richtung

d d

w -
Fz = %pmech,z = *% v Z dST + /8\/ Tzl dal

Der erste Term der rechten Seite verschwindet im zeitlichen Mittel {iber eine Periode
(E = Egcos (kz —wt), tyg = 2 /w). Im zweiten Term ist nur 7,, = w = 0, und nur
die Flichen bei z = 0 und z = a tragen bei: £z = p = w(z = 0) — w(z = a).

Anwendungen: Astrophysik (Kometenschweif), Lichtmiihlen.
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3.2 Transformationsverhalten elektromagn. Grofien
bei einfachen Transformationen

3.2.1 Invarianz gegen zeitliche Verschiebung

Elektromagnetische Groflen sind invariant gegen zeitliche Verschiebung, da Operato-
ren, die auf E und B wirken, nicht von der Zeit selbst, sondern nur von Ableitungen

nach der Zeit abhéngen.

;o 10B(t) B
V=ttty, ——=—VxEl)=0
/_
B(t' —t)) = B'(t'), E( —to) = E'(t'), lw _ VX Bt to)

3.2.2 Invarianz gegen ridumliche Verschiebung

Elektromagnetische Gréflen sind invariant gegen rdumliche Verschiebung, da Ope-
ratoren, die auf E und B wirken nur von rdumliche Ableitungen, aber nicht vom

Ort selbst abhédngen.
r =r+rg V.E(r) = 47p(r)
ot —10) = p(K')  VWE — ro) = dmp(x’ — o)

E(r' —ro) = E'(¢) V. E'(r') = 4np' (')

Beide Transformationen haben Gruppeneigenschaften, denn es existiert das Pro-

dukt zweier Transformationen ( Nacheinanderausfithrung), das inverse Element

Zeitliche und raumliche Translationen bilden eine 4—parametrige abelsche Lie—
Gruppe.

Abelsch: Operationen kénnen vertauscht werden, ohne das Resultat zu veréndern.

3.2.3 Invarianz gegen radumliche Drehung
Betrachte lineare Transformation von einer Basis e; zu anderer Basis e;
e; = Dikek .

Diese soll den Vektor a = a'e; invariant lassen, d.h. a = o’ ie; (das Koordinatensy-
stem ist nur ein Hilfskonstruktion). — o L= Dk_ilak , 2_1 ist die inverse Matrix zu

D

a= D,;ilakDuel = dpa”e; = d¥ey, .
Sind alte und neue Basis orthogonal, dann gilt (setze Indizes wieder nach unten)

2 _ .2 __ 2
a‘ =a; =aq

/!
e;e; = 0;; = DipDjiepe; = DipDjy.
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dh. D' = Dy, oder D" = DT — a) = Djay. det D = +1, D ist dann eine
orthogonale Matrix und damit ...

Bei eigentlichen Drehungen ist det D = +1
E; = DixEy, B;= DBy, j;=Dijx, p =p

oder kiirzer:

0 _ Oz 9 I _ .
9aT = 0af Do (oder V' = DV), damit

0 0 0 0
—F'=Dy—DixE, = Dy D) —E, = —E,
oz " Fow, N B P P

und damit sind div E = 47p und div B = 0 invariant.

Analog transformieren sich Tensoren T; n-ter Stufe

1~~-in

T} ., (") =D Diyj, ... Di 5, Tj, . j,(r)

Beispiel total antisymmetrischer Einheitstensor €,

!/

Eijk: frd Dii'Djj’ Dkk'gi'j'k:’
D’il -Djl Dkl

/

Eijk = det Dig Dj2 Dkg

D;3 Djz Dys
= DiyiDjoDys + Dj1 DyoD;is + D1 DioDjs — DisDjoDyy — Dij1 DjsDyo — DiaDj1 Dys

Nach Voraussetzung ist ¢;;; ein Tensor. Wenn (7, j, k) = (1,2, 3), dann erhilt man

det D = 1, vertduscht man zwei Zeilen @ndert sich das Vorzeichen (|D| = \QTD —
'E'—/aEI—DDDDD 8E
(rot' E'); = Eijk% ko= it Vjjr Ukk L km% mEi’j k!
J

= 0ju0k'mDii€irjrk O Em

= Div€inmOEm
10 10
- —B;=-—D;sBy
cdt " cot
10 10
t'E')i + — = B] = Diir ( €irtmO1Em + ~ ;B | =
(ro )+CatZ <€lal -‘rcat ) 0

Nach Multiplikation mit D, folgt

10
5klmalEm + E&Bk =0

Analog mit rot B = 47” j+ %%E, d.h. die Maxwell-Gleichungen sind invariant gegen
die eigentlichen Rotationen.

Aufler den Maxwell-Gleichungen sind viele Folgerelationen rotationsinvariant.
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Man iiberzeugt sich leicht, dafi der Maxwellsche Spannungstensor, der Quadrupol-
tensor etc. sich tatséchlich wie Tensoren zweiter Stufe transformieren. Die (eigentli-
chen) Drehungen bzw. die eigentlich orthogonalen Matrizen bilden die Drehgrup-
pe SO(3) (spezielle orthogonale Gruppe), eine 3—parametrige kontinuierliche
nicht—abelsche Gruppe, d.h. die Drehungen kommutieren i.a. nicht miteinander.

Zur Parametrisierung konnen die Eulerschen Winkel dienen.

3.2.4 Invarianz gegeniiber der Spiegelung und Inversion

Die allgemeinste ldngenerthaltende lineare Koordinatentransformation wird durch
eine beliebige orthogonale Matrix D mit det D = 41 beschrieben.

Eine spezielle uneigentliche Drehung (det D = —1) ist die Inversion I: D, = —d;,

10 0
eine andere die Spiegelung S: D;, = |0 1 0
00 -1

Jede uneigentliche Drehung D_ kann als D_ = ID, = D,I geschrieben werden,
wobei D eine eigentliche Drehung ist, oder auch als D_ = SD_ . Daher kénnen die
D_ auch als Drehspiegelungen verstanden werden.

Die Struktur der Drehgruppe ist O(3) = SO(3) x {1,I}. Der uneigentliche Teil von
O(3) hingt nicht mit SO(3) bzw. 1 zusammen, d.h. man kann keine uneigentliche
Drehung aus kleinen Schritten erzeugen, die Inversion ist eine diskrete Transforma-
tion.

Die Tensoren beziiglich SO(3) (z.B. Skalare, Vektoren, Tensoren zweiter Stufe etc.)

kénnen sich beziiglich O(3) auf zwei verschiedene Weisen verhalten:

(i) es gelten die gleichen Transformation—Gesetze

T i, = Dijy - Di,j, Tj ., (3.1)

Lin

— diese Grofien werden als “echte” Tensoren bezeichnet, insbesondere gilt

beziiglich der Inversion T}, = (=1)"T;, ,;

(ii) die Tensoren erhalten bei uneigentlichen Drehungen ein anderes Vorzeichen

T

Zl...’in

= (det Q)Diljl e Dinjnle-ujn 5 (32)
solche Tensoren heiflen Pseudotensoren.

Beispiel: Ortsvektor r ist echter Vektor: bei Inversion geht (x,y, z) in (—z, —y, —z)
iiber, d.h. T = —T;.
Kreuzprodukt a x b = ¢, dabei seien a, b echte Vektoren. Die Richtung von ¢ wird

mittels der Rechtehandregel festgelegt. Ohne eine Regel dieser Art 148t sich c
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nicht koordinatenabhingig festlegen. Bei einer Spiegelung geht die rechte Hand
in die linke Hand {iber und damit wird die Richtung von ¢ nach der Spiegelung durch
eine Linkehandregel festgelegt, d.h. ¢ transformiert sich nach (3.2). Man stellt einen

Pseudovektor besser als ungerichtete Strecke (fiir die Stirke) + Umlaufsinn dar.
AC

d> a

o
oV

Echte Vektoren werden auch als polare Vektoren, Pseudovektoren als axiale Vek-
toren bezeichnet.

Regeln: Das Vektorprodukt zweier axialer Vektoren ergibt einen axialen Vektor,
das Vektorprodukt eines axialen und eines polaren Vektors ergibt einen polaren
Vektor. Das Skalarprodukt eines polaren und eines axialen Vektor ist ein Pseudos-

kalar.

Wir betrachten nun das Verhalten der Elektrodynamik unter uneigentlichen Dre-
hungen:

Sind Ladungen echte oder Pseudoskalare? Dies kann nicht entschieden werden, wird
aber durch Konvention gelost: elektrische Ladungen sind echte Skalare . (System
kann nicht aktiv gespiegelt oder invertiert werden, folglich ist nicht feststellbar, wie
Ladungen sich bei einer solchen Transformation verhalten. Im Gegensatz zu den
diskreten Tranformationen Spiegelung und Zeitspiegelung sind die kontinuierliche

Transformationen Translation, Drehung, Lorentztransformation aktiv realisierbar.)

y

F
.

F = gE — E echter Vektor (wie F)
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F = ¢¥ x B — B Pseudovektor

j, V sind echte Vektoren.

— Forminvarianz der Maxwell-Gleichungen beziiglich uneigentlicher Drehungen
divE = 4mp (Skalar)

div B = 0 (Pseudoskalar, magn. Ladungen wiren Pseudoskalare)

rotE = —%%B (Pseudovektor, magn. Strome wéren Pseudovektoren)
rot B = 2%j + 1 2 F (Vektor).

Die Invarianz der Maxwell-Gleichungen ist unabhingig von der oben getroffenen
Konvention gegeben. (Wenn p Pseudoskalar — E Pseudovektor, B echter Vektor, j
Pseudovektor, magnetische Ladungen und Stréme wéren echte Skalare und Vekto-
ren.)

Ergebnis: Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum sind invariant gegen Inversion,
oder paritidtsinvariant: P-invariant.

Also: falls p(r) das elektrische Feld E(r) erzeugt, so erzeugt bei Inversion p/(r’) =
p(—r) das elektrische Feld E'(r') = —E(—r), falls j(r) das megnetische Feld B(r)
erzeugt, so erzeugt j'(r') = —j(—r) das Feld B'(r') = B(—r).

Es besteht a priori keine Notwendigkeit dafiir, dafl alle Naturgesetze gegeniiber der
hier spezifizierten Inversion invariant sein miissen. Die Gesetze der Elektrodyna-
mik besitzen (konventionsabhéngig) diese Invarianz. Die schwache Wechselwirkung
wére inversionsymmetrisch, wenn man die elektrische Ladungen als Pseudoskala-
re betrachten wiirde, d.h. der f—Zerfall verlauft in gleicher Weise, wenn man ihn

spiegelt und gleichzeitig alle Ladungsvorzeichen umkehrt, d.h. er ist CP—invariant.

3.2.5 Ladungsumkehr (—konjugation)

E=-E
B' - -B
i'=-j

Auch diese Transformation 148t die Maxwellschen—Gleichungen invariant: C—Invarianz.

3.2.6 Bewegungsumkehr

Zeitspiegelung t' = —t. Gegeniiber der Bewegungsumkehr T verhalten sich r,F, p
gerade und v,j ungerade — mit F = ¢(E + %v x B) folgt fiir die Felder E' = E,

64



1. 4 1 0 4
ot B/ - B/ - %j’ — —rot B(~1) - - (-) E(—t) + %j(—t) ~0.

— Maxwellsche Gleichungen sind invariant gegeniiber T: T—Invarianz.

Anmerkung: Jede bisher bekannte Feldtheorie ist invariant gegeniiber der gemein-
samen Ausfithrung von TCP (TCP-Theorem) (muf} in lokaler Quantenfeldtheorie
so sein).

3.2.7 Eichinvarianz

Siehe 1.5.

3.2.8 Invarianz gegeniiber Lorentztransformationen

Siehe 3.3.

3.3 Lorentzinvarianz oder die Spezielle Relativitéts-
theorie

3.3.1 Lorentztransformation

Aus der Mechanik ist bekannt: es existieren Inertialsysteme als Bezugssysteme,

in denen ein kriiftefreier Korper eine konstante Geschwindigkeit besitzt.

Relativititsprinzip: in jedem Inertialsystem haben die Naturgesetze die gleiche

Form.

Klassische Mechanik: Ubergang zwischen zwei Inertialsystemen mittels Galilei-

Transformation

=t

r=r—vt

ABER: die Maxwell-Gleichungen sind nicht Galilei-invariant.

0 0 0
v=v, (= = (= = (= v
’ ( at/ ) r’=const (8t> r’=const (at) r=const - (v )t:COHSt
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Nebenrechnung;:

£= (t,I‘)7 5/ = (t,[‘ - vOt)
0 =0 o

0 = 06 0¢)

J

o O 0 =O(x;—uvit) O D ,
8mi_8xi%+; ox; 81‘;-_8733; - V=V

o a Naj—vt) & 0 =~ 0 o 0

o o +; ot ox,  or ;”ﬂ o T o0 oYY

Betrachte jetzt z.B. die homogene Wellengleichung OE = 0 als spezielle Folgerung

aus den Maxwellschen Gleichungen. Dann ergibt die Galilei-Transformation

92 1 02 1/0 2
! o _ P
oo 012 2 ot Voo (at +Vv> ’

d.h. die homogene Wellengleichung ist nicht Galilei-invariant. (Dies wére eventuell
akzeptabel fiir Wellen, die sich in einem Medium ausbreiten, nicht aber im Vakuum,
wie der Michelsonversuch beweist.)

— Damit ist auch die gesamte Maxwell-Theorie nicht Galilei-invariant. Wir miissen
also nach einer Transformation suchen, die den Ubergang zwischen Inertialsystemen
beschreibt und dabei das Resultat des Michelson—Versuchs beriicksichtigt. Dies be-
sagt: In allen Inertialsystemen breitet sich das Licht (und damit auch andere elek-
tromagnetische Wellen) mit der Geschwindigkeit ¢ ~ 3 - 10'%cm/sec aus.

Betrachte jetzt zwei Ereignisse, die im Inertialsystem K den rdumlichen Abstand

(Ax?)'/? und den zeitlichen Abstand (At?)'/2 haben. Dann heifit die GroBe s, wobei
5% = *At? — Ax?,

der Abstand zwischen den Ereignissen. Verschwindet im Inertialsystem K der
Abstand, so verschwindet er auch in jedem anderen Inertialsystem, da in K ein
Signal, daf in r; zum Zeitpunkt ¢; mit der Geschwindigkeit ¢ ausgesandt wird, ry
zum Zeitpunkt to erreicht. Ax? = (rg —r1)?, At? = (ty — t1)?, 2At? = Az?.

Sind zwei Ereignisse unendlich benachbart, so ist ihr Abstand
ds® = 2 dt? — da? — dy? — d2? .

In einem anderen Inertialsystem ist ihr Abstand ds’”>. Da ds,ds’ infinitesimale

Grofen sind, gilt

2
ds® = ads'”.
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a kann nur vom Absolutwert der Relativgeschwindigkeit beider Inertialsysteme
abhéngen (Isotropie, Homogenitit von Raum und Zeit). Betrachte drei Inertial-

systeme K, K1, Ko mit Relativgeschwindigkeiten vy, vo und wvqs.
ds® = a(vy) ds? = a(ve) ds3, ds? = a(via) ds3
— a(vy)a(viz) = a(vy)

v12 héngt nicht von vy, vo allein, sondern auch vom Winkel zwischen v; und vy ab

— a=-const =1

d.h. der Abstand zwischen zwei Ereignissen ist eine Invariante.

Es ist zweckméBig, einen Vierer—Ortsvektor x (im Minkowski-Raum) einzufiihren,
mit der Eigenschaft, daf} fiir zwei Ereignisse mit den Ortsvektoren x1, x5 fiir deren
Abstand s1o gilt

>0 zeitartige Ereign., d.h. 3 ein K,
so dafl E. am gleichen Ort

< 0 raumartige Ereign., d.h. ein K,
so dafl E. zur gleichen Zeit

Dies gelingt, wenn wir {x} = {z,y,z,ict} schreiben. Der vierer Vektor hat vier
Komponenten, die wir mit griechischen Buchstaben indizieren, die von 1. .. 4 laufen.
Es gilt wieder die Einsteinsche Summationskonvention.

Wir suchen jetzt eine Transformation, die den Abstand s12 zwischen zwei Ereignis-
sen invariant 148t: Drehung im Minkowski—Raum. Im gleichen Inertialsystem sind
dies die Drehungen D, D_, sowie die Translationen im Raum und Zeit. Beim Uber-
gang zwischen verschiedenen Inertialsystemen entspricht dies (formal) der Drehung
im vier dimensionalen Raum—Zeit-Kontinuum um einen imagindren Winkel. Wir
werden diese Lorentz-Transformation mit dem Symbol A bezeichnen (A ~ L wie

Lorentz, griechisch weil 4 x 4-Matrix).

I _
Ly = Awzy, Ny =00y

Wir betrachten jetzt eine spezielle Lorentztransformation, bei dem sich das System
K’ gegeniiber K mit der Geschwindigkeit v bewegt (in z—Richtung).

Drehung um den imagindren Winkel :

x) = 1 cos ) —xz4sint
!
‘TQ = T2 A
= z
xh = T3 adatd
x)y = 1 sine +x4 CcOSY

detA=1, ¢ =i)” — costp =coshy)”, sine = isinh¢)”
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Xo x/2

I//
3 X3

2y =0 : x = vt, d.h. das K'-System bewegt sich mit der Geschwindigkeit v

x
_~

\J

Y

x
=

gegeniiber K nach rechts
0 =wvtcost —ictsiny — tany = Y= i tanh 1"
c
02\ V2
costp = coshy)” = (1 — tanh? ")~ Y/2 = (1— c2> =

v p2\ 2 v
sint = isinh¢” = i tanh ¢ (1 — tanh? ") "1/ = —i— (1 - ) = —j=y
c c

Damit folgt:

zy = y(z1 — vt) gt 0 0 i(v/e)y
/ U I R O B
Ty =11 of = 0 01 0
/ —i(v/e)y 0 0 vy
933 = I3
ay = ict’ = (z1(—iv/c) +ict)y = (1-0%/2)"1/?

Verallgemeinerung auf Transformation mit Geschwindigkeit v in beliebige Rich-
tung

r’:r—i—(v-r):—z(v—l)—vm 53)

t' =~ —v-r/c?)
— Drei parametrige Schar von Lorentztransformationen, die noch keine Gruppe
bilden. Man muf} die Drehungen hinzunehmen, um die Lorentzgruppe zu erhalten.
Letztere hat also 6 Parameter. Die eigentliche Lorentzgruppe wird aus den eigent-
lichen Drehungen D, und (3.3) erzeugt.
Raumartige Ereignisse mit S7, < 0 kénnen niemals kausal miteinander verbunden
sein.

Die Wellengleichung ist Lorentzinvariant:

Qg D08 0 9

_ Yy :Ay ' ’2 -
* Oz, Oz, O, 07!, w0,0y =0,
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zentartg | ;
Weltlinie Lichtkegel
—x=ct t

¢ x=ct
absolute Zuku
S12>0
absolut entfer absolut entfernt
raumartig X
ablsolute
ergangenhel
| S%,>0
t
Galilei—Trf.
Zukunft
x
Vergangenheit

3.3.2 Anwendung der Lorentztransformation

(i) Langenkontraktion: z] = nl’ in K'. Zur Zeit t = 0 in K: 21 = nl = nl’'(1 —
1)2/02)1/2

l — l/(l _'U2/62)1/2

Bewegter Massstab, beide Enden miissen zur gleicher Zeit beobachtet werden.

y y!

— Der rdumliche Abstand zwischen zwei Ereignissen ist im Ruhesystem maximal
(im Gedankenexperiment in Kap. 1 schon benutzt).
(ii) Zeitdilatation: Eine Uhr, die im Ursprung von K ruht, deren Schlige bei

t = nAt erfolgen, geht von K’ aus betrachtet langsamer
At = At(1 —v?/?) 712 (t' = nAty)
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z z/

y 7y

— Der zeitliche Abstand zwischen zwei Ereignissen ist im Ruhesystem minimal.

(Zwillingsparadox: z; in K’ z5 in K.)

Beispiel: Zerfallszeit eines u™Mesons ut — et + v+, 2.2- 10~ %sec im Ruhesy-
stem, d.h. die maximal zuriickgelegte Weglinge betrigt c-1076 ~ 3-10% cm ~ 300 m.
puT—Mesonen entstehen beim Aufprallen von Partikeln in der Hochatmosphire.
Bei nicht-relativistischer Betrachtung sollten diese Mesonen auf der Erdoberfliche
nicht beobachtbar sein. Bei relativistischer Betrachtung betréigt die zuriickgelegte

Weglinge 0.3 /(1 — v?/c?)'/2 ~ 10% km, sie sind damit auf der Erde beobachtbar.

(iii) Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten

Zwei Lorentztransformationen mit vy, va; vy || va

1 . . tan iy + tan s
— = t =
cv12 itan (Y1 + o) =1 1 — tan ¢ tan 1o
v . V1 + V2
e vV /C

Lorentztransformation ist i.a. nicht kommutativ (im Unterschied zur Galilei-

Transformation).

3.3.3 Invarianten der Lorentztransformation

In Analogie zu den dreier Tensoren bei rdumlichen Drehungen betrachten wir jetzt
vierer Tensoren, die bei Lorentztransformation invariant bleiben.
4F GroBen Toi..on, (@i = 1,...,4) bilden die Komponenten eines Tensors k-ter

Stufe, wenn sie sich unter Transformation wie

T, = Aalﬁl s AakﬁkTﬁl--ﬂk

x1...0k

transformieren (d.h. jeder einzelne Index transformiert sich wie die Komponenten
eines Vektors).

Beispiele: k£ = 0: Skalar

Oz} 0a

2
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d*z = d*z’ = dPricdt.

k =1: Vektor
Ortsvektor eines Weltpunktes Z (s.o.)
95
/ /

Andere Vektoren der Elektrodynamik sind als 3—er Vektoren nicht Invarianten der
Lorentztransformation. Die relativistisch giiltigen physikalischen Gesetze
miissen sich aber als Gleichungen zwischen 4—er Tensoren (gleicher Stu-

fe) formulieren lassen (Lorentz—invariante oder “kovariante” Formulierung).

(i) Viererstrom j
Die Ladung im Volumenelement dg = p d®r ist eine Invariante (Erfahrung) (Ladung

punktférmig, dg = q)
. dx dx o~
dgdr, = pdPrdt—= = dt d*rp—— = dt d°rj,
qaTo = pa'rT dt rp dt )
{dat = {j,icp}
. 3 ic 0p __ N
Ladungerhaltung: Vj + 3% = 0aja =0
(ii) Viererpotential A
Invarianz der Lorentzkraft, die aus Lagrangefunktion abgeleitet werden kann (Kap.
1.5).

Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen und Potentialen Lwy = ZAv — q¢.

Wirkung

_ L [ eiai— ey = & [ @t A
Sww = P d*z {Aj—cpop} = e /d zj- A
{A} = {Aig}

N
po= D adr—r)
=1

N
io= ) avidlr—r)
i=1

Da Sww (Wirkung der Wechselwirkung) invariant unter der Lorentztransformation

sein muB und d*z, j invariant bleiben, folgt dies auch fiir A.

10
wAa =A=VA+-2
B VA -0

Lorentzeichung A = 0. Die Landau (¢ = 0) oder Coulombeichung (V - A = 0) sind
nicht Lorentz—invariant. Die inhomogene Maxwell-Gleichungen kénnen dann sofort

in der Form

4
OA = -S54 VA
C
10
D¢ e c ot



oder

4 .
82/15 = 7?35+85A
04 = f4£j+?A
c

geschrieben werden. Diese Gleichung ist als Beziehung zwischen vierer Vektoren

Lorentz—invariant.

3.3.4 Elektrodynamik in kovarianter Formulierung

Elektromagnetisches Feld:

10
B = —0ip— ——A; =i(0;Ag — uA;), i=1,2
i 7,¢ cé)t 2 Z(az 4 a4 ’L)? 1 ’ 73
Bi = EijkajAk i7j,k:1,273

Der elektromagnetische Feld-Tensor (Tensorcharakter aus A, %)

0A, O0A
Fa,@ = + B = _F,Ba

B (91‘5 8%

hat als antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe 6 unabhéngige Komponenten

0 By —By —iE
~B; 0 By —ib,

Fap = By —-By 0 —iEs
1By iE,; iE3 0
Fio = —gﬁ; + %}f = Bj rdumliche Komponenten: B; bilden 3-dimensionalen an-

tisymmetrischen Tensor. B; = %siijjk, €ijr Pseudotensor. (Pseudotensor: &ndert
Vorzeichen nicht, wenn Vorzeichenumkehr bei Koordinatenachse.) F (’y 5= AayApsFys.
Invarianten des Feldes sind F,gF,3 = 2(B2 — EQ) Skalar und e€qgysFagFrs =
8E-B Pseudoskalar, .45 ist total antisymmetrischer Einheitstensor vierter Stufe,
€1234 = 1.
Lorentztransformationen der E und B Felder
E|=Ej, Bj=B

l:V(EL+% XBL)

oo e
N=(1— v2/02)71/2
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Damit nehmen die Maxwell-Gleichungen die Form an:

0F.3 4m .
Oz = jja 4 inhomogene Gleichungen
Cas 68F57 _ OF g + OFyq + OFj, -0 4 homogene Gleichungen
0 O oz,  Oxg Oz,

Lorentz—Kraft-Dichte fZ = 1F,3j3, {fXy = {fs, LEj}

(1/¢)Ej ist die “Leistungsdichte”, d.h. die pro Zeit— und Volumeneinheit durch das
Feld an den Ladungen verrichtete Arbeit. f1 = 2 Figjg = L(H.j, — Hyj.) —iEyip =
pE, + %(]sz — Hyj.).

Energie—-Impuls—Tensor

durch Multiplikation der inhomogenen Maxwellgleichung

8 .
8mfa = — Fapip = —2Fap0yFryp = =0y(FapFyp) + Fyp0y Fap — FapOy Fys

= —0y(FapFyp) — Fy(0aFpy + O5Fya) — FapOyFryp
1
= —0y(Faplyp) + gaoz(Fﬂ'yFﬂ'v) — Fpy0yFpa — FopdyFyp

1
= —20,(FypFap) + iaa(Fﬁ'yF

— Erhaltungssitze: Diese Beziehung enthilt fiir (vergl. 3.1) « = 1,2,3 den Im-

0gTop = O‘ T,p: Symmetrischer

pulssatz und fiir o = 4 den Energiesatz. ’ k-

Energie-Impuls—Tensor, a, 6 =1...4.

1 1
Top = <Fawa + 45aﬁFwa>

Toa =0= ﬁ(Fawaa + F’YfSF’Y(S) = ﬁ(*Fa'yFav + FvéF'yé)-
Tos = T3 —icg;

—icg; w
T;; Spannungstensor ¢,j = 1,2,3, g; elektromagn. Impulsdichte, w Energiedichte

L(E?+B?), g=-L(ExB).

dme

3.4 Das Extremalprinzip der Elektrodynamik

Siehe Laundau—Lifschitz, Bd. I
Ziel: Herleitung der Maxwell- und der (relativistischen) Bewegungsgleichungen fiir

die Wirkung.
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3.4.1 Die Wirkungsfunktionale

4
sz/ﬂc
1C

S =87+ Spr+ Sww

L: Lagrange—Dichte
Die Wirkung S und damit £ miissen Lorentz—invariant sein!
(i) ST =7 Ansatz fiir ein einzelnes freies Teilchen: S; = —« f; ds

ds Lorentz—Skalar, Integration zwischen zwei Ereignissen a, b; o positive Konstante,

da f: ds maximal, wenn Integrationsweg eine gerade Weltlinie ist.

1 sdry2\"? 9, o1
= — (= = — /2
ds c<1 02<dt) ) c(l—v%/c®)2dt
ty ty
Sr = —a/ cdt (1 —v?/2)Y? :/ Ly dt
ta ta
Ly = —ac(l=v*/A)?~ —ac+av?/2c—---

Vergleich mit klassischer Wirkung, L1 xlass = %UQ: a = mgc (mg Ruhemasse) —

b
St = —moc/ ds

(i) Sp =?

Sp =+ [ dare
ic
L muf} aus den skalaren Invarianten des Feldes aufgebaut werden. Es existiert aber
nur ein echter Skalar ;5 = 2(B? — E?). e44,5FapFys = S8iEB ist ein Pseudoskalar
(B).
Ansatz: Lp = —ﬁFzﬁ. Da Elektrodynamik linear ist, gehen nur Quadrate der
Felder in L ein! der Vorfaktor 1/167 legt das Mafisystem fest, das Minusvorzeichen

wird gebraucht, damit Sg nach unten beschrinkt ist. (Lp ~ E? ~ A?)

1

Sr =1 /d%FaﬁFaﬂ

. . . ~ 4 T
(iii) Bereits frither wurde gezeigt Ly = 1j-A, Sy = Ik di—fﬁww mit j = (qvé(r—

C

r;),icpd(r — ri)). Fiir eine einzelne Ladung am Ort r; folgt nach Ortsintegration

q [° ;
Stww = ~ / Ag dz
¢ a
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Das gesamte Wirkungsintegral von Feld und Ladungen g; schreibt sich dann

RGN - i T
S:Z{—/méj)cds(j)—&—j/Aad;ij)}—i— d*z F 4
7 c 16mc

3.4.2 Die Bewegungsgleichungen

(i) Bewegungsgleichung eines geladenen relativistischen Teilchens im Feld

Wir miissen S beziiglich der Teilchentrajektorie zu einem Minimum machen (ds? =

—dmi)
b q
0=05S 25/(ﬂmwﬁwﬂﬂ%)
a C

_ Lﬁﬂmww+2%%md}

dzxddz,

/ {mocH + gAa odxz,, + qéAadma]
ds c c

Partielle Integration der ersten Beiden Terme liefert (ddx, = ddzy)

0S8 = [mocua + %Aa} 0Ty ’

+/ [—moc dug 0Ty — %&EadAa + %6Aadma} =0

a

Uy = dma/ds ist die Vierergeschwindigkeit mit @2 = —1.

Der erste Term in ¢S verschwindet, da (0zq)a,p = 0.

0A, = %ﬁ; 0xg (die Variation der Felder wird auf die der Trajektorien zurtick-
gefithrt). —
dug, q 0A, dxg q 0A, dxg,
—moc—— dsdxq — =0Zq ——ds+ - dxg——ds| =0
/[mocds o cr Oz ds SJrc@xg s

Das Integral verschwindet bei einer beliebigen Variation z, nur dann, wenn

moc—— = —

dua _ q (0Ag  0Aq
ds ¢

us = L Fapug
Oz,  Oxg c

« =1...4. Dies sind die gesuchten Bewegungsgleichungen!

Die Groflen mgcu, = po, bilden den Viererimpuls

{a} ={wu}, u= X(1 - ”2/02)71/2 ; uy =i(1— 1}2/02)71/2
Cc
{ﬁ} = {pap4} ) p == mOV(l — 1}2/C2>_1/2 =mv, tmocC

Pa= (1 —v2/c2)1/2

-1/2] -2 22
, p° = —m§ce.

mit der Masse |m = mq (1 — v?/c?)

Die Bewegungsgleichung kann deshalb in der Form

(0]



_dpa g

F, == u
@ ds caﬂﬁ

a = 1...4 umgeschrieben werden, F,, = dgsa oder F = dﬁ/ds ist die Viererkraft.

oS

= Ox o

Der verallgemeinerte Viererimpuls folgt aus P,

P, =mpcuq + gAa =Pa + g14&
c C

— L(E - q¢)? = p +mic?

C2
Die ersten drei Komponenten oo = 1, 2, 3 bilden den verallgemeinerten Dreierimpuls.

Die Energie £ eines Teilchens folgt aus £ = Vg—é — L zu

mo 02

E- ooy T

- Ekin + qu

Damit wird P, = i€ /¢, d.h. {P} = {P,i€/c}. Die ersten drei obigen Bewegungs-

gleichungen lassen sich in die iibliche Form

d q q, .
a(mvl) = EFij’Uj + EFMZ =

oI

(v x B); + qFE;

i=1...3, bringen (aber mo — m). Die vierte Gleichung ist der Energieerhaltungs-
satz:
d d M2

in=— —>—————5 %575 — .E
P TE sy Ve

Vorsicht mit £ und E, F,, und Fig!

76



uayo|ial (susape|ab)
iy} '|6sbunbamag

Bunyreysasindwiyaiq :aidonos| >
Bunireylasbunpe :zueueaulydlg
sindwy ‘a1biaul] : “Z-wney Jap 1enusabowoH

-

azyessbunyey.3

*

woloay] SayodsiayiaoN

NO "Alejal
a3ad dizundjewsanx3

aelbajuipe}d

"M\ UBJ3p pun
uayo|Ial “Alejal ‘1aple- nj BundIAA

2.SP=1zP-z1Pzo=zSp  "HIZiualoT]
Q_NC_‘_QWHNH_EHM_QN_ sayaosulalsulg ~

~

uabunpusmuy

usbunyaia| ayos|jemxeln

1apje4-g pun 3 .any

~

A
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

uayoy|ial (suape|ab) iny
‘|6sbunbamag ayosuoimaN

7 1

/

azyessbunyeys3

sindwiyaiq :a1donos|
sindw "y sap reeluabowoH
albiau3 : "7 Jap 1eNUabOoWOH

I~
I~

~
dizuudrewanx3

/ uayo|ial "ssepy iny Bundiipn

|v

/ X 4 * a[eiBajuIpe)d

A
| 7/

uommu| ayasirexisAyd
Buniyen3 a|@1uswLIRdX]

7/

dizuudsiennne|ay sayosis|ie
=1 ‘uslBWWAS

WO




78



Kapitel 4

Elektrodynamik in Materie

4.1 Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen

Die bisher betrachtete klassische Elektrodynamik war auf Skalen

> Ae ~ 3.86-107 1! cm giiltig, auf kleineren Skalen spielen Quanteneffekte eine Rolle.
Um bei der Beschreibung elektrodynamischer Eigenschaften von Materie (Gase,
Fliissigkeiten, Festkorper) nicht die Details der atomaren und molekularen Strom-—
und Ladungsverteilungen beriicksichtigen zu miissen (das wire bei 10%® Molekiilen
auch praktisch nicht durchfiithrbar), fithren wir jetzt eine rdumliche Mittelung durch

(atomare Materie — Kontinuum).

1 1 2 —2
A = /\Rydberg(nE Ny )

Auf atomarer Skala ~ 10~8 cm sind Felder stark durch den atomistischen Aufbau

der Materie bestimmt

VEat = 47Tpat
10
VxE, = —-°B,
X Hiat c Ot at
VB, = 0
47, 10
V x Bat =  —Jat + 77Eat
c c ot

Pat, Jat Ladungs— und Stromverteilung auf atomarer Skala (Elektronen umkreisen

Kerne etc.), Geschwindigkeiten ~ v,y & 108cmsec™!

m
Smwrt = —vi " rx~ap— (klass. Betrachtung!)

1

S
g
2
N
3w
SRS
——
=
[\v]
SN
Il
N
SHRN
N
%
——
)
X

z
3.2 .10% cmsec™
n

~ 10%...10° cmsec™!

1>

10713 ...107 " sec
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Quantenelektrodynamik ] mikroskopische E-Dynamik | makroskopische E-Dynamik

Langenskala [cm]

A

-4 14
10" == lumLre(hc/es) 3,6-7,8-10'51 sichtbares Licht
10° =me )\ =41mo(Nc/e?)3=h3c/(2m2e4m,)=9,1.10°6
Rydberg=4TTe(hc/e<) c/(2rreme)=9, 1,36-36-10-6 | UV Licht
) — 2\3 3n V12> 106 4
-7 L
10 Roéntgenstrahlen
~+— GroRenordnung der Gitterkonstante von Kristallen
108 4 1A
<— ag=rg(hc/e?)=h2/m,e2=5,29.10-% 1.Bohrscher Radius v
10'9 -
10'10 L
~— \=Tg(Nc/e?)=3,86:10"11 Compton-Léange
10711 o=
y-Strahlen
10712 gm
<—rg=e2/myc?-2,8-10"13cm Klass. Elektronenradius
1013 == 1fm

Makroskopische Meflinstrumente messen Felder iiber Bereiche die grofl gegeniiber
der atomaren Skala sind — Vereinfachung der komplizierten atomaren Elektrody-

namik durch rdumliche Mittelung iiber atomare Felder

<Eat> = Enakr , <Bat> = Bnakr

— makroskopische Elektrodynamik.

Damit Licht noch als Welle beschreibbar ist: Mittelung iiber Bereiche mit einer
Ausdehnung von 107 %cm (~ 10° = (10%)® Atome). Rontgenstrahlen lassen sich

nicht durch makroskopische Elektrodynamik beschreiben.
Betrachte im Folgenden Nicht—Leiter, da wir Leiter schon frither betrachtet haben!

Réumliche Mittelung mit Mittelungsfunktion w(r), [ d*rw(r) =1
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Aw(r)

=Y

[=10"6cm

(fHyr) = /d?’?“'w(r —r')f(r")
(VN = [dree-r)Vie) = v
= wle=f@)|" - D [ @V -v)sw)
V x Emakr = _%%Bmakr VE)makr = 47T<pat>
VBmakr =0 V x Bmakr - 4%<]at> - %%Emakr

<pat> = Pmakr T PPol

Pmakr €nthélt die &ueren, manipulierbaren Ladungen. Wenn ppax, = 0 — fv ppoldir =
0. Da dies fiir ein beliebiges Volumen gilt, folgt pp, = — div P, mit P = 0 aufler-
halb des Korpers da [, ppad®r = [, =V - Pd®r = — fff ;. Pda = 0 (liegt auf
Oberflache, dringt nicht ein).

P: dielektrische Polarisation

Oberflache

Oberflichenladungsdichte | o =
AF(—P)(—n) folgt

f divE = cAE = — f divP =
hAF hAF

AFo =h-AFp

Dipolmoment:

/dST’I"ppol /dSrrV P) ﬂ (da-P)r+/ drP
v v

i VP) 8 (J?lp) sz]
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d.h. P =Dipolmoment/Volumen=Polarisation.
Korper, die P # 0 besitzen, heiflen polarisierbar. ppo,; = — div P bestimmt P bis auf
rot f im Innern des Dielektrikums. Erst die Beziehung zum Dipolmoment bestimmt

P eindeutig.

Dielektrische Verschiebung, elektrische Induktion

D= Emakr + 47P

<jat> = Jmakr + JPol +jat,K

Jmakr “duBere” Strome.

pm'akr + ijakr =0

pPol + Vijpor = 0

Atomare Kreisstrome produzieren jat. i, Vjat.x = 0.

. - . st1 I . . .
ppol = —VP = —Vjpo1 Festegung Jpol = 8P/8t Polarisationsstrom

(P oder j kénnten noch rot a enthalten)

Vjat.K =0 - ’jat.K =¢V x M‘

Dipolmoment durch ja¢ x

m:%/dgr[rxjat.;(: /d3 rx (V x M)] /d3rM

Nebenrechnung:

Eijkxjgklmale = xjaiMj — xjajMi
= 0Oi(x;M;) — M;d;; — 0;(x; M;) + 3M;
Unter Integral 1.Term — 0, da M auflerhalb des Koérpers 0, 3. Term — 0.

M hat Bedeutung eines magnetischen Dipolmoments/Volumen = Magnetisie-

rung.

Man fiihrt analog zu D ’H = Bhakr — 47TM‘ ein. H wird das Magnetfeld, B,

magnetische Induktion genannt (eine sehr ungliickliche Sprachregelung, denn B
ist das primére Feld).

— makroskopische Maxwell-Gleichungen in Materie (lasse Index “makr”

weg).
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divD = d4mp

10
tE = —-—B
ro c ot
divB = 0
47 10
tH = —j+-—D
ro cj+ci9t

Die Feldgleichungen sind erst vollstdndig, wenn diese durch Materialgleichungen

ergénzt werden.

P = P(E)
— M(H)
i = JiE)

Im Prinzip sind diese Relationen ableitbar, dies ist Aufgabe der Festkorperphysik.
Man kann sie aber auch experimentell bestimmen und dann an einfache Ansétze
anpassen. Wir wahlen diese Moglichkeit.

Fiir viele Soffe bestehen lineare Zusammenhinge

j=c¢E g Leitfdhigkeitstensor ~ Ohmsches Gesetz
P=x E x elektr. Suszeptibilitit
X X

M=x H x magn. Suszeptibilitit
X X,

X <0 fiir Diamagnetika und x > 0 fiir Paramagnetika.

—m

Dielektrizitdtskonstante

[

E
B=(1+4rx H=pH 4 magn. Permeabilitét

Leiter: € — oo; Supraleiter: x,, = —+= oder i — 00.

Anmerkungen:

1. i.a. sind diese Beziehungen zeitlich und rédumlich nichtlokal, z.B. j(r,t) =
[ d®'dt'a(r — x',t — t')E(r',t') oder nach Fouriertransformation jk,w) =
5(k,w)E(k,w) mit & = [[ d®rdta(r,t)e" ¥~ analog fiir x , x -

2. in Ferroelektrika und Ferromagnetika tritt unterhalb der Curie-Temperatur
spontan eine Polarisation bzw. Magnetisierung auf P(E) bzw. M(H) sind
nicht mehr eindeutig. Im allgemeinen sind die Zusammenhinge nichtline-

ar(z.B. P, = xi;FEj + Xijk BjEx + -+ )
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M, ist die spontane Magnetisierung, M, die Sattigungs-Magnetisierung, H = —aM(1—
M?/ Mfo)7 z.B. im isotropen Fall fiir kleine M, i.a. gelten die lineare Zusammenh#nge

nur fiir kleine E und H!

Randbedingungen!
Materia 1 Materia 2
F
-
I
T
n-
j/ F
.
U
\

Aus den makroskopischen Maxwell-Gleichungen folgt (h — 0)

/d3rdivD: Dda:47rag/da
1% ov
/dSlevB—O—ﬂ Bda
oV

//danE %dsE——f—//

cdt F—0

4

da(V x H :f{ dsH:—/d +77//

//F ( ) oF c cdt JJp_o

Normalkomponenten: n-(Bo—B1)=0; n-(Dy—D;)=4dnog

4
Tangentialkomponenten: n x (Eo —E;)=0; nx (Hy—H;) = lKG

og: Grenzflichenladungsdichte, K¢g: Grenzflichenstromdichte (hat nur Kompone-
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ten in der Grenzfliche!).
1 3 I
og=—= | d°rp im Limes F,V — 0
FJy

Kg = %/ daj im Limes [, FF — 0 (ist in der Regel Null)
F
4.2 Einfache Anwendungen der makroskopischen
Maxwell-(Gleichungen

4.2.1 Die dielektrische Kugel im homogenen statischen Feld
Eg

4
— -

E Il z-Achse

VxE=0 > E=-V¢

Weitab von Kugel: ¢ = ¢g = —FEpz = —Eyr cos
Keine freie Ladungen: eA¢p = —VD = 0.

Ansatz: wegen zylindersymmetrischen Randbedingungen keine Abhéngigkeit von

¢ bei Verwendung von Polarkoordinaten:

0o l

1
d)(ra 67 90) - Z Z (almrl + blm7n_~_l_~_1> }/lm(ga 90)

=0 m=—1

1
(ar + b2> cos
r

(homogenes Feld).

innen: ¢; = —FEpar cosf (keine Singularitét!)
auBen: ¢, = —Eo(r + br=2) cos @
Randbedingunen: D,,, E; stetig —

0 5} 0 0
51‘5@1 = €a§¢a, %(bi = %QS(L
| =ei/ea| cia=es(1—-2bR7%); a=(14+bR?)
_E—1 4 3
ThEE Rt T



o = —= Fyz i.e. das innere Feld ist homogen
E+2
-1 /R\?
0, = —|1— Z+2 <r) Eyrcosf
e —1 z
= —F R3Ey =
0z + % 9 3
211 = o “Polarisierbarkeit”, der zweite Term in ¢, ist das Potential eines Dipols mit

Dipolmoment p = %RSEO. In Ubung 6/2 war das Dipolmoment einer leitenden
Kugel im Feld zu R*Eq berechnet worden, d.h. ein Metall kann als ein Dielektrikum
im Limes €; — oo verstanden werden.

Spezialfille:

(i) Kugel im Vakuum e, =1, g; = ¢

Polarisation der Kugel P = % i;% E, = ﬁp = %Ei.

Elektrisches Feld in der Kugel E; = EOEJ%2 = Ey, — %’rP = Eg + Eqn, d.h. das

elektrische Feld in der Kugel ist reduziert um das Entelektrisierungsfeld E.,; =
— %’TP. Dieses wird von den durch die Polarisation P erzeugten Oberflichenladungen
geschhaft.

3 e—-1
2 Eq cosf
Aret+2 0%

‘Pory=o=

~NY

Verallgemeinerung: Im innern eines gleichméfiig polarisierten Ellipsoids hat
man ein homogenes Feld E;, wobei die Beziehung zwischen E¢ und E; durch den

Entelektrisierungstensor N gegeben ist:
E; = Eo - NP

Nadelférmiges Ellipsoid mit langer Achse | Ey: wegen Stetigkeit von E; folgt
E; = Eg und damit N = 0.

Scheibenfoérmiges Ellipsoid mit kurzer Achse parallel zur Ejy: wegen Stetigkeit
von D, folgt cE; =Eg - E; —Eq = (1 —¢)E; = —47P — N = 4x.

Allgemein: Ny, = Ny, 32, N = 4, siehe Stoner, Phil.Mag. 36, 803 (1945).

(ii) Kugelfésrmiger Hohlraum im Vakuum

gi=le,=1/6=¢>1
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Feld im Hohlraum

3¢ -1
Ei=——=Eo(1 =,
14 2¢ 0( +1+25>

d.h. das Feld im Hohlraum ist etwas grofier als im Dielektrikum. Das Auflenfeld ist

wieder Eq -+ Feld eines Dipols p = 11_:22 R3Ey.

Schneidet man einen Hohlraum in das Dielektrikum, dann ist wegen Stetigkeit von
E, bei einem nadelférmigen Hohlraum FE; = E, (lange Achse parallel zum Feld)
und wegen Stetigkeit von D,, D, = D; = E; bei einem scheibenférmigen Hohlraum

mit kurzer Achse parallel zum Feld.

Analog 1d83t sich eine para—(dia—) magnetische Kugel im homogenen statischen

Feld By behandeln. Es gilt

divB=0 B=pH A¢=0
rotH=0 H=-Vo¢,

d.h. B entspricht in dieser Aufgabe formal D und H entspricht E. Tritt zu dem
durch Polarisierung (Magnetisierung) erzeugten Dipolmoment p (m) der Kugel
noch ein spontanes Dipolmoment ps (mg) hinzu, dann liefert dies im Innern der
Kugel ein zusétzliches Entelektrisierungs— (Entmagnmetisierungs—) Feld Eep s =

—ps/R? (Hent,s = —m,/R?) und aufen ein zusitzliches Dipolfeld.

4.2.2 Das lokale Feld, die Clausius—Massotti—Formel

Das lokale Feld Ej, im Innern eines Dielektrikums ist das Feld am Ort eines her-
ausgenommenen Molekiils, es wird herforgerufen durch alle anderen Molekiile und
das duflere Feld. Es ist verschieden vom makroskop. mittleren Feld E! Im Folgenden
nehmen wir an, dafl das Dielektrikum homogen polarisiert ist.

Im Festkorper und in den Fliissigkeiten bewirkt das Feld der Nachbarmolekiile im
wesentlichen Ej.y, in Gasen das angelegte duflere Feld Eg.

Zerlege Beitrage zu Ejx in solche aus Nah— und Fernzone

ah f ah fi
Eiok = Earo = EiG+Eqb =EN" + (EfS)

E - (Eith) + Eifh
= E+ ELorentz + EE?}E}

(Eph) ist das durch die Polarisation der Kugel herforgerufene Entelektrisierungs-

feld (Lorentzfeld)
4
<E2?,}(IJ> = _?WP = _ELorentZ
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0
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Speziell fiir eine Umgebung mit kubischer Symmetrie aus Dipolfeldern

1
Enah _ —[3 . )
at,0 XI:T?[ (P I'I)I'J I'IP]
I sind die Molekiile in der Nahzone

trrr.q 1
> J S -3 nah __
S s oo
I I I

dre—1_ e+42

4
EMZE+§P:E+— E E

3 4w 3

Bei nicht zu starken Feldern ist das molekulare (atomare) Dipolmoment proportio-

nal dem lokalen Feld (bei kleinen lokalen Feldern)

Pmol = amolElok

(frither: Metallkugel a = R?, dielektr. Kugel o = 5 R?).
— P = nomolEiok = namel (E + 4P), n ist die Dichte der Atome oder Molekiile.

NOmol

p—_ Mmadl  p
1 — (47 /3)namol

= XE

MA&mol

— SuSZeptlblhtat % = Xe = m

e—1 4
T2 ?ﬂnamol; Clausius—Massotti—Formel

(i) Verschiebungspolarisation: einfaches Bild wie z.B. Atom als Metallkiigelchen

gibt ame & a% - 167, im Festkorper y. ~ 1, im Gasen y. ~ 1074

(ii) Orientierungspolarisation: permanente Dipole py wollen sich parallel zum

Feld stellen, dies wird durch thermische Fluktuationen jedoch gestort ame ~

2 ~
p5/3kBT, po =~ eap
2 2 2
e‘a 1 e
S By~

Xe ™ 3kpT (a%n)gm Curiesche Gesetz

e?/ap ~ 30eV, Zimmertemperatur kT ~ % eV, agn ~ ma% ~ 1073,
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4.2.3 Feldenergie in linearen Medien

Wegen Wechselwirkung Feld <+ Materie: i.a. keine eindeutige Aufteilung in

1) makroskopische Feldenergie;

2) innere Energie der Materialien.

Beachte: <E§t> # <Eat>2 = E? etc. wegen starker Schwankungen der atomaren
Groflen.

Brauchbare Definition aus Leistung der makroskopischen Felder an makroskopi-

schem Strom der freien Ladungen V x H = %a%D + %j

o1 P
~ _‘vExH--L (E2D+HB (4.1)
o 4 4 ot t ’

(i.a. nicht %U(E, B, P, M)) da
V(ExH) = Vacap EgHy = —€gayEgVoHy +cafvH, NV Eg
— _E(VxH)+H(V xE)
d.h.
E(VxH) = -V(ExH)+H(V xE)
= —V(ExH)- H%&tB

Aber in linearen Materialien: D; = €;;E;, B; = p;;H;. Dann folgt der makrosko-

pische Energiesatz

%w—l—Vs—f—jE:O

mit makroskopischer Feldenergie-Dichte

1 1

und makroskopischem Energiestrom

c

S =L (E x H) Poynting—Vektor

Energiedinderung durch dielektrisches bzw. permeables Material: betrachte Erset-

zung eines Subvolumens V' eines Mediums mit ¢, p19 durch Material mit €1, p1

W = 8%/d3r{(ED+HB) — (E0D0+HoBo)}
= 8%/6137“{(13+Eo>(D—D0)+(H—Ho)(B+Bo)+(ED0—EOD)+(HOB—HBO)}.
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€0.,Mo
€0,Ho

Mit p = po, j = jo folgt (gleiche Ladungen, gleiche Stréme)

V(D-Dy) = 0
Vx(H-Hy) = 0 — H-Hy=Vy

und V(B4 Bg) =0, V X (E+ Eg) — E + Ej = V¢. Damit wird 1. und 2.Term in
{ } Klammer:

/d?’r{<E+ Eq)(D - Do) +...} = /d3r{V<z>(D —Dy) + Vi (B +Bo)}

partielle Integr. / d*r{¢p V(D —Dy)+¢ V(B+By) } =0.
=0 =0

Damit

1 _ _
W:8—ﬁ/d3r{(50—5)E-E0+(M01—u B Bo}

(i) elektrisch:
1
Woa=—— [ d®r(c —c)E-E
el 8 /V (e —€o) 0
ia. E-Eg > 0 — wenn € > ¢y Material wird angezogen, wenn € < gy Material

wird abgestolen. Vakuum: ¢y =1 —

1/ .
We = ,,/ &P - Eg
2 14

da (¢ — 1) = 4nxE = P ~ &hulich Dipol im &dufleren Feld.

(ii) magnetisch:
1
Wonsen = 5= [ d*r(ss — o) Hy
T

Vakuum po =1, Hy = By
1 3 mech Strom
Winagn = 3 /v d°rM - By = Wieen + Whier

Wieder #hnlich einem Dipol im &ufleren Feld, aber anderes Vorzeichen

1
mech  __ 3
wmeh  — —§/d7~M-B0
”33;’5“ = /dng-Bo
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Wenn x,, > 0 Material wird ins Feld gezogen, wenn x,, < 0 Material wird
aus dem Feld gestofien (bei konst. dufleren Feld). Energie fiir felderzeugende

Strome gegen induziertes elektr. Feld ist aufzubringen. (siehe ?7?).

Erlauterung:
L~ —‘\>
H} H),
Wieh = — / dr / YH,dH) = — / dr / H\dM}

0 0

1 1 1

AWmagn = -—HdB=—HdH + HdM = —HdH + xHdH
4 47 4

produziert Hy = “%BO, V xHy = 4‘%jo.

Bringe jetzt Material mit Volumen V und Permeabilitit p in das Magnetfeld — 2
Prozesse:

1.) in V wird Magnetisierung M aufgebant

2.) B éndert sich, und damit ist %B =-VxE#0

wird B z.B. gréBer, B > 0, V x E < 0, dann entsteht tangential zum Stromring
ein E-Feld, das jg entgegengesetzt ist, dadurch wird der Strom kleiner. Wir miissen
daher die Energie Writargofl einspeisen, um den Strom im Ring konstant zu halten

(wir hatten j = jo angesetzt).

4.3 London—Theorie der Supraleitung (SL)

4.3.1 Die London-Gleichung und einige ihrer Konsequenzen

Wichtigste Eigenschaften der SL:
(i) verschwindender Widerstand (Kammerling-Onnes 1911. Hg T, = 4.2K)
SL ist keine seltene Eigenschaft: es gibt mehr supraleitende Elemente im Periodensy-

stem als nicht-supraleitende, ca. 10* Legierungen, die supraleitend sind, 7. < 100 K.

~
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(ii) Meissner-Ochsenfeld-Effekt (1933) B-Feld wird aus dem SL gedringt (SL
1. Art).
ABp=uHg,

Be(T) ~ M=-(1/4TtH

N1, b

?

Hc H

B-Feld dringt ein, wird dann verdrédngt, Induktionsstréome sind liangst abgeklungen.
Phinomenologische Erklirung: SL ist perfekter Diamagnet Y, = —1/4mr, B =
(14 47X, ) H = 0. Gilt nur auf Skalen >> Londonsche Eindringtiefe Ar..

Erklirung des Zusammenhangs zwischen (i) und (ii) durch London. Wir machen

die Annahme der Existenz von zwei Sorten von Stromen bzw. Elektronen: supralei-

tender Strom js; und normalleitender Strom j,

j = js +Jn
jn =o0,E
Js = —qvsng, amvs = —qE,

d.h. supraleitende Elektronen werden beschleunigt, v, ist die lokale Geschwindig-

keit.
0 neq? 1
—js = E=_-E.
325‘] m A
Mit V x E + 1 2B folgt ,
—(cAV xjs+B) =0, (4.2)
ot
auflerdem
10 4
1 . .
VxB—-—e———E=—(s+]jn)- 4.3
TV X B S B = T, 4 ) (43)

Stationdre Bedingungen: E=0, jn = 0 (Widerstand ddmpft Normalstrom).
Aus (4.2) folgt: jede zeitunabhiingige Losung von js und B ist Losung von (4.2)
(z.B. js =0, B # 0 im Innern des SLs), im Gegensatz zum Experiment.

F.+H. London: Einschréinkung von (4.2)

AV xjs+B =0 (4.4)

unterscheidet SL von blossen idealen Leiter! London-Gleichung ~ Material-Gleichung

des Londonschen Standpunkts. Anwendung von V x auf (4.3) und Verwendung der
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Maxwell-Gleichungen liefert

1 4
,u*1V><(VxB):agngE—k%(ijs—f—ijn)

ot
1 92 4 1 47 10
- 'AB=--¢-—B-——B+—0,-—-=B
H 662 ot? c cA + e’ c ot
4T 0 1 92
(2 A 0 107 45
AB <)\L JrucQU"atJrsMcQ@t?) (4.5)

A2 = (mc?)/4mnsq?u, AL ist die Londonsche Eindringtiefe.
Analog

4T 0 1 02
_ [ \-2
f = {B7E7j5’j}
Spezialfall: ny = )\22 = 0, Telegraphengleichung ~ Wellenausbreitung im
Leiter.

Losung der Gleichungen im Halbraum x < 0, lang-gestreckter Quader — kein

Entmagnetisierungsfeld

1

1

T Z y

; 7

! U
Eal X

1

L= |~

(i) statischer Fall B =0, B = uBge 1“l/*2 d.h. B = 0 im Innern des SLs. Man
kann jetzt eine weitere Mittelung (rsumlich) iiber Gebiete > ) ausfithren, B — B,
dann ist B = 0 iiberall im SL, diesen Standpunkt nennt man den diamagneti-

schen: x = —1/4x. Betrachte isolierten SL im Feld
4

LIV x B = 1,
c

Sei By || z, dann
0 47 c 1 cB
2B = i ; - _ —lzl/AL — _ 220 —l=l/An
BZ - S S - B - b)
H ox c Jsy = Js(2) dp )\Le #=0 47T)\L6
d.h. auf der Oberfliche des SLs flieft ein Abschirmstrom, der B = 0 im Innern

bewirkt ~ makroskopisches diamagnetisches Atom.

”London-Eichung”: , enthélt beide Materialgleichungen:

9 o 4 _
&CAJS——A—CE (p=0)

cAV xj,=—-B
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Fluxoid-Erhaltung: Betrachte vielfach zusammenhéngenden SL

Fluxoid ¢p = f [Bda+ cA f js ds, OF umschliesst Loch im SL. Wenn OF tief im
SL: Fluxoid = Fluss durch F

9 .
aqbp—//Bda—l-c%ds-E—O
F oF

wegen V X E + %%B =0, d.h. das Fluxoid ist eine Erhaltungsgrosse!

Tatsédchlich ist das Fluxoid auch quantisiert:

he
Por = —n = ¢on,
q
q = 2e, ¢0—@—2 1077 GauB - cm™
(ii) Dynamischer Fall

Ansatz B = Re B, e!(kr=@1) chene Welle

c2

_ 1,2 —2 EH o .o 9 2 _

Betrachte Spezialfall 5= < k, A\, !, dann

2
2= k*+)\p
w iz —(kK* +2;?)

”Photonen bekommen Masse”, z.B. ¢,, = 0 reiner SL mit A\; ~ 103A — mgy =~
7-107° m,.

E? = 2p? + mict ist die relativistische Beziehung zwischen Energie und Impuls fiir

Teilchen mit Ruhemasse

p = ik
E=hw

w? = Pk +m2ct/h?, mo £ hjehr.
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4.3.2 Ableitung der London-Theorie aus der Ginzburg-Landau-
Wirkung

Eine Eichinvariante ist die Lagrange-Dichte (A, — A, + dux, ¥ — ¢ =
vexp (5x))

1 h?

Lo =~ P2yt Lt - 2| (0n - L) o ~V(P)
GL = g s T meta T g, [T T ey e

1 1
Fop =004 — 0sAn; V([Y?) = iaW\Q + Zb|¢|4; e=p=1

Naiv: Entwicklung der potentiellen Energie nach Potenzen von ng = 1*y+eichinv. Kopplung.

Anmerkung: der Term

0 q . J  .q
<i08tzchl¢)¢ <at“cn¢)¢

tritt in der eigentlichen Ginzburg-Landau-Theorie nicht auf, er verschwindet wenn

2 2
h2

2mc?

man 1 als zeitabhéingig betrachtet und ¢ = 0 setzt.

S

Variation beziiglich ¢, 1* und A ergibt die Ginzburg-Landau-Gleichungen

g+ oy — 1o (0n it a )2¢—o =1,....3 (4.6)
a 5 (o —iAa =0, a=1,..., .
1 qh 1 ¢? 1 1
— IRy — V) + — L A+ —V XV x A= 2§, =0
2m c 1 mc 4 c
1, 1 1
i+ —V XV XxA—j, =0 (4.7)
c 4 c

oder

1 1
—V XxB==(n+]js)-
in Un +s)
Wenn das System raumlich homogen ist (Vi) = 0), so folgt die London-Gleichung

s = —ﬁﬁﬂ/)*A = —ﬁnsA-
me mc
Tatséchlich hat (4.6) fir a > 0 die Losung ¢ = 0 wihrend fiir a < 0 die Losung
[9]% = |1o|? = —a/b stabil ist.
Es ist jetzt zweckmissig, statt 1) neue Felder h und « einzufiihren: ¢ = (|¢0| +h) et

h und « sind reell. Durch eine Eichtransformation 4; — A; — %&'a = Ag kann der

Phasenfaktor beseitigt werden (« ist dann Null).
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Die Lagrange-Dichte liisst sich jetzt in den neuen Feldern A, h schreiben

o= R T i e LA
- 167 4 ome2! 70 T oy cjln ¢
K2 ~
~5—3 (h? + 2h|iho|) A7 — V(h)
1 - 1 1 ~ K2 h2 ~ -
= —— F% 4 2 i+ =dei) A — —(Vh)? — 249 A2 -V (h).
1670 =+ c <] i+ 21( ,z) i 2m(v ) 2 (‘P + ‘PW}OD i V( )

 ist ein Higgs-Feld, Fag ist ein massives Vektorboson. Das A - Feld hat eine Masse
— die Wechselwirkung zwischen den Strémen j,, ist kurzreichweitig. Der Phasen-FG
steckt im A-Feld.

Analog in nicht-abelscher Theorie (Eichinvarianz, aber Eichtransformationen
kommutieren nicht) A, — A%, Ankopplung an Higgs-Feld (unbekannter Ursache).
Elektroschwache Wechselwirkung: A2 = {W! W2 W3, \Bﬁ/ } sind zunéchst

SU(2) U(1)
alle masselos. Als Folge der Symmtriebrechung im Higgs-Feld folgt

+ _ 14 1172
E/Q _ 114/@+(W%i W) } massiv
Photonen-Feld masselos

4.4 Elektromagnetische Wellen in Materie

Wir betrachten in diesem Kapitel nicht-Supraleitung (ns o )\22 = 0!). Wir iiber-

nehmen die Telegraphengleichung (4.5)

47 0 1 62
AB:@a%&+W@w)’

analog gilt bei Abwesenheit makroskopischer Ladungen diveE = 0 und damit

47 0 1 62

Der Ansatz ebener Wellen ~ e!*=%) ergibt (siche ?7?)

dmoy,
K2 = 2 (1+i o )
C

EW

Aro,

k
%:\/eu 1+

=:n(w) + ik(w)

n(w) ist der Brechungsindex, k(w) der Extinktionskoeffizient.
Tatséichlich sind i.a. &, i, 0 w-(und eigentlich auch k-)abhéngig (" Dispersion”) und
i.a. komplex. Bei k in z-Richtung (z.B.) ergibt sich daher

ei(km—wt) _ e—wkm/c@iwn(m—ct/n)/c )
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d = c/wk ist die Eindringtiefe, v,, = ¢/n ist die Phasengeschwindigkeit. Mit

wo = 4dmo, /e wird % = | /Ei\/1 + i(wo/w), betrachte jetzt Grenzfille

1 .wp E ¢
Lw : ke~ e (14 2i—=), d=,/-
wo w n+1 s,u( +21w) 1 2o,

(unter der Annahme, dass o, ¢, u reell sind und keine Dispersion zeigen).

/ [2mon .
We>w: n+tikx s,uﬂi: M(1+z)
w w

AEindringtiefe d(w)

(I*)o =41 /e ®

Skin-Effekt: hochfrequente Wellen dringen wenig in das Material an.
Abschitzung: Metalle wy = 470, /e ~ 10'¥sec™!, dieses wy entspricht elektroma-
gnetischen Wellen mit A\g = 27¢/wp ~ 10 A ~ Wellenlinge harter Rontgenstrahlen.
Hierbei betriagt die asymptotische Eindringtiefe: d = \/% < L2 3,

2mo, = (ep)1/2 wo

Bisher wurde die Dispersion (i.e. die w-Abhingigkeit von e, u,o0,) der Material-
konstante vernachléssigt. Wird Dispersion zugelassen, so ist der Zusammenhang
zwischen w und k i.a. nicht linear (siehe auch oben wg > w).

Betrachte Wellenpacket, das sich in z-Richtung bewegt:

Bz, 1) = / B (k) citka—wt)
k

E(k) = E(k)e~(F—R)7/22
Mittelwert k, Breite VA < k

w(k) = w(k) + (k — ) (k) + %(k B2 (k)

Entwicklung kann hier abgebrochen werden, wenn

w(k) > VAW (K)|, Alw"(E)|,
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damit wird

E(z, 1) - E(k

Ik [14ia0” (B)t] +i(k—F) [2—o’ (R)t]

nach Gauss:—lntegration E(EJ)GZ (kat—w(fc)t) >

A
’ (21— z‘Aw"(E)t])l/z o <_2[1+z‘Aw”(k)t]

d.h. das Wellenpacket ist charakterisiert durch: die Phasengeschwindigkeit
vpn = w(k)/k, die Geschwindigkeit des Schwerpunkts: Gruppengeschwindigkeit
= 4| " gdic Breite des Wellenpackets Az = {l/A*Q + [w”(l_g)t]Q R~

k

Vgr = ~gk

W’ (k)t.
Aus (s.0.)
Z}—k = n(w)+ ik(w)
T = ) (o) + ) o)

folgt fiir k < n (sonst keine Propagation) und p ~ 1 (xm ~ 1075...1077)
n?(w) ~ Ren(w)

Phasengeschwindigkeit:

vph(w) = k = = 1/2 "
Gruppengeschwindigkeit:
Oder

da 2= — nw) | wdn

c cdw”

Normale Dispersion dn/dw > 0, anormale Dispersion dn/dw < 0.

4.5 Drude-Modell fiir ¢(w), o, (w)

Das Drude-Modell ist ein einfaches Modell zur Frequenzabhéngigkeit der Dielektri-
zitdtskonstanten und der Leitfahigkeit.
Die Materie besteht aus freien und elastisch gebundenen Elektronen, Wechselwir-

kungen werden ersetzt durch Reibung.
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Die Bewegungsgleichung des a-ten Elektrons lautet:

m(Fq + w2ty + 751 ) = eEjpe ~ eE (4.8)

i.a. ist das lokale Feld verschieden von dem &ufleren angelegten, i.a. hingen die
Beziehungen von der Gitterstruktur ab, deshalb approximieren wir Ej,. =~ E. w, = 0
fiir freie Elektronen.
Betrachte monochromatisches Feld: E(t) = Re {E‘(w)e_i“t}. Ansatz: ro(t) = Re {Fo (w)e ™'},
dann

Fo = o 52/ & — /Taﬁ(w) (4.9)
n ist die Zahl der Molekiile/ Volumeneinheit; n fy = ng ist die Zahl der freien Elektro-

nen/Volumeneinheit; f, (v # 0) ist die Zahl der Elektronen mit Frequenz w, , Ddmp-
fung 7, pro Molekiil; >, f, =: z ist die Zahl der (wirksamen) Elektronen/Molekiil.

Das Dipolmoment des a-ten Elektrons ist: p, = er,, damit ist die Polarisation:

P(w) —geiE LN YO Pl < N VRN 70
B w2 —w? —iw/T, m —~ w} —w? —iw/T,

[0}

also ist die frequenzabhéngige dielektrische Konstante

e(w) =1+ 47:62 3 Ju (4.10)

2 _ 2 _4 :
w2 —w? —iw/T,

v

freie E.
Mit der Stromdichte der freien Elektronen: j = > er, folgt aus (4.9)
«

_ freie E. 62/m ~
: _ B
jw) W Ea; w2 —w? —iw/Ty ()

2
= —iwne—%E(w)
m —w? —iw/7y
2
€ T0 ~
- "0 g
"1 — iwr @),

also ist die frequenzabhingige Leitfahigkeit:

2
0 gy = 10¢ 70 - (4.11)
m

) = T

Bei hohen Frequenzen: physikalisch kein Unterschied zwischen freien und gebunde-

nen Elektronen, sowie

4 1 4 ] ;
V><H:f7rjqL aD<7rc7w}5>E:w}nE
c

cot c c c
mit komplexer DK (Dielektr. Konstante):
4
nw) = e(w)+ iL(w)
dmne? I
-1 . A=0, 412
L Zw?\—wz—iw/ﬂ\ v (4.12)

A
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"Kleine” w: n(w) = ¢ + idmoo/w mit statischer DK

4rne? v
go=1+— Z% (4.13)

n = (1/4m)3(1/r3)
ne? nh2e?a?
Xet & Z ~ fiB ~ natz

62 h?
hwy ~ -, ap ~ 72
ap me

nady ~1.5-1072 L rs = 2,bap ~ Alkali-Metalle

Eigentlich haben wir hier na berechnet, Voraussetzung fiir na ~ y war 4g’rnoz < 1.
"Grosse” w: n(w) =1 — (wp/w)?.

Fiir w > w, wird Metall durchléssig (¢ — 0) A\, = 2m¢/wy, ~ 1500...32004° (UV!!)
bei Alkali-Metallen.

Plasmafrequenz:
4w Ne?
wp =\ =, (4.14)
N :=n)_, fx ist die Elektronendichte.
w & wy, wy Eigenfrequenz: (lwy7y > 1))
1 4mne? s

T m o [1— (w/w)?] —i/(wsTy)

7 gibt den Beitrag aller anderen Osz. bei wy an.

ARen Almn

ey

dRen(w)
dw

< 0 anomale Dispersion

sowie ”grosser” Im n(w).

_ 1dInRen(w -1
vgr = clRen) ™ (” 2dlnw()>

vy, kann im Gebiet der anomalen Dispersion grosser als ¢ werden, was auf vereinfa-

chende Annahme bei der Berechnung von 7 zuriickzufiihren ist. Zudem verliert die
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geniherte Entwicklung von w(k) um (k) und die daraus resultierende Def. von vy,

ihre Bedeutung.

Energieabsorbtion

Mittlere Leistung: gemittelt iiber Periode T' = 27 /w

T
W= %/dtZefa(t)E(t)
0 (0%

T

- %/dtRe {iw%fl(w)em] Re [E(w)e ']
0

= — [ — iw(n(w) - 1) + iw(n(w) — 1)*] |]5~}(cu)|2

= owInn()[Bw)[’

mit elektromagnetische Energiedichte u(w) = ém(w)f.

Energieabsobtion /Zeiteinheit:

W(w) = u(w)w Imn(w)

4.6 Kramers-Kronig Relationen

Im Weiteren betrachten wir ein Dielektrikum (o(w = 0) = 0).

Die frequenzabhéngige Dielektrische Konstante £(w), bzw. die frequenzabhiingige

Suszeptibilitét x(w) = (e(w) — 1) /47 bedeutet mit

Polarisation P(r,t) = /f’(r,w)eii“’t

elektr. Feld E(r,t) = /E(r,w)e*i‘*’t

P(r,w) = x(w)E(r,w)

Also: _
P =[x = [ wB) [yt
mit

P(r,t) = /dt’f((t—t’)E(r,t’),

—o0
es liegt also eine zeitliche Nahwirkung vor.

Kausalitit:
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Die Polarisation wird nur bestimmt von elektr. Feldern zu fritheren Zeiten

x(t)=0 fir t<0 (4.19)
mit komplexen z:
() = / dte (1) = / dte =5 (1) (4.20)
—0o0 0

— x(2) ist eine analytisch (differenzierbare) komplexe Funktion fiir Im z > 0, da

1. Integral existiert fiir Imz = 0, Rez = w.

2. Konvergenz des Integrals verbessert durch

|6izt} _ eftlmz <1.

Ausserdem: y(w) ~ 1/w? fiir |w| — oco.
(Die Antwort der Ladungstriger fiir grofie Frequenzen wird bestimmt durch die

Beschleunigung: mato + ... = e E(t).)

Bzw. fiir |z] — oo bei Imz > 0:

7 . R . iv (0 /(0
X(2) :/dte”t- [X(0)+tx/(0)+... = ’Xi ) _ XZ(Q) +..
0
(”Kurzzeit-Entwicklung”) mit Stetigkeit von x(¢):
X' (0 -
x(z) = — 2(2) +0(27%) (4.21)
E, P sind reell. Damit ist x(¢) auch reell. Also
x(2)" = x(=2") (4.22)
@

Damit folgt die Darstellung als Cauchy-Integral:

X() = o § 22

Cr
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Z®

Fiir R — oo: Integral iiber Halbkreis — 0

1 ) X&)

= — d 4.23
x(z) 2mi Y2 ( )
—o0
Fiir z gegen reelle Achse: z — w +ie, ¢ — 40
1 X (@) 1 / X(w')
_ d / - d /
X(@) 27 s w —w—1ic 2m “ w —w
—o0 w
Im w' 0 Im @'

w
| Rew' QW W Rew'
W

Integral iiber kleinen Halbkreis (w' = w + ne'?)

27

/ d i}
[ XL o) [ i) [ ao = im(e)
also
1 ()
_ L r X\W
X(w) - 271 / dw W —w—1e
fires+0 1 ., [ r yxW) 1
= — d [ —— —
271 %ﬁ% / + / ww’—w+2X(w)
—00  w#n

L ) 1

(P ist Hauptwert des Integrals).

Kurzform:
1 P
= 14 . 4.24
T — i€ T + () ( )
Also: -
1 x(w')
= — dw' 4.25
‘@) =P [ a2, (1.25)
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sowie

X(z):l/d /%.

™ w —z
—o0
Zerlegung in Real- und Imaginérteil:
Kramers-Kronig Relationen
I
Rex(w) = fP/d I x() (4.26)
w —w
R
Imy(w) = —f’P/dw’ ex(w (4.27)
w —w
Aus
X(w) = Re x(w) +iIm x(w) = x(-w)" = Re x(—w) — iIm x(—w)
folgt
Rex(w) = Rex(—w) (4.28)
Imy(w) = —Imx(—w) (4.29)
Speziell
T Im x (') T 1 1 7 2w’
[ a2 = [ ) (g + g ) = [ )
—oo 0 0
also
W Imx w' Im x(w')
Re x(w 773 dw 5 (4.30)
2 _w

Passives System: absorbiert Energle

W(w)
u(w)

o [ 1
Xo = x(0) = = /dwm >0, baw. g >1 (4.31)

typisches ” Response-Dissipationstheorem”.

Fiir w — oo mit Plasmafrequenz w,

1 1 fwp\2
= — —1) = — p
Xw) ™ (e(w) = 1) 4n ( w ) +
w2 = —4rm lim [w?Rey(w)] = =8P [ dw’ lim |—5—— | w'Im x(w')
p w— 00 w— 00 w/2 _ w2



also
o0

wi :8/dwwlmx(w)
0

Darstellungen fiir yo und wzz Summenregeln
Fiir elektronisches System

Oszillatorstiarke

wobei f(w) = f(—w). Dann ist

4rne?

m

2 62
= 47— d f
0

(n ist die Elektronendichte). Damit: f-Summenregel

o0

n:/dwf(w).

0

Typisches Absorbtionsspektrum

A w.Imx(w)

sy

wo
~ const.

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)



Damit:

AT 1
— ¥ = = dow'
x(2) — x(2) T w (W —z) [(w/ _ w0)2 + 52]
A T dw’
o7 (W = 2)(w — wy — 1) (W — wo + 19)

Pole:

Rew' @

wq +id

=
I
wo Sy Mo

”Verbiegung” des Integrationsweges lings reeller w’-Achse zu einem Kreis um Pol

w' = wpy — 10; Auswertung mit Residuen-Satz:

_ Ad ) 1

x(z) =x(z) = = (=2m) o o)
Fiir 2z — w:

Ce(s) = A _ (w—wpy) +id

x(2) = x(2) (wo —w) — 40 A(w—w0)2+(52
und damit

Alw —w
Re x(w) = Re y(w) + (w_(%)z,ﬂp (4.36)

A Rex(w)

o A
X(2) = X() = s

Absorptionslinie (”Resonanz”) entspricht Pol in unterer Halbebene:
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4.7 FEinige Bemerkungen zum Para- und Diama-
gnetismus

Verwende im Folgenden quasi-klassische Betrachtung. Kapitel 2.2.2: Zusammen-
hang zwischen magnetischem Moment m und Bahndrehimpuls L, angewandt auf

Elektronen auf Kreisbahn um Kern ("magneto-mechanische Analogie”)

q e
Lg=—
oMc B 2mec

m = LB-

Auch die Eigendrehung des Elektrons — der Spin — liefert ein magnetisches Moment

m = — 1L, (lasst sich nur quanten-mechanisch erkliren):
e
m=-g 9 L, g=1,9:=2
MeC

Quantenmechanik: AL, =h, L,=mh, —I<m<I

eh
g 2mec

m, = — m=—gmpp .

Bohrsches Magneton pp = < = 0.927 - 10~2° erg/G.

2mec

¢ — 00, U = 6(13% = %6(13%20, d.h. das typische magnetische Dipolmoment
ist ca. 2 GroBenordnungen kleiner (e?/hic = 1/137) als das typische elektrische

Dipolmoment (1/2)eap = p, ap ist der Bohrsche Radius.

Paramagnetismus: Fiir gupH < kpT erhilt man (analog zum in 4.2.2 bespro-
chenen elektrischen Fall) durch die Ausrichtung der bereits existierenden ma-
gnetischen Dipole m fiir die paramagnetische Suszeptibilitét

_1m? _ L )21(1+1) e\’
Xmagn ~ 3 kBTn = 3’/1 guB kpT e Xelekt »

d.h. die paramagnetische Suszeptibilitéit ist um ca. 4 GroBlenordnungen kleiner als
die entsprechende elektrische Suszeptibilitét, typische Werte fiir xmagn sind bei
Raumtemperatur 1072...1073. n ist die Dichte der magnetischen Ionen. Typische
Werte fiir g\/m sind 1...10. Daneben existieren in Metallen noch der Pauli-

Paramagnetismus, der im wesentlichen Temperatur unabhéngig ist und eine rein

107



quantenmechanische Erkliarung besitzt (Kopplung des magn. Moments der Spins an

das Feld)
X Pauti = NQB§(EF) )

G(Er) ist die Zustandsdichte an der Fermikante.

2 \1/3
Freie Elektronen g(Er) = % = (3”,{;#

he T

1 (e2\? V372 ANENY
X o = (e ) ~ - (ahn)? = 0.078 (;) (abm)'?

n ~ 10% cm3 } afn~1,5-1072

106
ap ~ 5,3 - 10~ cm (aBBn)l/?’ ~ 0,25 } XPauli 10

Zum Vergleich hier noch einmal eine Abschétzung fiir den Paramagnetismus von

Isolatoren

1 e 3 e? 2 9
m nzf e ll 1
oo~ 3 () (52 471014 )
62 A
— =4,35-10 M erg=2,7-10eV
ap

kpT. =2,35-10"2eV

0°C

L 127
Xmagn ~ 37535

10%-1,5-1072(137)72 - 25 ~ 7,65 - 1072

Diamagnetismus: Wir betrachten jetzt das durch ein dufleres Feld induzierte
magnetische Moment. Dies ist wichtig in Molekiilen, in denen keine spontanen
Momente m vorhanden sind (Kreistréme verschiedener Elektronen kompensieren

sich).

L~ [—

&I/F

Der Einfachheit halber sei das Elektron auf einer Kreisbahn senkrecht zum Feld

B. Wird B vergrofert, B > 0, dann wird nach dem Induktionsgesetz ein E-Feld

senkrecht zu B erzeugt

1
/m{VxE+;Byzo .

¢ E=-—B
2 E+18 B=0 2
mr Catﬂ'T =
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Das so erzeugte E-Feld bewirkt ein Drehmoment dL/d¢

dL  r?
—rell = — = —
a2
nach t-Integration
2
er
AL = —B
2c
2,2
e er
Am = - AL=-——-B
dmec 4m,c?
AM = nAm.
Larmor oder Langevin Diamagnetismus
o272
Xdiamagn = _4m502n .
Abschétzung (r ~ ap):
. L e? nad, — e2mee ¥
Xdiamang  ~ dmecap B Amecch2 B
2
- 1 (/e 3
~ =7\ e ) naB

Q

1
—1(137)—2 1,5-1072 = 1077

Fiir Silber: Xmagn ~ —2 - 106,
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Kapitel 5

Elektromagnetische
Strahlung

5.1 Die Greensche Funktion fiir die inhomogene
Wellengleichung

Eigentlich ist uns die allgemeine Losung (durch Erraten) bereits aus 1.4 bekannt.
Wir stellen hier aber noch einmal den systematischen Weg zum Auffinden der
Losung dar.

Die Wellengleichung mit Lorentzeichung 0,4, = 0 lautet

~ ~ 47 ~
DA =024 = —%j (5.1)

&= (x,ict), j = (j, icp), A= (A, ig).

Die allgemeine Losung von (5.1) setzt sich zusammen aus der allgemeinen Losung
der homogenen Gleichung (siehe 2.8) und einer speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung.

Betrachte Einheitspunkt-Ladung

OG(2)

_4nd(3), 5(F) = 5(x)8(ct)
i@ = [ awa— i@

mit G() = 5 [ dwe *'G(x,w), [, = [dw/2m. Dann
~ w2 -~ .
/ [AG(x,w) + cQG(X’w)] e " = —4rd(x)0(ct).

iQt

Wir multiplizieren mit e”** und integrieren iiber dt —

2

AG(x,Q) + C—QG(X, Q) = —4no(x)/c. (5.2)

In Kugelkoordinaten hat der Laplaceoperator folgende Gestalt

1 92 1 1 1 2
N = ar—&- 8(sim6‘8)—&- 4

T rarz ' r2sing 99 72 sin® § 0
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Bei rdumlicher Isotropie folgt

19% - 02 -
;%TG(T, Q) + C—QG = —4né(x)/c

Wenn r # 0 folgt nach multiplizieren mit r
ré(r, 0) = ae™ /e 4 pe= /e

a,b sind Konstanten. Fiir Qr/c — 0 ist AG(Q,x) = —4md(x)/c. Abschiitzung der

Vorfaktoren in (5.2) G(€Q,7) = 1/cr (siehe Statik).

2

»

£
I

aGy (x,w) + bG_ (x,w)

_ 1 ..
Gi(x,w) = ;ei“"r/c, a+b=1

Gi(x,t) =Gx(2) = / e WG (x,w) = %6(ct Fr)

1
Gi(z—3)#0 fir t=t+—-|x—x|: retardiert
c

1
G_(z—3')#0 fir t=t——|x—x|: avanciert
c

Ct

Vorwartslichtkege

T
Ruckwartslichtkegt

Vorwiértslichtkegel: Ausstrahlung - wird als physikalisch sinnvoll betrachtet.
Riickwértslichtkegel: Einstrahlung: Losung fiir G muss im Unendlichen loslaufen
und bei Ladung eintreffen wenn diese sich zu bewegen beginnt.

Kausalitiit: Austrahlungsbedingung A(x,t) = 0 solange j(x',t') =0 —
G(F) = G+ (3) = Grar(3)

damit Symmetriebrechung in der Zeit

~ 1 o(r—ct) t>0
2 2 2,2
o@) o ) 21 { (5(7’+ct) t<O0

= % [6(r —ct) +6(r+ct)]

15(ct F7) (5.4)

r

Gi(Z) = 20(%t)5(2%)
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— Lorentzinvarianz von G. Wenn ¢ < 0, dann ist fiir 72 = 0 auch in jedem anderen

Inertialsystem ¢ < 0

A@y:%/ﬁ%%h@—fﬁgq
Alr,t) = /d?’r’ ! i t— 1|r —r']) (5.5)
’ clr —r'| ’ c

Diese Losung hatten wir bereits auf S.20 erraten und in den Ubungen gepriift.

¢ — oo: nur das statische Potential verschwindet.

5.2 Das elektromagnetische Feld einer Punktladung

Bahn der Punktladung

r = R()
p(r,t) = ¢6(r—R())
i) = qR(1)S(r —R(t))

Zur Vereinfachung benutzen wir die Vierervektoren

b = (R(t),ic)

j = qud(r—R(t))

U=dx/ds

@) = ; [dw6@-2)i@)
&
= /d3r’dt’5(c(t—t’) - h—ﬂ\)%

—I‘"

/ﬁtr et =) = = RO)ai(t)

=
&
Il

qo(t")s(r' — R(t'))

= |r7 () ‘ c(t—7) ’I’—R(T)” -

(6(f(z) = ﬁé(m)), wobei 7 die retardierte Zeit |7 =t — L|r — R(7)| |ist. (Da

IR| < ¢ ist 7 eindeutig.)
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th Bahny R(t)
/< Lichtkegel
""""""""" L (tr)

(L.R(D)

|

Mit
d 2 d .
. (r — R(T)) = 2(r — R(T)) . (r — R(T)) = —2R(71) (r — R(T))
e (1) (r = R(7))
d R(7) (r — R(7
E(CT+|I‘—R(T>|>:C— |I‘—R(’7’)|
und damit
~ 1
A(Z) = qo(7 - , .
(#) = ail )c’r — R(T)’ —R(7) (r — R(T)) (56)
oder
1
P(r, = - 5.7
0 =« [r =R - (1/OR() (r—R(7)) (5.7)
Ay = &0 ! (5.5)

c |r - R(T)| — (l/c)R(T) (r - R(T))
7 ist die retardierte Zeit. Diese sind die Liénard-Wiechert Potentiale.
~ Verallgemeinerung des Coulomb-Potentials fir R # 0. Denn R/c < 1: Biot-
Savart-Gesetz.
Aus (5.7) und (5.8) lassen sich die Felder E und B durch Differentiation ausrechnen.
Benutze die Abkiirzungen n = (r — R)/|r — R|, B = R/c.

1— 6% (n-— Inx[(n—B)x B
o = (l—qnﬂ)?’{( = ]}t )
B(r,t) = nxE(r,t), (5.10)

iiberall mit retardierten Zeiten.
Anteile: ~ 1/|r — RJ? : mitgefiihrtes quasistatisches Feld
~ (R/c) /|r — RJ: abgestrahltes Beschleunigungsfeld.

Energiestrom des Strahlungsfeldes:

s = i(E X B)gtrahlung = ﬁ(nEQ - E(l’l ’ E))rct
]
_ ¢ )nxm-p)x8[ = =
= ) OomopR ‘r—RP +0(g)

ret
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2
= |

ns: Energie pro Einheitsfliche und pro Einheitszeit am Beobachtungsort zum Zeit-
punkt ¢, ausgestrahlt zur Zeit 7 = t—|r—R(t)| /c. Von der Punktladung abgegebene
Energie pro (retardierter) Zeiteinheit in den Raumwinkel dQ2 = sindf d¢ ist die
Leistung dP = W\r — RJ|?dQ

e denn Energie ausgestrahlt von 7 = T3 bis 7 = T5:

t:Tng‘l‘*R(TQ)‘/C =15 dt
E(T,Ty) = / nsdt = / ns— dr;
t=T1+|r—R(T1)|/c =T dr

e denn Gesamtleistung P = [ ln;‘Tdt Ir — R|2dQ

dt_d(r+(1/e)r — R(7)))
dr dr

=1-—ng.

Nebenbemerkung: Ein gleichférmig bewegtes geladenes Teilchen strahlt fiir v < ¢

keine elektromagnetische Wellen ab. Mit obigem Ausdruck fiir s und 8 = 0 folgt

J 1
li =0= 3r{ ——(E* +B?) +jE
Jim 6vsda 0 /Vd T{@t&r( +B°)+j }

da = |r — R|?d).

P ¢ ’nx [(n—ﬂ)xﬁ]‘2

ar _ ¢~ (5.11)
dQ  4mc (1 -npB)°

Keine Abstrahlung, wenn B =0, d.h. bei gleichférmiger Bewegung.
Spezialfille:
(i) f=R/c<1|nxp|= R% sin @ (Def. von 0)

(nicht-relativistischer Fall) Larmorsche Formel:

ap ¢ 52 i 2
o) = —47T63R sin“ 6
2 ¢ o
P=-=R
3¢3

115



A dP/dQ

v
=
Beispiel: strahlender Dipol: R = [sinwt — P =~ ,féz;ﬁ ~ qilfc-
2 1 [T 1 [ 1
T = —F, —/ sin® wt dt = —/ sin® xdx = =,

Atome in Atmosphére als schwingende Dipole — ”Himmelsblau”

(ii) B || B (geradlinig beschleunigte Bewegung) * Bremstrahlung”:

BxB=0
In x 3| = (R/c) sinf,n-3 = (R/c) cos 6

AP ¢* & sin? 0
Q- Ame? (1- (R/c) cos 0)5

(5.13)

A dP/AQ
pE1
n
*g 6 >
R,R
Abstrahlung in
Bewegungsrichtung

O max = arccos {;ﬁ(\/l + 1562 - 1)
fiir kleine B: cos fmax = (5/2)(R/c)

(iii) Kreisbewegung (nach einigen Umrechnungen, siehe Stumpf & Schuler, S. 90)

RR=0

P _ i | ll (1 R2/c)cos? w]
A Ame (1- (R/c)cos)’ (1 - (R/c)cost)”
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# = <(n,R), ¢ = <(n, R). Maximum, wenn ¢ = 7/2, (3/2)7; § = 0, 7. In der Ebene
der Kreisbahn.

(iv) Aus dP/dS? folgt im allgemeinen Fall nach Integration iiber §2 (ohne Beweis):
Abgestrahlte Leistung (Liénard 1898)

2
P=200 )35~ (B xpy (5.14)

Jackson 14.26. Bei linearem Beschleuniger 3 |B— P = %qQC(l —52)*3[32. Wir

konnen deshalb

p:gi dp ’
3mdcd \ dt
schreiben:
d _d_ mv 1 . s 1 .
a® @ (1-p2)2 m0(1_52)3/2 (V(l B) 2V( 28 5))
1 .
dp

= = ‘fl—f Energieéinderung des Teilchens pro Einheitslinge — abgestrahlte Ener-

gie/Zeit héngt nur von #uflerer Kraft, nicht von momentanem Impuls (oder Ener-
gie) ab.
Das Verhéltnis von abgestrahlter zu zugefiithrter Leistung betréigt
P 2 @2 (dEN’dt 2 ¢ 1dE p-1 2 ¢* dE
dE/dt ~ 3m2c3 (d:v) dE ~ 3mZd v dz - 3mict da
9 2 d(E/moc?)

— 2 = Q2 9
Tclass = ¢ /mOC 3 d(l‘/rclass) 7

d.h. der Strahlungsverlust ist vernachlissigbar, solange der Energiegewinn auf der

Strecke 7¢lass (10_13 cm beim Elektronen) nicht von der Ordnung moc? (~0, 5.10%eV
beim Elektronen) ist.

Bei Elektronen entspricht dies Feldern von 2 - 102°eV /m, wihrend typische experi-
mentelle Werte bei 107eV /m liegen. Stanford (SLinear Collider) ~ 100eV ~ 10! eV
(3km ~ 3-10%m).

Bei Kreisbeschleunigern (Synchroton, Betatron) ist die Situation sehr verschie-

den (8 x B)? = 328"



dv

dv
dt

die abgestrahlte Leistung hdngt vom momentanen Impuls ab, die tangentiale Be-

=0v-w=Ruw?, BzﬁwzcﬂQ/R,

schleunigung wird vernachléssigt!

24> 2 ¢ 1
]3:,&5722 “ 3‘1 272w2p2
3¢ (1-p52) 3c3mg (1 — 6?)

2 ¢%c _
= gﬁﬂ4(1_ﬁ2) ?

Strahlungsverlust/Umlauf:

2R 47 ¢? _ (moc?)?
0F=""p="2731-p3%"2 E? =
Cﬁ 3 Rﬁ ( ﬁ ) ) 1 —ﬁ2
Wenn 8 =~ 1, dann
4m ¢ 2\ -2 4m o144
SE~ Ly _ - 7 T g
T ) T (o) L

_ dmgt (BN
T 3 R \mpe?

in Zahlen 6 E(10°eV) = 8,85 - 102210V’

p(m)

Large Elektron Positron (Collider) Genf 200GeV (27km Umfang)

E =50GeV : dFE = 400 MeV /Umlauf ~ 0.8%

E =100GeV : dFE = 3GeV /Umlauf = 3%

(iv) gleichférmige Bewegung, Cerenkor-Strahlung

Teilchen Weg (in Formeln fiir Liénard-Wiechert-Potentiale):
R(t) =Rg+ vt.

Retardierte Zeit:

1 1
T:t—E|I‘—R(T)| t—E’r—RO—v(T—t)—vt’

P e R() v — )] = =~ [x(t) ~ v(r 1)

At —1)2=x*—2xv(r —t) +v*(1 — t)?

(t—71)*(c* —v?) —2xv(t—7) —x* =0,
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quadratische Gleichung fiir ¢t — 7.

9 1/2
(t—71)=(c*—0v?)"! {xv + |x|e (1 - Z—zsin2 a> } , a=<x,v) (5.15)
t — 7 reell und positiv.

1L.v<c— ( )Y?reell, £ — + in (5.15)

2 —1/2
O(r,t) = Mqt)'(l—gsm?@ (5.16)
A(r,t) = %(p(r,t). (5.17)

2. v > ¢?: Teilchen in Medium, so dass Phasengeschwindigkeit ¢ — ¢/ = ¢/n in

(5.15), d.h. ¢ > v > ¢ moglich.

Nach einigen Zwischenschritten: damit (5.15) reelle Losungen hat, muss m—arcsin (¢’ /v) <
o < 7 erfiillt sein. Liénard-Wiechert-Potentiale existieren nur im schraffierten Be-
reich, auflerhalb verschwinden sie. am Rande des Kegels werden die Potentiale sin-
gulér, i.e. dort wo o — a. geht.

— Potentiale bilden Wellenfront, sie sich in Richtung 6. = a. — (7/2) fortbewegt.

Die Geschwindigkeit der Wellenfront ist vcosf. = ve/nv = ¢’. Daher findet eine

Abstrahlung in diesem Winkel statt, dies ist die sogenannte Cerenkov-Strahlung.

5.3 Felder in der Fernzone

Betrachte jetzt beliebige aber lokalisierte Viererstromverteilung mit typischer rdum-
licher Ausdehnung d fiir grofle Abstéinde r > d. Wir nehmen spéter ferner an, dass
die zeitlichen Anderungen von j(t) hinreichend schnell ablaufen, so dass r > A =
21 /h = 2nc/w = T, hier ist T' die typische Zeitskala, auf der die Anderung von j
ablduft. Also: Auswertung von

Alr,t) = /dBr'1

clr—r/|

~ 1
g’ t— E|r—r’\) (5.18)
unter der Annahme r > A\, d
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Nenner: |[r —r'| = r

Zihler: t' = t—Lr—1'| ~ t—%—i—’%/ =t—Z+lnr'dallr—r|= %(r2—2rr/+r'2)1/2,
n=r/r
A 3./ 1~ / T 1 /
A(r,t) = dr—j(r,t—f—&—fn-r) (5.19)
cr c c
Bei der Feld-Berechnung beriicksichtigen wir nur die Strahlungsanteile ~ 1/r (d.h.
nur nach r in j wird abgeleitet)
1 1
Bor = (V X Ay = —/d?’r’V xj' vy, t'=t— Ty ln.v (5.20)
cr c c

Nebenrechnung;:

) g .
eik0 k(v t") = —jreijuz— (—r +nr')

cot O0x;
10 X T CC; N 10 . T
—catﬂk%k{ T T s ke
damit
1 3,./ a- i 1~
Bstr'”%/d aJ(I’,t)Xn:ENXn (521)

N:/j(r’,t’)d3 "=N(t=r/c)

Eqi, (r,t) erhélt man aus V x B = %j + 19F da fiir r > d j = 0. Nach Bildung

c Ot
der Rotation von By, und t-Integration
1 . . 1 .
Esw = —[@m Nn—-N]=—-(Nxn)xn
c2r c2r (5.22)
1 . ’
Bstr = TN X 1n; N = /dgrlj(r/,t/)
cr
E, B, n stehen senkrecht, |E| = |B|.
Poyntingvektor:
C c 1 .
Sstr = EEstr X Bstr = EBstr X (l’l X Bstr) = W(N X 1'1)2 ‘n
Abgestrahlte Leistung
1 .
P= /SStr da = — /(N x n)?ds (5.23)
4med

Bisher haben wir nur d < r benutzt!
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5.4 Multipolstrahlung
Weitere Auswertung von (5.22) unter der Voraussetzung r > A > d.
3,0 (4] r 1 /
N = /dr_](r,t77+7n~r)
c ¢

/d3r’ {j(r',t—r/c) + lij(r/yt—r/c)n'rl+-‘-}

C

Umformung des 1. Terms j; = 0;(x;j;) — ¢;0;7;, dann
/d3r'ji(r’,t—r/c) = /d3r’ {V'(2}j — 2} V'j}

/j(r’,t —r/c)d®r’ = —/d3r’r'(V/j) = /d3r’ v'p(r’;t—r/c)=p
dies ist die Zeitableitung des Dipolmoments.

Analoges gilt fiir den 2.Term. Alternativ-Weg:

/ Bl - ) ev)

i

v(r'-n) = 5%r’(n-r’)+§v(n~r’)—§r’(n~v)
_ Lo, L
= 28tr(n r)+2[r X v] xXn

— 2.Term in N(¢)-Entwicklung

2

LA ) R L9 o)) = e Lo~
8t/alr{2[r ><J]><n+2_]atr(n r’) —cmxn+68t2Q.

Magnetisches Dipolmoment:

1
m= /dgr’[r/ xj] xn (5.24)

Elektrisches Quadrupolmoment:

Q)i = ZQijnj> Qij = /d?’r/[3l’§$} —28,5]p(r', 1) (5.25)

J

(addiere [ d3'r'*p(r',t)n zu N — &ndert B nicht!).

Damit
N(t) ~p+ iaiQ +1mxn (5.26)
6c Ot2
Es folgt
E —L["x]x —&—i[.Qx]x +nxn
str — 027’ P n n 6c n n n m
1 (. 1... ..
By, = 2{pxn—i—Q><n—|—[m><n}><n},
c4r 6c
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d.h. die Strahlungsfelder lassen sich in elektrische Dipol- und Quadrupolstrahlung
und in magnetische Dipolstrahlung zerlegen.

Die (miihsame) Berechnung der abgestrahlten Leistung P ergibt

2 .9 1 o2 2 .2
=3P T 5o i t 3 (5:27)

P
3c3

Anmerkungen:

(i) Hertzscher Dipol p = pg coswt, p? = piw* cos? wt

2“’4 2 /y4
Pwpoc—3 ~cpg /AT

(ii) Ein abgeschlossenes System, das aus Teilchen besteht, bei denen das Verhilt-

nis von Masse zu Ladung konstant ist, kann keine Dipolstrahlung aussenden:

pzzi:%'ri = %Zmﬂ'i = %Rzi:mi

R Schwerpunkt. Da sich der Schwerpunkt eines abgeschlossenen Systems gleichférmig

bewegt, folgt R = p=0.

(iii) Eine analoge Aussage gilt fiir die Aussendung von Gravitationswellen: schwe-
re Massen senden Gravitationswellen aus, wobei in der Multipolentwicklung

der erste nicht-verschwindene Term der Quadrupolterm ist.

Heuristisch lésst sich das so erkléren: beim Ubergang vom Coulomb- zum
Gravitationsfeld werden die Ladungen ¢; durch /ym; ersetzt, « ist die Gravi-
tationskonstante. Das elektrische Dipolmoment wird entsprechend durch das

Massendipolmoment ersetzt

p=> qri — ﬁ;miri = \%R;mz

und damit gilt wieder p = 0. In Wirklichkeit ist die Gravitationstheorie nicht-

linear, die Aussage gilt aber trotzdem streng. —

4*}/ )
bGc = WQikv

Qi1 ist hier das Quadrupolmoment der Massenverteilung.

2 -1 -39
P 0™ _46 0

= ~3,2-107°° 11
Pelmagn €2 |Protonen 1/137

(beachten Sie aber die Neutralitét).
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5.5 Strahlungsddmpfung, die Abraham-Lorentzgleichung

Bisheriges Resultat: Aus 5.2, 5.4: geladenes Teilchen strahlt Energie ab, wenn es
beschleunigt wird, P = %(q2/03)ﬁ2.

Aus 5.2 und 3.1: geladenes Teilchen fiihrt Feld mit sich, das eine endliche Impuls-
dichte g hat.

Auf Grund der Linearitdt der Maxwellschen Gleichungen kann man bei der Be-
handlung eines abgeschlossenen Systems geladener Teilchen im Prinzip die Felder
eliminieren, so dass nur ein System kompliziert gekoppelter effektiver Bewegungs-
gleichungen fiir die Teilchenkoordinaten iibrighleibt. Wir wollen dies am Bei-
spiel einer einzelnen Ladung ¢ mit dem Radius rg demonstrieren. Wir wollen
iiberdies heuristisch vorgehen, d.h. nicht die effektive Bewegungsgleichung aus dem
exakten Gleichungssystem ableiten, was von Abraham & Lorentz gemacht worden
ist (siehe Stumpf & Schuler, Jackson, etc.), sondern aufgrund der abgestrahlten
Energie und des mitgefiihrten Feldimpulses Zusatzterme in der mechanischen Be-
wegungsgleichung plausibel machen und deren Einfluss dann diskutieren.

Die vermutete effektive (nicht-relativistische) Bewegungsgleichung hat die Form
MegX = Foxy (X> t) + Faor ’ (528)

Foxt ist rein mechanischen Ursprungs. Fiir ungeladenen Teilchen gilt meg = my,
Fg = 0.

(i) Fgtr beschreibt die Bewegung didmpfende Kraft, die auf das Teilchen effektiv
wirkt, da es — wenn beschleunigt — Energie abstrahlt. Man kann diese Kraft iiber

die Arbeit, die die Kraft am Teilchen leistet, ausrechnen: Im Zeitintervall [t; — ¢2]
gilt (v = %)

to t22 2 2 g2 ta to
q~ .o q .. .
dtF I.v:—/ vdt:—{—/ v-vdt+v-v }
/t1 st ¢y 33 3c3 ¢ t

Wirkt die Beschleunigung nur kurze Zeit, so dass vv(te) = v - v(¢1), dann ver-

schwindet der 2.Term auf der rechten Seite und wir bekommen

to 2 g2
q- ..
dtv (Far — 2L %) =0,
/tl V<t 3c3v>

2
woraus wir Fg, = %g—sv schlussfolgern.

(ii) Fiir eine mit konstanter Geschwindigkeit v sich bewegende Ladung folgt nach

elementarer Rechnung fiir den Feldimpuls pp

pPr = /d3rg - L /dgr(E x B) = giv. (5.29)
4me 3 roc?
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Da die Selbstenergie einer Ladungskugel mit Radius rg, bei der sich die Ladung

sich auf der Oberfliche befindet Wy =

%% ist, kann man dem Feld eine Masse
mprp = Wa/ c? zuordnen. Folglich ist pr = %mpv. Die gesamte effektive Bewe-

gungsgleichung ist deshalb

4 L 242,
(mo n 3mF) e (5.30)

mo + (4/3)mp = meg. Dies ist die Abraham-Lorentz-Gleichung. Im Prinzip treten,
analog zur Entwicklung fiir P, noch weitere Terme mit hoheren Zeitableitungen
auf, die aber im Limes 9 — 0 verschwinden (in diesem Limes divergiert aber mp!).
Zweckméssige Umschreibung:

L 2 ¢
meﬂ‘(x_Tx):Fext(X,t)7 ngm

Die Zeit 7 ist von der Grossenordnung 7 = rore/(ro + 7a1) - ¢ & min(rg, rq )¢, wobei

wir %mg;z = 1/rq (in Anlehnung an den klassischen Elektronenradius) getauft

haben.

7 ist sehr klein, fiir Elektronen von der Ordnung 10~24sec. Wenn X mit %/T ab-
zuschitzen ist, dann ist die Wirkung des Ddmpfungsterms klein, solange 7/7T < 1
gilt, d.h. die Strahlungsddmpfung ist nur dann gross, wenn 7" von der Ordnung 7

ist. Als Beispiel betrachten wir einen Oszillator mit Fey = 7meffng, d.h.
X —7X +wix=0. (5.31)
Der Ansatz x = xge~ ! fithrt auf o? + 703 + w3 =0
a? a\? «
— + Two () +1=0, —=y, wr<Kl
Wy wo wo

V4wt +1=0, y=i+e — a~x
2ie + 2 + wot(i® + 3i%e + 3ie? + &%) =0, T=wit, Aw= —gwor

d.h.
X = X0€7W§Tt€ii(wo+Aw)t ) (532)

D.h. der Ostzillator fiihrt eine geddmpfte Bewegung aus. Es gibt aber auch unphysi-
0

kalische Losungen, z.B. fiir den Fall, wenn Fy = 0. Dann X(¢) = { %(0) exp(t/7)

d.h. Selbstbeschleunigung des Systems.
Will man solche Losungen ausschliessen, so handelt man sich andere Schwiereigkei-
ten ein (akausales Verhalten, s. Jackson, Stumpf & Schuler).

Nachteile der Abraham-Lorentz-Gleichung:
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. nicht-relativistisch, fithrt auf akausale Losungen;
. Feldmasse hat falschen Vorfaktor 4/3;

. es gibt Terme hoherer Ordnung, die verschwinden, wenn rg — 0, aber dann

divergiert mpg.
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