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Kapitel 1

Phianomene in atomaren
Dimensionen

Ende des 19.Jahrhunderts: Physik schien verstanden. Newtons Mechanik erklérte
die Bewegungen auf der Erde und im Himel, aus ihr folgten auch Hydro- und
Aerodynamik (Euler, Navier, Stokes). Die Theorie Maxwells verband die Elektri-
zitdtslehre mit dem Magnetismus und schloss auch die Optik ein, Licht war eine
elektromagnetische Welle. Schliellich gelang es Boltzmann die Warmelehre auf die
(statistische) Mechanik zuriickzufiihren.

Gleichzeitig hiuften sich in dieser Zeit experimentelle Befunde, dis sich nicht in
Einklang bringen lieBen mit dem existierenden Gebiude. Uber diese wollen wir in
diesem Kapitel sprechen.

Problem: Wir machen unsere Erfahrungen nicht in der Quantenwelt = haben keine
Intuition fiir Quantenmechanik; Hohlengleichnis von Plato

Zitat Feynman (1965): ”...Es gab eine Zeit...”

1.1 Teilcheneigenschaften elektromagnetischer Wel-
len

Newton (1643-1727): Licht besteht aus Teilchen

Huygens (1629-1695), Fresnel (1788-1827): Licht ist eine Welle

Photoelektrischer Effekt . .
Compton — Effekt wieder Teilchen
Tatsdchlich: weder Teilchen noch Wellen

Beginn des 20. Jahrhunderts:

1.1.1 Die Hohlraumstrahlung

Hohlraum der Temperatur 7', da Photonen nicht direkt miteinander wechselwirken

braucht man Hilfsmittel um Strahlungsgleichgewicht herzuleiten!
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2 KAPITEL 1. PHANOMENE IN ATOMAREN DIMENSIONEN

%

=

Strahlungsgleichgewicht, Strahlungsfeld besteht aus stehenden Wellen, Feldstéarke
verschwindet am Rand.
Wir interessieren uns fiir die Energiedichte u(w)=Energie/Volumen—und Frequenzein-

heit im Hohlraum:

kT
u(w) = %uﬂ Rayleigh — Jeans — Gesetz (klassisch) ,
m2c
denn, wir betrachten stehende ebene Wellen im Hohlraum mit reflektierenden Me-

tallwinden (Randbedingungen!). Durch Superposition von Wellen der Form

w

Ei(x,t) =~ e“'sin(kiz1)sin (kaxo)sin (kzxs)

k = (n1,n2,m3) n;=1,2,3,... — FE(0)=0, E(L)=0

™
L
und \; = (27)/k; = (2nL)/(mn;) = (2L)/ns, — 21 = L : kyry = Fna L = nym, ldsst
sich jede Feldkonfiguration im Hohlraum herstellen.
Dieser Ansatz ist tatséchlich eine Losung der Wellengleichung, denn

1 0° 1

w? = (k] + k3 + k3)

(rechte Seite: Basisfunktion eines vollstdndigen Funktionensystems)

Wir miissen jetzt iiber alle Zusténde summieren, dabei brauchen wir nur die positi-
ven k—Vektoren zu betrachten, da die negativen k—Vektoren den gleichen Zustand
reprasentieren. Gehe von der Summation iiber k zur Integration iiber w = ck iiber.

Abstand der Punkte: Ak = /L.
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— _ 27
w—ck—c/\

Anzahl der Wellen in w,...,w+ dw = [w,w + dw] (der Oktant der positiven k ist
gleich 1/8 der Vollkugel):

1 .

3 x Zahl der Punkte in der Ak — Schale

1 4rk?dk L3

- - w
8 (m/L)® 2723

_ LA (L) dA
T oo )TN

Jede stehende Welle entspricht einem Oszillator mit Energie kT (Gleichvertei-

2 dw

1
= gdnl an dng =

lungssatz) und zwei Polarisationsrichtungen

L3 2 dw kBT

3 wrdw.
m2c

Dies kann nicht sein! Denn [ u(w) dw = oo divergiert.

“Ultraviolettkatastrophe”

Bei tiefen w gut, nicht bei hohen.
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Experiment (Wien)

u(w) — Awe /T (A, g const.).

w—00

Max Planck (1858-1947)

Planck 1900 (Abkehr vom Gleichverteilungssatz der klass. Physik:
kpT — hw/(eTaT — 1))

h = 6,626 - 10~ 27ergsec = 6,626 - 10~3*Jsec; h = 1,0546 - 10~ *7ergs; g = h/kp

R J(eH ~1) = { 2hw/k:BT)e*(h“/kT> i N Zﬁ:
Energieaustausch mit Wand nur in Einheiten F, = n - iw — Quantisierung der
Strahlungsenergie.

Planck-Relation E=hw=hv

1.1.2 Photoelektrischer Effekt (Hertz 1887, Hallwachs 1888,
Lenard 1900)

Einfallendes Licht der Frequenz w schligt Elektronen aus einer Metallfolie
Max. kinetische Energie der Elektronen (Einstein—Relation, A. Einstein, Ann. Phys.
17, 132 (1905))

E. = (m/2)v? = hw - W



1.1. TEILCHENEIGENSCHAFTEN ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN 5

/ve
Elektron

Albert Einstein (1879-1955)

W ist die Austrittsarbeit. Insbesondere kann ein Elektron nur aus dem Film her-

ausgeschlagen werden, wenn hw > W ist.

Klassisch: ~ Energiedichte des Feldes = (1/8m)(E* +B?) ~ [
Energiestromdichte s = (¢/47)(E x B)
Impulsdichte p=~—(ExB)

— Es gibt keine untere Frequenz w,, = (W/h) fiir Emission von Elektronen.

— HEs braucht gewisse Zeit, bis geniigend Energie geflossen ist, die Elektronen wer-
den ab sofort (< 107%) herausgeldst.

Beispiel: Na-Oberfliiche, Photostrom tritt auf, wenn Strahlung etwa 1076 W /m?
erreicht. Eine atomare Schicht von 1 m? enthilt 10'? Atome, so dass jedes Atom etwa
1072° W Strahlung erhilt. Klassische betrachtet dauert es einen Monat bevor das
Atom geniigend Energie aufgesammelt hat, damit ein Elektron freigesetzt werden
kann.

— beides im Widerspruch zum Experiment.

Austrittsarbeiten: liegen in Groflenordnung von eV.

Reduziert man die Intensitét, aber nicht die Frequenz, so gilt es weniger Photoelek-

tronen, aber es werden immer noch sofort welche herausgeschlagen.
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Relativitatstheorie:

E = (p202+m204)1/2
o8 pc

8p (p262 _|_m204)1/2

Wegen |v| = ¢ folgt m = 0, E = pc, und damit pc = E = hw = hck und daher

Einstein—Relation p=hk="h/\

— Licht besteht aus Photonen der Energie iw = E, Geschwindigkeit ¢ und Impuls 7k = p.

Dieses Resultat geht iiber Plancks Annahme hinaus, da er nur den Energieaustausch

quantisiert. Monochromatisches Licht der Energie F und Frequenz w enthélt E/fiw

()10

1.1.3 Compton—Effekt (Compton 1924)

Photonen.

Vierervektor:

Streuung von Rontgenstrahlen an Elektronen

k = 2%]2: ~ beschreibt Wellencharakter

Elektron ruht zun#chst, dann elastischer Stofl mit Photon . Viererimpuls bleibt

erhalten, und ‘ Pphoton = hK, Fphoton = hw = hck | Elektron muf hier relativistisch

behandelt werden, da Impulsdnderung von der Ordnung mecc.

!/

hMk—-k) = p Impulssatz
ch(k = k) + mc® = p?+m?)Y?c  Energiesatz

(1.1)

Quadriere den Energiesatz und dividiere durch c?
B2 (k? = 2kE + K?)  + m2c® 4+ 2h(k — K Yme = p'* + m2c?
= R*(k® 4+ K% — 2kK') + m3c?

—2R%kK + 2h(k — K)me = —h22kk' kK = kK cosf
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kK 1 1 N =
— /: _— e —_———) = [
k—k hmc( cosf+1) 271'(/\ /\/) 27 o
4mh
I - ——gi 2 = in?
A=A ——sin 0/2 = 4mX.sin” 0/2 (%)

Ae = miec = 3,86-10"'1em bei Elektronen. (x) von Experiment bestiitigt, d.h. Licht
hat Teilchencharakter. Neben der nicht verschobenen Linie der kohdrenten Streuung
wird noch eine Linie mit inkoh&renter Streuung beobachtet. Im klassischen Limes
(h — 0) ist dagegen N = A, A\, = % ist die Comptonwellenlinge, die die Grenze
zwischen relativistischer und nicht-relativistischer Quantentheorie darstellt.

Nach der klassischen Theorie wiirde hingegen das Elektron zunéchst Impuls und
Energie vom elektromagnetischen Feld iibernehmen (die Impulsaufnahme fiihrt zur
Beschleunigung des Elektrons L “Strahlungsdruck”). Die aufgenommene Energie

wird dann wieder mit gleicher Frequenz abgestrahlt, dabei ist der Gesamtimpuls

der emittierten Strahlung Null, im Widerspruch zum Experiment.

Loy

% % ~ A(A)
0.707 0.731
ungestreutes gestreutes
Photon

me =0,91-10727g; ¢ = 2,99 - 10*%cm/sec

Intensitéiit der ungestreuten und gestreuten Photonen. Beide Experimente (der Compton—
und der photoelektrische Effekt) zeigen den Teilchencharakter von Licht, anderer-
seits hat Licht auch Wellencharakter (Beugung + Interferenz).

1.2 Welleneigenschaften von Teilchen
1.2.1 Doppelspaltexperiment: Welle-Teilchen Dualismus

Experimentell findet man bei Beugung von Rontgenstrahlen und Elektronen an Me-
tallfolien &hnliche Bilder, es liegt daher nahe, den Elektronen auch Wellencharakter

zuzuordnen. Im Folgenden beschreiben wir ein Gedankenexperiment. (Das reale
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Experiment ist komplizierter, ist aber inzwischen durchgefiihrt.) Was ist ein Ge-
dankenexperiment? Experimentelle Erfahrung wird in schematischer, idealisierter
Vereinfachung dargestellt. Die experimentelle Erfahrung lehrt, dafl das betrachtete
physikalische System sich in ganz bestimmter Weise verhélt. Man kann in einem
Gedankenexperiment bestimmte Eigenschaften des physikalischen Systems betonen
und zeigen, die man in wirklichen Experimenten oft nicht so isoliert vorliegen hat.
Aus was besteht die atomare Welt? Aus Elektronen, den Atomkernen, bestehend aus
Nukleonen, Pionen, ...; im folgenden Teilchen genannt. Die rdumlichen Dimensionen

sind extrem klein gegeniiber unseren makroskopischen Maf3staben.
Atome ~ A =10 %cm Atomkerne ~ fm = 10" 3cm

Wir denken uns folgende experimentelle Anordnung

R

Elektronen-
kanone

Wand Auffangwand
@ (b)

Bei klassischen Teilchen wiirde man das gleiche Verhalten erhalten, die Teilchen

werden z.B. am Rand der Offnung reflektiert

Zahl der Teilchen in z ...z +dz n(x

Gesamtzahl der Teilchen -dz ~ N Az’

Erwartungsgeméf findet man Streuung um die mittlere Position. Man beobachtet
unregelmiifiges Auftreffen der Teilchen. (Falls Verhiltnisse an der Teilchenquelle
konstant sind, findet man iiber einen lingeren Zeitraum gemittelt gleich viele Ein-
treffer pro Zeiteinheit und man kann von einem konstanten Strom sprechen.)

Die Ankunft eines Teilchens 143t sich durch einen kurzen “CLICK” hérbar machen;
dies deutet darauf hin, dafl Teilchen keine Wellen, sondern Korpuskel sind. Der
Teilchenstrom benimmt sich wie ein GeschofShagel, wobei nur die Unregelméfigkeit
des Auftreffens etwas besonderes darstellt. (Bei einfallende Welle wiirde man fiir die

Intensitét I = |A|? der Welle ein Bild wie fiir P;(z) bekommen.)
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Offnen eines 2. Loches und Schliefien des 1. Loches:

Z
é x)
Detektor /
~
Z
=
=
-
Z
-
_________________ % N
=
Elek Z
tronen- %
kanone % =}
Z 2
: =
Auffangwand
(b)
Erwartungsgemif ist P»(x) nach unten verschoben.
Offnen beider Locher; man erwartet fiir klassische Teilchen:
X4 XA
R
P
| T g
Elektronen-
kanone R
Auffangwand
(b) ()
Dies ist falsch, der tatséchliche Befund ist:
1 electron 2 electrons 5 electrons
8 electrons 14 electrons 19 electrons
tEE
it

500 electron 1,000 electrons 7,000 electrons 50,000 electrons

D.h. man erhélt Interferenzbilder wie in der Optik. Dieses Interferenzbild entsteht
aber erst, genauer: wird erst dann sichtbar, wenn hinreichend viele Elektronen auf
dem Schirm aufgetroffen sind. Die Elektronen treten jeweils als Teilchen auf.

Eine Deutung ist klassisch unméglich: wenn Elektronen als Teilchen entweder durch
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X Xk
R
v P,
S w
Ll - -
L% “a V hL / pd
Elektronen- &
kanone P
2

Auffangwand
(b) ©

Schlitz 1 oder Schlitz 2 gehen wiirden, dann miifite Pio = P; + P> sein, was nicht
der Fall ist. Es gibt z.B. Stellen in der Pjo—Verteilung, bei denen wenig Elektronen
ankommen, wenn beide Locher offen sind, die aber viele Elektronen empfangen,
wenn nur eins geodffnet ist. In der Mitte ist andererseits Pio > P, + P». Dies ist
anschaulich schwer zu verstehen, aber trotzdem mathematisch beschreibbar. Im

Falle von Wellen der Linge A ergibt sich natiirlich ein Interferenzmuster.

|

1 [12 +(x+%)2]=L+

]

[12+(x-FPT2 =L

Y

Bedingung fiir Interferenz-Maximum: Ly —L_ =n\, n =0, %1, +2, Zyax ~ nAL/d.
de Broglie: Ordne jedem Teichen eine Welle zu mit Wellenvektor k = p/h, Fre-
quenz w = E/h.

Beispiel: M = 1g, v = 100km/h, A = 2,3-1073% cm,

MElektron = 9,1+ 10728 g, v = 100 km/h, A = 0,025 mm.

Aus der Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel ¢ pdg = hn wird bei geschlossenen
Teilchenbahnen etwa auf dem Kreis p27r = (h/A)27r = hn — 2mr = An.

Bei der Broglie sind stehende Wellen an dte Stelle von Teilchenbahnen getreten.

Ist Teilchennatur wirklich vorhanden? Verringern des Stromes einfallender
Teilchen: man beobachtet die Einzelereignissen. Sie enstehen nicht als Folge des
Zusammenwirkens der Teilchen. (Bild aus Experiment) - Man kann Elektronen fiir
Elektronen einzeln verschicken.

Bei einer Welle miifite das Interferenzbild stets als ganzes vorhanden sein und wiirde
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nur schwicher bei schwécherer einfallender Amplitude. Zwei Detektoren in verschie-
denen Maxima miifiten gleichzeitig ansprechen, dies ist jedoch nicht der Fall.

Die Teilchen benehmen sich wie kleine Geschosse, aber bauen ein Interferenzbild
auf aus Einzelereignissen, das wie aus der Interferenz von Wellen geformt ist. Man
spricht von Teilchen—Welle Dualismus.

Versuch einer genaueren Betrachtung: falls die Teilchen kleine Korpuskel sind, dann
gehen sie entweder durch Offnung 1 oder Offnung 2. Dies versuchen wir zu beob-

achten mittels der Streuung von Licht an den Teilchen:

Das gestreute Licht kommt in der Tat vom Bereich der Offnung 1 oder Offnung 2 je
nach Durchgang des Teilchens, d.h. das beobachtete Teilchen halbiert sich nicht.
Der néchste Schritt ist ein Koinzidenzexperiment: gestreuter Lichtblitz wird zu-
sammen mit “Click” im Detektor registriert. D.h. fiir jedes registrierte Teilchen
kann man sagen, durch welche Offnung es gekommen ist. Man registriert deswegen

2 Gruppen von Ereignissen:

P/(z) durch Offnung 1

Pj(z) durch Offnung 2

Dabei sind P und Pj sehr dhnlich den Verteilungen bei jeweils nur einer Offnung.

Man findet jedoch fiir die Gesamtzahl der Eintreffer an x:

P{(z) + Py(z) # Pu(r),

= P1/2(17)

wobei man Pja(z) registriert, wenn man die Lichtquelle ausschaltet und die Teil-
chen beim Durchgang durch die Offnungen nicht beobachtet. Die Beobachtung des
Versuchsablaufs stellt demnach einen Eingriff in das physikalische System dar und

beeinflult das Versuchsergebnis.
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Reduziert man die Intensitéit der Lichtquelle, so wird nicht mehr jedes Elek-
tron beobachtet, weil nicht mehr genug Photonen da sind, um an den Elektronen
gestreut zu werden, d.h. auch das Licht verhilt sich klumpig. Die “ungesehenen”
Elektronen haben wieder die Verteilung P;o, d.h. wir beobachten wieder Interferenz!
Die gesehenen Elektronen haben die Verteilung....

Man kann alternativ auch die Frequenz der Photonen éndern, d.h. immer langwel-
ligeres Licht benutzen. Zuerst éndert sich nichts, wenn aber die Wellenldnge des
Lichts von der Ordnung d wird, kann man durch dieses Experiment nicht mehr
entscheiden, durch welche Offnung das Elektron kam — Interferenz macht sich be-

merkbar und P/, geht in Pjs iiber.

Werner Heisenberg (1901-1976)

E? =22 4 m2t = &2 h—2+m202 — R2e2 i_’_i
A2 A2

p=hk="h/A

Heisenbergsches Unschirfe am Doppeltspalt- ein halbquantitative Ana-
lyse:

Solange Interferenz vorhanden wissen wir nicht, durch welchen Schlitz das Elektron
gelangen ist. Betrachten wir jetzt Elektronen mit Licht langer Wellenldnge Aj, ~
h/pL.

Durch Stoss am Elektron wird ein Teil des Impulses des Lichts auf das Elek-
tron iibertragen, welchen genau wissen wir nicht. Betrachte insbesondere die z-
Komponente vom Elektronenquelle als weit entfernt und den Abstand d der Spalte

als hinreichend klein, so wird er jetzt um Ap, ~ pr, ~ h/A; geéndert. Dies fiithrt
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zu einer Verdnderung des Aufschlagspunktes um

Ap, hL

Az ~—.
D ALp

Solange Ax kleiner als der Abstand der Maxima des Beugungsbildes Az = ’% ist
(X ist hier die Wellenldnge des Elektrons A = h/p, p dessen Impuls), bleibt das
Interferenzbild bestehen

Ap,L  hL M. hL
——— = — =A< Tpax = — = — .
P ALD d pd

In diesem Fall sehen wir aber nicht mehr durch welchen Schlitz das Elektron fliegt,
der Ort bleibt unbestimmt (die Unbestimmtheit des Ortes ist d). Umgekehrt, damit

wir sehen, durch welchen Schlitz das Elektron fliegt, muss d > A, gelten

Da d = Az die Geneuigkeit ist, mit der ich den Ort maximal bestimmen kann, gilt

Ap, Ax > h.

Dies gilt fiir alle d = Ax.

Aus welchen tatsdchlich durchgefiihrten Experimenten ist das Doppelspaltexperi-
ment abstrahiert?

Z.B. Davisson + Germer (1927):

Elektronenstreuung an Einkristal

0- Winkel zur Normalen

d- Gitterkonstante
N- Nummer des Beugungsmaximus

nA =dsn®6

Man findet Laue-Diagramme wie bei Réntgenstrahlen.

De Broglie postulierte (1923-1925): Wellenléinge A, die Teilchenwelle zugeordnet ist,

ist

A = h/p
p = 2mE
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Louis Viktor de Broglie (1892-1987)

p ist das Impuls der Elektronen, h — Plancksches Wirkungsquantum (h = h/27 =
1,0545 - 10~ 2"ergsec). Dies ist experimentell verifiziert.

Aber auch mikroskopisch hat der Teilchenbegriff seine Berechtigung;:

e Existieren lonisationsspuren in Wilson—-Kammer

(enthilt tibersittigten Wasserdampf, eindringende Elektronen ionisieren die
Gasatome entlang der Flughahn — Ionen wirken als kondensationskeime (Was-
ser hat Dipolmoment — Abschirmung der Ionen, Abschirmung der abge-
schirmten Tonen etc.?) — Expansion und damit verbundene Abkiihlung —

Wassertropfchen die sichtbar sind.

e Streu— und Stoflexperimente zwischen mikroskopischen Teilchen (Beschleuni-
ger)

e Milikan—Versuch: Quantisierung der Ladung eq = 1,6021 - 10~°C

e diskrete Natur des Festkorpers (s. z.B. Versuch von Davisson + Germer)

1.3 Diskrete Zustinde
1.3.1 Richtungsquantelung

Stern—Gerlach Experiment (1922): paramagnetische Atome werden in inhomogenes
Magnetfeld geschossen

Inhomogenes Magnetfeld iibt Kraft aus: K = grad (ji- H )= uz%—fé. Erwarten dem-
nach kontinuierliche Verteilung der abgelenkten Atome léngs z, da . kontinuierlich

auf [—pu, p] verteilt vorliegen sollte (siche auch Zeichnung ...).
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Atomstrahl
—>

- H
—>

—>

Atome mit inhomogenes
magnetischem Magnetfeld

Moment [

Der experimentelle Befund jedoch: diskrete Auftreffpunkte (H: zwei Auftreffpunkte)
— p, nimmt nur diskrete Werte an.

Erkldarung: diese diskreten Werte entsprechen der Richtungsquantelung des Drehim-
pulses (siehe spéter).

Dieses Experiment ist ein weiteres Beispiel zur Praparation eines quantenmecha-
nischen Systems in einem bestimmten Zustand. Dies wird durch 2. Experiment

nachgewiesen:
(+)

nur (+) Zustand
wird gefunden

+) 2. identische Apparatur

N ()

Stern - Gerlach
Apparatur

1.3.2 Energiequantelung

Licht wird in scharfen Spektrallinien von Atomen emittiert oder absorbiert; sie
gehorchen dem Ritzschen Kombinationsprinzip (1908):

Frequenzen koénnen als Differenzen weniger Terme ausgedriickt werden, z.B. beim

H-Atom
1 1
v=R < — ) m > n ganz

n?2  m2
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R ist die Rydbergkonstante. Klassische Erkldrung vollig unmaglich: Elektronen auf
Keplerbahnen wiirden kontinuierlich Energie infolge Abstrahlung verlieren — er-
warten kontinuierliches Spektrum und schlimmer noch, Atome wéren nicht stabil.
In Wirklichkeit scheint vorzuliegen:

Es kommen nur diskrete Energien vor: Eg, E1, . ... Bei Ubergéingen werden diskrete
Energien frei,

FE, — E,, = hv = Energie des Lichtquants.

Es folgt, die diskrete Energien entsprechen der Balmer Formel fiir das Elektron im

Coulombfeld des Protons:

R
En:—h—2 TL:1,2,...
n
Auflerdem muf} es dann ein tiefstes stabiles Niveau mit der Energie Ey geben.
Bohr 1913: Quantisierung klassischer Bahnen ¢ pdg = h - n. Mit dem Teilchencha-

rakter ist Stabilitdt der Bahnen nicht zu vereinbaren.

Niels Bohr (1885-1962)



Kapitel 2

Wellenfunktion und
Schrodingergleichung

In diesem Kapitel legen wir die Grundlage fiir die Erkldrung, bescheidener: fiir die
Beschreibung der Phénomene, die wir im Kapitel 1 geschildert haben.

Es liegt nahe, Teilchen in Analogie zu Wellen zu beschreiben, aber die Analogie
ist nicht vollsténdig. Das direkte Wellen-Analogon zu einem Teilchen, ein Wellen-
paket, lduft mit der Zeit auseinander. Elektronen bleiben aber immer als Teilchen
bestehen, sie teilen sich auch nicht. Die Welle, die dem Teilchen zugeordnet ist,
muss deshalb von anderer Natur sein als die der iiblichen Wellenphénomene. Sie ist
tatséchlich eine Wahrscheinlichkeitsamplitude, ihr Betragsquadrat gibt die Wahr-

scheinlichkeitsdichte an.

2.1 Die Wellenfunktion

Um das Doppelspaltexperiment quantitativ zu deuten, erinnern wir uns zunéchst
an die Beschreibung eines entsprechenden Experiments fiir elektromagnetische oder
Wasserwellen.

In diesen Féllen beschreibt man elektromagnetische Wellen durch die elektrische
und magnetische Feldstiirke, die Wasserwellen durch den Realteil von (e'* = cos a+

isina)

el (%‘ (x)-‘rwt) b (x)ei“)t

Re (hi(x,t)) = |hi(x)|cos (¢i(x) + wt) .

hi (X, t) = hl (X)

)

h;i(x) ist die komplexe Amplitude der Welle. Die Energie (oder Intensitdt I;) der
Welle ist proportional zum Quadrat der zeitgemittelten Grofie (Re hi(x, t))z, (T =

17
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27 Jw)
T
1 2 9 1 9
Ii= o [ dt i) cos? (i) +wt) = Sl (x)2,
0
a+ 2=
1 9 1 1 . a+T T
T / cos (Wt)dt—ﬁ{t-i-xsm&uth =5

Sind beide Spalten geofinet, folgt aus der Superposition fiir die Gesamtamplitude
h12(X, t) = h,l (X, t) + h2 (X, t)

und

2 10 12 1) |2
= gl gl e eos (0100 —200)

= L +1+ 2\/Ecos (Lpl(x) - Lpg(x)) .

1
I = 3 h1(x) + ha(x)

Der letzte Term ist der sogenannte Interferenzterm. Im Falle einer Kugelwelle
mit Wellenzahl k ist ¢1(x) = ky/L2+ (2 — $)? und @o(x) = ky/L2 + (z + 2)2,
so dass fiir x,d < L cos (Lpl(x) — 2 (x)) ~ cos (kxd/L) folgt. Der Abstand der
Interferenz-Maxima ist daher Ax = 27nL/kd.

Zur Erklarung des Experiments mit Elektronen fithren wir eine der komplexen Grofle
h;(x,t) entsprechende Wellenamplitude (oder — funktion) ¢ (x,t) ein. ¢ (x,t)
kann nicht direkt als Wellenamplitude wie bei Wasserwellen interpretiert werden,
wir hatten die Unterschiede im Doppelspaltexperiment bereits kennengelernt. Statt
dessen sprechen wir von einer Wahrscheinlichkeitsamplitude. Interferenz, wie
experimentell fiir Elektronen beobachtet, kann man erreichen, wenn man |(x,t)[?

als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert, ein Elektron am Ort x zur Zeit ¢t zu

beobachten. Jeder Spalt ist jetzt Ausgangspunkt einer “Elektronenwelle” und
T
Jdt
0

T
[ dtd?z
0

’lﬁi(x, t)

‘ 2

Pi (X, T) >~
’Q/Ji (X, t)

‘2'

Sind beide Spalten offen, dann kommt es zur Superposition der Wellen,

P (Xa t) + 2 (Xv t) = 1/}()(’ t) :

Die Schwiirzung ist dann proportional zu |¢(x, t)|?.

Aber: Jedes Elektron macht einen lokalisierten Einschlag, d.h. die Schwérzung ist
nicht ausgeschmiert, |1/|? gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte an. Die wahrscheinlich-
keitsdichte entsteht nicht durch Interferenz vieler gleichzeitig einfallender Elektro-

nen, sondern man erhélt das gleiche Interferenzbild, wenn jedes Elektron einzeln
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auftritt, es ist also nicht das Resultat der Wechselwirkung der Elektronen. Mit obi-

ger Interpretation von |¢(x,t)|? folgt unmittelbar

/d3x‘1/)2(x,t)‘ =1, Vt.

2.1.1 Wellenpaket und de—Broglie Relationen

Wie kann die Wellenamplitude 1(x,t) aussehen? Wir betrachten einige einfache
Fille.

Wir beginnen mit der einfachsten Situation, der Bewegung eines freien Teil-
chens.

Ansatz: einfachster Wellentyp ist der einer ebenen Welle: 1(x, t) oc e'(Kx—«t),

Was charakterisiert diese ebene Welle?

Fliche konstanter Phase: k - x — wt = const ist Ebene Lk zu fester Zeit

Fliche verschiebt sich in Richtung k mit wachsender Zeit mit der Phasengeschwin-
digkeit vphase = w/|K].

Dieser Wellentyp lokalisiert das Teilchen nicht: |)(x,t)|  const, unabhingig
von Ort und Zeit; er ist also nicht geeignet, um eine experimentelle Situation zu be-
schreiben, in der ein Teilchen (genauer: seine Aufenthaltswahrscheinlichkeit) rdum-

lich lokalisiert ist. Dies lit sich jedoch durch Uberlagerung ebener Wellen erreichen:

w(xv t) = /dgk f(k)ei(k'x—wt)

Dabei ist w = w(k) anzunehmen.

Bei geeignetem f(k) ist |¢|? nur in gewissem Raumbereich merklich von Null ver-
schieden, d.h. das Teilchen ist dort lokalisiert; dieser Raumbereich kann sich mit der
Zeit verschieben, d.h. das Teilchen bewegt sich.

Beispiel hierfiir: habe f(k) bei k = k¢ ein ausgepriigtes Maximum:



20 KAPITEL 2. WELLENFUNKTION UND SCHRODINGERGLEICHUNG

L fK)

| = Kk

Ko

Um die wichtigsten Charakteristika des Wellenpackets kennenzulernen entwickeln

wir um k = ko:

wk) = wko)+ (k—ko)- ka(k)’k:ko T

w(x7 t) ~ eikovx—iW(ko)t/d?)k f(k)ei(k—kO)'(x—(Vw)t) '

Sei das Teilchen zur Zeit ¢ = 0 lokalisiert (d.h. f(k) geeignet gewihlt) dann ver-

schiebt sich das Maximum geméf
x = (Vkw(k))t = varuppe - £

Wir interpretieren diese sogenannte Gruppengeschwindigkeit als Teilchenge-

schwindigkeit (wir kommen spéter darauf zuriick):

I%O ist der Einheitsvektor. Ferner haben wir die nicht-relativistische Relation p = vm
und die Isotropie des Raumes benutzt, die w(k) = w(|k|) liefert.

Zur Beschreibung eines freien Teilchens benutzen wir hier die de Broglie — Relation

2 h2k2
B = Eo0E g,
2m 2m
hk?
hk
UGruppe E .

Wie wirken sich nun die unterschiedlichen Phasengeschwindigkeiten

w h
ase — 77 — —k
Uphase = 11 = oy

der Summanden im Wellenpaket aus? Sie werden i.a. in einer Forméinderung des
Wellenpaketes resultieren. Tatséchlich zerflie3t das Wellenpaket. Es ist klar, das

damit die urspriinglich von de Broglie intendierte Interpretation von v (x) als eine
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Teilchenwelle nicht aufrecht erhalten werden kann. Wird |¢(x)|? allerdings als Auf-
enthaltswahrscheinlichkeitsdichte interpretiert, bereitet das Zerflieen kein Problem

mehr.

Wir betrachten jetzt ein analytisches Beispiel, der Einfachheit halber in einer

Raumdimension. Die lokalisierte Amplitude zur Zeit t = 0 sei gegeben durch

1

1/)(17’0) = {L/E\/E

e~ (@*/20%) gikoz Normierung / |2 de = 1.

— 0o

Wie sieht 9 (, ) zu einem spéteren Zeitpunkt aus? Es galt ¢(x,t) = [ d®kf(k)e'kx—«t),
Berechne jetzt f(k) bei t = 0. f(k) ist nicht zeitabhingig.

2
Ay

AX~2b

Dieses 1 183t sich in der Form eines Wellenpaketes darstellen.
Wir benutzen Fouriersatz: jede absolut integrable Funktion ¢ (z) ([ dz |[¢(z)] < o)

148t sich darstellen als

vle) = [ ket
und es gilt die Umkehrformel
Fk) = 5 7dwei’“w<w>
o '

Tatéchlich, setzen wir die Riicktransformation in die erste Beziehung ein, so erhalten

wir

00 1 o n .
Y(x) = /dk— /dx’eﬂkx P(z') et
27

Il
—
o
>
—
o
a\
(9]

|
P
"
|
"
<
—~
a\
N~—
|
—
o
a\
=
)
I
a\
N~—
<
—~
a\
N~—
I
=
)
S—

wobei wir die Relation
/ dk e @ =0) = 275 (x — )

— 0o
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benutzt haben. (Sieche etwa M. J. Lighthill, Einfithrung in die Theorie der Fourier-
analyse und der verallgemeinerten Funktionen, BI, Bd. 139.)
Daraus folgt
1 7 , ) 1 by
SEVBF(k) = — / di o ikego?/20 gikor — L / dwe=" 12" cos (ko — )z
2T 27
Dieses Integral kann man mit verschiedenen Methoden berechnen. Die direkte be-
steht darin, e’ = cos gz + isingz zu schreiben (mit ¢ = ko — k), dann gibt der

Imaginérteil aus Symmetriegriinden keinen Beitrag zum Integral, der Realteil gibt

\/B eib; (k*ko)z

f(k):\/%_‘_—g/2

(siehe “Bronstein” oder man entwickelt den Cosinus in eine Potenzreihe, rechnet die
entstandenen Gauf-Integrale aus und summiert die dann entstandene (Exponential-

JReihe wieder auf, dies ist elementar machbar).

Ein weitere Methode benutzt die Funktionentheorie. Man fithrt zunéchst eine qua-

dratische Ergénzung im Exponenten aus:

—z2 1

S+ ik —kr= -5 {;«2 — 20 (ko — )z
2 2
+ (ibQ(ko - k)) - (ibQ(ko . k)) }
_ 1 72 2 b2 2
- —@[a@ — b (ko — k)} — 5 (ko — k)
Dies fithrt auf das Integral
o) 2 o)
_ 2y | z—ib? (ko —
/ dxe (1/2b )[ b (ko k)] = / dze*(l/zbz)zz = 27b

Die Variable z = x —ib? (kg — k) ist nun komplex, die Integration ist parallel zur re-
ellen Achse mit dem Imganiéirteil —ib?(ko — k) auszufiihren. Nach dem Cauchyschen
Integralsatz ist aber das Integral {iber eine analytische Funktion (wie die Exponenti-
alfunktion) unabhéngig vom Integrationsweg in der komplexen Ebene. Wir kénnen
also den Integrationsweg fiir |#| < R von z = z—ib?(ko— k) auf die reelle 2 = z Ach-

se verschieben und die Integration dort ausfiithren. Im Limes R — oo verschwinden
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die Beitrdge von der Integration iiber z mit von Null verschiedenem Imaginérteil
exponentiell. Das verbleibende Integral ist eins iiber reelle z und gibt wieder das
obige Ergebnis fir f(k).

Damit ldsst sich ¢(x,0) in der Form

\/5 7 2 2
_ —(b%/2)(k—ko)* Jikx
P(z,0) 7 / dke e

schreiben. Die Hauptbeitrige zum Integral kommen aus der Region |k — ko|d < 1.

Wir kénnen sofort eine wichtige Einsicht hieraus gewinnen: die Ortsunschérfe Ax ~
2b fiihrt auf k—Unschérfe Ak ~ % ~ ﬁ. D.h. je besser die rdumliche Lokalisierung,
desto breiter die k—Verteilung und umgekehrt.

Als n#chstes betrachten wir die zeitliche Entwicklung des Wellenpakets: wir benut-

zen hierzu das soeben berechnete f(k) um die Wellenfunktion aufzuschreiben

\/5 7 b2 2 .
Y(z,t) = Ak e~ /D (k=ko)? ilhe—w(k)t)
V2r3/2
h
k) = —k*.
w(k) 5

Im Exponenten steht wiederum eine quadratische Form in £, d.h. das Integral ist

von Gaussscher Form und folglich exakt integrierbar. Die Wellenfunktion selbst hat

die Form
1 1 . - (=—vgruppet)®
Q/J x,t) = __ezkom-i-we 202 +iht/m) ’
(1) VT \/b(t)
hk: 1 b2(t) — b2 1242
= ——t — — 1, N7 = b2 t) = b2
¥ om 3 arctan = , (t) + 3
Phasenverschiebung
2
(mf(hko/wn)t)
‘1/}( t)’2 1 b2 (1+(n2/m2)(t2/b4) 1 1 7%5%“)2
Z, = — € —_ = —
B+ 55 Vo Vmb(t)
m

Wir sehen, dafl der Bereich maximaler Aufenthaltswahrscheinlichkeit sich in z-

Richtung um x = (hikg/m)t bewegt; die Geschwindigkeit fikg/m stimmt mit der

hko

Gruppengeschwindigkeit vgruppe = = =0 {iberein, entsprechend der be-

el
dk | k=ko

reits eingefiihrten Interpretation. Jedoch wéchst auch die Breite der Verteilung im

Lauf der Zeit:
b(t) = by/1+ ( nt )2
- mb2’

Der Term % in der Klammer hat eine einfache physikalische Bedeutung:
mit b als anfingliche Ortsunschérfe des Wellenpakets ist % die anfingliche Impul-

sunschérfe und % die anfingliche Geschwindigkeitsunschérfe, nach der Zeit t ist
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also zur urspriinglichen Ortsunschérfe b eine Korrektur | 0b(¢) =~ - | hinzugekom-

men und wir kénnen b(t) als

b(t) = /b2 + 6b(t)”.

schreiben. Fiir grofie Zeiten, d.h. fiir 0b(t) > b(t) ist dann b(t) ~ [0b(t)|, wie zu
erwarten. Da auch fiir negative Zeiten das Paket zerflieBen muf, kann b(¢) nur eine
gerade Funktion von 0b(t) sein.

Aus Teilchenstrahlexperiment weify man, dafl die Teilchen im Strahl lokalisiert sind

und dabei grofle Strecken zuriicklegen. In praxi passiert also nicht das folgende:

T

t=0 t>0

Bei den iiblichen Anordnungen und Zeiten ist der Korrekturterm zu b vollig zu
vernachléssigen.

s, . . cqe .. hko o
Fazit: Das Wellenpaket bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit = = 20 —

Ugruppe N

2.2 Die Schrodingergleichung
2.2.1 Die Bewegungsgleichung im Schrédingerbild

Der eben beschriebene Weg, 1(x,t) zu finden, ist nicht auf kompliziertere Proble-
me zu verallgemeinern. Statt dessen suchen wir eine dynamische Gleichung, eine
”Wellengleichung” fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude.

P(x,t) bestimmt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens am Ort x zur Zeit
t. Eine verniinftige Theorie mufl jetzt die Frage beantworten kénnen: Wie sieht
¥(x,t) zu spéteren Zeiten aus? Man benétigt daher eine dynamische Glei-
chung fiir die zeitliche Entwicklung von (x,t). Die Erfahrung bestiitigt, daf
man von folgenden Postulaten ausgehen kann:

1. Postulat: ¢ zur Zeit t ist die vollsténdige Beschreibung des Zustandes des Sy-
stems und legt demnach die zeitliche Entwicklung fest.

— Die dynamische Gleichung muf} eine Differentialgleichung 1. Ordnung in
der Zeit sein (ansonsten miissten auch Zeit-Ableitungen von v nach t vorgegeben
werden).

2. Postulat: Das Superpositionsprinzip soll gelten, d.h. mit ¥; und 12 soll auch
A111+A21)2 Losung der dynamischen Gleichung sein, A;.2 sind hier komplexe Zahlen.
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— Die dynamische Gleichung muf} linear in ¢ und homogen sein.

Mathematische Zwischenbemerkung: Begriff des Operators
Die Zuordnung ¢ (x, t) A, ' (x,t) soll geschrieben werden ¢’ = Avp.

Beispiele fiir Operatoren sind:

R 2 / o 8¢ (X7 t)

A= ot Vi t) = ot

A 2 / _ a¢ (X7 t)

A Oz Vit = Oz

A = f(xt) (xt)=f(z,t)Y(x,t) Multiplikationsoperator
A = ¢ Y (x,t) = ep(x,t) Multiplikation mit ¢

Lineare Operatoren erfiillen die Relation
A1t + Aatha) = A Ay + A Arhy .

Alle genannte Beispiele sind linear.

Eine weitere Bemerkung betrifft die Notation der Operatoren: Wir werden
spéter eine abstrakte Formulierung der Quantenmechanik kennenlernen, die
jetzt hier eingefithrten Operatoren erweisen sich dann als eine spezielle Darstel-
lung dieser abstrakten Operatoren. Um die Notation nicht unnétig zu komplizieren
werden wir im Manuskript, mit Ausnahme des Abschnitts iiber Darstellungstheo-
rie, die Operatoren in den verschiedenen Darstellungen mit dem gleichen Symbol
bezeichnen. Die hier besprochene Darstellung ist die Ortsdarstellung.

Zuriick zu den zwei Postulaten: die gesuchte Bewegungsgleichung fiir v muf3 daher
von der Form sein:

dy(t)

G - Oy(t), O linearer Operator

oder in der bewédhrten Notation

L dv(t)
ih— = H(D)(2).

Dies ist die grundlegende Bewegungsgleichung, die Schrédingergleichung, die das
allg. Gesetz fiir die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems dar-
stellt. H (t) ist ein linearer Operator, der fiir das System charakteristisch ist, er wird

Hamiltonoperator genannt.

Wie kann H(t) aussehen?
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Wir betrachten zunéchst ein freies nichtrelativistisches Teilchen das, wie wir

argumentiert haben, durch ein Wellenpaket beschreibar ist:

U(x,t) = / d3p f(p)e'®x—E@N/h

dabei haben wir die Ersetzung p = hk, E = hw = p?/2m benutzt . Damit ist die

zeitliche Entwicklung explizit bekannt und H () muB sich ablesen lassen:

L0 P
zha—f = / d%p f(p)E(p)e'®>—F/n

h )
VY = / d®p f(p)pe' P>~ EO/N
VA

—h2V2y

/d3pf(p)p2€i(p~x7Et)/h = 2m/dgpf(p)E(p)ei(p'xfEt)/h

Durch Vergleich sieht man, dass offenbar die Beziehung

L oY h? _,
h— = ———
! ot 2mV ¥

ist erfiillt ist . Dies ist die Schrédingergleichung fiir freie nichtrelativistische
Teilchen. Der Hamiltonoperator fiir freie nichtrelativistische Teilchen ist demnach

2m

H=-

Formal erhilt man die Schrodingergleichung fiir freie nichtrelativistische Teilchen

offenbar aus der klassische Relation

1
E=—p-
5P P

Die Korrespondenz zwischen klassischer und Quantenmechanik besteht nun in der
Ersetzung

0 h
E h— ==
— iho, P—P Z.V,
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d.h. wir ordnen den klassischen Gréflen Operatoren zu. Diese Art der Herleitung

sichert das Korrespondenzprinzip (wie wir noch sehen werden).

Bevor wir uns kompliziertere Fille anschauen, wollen wir eine kleine Abschwei-
fung hin zu relativistischen Teilchen machen. In diesem Fall ist die Beziehung
zwischen Energie und Impuls durch F = \/m gegeben. In dieser Form
ist die Ausfithrung der Ersetzung von klassischen Groflen durch Operatoren wegen
der auftretenden Wurzel (welches Vorzeichen beim Wurzelziehen soll man nehmen?)

allerdings problematisch. Es ist deshalb giinstiger, diese Beziehung in der Form
E? = m2ct 4 p2c?
zu schreiben. Obige Ersetzung durch Operatoren fiihrt dann auf die Gleichung
0 0 h_h
ih—)(ih— _ 2 4 277 e
(1 (,%)(z 8t)w (m°c" +c¢ Z_V ; V)

oder nach einer kleinen Umformung

2
<1 0 —V2+x;2)¢_o

2o

wobei wir die Comptonlidnge X. = % eingefiithrt haben. Dies ist die Klein-Gordon-
Gleichung, die allerdings den Nachteil hat, dass sie zweite Ableitungen in der Zeit
enthilt und ¢ allein damit nicht mehr eindeutig die Entwicklung des Systems be-
stimmt. Erst Dirac gelang es, eine befriedigende Theorie fiir den relativistischen Fall

aufzustellen. Wir kommen noch darauf zuriick.

Als néchstes betrachten wir ein nicht-relativistisches Teilchen in einem dufle-

ren Potential V(x). Dessen klassische Hamiltonfunktion ist
E=H=p?2m+V(x).

Wir postulieren jetzt die zugehorige Schrodingergleichung;:

0 h?
iy = <—%v2 + v<x>> b(x, 1)

Hamiltonoperator

Dieses Vorgehen ldf3t sich unmittelbar auf ein System mit n Freiheitsgraden durch
folgendes allgemeines Postulat fiir Systeme mit klassischer Korrespondenz

erweitern:



28 KAPITEL 2. WELLENFUNKTION UND SCHRODINGERGLEICHUNG

Der klassischen Hamiltonfunktion H (X ...X,,P1-..Pn,t) wird der Hamiltonope-

rator

H(xp...xp, %le . %V% ,t) zugeordnet, und Schrédingergleichung lautet

0 - h h
ih&w(xl ce X, t) = H(X1 ... Xy, ?le, ce ZV%,t)w(xl c Xy, t) .

Als Beispiel betrachten wir ein Atom mit Z Elektronen:

Klassische Hamiltonfunktion:
z 9 z

- P2 P; Ze? e2
H=— t—
2M+i:1 2me. ;|X—XZ‘|+;|X1‘—XJ-|7

M ist die Masse des Atomkerns, X bezeichnet die Position des Atomkerns. Die

zugehorige Schrodingergleichung ist dann

O R, R,
zhE(X,xl...xz,t) = <_WVX_ZQmeV“

=1

Z
Ze? 2
- X,X1...Xz,1).
; |X—xi| +Z |xi_Xj| U)( , X1 Xz, )

i<j

Vorsicht bei Ubergang von klassischer Hamiltonfunktion zu Hamiltonoperator in

generalisierten Koordinaten:
h 0 h 0

H(ql---tJf,m---pf,t)—*ﬁ(ql---qu,ga—m---;aqf,

t).
Beispiel: freies Teilchen in zwei Dimensionen:
Ubergang in kartesischen Koordinaten
1, 9 h? [ 0? 02
am P TP = "5 G T o)

Zur Erinnerung:

m o, oL oL _ .
L = T=5(x2+y2), Pe = gz =Md Dy =Go=miy,
1
H = iGi — L= s—(p} + 1)
> pid 5 (0% + 1))

Ubergang zu Zylinderkoordinaten z = pcos @, y = psin ¢:

m
L = 5{(pcos<p—psinnpgb)2+(psingp—l-pcosnpgb)z}
m... .
= S +0)
oL . oL 2.
= — =Mmp: = —"=m
Pp ap 1) Dy 650 PP,
Lo 1y
H = %(pp-i-ﬁpg;)-
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Bei Ubergang von der Hamiltonfunktion in Zylinderkoordinaten zum Hamiltonope-

rator erhilt man das falsche Resultat.

1 2, 1, h* [ 02 n 1 02
— — L
om \Pr p2p<p 2m \ 9p% ' p? 02

Den korrekten Hamiltonoperator in Zylinderkoordinaten erhélt man wenn man im

Hamiltonoperator in kartesischen Koordinaten zu Zylinderkoordinaten iibergeht:

T = pcosy
y = psing

h? [ &? 02 h? [ 92 10 1 02

(2t a) = gt ot )

Die Erfahrung lehrt, dafl der Hamiltonoperator definiert durch kartesische Koor-

dinaten der richtige ist; beziiglich Polarkoordinaten ist also die 2. Form richtig.

Tatséchlich sichert der Ubergang von der klassischen Hamiltonfunktion zum quan-

tenmechanischen Hamiltonoperator in kartesischen Koordinaten automatisch die

Forminvarianz der Schrodinger-Gleichung bei Achsendrehungen.

Allgemein: die Giiltigkeit des Hamiltonoperators ist letztlich nur durch Vergleich

mit Experimenten feststellbar. Fiir Systeme ohne klassische Korrespondenz ist H

nur durch “trial and error” zu gewinnen. (Invarianzeigenschaften wichtige Konstruk-

tionshilfe!)

2.2.2  Operatoren und Skalarprodukt

Schon diskutiert Operator

W(x, t) 5 (x, 1) = Ap(x, 1), linear, wenn A(\th1 + Aatha) = M Aty + oAty
(A1;2 komplexe Zahlen).

Beispiel: H, i, p= 1V, f(x,t)

(A+ By = A+ By, ABy = A(By), ia. gilt aber AB # BA.
Wir werden kiinftig Integrale der Form

/dgff ¢"()AY(x)  (z,y.2) =4

oder auch

/dsxl .. 'd3xn¢*(x17' "7xn)Aw(x17' "7xn) (:I:l7yluzl7" wxnuynazn) =q

auszurechnen haben. Abkiirzung: ¢ sei die Gesamtheit der Koordinaten des
quantenmechanischen Systems.

Definiere abkiirzende Schreibweise fiir das Skalarprodukt
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/ dq & (0. ) A, 00(q. 1) = (6, 4)

Spezialfall: A = 1. Es gilt dann (¢, ¢) > 0.

Bei quadratintegrablen Funktionen gilt (¢, ¢) < oco. Quadratintegrable Funkti-
on miissen offenbar fiir groe x| schneller als |x|~%/? abfallen: Da ¢ iiberall endlich
ist, kann [ dg ¢*(q,t)¢(q,t) = (¢, ) nur durch Beitréige bei groBen |x| divergieren.
Fillt dort |¢|? ~ [¢o|?[x|~(@+) mit € > 0, so ist das Integral offenbar konvergent.

Zu einem Operator A lassen sich folgende Operatoren assozieren, ein
(i) konjugiert komplexer Operator A* 7u A.
falls Ay = ¢/, dann erfiillt A* : A*y* = o'".

Beispiel: A = ih2 — (ih2y)* =y = —ihZy* dh. A* = —ihZ.

(ii) adjungierter Operator AT mit der Eigenschaft (9, /L/)) = (ATgb, ) |, d.h.

[dq¢* Ay = [ dq(Af¢)*y fiir beliebige Funktionen ¢, 1.

(A1)* = A heiBt transponierter Operator.
(iii) selbstadjungierte oder hermitesche Operatoren erfiillen .

Wir werden spéter sehen, dass reelle physikalische Grofien in der Quantenmeche-
nik durch hermitesch Operatoren beschrieben werden: A = A* = [ dq w*/lz/} =
[ dg (Ag)*ep.

Aus der Definition (ii) folgt (AB)T = BTAT (zeige das).

Wir zeigen jetzt, dafl der Hamiltonoperator hermitesch ist, d.h. es gilt

(¢, Hyp) = (Hp, 1)) .

Beispiel: Teilchen im Potential

2
H= —h—A + V(x), V(z) reel.

2m
V' ist offensichtlich hermitesch. Es bleibt die Hermitizitit von A zu zeigen; hierzu
muf} der folgende Ausdruck verschwinden (wir integrieren zunéchst iiber ein endli-

ches Volumen V und lassen dieses dann gegen Unendlich gehen)

[(orsv-@orv)ae = [V (090 (voyv)da
%

v

[ (696-oyrv)-as=o

oV
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(Kugel mit Radius R, R — oo, x = Rx/, [¢|? ~ L ~ W) falls ¢, im Un-
endlichen hinreichend schnell abfillt. Dies ist fiir quadratintegrable Zusténde der
Fall im Raum dieser Zusténde ist H hermitesch. Tatsdchlich verschwinden die In-
tegrale fiir grofie |x| mindestens wie |[x|~4~1T(@=1 ~ |x|~2. Verallgemeinerung auf

Mehrteilchen—-Hamiltonoperatoren ist einfach.

2.3 Normerhaltung und Kontinuititsgleichung

Der Zustand eines Teilchens ist durch 1 (x,t) beschrieben und [ (x,t)[? ist die

Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte. Das Teilchen muf sich irgendwo authalten,

/ dq (g, ) = (.9) =N (= 1)

(¢ 1dBt sich immer normieren 1’ = ¢/N'/2.) Dies muB fiir alle Zeiten gelten, da
das Teilchen nicht verschwinden kann (im nichtrelativistischen Bereich.)
Garantiert die Schrodingergleichung diese Konstanz der Norm N7

Untersuchung der Normerhaltung:

zh%—zf = H 1 konjugiert komplexe Gleichung
. 61/1* 2 *

0 2 *aw 61/’* _i “ T (T *
Sl = v S S = — (v Ay — (Y)Y)

oder
%/d% (o, D) = %/d%(w*flw ~ (f)v) =0,

da H hermitesch. Physikalische Hamiltonoperatoren miissen hermitesch sein. Dem-

nach gilt fiir hermitesches H

9 [ 2 _
g dz [Y(x,t)]7 =0.

Folgt
/dS:v l4)(x,)|? = const. in bezug auf die Zeit.

Kontinuititsgleichung und Wahrscheinlichkeitsstromdichte:

sei
O ViV 1% 1
= 5= + V(x), (x) ree
& . 1R, .
Sl =~ (A — (Av)Y)

= (Ve (Vo))

dies ist die Kontinuitétsgleichung;:
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0 -
&WJF +divj =0

mit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte:

. ho W « R _ hfyP?
j= %W Vi — (V™)) = Re(y %Vw) = TV¢

wobei wir im letzten Schritt 1) = [t)|e!® geschrieben haben. Die Kontinuititsglei-

chung driickt die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit aus:

ﬁ/|1/)|2d3:c:—/divjd3x:—/ j-ds
ot Jy v oV

(dS = R*™YQ, j ~ %57, [JdS ~ R*'z35dQ) d.h. Abnahme der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit in V ist gleich dem Wahrscheinlichkeitsstrom durch die Ober-

fliche OV. Speziell fiir ¥V — oo geht j = 0.

2.4 Beschreibung klassischer Observablen durch her-
mitesche Operatoren

x sei der Ort eines Teilchens. Definiere Erwartungswert von x (falls keine Nor-

mierung auf 1): e
T |P(x,1)]“x
ST e P

d.h. jeder Punkt x wird mit Wahrscheinlichkeitsdichte |¢(x, t)|? gewichtet. Dies ist
vollig analog zum Wiirfelspiel, die mittlere Zahl i der gewiirfelten Augen ergibt sich
aus: . .

mittlere Zahl i = Z ipi/ Zpi .

i=1 i=1

i stellt sich experimentell ein, falls man sehr oft wiirfelt. Die Vorhersage jedoch fiir
einen bestimmten Wurf ist unbestimmt.
Entsprechendes gilt hier: fiir die Ortsmessung eines Elektrons im allgemeinen
Zustand 1) ist keinerlei Vorhersage zu machen; jedoch wenn man an einem
identischen Systemen (dieselben Zustidnde v) wiederholt Messungen ausfiihrt, findet
man
Postulat: Der mittlere Ort X iiber viele identische Systeme im Zustand ) gemessen

ist gleich dem quantenmechanischen Erwartungswert < x >

X=<X>.
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Wir ordnen also der klassischen Variablen x den Operator X zu; x ist Multipli-
kationsoperator.

Wir verallgemeinern nun diese Betrachtung auf beliebige Funktionen von x. Einer
beliebigen Ortsfunktion F(x) wird demnach Multiplikationsoperator F'(x) zugeord-
net. Die Messung von F'(x) an vielen identischen Systemen ergibt den Erwartungs-

wert
<F o= [@ouinPFe/ [ dlvie P = b Fo0w)/(0.0).
Falls F reell ist, ist F hermitesch
<F>=<F>*= /iv /d% Y = /iv /d% (F)*  qed.

Welcher Operator wird dem klassischen Impuls p zugeordnet?

Wir betrachten die zeitliche Entwicklung von < x >:

% <x> = c(lit A3z (%, ) *x (1 auf 1 normiert)
= [ @b+ i)

L U L e (-2 :
. h/d - x< 2mA+V)1/)+ h/d . <( DA V(@) ) ) X
ih 3 . %
- dx(z/J x At — (Ar)) xw).
Zweimal partielle Integration; keine Oberflichenterme falls v — 0 hinreichend

schnell fur x| — oo (x = ze, + ye, + ze,)

d . ﬁ * YA 3
E<X> = 5 (V*x Ay — " A(xv)) d°x
0 0 0
Axy) = 9 <ex1/1 +x8—1/)> + 8_y X
= Vi¢+ Vi +xV2) =2V + xA.
Somit
d

ih 1 h

S cxs= —Z—/w*wwd% - —/w*—_vwd%
2m m 1

Dies legt folgende Deutung nahe:

d . .
m— <X>=<p >,
at P

wobei < p > der Erwartungswert des Impulses des Teilchens im Zustand ) ist:
~ * h 3

Also Zuordnung: klassischer Impuls p — Operator%V. Wir haben diese Zuordnung
schon beim Ubergang der Hamiltonfunktion H = p?/2m zum Hamiltonoperator

H = —(h?/2m)V? verwendet.
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p = 2V ist hermitesch. Mit V (¢*¢) = (V*) + ¢* (V) folgt

/¢*§V¢d3x = /h(w/; Vop AP + /w ¥ dS

% %
[ o
v

Hier haben wir im letzten Schritt V — oo betrachtet. Dies gilt natiirlich nur in

Bezug auf einen Raum von quadratintegrablen Zusténden.

|¢(x)|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte ein Teilchen am Ort x zu finden. Kann
man die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢)(p)|? angeben, den Impuls p zu fin-

den? Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir die Fouriertransformation von

P(x).

Wiederholung zur Fouriertransformation

Wir betrachten nur den 1-dimensionalen Fall, die Erweiterung auf héhere Dimen-
sionen ist geradlinig und kann als sukzessive Fouriertransformation fiir jeweils eine
Komponente des Ortsvektors aufgefalit werden; f(z,y, z) wird zunéchst beziiglich
@ zu f(ky,y, x) transformiert, dann f(k,,y, z) beziiglich y zuf(k:x, ky, z) usw..

Hat eine Funktion f(z) in jedem endlichen Teilintervall hochstens endlich viele
Sprungstellen, ist f(z) ferner in jedem endlichen Teilintervall von beschrinkter
Schwankung und gilt f (z)|dz < oo (diese drei Bedingungen bilden das so-
genannte Kriterium von D11r1chlethordaun)7 so 148t sich f(x) als Fourierintegral dar-

stellen.

1 r s ikx
f(fv)=E/ dk f(k)es (2.1)

wobei k reell und f(k) komplex ist. Da f(z) reell ist, folgt f*(k) = f(—Fk). Dies
1Bt sich einfach zeigen, indem man f(k) = fi(k) + if2(k) und e** = coskz +
isin kx in Real— und Imaginérteil zerlegt und dann fordert, daf} die rechte Seite der

Transformation (2.1) reell ist. Die Umkehrtransformation ist durch

1 r —tkx
F) = o= [ o gy (2.2)

gegeben. Dies iiberpriift man leicht wenn man die wichtige Identitéit

o0

/ dk e™*® = 276 (z) (2.3)

— 00
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benutzt. Tatsdchlich, setzt man (2.2) in (2.1) ein, so folgt

oo oo

1 , o,
flx) = 7 dk e'*® / ek f(2)) da’
1 o0 o0 . ) o0
= 3 / dz’ / dk e*@=2) f (o)) = / dz’ §(x —2') f(2) = f(x).
7T
Die Identitit (2.3) 148t sich unter Einfithrung eines konvergenzerzeugenden Faktor
zeigen
0o e} 0
/dkelkz _ 11H6 /dke(zxfs)k_i_ / dke(inrs)k
£E—
—o00 0 —o00

= hm{,_l + ! }—hmi—%ré(:z:),
x

e—0 |tz —e itx+e

wobel wir im letzten Schritt die Grenzwertdarstellung d.(z) = ey der -

Funktion benutzt haben. Man iiberpriift an dieser auch leicht, daf§ [*_dzd(z) =1
gilt.

Natiirlich gilt (2.3) auch wenn man k und x vertauscht!

Wir betrachten jetzt die Fourierzerlegung von ¢ (x,t):

b t) = — 572 /d?’ptﬁ(p,t)eip'x/h

(2mh)
Wie driickt sich die Normierung durch z/NJ(p, t) aus?
1 7% —ip-x 7 ip’-x
/d3$|¢(xat)|2 = W/d?’x /d3p¢ (p,t)e " /h/dgpliﬁ(l)/af)ep m
Es gilt

/d3$ei(p/—9)'x/h = (2nh)38%(p’ — p)

~ [@penP = [Eplie.or -1
Folglich gilt
~ 3 * h
<p> = d°z (x,t);Vw(x,t)
1\° h
- 3 3, —ip-x/h, 7 1 3,1 ip’x/h,T (]
(27%) /d :v/dpe w(p,t)l.Vm/dpe Y(p', 1)
1\?* , . A
_ - /d3x/d3pe—zp»x/hw*(p,t)/d3p/p/ezp 'x/hw(p',t)
2mh
= /dgpplif(p,t)lz-
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Daraus folgt die Interpretation fiir |1/~1(p, t)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teil-

chen zur Zeit ¢ mit dem Impuls p anzutreffen. ¢ (p, t) ist die sogenannte Impulsdar-

stellung des Zustands.

Wie gewinnt man 1/;(p, t)? Durch Fouriertransformation:

3/2
0.0 = (557) [ @ oo,

Somit finden wir, dafl man < p > auf zwei Arten ausrechnen kann:

<p> = / EBp ™ (p, pd(p, 1) = (. pD).

Man erwartet, dafl dies dann auch fiir < x > gelten sollte. Forme

<X >= /dS:v P (x, t)xY(x,t)

um:
3 ~ . ~ .
/ < ) / Bl (p, t)e P/ x / &' P(p', 1)e® x/n
1\?* h

_ 3 L 3, Tk —ip-x/h 3.0, 700 1\ , ip’-x/h

/dw<2ﬁh) /dpw (p.t)e /dpw(p,t)l.vpe

- _ B
/dgpw (p,t)/d?’p’w(p’,t)gvpﬁ?’(p’ -p)
_ A _

= - d3pw*(p,t)/d3p'53(p’—p);Vp/w(p’,t%

<x> = [ @i (<5v,) i = (kD).

Somit wird beziiglich der Amplitude z/;(p,t) der Operator x durch —%Vp darge-
stellt.

Y(x,t) und 1/3(p, t) kennzeichnen den Zustand v in gleicher Weise; man spricht von
verschiedenen Darstellungen des Zustandes ¥ im Ortsraum und Impulsraum. Dies
ist das erste Beispiel fiir verschiedene dquivalente Darstellungen eines Zustandes
(siehe spiiter).

Man hétte auch in folgender Weise zur Impulsdarstellung kommen kénnen: Durch
die kanonische Transformation x;, = —P;, X; = p; kann man den klassischen
Hamiltonian in der Form H = ﬁ}@ + V(=P) schreiben. Wir machen jetzt den
Ubergang zur Quantenmechanik in “Ortsdarstellung”: H = —%XQ + V(_%aixi)v

dies ist aber der Hamiltonoperator in Impulsdarstellung.
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Zusammenstellung der Darstellung von Operatoren

Klassische Variablen quantenmechanische Operatoren
im Ortsraum  im Impulsraum

Ort x be ~-hy,
Impuls p %Vx p
Drehimpuls x X p X X %Vx —%Vp X Pp
Energie p?/2m —%Vz p?/2m
Potential V(x) V(x) V(ihVp)
G(p) G(hv.) G(p)

Erwartungswerte sind alle vom Typ
< A>= (1, Ay) (Beispiel Ortsraum) .
Falls A eine Observable ist, d.h. mefibar, mufl der Mewert < A > reell sein:
() = (4 = [agw @vta) = [ aaAvia) via).

Der der Observablen A zugeordnete Operator A muB hermitesch sein. Das ist fiir
die oberen Beispiele erfiillt.

Vorsicht bei der Zuordnung von Operatoren zu klassischen Groflen: z.B. klassisch
X -p=p-X,
die zugeordneten quantenmechanischen Operatoren jedoch sind nicht gleich
h h
i i
Die beiden Operatoren sind auch nicht hermitesch:
/w (:v—— +. ) ¥(x)
h 0
- - [5(v <x>x)w<x>+...
h 81#*
[t e
i
= /(x-—w) w0 - 3.

Dies erhiillt man auch einfacher mit der Relation (AB)! = BTAT, ie. (xp)f =

[ Evut

p'x’ = px # xp. Ebenso zeigt man, da der 2. Ausdruck nicht hermitesch ist.

Hermitesch ist der symmetrisierte Ausdruck:

I I
x-p=1/2(x-p+p-x)—1/2 <X?VI+EV1'X) .
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Dies ist zugleich der richtige quantenmechanischen Operator fiir die klassische Grofe
X - p.

Verallgemeinerung: sind A, B hermitesche Operatoren, dann sind auch %(AB+EA)
und %(AB — BA) = %[/1, B] hermitesch.

2.5 Rechnen mit Operatoren

Vertauschungsklammer oder Kommutator:

[F,G] = FG - GF

Im Allgemeinen ist der Kommutator zweier Operatoren wieder ein Ope-
rator!

Obwohl wir im Folgenden die Kommutatoren in der Ortsdarstellung berechnen ist
es wichtig festzustellen, dafl die Kommutatorrelationen unabhingig von der
Darstellung sind, d.h. in jeder Darstellung gelten. In gewisser Weise stellen sie den

“Kern” der Quantenmechanik dar.

Beispiele: Heisenbergsche Vertauschungsrelationen

- h 0 h 0 h 0 h
D, Tr] = {?a—w],xk] = ;a—x]xk —xk;a—x] = ?5jk
B pe] = 0= [&5,&x].
Drehimpulsoperatoren 1=x%x P,
l. = 9p-—2p,
ly = Zps— s
l: = Py~ gpa
Es gilt
[AB,C] = A[B,C)+[A,C)B
[A.BC] = BIA.C)+[ABIC

Unter Benutzung dieser Relation erhélt man durch geradlinige Rechnung

o, ly] = [(§P= — 2Dy), (2Px — £P2)] = [0z, 2Pa] — [UD=, TD2] — 2Dy, £Da] + [2Dy, 2P-]
= §[Pz, 2ba) + [2, 2D2]Dy = G[Pz, Z|Pw + (2, P2]Dy
= Dgp. —a,) = il

Es folgen die wichtigen Vertauschungsrelationen fiir Drehimpulsoperatoren:

[ls,1,] = il und zyklisch.
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Wie wir spéter sehen werden, ist die Konsequenz daraus, dafl nur halbzahlige und

ganzzahlige Vielfache von /i als Drehimpulse in der Natur vorkommen.

Paul Ehrenfest (1880-1933)

Ehrenfestscher Satz:

Zeitliche Ableitung eines Erwartungswertes einer Gréfle F(x, p,t)

dt ot
- 1 3 A * 1 _i 3 * 117 3 *8_F
— h/dx(Hq/;)Fq/; h/dx¢FH¢+/dxw T
_ 1 3 * 7T T _i 3 * 1T 3 *8_F
= h/dm/)HFw h/dwaH1/J+/d:cw atw
IR IS W 5w OF
= 5 [@svi s [ der Do,
also
d . 1 PN 0 - :
E<F>_FL<[H,F]>+<—tF>_<F>
oder
2 RPN 0 -

Dies ist der Ehrenfestsche Satz. Z;' ist Operator zu Observablen F' (und ist nicht
mit der Zeitableitung des Operators Fy (t) in der Heisenbergdarstellung zu verwech-
seln, siehe Kap 6.3).

Fiir Erhaltungsgréfien gilt Z;' =0, d.h. mit %F =0 gilt [ﬁ, 13'] =0.
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Im klassischen Limes sollte diese Relation in M —|— Z (aq qi + ap pz) =
9~ + {H,F} iibergehen, mit ¢; = 85 , D = gg. { . } bezelchnet die Pois-

sonklammer: {F,G} =", (g—g g—i - g—g g—f;)
Wir kénnen unsere Kenntnis der Vertauschungsregeln benutzen und [H, F] nach
Potenzen von / entwickeln.
Sei H = H(4,p), F = F(4,p)

(S i i OH OF i OH OF

—[H,F] == 0(0)+— LGl +O(R!

U F) = £ 000)+5 50 2 (o] +5 5 o (] +O01).

=0 Zh&u _1h61]

d.h. wir erhalten fiir 1:“ in der Ordnung A° (aber: der Kommutator selbst geht in

O(h) in die Poissonklammer iiber)

d 0
GF =5 HHF}.

Mehr im Detail: < §; >=¢q;, < p; >=p;
G = qi + (G — @) = ¢ + h'?Qi, [, ;] = 1hdy;
pi = pi + h2P;, [Qi, Pj] = i6;;

(¢,p) ={aq1,--.,q5,p1,...,p} [ Zahl der Freiheitsgrade.

F = F(¢,p)=Fl(gp +h1/2§ (aFA —51%>+0(h)
; ; OH . OH

_ 45 — 1/2 . :
H = H(Gp) =Hgp)+h E (a -Qﬁapipl)“LO(h)

S[HF) = [H F]+2hh O+ + hz 5, op; (@i Pl Zapzaq [P, Q5] + 5 O(h*/?)
OH OF OH 8F} 1
= O+ + O(h*/?
Z |:apz 6Qj 6QZ ap] ( )
Damit wird
F(g.p.t) = F(q4.p,t)=F(gp,t)+OK"?)
O - J_ .., 0 1/2

und damit im Limes A — 0

. 0
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Beispiele:

(i) F=%, H=2 +V(x). Es folgt

%<§<> = %<[A7A]>=%$<[I§2=5‘]>
i h.  _h 1 .
=3 h<€p p?>:E<p>
(ii) 7 =p, ﬁ:%—kV(x) Folgt
C<p> = L{ip)) =1 (V.B)
= (V&) Vx— VLV(%)) = <( - VxV<*))>
—
K(%)
d? (x) B .
— m dr2 - <K(X)>’

d.h. die klassische Gleichungen gelten fiir Mittelwerte!

Fiir Erwartungswerte von p und K gelten demnach die Newtonschen Bewegungs-
gleichungen. Dies bedeutet nicht, dafl Teilchen der klassischen Bahn folgen. Nur
wenn t(x/, ) riumlich scharf um x(t) lokalisiert ist, so daB [¢(x, ¢)|* ~ 6. (x' —x(t))

gilt, ist dies der Fall:

<K>= / &' (xR )~ K(x(1)) / &’ [0 (<, )

= K(x(1))
d <X > ! <p>
—~ <% - -
dt m p
d ~ d2 A~ d2 37 * / /
3 <P> = m@<x>—m@/dxw(x,t)x1/}(x,t)
d2

2.6 Orts— und Impulsunschirferelation

Orts— und Impulsverteilungen sind fest korreliert:

W
3/2 ) ‘
00 = (g) [ @i,
<L)3/2/d3x¢(x)eip'x/h.
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Im Gegensatz zu makroskopischen Objekten sind Orts— und Impulsverteilungen von
Mikroteilchen nicht unabhéngig zu wihlen.
< A > und < B > seien mittlere MeBwerte im Zustand ¢ ([4, B] = ihC). Bei
Messungen findet man auch Werte in der Umgebung von < A > und < B >; MaB
fiir Schwankungsbreite dieser Werte ist AA = A-<A>und AB=B- < B >.
<AA’> = <(A-<A>)P>=<A2-2A<A>+<A>%>
= <A?> - < A= AA?

analog

< AB?>=< (B- < B>)?>=: AB?

ABAA — AAAB = [B, A] = (h/i)C.
Trick: Betrachte I(\) = [d3z|AAw 4+ iAAB[> > 0 fiir alle reellen A (ich be-
schriinke mich auf reelle \!)

I = /d% (AAY +iINABY) (AAY +iXAB)

- /d% (Afﬁ W2 + AA INAB Y — iNABY) AAY + \2(ABY)*AB ¢)

<AA% > 402 < AB? > +M/d3m*(AA AB — ABAA)y

hiC

= (AA)? +X2(AB)? —h\ < C >> 0 fiir alle \.

Wir suchen jetzt die Nullstellen von I(\) : A2 — £<C> ) 4 <Ad*> _

<AB2> <AB2>
N, L <C>n [<C>2R A4
L2 7 ToAB? 4AB* AB?

<C>h 4 AA2 AB2
— 1l t+ - .
2AB2 h2 < C >2
Damit keine reelle Losungen fiir A2(AB)2— < C > h\ + (AA)? = 0 existie-

ren (wir wissen, daf I(\) > 0 ist), muB fiir die Diskriminante = h? < ¢ >2
—4(AB)2(AA)? < 0 oder

(AB) - (AA) > h/2| < C > |
gelten. Entsprechend findet man (C' = 1):

Apy - Ay > h/2,
Ap, - Az > h/2.

Dies sind die Heisenbergschen Unschérferelationen. Je genauer im Zustand v das

Teilchen im Ort lokalisiert ist, desto ungenauer ist sein Impuls und umgekehrt.
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In bezug auf makroskopische Skalen und Objekte ist dies wegen des numerischen

Wertes von A keine Einschrankung.

Man kann diese Rechnung leicht auf den Fall zweier hermitescher Operatoren fl, B
mit dem Kommutator
[A, B = ihC
verallgemeinern. Mit
AA? =< A2> — < A>2
AB? =< B?> - < B>?
folgt vollig analog (man identifiziere A mit # und B mit p) unter Benutzung obiger

Kommutatorrelation

AA.ABE7§|<C*>|

2.7 Zeitunabhingige Schrodingergleichung

Lo -
i = Hy)

H sei zeitunabhingig. Wir suchen eine Losung 1(z, ), so daB |1(x, t)|? stationsr

(zeitunabhéngig) ist. Wir wihlen die Form

P(x,t) = P(x)- f(t) (Produktansatz)
n Oy = s

Y HE)

A dt = =

"o T ek

Beide Seiten miissen konstant sein:

th(df/dt) = E f(t) — f(t) =exp(—iFt/h) und

Hyp(x) = Eig(x)
(x,t) = pp(x)eF

Welche Bedeutung hat E?

Sei H der Hamiltonoperator zur klassischen Hamiltonfunktion H =T + V:

H=T+V,
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dann ist

/ P (x, ) Hb(x, 1) = / B (%, 8)(T + V)(x, 1)
= <T>4+<V>= E/d3w;g(x)¢E(x) —E.

1 sei auf 1 normiert und damit auch v g. E hat die Bedeutung der Gesamtenergie.

Man nennt
Hip(x) = EYp(x)

die zeitunabhéngige Schridingergleichung. Sie erfordert zur vollstdndigen De-

finition noch Randbedingungen (siehe spéter).
w(x7 t) =g (X)e—iEt/h

sind stationire Losungen der zeitabhéngigen Schrodingergleichung; fiir diese
Zustéinde sind alle Erwartungswerte zeitunabhéngig. Als Uberlagerung dieses Losungs-
typs kann man die allgemeinste Losung der zeitabhingigen Schrodingergleichung
aufbauen (siehe spéter).

Im stationdren Zustinden ist

(i) die Zeitabhingigkeit der Wellenfunktion eindeutig durch den Energiewert in

diesem Zustand bestimmt.

(ii) die Wahrscheinlichkeitsdichte und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte sind zei-

tunabhéngig

(iil) falls % =0 gilt, < F' >= const.

2.8 Teilchen im elektromagnetischen Feld

Exkurs in die klassische Elektrodynamik und Mechanik:
E und B 148t sich durch A und ¢ darstellen:

= 1rotA=VxA,
10A 10A
pu— —_— d _——_——_—— = — _——_———,
grad¢ c Ot Ve c Ot

Die klassische Bewegungsgleichung fiir ein geladenes Teilchen erhilt man aus den

Hamiltonschen Gleichungen fiir folgende Hamiltonfunktion

H:%( —%A)2+6¢+V.
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Tatséchlich mit (A = A(x,t), ¢ = ¢(x,1))

. oOH 1 e
S opi  m (pz B EAl) ’
) oH 1 e .\ edA 0 . e0A; 0
folgt
s ,_E%_faAifU.__e a¢+lg . +Eg'c. 8’447'_6’41' _ (’“)V
‘=D c Ot c 0x; 7 Ox; cot " ¢\ Ox; Ox; ox;
und damit
d?x e (dx
mE _eE—l-E (E X B) —grad V.
Ubergang zur Quantenmechanik:
h
f’ = _-V7
)
- 1 /. e \? el

p und A vertauschen nicht

(p-5a) = (p-5A) (p-:A)
- 132—Z(IS-A+A-13)+(§)2A2.

A und ¢ sind durch physikalische Felder E und B nicht eindeutig definiert; Eichtrans-

formationen lassen E und B ungeéndert:

A" = A —gradx(x,t),
P gy i
¢ = ¢+08t'

Mit der Ersetzung von A und ¢ durch A’ und ¢’ #ndert sich der H-Operator und
damit auch .

Frage: @ndert sich die Physik?

Diese sollte nicht von der Wahl von A und ¢ abhéngen; es sollte Eichinvarianz

vorliegen. Betrachten die Schrodingergleichung fiir die transformierten Felder:

i A_E / 2 ! / I __ s aw/

2m(p CA) U+ (ed! + V)Y = i

oder
1 /. e e . \?2 , , L0 edx ,
%(p+EVX—EA) W (o V! =i - S5y

Diese Gleichung sollte dieselbe Physik beschreiben wie
1 /. e \2 L oY

Tatséchlich 148t sich leicht zeigen, dafl 1) und 1’ iiber die Transformation
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U)/ _ ¢e—(ie/hc)x

zusammenhéngen. Die Erwartungswerte physikalischer Groflien héngen nicht vom

C

Phasenfaktor ex/hc = 2mwx/¢o, ¢o = h? ist das elementare FluBquantum (in der
Supraleitung ist das FluBquantum durch e = 2ey mit ey als Elementarladung defi-
niert) ab.

Nachweis:

(p + VX) e ie/he)x
— o~ (ie/he)x Xpa+ ¢ V(;(le/ﬁC X4 Z (VX) e (ie/he)x
~(ie/he)x g )
(13 + SVX) e~ (ie/ho)X gy — (13 T EVX) e (ie/hoX oy — o= (ie/hex 2 4
(f) 4 ZVX) A e (ie/hoX )y — o (ie/he)x b Ay

~ (& —(2e/hc —(ie/hc -~
A(p+EVx)e (ie/he)x gy — o /ﬁ)XAI”/,

H O eOX i —Gesmox p, O¥ Gie/heyx _ €OX | (ie/he)x
ey e VT rn *WL oo e
. o
_ —(ie/he)x
e ih 2

Somit 148t sich die Phase herauskiirzen und man erhélt die Gleichung fiir .

Diese willkiirliche Phase in ¢’ fithrt zu keinen mefibaren Konsequenzen. (Der Aharanov—
Bohm Effekt zeigt, daf die eichinvariante Phase beziiglich A mefibar ist, siehe M.
Peskin, A. Tonomura, Lecture Notes in Physics 340 (1989)3.)

Wir betrachten noch einmal die Kontinuitdtsgleichung

8 2 *
Sl = o (w Ee - (i)
) 2 ®) 2
3 p € € 2 D e . eh e 9
H = ———(pA+A Ac=— - —A.p—— (VA A“.
2m  2me (PA + Ap) + 2mc? 2m  mc p 22'mc(V )+ 2mc?

Der letzte Term liefert offenbar keinen Beitrag in der Kontinuitétsgleichung.

Ol = 2y av— a0y w) - - AN (prwu ruvey)
oL (VA + YY)
= o (Y~ (VE)) + - AV(Y) + - (VA))
oder
%IW +Vj=0

mit
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. * h € - h « % e % _ﬁ e
JZERe{w <;V—5A>w}—%(w Vi - (V9)'6) - — Av' e = —[i* (Ve - CA)

(h/i)V — (e/c)A ist der kinematische Impuls. Im letzten Ausdruck ist ¢ die Phase
der Wellenfunktion, 1 = |1)]e®#, % = ®g ist das elementare Quantum des magne-

tischen Flusses . j und |¢|? sind wieder eichinvariant (zeige das!).

2.9 Erweiterung auf Mehrteilchensysteme

|9(X1 ... Xp, t)|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, die Teilchen 1,2, ...n an den Or-
ten x;...x, anzutreffen. Daraus lassen sich abgeleitete Groflen bilden, wie z.B.
Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir Teilchen 1 unabhéngig von den Positionen der

anderen:

P(x;) = /d3x2 BBy, [(x1 X)) P

Wellenfunktion im Impulsraum

3n/2 i St pxs

. 1 i pix;/h

G(P1...Pn) = (5 /d%l...d%ne S (% %)
21h

und die Umkehrformel mit (+) im Exponenten.

Konstanz der Norm:
0
E/Hd%l [h(x1...%,)]2 =0
l

ist Folge der Hermitizitat von H.

Erwartungswerte z.B.

<x1> = /d3x1...d?’xnw*(xl...Xn)xu/)(xl...xn)
h
<p2> = /d?’xl...d3:cn1/)*(x1...xn)zvxzw(xl...xn) ete.

Verallgemeinerungen der bisherigen Notationen sind offensichtlich.

2.10 Grenziibergang zur klassischen Mechanik

Wir schreiben formal die Wellenfunktion in der Form

B(x,t) = [1h(x, )|

und S ist reell. Die Schrodingergleichung —ihZ¢ + Hy = 0, H =~ w2 4V

2m

nimmt dann die Form

95 e, vl

5 iR ih K2
_— _ \v4 — — )| AS — —VS V|| — —AY| + =
] ot ! ot Qm( 5) 2m|w| s m SVl 2m [+ v =0
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an. Hieraus gewinnen wir zwei Gleichungen fiir Real- und Imaginéirteil.

Realteil:
a8 h?
leil : 22 4 — ~ " A=
Realtei 8t+ (VS) +V Gy [ =0.
e i
Imaginérteil : 5t to AS + — VS V| =0.

Betrachte jetzt den Limes A — 0, dann verschwindet der letzte Term der 1. Glei-

chung und wir erhalten die Hamilton—Jacobische Differentialgleichung

0S50 1 9 -
W—F%(VS()) +V =0.

So(x,t) geniigt hier also der Gleichung fiir die klass1sche Wirkung Sp(x,t) fo X, X, t)

eines Systems mit der Hamiltonfunktion H = % + V(x), berechnet fiir wirkliche

klassische Bahnen (diese geniigen g—i - %g—i = 0) als Funktion des Endpunktes

x(t) = x, bei festgehaltenen Anfangspunkt x(0) = x¢. Wir zeigen das noch. Wir
zeigen jetzt noch, dafl Sy tatséchlich die Hamilton—Jacobi—Gleichung erfiillt.

dSo . 0So 05

e =L= En +VSy -x = ¥ + px
90 95 s, 1 ) _
5 —L+px = ot + H(p,x) = 5 +2m(VSO) +V(x)=

Zur Erinnerung: aus der Variation der Wirkung durch Variation des Endpunktes

t
oL oL oL oL d ,
ss0= [ (% oes 2ee)ar = [ (% oxs 22 9 i)
0 0
folgt mit partieller Integration und Benutzung der Bewegungsgleichungen

t

d 9L oL
5S0(x, X0, t) = +/ Ix @—)5 dt’ = a—éx- p(x,x0,t)0x (2.4)
0 —/_/
oder

VSo(x,X0,t) = p(x,t).

d.h. der Gradient von Sy ist gleich dem Impuls. x gibt hier den Ort der Trajektorie
mit dem Anfangspunkt x(0) = x¢ zum Zeitpunkt ¢ an, der Gradient von Sy(x) ist
dann gleich dem Impuls zur Zeit ¢ (verschiedene Trajektorien, die alle bei x(0) = xg

beginnen, werden also nicht durch die Vorgabe der Anfangsgeschwindigkeit x(¢ = 0)

dt
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sondern durch die Wahl des Endpunktes x zur Zeit ¢ voneinander unterschieden).
Man kann deshalb sofort durch Integration

X

So(x,xq,t) = /p(x’) dx' +C
X0
rekonstruieren, wobei die Integration entlang der klassischen Trajektorie
(Pfad) erfolgt. Ist die Bewegung periodisch, kann sich die Phase der Wellenfunktion
nur um ein Vielfaches von 27 &ndern und man erhélt die Bohr-Sommerfeldsche

Quantisierungsbedingung

j{pdx = 2mnh = nh

Dies ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung, die wir oben als klassische Naherung fiir
den Realteil der Schrodingergleichung gewonnen haben. Durch Anwendung von V

erhalten wir aus dieser

0
V50 +

5 ! V(VSy)?+VV(x)=0

2m
und mit

1
§V(VS())2 = VS() X (V X VSO) + (VSO . V)VSO

und VSy = p = mv(x,t) erhalten wir die Newton-Euler-Gleichung

0 d
m (& + VV> v = mav(x,t) =-VV.

Diese beschreibt die zeitliche Anderung des Geschwindigkeitsfelds in einer idea-
len Fliissigkeit. In unserem Fall entsprechen die Fliissigkeitsteilchen jeweils einer
Realisierung der realen Teilchenbewegung (im klassischen Limes), die Fliissigkeit ist
hier also als Ensemble-Fliissigkeit zu verstehen. Die Dichte der Ensemble-Fliissig-
keit ist durch |¢|? gegeben und geniigt der Kontinuititsgleichung, die unmittelbar
aus der Gleichung fiir den Imaginérteil (s.o) folgt (V.Sy = mv)

olyl?
ot

- V(v?) = 0.

Fazit: Im Limes h — 0 beschreibt ¢ eine stromende Fliissigkeit von klas-
sischen, nicht—wechselwirkenden Teilchen, Dichte— und Stromdichte der
Fliissigkeit entsprechen hier der Wahrscheinlichkeitsdichte und Wahr-
scheinlichkeitsstromdichte.

Im Grenzfall [1|? = 6(x — x(t)) folgt x(t) = v(x(t),t) und mx(t) = —VV (x).
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Bei stationdren Zusténden So(x,t) = oo(x) — Et, ¢ = ¢Ypexp (—LEt)

—(222)2 +V(x) —E=0.

Als einfaches Beispiel betrachten wir zuniichst ein freies Teilchen mit dem Ha-
miltonoperator H = %. Im stationiiren Zustand folgt aus (Vog)? = 2mE,
00(x) = vV2mEn(x — %), wobei n der Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung des
Teilchens und p = v/2mE n sein Impuls sind. Damit ist die Phase zu
So(x,X0,t) = p(x — x0) — Et bestimmt.
Im stationdren Zustand muss ferner [1)|?> unabhingig von der Zeit sein. Aus der
Gleichung fiir |¢| folgt

(5 + 5 (YP)+ 269 ) 01 =0
und damit V|¢)| L p, d.h. |¢| dndert sich entlang einer klassischen Trajektorie
nicht. Letztere verlaufen senkrecht zu den Flichen Sy(x,xq,t) = const, die durch
P - x = const gegeben sind. Die Komponenten des Vektors x senkrecht zu n sind

durch x — n(x-n) = x, gegeben.

So (X, Xo, =ty >t1):O
So(X, Xo,t=t; >0)=0

n So (X, Xg,t=0)=0

Flachen Sy = 0 fiir verschiedene Zeiten.

Die Wellenfunktion des freien Teilchens hat daher im (quasi-) klassischen Limes die
Form

P(x,t) = f(x —n(x- n))eiﬁ(px*Et) .
|(x,t)] = f(x —n(x- n)) hingt nicht von A ab und mufl noch der Normierungs-
forderung [ d*zf? (x —n(x- n)) = 1 unterworfen werden. Z.B. kénnte
f? (x —n(x- n)) = %5§2) (x —n(x- n)) oder auch f2 (x —n(x- n)) = 75 gewihlt
werden. Hier ist das Volumen V = L? unseres Systems zunichst endlich gewiihlt,
am Ende jeder Rechnung kann dann der Limes L — oo durchgefiihrt werden.
Es ist jedoch zu betonen, daf i.A. eine Abhéngigkeit von || von (x —n(x- n)) zu
AlY| # 0 und damit Sy # S fiihrt und die quasi-klassische N#herung daher nicht
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mehr eine Losung der vollen Schrodingergleichung ist. Bei der Wahl
2= %&9) (x —n(x - n)) sind z.B. sowohl der Ort (x; = 0) als auch der Impuls
(pL = 0) des Teilchens in der Richtung transversal zu n vorgegeben, dies wider-

spricht der Heisenbergschen Unschérferelation.

Schaltet man ein zusétzliches Potential V(x) ein, dann wird

Voo =/2m(E - V(x))n(x),

wobei der Einheitsvektor n(x) senkrecht auf den Flichen o¢(x,%p) = const steht.
Diese Fléchen sind jetzt nicht mehr, wie im Fall des freien Teilchens, Ebenen, son-

dern weisen eine Kriimmung auf.

Sp=const

1

Durch Integration folgt So(x,x0,t) = [ ds\/2m (E - V(x(s))) — Et, wobei wir eine
0

Parametrisierung mit dem Parameters s eingefiihrt haben, x(s = 0) = x,

x(s = 1) = x, x(s) ist ein Ortsvektor entlang einer klassischen Trajektorie, die

immer senkrecht auf den Flichen og(x,xo) = const steht.

Wir kénnen aber auch nicht—stationire—Zusténde betrachten. Man {iberzeugt

sich leicht durch Einsetzen in die volle Hamilton—Jacobi—Gleichung, dafl

2
m (X —X
SO(XaX()vt):?( n 0) 5 p:VS():m

(x —xp)
t

die Gleichung fiir die Phase des freien Teilchens befriedigt.
Man kann diese Losung aus der Uberlagerung von stationiiren Losungen mit festem

Impuls erhalten
. 2
wlxit) = [ apepiet (P51 g )

Ist ¢(p) nicht von p abhéngig, dann folgt

(x=x0)?
t

SE

271'mh)d/2 i
1 e n
i

wixt) = fxo) (
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Die Flédchen Sy = const sind jetzt konzentrische Kreise mit dem Mittelpunkt xq
und dem Radius |x — xg| = 1/2tSp/m. Die Gleichung fiir die Amplitude wird dann

(wir rechnen allgemein in d Dimensionen)

d

(%—i—i—k(x—xo)-V) [(x,t)] =0.

Da die Ortsableitung nur in die Richtung m = (x — x¢)/|x — xo| wirkt, kann man

die Ortsabhingigkeit von |¢| in die Anteile parallel und senkrecht zu m aufspalten.

0,0 = (%|x—><o|>d/4g(x—m<m-x>) ,

wobei die Konstante o aus der Normierung bestimmt wird. Auch hier hat man wie-
der das Problem, daf} 1) nur im endlichen Volumen V normiert ist, da die gefundene
Funktion nicht quadratintegrabel ist.

Bisher vernachléssigter quantenmechanischer Term klein, wenn %Iibl AlyY| < ﬁpz, p=

hk = 27”71 ist. Dies entspricht

Mo« (21)%6?

A < a, a=Linge, auf der sich |[¢)| &ndert

— Teilchen miissen grof3en Impuls haben und sich in Feldern mit kleinen
Gradienten bewegen.
Man kann diese Relation noch etwas schirfer formulieren, wenn man aus der Konti-
nuitéitsgleichung im stationiren Fall 1)V Sy = jo oder || = 1/(j - p)/p? benutzt.
Vernachlissigt man hohere Ableitungen von p = VSp, so ist Al|/|¢p] von der
Ordnung (Vp)?/p?. Damit ldBt sich die Ungleichung %% < % in der Form
— 2p% =
—2m4¥ (p2 =2m(E — V(:v))) und damit gilt die klassische Niherung, sobald

h|Vp| < p? schreiben. Bei einer eindimensionalen Bewegung ist 8%]92

mh < p*

=

gilt.

2.11 Mathematische Erginzungen

Wir hatten bereits die zeitunabhéngige Form der Schrodingergleichung
i = Ep(x)

betrachtet. Mathematisch betrachtet ist diese Gleichung eine Eigenwertgleichung,

E und 9p(x) sind der Eigenwert und die Eigenfunktion zum Operator H.
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Wir betrachten jetzt Eigenfunktionen zu hermiteschen Operatoren A. Im Allgemei-

nen hat die Eigenwertgleichung mehrere Losungen

App, = Apgipa, n=1,2,...

Im Folgenden werden wir uns auf Félle beschrénken, bei denen das Eigenwertspek-

trum diskret ist. Die Kiirze halber werden wir, wo immer das nicht zu Mifiverstéind-

nissen fithren kann, 14, = v, schreiben.

Es gelten folgende Sétze:

(i)

(i)

Die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell.

Denn (v, Ap) = A(¥,9) = (A¢,9) = A"(Y,9) — A=A" — Areell
Allen MeBgroflen miissen daher hermitescher Operatore zugeordnet werden.
Eigenfunktionen hermitescher Operatoren zu verschiedenen Eigen-
werten sind orthogonal (oder lassen sich orthogonalisieren).

Denn mit flwl = Ay folgt

(Vs Atn) = A (s Yn) = (A, V) = A (Y )

wenn A, # An — (U, ¥n) = 0.

Gehoren zu einem Eigenwert mehrere Eigenfunktionen (Entartung) kann man
die Funktionen orthogonalisieren. Sei (¢.,,%)) = Cpyn = CF,, (hermitesche
Matrix), dann Diagonalisierung mit der unitéren Matrix U (U f U = 1) méglich

Z(UmiwinawizUnj) = ZU;nCannj = CiDéij )

m,n

(I Z Unithy, — (i, ) = 6:;;C.

Daher konnen die Eigenfunktionen hermitescher Operatoren immer so gew&hlt

werden, dafl die Orthogonalitétsrelation (nach Normierung)

gilt. Erfiillen die Eigenfunktionen der von uns betrachteten Operatoren auch

die Vollstandigkeitsrelation
D n (X ) (x) = 6(x' - x)

dann 148t sich jede Wellenfunktion eindeutig als Linearkombination der 1), (x)
darstellen. Nicht alle hermiteschen Operatoren besitzen ein vollstédndiges Or-

thonormalsystem von Eigenfunktionen, wohl aber die zur Darstellung von
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physikalischen Groflen geeigneten hermiteschen Operatoren. Solche Operato-
ren nennt man Observable. Die 1, (x) bilden also ein vollsténdiges Orthonor-

malsystem, nach der ein allgemeiner Zustand ¢ (x) entwickelt werden kann.

$(x) = / B 8(x — X)) = / a3 % (Y Y ()
> (Wn ) Yn(x) =Y Cothn(x)

n c.

Die hier gemachten Aussagen gelten insbesondere auch fiir die Funktionen

Yp(x). Man kann also jede Losung der Schrodingergleichung in der Form
(Un(x,t) = "5, (x))

Z Cre™ Ent/hy (x Z (x,1) )ef%E"td)En (x)

n
Cn

mit C,, = (Y, ¥(t = 0)) und H,, = Ep1, schreiben. Die €, sind zeitun-
abhiingig & Co = £ [ En (Y (x,6), 0%, 1) = (n(x,8), Hi(x,1))]

Ist ein System in einem Eigenzustand v, eines Operators A, dann

nimmt die Observable A in diesem Zustand scharfe Werte an
AA? =< A% > — < A >2= (¢, A%) — (Y, Apy)? = A2 — A2 =0
Ansonsten gilt fiir stationére Zusténde mit ¥(x) = > Cpipp(x)

Zc* (tn, AFtpyn) =~ AR|C [

Inshesondere gilt fir A =1, |Cp|? = 1. |Cy|? ist die Wahrscheinlichkeit,

den Eigenwert A,, zu messen.

Kommutieren zwei hermitesche Operatoren fl, E, dann haben A
und B ein gemeinsames System von Eigenfunktionen.

Denn, sei:

(a) v eine nicht entartete Eigenfunktion von A zum Eigenwert A, fh/} = Ay,
so folgt

A(BY) = BAY = A(BY) — A(By) = A(BY),
da 1 die einzige Eigenfunktion zu A ist, muB Ew ~ ¢ und damit By = B

sein.;

(b) Der Eigenwert A sei n—fach entartet.

Ay =Ay; j=1,...,n, (Yiy1hs) = 0ij
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Es gilt ABi; = BAw; = ABv;, d.h. By; ist ebenfalls Eigenfunktion von A
zum Eigenwert A. Es folgt

By = Z Cixte, Cjk = (r, B;) = Cy;  hermitesch.
k

Die Matrix €' kann durch eine unitére Transformation U diagonalisiert werden.

QTQQZQD, vlu=uu'= -1

=

, U=

I

Hieraus folgt gg = QQD: Zj CijUjk = UikCD,ku Zl Ui Ci = CDJU/W.
Uik

Der k-te Spaltenvektor der Matrix U, ist Eigenvektor der Matrix
Unk

C mit dem Eigenwert Cp . Aus Bip; =3, Cjrapy folgt daher

BY Uity =Y U Cithr = Cpr Y Uiyt .
j ik k
J 7,
Pr Pr
Die ¢, sind daher sowohl Eigenfunktionen von A als auch von B. Die Eigen-

werte von B sind durch die Diagonalelemente C'p , der Diagonalmatrix Cp

gegeben.

Sei ¥,, n = 1,2,..., ein vollstindiges System von Eigenfunktionen
zu den Operatoren A und B mit den Eigenwerten A,, B,. Dann

kommutieren A und B.
Tatsdchlich, mit [A,E]wn = (A,B, — B,An)Y, = 0 folgt fiir jedes ¢ =

[A,Bly =0, ie [A,B]=0.
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Kapitel 3

Eindimensionale Probleme

3.1 Der harmonische Oszillator

klassisch: tiefster Energiezustand £ =p =2 = 0.

quantenmechanisch: Heisenbergsche Unschiirferelation erfordert Ap - Ax > %

AEy (AX)

| | =AX/X0

Wir schétzen die Grundzustandsenergie {iber den Erwartungswert von <f[ > ab. Aus

(p*) = (Ap?) und (2?) = (Az?), denn es gilt (&) = (p) = 0, folgt

. 1 9 mw? .9 Ao\? 1 mw? 9
= — > | — — e =
. N R <Ax>_<2m> 4 ™ A? = ()
OF K1 )
ohs VT T TAg W AT
2mw 2

Offenbar ist y/fi/(mw) = z¢ die charakteristische Linge des Problems. Dies

folgt auch aus einer Dimensionsanalyse: i, m und w sind die drei vorhandenen

o7
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Parameter mit [A] = ML2t™1, [m] = M, [w] = t71, [z0 = B*mPw)] =L, a =
—f3 = —y = 1/2. In der neuen Koordinate £ = x/z( hat die Schrodingergleichung
eine einfache Form (die Wellenfunktion héngt offenbar nur von £ = x/xz( ab). Die
Schrodingergleichung nimmt jetzt die einfache Form

35+ 5€ w0 = mvos v (Z) =0
an. Dieses Eigenwertproblem 148t sich durch Suche nach den Eigenfunktionen mit

dem Ansatz ¢(¢) = e=¢/2y(€) lésen (s. z.B. Landau-Lifschitz Bd. III).

Es gibt neben der Standardmethode, die Schrodingergleichung zu 16sen, die soge-
nannte algebraische Methode, von der wir mehr lernen kénnen und die wir hier

benutzen werden. Dazu fithren wir die nicht-hermiteschen Operatoren @, a' durch

&= Laog(a+al) i=(L+itm) =L (c+4)
—

h— —j—h o — af ~ & - px

b= iz (a—al) it =g (2 -itp) = & (e- &)

ein. (Zeige, daB a' wirklich der adjungierte Operator zu a ist!) Es gilt offenbar
la,a"l =1, [a,a] = [a%,af] =0,

21 12 1 2 1
=L 4 ;w2 = @—ah?+ -mw? 20 (a+a"? = hw <a*a+§) .

o2m ' 2 dma? 2 2

Der Operator afa =: 7 wird aus spiter klarwerdenden Griinden Besetzungszahl-
operator genannt. Wir suchen jetzt Eigenfunktionen 1, zu H= hw(n + %) Dazu
schreiben wir den Eigenwert F,, in der Form hw(n + %), wobei n dann die Eigen-

wertgleichung

befriedigen muB. Aus (¥, 20y) = n(Vn, Vn) = (Un,a’ a)y,) = (@thn, athy) > 0 —
n > 0. Der niedrigste mogliche Eigenwert zu 7 ist n = 0 und damit folgt Ey = %hw
wie wir schon in unserer Abschitzung gesehen hatten. Fiir n = 0 folgt (G, ao) =

0, i.e. ayyg = 0 und damit durch einfache Integration

<di§ +§) Yo(6) =0 — Yole) = 1z e /I,
Normierung?
df 2
[

Die iibrigen Wellenfunktionen folgen aus der Tatsache, daB at,, Eigenfunktion zum

Eigenwert n + 1 ist. Tatsichlich, unter Verwendung von [, a'] = 1 erhélt man

il g = (@ 2aN)n = (@ i+ aNn = (n+ 1)(@l)
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Wir wollen jetzt die Norm von @', berechnen
(@, @M460) = (U, @67 000) = (Vs @+ D) = (n+ 1) (80, )

d.h. die normierten Eigenfunktion von 7 zum Eigenwert (n + 1) folgt aus der Be-

ziehung

Vni1 = ART

vn+1

Falls ¢, auf 1 normiert ist, dann ist auch ,4+1 auf 1 normiert. Umgekehrt gilt

&U)n - ﬁ dd“/}nfl - ﬁ (dT& + 1)1/)7171 - n_—\/lglwnfl - \/51/)7171

%awn:wnfl.

-1 ist die Eigenfunktion zum Eigenwert (n — 1)fw.

1 .. 1 1 a

NYp—1 = %nm/]n = % (dT aa), = % (a al a—a)yy, = % (n=1)n = (n—1)pp1
Wir erhalten also ein dquidistantes Anregungsspektrum mit Energieeigenwerten
1
E, =hw n+§ n=20,1,...

a,a’ werden Leiteroperatoren (Ab— und Aufsteiger) genannt.
Damit sind auch alle Energiceigenwerte gefunden worden. Denn aus Annahme, es
gébe einen Eigenwert F = (n + % + a)hw, 0 < a < 1, folgt fir Eigenzustand (bis

auf die Normierung ist 4"+ Eigenfunktion von 7 mit dem Eigenwert «)

ﬁwn-i-a = (n + a)"/’ﬂ-i-a ) ﬁ(dnwn-i—a) = a(dn"/’n-i-a) )

ﬁ(dn+1¢n+a) = (a - 1)(dn+l¢n+a> .

Hieraus folgt

(dn+1wn+a7ﬁdn+lwn+a) = (a_l)(dn—i_lwn—i-au dn+1wn+a) = (dn+2wn+on dn+2z/]n+o¢) > 0 .

Da die Norm von a" 1, o und a"*21, . positiv ist, @ — 1 aber negativ, liegt
ein Widerspruch vor. Wir haben dabei angenommen, daf8 ("', +,) verschieden
von Null ist. Dies ist der Fall. Denn giibe die Anwendung von a auf (a"¢,4q)
Null, so wire die Funktion (a"y++) ~ %o und hitte damit den Eigenwert 0, im

Widerspruch zur unserer Annahme

ﬁ(dn¢n+a) = o‘(dn1/)n+a) .
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« kann also nur Null sein. Die ), folgen nun durch Anwendung von " auf vy:

1 d\" _ 2
o =y ()

1 2
= e |
H§) = (-1"e g e

{=(z/x0)

§=(z/z0)

sind die sogenannte Hermiteschen Polynome.

Tatséchlich: aus der ersten bzw. zweiten Gleichung folgt

_ame (o AN e _ e 4 e
H,(& =e <§ d§> e (=1)"e d§"e .

Um diese Relation zu zeigen, schreibt man zunéchst exp ((1/2)£?) = exp (££2 F (1/2)£2)

und benutzt dann die Operatoridentitit

2 a\"! > > a\"" o d ar
o) ot (e ) () v g

Multipliziere jetzt von links mit ¢’ und von rechts mit e~¢”.

Ho(§) =1
Hy(§) =2¢€
Hy (&) = 4€% -2

Es gelten die Orthogonalitéitsrelationen

o0

/ dé e Hy () Hn(€) = Sum

— 00

1
/27 n!
und die Vollstédndigkeitsrelation
i %(5)%(5') = 6(5 - 5/) :
n=0
die wir hier nicht beweisen wollen

Klassifikation nach Parititseigenschaften

Operation £ — —x nennt man Paritdtsoperation; dies ist Spiegelung am Ur-

sprung. Der Paritédtsoperation wird Operator P zugeordnet:
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P ist hermitesch (zeige das!):

o0 oo o0

[wv@pie = [ v @ia) = [ o)
_ /Oodx (P1/}(x))*1/)(x)

Eigenwerte von P:

Py = Ny
P2y = NPy =N =1
— AN = 1= N=4=1

Kénnen Eigenzustéinde von H(z) gleichzeitig Eigenzustinde von P sein?

H(x)pn(z) = Entpn(x)
PH(x)¢u(z) = E,Py,(z)

Allgemein gilt PH(z) = H(—z)P.
In dem Fall des harmonischen Oszillators ist H(z) = H(—x)

— [P, H(z)] = 0.

Somit

PH@)Yn(x) = H(w)(Pn(2)) = B (Péa()) .
Dies besagt: mit 1, (x) ist auch Pwn(:v) Eigenzustand zum selben Eigenwert F,.
Da in unserem Fall 4, (z) nicht entartet ist, gilt P, (z) = const. ), (z) und wie
bereits gesehen, mufl const. = +1 sein. Folgt Pwn(:r) = 44, (x), Zustinde positi-
ver und negativer Paritdt. Die Eigenzustinde des eindimensionalen harmonischen

Oszillators kénnen somit nach Parititseigenschaften klassifiziert werden.

Wir konnen jetzt noch einmal die Unschérfe in Ort— und Impuls ausrechnen

< & >=< p >= 0 aufgrund der Symmetrie und

N 1 ~ 2 1
<A >=<i? >=12 < >= 5:1:3 (%, (a®+aa’ + a'a+at W)n) = (n + 5) z2,
2(ata+1)
wobei wir die Orthogonalitéit von 1, mit verschiedenen n benutzt haben. Analog

folgt

h? I
<AZ32>—<I32>—P<TL+—)—p3<n+—>, po = — = Vmwh
0
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und damit

2
1
< AP >< Ai? >= (n—|— 5) n?,

N2 N2
d.h. die Orts— und Impulsunschirfe ist im Grundzustand minimal. (H = %‘“ ((ﬂ) + (i) ))

Vergleich mit dem klassischen Oszillator
Im Folgenden vergleichen wir den klassischen und den quantenmechanischen Oszil-

lator. Ort und Energie des klassischen Oszillators sind durch

r = X sinwt

1 1 X\
E=EX)= §mw2X2 = iwh <—>
0

gegeben. Die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Intervall [z, z + dz] ist
durch die Zeit dt (im Verhiiltnis zur Gesamtschwingungsdauer T') gegeben, die das

Teilchen im Intervall [z, z + dz] verbringt. Wijass (2)dz = 3£ = dz,

1
X (1—(z/X)2)1/2
denn

dt : Aufenthaltsdauer in dz, T =27/w
1/2
dszwcoswtdthw(l—(x/X)z) de
Zum Vergleich setzen wir nun die Energie beider Oszillatoren gleich: F(X) = E,,.
Im 1. angeregten Zustand mit By = $hw = $hw(X/z0)> — X = v/3z. Folgt
1

/B (1~ (2/VBr0)?)

Wklass (17) -

Diese klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist nun mit |¢;]? = =

zu vergleichen (siehe Bild).

W(x)

L

[ [
\3%y %o X 3%

Im allgemeinen Fall E,, /hw = (n+ 1) = 3(X/x0)? erhalten wir X = zv/2n + 1. Im
n-ten Zustand hat die Wellenfunktion (n — 1) Nullstellen und deshalb ist fiir n > 1
der typische Abstand zwischen den Nullstellen von der Ordnung X/n ~ x \/g .
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Kohéirente Zusténde
Fiir alle stationédre Zustédnde verschwindet < & >. Wir bestimmen nun Lésungen
der zeitabhéngigen Schrodingergleichung, die eine periodische Bewegung darstellen.

wir suchen dazu Eigenzustinde ¢ des Operators a

apa = apq(x)

wobei a komplex ist (da G nicht hermitesch ist). Es gilt mit 1, = %(fﬁ)"wo

n!

1 1 n

Hieraus resultiert fiir die Entwicklung von ¢, (vergleiche Kap. 2.11 (ii))

(ns Pa) = (@™o, pa) = (0,0 pq) = (10, a) -

N D e an" o ja?/2+aeal
SDU«(:E) - ngo(wna @a)wn - Cngo \/m wn - wo =€ 2+ ’(/JO .

(3.1)
Die ¢, sind nicht mehr Eigenfunktionen von H und damit keine stationiire Lésun-
gen. Die Normierungskonstante C' = (¢, ¢, ) folgt aus

(paa @a =C? Z Z 1/Jm, 1/171 c? Z |a| = e|a|202 )

n=0m= 0 5mn

d.h. C = exp (—|a|?/2). Die Zeitentwicklung folgt mit E,, = hw(n-+3) und ¢, (z,t) =
3 (n, @alt = 0)) exp (—%Ent)wn(w)

Pal,t) = el Z — wn )it 3t (3.2)
zwt ) )
_ 7|a| /2 Z )efzwt/Z —. Spa(t)(x) efzwt/Q
a(t) = ae ™.

©a(x,t) ist als Linearkombination von ¢, (x, t) Losung der zeitabhingigen Schrédin-
gergleichung. Solche Zustéinde nennt man kohirente Zusténde.

Zo

<i> = (%(t) (), 2 Pa(r) (I)) =7 (%(t» (a+ dT)%(t))

= % (a(t) + a*(t)) = V2x0|a| cos (wt — §)

a = |ale?
— < & > hat die gleiche Zeitabhéngigkeit wie die klassische Losung.
Aus (3.1), (3.2) folgt
Soa(flz',t) = e—iwt/2 ea(t)dT_a*(t)dwo(x)
2
(:c — 20V/2|al cos (wt — 5))

2
Lo

1
HeE = (S —
fale O = e
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Ein kohérenter Zustand ist ein Gauflsches Wellenpaket, das sich nicht verbreitert,
weil alle Summanden in Phase sind. Kohérente Zustédnde spielen in der modernen
Theorie der Phaseniibergéinge eine wichtige Rolle, auch in Lasertheorie.

Kohérente zustdnde haben einige Besonderheiten:

(i) da sie Eigenzusténde eines nicht—hermiteschen Operators sind, sind sie nicht

orthogonal zueinander.
(ii) sie sind keine Eigenzustinde des Operators a'
In der Literatur ist es iiblich, mit den nicht-normierten Eigenzustinde @,(z) =
é‘“ﬂdjo zu arbeiten. Dann gilt
a*™bh" b

(¢G,¢b)222%m<¢n,wm >:nz:;) T =e

n=0m=0

Onm

a' hat keine Eigenfunktionen: Wir nehmen das Gegenteil an und zeigen, daf dies

auf einen Widerspruch fithrt. Sei ¢ Eigenfunktion von af

dTng = ap
(¥n,a'@) = a(yn, @)
(w07dT¢) = (d¢07¢7):0:‘~1(¢07§5) - (w07¢):0
)

= (Grin) = Szl ) — alle (. 8) =0 — $=0.
Es gilt aber
0

cty —ateaat Y~
a'@q =a'e™ Py a@(pa.
Mehr dazu: Dawydow §32

Negele + Orland “Quantum Many—Particle Systems”
Mit Hilfe der kohéirenten Zustdnde wird die Darstellung von Erwartungswerten sehr

einfach:
(paripa) = 5 (palal +alpa) = T2 (@0l ) + (P ipa)| = T (" )
(Pa:Ppa) = ...=ihpo(a” —a)
(Pas Hea) = hw(a*aJr%)
(poi®p0) = 3o @+ 0 +1]
(o tit) = 2
(otit o) - B

Kohirente Zusténde sind Zustéinde minimaler Unschirfe, es gilt Az Ap = h/2.
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3.2 Freies Teilchen

Betrachte zeitunabhéngige Schrodingergleichung.
Vi) = 0

h2d?

Gz )

Losungen sind offenbar ebene Wellen
7/1n($) x e:l:iknz

(k, = /2mE,/h?, E, = (h*k2)/2m), E,, ,: Eigenwert, Eigenfunktion zum

Operator H, ie. ist mehr als ein n moglich. 1, (z) ist auch Eigenfunktion zum

Impulsoperator
. hd
Pe = i dx
R hhod i
xWn = T 3 i — :I:hkn n
Paton () T q© V()
— p, = =thk,

¥, (z) ist offenbar nicht quadratintegrabel, denn der Ansatz 1, (z) = Ce*™** fiihrt
zu |, (2)|? = |C|?, damit divergiert die Norm. Eigenwerte (E,, > 0) sind kontinu-
ierlich.

Man sagt: es liegen ein kontinuierliches Eigenwertspektrum und Kontinu-
umseigenfunktionen vor.

Orthonormiertheit: Betrachte die Funktionen vy, (x) = \/%e”“ im Volumen [—xq, z).

Zo

1

2
o

dz efik'aceikx

1 1 .
% m 21 sin [(k — k/)IO]

1 sin [(k — £")x0] 29—00 ,
GRSk,

wobei wir die Grenzwertdarstellung der 6—Funktion benutzt haben. Statt des Kronneckers—

Deltas steht rechts jetzt die Diracsche d—Funktion.

Vollstandigkeit:
T db
S i) [ 5E et = 5o - a).
T

k —00

Impulsdarstellung:
) = dwe My @) = — d eiE=F)
(2mh)1/2 2mhl/2
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Dies sind also Zusténde mit scharfen Impulses und scharfer Energie, es sind
Idealisierungen von physikalsich realisierten Zustinden (Wellenpaketen), die qua-
dratintegrabel sind.

Statt ¥(z) = >_, tn(z) hat man jetzt ¢(z) = [ % c(k) e*** | frither haben wir fiir
ein Wellenpaket C'(k) = v2x f (k) gefunden, siehe 2.1.1. Wir erhalten dann fiir die

allgemeine Losung der Schrodingergleichung

dk . h2k?2
Y(z,t) = N (k) etke—iBit/h E, = Tt

Ein anderer Zugang besteht darin, zunéchst ein (i) endliches Periodizitéits—

Volumen [—xg, zg] zu betrachten, dann wird das Spektrum diskret: k,, = /2\—7’, 2/\9”“ =

n=0,+1,42 — k, =22 =2 Ak=Z: 4, = —& " Im Periodizitits-

volumen gilt:

sin [(mfn)rri—g]

0 ) dr |c|2 =) =0, m 7& n
/ w;wmdx = |C|2 / — ezm(km_kn) —
_ ~ 27 |C|22& o/
To zo 2o _ ,—I0
1 iknx
1/177, - e (U’m 1/)771) - 5n,m

vV 2560
Im Limes eines divergierenden Volumens geht /g /7 1, in ¢y, iiber, aus Kronecker—

Deltas werden é—Funktionen.

D Wntom) = b S Sk~ k)
™ ™
X0 Zo dk ’ Zo
—Onm = — — 0(k—FK)=—
; T on, T - /Ak o ) T
Wir benutzen hier limag—o >, = %.

Alternativ hierzu kann man das Teilchen als (ii) in einem endlichen Kasten der

Lénge 2z eingesperrt betrachten. Auflerhalb des Kasten ist V = oo, d.h. ¢ ver-

schwindet an x = 4x(. Die erlaubten k—Werte sind jetzt durch /\2%/02 =n =

0,1,2,3,...und damit k,, = i—” = %n gegeben. Die Zahl der k—Vektoren in beiden

Fillen ist gleich. Die k~Werte mit ungeradem n, k, = 53-(2m + 1) entsprechen im

Fall periodischer Randbedingungen den negativen k,,, = ;Tﬁom, m < 0.

=N
~ P
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3.3 Potentialstufen

V(X)

\J

Potentialstufen: treten hiufig auf, betrachte einfache Stufe mit Unstetigkeitsschwelle

Y (x)
: X
a
d2y _ 2m

i —ﬁ(E - V(ff))lﬂ(ff) (%)
E, V(z) sind endlich. ¢(x), ¢'(x) sind stetig an Unstetigkeitsstelle. Denn,

falls ¢ oder v’ unstetig an a:

YO —a) — Y~ B —a), ¥ ~ &z~ a)
Y ~0O(@—a) — ¢ ~x—a)

rechte Seite hat jedoch hochstens endliche Unstetigkeit

Yr(a) = vrr(a) Yi(a) _ ¢i;(a)
Yi(a) Vir(a) vi(a)  Yrr(a)
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Beispiel: V(x) = V,0(x)

A V(X
Vo
» X
(a) E> Vg
I: $e— g2 k2 —2mE/R? — exp (Lika)

sind Losungen
II: ‘fo =—¢* ¢ =2m(E-Vy)/h? — exp(Fiqr)

Annahme: Teilchen kommt von links, dann ist der Impuls positiv und das obere

Vorzeichen ist zu wéahlen.

T
Y = Te”
Y(@) = O(—z)¢r(z) + O(x)Yr(z)
|1/}I|2 — (eikx 4 Re*ikx)(efikx +R*8’Lkz) -1 4 |R|2 4 Re*?ikz +R*82ikx
> = |T]?

Die i.a. komplexen Amplituden R und 7T folgen aus den Stetigkeitsbedingungen bei
=0

= k— 2k
1+ R T Ror=4d R A
ik(l—R) = iqT k+q k+q
Strom:
j — Re (1/1* i v’l/l) _ i [(efikz + R*elkz)zk (eikx _ Re*ikx) —c C}
! m 2mi ’
h ) )
N [iku — |R|? — Re~2ike 4 Relikey _ c.c}
)
_ hk

- E(l - |R|2) = Jein — jrcf

) hq _
Jrr = — |T’|2 = Jtrans
m

Reflexions— und Transmissionskoeffizient r, ¢:
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= = r=|RP

Jein

jtrans q 2
Jein k | |

Bemerkungen:

(i) klassisch géibe es keine Reflexion, das Teilchen wiirde sich lediglich mit ver-
mindertem Impuls weiterbewegen (i.e. Reflexion ist Wellenphéinomen analog
Reflexion von Licht an den Trennflichen von Medien mit verschiedenen Bre-

chungsindex).

(i) F—o00: q¢—k, R— 0, T—1 (keine Reflexion).

O<E-VogVy,q—0, R—>1,T—2 r—1, t— 0 (keine Transmission).

(iii) Es gilt Teilchenzahlerhaltung j; = jrr oder jein = Jjreft + Jtrans, .

.k (k—a)®) _ hk? . _ hq_4k?
JIr = (1 - (k+3)2) - 4m(k+?1)2’ Jir = Eq(kJrq)z

(b) E < Vo: 11 wie gehabt, ¢f; = &*)p &2 =2m(V, — E)/h?.
Y1 = T exp (—ax), d.h. Teilchen hilt sich auch in dem klassisch verbotenen Gebiet
auf (keine ansteigende Losung fiir ¢;; moglich, da unphysikalisch). Rechnung wie

unter (a), nur ¢ — iz

Rik—iaeikQ—Qiaek—aBQ T— 2k 2k(k — i)
k+ iz k2 4 ee? ’ k4 iee k? + a2 7
R2 = (k? — ?)? + 42?2 _1 TP = 4k? + 4k2K2 _ 4k?
(k% + 2?)? ’ k2 + a2 k2 4 2
Bemerkungen:

(1) |R|? = 1, d.h. es tritt vollstindige Reflexion auf.

(2) Wegen T # 0 dringen die Teilchen bis zu einer Tiefe 22 ~! in die Stufe ein. Es fin-
det aber kein Teilchenflu} statt: j;; = 0 (statt ig erscheint nach der Differentiation
jetzt z, dadurch hat aber (¢*-1) keinen Realteil mehr).

Die Wellenfunktion ist

2

P(x) = Tk {(cos kx — %sinkw) O(—x) + ef‘MG(:v)} .

Im Falle einer unendlich hohen Potentialstufe, Vy — oo, wird &2 — 0o, T =0, R =
—1, Yr(z) = e** — e also 1p7(0) = 0. 17(0) = 0 ist die Randbedingung
an der unendlich hohen Potentialschwelle. ¢/} (0—) = 2ik # 0,¢7(0+) = 0,
d.h. die erste Ableitung springt hier. Dies widerspricht nicht unserem Argument am

Anfang, denn V ist hier unendlich.
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Analog kénnen wir den Fall V(z) = VpO(—z) betrachten. In diesem Fall miissen
wir in den Formeln dieses Abschnitts Vo — —Vp und £ — E’' = E + V} ersetzen.
Tatséchlich, durch Vj — =V, wird aus der in z—Richtung ansteigende Stufe eine
abfallende, durch £ = E+Vy wird aus £ =0, £/ =V und aus £ = -V, E' = 0.
Damit geht k in ¢ und ¢ in k iiber

q—k 2q

R=——, T=-—"—.
q+k k+q

Wir wollen jetzt noch den Fall 0 < E — Vi <« Vj betrachten (d.h. die Energie liegt
knapp iiber der Stufe). An der abfallenden Stufe ist R ~ —1, withrend T' ~ 0 ist.

Dabei ist zu beriicksichtigen, dafl in diesem Fall fiir die Stromdichte gilt j; ~ % % =

2
—%Eg;gz ~ —%, d.h. der transmittierte

jr1- Der reflektierte Strom ist jer =

Strom ist um den Faktor % kleiner als der einfallende Strom.

3.4 Tunneleffekt, Potentialschwelle

A V(X)

-1 1

T A h? d? 9 2Voma?
s | g et —k| . =20

¢ ist ein dimensionsloses Maf} fiir die Stéarke des Potentials, a ist offenbar die in-
trinsische charakteristische Linge des Problems, im Gegensatz zum harmonischen
Ostzillator ist aber a i.A. makroskopisch.

(a) E >V, wie gehabt.

(b) E < V,? klassisches Teilchen wiirde vollkommen an Schwelle reflektiert werden.

Ansatz:

Ae*t + Be~ke k> = 2mEd?/h* (dimensionslos)
b(€) = { Cemtq pens Sma?

Feite 4 qeike o = k=T (- E)>0

h2
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Anschluibedingung bei &

Ae™* 4 Be ™ = (Ce ™ 4 Dt

ik(A etf¢ — B e_ikg) = —&(C e ® D eaeg)

L&Bt sich als Matrix schreiben, nach etwas Umformung [zunéichst beide Seiten als

Matrixprodukt M ( g > =M, ( g ) — ( g ) :ﬂflﬂg ( g )]

oike o—ike o6 e
£1:<ike“€5 ket )0 My = _pe-we  yamemnt

ie=2 _ k — =4k
wobeie = £ — 2 undn =% + .

Teilchen kommen von links G = 0, dann folgt durch Ausmultiplikation der Matrix-

gleichung
i€ 2ik
A = F(cosh2e + Bl sinh 2a) e
B = F <—%) sinh 2a
F 672ik
T issi litud S(E)== =
ranstussionsampitude (B) A cosh2ee + (ie/2) sinh 2ee
1

Durchlassigkeitskoeffizient |S(E)|?

T 1+ (1+e2/4)sinh? 2z
~ der Wahrscheinlichkeit, dal Teilchen die Potentialschwelle durchdringt. Bei sehr
hoher und breiter Barriere & > 1, sinh2& ~ (1/2)exp2s: > 1. Nach einigen
Umformungen

[S(B)? = =tV E)f
FEin klassisches Teilchen wiirde von der Barriere reflektiert, ein quantenmechanisches
Teilchen hat endliche Durchgangswahrscheinlichkeit. Dieser ist der Tunneleffekt.
Das Ergebnis fiir |S(E)|? 148t sich verallgemeinern (WKB-Methode)

b
|S(E)[? = exp { 2 / v 2m<V§f> —5) 4o

1 1+ (iwe/k))e €tk (1 — (jee/k))es(@—k)

(g> = M 1)<g>’ %(5):5 1 — (ize/k) )e &0 (1 4 (ie/k) ) ef=FR)
¢) - wea(()

(3) = menaen(f)

(5) = (ol aam o e ) (&
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Anwendung z.B. beim atomaren a—Zerfall.

A Kernpotential fura—Teilchen

Coulomb-Potential

120" cmj]

Attraktion durch starke Ww

3.5 Potentialtopf, Gebundene Zustéinde

V() =VO(z|—a), 0<E<V

A V(X

-a a

Minimale kinetische Energie: Ap - Az > %7 Ax =2a, Ap>

1 [
B> 50 12a)2 ~— 32a%m”

Messe x in Einheiten von a

. h2 d2 K2 42
H = —— — —1)=—=3 —— + —1
3oz dgz + V0O (lEl = 1) = { fa el )}
h(¢)
2Voma? 2ma’E 2ma’
CQ = hQ ’ q2: h2 ) CQ_q2:%2:7(VO_E)>O

Suche Eigenfunktionen von h:

auBerhalb des Topfes: —" (&) = (¢® — (*) = —*p, 1 = +cexp (—x[¢])

im Topf: (&) = ¢*¢, Y = ccos (g€ +0)

H vertauscht mit P: Eigenfunktionen von P sind auch die von H (P ist ein einfaches

Beispiel fiir einen Operator, der Symmetrietransformationen bewirkt — Gruppen-
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theorie und Quantenmechanik). Die Eigenfunktionen lassen sich also nach ihrer

Paritit klassifizieren.

(i) gerade: (&) =v(=€)  cos(g€+0) =cos(—¢g§+6) — 6=0

+ Vorzeichen von ) fiir || > 1

(i) ungerade: (€)= —1(—€) cos (g€ +0) = —cos (g€ +06) — &= g

sign & — Vorzeichen von ¢ fiir [£] > 1

Anschlu3bedingungen:
!
gerade Paritét : ccosq=ce %, —E =gqgtang = &
1/}/
ungerade Paritdt : —¢ésing = ce™ ™, E =qgcotq=—a
+ésing = —ce™®

Man benutzt jetzt die Bedingung

7 V7

tang = ———, cotq= —
q

um ¢ und damit F zu finden. Versuchen Sie das selbst! (graphische Losung) Insbe-
sondere findet man immer Losung mit gerader Paritidt tang = 1/2—2 — 1.
Wir betrachten hier nur den Limes Vj, ( — o0

h2r%(n+1)2
8ma?

(2k 4+ 1), T
k %<2k>} =g ) = B

Grundzustand: Ey = g;—’;i.
Eigenfunktionen gerader Paritét: 1(£) = cos (3£(2k + 1)) ©(1 — [¢])
Eigenfunktionen ungerader Paritét: ¢(§) = sin (7k€) ©(1 — [¢])

Knotenregel: der n—te Energiezustand hat n Knoten (wir beginnen mit n = 0!).

3.6 Potentialtopf, Resonanzen

Wir betrachten jetzt den Potentialtopf im Bereich E > V{. Formal kénnen wir die
Losungen unmittelbar aufschreiben, wenn wir in den Resultaten des Abschnitts 3.4
Vo durch =V und E durch E = E' — Vj ersetzen. (Im ersten Schritt wird aus der
Potentialschwelle ein Potentialtopf, im zweiten Schritt wird das Potentialrelief um

Vo angehoben, so wie dies in 3.5 angenommen worden war.)

., n=0,1,2,...
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Im AuBlenbereich des Potentialtopfes erhalten wir als Losungen ebene Wellen mit
Wellenvektor k = \/W—Vb) /h, im Innern des Potentialtopfes ist &2 = 2’;‘—;‘2 (Vo—
E) durch 2’,’;2“2 (—Vo—E' +V) = —2’;};’2 E' = —¢? zu ersetzen. Im Intervall |¢] < 1
erhalten wir daher als Losung ¢(¢) = Ce™% 4+ D¢, Die transmittierte Welle ist
Yirans (&) = Fe'k = A S(E) e™*¢ mit (a2 — iq in S(F) in 3.5)

F e—2ik

A ( )_cos2q—i/2(%+§) sin2q

Der Transmissionskoeffizient |S(E)|? ist dann (nach einigen Umformungen)

- sin?2q |
IS(E)[” = [1+ HE-NE 1)‘%]
Im Unterschied zur klassischen Mechanik ist |S(E)]| i.a. offenbar kleiner als Eins.
Die reflektierte Welle hat die Amplitude B = F(—4)sin2q = AS(E) £(£— %) sin 2¢
mit |[B/A|?> =1 — |S(E)|%. Der Transmissionskoeffizient wird zu 1 fiir Vo — 0, wie
zu erwarten ist. Fiir feste £ > Vp > 1 wird |[S(E)|? = 1 fiir 2¢ = nn, n ganz, dies

entspricht Energieeigenwerten

2 h%n?

8ma?

Er = (> Vb')

Fiir solche Energiewerte ist das Potential wegen destruktiver Interferenz der re-
flektierten Wellen vollig durchlissig, diese Energieeigenwerte entsprechen denen des
unendlich tiefen Potentialtopfes. |S(E)|? wird minimal fiir 2¢ = [(2n+1)/2]7. Fiir
sehr tiefe Potentialtépfe mit (2 > 1 und 0 < E — V < Vp sind die Maxima und
Minima stark ausgepragt. Die Maxima des Transmissionskoeffizienten werden als
Resonanzen bezeichnet.

Wir fithren hier noch einige Eigenschaften von S(E) in der komplexen E-Ebene

(ohne Beweis) an:

(i) Fiir 0 < E < Vp hat S(E) Pole bei den Bindungszustéinden des Potentialtop-
fes (~ ohne eine einfallende Welle ist im Topf eine endliche Wellenfunktion

vorhanden).

(ii) In der Nidhe der Resonanz Fr kann S(F) in der Form

iT/2

_ (_1\n ,—2ik
SIE) = (0" g

geschrieben werden, wobei der Imaginérteil des Poles durch

1 kY d
o) 2
2 |[\k ¢/ dE|,,
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gegeben ist. Die Transmissionsamplitude S(E) hat also Pole bei F = Epr —
iL. Damit 14t sich |S(E)|? in der Form einer Lorentz— oder Breit-Wigner

Funktion

, (T2
SEN = F B+ w2p

schreiben und damit wird

S(E) = [S(E)|e o2k,
Im (S(E) €2ik) 1 q k 2
tand(E) ——— L =— |-+ —|tan2¢~ = (E — ER).
i 2 \ k r
Re (S(E) e%k) q

Virans(§) = AS(E)eikg = |S(E)] eié(E)_Zikdjcin(g)

wtrans(l) - 'l/)c1n(—1)|S(E)| 616(E) .

A O(E)

Tt/

"I‘I‘I

Er

A ISE)F

ym
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Kapitel 4

Der Drehimpuls

4.1 Drehimpuls und Drehgruppe

Wichtig bei Problemen, die Kugelsymmetrie besitzen (die Drehimpulsoperatoren
sind die Generatoren der SO(3)-Gruppe).

Der Bahndrehimpuls war schon definiert worden

o h
IZ)A(XIA):—,XXV, li:EiijA?jﬁk,
{2

€5, total antisymmetrischer Einheitstensor, es gilt €;;x€im = 0;10km — 0jm Ok

Es gilt

[iiﬁ lj} =  Eilm Ejpg (il Pm LpPg — Lp Pg L1 ﬁm)
jp ﬁq jl ﬁm = jl ip ﬁm ﬁq + Z jp ﬁm 5ql
= TiPm i'pﬁq - [jl ﬁq 5mp - jp Dm 5ql} =

~ h

[Ziu lj} = ;{Eilp Eqjp L1 Dq — Eigm Epqj Tp ﬁm}

1

ho. . . . . ) -
= ;{iji_6ijxlpl_xipj+5ijxppm}:Zﬁaijklk

und ferner [l}-, 56]-} = theiji Ty, [l},ﬁj] = theij P [ ist der Erzeuger von Drehun-
gen. Wir wollen dies etwas genauer verstehen und betrachten hierzu zunéchst ganz

allgemein Transformationen eines physikalischen Systems.

Transformationen physikalischer Systeme

Sei t ein Operator, der eine gewisse Transformation des Systems im R? bewirkt

fx:x', x=11x".
Beispicle: fx=x+a Translation
ix=Rx Rotation
ix=Px=—-x Inversion

7
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Nach dieser Transformation des Systems (i.e. Translation oder Rotation) geht die

Ausgangswellenfunktion (x) in ¢’ (x) iiber, wobei
¥ (x) = (%) = (i 'x),

d.h.

gilt. Man nennt diese Transformation von 1 (x) die durch ¢ induzierte Transfor-
mation. Wir betrachten jetzt die Anwendung eines Operators A auf 1. Mit /L/) =
folgt

Pdg) = TAT T0) = P AT ol = ¢
A’

wobei der transformierte Operator A’ durch

A =TAT™!

definiert ist. Der Operator A’ transformiert ¢/ in ¢’. Kommutiert A mit 7', [/Al, T] =
0, dann ist A’ = A. Insbesondere folgt fiir [ﬂ,T] = 0 und mit HYp = Evg,
dafl auch ¢ = Tz/JE Eigenfunktion zu H zum selben Eigenwert ist. (La. ist die

transformierte Funktion ¢’ nicht mehr Eigenfunktion zu #!)
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Beispiel: Periodisches Potential

Betrachte beliebige Translation um a: {,z = z + a

Tupte) = o) = 3= S o) = exp (gl ) vt = e (<25 ) ot

n

h

wobei wir hier den Impulsoperator p, = z'a% eingefiithrt haben. Fiir die Transfor-

mationen des Hamiltonians folgt analog:

2 2
7:(/ _ e—a% (_;_m% _ %(627”@/1)_’_6—2#1'1/17)) ea%

2 2 2 2
— k=0 Vo |:627ri(zfa)/b+6727ri(zfa)/b:| hs 0

2 " 2m 9a?

2T
“om o 2 ~Vocos5-(z —a)

4 H fir % #mn,
d.h. die neue Funktion ¢’ geniigt Schrodingergleichung mit dem neuen H'. Hier

haben wir

T,V(x)T,  W(z) = T, (V()p(iz)) = V(E 2y Ha) = V(E 2)y(a)

a

benutzt. (Alternativ kann man die Baker—Hausdorf-Identitit: edeB =B el e[A’B],
[—a%, +282] = i 2% g benutzen.)
In drei Dimensionen gilt ,x = x + a, wobei a ein beliebiger Vektor im R? ist.

Die Menge aller Translationen bildet eine (abelsche) Gruppe mit der Verkniipfungs-
regel ta - tp, = tatp. Analog gilt fiir To- Ty = Ta+b,

Ta = exp (—iap/h)

ist ein unitérer Operator: T = T)7 1.
Fiir infinitesimale Transformationen da gilt Téa = exp (—% dap) ~ ( — %Ja f))
Die Operatoren X = ip/hsind die Generatoren der Translationsgruppe (abelsch).

Jede endliche Translation 143t sich aus infinitesimalen Transformationen aufbauen.
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Zur Erinnerung: Gruppen
Die Menge aller Elemente (z.B. Transformationen) a, b, ¢, ... bildet eine Gruppe G,
falls

(i) Eine Verkniipfungsregel a-b = ¢ existiert, so daf jedem Elementepaar a,b € G

ein Element ¢ € G zugeordnet ist.

(ii) Ein Eins— (oder Neutral)-Element e mit e-a =a-e =a Va € G existiert.

1 1 1

(iii) Zu jedem a € G ein inverses Element ¢! € G mit a-a ™t =a™'-a = e

existiert.
(iv) Das Assoziativgesetz (a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c gilt.

Fiir abelsche Gruppen gilt a-b =10 a.

Darstellungen von Gruppen sind Abbildungen von Gruppenelementen a, b, . . . auf
Operatoren T'(a), T(b), ..., so daB T(a) - T(b) = T(a - b) = T(c) gilt.

Im obigen Beispiel der Translationen haben wir - zur besseren Unterscheidung - die
Operatoren, die im R® wirken, mit t und die Operatoren, die auf die Wellenfunktion
wirken, mit T bezeichnet. Im Sinne der hier diskutierten Gruppentheorie sind dies
beides nur verschiedene Operator-Darstellungen der Gruppenelemente und wdren
daher mit T' zu bezeichnen.

Bei kontinuierlichen Gruppen sind die Darstellungen (lokal) durch die Operatoren
fir infinitesimale Transformationen X; (die sogenannten Generatoren), die den
Vertauschungsregeln [Xl,f(j] = Cijkf(k geniigen, festgelegt (Cjjx sind die Struk-
turkonstanten der (Lie—)Gruppe).

Beispiel: Die Symmetrische Gruppe S; von 3 Objekten. Betrachtet wird die

Transformation einer Wirkungsmenge W = 1,2, 3

Gruppenelemente:
1 2 3
e=ly 5 3
1 2 3
o=ly 5
1 2 3
b= 31 2
1 2 3
=l 32
1 2 3
d= 3 21
1 2 3
f_l2 1 3
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Verkniipfungsregeln:

l 1 2 3
aq = 2 3 1=b usw.
] 3 1 2

ca=d, ac=f ca# acnicht abelsch
Gruppentafel:
Ve e a b ¢ d f
e e a b ¢ d f
a a b e f ¢ d
b b e a d f c
c c d f e b
d f ¢ b e a
f ¢ d a b e
inverses Element | e b a ¢ d f

Betrachte weitere Gruppe der Transformationen, die ein Dreieck in sich iiberfiihren

Ds ={e,R,,...,Rs}. Diese Gruppe ist isomorph zu Ss.

Rs
R;: Drehung um 27/3 um z—Achse; Ry: Drehung um 47/3 um z—Achse.

D3 isomorph zu S3: Ry <+ b, Ry < a, R3 <« f, Ry < ¢, R5 < d.

Rq

R4R;

/1\
2 3\ /1 2
7
m/é\: = Ry
1 2 3 2
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e Ry Ry Rs R4y Rs
e e R Ry Rs Ry Rs
Ry Ry Re e Ry Rs Rs
R Ry e Ry Rs Rs; Ry
R3 Rs Ry Ry e Ry Ry
Ry Ry Rs3 Rs Ri e Ry
Rs Rs Ry Rs3 Ry Ry e
inverses Element | e Ry Ri Rz R4y Rs
Darstellung der Gruppe D3 im R3:

T(Ry)e, =€, =

T(Ry)e, =€ =

! .
€, = €,Co8a + eysina

[

€y

e, cosa —e;sina

Aey

ex

a

ez 1 Tafelebene

21

5 sin 3

V3
2

1 V3
V3 1
5 €~ 5%

Y 2

T(Ry)e. =€, =e,

(k) = (V32
0

—1/2 —/3/2 0
-1/2 0

0 1
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—1/2  \/3/4 0 -1.0 0
T(Ry)=|—-/3/4 -1/2 0. ZI(Ry)=|0 1 0
0 0 1 0 0 —1

/2  —\/3/4 0 1/2 3/4 0

T(Ry)=|—+/3/4 —-1/2 0|, I(Rs)= 3/4 —1/2 0

0 0 ~1 0 0 -1

1 00 ~1/2 —\/3/4 0

I(E)=(0 1 0], I(I)=|/3/4 -1/2 0

00 1 0 0 1

Die Transformationsmatrizen erfiillen wieder die Verkniipfungsregeln der Gruppen-

elemente, z.B. gilt 22(R1) = T(Ry) etc.

Konstruktion einer Darstellung der D3 im Raum der Funktionen 22,92, 22, yz, zz, zy:

1; linear unabhéngig, nicht orthogonal, invariant unter der Gruppe Ds:

T(Ri)n = ~on — */75

3
1 e + Zﬂiz
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denn

T(R)dr = i(B'r) = (es, By 'r)* = (Riey, 1)’
. 3\ 1/2 2
= (elxur)2 = [(_59171') + (Z) (eyvr)‘|
= 31/11 - \/751/16 + %1/12
(el,r) = (Gez‘,r) = (e, éilr)

G ist unitér (der Operator fiir Drehungen ist unitér).

Die resultierende Transformationsmatrix fiir Ry

2 2 2

X y z yz zx Ty
1/4 3/4 0 0 0 V3/2
3/4 1/4 0 0 0 —V3/2
T(Ry) = 0 0 1 0 0 0
= 0 0 0 —1/2 /32 0
0 0 0 —V3/2 —1/2 0
—V3/2 V3/2 0 0 0 —1/2

Durch Umordnung des Funktionensatzes kann man die Matrix auf Blockdiagonal-

gestalt bringen

2 2 2

x y Ty z Yz zZx
1/4 3/4  V3/2 0 0 0
3/4 1/4 —V/3/2 0 0 0
(R, = —V3/2 V3/2 —1/2 0 0 0
= 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 —1/2 /3/2
0 0 0 0 —v3/2 —1/2

Ergénzung: multipliziert man eine Darstellung +(r) mit einer skalaren Funktion

f(r?), dann ist auch ¥ (r) - f(r?) eine Darstellung:

T(Gae(0)f(%) = w(G; ) (G 'r)?) = (G ) f ()

Fallt f(r) hinreichend schnell ab, dann kann die Integration im Skalarprodukt iiber

den ganzen Raum erstreckt werden. ¢ f konnte dann z.B. eine Wellenfunktion sein.

Wir betrachten jetzt speziell die Rotation eines Vektors im R? und bezeichnen
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den Operator £ mit R(¢), wobei n = /|| die Drehachse und || den Drehwinkel

bezeichnet.

‘@6$x X

56

Es gilt nun (zeige das selbst).
x' = R(p)x = xcosp + (1 — cos p)(xn)n + (sin p)n x x.
Fiir infinitesimale Drehungen gilt insbesondere (d¢p < 1)
X' = R(dp)x =x +dp x x = (1 + dpx)x
oder in Komponentenform (iiber doppelt auftredende Indizes wird summiert)

:17; =u; + Eijk 5(pj x = (O + Eijk 5‘/7j):17k )
N————
Xik

wobei die Matrix X wie folgt zerlegt werden kann:

00 0 0 0 1 0 -1 0

X = 14061 | 0 0 —1 | +dps 00 0 |+dps| 1 00

o - 01 0 -1 0 0 0 0 0
3

:;"'Z&pzéz

X ; sind Generatoren der infinitesimalen Drehungen. Es gilt
[éi’éﬂ - Eijkék'

€4k ist der total antisymmetrischen Einheitstensor, der hier die Strukturkonstanten
bestimmt. Die Matrizen ihéj =: éj zeigen also die Kommutatorrelationen des
Drehimpulses

[éi’éj} - ihaijkék :

Wir betrachten jetzt die Transformation von $(x) zu ¢/ (x) = T (x) = ¢(i~'x).

(1 - %&p (x x ?v)) (%)

(1 - %&pi) $(x)
T5¢¢(X) :

Fiir infinitesimale Rotationen gilt

P'(x) 2 P(x — dp X x) =~ (1 — (8¢ x x)V)z/J(x)
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d.h. T&p =(1—4%é¢p- 1). Um den Operator Tgo fiir die Drehung um einen endlichen
Winkel ¢ zu erhalten, schreiben wir d¢ = ¢/n und wenden Tégo n—mal (n — 00)

an. Dies gibt (wir benutzen hier e* = lin%(%x +1)")

Es gilt wieder T'()! = 71, i.e. die Transformation ist unitér.

36

Tp = lim <1—%

n—oo

Mann nennt die Matrizen X ; bzw. %ll die “Generatoren” der Symmetriegruppe, die
hier die SO(3)—Gruppe ist. Diese enthélt alle eigentlichen Drehungen (ohne
Spiegelungen) im R3. Da die [; nicht vertauschen, ist SO(3) nicht abelsch.

Vertauscht H mit l}, d.h. das Problem ist kugelsymmetrisch, dann sind die Eigen-
funktionen von H offenbar auch die von I;. Bevor wir uns daher speziellen kugel-
symmetrischen Problemen zuwenden, betrachten wir zunéchst die Eigenfunktionen

der l;-.

4.2 Eigenwerte und Eigenfunktionen von Drehim-
pulsoperatoren

Wir benutzen hier nur die algebraischen Eigenschaften (d.h. die Vertauschungsei-

genschaften) der I;. Es gilt
125]=0 firi=1,2,3.

12 = ZA% + ZA% + lg wird in der Gruppentheorie der Casimir—Operator genannt. Auf-
grund der Vertauschungsrelation der [; kénnen wir offenbar nur Eigenfunktionen
finden, die gleichzeitig Eigenfunktionen von 12 und einem der drei /; sind. Wir

wahlen hierfiir i3 = l; und definieren zwei neue Leiteroperatoren
le =1, +il,

fiir die gilt (wir verwenden hier der besseren Einpriigsamkeit wegen l, = 1y, fy =

Zg, Zz = Z3)
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() B=1_ly +2+hl, =1 +I2—-hl,
Wir suchen jetzt Eigenfunktionen von [, und 12. Da [; die Dimension einer Wirkung
hat, schreiben wir den Eigenwert als [, = Aim, dann ist m eine dimensionslose Zahl.

Sei 1, Eigenfunktion von [, mit dem Eigenwert im
Lo tpm = hm g,
dann folgt mit (b)
Lol o = Lo Lo £ R s i = (1 £ 1) L Y

D.h., wenn v, Eigenfunktion von [. mit Eigenwerten [, = Am ist, dann ist fiwlz
Eigenfunktion von [, mit Eigenwerten [, + h = h(m =+ 1).

Allgemein: durch Anwendung von lll konnen wir Eigenfunktionen mit immer
groBerem oder kleinerem Eigenwert [, = (m 4 n)h erzeugen.

Wir wollen jetzt Eigenfunktion mit endlichem Eigenwert von 12 suchen, wir nennen
diesen Eigenwert i) (symbolisch). Wegen 12 — 2 = [2 + ZZ gilt offenbar A —m? > 0,

dies begrenzt die moglichen Eigenwerte von L.

(Q/Jma (12 - Zg)wm) = h2()‘ - m2) = (Zmi/im, sz/’m) + (Zywma Zywm) =>0.

D.h. wir suchen solche Eigenfunktionen, fiir die es ein maximales m, mpyax = [, gilt,

so daf

Ly = hly
Iy = 0
Py = (Ll +P+nrl)g =m0+ 1)%

gilt. D.h., die Eigenwerte von 12 sind 72\ = R21(1+1). Andererseits kénnen wir uns

die 1, «; durch Anwendung von I_ erzeugen.

Y = Al Aj—1 : Normierung

Yo = Aol etc.

bis hin zu einem niedrigsten Wert m = [ — ¢, i_z/Jl_t = 0 (offenbar gilt auch

A > (I —1)?). Um t zu bestimmen, betrachten wir
Py = (4l + 2= hi)—e = 0+ B2 = t)(1 —t — )ty .
Andererseits gilt mit [12, i_} =0

Py =1 A1 Ao A 187 g = R21(1 4 V)b
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d.h. alle ¢,,, haben den gleichen Eigenwert h2(l + 1) fiir 12. Hieraus folgt
I-t)(l—t—-1)=P-2l+*—1+t=101+1)

oder

@2 —t)(t+1)=0

und damit 2/ = t. Die Zahl der erlaubten m—Werte ist daher 21 4+ 1. Da t ganz ist,
folgt, da3 [ halb— oder ganzzahlig ist: [ = 0, %, 1,.... Fiir den Bahndrehim-
puls folgt wegen der Eindeutigkeit der Wellenfunktion, dafl m ganze Werte
annimmt. Tatséchlich, in Kugelkoordinaten (x = rsinf cos¢, y = rsinfsinp, z =

rcosf) erhalten wir

Zz "/Jm = E iwm = hmwm - wm = eim%?@(?a’ 6‘)
i Op

o —@+2m: exp(i2mn) =1 — m ganz!
Die halbzahligen Werte von [ bzw. m sind aber in der Natur ebenfalls realisiert,
diese beschreiben den inneren Drehimpuls der Teilchen, den sogenannten Spin.

Normierung: Betrachte

(1/1m7171/)m—1) = |Am71|2 (lAJ/)m,lAJ/)m)
= A (o, (2 = 2+ ) )
= AP R (10 + 1) = mm = 1) (G, Ym)

Es galt: ¢, = A, lA_me. Es folgt:

|A|~2 = 12 (z(z +1) — m(m + 1)) .

R 1/2 .
=ty = A o = h(l(l +1)—m(m— 1)) Um. Anwendung von [y
Lihm = Iy Anl-Ymir = A (P — 1 + B )bms
= A, B2 (1(1 +1) = (m+1)2+ (m+ 1))wm+1
= A, h? (l(l +1)—(m+ 1)m)¢m+1

R (B s 1)m)1/2¢m+1

oder zusammen

lithy = hA/I(L+ 1) —m(m £ 1) P -
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NR: L+t = Aplil_tmer = A2 [1(1+ 1) — m(m + 1) 1.
Y1 wird von jetzt ab durch zwei Indizes m, [ charakterisiert, die den Eigenwerten

von [, und 12 entsprechen. Fiir normierte Eigenfunktion 1y, gilt
(1) (Wims L vrmr) = Bm S Srpms.
(2) (wlm; Z2 1/}l/m/) - h2 l (l + 1) 6ll/ 5mm/-

Wir kénnen jetzt auch die anderen Matrixelemente ausrechnen

(Wil Vvm) = O Ommr a1 ﬁ\/l I+1)—m/(m' +£1),
(wlmaiw ¢l’m’) = {\/l l+ 1 m + 1) 6m m’+1 + \/l l+ 1 (ml — 1) 5m,m’—1} 6ll’ )
(d’lm,iyd’l’m') = {\/Zl—FI m —|—1 mym/+1 — \/ll—|—1 m _1)5m,m'71} o

Die hier angegebenen Matrizen der Erwartungswerten von [;,[l, und [, erfiillen
die gleichen Vertauschungsregeln wie die entsprechenden Operatoren, sie sind die
(21 + 1)-dimensionalen Darstellungen der Drehgruppe SO(3). Hierbei haben wir
die Tatsache benutzt, daf Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten (I, m)
orthogonal sind oder orthogonal gemacht werden kénnen.

Die Funktionen 1, nehmen eine besonders einfache Form in Kugelkoordinaten an.

x=rsinf cosep, y=rsinfsinp, z=r1rcosh

V—e 2+elg+e Li
- T or o 90 ? rsinf 0p

i FL 0

S &p

. . 0 0
_ +ip il il

l+ =he <i89+ZCOt98gp)

s 1 92 1 0 0
12 — _h2 v v ino =
Lm% 952 " sind ae(sm 39)]
Wir hatten schon gesehen, daB ¢, = O(r, ) exp (imgp) gilt. Da 12 nicht von r

abhéngt, folgt

—m?2

9
20

. 1 9 _
2 _ _ B2 . me _ 12 imep
12 = — K [ +— (sm@—ae)] Oum (0)e™™? = K211 + 1) Oy (0)

sin® 6

oder
m2 1 d d
P“+”‘§¥5+§waa@mewﬂ<%ﬂ“—°

Man kann mit der Substitution £ = cosf, d§ = —sinfdf diese Gleichung in die

Form
m?2 d
1- 52 de

d

[1(1 r1) - ((1 - 52)015)] O (arccos€) = 0
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schreiben. Losungen dieser Gleichung sind die zugeordneten Legendreschen Po-

lynome P, (cos ). Aus der Normierungsbedingung erhalten wir

Oum(0) = (_1)mil\/—(21;(&(%_)!””‘)!3,,1((;059), m>1
OL—jm| = (=1)"Om

m l
Hmw=mﬁw%ﬁ@fm=ﬁ%@qy

Po=1, PL=¢ P, =338 — 1), P3 = 5(5¢% — 3¢)
Die Funktionen P;(€) sind die Legendreschen Polynome, dies sind Polynome [-ten
Grades in &, die Py, sind daher Polynome (I — m)-ten Grades in & mit (I — m)

Nullstellen im Intervall —1 < & < 1. Sie erfiillen die Beziehungen

(I +1)Piya(8) 2L+ 1ER(E) — 1P (8)

1
2 (I+m)
A P (€) Py () = —— T, .
[P Pol) = g (e (m>0)
1
Yim (0, ¢) sind daher die Kugelfunktionen Y;,, (6, )
CoT2+1 (=m0
= — (_1\(m+[m[)/2 ime b= ).

Hieraus folgen

(i) Orthogonalitét:

™

27
/d9 sinﬁ/dcp Yim (0, 0)" Yirm (0, 0) = 01 Smmy -
0 0
(i) Vollstindigkeit:

%) +1

DD Yinl0,9) Yin(0', @) = (sin6) "1 6(0 - 0) (0 — ).

=0 m=—1
(iii) Additionstheorem:

!
20+ 1
Z Yim (0, ¢) Yim (0, ¢')" = ;Pl(cos 0)

4
m=—1

Yi,—m(0,0) = (=1)"Yum (6, ¢)" .
Einige Kugelfunktionen explizit:

, Yo = \/iCOSﬁ, Y1 = —\/i sinf et% .
47 8

Yoo =

51-
3

Paritit:
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unter x — —x geht linl iiber, d.h. [I:’, l}] = 0. Damit sind die Y}, auch Eigenfunk-
tionen von P (mit dem Eigenwert +1). Der Vektor —x hat die Polarkoordinaten
m—0, o+ 7 wenn x durch 6, ¢ bestimmt ist (siehe Bild). Mit cos (m — §) = — cos @
folgt
PYim(0,9) = Yim(m — 0,0+ 7) = ™™ (=1)'1™ ¥}, (6, ).

(=1)!
Fiir geradzahliges [ ist der Eigenwert A von P, X\ = +1, fir ungeradzahliges [, A =
—1. Die Y}, bilden ein vollstédndiges orthonormales System von Eigenfunktionen.
In diesen Zustédnden haben 12, [, und P scharfe Eigenwerte, aber nicht [, und fy,
deren Erwartungswerte verschwinden, es gilt

2

(Yim, iﬁd)lm) = %(Wm, (12 — lz)wm) = %(l(l +1) - m2) .

Zusténde mit [ = 0, 1,2, 3 werden als s, p, d, f-Orbitale bezeichnet.
Von Bedeutung sind auch Linearkombinationen der Zusténde Yj,,, so bezeichnet

man

L

Pz = /2
1

(Y11 —Yi 1) alsp, —Obital

(Yi1+Y1,-1) alsp, — Obital.
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Kapitel 5

Teilchen im Zentralpotential

In diesem Abschnitt behandeln wir das wichtige Problem der Bewegung eines Teil-

chens im Zentralfeld und verwandte Aufgaben.

5.1 Teilchen im kugelsymmetrischen Potential

Wir betrachten den Fall eines Potentials V' (x), bei dem V nur vom Betrag von x
abhéngt. In Kugelkoordinaten ist also V' nur von r abhéngig.
Die kinetische Energie schreiben wir ebenfalls in Kugelkoordinaten. Hierzu benutzen

wir die Tatsache, daf3

2

gilt. Mit x? =12, p, = (5 ~p) = %—ﬁx~V = %—ﬁrag wird

T

12 2 N2 0 1[: 9 92
o 17 h o O L2 _p2(9.9 297
P = r2 2 {(T(?T) +T8r} r2 [1 h (2T8r tr 6r2)] ’

Der volle Hamiltonian hat daher die Form

jr— (iQ—h2(2r3+r28—2))+V(r).

or or?

Offenbar gilt [H,12] = [H,I,] = 0, da 12 und I, nicht von r abhingen. Wegen
[12, l;] = 0 sind die Eigenfunktionen von 12 und [, auch Eigenfunktionen von H.

Wir machen einen Separationsansatz fiir die Wellenfunktion ) in
Hy = By

in der Form

W(r,0,0) = R(r) Yim (0, ).

93
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Dies gibt nach Einsetzen in die Schrodingergleichung

{—h—2 Kg—; + %%) - th)] +V(T)} R(r) = ER(r).

2m T

Es ist zweckmifig. R(r) = u(r)/r zu schreiben

20\ (10 N'u_10° u 10
or2  ror a rarr T_T6T2TT_T6T2U

und damit (nach Multiplikation mit r)

{—% (;—; - l(l; ”) + V(r)] u(r) = Eu(r).

Dies ist die Schrodingergleichung fiir ein eindimensionales Problem mit dem

effektiven Potential

‘/cﬁ'(r) _ V(’I’) + h2l(l+1) , r>0

2mr2

Ve (1) = 00 , r<0.

Der 2. Term kann als Potential der Zentrifugalkrifte aufgefafit werden. Tatséchlich:
fiir eine Bewegung einer Masse m auf einem Kreis mit dem Radius R und der
Winkelgeschwindigkeit € folgt fiir den Drehimpuls [1] = |r x p| = m7?Q und die
kinetische Energie E = m(rQ)?/2 = [?/(2mr?). In der Quantenmechanik ist [?
durch seinen Eigenwert Al(l + 1) zu ersetzen.

Die Normierbarkeit von v erfordert

Oor2d7°
/d3$|¢|2=5a/7,—2|u(7°)|2 <00,

0

und daher muf fiir gebundene Zusténde fiir grofie r

|u(r)|gr1/++a, £>0

gelten.

Wir betrachten noch kurz qualitativ ein attraktives Potential, bei dem Vg (r < 0) =
o0 ist.

Fiir | = 0 verschwindet das Potential der Zentrifugalkriifte und Veg(r) stimmt mit
V(r) iiberein. An r = 0 springt Veg(r) von einem endlichen Wert auf co. Die Wel-
lenfunktion u(r) mufl deshalb bei r = 0 verschwinden. Wir kénnen die Losungen
u(r) daher aus den Losungen fiir das symmetrischen Potential V(r) = V(—r)

bestimmen, die bei » = 0 einen Knoten haben, das sind die Losungen ungerader
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A Vet

1
1
1
I|
1 -
, r
1
1
1
'

Paritat. Bei der Diskussion gebundener Zustédnde in Potentialtopfen in d = 1 hatten
wir gesehen, dafl es immer einen gebundenen Zustand gerader Paritét gibt. Dies ist
der Grundzustand. Damit es einen angeregten gebundenen Zustand mit ungerader
Paritat gibt, mufl aber der Potentialtopf hinreichend tief sein. Dies ist der Zustand
der Losung fiir u(r), r > 0. Das Potential muf} also eine gewisse Stérke haben,
damit ein gebundener Zustand entstehen kann.

Die Energieniveaus hingen offenbar von [ ab. Bei gegebenem [ ordnen wir die-
se nach wachsender Energie und indizieren sie mit der (radialen) Quanten-
zahl n,, [ heifit azimutale, m— magnetische Quantenzahl. Offenbar héingen die
Energieeigenwerte nicht von m ab, da [, nicht in der Schrodingergleichung fiir u(r)

auftritt.

5.2 Coulomb—Potential

Wir betrachten jetzt ein Elektron im Potential V(r) des Atomkerns, Wechselwir-
kungen mit anderen Elektronen werden vernachlassigt. Der Atomkern wird zunéchst

als unendlich schwer angenommen.

e2Z
V(T) = —T

7 — Zahl der Protonen im Kern, e — Elementarladung.

g_p ¢z
2m r

Abschétzung der Energie des Grundzustands: Sei Elektron in Kugel mit Radius 7

lokalisiert:
2 h?
py = 0 Ap >
<p> ) <( p )> — 4(21" )2

K2 2z E K2

E Z —2 _ e— s 8— = O — 7’0 = = @

32rgm 70 Oro 16e2Zm 16

8mZ2et

E > - 2 = —8E)

Atomare Lingenskala:
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h? 1
= —0,529-10"%cm

@0 = Ze*m 7

Atomare Energieskala:

e*Z Z%etm

E =
0 an h2

=7%.4,36-10"tterg = 72 - 27,21eV

Wir betrachten jetzt die Schrédingergleichung fiir u(r):

AT EL) R A P

2m | dr? r2 r

Mit der Substitution r = a¢€, E =¢cEy folgt (¢ <0)

{l[d_2_l(z+1)
2

1
e R SCITCRL

Diese Form der Schrodingergleichung enthélt als einzige Konstante I, € < 0. Es ist

jedoch zweckméfig, noch einmal zu substituieren, ndmlich

Dies gibt

{5755 =0

dp? 02

Fiir gebundene Zustéinde ist n > 0. Wir machen jetzt den Losungs—Ansatz, der

das Verhalten fiir kleine, grole und mittlere p beschreibt.

u(p) = p e PP w(p).

Tatséchlich, fiir grof3e p kann man die %, pingerme gegeniiber 1/4 vernachlissigen

und erhalt

1
W'(p) = qu

und damit u ~ exp (—p/2) (v muB im Unendlichen verschwinden). Fiir kleine p
dominiert dagegen der Zentrifugalterm und man erhélt

I(0+1)
02

u”’(p) =

u
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mit der Losung u(p) = Ap"'+Bp~". Fiir p — 0 gilt u(0) = 0, da sonst Ay) ~ AL ~
§3(x) - u(0) wiire, im Widerspruch zur Ausgangs—Schrédingergleichung. Daher muf
B = 0 sein.

Die Gleichung fiir w(p) lautet dann

pw” +2l+2—p)w' +(n—1—1)w=0

mit w(0) < oo und w(r — oo) < r*. Die Losung dieser Gleichung ist die konfluente

hypergeometrische Funktion
w=F(-n+1+1,2l4+2,p).

Eine Losung, die die Bedingung bei 0 erfiillt, erhélt man nur fiir n — I —1 = ganz >

0= n>l+1(01=01,2,...).

1 Z%e*m

Ey=—-—-5FEy=—F5>5,
on2? 2n2h2

n=12,3,...

Es gibt daher unendlich viele Energieniveaus zwischen F; und Null. Fir E, — 0
liegen die Energieniveaus immer dichter, bis sie fiir £ = 0 in ein kontinuierliches
Spektrum iibergehen. n heifit Hauptquantenzahl, diese héngt mit der radialen
Quantenzahl tiber n, = n — [ — 1 zusammen. Fiir festes n kann [ die Werte
Il =0,1,...,n — 1 annehmen, zu jedem Wert von [ gehoren 2/ + 1 m—Werte. Die
Entartung des Energieniveaus FE,, ist daher

n—1

> @+1)=n.

1=0
Die konfluenten hypergeometrischen Funktionen stimmen bis auf einen Faktor mit
den verallgemeinerten Laguerreschen Polynomen iiberein. Die Radialanteil

der Wellenfunktion kann daher in der Form
Rui(p) = const pl e #/2 Liljr'll (p)

geschrieben werden, mit der Normierungsbedingung (Riicksubstitution r = (1/2)pnag!)

oo

/drrzR,zll(r) =1.

0

Damit erhéilt man

1/2 l
R,___2 ((=l-1) / rimao 20\ porer (2
" at*n2 \ [(n+ D13 aon) "t \agn )’
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Ry hat (n—1—1) positive Nullstellen (Knoten), es héingt nicht von m ab. Explizit:

Rig(§) = 2¢7¢

Rao(§) = % e ¢/ (1 - g)

R (§) = 2—\1/6 e ¢3¢
Ruol€) = =2 (1- 3¢+ 2¢)

Die explizite Form der Laguerreschen Polynome ist

. B rT—Ss s (T!)S
Li(z) = é(_l)kJr El (k4 s)! (r—k —s)! o

Die Gesamtwellenfunktion ist

1/}nlm (7’, 95 ‘P) = Rnl (T) }/lm (95 ‘P) .

[Vnim|?r? dr dQ) ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens im Raumvolu-
men 72 drdQ, dQ =sinfdfde.

Energiedifferenzen zwischen zwei Energieniveaus n, m lassen sich in der Form

Ey/ 1 1 11
Mm_%_&_T(%Wﬁﬁ_m%ﬁ_W>

Dies ist die quantenmechanische Begriindung des Ritzschen Kombinationsprinzips.

Beim H-Atom werden die wy,,,, zu Spektralserien, die ein gemeinsames n besitzen,
zusammengefafit: n = 1 (Lyman), n = 2 (Balmer), n = 3 (Paschen).

“Zufallige Entartung”:

Der hohe Entartungsgrad n? des n—ten Energieniveaus ist eigentlich erstaunlich: da
12 und [, mit H vertauschen und H [, nicht explizit enthélt, erwartet man aufgrund
der Kugelsymmetrie eigentlich nur eine 2[4+ 1-fache Entartung jedes Energieniveaus.
Man spricht deshalb auch von “zufélliger Entartung” der Energieniveaus.
Tatsédchlich ist die Entartung nicht zufallig. Es gibt némlich noch einen Opera-
tor, der mit H kommutiert, den Lenz—Runge—Vektor (erinnern Sie sich an die
Mechanik—Vorlesung):

. 1 A 4 e2Z
A=—/pPpxl-1xp)— —x.
5 (b % xp) - ——x

Wir benutzen hier wieder atomare Einheiten, d.h. wir messen x in agp— und E in
Eo-Einheiten. In diesen Einheiten hat i = H/Eq die Form
1 1
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Wir fithren jetzt die dimensionslose Grofie a = E[f}a = ein, die mit h iiber (nach
einigen Umformungen)

oo [P

a? =2h <ﬁ+1> +1 (5.1)

zusammenhangt. Man kann elementar folgende Relationen zeigen:

(i) [a,h] =0

(i) l-a=a-1=0

(iii) [ls,1;] = iheg b

(iv) [ai, ZJ] = ihegjp Qg

(v) lai,a;] = —% ilfijk Ik

Da h zeitunabhéngig ist und mit a und 1 kommutiert, kann man sich bei der An-
wendung der Operatoren auf Eigenfunktionen von H (bzw. fL) beschranken. Wir
konnen deshalb h durch —|e| in (v) ersetzen. Mit @) = (%/1/2]e|)a; nimmt (v) die

Form
(v)) [a},a}] = ihein

an, (iv) bleibt unveréndert (aber a wird durch &’ ersetzt) und (5.1) bekommt die

Form

) 1
a% 4+ 12 =-hn? (1 + 2_5) (5.2)

Die sechs Operatoren I;, a;, i = 1,2,3 sind die sechs Generatoren der SO(4)-
Gruppe, der Gruppe der eigentlichen Rotationen im R*.

Die SO(n) -Gruppe ist die Gruppe der reellen orthogonalen n x n-Matrizen mit
der Determinate +1. Fiir orthogonale Matrizen mit den Matrixelementen a;; gilt
die Orthogonalitétsbedingung E?:l a;ja;; = ;. Dies liefert n 4+ n(n —1)/2 Bedin-

2 —n—n(n—-1)/2 =n(n— 1)/2 Matrixlemente unabhiingig

gungen, so dass nur n
voneinander sind. Die SO(n) hat deshalb n(n — 1)/2 Generatoren.
Man kann jedoch zur SO(3)-Gruppe zuriickkehren, indem man noch einmal trans-
formiert, diesmal zu

~ 1. - 1.
I=2(1+4a), K=j(l-4a),

i2 — (12 4 é.z), K2 —

RNy

Die Kommutatoralgebren der I; und K; sind jetzt entkoppelt, da

I, K;] =0, [Li, ;] =iheiji Iy, [Ki, K;] =ihey, Ky .
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Die I; und K; sind Generatoren jeweils einer Darstellung der SO(3): Die SO(4)-
Gruppe kann (lokal) als das direkte Produkt zweier SO(3)-Gruppen geschrieben
werden SO(4)=SO(3)xSO(3). Auflerdem gilt wegen (ii), dafl die Eigenwerte von
I2, R2I(I4+1) und K2, h2K (K + 1), gleich sind, d.h. es gilt I = K. Aus (5.2) folgt
mit (&2 +12) = 2(1% + K?) fiir die Eigenwerte

1
2.2 . [(I+1)=—1——
oder
1 1
- T=0,2,1,...
ESTCY e X

Mit (2I+1) = n = 1,2, 3 bekommen wir unser alter Ergebnis zuriick, die Entartung
ist offenbar (21 + 1)(2K + 1) = (2I 4+ 1)2 = n2. Der Bahndrehimpuls 1 = I+ K
nimmt (bei gegebenen I = (n — 1)/2) die Werte von lyax = I + K = (n — 1)h bis
Imin=1—K =0 an.

5.3 Zweikorperproblem

Im vorangegangenen Kapitel hatten wir den Atomkern als rdumlich fest im Ur-
sprung des Koordinatensystems angenommen. Wir betrachten jetzt das volle Zweikorper-

problem
) )
; P1 P2
H=—+—=
2m1 + 2m2

+ V(Xl — X2) .

Wir fithren Relativ— und Schwerpunktkoordinaten ein

mi1Xj + MaXsg
X = X| — Xg, X=—7-—— ==
mi 4+ mo

. maP1 — miP S .
P:m(Vl—V2):ﬁv P=p: +p2

sowie die reduzierte und die Gesamt—Masse m = myma/(mi +msz), M = my +mo.

Es gilt nun [z;,p;] = ihd;; = [Xi, Pj], alle anderen Kommutatoren verschwinden,
ho P _hd

hieraus folgt p = 7 75, 7 5% Damit wird

Die Wellenfunktion kann man wieder als Produkt ansetzen

V(x,x2) = W(x,X) =" o(x)
(% + V(x)> o(x) = <E - I;ZZQ ><1>(X)-
—

Damit ist man wieder beim Einteilchenproblem. Beim H-Atom ist mit m; = me, mo =
My, Mp/me =~ 2000, m = memy/(Mme +myp) =~ me. Ruht das Atom, dann ist K =0

und E' = E, wir sind damit wieder beim Problem 5.2



Kapitel 6

Darstellungstheori