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3. Quantisierung als Eigenwertproblem
von E. Schriédinger.
(Erste Mitteilung.)

§ 1. In dieser Mitteilung méchte ich zuniichst an dem ein-
fachsten Fall des (nichtrelativistischen und ungestorten) Wasser-
stoffatoms zeigen, daB die iibliche Quantisierungsvorschrift sich
durch eine andere Forderung ersetzen 1aBt, in der kein Wort
von ,ganzen Zahlen mehr vorkommt. Vielmehr ergibt sich
die Ganzzahligkeit auf dieselbe natiirliche Art, wie etwa die
Ganzzahligkeit der Anotenzakl einer schwingenden Saite. Die
neue Auffassung ist verallgemeinerungsfihig und rithrt, wie ich
glaube, sehr tief an das wahre Wesen der Quantenvorschriften.

Die iibliche Form der letateren kniipft an die Hamil-
tonsche partielle Differentialgleichung an:

(1) H(g, %%) - E.

Es wird von dieser Gleichung eine Losung gesucht, welche
sich darstellt als Summe von Funktionen je einer einzigen der
unabhingigen Variablen ¢,

Wir fihren nun ftr § eine neue unbekannte 1 ein derart,
daB 1 als ein Produkt von eingriffigen Funktionen der einzelnen
Koordinaten erscheinen wiirde. D.h. wir setzen
(2) §=FKlgw.

Die Konstante X muB aus dimensionellen Griinden eingefiihrt
werden, sie hat die Dimension einer Pérkung. Damit erhilt man

’ . K oy _

(1) ]I(g, 7@7) =B .

Wir suchen nun nickt eine Losung der Gleichung (1°), sondern
wir stellen folgende Forderung. Gleichung (1’) 1aBt sich bei
Vernachlidssigung der Massenverinderlichkeit stets, bei Beriick-.
sichtigung derselben wenigstens dann, wenn es sich um das Fin-
elektronenproblem handelt, auf die Gestalt bringen: quadratische
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Form von v und seinen ersten Ableitungen = 0. Wir suchen
solche reelle im ganzen Konfigurationenraum eindeutige end-
liche und zweimal stetig differenzierbare Funktionen 1, welche
das iiber den ganzen Konfigurationerraum erstreckte Integral
der eben genannten quadratischen Form ) zu einem Extremum
machen. Durch dieses Variationsproblem ersetzen wir die Quanten-
bedingungen. '

Wir werden fiir H zunichst die Hamiltonsche Funktion
der Keplerbewegung nehmen und zeigen, daB die aufgestellte
Forderung fiir alle positiven, aber nur fir eine diskrete Schar
von negativen E-Werten crftllbar ist. D.h, das genannte
Variationsproblem hat ein diskretes und ein kontinuierliches
Eigenwertspektrum. Das diskrete Spektrum entspricht den
Balmerschen Termen, das kontinuierliche den Energien der
Hyperbelbahnen. Damit numerische Ubereinstimmung bestehe,
mub K den Wert 2/2% erhalten.

Da fir die Aufstellung der Variationsgleichungen die
Koordinatenwahl belanglos ist, wihlen wir rechtwinkelige kar-
tesische. Dann lautet (1) in unserem Fall (¢, m sind Ladung
und Masse des Elektrons):

” aw 2 a‘[/ 2 611” 2 3{{ i _2‘ 12 -
W) (FE) () + (5 — S+ L) o

r=]/.z'2+y’+z?' .
Und unser Variationsproblem lautet

2 2 2

07 =3 [asdvaz| (G + (32) + (32) -

® e
—F(E"‘?)‘P] =0 3

das Integral erstreckt itber den ganzen Raum. Man findet

daraus in gewohnter Weise

“ { %M:—_{'dﬁ)‘w ‘;‘:’i —fff{larddez)'tp[Aw—}—
+ —K—?(E—i- “;‘)wJ -0 .

Es muB also erstens )

©) dy+ 5 (B4 )yp=0

1) Es entgeht mir nicht, daB diese Formulierung nicht ganz ein-
deutig ist.
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und zweitens muB das iiber die unendlich ferne geschlossene
Oberfliche zu erstreckende Integral

0
(8) f df syt <o .

(Es wird sich herausstellen, daB wir wegen dieser letzteren
Forderung unser Variationsproblem noch durch eine Forderung
Uiber das Verhalten von §v im Unendlichen zu ergiinzen haben,
damit auch das oben behauptete kontinuierliche Kigenwert-
spektrum wirklich existiere. Doch davon spiter.)

Die Losung von (5) 148t sich (zum Beispiel) in raumlichen
Polarkoordinaten », 9, ¢ bewerkstelligen, indem man W als
Prodult je einer Funktion von r, von J, von ¢ ansetzt. Die
Methode ist sattsam bekannt. Fir die Abhingigkeit von den
Polarwinkeln ergibt sich eine Kugelflichenfunktion fir die Ab-
héingigkeit von » — die Funktion wollen wir X nennen —
erhilt man leicht die Differentialgleichung:

r d K T ORYy T r -

dr? r dr
n=20,1,2 8....

Die Beschriinkung von n auf ganze Zahlen ist bekanntlich not-
wendig, damit die Abhingigkeit von den Polarwinkeln eindeutiq
werde. — Wir benétigen Lisungen von (7), die fir alle nicht-
negativen reellen r-Werte endlich bleiben. Nun hat?) die
Gleichung (7) in der komplexen r-Ebene zuwe: Singularititen,
bei r = 0 und r = 0o, von denen die zweite eine »Stelle der
Unbestimmtheit (wesentlich singuliire Stelle) aller Integrale ist,
die erste hingegen nicht (fiir kein Integral). Diese beiden
Singularititen bilden gerade die Randpunkte unseres reellen
Intervalls. In einem solchen Falle weiB man nun, daf die
Forderung des ZEndlichbleibens in den Randpunkten fiir die
Funktion y einer Randbedingung gleichkommt. Die Gleichung
hat im allgemeinen tiberhaupt kein Integral, das in be:den Rand-
punkten endlich bleibt, sondern ein solches Integral existiert

1) Fiir die Anleitung zur Behandlang der Gleichung (7) bin ich
Hermann Weyl zu griBtem Dank verpflichtet. Ich verweise fiir die
im folgenden nicht bewiesenen Behauptungen auf L, Schlesinger,
Differentialgleichungen (Sammlung Schubert Nr. 13, Géoschen 1900,
besonders Kap. 3 und 5.)

) ax + 2 dy + (2711]9' 2m et n(n+ 1)) -0
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nur fiir gewisse ausgezeichnete Werte der in der Gleichung
auftretenden Konstanten. Diese ausgezeichneten Werte gilt es
zu bestimmen.

Der eben hervorgehobene Sachverhalt ist der springende
Punkt in der ganzen Untersuchung.

Wir betrachten zunichst die singulire Stelle » = 0. Die
sogenannte determinierende Fundamentalgleichung, welche das
Verhalten der Integrale an dieser Stelle bestimmt, ist

(8) olo—1)+2p~n(r+1)=0
mit den Wurzeln
(89 0,=mn Q= — (n+1).

Die beiden kanonischen Integrale an dieser Stelle gehdren also
zu den Exponenten n und — (» + 1). Von ihnen ist, da =
nicht negativ ist, nur das erste fir uns brauchbar. Es wird,
da es zu dem groferen Exponenten' gehort, durch eine ge-
wohnliche Potenzreihe dargestellt, die mit »" beginnt. (Das
‘andere Integral, das uns nicht interessiert, kann, wegen der
ganzzahligen Differenz zwischen den Exponenten, einen Loga-
rithmus enthalten) Da der niichste singulire Punkt erst im
Unendlichen liegt, konvergiert die genannte Potenzreihe be-
stindig und stellt eine Ganze Transzendente dar. Wir stellen
also fest:

Die gesuchte Losung ist eine (bis auf einen belanglosen kon-
stanten Fahtor) eindeutig bestimmte Ganze Transzendente, die be
r = 0 zum Ezponenten n gehort.

Es handelt sich jetzt darum, das Verhalten dieser Funktion
im Unendlichen der positiven reellen Achse zu untersuchen.
Dazu vereinfachen wir die Gleichung (7) durch die Substitution
(9) X = U ’
worin « so gewihlt wird, daB das Glied mit 1/r? fortfillt.
Dazu muB « einen der beiden Werte », — (n + 1) erhalten,
wie man leicht nachrechnet. Gleichung (7) nimmt dann die
Form an:

2
@) G erndl in(p+)u=o0.
Ihre Integrale gehoren bei r =0 zu den Exponenten 0 und
— 2« — 1. Fiir den ersten o-Wert, « = n, ist das erste, fiir
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den zweiten a-Wert, ¢ =— (n + 1), ist das zweite dieser
Integrale eine Ganze Transzendente und fihrt nach (9) auf die
gesuchte Lbsung, die ja eindeutig ist. Wir verlieren also nichts,
wenn wir uns auf einen der beiden «-Werte beschranken. Wir
wihlen

(10) «=n.

Unsere Lisung U gehort dann also bei 7 == 0 zum Exponenten 0.

Gleichung (7’) bezeichnen die Mathematiker als Liaplacesche
Gleichung. Der allgemeine Typus ist

o ” 6 2
& U—|—(§0+7‘)U—|—(ao+%)[]=-0.
Bei uns haben die Koustanten die Werte
g 2m K 2 e*
(11) 6,=0, &, =2(« + 1), ED:_Z&V’&]____?(_:

Dieser Gleichungstypus ist aus dem Grunde verhiltnismiBig
einfach zu behandeln, weil die sogenannte Liaplacesche Trans-
formation, die im allgemeinen wieder eine Gleichung zweiter
Ordnung ergibt, Aier auf die erste Ordnung fithrt, die durch
Quadraturen losbar ist. Dies gestattet eine Darstellung der
Losungen von (7") selbst durch Integrale im Komplexen. Ich
fithre hier nur das Endergebnis an.l) Das Integral

(12) U= f — ) (: — )" “ldz
ist eine l.dsung von (7") fiir einen Integrationsweg 7, fir den

(18) fd (€7 (z =) (z — e)*]dz = 0 .

Die Konstanten c,, ¢,, «;, ¢, haben folgende Werte. ¢, und
¢y sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung

(14) 24 Bzt gy =0
und

(14/) « = & + gy ey . = _{'ll_-‘_-__ol_flf". .

- ' Cq = O

1) Vgl. L. Bchlesinger, a.a. O. Die Theorie verdankt man
H.Poincaré und J. Horn.
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Im Falle der Gleichung (7”) wird also nach (11) und (10)
lc=+l/—2m1«7, - :iKn:E—’
14") . m ot
“= KV am B Tt %= KV amE totl

Die Integraldarstellung (12) gestattet mcht nur, das asym-
ptotische Verhalten der Gesamtheit von Losungen, wenn r in
bestimmter Weise ins Unendliche geht, zu iiberblicken, sondern
auch, dieses Verhalten fiir eine Jestimmte Lbsung anzugeben,
was immer viel schwieriger ist.

Wir wollen nun zuniichst den Fall, daB «, und «, reelle
ganze Zahlen sind, ausschliefen. Der Fall tritt, wenn er ein-
tritt, stets fiir beide Grofen gleichzeitig ein und zwar dann
und nur dann, wenn
m e?
(19) X V 2mE

Wir nehmen also jetzt an, daB (15) nicht erfiillt ist.

Das Verbalten der Gesamtheit von Losungen fiir eine
bestimmte Art des Unendlichwerdens von » — wir wollen
stets denken fiir realpositives Unendlichwerden — wird als-
dann?) charakterisiert durch das Verhalten der beiden linear
unabhingigen Losungen, die durch folgende zwei Spezialisierungen
des Integrationsweges Z erhalten werden, und die wir U, und
U, nennen wollen. Beide Male komme z aus dem Unendlichen
und gehe auf demselben Wege dorthin zuriick, und zwar in
solcher Richtung, daB :

(16) lime™ =0 ,

z2=00

= reelle ganze Zahl .

d.h. der Realteil von z» soll negativ unendlich werden. Hier-
durch wird der Bedingung (18) gentigt. /azwischen werde im
einen Falle (Losung U,) die Stelle c,, im anderen Falle (Lo-
sung U,) die Stelle ¢, je einmal nmlaufen.

Diese beiden Losungen werden nun fiir sehr groBe real-
positive r-Werte asymptotisch (im Sinne Poincarés) dargestellt
durch

1) Wenn (15) erfiillt ist, wird mindestens der eine von den beiden
im Text beschriebenen Integrationswegen unbrauchbar, da er ein ver-
schwindendes Ergebnis liefert.
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1 U, ~ evrr=o(— 1 (27im — 1) I'(ery) (e, — €)1,
4 ‘ Uy ~ v r=ae(—= 1) ("o — 1) I(aty)(c, — e)ut

wobel wir uns hier mit dem crsten Glied der nach ganzen
n Potenszen von » fortschreitenden asymptotischen Reihen

Wir haben nun die beiden Fille #== 0 zu unterscheiden.
Sel suniichst
1. E>0. Wir bemerken erstens, daB hierdurch das

Nichtzutreffen von (15) eo ipso gewihrleistet ist, weil diese
GroBe reinimaginir wird. Ferner werden nach (14”) auch ¢,
und ¢, reinimaginir. Die Exponentialfunktionen in (17) sind
also, da » reell ist, endlichbleibende periodische Funktionen.
Die Werte von «, und «, nach (14”) zeigen, daB U, und U,
beide wie r-*-1! gegen Null gehen. Dasselbe muf3 also von
unserer ganzen transzendenten lisung U gelten, deren Verhalten
wir suchen, wie immer sie sich aus U, und U, linear zusammen-
setzen mige, Forner lehrt (9) mit Beachtung von (10), daB die
Funktion y, d.i. die ganze transzendente Liosung der ursprunglick
vorliegenden Gleichung (7), immer noch wie 1/r gegen Null
geht, da sie aus U durch Multiplikation mit »" entsteht, Wir
kionnen also aussprechen:

Die Eulersche Differenzialgleichung (5) unseres Variations-
problems hat fiir jedes positive B Lisungen, die im ganzen Raum
eindeutig endlich und stetig sind und im Unendlichen unter be-
stéindigen Ouszillationen wie I[r gegen Null gehen. — Von der
Oberflichenbedingung (6) wird noch zu sprechen sein.

2, 1< 0. In diesem Kall ist die Moglichkeit (15) nicht
eo ipso ausgeschlossen, doch halten wir vorliufig an ihrem
verabredeten AusschluB fest. Dann wichst nach (14”) und (17)
U, fir » =co iiber alle Grenzen, U, dagegen verschwindet
cxponenhetl Unsere Ganze Transzendente U (und dasselbe gilt
von y) wird also dann und nur dann endlich bleiben, wenn
U mit U, bis auf einen numerischen Faktor identisch ist. Das
ist aber mc/:t der lall. Man erkennt das so: wihlt man in
(12) fur den Integrationsweg I cinen geschlossenen Umlauf um
beide Punkte ¢, und c,, welcher Umlauf wegen der Ganzzahlig-
keit der Summe «, + «, dann wirklich auf der Riemannschen
Fliche des Integranden geschlossen ist, mithin eo ipso der
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Bedingung (13) geniigt, so 1aBt sich leicht zeigen, daB das
Integral (12) alsdann wunsere Ganze Transzendente U darstellt.
Es ]aBt sich nimlich in eine Reihe nach positiven Potenzen
von r entwickeln, die jedenfalls fiir hinreichend kleine » kon-
vergiert, daher der Differentialgleichung (7') geniigt, daher mit
derjenigen fiir U zusammenfallen muB. Also: U wird durch
(12) dargestellt, wenn Z ein geschlossener Umlauf um beide
Punkte, ¢, und ¢, ist. Dieser geschlossene Umlauf 148t sich
aber so verzerren, daB er aus den beiden friither betrachteten
Integrationswegen, die zu U, und U, gehdren, additiv kombiniert
erscheint und zwar mit nicht verschwindenden Faktoren, etwa
1 und e*‘s. Daher kann U nicht mit U, iibereinstimmen,
sondern muB auch U, enthalten. W.z.b.w.

Unsere Ganze Transzendente U, die unter den Losungen
von (7°) allein fir die Problemlésung in Betracht kommt,
bleibt also unter den gemachten Voraussetzungen fiir groBe »
nicht endlich. — Vorbehaltlich der Pollstindigkeitsuntersuchung,
d. h. des Nachweises, daB unser Verfahren alle linear unab-
hingigen Problemldsungen finden 1aBt, diirfen wir also aus-
sprechen:

Fur negative B, welche der Bedingung (15) nicht geniigen,
hat unser Variationsproblem heine Losung.

Wir haben jetzt nur noch diejenige diskrete Schar von nega-
tiven £-Werten zu untersuchen, welche der Bedingung (15) geniigen.
e, und ¢, sind daon also beide ganzzahlig. Von den zwei
Integrationswegen, welche uns friiher das Fundamentalsystem U,
U, geliefert haben, muB sicherlich der erste abgeindert werden,
um Nichtverschwindendes zu liefern. Denn &, — 1 ist sicherlich
positiv, die Stelle ¢, ist also jetzt weder ein Verzweigungs-
punkt noch ein Pol des Integranden, sondern eine gewdhnliche
Nullstelle. Es kann auch die Stelle ¢, regulir werden, wenn
nimlich auch ¢, — 1 nicht negativ ist. In jedem Falle aber
lassen sich zwei passende Integrationswege leicht angeben und
die Integration auf ihnen sogar in geschlossener Form durch
bekannte Funktionen ausfithren, so daB das Verhalten der
Lisungen vollkommen iiberblickt wird.

Sei nimlich

15 _me 7 1=1,234....
( ) KV—ZmE H b2 )
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Dann ist nach (147
(14" o, —l=l+4n, e¢y—1=—]4n.

Man bat nun die beiden Fille zu unterscheiden !<n und
{>n. Sei zunilichst

8) I n. Dann verlieren ¢, und ¢, jedweden singuliren
Charakter, gewinnen aber dafir die Eignung, als Anfangs-
oder Kndpunkte des Integrationsweges zu fungieren, behufs
Erfillung der Bedingung (13). Ein dritter hiefir geeigneter
Punkt ist das Negativreellunendliche. Jeder Weg zwischen
zweien dieser drei Punkte liefert. eine Losung und von diesen
drei Losungen sind je zwei linear unabhiingig, wie man leicht
bestiitigt, indem man die Integrale in geschlossener Form ans-
rechnet. Im besonderen wird die ganze transzendente Lisung
durch den Integrationsweg von ¢, vach ¢, geliefert. Denn daB
dieses Integral flr r == (0 regulir bleibt, erkennt man sofort,
ohne es auszurcchuen. Ich betone das, weil die wirkliche
Ausrechnung eher gceignet ist, diesen Sachverhalt zu ver-
schleiorn. Dagegen zeigt sie, daB das Integral fiir positiv
unendlich groBe » iiber alle Grenzen wichst. Endlich bleibt
fir groe » eines von den beiden anderen Integralen, das aber
dafiir fiir » = 0 unendlich wird.

Wir erhalten also im Falle I<n keine Problemlsung.

b) {>n Daun ist nach (14" ¢, eine Nullstelle, ¢, ein
Pol mindestons crster Ordnung des Integranden. Zwei un-
abhiingigo Integrale werden dann geliefert: das eine durch
den Weg, der von z = —o0, vorsichtshalber mit Vermeidung
des Pols, zur Nullstelle fiihrt; das andere durch das Besiduum
im Pol. Zetzteres ist die Ganze Transzendente. Wir wollen
seinen ausgerechneten Wert angeben, aber gleich mit »” mul-
tipliziert, wodurch wir nach (9) und (10) die Losung y der
urspriinglich vorliegenden Gleichung (7) erhalten. (Die belang-
lose multiplikative Konstante ist willkiirlich adjustiert) Man
findet:

(. V="2mE . l_'nﬁ-(l— 22k (1+n

8 = f(r Y37 ) flg) = 2 eme > ( )

o \l-n—1-1

k=v -

Man erkennt, daB dies wirklich eine brauchbare Losung ist,
da sie fiir alle recllen nichtnegativen » endlich bleibt. Durch
Annalen der Physik, IV, Folge. 79. 24
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ihr exponentielles Verschwinden im Unendlichen wird fiberdies
die Oberflichenbedingung (6) verbiirgt. Wir fassen die Resultate
fiir negative F zusammen:

Bei negativem E hat unser Variationsproblem dann und nur
dann Losungen, wenn E der Bedingung (15) geniigt. Der
ganzen Zahl n, welche die Ordnung der in der Ldsung auf-
tretenden Kugelfliichenfunktion angitt, dirfen dann immer nur
Werte kleiner als [ erteilt werden (wovon stets mindestens einer zur
Verfigung steht). Der von r abhingig: Teil der Idsung wird
durch (18) gegeben.

Durch Abzihlung der Konstanten in den Kugelfliichen-
funktionen (bekanntlich 2» 4 1) findet man ferner:

Die gefundene Losung enthiilt fir eine zuldssige Kombination
(n, 1) genau 2n -+ 1 willkirliche Konstanten; fur einen wvor-
gegebenen I-Wert also 1 willkirliche Konstanten.

Wir haben damit die eingangs aufgestellten Behauptungen
iiber das Eigenwertspektrum unseres Variationsproblems in den
Hauptziigen bestitigt, immerhin bestehen noch Liicken.

Erstens der Nachweis der Vollstindigkeit des gesamfen
nachgewiesenen Systems von Kigenfunktionen. Damit will ich
mich in dieser Note nicht befassen. Nach anderweitigen Er-
fahrungen darf man vermuten, daB uns keine Eigenwerte ent-
gangen sind.

Zweitens ist jetzt daran zu erinnern, daB die fiir positives
E npachgewiesenen Eigenfunktionen nicht ohne weiteres das
Variationsproblem in der Form, in der es anfangs gestellt

oy

wurde, losen, weil sie im Unendlichen nur wie 1/r, ¥ auf

einer groBen Kugel also nur wie 1/r? gegen Null geht. Das
Oberflichenintegral (6) bleibt daher gerade noch von der
Ordoung des dwy im Unendlichen. Wiinscht man also das
kontinuierliche Spektrum wirklich it zu erhalten, so muB man
dem Problem noch eine Bedinguug hinzufiigen: etwa daB Jvy
im Unendlichen verschwinden, oder wenigstens, daB es einem
konstanten Wert zustreben soll, unabhingig von der Richtung,
in der man ins riumlich Unendliche geht; in letzterem Fall
bringen die Kugelflichenfunktionen das Oberflichenintegral zum
Verschwinden.
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§ 2. Die Bedingung (15) ergibt
(19) — B, = 5xm

2K

Es ergeben sich also dic wohlbckannten Bohrschen Energie-

- niveaus, dio den Balmertermen cutsprechen, wenn man der

Konstante X, die wir in (2) aus dimensionellen Griinden ein-
fahren wuBten, den Wert crteilt

(20) K=
Dann wird ja i
(19) ~ B =2

Unser ! ist die Hauptquantenzahl. » 4 1 hat Analogie mit
der Azimutalquantenzahl, die weitere Aufspaltung dieser Zahl
bei der nithieren Bestimmung der Kugelflichenfunktionen kann
mit der Aufspaltung dos Azimutalquants in ein ,iquatoriales®
und ein ,polares Quant iu Analogie gesetzt werden. Diese
Zahlen bestimmen /ier dns System der Knotenlinien auf der
Kugel. Auch die ,radinle Quantenzahl, / —zn — 1 bestimmt
genau die Zuhl der ,,Knotenkugeln®, denn man kann sich leicht
borzeugen, daB die Funktion f(z) in (18) genan / —n — 1
positive reelle Wurzeln hat. — Die positiven E-Werte ent-
sprecI-len dem Kontinuum der hyperbolischen Bahnen, denen
wan in gewissem Sinn die radiale Quantenzahl oo zuschreiben
kaun. Dem entspricht, dall, wic wir gesehen haben, die be-
treffenden  Lisungsfunktionen unter bestiindigen Oszillationen
ins Unendliche hinaus laufen. '

Von Intcresse ist noch, daB der Bereich, innerhalb dessen
die Funktionen (18) merklich von Null verschieden sind und
innerhalb dessen sich ihre Oszillationen abspielen, jedenfalls
von der allygemeinen Grofenordnung der groBen Achse der zu-
geordneten Ellipse ist. Der Faktor, mit dem multipliziert
der Radiusvektor als Argument der konstantenfreien Funktion !
auftritt, ist — selbstverstiindlich — das Reziproke einer Liinge,
und diese Linge ist

(91 K K2 h2l a
21) L ALE ]
V--2m & nee 42 me? [
wo a, die Halbachse der i-ten Ellipsenbahn. (Die Gleichungen
folgen aus(19) zusammen mit der bekannten Beziehung %, = — 212—)
a

24*
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- Die GroBe (21) gibt die GroBenordnung des Wurzelbereiches
fir kleinzahliges / und n; denn dann darf angenommen werden,
daB die Wurzeln von f(z) von der GroBenordnung Eins sind.
Das ist natiirlich nicht mehr der Fall, wenn die Koeffizienten
des Polynoms groBe Zahlen sind. Ich mdchte auf die ge-
nauere Abschitzung der Wurzeln jetzt nicht eingehen, glaube
aber, daB obige Behauptung sich dabei ziemlich genau be-
stiatigen wird.

§ 3. Es liegt natiirlich sehr nahe, die Funktion 1 auf
einen Schwingungsvorgang im Atom zu beziehen, dem die den
Elektronenbahnen heute vielfach bezweifelte Realitit in hoherem
MaBe zukommt als ihnen. Ich hatte auch urspriinglich die
Absicht, die neue Fassung der Quantenvorschrift in dieser
mehr anschaulichen Art zu begriinden, habe aber dann die
obige neutral mathematische Form vorgezogen, weil sie das
Wesentliche klarer zutage treten 1iBt. Als das Wesentliche
erscheint mir, daB in der Quantenvorschrift nicht mehr die
geheimnisvolle ,,Ganzzahligkeitsforderung® auftritt, sondern diese
ist sozusagen einen Schritt weiter zuriickverfolgt: sie hat ihren
Grund in der Endlichkeit und Eindeutigkeit einer gewissen
Raumfunktion.

Ich méchte auch jetzt noch nicht ndher auf die Erorterung
der Vorstellungsmoglichkeiten iiber diesen Schwingungsvorgang
eingehen, bevor etwas kompliziertere Fille in der neuen Fassung
mit Erfolg durchgerechnet sind. Es ist nicht ausgemacht, daB
dieselbe in ihren Ergebnissen ein bloBer Abklatsch der iiblichen
Quantentheorie sein wird. Z. B. fithrt das relativistische Kepler-
problem, wenn man es genau nach der eingangs gegebenen
Vorschrift durchrechnet, merkwiirdigerweise auf halbzahlige
Teilquanten (Radial- und Azimutquant)

Immerhinseien zuder Schwingungsvorstellung hiernocheinige
Bemerkungen erlaubt. Vor allem mochte ich nicht unerwéhnt
lassen, daB ich die Anregung zu diesen Uberlegungen in erster
Linie den geistvollen Théses des Hrn. Louis de Broglie?)
verdanke und dem Nachdenken iiber die riumliche Verteilung
jener ,Phasenwellen, von denen er gezeigt hat, daB ihrer
stets eine ganze Zahl, entlang der Bahn gemessen, auf jede

1) L. de Broglie, Ann.de Physique (10) 3. 8.22. 1925 (Théses,
Paris 1924)
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Periode oder Quasiperiode des Elektrons entfallen. Der Haupt-
unterschied ist, da8 de Broglie an fortschreitende Wellen
denkt, withrend wir, wenn wir unseren Formein die Schwingungs-
vorstellung unterlegen, auf stehende Eigenschwingungen gefiihrt
werden. Ich habe kiirzlich?) gezeigt, daB man die Einstein-
sche (astheorie auf die Betrachtung solcher stehender Eigen-
schwingungen, fir welche man das Dispersionsgesetz der
de Broglieschen Phasenwellen ansetzt, griinden kann, Die
obigen Betrachtungen fiir das Atom hitten sich als Verall-
gemeinerung jener Uberlegungen am Gasmodell darstellen lassen.

FaBt man die einzelnen Funktionen (18), multipliziert mit
einer Kugelflichenfunktion der Ordnung #, als die Beschreibung
von Eigenschwingungsvorgiingen auf, dann muB die GroBe £
etwas mit der Krequenz des betreffenden Vorganges zu tun
haben. Nun ist man gowihnt, daB bei Schwingungsproblemen
der ,Parameter* (gewdhnlich 2 genannt) dem Quadrat der
Frequenz proportional ist. Aber erstens wirde ein solcher
Ansatz im vorliegenden Fall gerade fur die negativeu B-Werte
zu imagindren Frequenzen fiihren, zweitens sagt dem Quanten-
theoretiker sein Gefiihl, daB die Energie der Frequenz selbst
und nicht ihrem Quadrat proportional sein mu8.

Der Widerspruch lost sich folgendermaBen. Fir den
nParameter“ B der Variationsgleichung (5) ist ja vorlaufig kein
naturliches Nullwiveau festgelegt, besonders da die unbekannte
Funktion 4 auBer mit % noch mit einer Funktion von »
multipliziert erscheint, die, unter entsprechender Anderung des
Nullniveaus von #, um eine Konstante abgesindert werden kann.
Folglich ist die ,Erwartung des Schwingungstheoretikers¢ dahin
zu berichtigen, daB nicht % selbst — das, was wir bisher so
nannten und auch weiter so nennen wollen — sondern Z ver-
mehrt um eine gewisse Konstante dem Quadrat der F requenz
proportional erwartet wird. Sei diese Konstante nun sefr grof
im Vergleich zu den Betriigen aller vorkommenden negativen
E-Werte [die ja durch (15) beschrinkt sind]. Dann werden
erstens die Froquenzen reell, zweitens aber werden unsere
£-Werte, da sic nur relativ kleinen Frequenzunterschieden
entsprechen, tatsiichlich sehr angenihert diesen Frequenzunter-

1) Erscheint demniichst in der Physik, Zeitschr.
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schieden proportional. Das hinwiederum ist alles, was das
,,né,tﬁrliche Gefithl* des Quantentheoretikers verlangen kann,
solange das Nullniveau der Erergie nicht festgelegt ist.

Die Auffassung, daB die Frequenz des Schwingungsvor-
ganges etwa durch

AL T i/ ¢ 5
(22) 11=0]/0+_E=C]/0+-2-1—/2_;—19+...

gegeben sei, wo C eine gegen alle F sehr groBe Konstante,
hat aber noch einen anderen sehr schitzenswerten Vorzug.
Sie vermittelt ein Verstindnis fur die Bohrsche Frequenzbedingung.
Nach der letateren sind doch die Emissionsfrequenzen den
B-Differenzen proportional, also nach (22) auch den Differenzen
der Kigenfrequenzen » jener hypothetischen Schwingungsvor-
gange. Und zwar sind die Eigenfrequenzen alle sehr grf)B
gegen die Emissionsfrequenzen, stimmen unter sich nahe iiberein.
Die Emissionsfrequenzen erscheinen demnach als tiefe ,Diffe-
renztone¢ der mit viel hoherer Frequenz erfolgenden Kigen-
schwingungen selbst. DaB beim Hiniiberwandern der Energie
aus der einen in die andere Normalschwingung ¢rgendetwas —
ich meine die Lichtwelle — in Erscheinung tritt, dem als
Prequenz jene Frequenzdifferenz zukommt, ist sehr verstindlich;
man braucht sich nur vorzustelien, daB die Lichtwelle ursichlich
verkniipft ist mit den wahrend des Uberganges an jeder Raum-
stelle notwendig auftretenden Schwebungen und daB die Frequenz
des Lichtes bestimmt wird durch die Haufigkeit, mit der das
Intensititsmaximum des Schwebungsvorganges pro Sekunde
wiederkehrt. -

Es mag Bedenken erregen, daB diese Schliisse sich auf
die Beziehung (22) in ihrer nilerungsweisen Gestalt (nach Ent-
wicklung der Quadratwurzel) gritnden, wodurch die Bolirsche
Frequenzbedingung selbst scheinbar den Charakter ein.er Niiht‘a-
rungsformel erhalt. Das ist aber nur scheinbar und wird véllig
vermieden, wenn man die relativistische Theorie entwickelt,
durch welche iiberhaupt erst ein tieferes Verstindnis vermittelt
wird. Die groBe additive Konstante C hiingt natiirlich aufs
innigste zusammen mit der Ruhenergie mc? des Elektrons.
Auch das scheinbar nochmalige und unabhiingige Auftreten der
Konstante 2 [die doch schon durch (20) eingefithrt war] .in der
Frequenzbedingung wird durch die relativistische Theorie auf-
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geklitrt bzw. vermieden. Aber leider begegnet ihre einwandfreie
Durchfthrung vorliiufig noch gewissen, oben berithrten Schwierig-
keiten.

Ee ist kaum nitig, hervorzuheben, um wie vieles sym-
pothlscher die Vorstellung scin witrde, daB liei einem Quanten-
tbergang die Energie aus ciner Schwingungsform in eine
andore tbergeht, als dic Vorstellung von den springenden
Elektronen. Die Anderung der Schwingungsform kann sich
stetig in Raum und Zeit vollziehen, sie kann gern solange
dauern, als erfahrungsgemif (Kanalstrahlversuche von W. Wien)
der KmissionsprozeB dauert; und gleichwohl werden, wenn
wihrend dicses Ubergangs das Atom fiir verhiltnismaBig kurze
Zeit cinem clcktrischen Feld ausgesetzt wird, das die Eigen-
frequonzen verstimmt, dic Schwebungsfrequenzen sogleich mit-
verstimmt werden, und zwar gerade nur solange als das Feld
einwirkt. Diese experimontcll festgestellte Tatsache bereitet
bekanntlich dem Verstiindnis bisher die griBten Schwierigkeiten,
man vergleiche ctwa die Diskussion in dem bekannten Lisungs-
versuch von Bohr-Kramers-Slater.

Im dbrigen darf man in der Freude iiber das menschliche
Néherriicken all dieser Dinge doch nicht vergessen, daB die
Vorstellung, das Atom schwinge, wenn es nicht strahlt, jeweilig
in Form ¢iver Eigenschwingung, daB, sage ich, diese Vorstellung,
wenn sie festgehalten werden muB, sich doch immer noch sehr
stark von dem waturlichen Bild cines schwingenden Systems
entfornt. Denn ein makroskopisches System verhilt sich ja
bekanntlich nicht so, sondern liefert im allgemeinen ein Pot-
pourri seiner Kigenschwingungen. Man darf aber seine Ansicht
in diesem Punkt nicht voreilig festlegen. Auch ein Potpourri
von Eigenschwingungen am einzelnen Atom wiirde nichts ver-
schlagen, sofern dabei ja auch keine anderen Schwebungs-
frequenzen auftreten als diejenigen, zu deren Emission das
Atom erfahrungsgemsB wunter Umstinden befihigt ist. Auch die
gleichzeitige wirkliche Aussendung vieler von diesen Spektral-
linien durch dasselbe Atom widerspricht keiner Erfahrung.
Man konnte sich also gut denken, daB bloB im Normulzustand
(und niherungsweise in gewissen , metastabilen Zustinden) das
Atom mit einer Kigenfrequenz schwingt und eben aus diesem
Grunde nicht strahlt, weil namlich keine Schwebungen auftreten.
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Die Anregung bestiinde in einer gleichzeitigen Erregung ein
oder mehrerer anderer Eigenfrequenzen, wodurch dann Schw
bungen entstehen, welche die Lichtemission hervorrufen.

Unter allen Umstéinden mdchte ich glauben, daB die =z
gleichen Frequenz gehorigen KEigenfunktionen im allgemeine
alle gleichzeitig angeregt sind. Mehrfachheit der Eigenwert
entspricht namlich in der Sprache der bisherigen Theorie de
Entartung. Der Reduktion der Quantisierung entarteter Systeme
diirfte die willkiirliche Aufteilung der Energie auf die zu einem
Eigenwert gehorigen Kigenfunktionen entsprechen.

Zusatz bei der Korrektur am 28. II. 1926.

Fir den Fall der klassischen Mechanik konservati
Systeme 1aBt sich die Variationsaufgabe schoner, als eingangs
geschehen, ohne ausdriickliche Beziehung auf die Hamilton-
sche partielle Differentialgleichung folgendermafien formulieren.
Sei T(q, p) die kinetische Energie als Funktion der Koordinaten
und Impulse, 7 die potentielle Energie, dz das Volumelement
des Konfigurationenraums ,rationell gemessen®, d. h. nicht .
einfach das Produkt dg¢,, dg, ... dgq, sondern noch dividiert
durch die Quadratwurzel aus der Diskriminante der quadra-
tischen Form 7(g, p). (Vgl. Gibbs, Staiistische Mechanik.)
Dann soll v das ,Hamiltonsche Integral«

oy ;
(23) Jar {2 (e 55) + v 7]
stationdr machen unter der normierenden Nebenbedingung Z
24) fuwrdr=1.

Die Eigenwerte dieses Variationsproblems sind bekanntlich die’
stationdren Werte des Integrals (23) und liefern nach unserer
These die Quantenniveaus der Energie. }

Zu (14”) sei noch bemerkt, daB man in der GroBe e,
im wesenthchen den bekannten Sommerfeldschen Ausdruck

V i + V— vor sich hat (vgl. ,,Atombau®, 4. Aufl,, S. 775)

Ziirich, Physikalisches Institut der Universitit. i
(Eingegangen 27. Januar 1926.)

Druck von Metzger & Wittig in Leipzig.
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