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Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Langenskalen L;, welche die Puddlebildung in topologi-
schen Isolatoren charakterisieren, zu untersuchen. Dabei soll vor allem die Abhéngigkeit
der charakteristischen Langen von der Bandliicke A bestimmt werden. Zur Beschreibung
des Systems wird ein klassisches Modell verwendet, welches den topologischen Isolator als
vollstdndig kompensierten Halbleiter mit zwei metallischen Oberflichen beschreibt. Um
eine gute Naherung des Grundzustands zu bestimmen, wird ein Algorithmus von Efros
und Shklovskii [I] verwendet.

Ein Skalenargument von Efros und Shklovskii [2] liefert L; ~ A?. Die numerischen Er-
gebnisse dieser Arbeit zeigen eine fast linearen Abhéngigkeit der typischen Léngen von
A im Bereich kleiner Energieliicken (A < 40). Aulerdem wird in dieser Arbeit ein ab-
gewandeltes Skalenarguments gegeben, welches die numerischen Ergebnisse fiir kleine A
reproduziert und verwendet werden kann, um charakteristische Léngen fiir gré8ere Werte
von A zu bestimmen. Hier gilt dann L; ~ A?/In(A). Der lineare Exponent im Bereich
kleiner Energieliicken eignet sich nicht zur Extrapolation der Langenskalen fiir grofiere A.
Die Léngenskalen, welche in dieser Arbeit bestimmt werden, kénnen als Abschétzung
fiir die maximale Dicke von topologischen Isolatoren verwendet werden. Unterhalb dieser

Dicke wire die Qualitéit der Proben stark verbessert.
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1 Einleitung )

1 Einleitung

Topologische Isolatoren (TIs) sind eine relativ neuartige Klasse von Materialien, welche
aufgrund ihrer topologisch geschiitzten Oberflichenzusténde besonders interessant sind.
Diese Oberflichenzustéinde konnen den elektrischen Strom fast verlustfrei leiten, wahrend
das Innere (engl. Bulk) des Materials ein Isolator ist [3]. In Abbildung ist die Band-
struktur eines solchen Materials zu sehen. Wie bei einem gewohnlichen Isolator liegt die
Fermienergie in der Bandliicke zwischen Valenz- und Leitungsband. Die Bandliicke wird
jedoch von den Oberflichenzusténden durchquert, wodurch das Material dort elektrisch
leitend ist. Dieses Phdnomen wurde zuerst bei zweidimensionalen Systemen mit topolo-
gischen Zusténde auf dem eindimensionalen Rand entdeckt [4]. Seit einigen Jahren sind
auch dreidimensionale topologische Isolatoren bekannt, welche elektrischen Strom auf ih-
rer 2D-Oberfléche leiten konnen [5].

Leitungsband
L
9 Oberflachen—
g Fermienergie zustande
o . . pivig o
L

Valenzband

Impuls k

Abbildung 1.1: Bandstruktur eines topologischen Isolators. Die Fermienergie liegt zwi-
schen Valenz- und Leitungsband, die Oberflichenzustéinde gehen durch
die Bandliicke.

Die bekannten dreidimensionalen TIs haben jedoch meist eine nichtverschwindende elek-
trische Leitfdhigkeit im Bulk und sind damit keine guten Isolatoren (siehe Abbildung
. Dies erschwert die experimentelle Untersuchung der Oberflacheneigenschaften. Aus
diesem Grund wird ein solcher dreidimensionaler topologischer Isolator mit Fremdatomen
dotiert, um freie Ladungstrager zu kompensieren. Es stellt sich jedoch heraus, dass der
Bulk selbst bei bestmoéglicher Kompensation und bei tiefen Temperaturen immer noch
eine elektrische Leitfahigkeit aufweist [6].

Grund dafiir ist die Abschirmung von starken Potentialschwankungen, welche durch die
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Abbildung 1.2: Elektrischer Widerstand fiir verschiedene Zusammensetzungen von
Biy_Sb,Tes_,Se,. Fir T — 0 nimmt p einen konstanten Wert an. Bei
einem idealen Isolator wiirde die Kurve gegen oo gehen. Alle Zusammen-
setzungen sind also keine guten Isolatoren (entnommen aus [6]).

Kompensation freier Ladungstriager entstehen. Aufgrund dieser Abschirmung bilden sich
einzelne leitende Regionen aus, welche als Puddles bezeichnet werden. Zur Beschreibung
des Bulks der 3D TTs wird die Theorie dotierter Halbleiter verwendet, da die topologischen
Isolatoren aus diesen Materialien hergestellt werden [7].

Die typische Bandliicke eines Halbleiters betrigt einige eV. Um die elektrischen Eigen-
schaften des Halbleiters zu verdndern, kann man bestimmte Fremdatome (sog. Dopants)
in den Kristall einbauen. Dieses Verfahren wird als Dotierung bezeichnet. Die Fremdato-
me unterscheidet man in Donatoren und Akzeptoren. Donatoren besitzen Elektronen, die
nicht fiir chemische Bindungen benétigt werden und demnach frei sind. Bei Akzeptoren
hingegen fehlt ein Elektron fiir die Bindung an Nachbaratome, es liegt also ein Defektelek-
tron (Loch) vor. Man spricht von n-Dotierung, wenn zusétzliche Elektronen hinzugefiigt
werden, und von p-Dotierung bei zusétzlichen Defektelektronen/Lochern.

Um einen moglichst guten Isolator zu erhalten, sollten sich p- und n-Dotierung kompensie-
ren. Dreidimensionale topologische Isolatoren aus BisSes und BisTes sind z.B. n-dotierte
Halbleiter mit freien Elektronen [7]. Dadurch besitzen diese Materialien eine elektrische
Leitfdhigkeit. Durch das Beimischen von Akzeptoren wihrend der Kristallzucht kann die

Fermienergie abgesenkt werden, um ein isolierendes Material zu erhalten [6]. Ein Maf fiir

das Verhéltnis von Akzeptoren und Donatoren ist die Kompensation K = N_A’ wobei
D
N4, Np die Dichten von Akzeptoren bzw. Donatoren sind.
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Bei K =1 spricht man von perfekter Kompensation. Dieser Fall ist zwar im Experiment
nicht exakt realisierbar, eignet sich jedoch gut fiir eine theoretische und numerische Ana-
lyse. Die zusétzlichen Elektronen, welche durch die Donatoren in das Material gebracht
werden, rekombinieren bei K = 1 fast vollstdndig mit den zusétzlichen Lochern der Ak-
zeptoren. Nach der Kompensation der freien Ladungstriger sind dann fast alle Akzeptoren
negativ geladen und die Donatoren fast ausschlieflich positiv geladen. Eine idealisierte
Beschreibung der vollstdndigen Kompensation geht davon aus, dass sich exakt alle La-
dungen ausgleichen. Der Einfachheit halber wird dies in dieser Arbeit verwendet. Die
Fermienergie liegt dann genau in der Mitte der Bandliicke A und es gilt Ny = Np = N.
Die Halbleitermaterialien werden bei sehr hohen Temperaturen (ca. 850 °C [6]) aus einer
Schmelze hergestellt. Die Konzentration der intrinsischen Ladungstréiger ist bei solch ho-
hen Temperaturen grofler als die der Dopants. Deshalb wird die Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den Dopants durch die intrinsischen Ladungstrager abgeschirmt. Auch wenn die
intrinsischen Ladungstriager beim Abkiihlen des Materials rekombinieren, bleiben die Do-
pants zufillig verteilt.

Die Bindungsenergie und der effektive Bohrsche Radius der Dopants sind analog zum

Wasserstoffatom gegeben durch [§]

m*e? m* Ameeoh?

5T 9(dreeo 2R T mee2 ¢ 5 m*e? (11)

Die Bandmasse m* ist nicht genau bekannt, fiir das Material BiySes liegt sie zwischen

m* = 0,14 m, und m* = 0,24 m, [9]. Im Folgenden wird m* = 0,2 m, verwendet. Die

dielektrische Konstante der 3D TIs ist mit ¢ ~ 200 sehr grof [§]. Auflerdem wurde die

Bandliicke von BiSbTeSe; bei tiefen Temperaturen (7' < 50 K) auf A = 0,26 eV vermessen

[8] und die Gitterkonstante betrigt a ~ 4,16 A [7]. Die Dotierungsdichte N liegt bei ca.

10' em ™3 [1].

Durch Einsetzen in Gleichung erhilt man Egc = 6,8 x 107%eV und ag = 5,3 x 1078 m.
Da Esc < A gilt, kann die Energie von Akzeptoren und Donatoren als —A/2 bzw. A /2

angenommen werden. Die Dopants sitzen also nah an den elektronischen Béandern.
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Numerisches Modell

Der Bulk des topologischen Isolators wird als Quader mit linearen Dimensionen L, L, L,
modelliert, wobei L, = L, = Ly, gilt. In diesem Quader werden zufillig jeweils (L,,)?L,
Akzeptoren und Donatoren verteilt. Geladene Dopants interagieren miteinander iiber
Coulomb-Wechselwirkung.

Die Hamilton-Funktion des Systems ist dann gegeben durch [10]

H=23 fimct 5 S VIR -7 2.)
i i#j
Der erste Term in Gleichung beschreibt die Energiedifferenz zwischen Donatoren
und Akzeptoren, welche am oberen bzw. unteren Rand der Bandliicke sitzen. Der zweite
Term ist die Coulomb-Wechselwirkung zwischen geladenen Dopants. Da das System nur
bei T" = 0 betrachtet wird, gibt es keine intrinsischen Ladungstrdger im Valenz- oder
Leitungsband. Deren Beitrag zur Hamilton-Funktion, z.B. durch kinetische Energie, wird
deshalb nicht beriicksichtigt.

Die Variable f; unterscheidet zwischen Donatoren (f; = 1) und Akzeptoren (f; = —1),
mit ¢ = 1,2,...,2L,L,L,. Desweiteren beschreibt n;, ob ein Dopant mit einem Elektron
besetzt ist (n; = 1) oder nicht (n; = 0).

q; ist die Ladung des i-ten Dopants und berechnet sich iiber

¢ = (% —n; + %) e (2.2)

Besetzte Akzeptoren (f; = —1, n; = 1) sind also negativ geladen, wohingegen unbesetzte
Akzeptoren elektrisch neutral sind. Donatoren sind ungeladen, wenn sie besetzt sind (f; =
1, n; = 1), und positiv geladen, wenn sie unbesetzt sind.

Fiir die Coulomb-Wechselwirkung V'(|7; — 75|) ist es wichtig, den effektiven Bohrschen
Radius ap der Dopants miteinzubeziehen. Dieser beschreibt die Ausdehnung der Wellen-

1/3 zwischen

funktionen der Dopants. Vergleicht man ap mit dem mittleren Abstand N~
Fremdatomen, so ergibt sich N=%/% = 107®*m < ap. Der mittlere Abstand zwischen den
Dopants ist also kleiner als die Ausdehnung der Wellenfunktionen. Aus diesem Grund ist
die Coulomb-Wechselwirkung bei kleinen Abstédnden mafigeblich durch diesen quanten-
mechanischen Effekt beeinflusst. Fiir |75 — 7| 3> N~1/3, also bei grofen Abstéinden, hat

das Potential die bekannte 1/r Abhéngigkeit. Damit ergibt sich nach Skinner et al. [10]
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das folgende Potential.

1

dmeeor/|Ti — 7|2 + a2

V(i = 750) = Viy = (2.3)

Die Beriicksichtigung des Bohrschen Radius fithrt dann dazu, dass das Potential fiir sehr
kleine Abstinde nicht mehr divergiert, da V(0) = (4reegap) .

Position r

Abbildung 2.1: Vergleich der reinen Coulomb-Wechselwirkung (blaue Kurve) und des Po-
tentials mit Cutoff (rote Kurve). Das 1/r Potential divergiert fiir  — 0,
wihrend der Cutoff fiir einen endlichen Wert V(0) sorgt. Fiir grofle
Absténde ist der Verlauf der beiden Kurven gleich. 7 ist hier in Einheiten
von ap gemessen.

Das Coulomb-Potential der geladenen Dopants aus Gleichung (2.3)) muss noch angepasst
werden, um die Oberfliche des topologischen Isolators zu beriicksichtigen. Dies geschieht
mithilfe der Bildladungsmethode in Kapitel 2.4. Im Folgenden wird aber nun zuerst die

Funktionsweise des Algorithmus erldutert, mit dem das System gelost wird.

Fiir eine numerische Analyse der Hamilton-Funktion (Gl. (2.1))) ist es notig, diese in
einheitenloser Form zu schreiben. Eine sinnvolle Einheit zur Lingenmessung ist N~'/3,
der mittlere Abstand zwischen Fremdatomen. Damit ergibt sich die mittlere Wechselwir-

kungsenergie zwischen geladenen Dopants als Einheit fiir die Energie.

62

© 7 dmeegN1/3 (2:4)

Alle Energien werden relativ zur Fermienergie gemessen, welche genau in der Mitte zwi-
schen Valenz- und Leitungsband bei p = 0 liegt (siehe Abbildung. Um die Hamilton-
Funktion dimensionslos zu machen, wird Gleichung ({2.1]) in Einheiten von E¢ geschrieben.
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H A 1 4reegN~1/3 4id;
7= ap 2 fmit 52

2E, 7 dmeeo/|Ti — T2 + aj e?
A ] ] (2.5)
H:_Zfzni+_z q:4;
i i#] |T’Z —TJ| —{—CLB
. S H o A g 1/3 ~ 1/3
Hier wurde H = ok A= oA G =—, 7, =r;N"/° und ag = agN"/° verwendet. Alle
C C €
1/3

Léangen, welche mithilfe der Numerik bestimmt werden, sind also in Einheiten von N~

gegeben und die Energien in Einheiten von E..

2.2 Minimierungsalgorithmus zur Bestimmung des

Grundzustands

Das Ziel des Algorithmus ist es, aus dem Anfangszustand, in welchem alle Dopants geladen
sind, den Grundzustand zu erhalten. Im Anfangszustand sind alle Donatoren unbesetzt
(n; = 0) und alle Akzeptoren sind besetzt (n; = 1). Gesucht ist die Konfiguration n;, wel-
che die Energie minimiert. Bei M Dopants miisste man also theoretisch alle 2" Konfigura-
tionen priifen. Dies ist von hohem numerischen Aufwand, da die Zahl der Konfigurationen
exponentiell wichst.

Mithilfe eines Algorithmus von Efros und Shklovskii [1] ist es jedoch moglich, eine sehr
gute Ndherung des Grundzustands zu bestimmen. Dieser sog. Pseudo-Grundzustand hat
dhnliche physikalische Eigenschaften wie der echte Grundzustand, aber nicht die exakt
gleiche Energie. Des Weiteren ist dieser Zustand nicht eindeutig, stattdessen gibt es viele
Pseudo-Grundzustéinde mit sehr &hnlichen Energien (siehe Abbildung [2.2).

Um den Pseudo-Grundzustand zu erreichen, werden Elektronen zwischen besetzten Do-
pants (negativ geladene Akzeptoren oder ungeladene Donatoren) und unbesetzten (unge-
ladene Akzeptoren/positiv geladene Donatoren) ausgetauscht. Dieser Austausch geschieht
paarweise zwischen Dopants mit n; = 1, n; = 0, fiir n;, = n; = 1 oder n; = n; = 0 ist kein
Austausch moglich. Um ein Elektron zu verschieben, muss die Energie A aufgebracht wer-
den. Da nun jedoch zwei Dopants neutral sind, verringert sich aber die Coulomb-Energie.
Wird die Gesamtenergie aus Gleichung durch einen Austausch verringert, so wird
dieser akzeptiert, ansonsten wird er riickgéngig gemacht.

Im Folgenden wird die Energiedifferenz zwischen dem Grundzustand und einem Zustand,
in dem die Besetzungen von zwei Dopants vertauscht sind, berechnet. n; und ¢ beschrei-
ben die Besetzung und Ladung an Position 7; im Grundzustand. Dabei sei einer der
Dopants am Ort a im Grundzustand besetzt (n, = 1, ¢, = (fo — 1)/2) und der andere
Dopant sei am Ort b und unbesetzt (7, =0, @ = (f, +1)/2).
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Anfangs—
zustand

V(r)

Pseudo—-GZ

zustand

r

Abbildung 2.2: Die Pseudo-Grundzustiande haben etwas hohere Energie als der echte
Grundzustand. Sie eignen sich dennoch, um die physikalischen Eigenschaf-
ten des Systems zu beschreiben.

Im angeregten Zustand gilt dann n, =0, ny = 1, ¢o = (fa +1)/2, ¢ = (fy — 1)/2. Damit
ergibt sich sofort

na_ﬁa:_]-) nb—ﬁb:]., Qa_(jazlu Qb_(jb:_]- (26)
Die Energiedifferenz zwischen den beiden Konfigurationen ergibt sich zu

AFE = Ea,b - EGrundzustand

A A 1
:EZfiﬁi+E(fana+fbnb)+§ Z Vij CYiC?j‘f—Zqu_iqa

i#a,b z;éj i#a,b
1,j7#a,b
+ ) Vi G+ Vi qas — éZfz ﬁi"’lZV;j i4;
: 2 = 2
i#a,b i i#j
A
=35 (fa(na — na) + folne — M) + Z Via @i(da — Ga) + Z Vio @i(q — @) (2.7)
i#a,b i#a,b
+ V;zb (CZaQb - (ja@))
A
= 5= fa)+ D Via G~ Zvﬂ, G+ Vb (G — 3o — 1)
i#a,b i#a,b
= £+ Vi &= YV i~ Vio = S (o~ ) + 6= 0V,
- 9 b a e ia i ~ ib i ab — 2 b a a b ab

mit ¢; = >, +; Vij @i und AFE > 0, da das System aus dem Grundzustand gebracht wurde.

Es ist nun hilfreich, die Energie ¢; fiir einen einzelnen Dopant zu definieren durch
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Abbildung 2.3: Die Donatoren und Akzeptoren sitzen direkt an den elektronischen
Béandern bei +A/2 und die Fermienergie liegt genau in der Mitte der
Béander. Durch Austausch eines Elektrons konnen zwei vorher geladene
Dopants elektrisch neutral werden

A
€ = Efi - 27; Viiaj (2.8)
B2

Da AE > 0 gelten muss, folgt aus den Gleichungen ({2.7) und (2.8]) eine einfache Bedingung
fiir den Pseudo-Grundzustand
€j — & — %j >0 (29)

Im Pseudo-Grundzustand ist (2.9) fiir alle Paare (4, ) mit n; = 1 und n; = 0 erfiillt. Dies
ist das sog. Efros-Shklovskii-Stabilitéatskriterium (ESK) [I].

Der Algorithmus arbeitet also wie folgt:
e Elektron wird von besetztem zu unbesetztem Dopant verschoben
e ESK fiir diesen Austausch priifen

e ESK nicht erfiillt — Tausch riickgéingig machen und Austausch bei einem neuen

Paar versuchen
e ESK erfiillt — Alle ¢; neu berechnen
e Diese Schritte wiederholen, bis ESK fiir alle Paare erfiillt ist

Wie bereits erwihnt, ist die endgiiltige Konfiguration nicht der exakte Grundzustand.
Dies liegt daran, dass immer nur ein paarweiser Austausch gleichzeitig durchgefiihrt wird.

Wiirde man den Algorithmus auf Vertauschungen zwischen mehr als 2 Dopants oder das
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simultane Austauschen von mehreren Paaren erweitern, konnte man die Energie des Sys-
tems weiter absenken. Dies ist aber mit einem erhohten numerischen Aufwand verbunden.
Da der Pseudo-Grundzustand die Physik des Systems sehr gut beschreibt, ist dieser voll-

kommen ausreichend.

2.3 Bildladungsmethode

Durch die Bildladungsmethode (auch Methode der Spiegelladung genannt) lassen sich
elektrostatische Randwertprobleme l6sen. Bringt man einen leitfdhigen, aber ungeladenen
Korper in die Néhe einer Ladung ¢, so werden Elektronen im Leiter verschoben, um das
elektrische Feld der Ladung abzuschirmen. Dieser Effekt wird als Potentialabschirmung
(engl. Screening) bezeichnet. Bei der Bildladungsmethode werden all diese verschobenen
Ladungen als eine Punktladung zusammengefasst, um so das Problem einfacher zu ge-

stalten und das sich einstellende Potential zu berechnen.

metallische
__|Platte

_________________ +q

Abbildung 2.4: Abschirmung des elektrischen Feldes einer Punktladung +¢ durch eine
metallische Platte. Die Oberflaichenladungen auf der Platte kénnen durch
eine (fiktive) negative Ladung im gleichen Abstand auf der anderen Seite
der Platte ersetzt werden (Spiegelladung).

In Vorbereitung auf das néchste Kapitel wird eine Ladung g bei 7 = (¢, yo, 20) in der
Néhe einer metallischen Platte bei z = 0 betrachtet. Auf der Platte sammeln sich solange
Ladungen an, bis dort das Potential Null herrscht und das elektrische Feld senkrecht auf
der Platte steht.

Um das gesamte elektrische Feld fiir z > 0 zu berechnen, wird die Platte durch eine
Ladung —q bei z = —zy ersetzt. Das Potential der beiden Ladungen ist Null bei z = 0
und lautet fiir z > 0
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T \VE— P 0 VRt (0

2

oz, 7, 2) 1( 4 - 4 ) (2.10)

Hier und im Folgenden wird (r;)? = (x — 2¢)* + (y — y0)? verwendet.

2.4 Einfluss der Oberflaichen auf das Potential

Die Oberfliachen des topologischen Isolators wirken wie metallische Platten. So wird die
Eigenschaft der leitenden Oberflichen auf dieses klassische Modell iibertragen. Da mit
dem Modell vor allem Systeme untersucht werden sollen, deren Ausdehnung in z-Richtung
viel kleiner ist als in den anderen beiden Richtungen, werden auch nur die beiden Ober-
flachen senkrecht zur z-Achse bei 2z = 0 und z = L, beriicksichtigt. Aufgrund der pe-
riodischen Randbedingungen in x- und y-Richtung werden die anderen vier Oberflachen
vernachlassigt. Mit der Methode der Spiegelladung lédsst sich dann das Potential einer
Ladung am Ort (xg, Yo, 20) zwischen den beiden Platten bestimmen. Eine der Platten
befinde sich bei z = 0, die andere bei z = L,.

Im Gegensatz zum Problem mit nur einer metallischen Platte, muss man hier jedoch eine
unendliche Zahl an Spiegelladungen generieren, um das echte Potential zu erhalten.
Betrachtet man das System mit zwei Winden und einer Ladung im Inneren mit zg < —
(siche Abb. [2.5), so fithrt eine Spiegelung der echten Ladung an der linken Wand (Wand 1)
zu einem endlichen Potential an der rechten Wand (Wand 2). Dafiir ldsst sich das Potential
aus Gleichung betrachten, wobei nur die Abstandsabhéngigkeit V' (z, zy) untersucht

wird. Auflerdem wird der Cutoff aufgrund des Bohrschen Radius ap miteinbezogen.

1 1
V(z=1L,) = — 0
| ) V(L= 20+ (1) + (as)”  V/(L:+20)° + (r1)? + (ap)? ’

Spiegelt man nun die echte Ladung und deren soeben generierte Spiegelladung an Wand
2, so nimmt das Potential an Wand 2 den Wert Null an. Dies ergibt dann folgende Formel
fiir das Potential im Bulk des T1Is.

1 1

V(z—=202+ (rL)? + (ag)? /(24 20)%+ (r1)? + (a)?
1 1

VG2 -l P+ P G —2L + 2P + (11 + (@)

=V(z=1L,)=0
1 1
V(iz=0)= — 0
=0 V(2L + 20)2 + (r1)? + (ap)? /(2L — 20)* + (r1)? + (ap)? 7




2 Theoretische Grundlagen 15

Dieses Potential ist also ungleich Null an Wand 1. Deshalb muss man die beiden Ladungen
rechts von Wand 2 wieder an Wand 1 spiegeln. Damit ist das Potential an Wand 2 wieder
ungleich Null. Abbildung [2.5] zeigt das Verfahren zu diesem Zeitpunkt und die dabei

auftretenden Abstande.

Wand 1 Wand 2
2L+ z

2L-2z

© & o | D o &

-~ e—>

-Z | Z

-(2L-2)

-(2L+2)

z=0 z=L

Abbildung 2.5: Methode der Spiegelladung bei zwei Winden im Abstand L mit 3 Itera-
tionen der Spiegelung

Fortsetzen dieses Verfahrens liefert eine unendliche Reihe, die das Potential der Ladung

L, .
bei zy < > beschreibt.

1 1
CVE =22+ )+ (@) V(2 +20)2 + (r)? + (ap)?

1
+ (2.11)
n=0 \/(Z — 20+ (=1)" 2L, - |1+ %J)Z +(r1)? + (ag)?
1
-2

1204/ (z 4+ 20+ (~1)H 2L, (14 2)) + (1) + (ap)?

Die GauBklammern |...| runden (1 + %) auf die ndchstkleinere ganze Zahl ab und liefern
damit die richtigen Vorfaktoren von L, im Potential. Fiir ein frithzeitiges Abbrechen der

Reihe definiert man auflerdem V,.(zo, z, V) wobei N die obere Grenze der Summe ist.

Fiir zg > % wird die erste Spiegelung an Wand 2 durchgefiihrt und es ergibt sich wieder
eine unendliche Reihe fiir das Potential am Ort z. Man kann hier V,.(zo, z) berechnen,
indem die Transformationen z — (L, —z) und zy — (L, — 29) auf Gleichung
angewandt werden.

Im verwendeten Algorithmus muss das Potential nach jedem akzeptierten Tausch eines
Elektrons neu berechnet werden. V. wird also wéhrend der Optimierung der Energie sehr
haufig bestimmt. Da es jedoch numerisch aufwendig ist, Gleichung jedes Mal bis zu
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Trffs
WN—=O

!
8

Abbildung 2.6: Potential fiir verschiedene Grenzen N der Summe mit L, = 1, 2 = 0,8
und ap = 0,2. Potentiale mit ungeradem N sind immer an der rechten
Wand ungleich Null, bei geradem N hat man ein von Null verschiedenes
Potential an der linken Wand.

einer hohen Ordnung zu berechnen, benotigt man eine Naherungslosung, die das Potential

ausreichend gut beschreibt und weniger rechenaufwendig ist.

Die einfachste Moglichkeit wére es, die Reihe nur bis zu einer gewissen, niedrigen Ordnung

zu berechnen, bei der die Abweichung zum echten Potential nicht zu grof} ist.

Man sieht in Abbildung dass das Potential fiir gerade N an der linken Wand und fiir
ungerade N an der rechten Wand ungleich Null ist. Aulerdem liefert N = 3 bereits eine
gute Naherung fiir das echte Potential. Hier miissen jedoch bereits zehn Terme berechnet
werden. Da die Anzahl der zu berechnenden Terme mit jeder Ordnung um zwei steigt, ist

Erhohung der Préazession auch mit héherem numerischen Aufwand verbunden.
Eine weitere mogliche Naherung, welche die Konvergenz an beiden Wénden garantiert,
wiire es, die Reihe nach einigen Termen abzubrechen und eine Gerade zwischen z = 0 und

L,
z = L, abzuziehen. Dies liefert fiir zy < >

Vers(zo, 2, N) = Vo(z0,2,N) — ((VC(zO,LZ,N) — Ve(20,0,N)) Li + VC(zO,O,N)) (2.12)
Diese Niaherung erweist sich bereits als sehr genau, wenn keine Terme der Summe berech-
net werden. Man bestimmt also nur die erste Spiegelladung und interpoliert dann mit der

Geraden.
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L, .
Fiir z5 < > gilt dann

VL(Z(),Z) = ! — ! (213)

V(z—2)?+ () +(ap)  V(z+20)+(r0)’ + (ap)”

z

1 1
"L (\/(Lz 202+ (r)2 + (ap)? (L. — 20 + (r )2 + (GB)2>

L, .
Der Ausdruck fiir zg > > enthélt zwei weitere Terme und lautet

1 1
VR 20,%) = —
(0:2) V(=202 + () + (ap)? (2L, — 2z — 20)% + (r1)? + (ap)?
1 1
— 2.14
V(20)% + (r1)? + (ap)? i V2L, — )2 + (r1)? + (ap)? 214

z 1 1
T (x/(z'o)2 +(r)? + (ap)? (L. — 202 + (ra)? + (aB)Q)

Damit ergibt sich ein effektives Potential an der Stelle 2z, welches von 2z, abhéngt

Vi(20,2), 20 < %
Verr(20,2) = (2.15)

Vr(z0,2), 20> %
0 — Vl2=02) |
2.5} —  Vi(20=0,4) 1
< 20! — Vei(2=02) |
> Ver(2=04) -
10 |
0.5 :
| ]

Abbildung 2.7: Vergleich zwischen den Potentialen aus Gleichung (2.11)) und Gleichung
(2.15) mit L, =1 und ag = 0,2 fiir 2o = 0,2 bzw. zg = 0,4. Da L, 2 ap
gilt, ist die Abweichung der Kurven grofi.
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Nun kann man Vs; und V, vergleichen, um zu beurteilen, ob die Néherung sinnvoll ist
(siehe Abb. und 2.8). Man sieht, dass es immer noch eine Abweichung zwischen dem
tatséchlichen Potential und der Ndherung gibt. Der Unterschied der Kurven ist besonders
grofl, wenn zg nah bei L,/2 ist. Aulerdem ist die Nidherung sehr viel genauer, wenn
L, > ap gilt. Da dies in den simulierten Systemen der Fall ist, ist die Ndherung zur
Beschreibung des Potentials gut geeignet. Von Vorteil ist aulerdem, dass das Potential an
beiden Wénden exakt den Wert Null annimmt. Wie man in Abbildung sehen kann,

weichen die Kurven nur bei grofien Absténden etwas voneinander ab.

2-0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1.5 .
1 — Ve(2=2) |
N 1.0+ — VA(za=4 |

= c(20=4)

L - Veff(zozz) ]
0.5 Veff(20=4) |

O |

Abbildung 2.8: Vergleich zwischen den Potentialen aus Gleichung (2.11)) und Gleichung
(2.15) mit L, = 10 und ap = 0,5 fiir zg = 2 bzw. 2y = 4. Die Néherung
Vers entspricht sehr gut dem echten Potential V.

Die bendtigte Rechenzeit fiir die groBten simulierten Systeme (L., = 50 = L., 250000
Dopants) betragt mit dem Potential aus Gleichung ca. 13 Stunden. Betrachtet
man nur die reine Coulomb-Wechselwirkung ohne Abschirmung durch die Oberflachen,
so hat man Rechenzeiten von ca. 7 Stunden bei gleicher Systemgréle. Hier wurden auch
periodische Randbedingungen in z-Richtung verwendet.

Aufgrund der Fallunterscheidung bei zy = L,/2 ist V.ss(20,2) dort nicht stetig. Dies
beeinflusst auch die Ergebnisse der Numerik, worauf an der jeweiligen Stelle hingewiesen
wird. Es ist wichtig, dass dieser Effekt keine Auswirkungen auf die endgiiltigen Ergebnisse
hat, da er unphysikalisch ist.

Da die Spiegelladungen bei hoheren Iterationen immer weiter von den Wénden entfernt
sind und immer Paare von entgegengesetzt geladenen Spiegelladungen gebildet werden,
ist auflerdem eine Dipolndherung moglich. Da man hier jedoch einen Punkt wéahlt, um

welchen entwickelt wird (z.B. z = 0), versagt diese Naherung fiir = — L, und es gibt eine
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sehr grofle Abweichung zwischen dem exakten Potential nach Gleichung und der
Néaherung bei z = L,. Analog hat man einen grofien Fehler bei z = 0, wenn man z = L,
als Entwicklungspunkt wéhlt. Aus diesem Grund wird diese Naherung nicht verwendet.

Fiir alle im Folgenden dargestellten Ergebnisse wurde das Potential nach Gleichung
verwendet. Obwohl periodische Randbedingungen in x- und y-Richtung verwendet werden,

ist es wichtig, dass Ly, > L, gilt, um finite-size Effekte zu vermeiden.

2.5 Screening & Puddles

Ein wichtiges Phénomen ist die Potentialéinderung im Inneren des TIs vom Anfangs- zum
Grundzustand. Im Anfangszustand zeigt das Potential starke Fluktuationen, aufgrund der
zufillig verteilten geladenen Dopants. Wie bereits erwahnt, tritt eine Abschirmung des
Potentials auf, wenn es energetisch giinstig ist, ein Elektron von einem geladenen Akzeptor
zu einem geladenen Donator zu verschieben. Fiir diesen Transfer muss die Energieliicke A
iiberwunden werden. Durch den Austausch sind aber nun Akzeptor und Donator elektrisch
neutral, wodurch die Coulomb-Wechselwirkung des Systems abnimmt. Da es sich dabei
um eine langreichweitige Wechselwirkung handelt, beeinflusst ein solcher Austausch das
Potential an jedem Ort des Systems. Es handelt sich also um einen nicht-linearen Prozess.
Abbildung zeigt das Potential ¢y des Anfangszustands und ¢;, das Potential des
Grundzustands. Man sieht, dass ¢y in allen vier Bildern grofle Fluktuationen zeigt. Im
Grundzustand ist das Potential deutlich abgeschwécht und sein Betrag iiberschreitet nur

an wenigen Stellen A/2. In diesen Bereichen bilden sich Ansammlungen von neutralen

Atomen, sogenannte ,, Puddles(sieche Abb. .

Abbildung 2.9: Beispiele fiir Elektronen- und Loch-Puddles (orange/blau) bei verschiede-
nen Energieliicken A und L,, = 50, L, = 30.

An Bild (b) in Abbildung kann man sehen, dass auch grofie lokale Schwankungen des
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Potentials abgeschirmt werden koénnen. In Bild (c¢) wird deutlich, dass es sich um einen
Effekt handelt, der auch iiber grofle Langenskalen auftritt. Auflerdem kann es passieren,
dass das Potential im Grundzustand A/2 iiberschreitet, obwohl es im Anfangszustand
kleiner als diese Schwelle ist. Dies ist in Bild (d) sichtbar. Auflerdem kann man hier
zwei Puddles beobachten, die sehr nah beieinander liegen, ohne dass sich das Potential
dazwischen stark @ndert. Es ldsst sich also sagen, dass es sich bei der Abschirmung um
einen hochkomplexen Mechanismus handelt, bei dem viele unterschiedliche Phdnomene
auftreten konnen.

Die Puddles spielen eine wichtige Rolle beim Versténdnis von Transporteigenschaften im
Bulk des TIs, z.B. bei der optischen oder elektrischen Leitfahigkeit. Aufgrund der frei-
en Ladungstriager in den Puddles sind diese elektrisch leitend. Elektronen und Locher
konnen auBlerdem zwischen den einzelnen Puddles tunneln. Da der aktivierte Transport
durch intrinsische Ladungstrédger bei tiefen Temperaturen unterdriickt ist, bestimmt die-
ses Tunneln mafigeblich den elektrischen Widerstand in diesem Temperaturbereich [L1].
Desweiteren tragen die Puddles zur optischen Leitfahigkeit bei, wodurch sie auch experi-
mentell nachgewiesen wurden [12].

Man unterscheidet dabei zwischen Elektronen-Puddles, welche sich aus neutralen Dona-
toren zusammensetzen, und Loch-Puddles, welche Ansammlungen von neutralen Akzep-
toren sind. Elektronen-Puddles bilden sich also, wenn ¢ > A/2 gilt, wohingegen Loch-
Puddles fiir ¢ < —A/2 auftreten.
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Abbildung 2.10: Fluktuationen des anfianglichen und des korrelierten Potentials (¢, ¢1).
Puddlebildung tritt dann auf, wenn die blaue Kurve die gestrichelten Li-
nien bei £A /2 iiberschreitet. ¢ entsteht durch die zuféllig verteilten Do-
pants und zeigt deshalb starke Fluktuationen. Im Pseudo-Grundzustand
sind diese Fluktuationen unterdriickt, was man an ¢; sieht. Die verwen-
deten Parameter sind A =10, L,, = 30, L, = 30.
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3 Numerische Bestimmung von

Langenskalen

Ziel dieses Abschnittes ist es, verschiedene Léngenskalen des Systems mithilfe der nume-
rischen Simulationen zu definieren und anschliefend deren Abhéngigkeit von der Ener-
gieliicke A zu untersuchen. Dafiir wird die Dichte neutraler Dopants in Abhéngigkeit ver-
schiedener Parameter betrachtet. Aufgrund der zufélligen Positionen der Dopants werden
die Ergebnisse iiber viele Konfigurationen (300 bis 800) gemittelt, um ein reprisentatives

Ergebnis zu erhalten.

3.1 Langenskala an der Oberflache

Die Dichte neutraler Dopants in Abhéngigkeit der Eindringtiefe z ist definiert als

Nneutral (Z)

e (3.1)

no(z) =

Hier ist Nyeutrar(2) die Anzahl an neutralen Atomen mit z-Koordinate zwischen z und
z + dz und analog ist N(z) die Gesamtanzahl an Atomen in diesem Bereich. Es wurde
dz = 0,25 gewahlt.

Die Neutralisierung von Atomen findet nicht gleichméfig verteilt im ganzen System statt.
Stattdessen hat man an den beiden Réndern des Systems, also in der Néhe der leitenden
Oberflachen, eine sehr geringe Dichte. Die Puddlebildung ist dort unterdriickt. Dies liegt
daran, dass hier die metallischen Oberflichen stark zum Screening beitragen. Mit zuneh-
mendem Abstand vom Rand steigt die Dichte dann stark an und pendelt sich auf einem
konstanten Plateau bei der Dichte (ng)pux ein. Ndhert man sich dem anderen Rand, so
nimmt die Dichte wieder ab und wird am Rand Null. Ein Beispiel fiir den Verlauf von
no(z) ist in Abbildung |3.1| zu sehen.

(no)pur Wird bestimmt, indem die Dichte iiber das gesamte Plateau gemittelt wird. Auf-
grund des numerischen Rauschens variiert die Kurve dann etwas um den Bulkwert. Man
sieht jedoch auch einen deutlichen Anstieg der Dichte bei z = L, /2. Dieser ldsst sich auf
die Unstetigkeit des Potentials an dieser Stelle zuriickfithren. Um diesen Zusammenhang
genauer zu untersuchen, wird folgende Anderung des Potentials vorgenommen.

Das Intervall [0, L,] wird in drei gleich lange Teile unterteilt, statt wie bisher in zwei. Fiir
das Intervall [0, L./3] verwendet man V, aus Gleichung und fiir zg € [2L./3, L.]
nimmt man Vx nach Gleichung (2.14). Im Intervall [L,/3,2L./3] soll das Potential eine
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Abbildung 3.1: Dichteprofil der neutralen Atome in Abhéngigkeit der Eindringtiefe z fiir
L, =50, L, =45und A = 17, 5. Die Puddlebildung nahe der Oberfldche
ist unterdriickt, die Dichte im Bulk nimmt einen konstanten Wert an.

Uberlagerung von V;, und V5 sein und folgende Form haben.

~ ZR — 20

V (20, 2) = Vi(20, 2)

20 — 2L

+ Vr(z0, 2)
ZR — AL ZR — L

(3.2)

21, zr sind die linke bzw. rechte Grenze des Intervalls, in welchem V verwendet wird. Es
gilt also: zp, = L, /3, zgr = 2L, /3. Damit ergibt sich fiir vV

~ T3 T X0 20 — 3

V(z0,2) = Vi(20,2) -2 — + Vr(20,2) — (3.3)

In vereinfachter Form lasst sich dies dann schreiben als

V(20,2) = Li {VL(zO, 2) <2§ - zo> + Vg (20, 2) <z0 —~ %)] (3.4)

Das gesamte Potential ist dann gegeben durch

L,
Vi(20,2), 20 < —
- L 3 2L
Verp(20,2) = § V(z0,2), — <z0< =5 (3.5)
3 of 3

Vr(20,2), 20>

Diese Funktion ist stetig fiir alle zq € [0, L,], auch fiir 29 = L,/3 und 2o = 2L,/3. Jedoch

ist sie bei zp = L,/3 und 2z = 2L,/3 nicht differenzierbar. Lésst man den Algorithmus
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mit diesem Potential laufen, so ergibt sich folgendes Dichteprofil.

No(2)/(No)bulk

o
~

©
no

0.0!

Abbildung 3.2: Dichteprofil fiir das Potential aus Gleichung in Abhéngigkeit der Ein-
dringtiefe z fiir A = 10, L,, = 30 und L, = 20. Die vertikalen gestrichelten
Linien markieren die Stellen, an denen das Potential nicht differenzierbar
ist, und liegen bei z = L,/3 und z = 2L, /3.

Man sieht sofort, dass der Peak in der Mitte verschwunden ist. Stattdessen sinkt die
Dichte bei z = L,/3 und z = 2L, /3 merklich ab. Dies liegt daran, dass das Potential an
diesen Stellen nicht differenzierbar ist. Es wird also deutlich, dass verschiedene Fallunter-
scheidungen bestimmte Anomalien in der Dichte verursachen. Im Folgenden muss darauf
geachtet werden, dass diese Ausreifler keinen Einfluss auf die Langenskalen oder andere
Groflen haben. Bei der Bestimmung des Bulkwerts wird iiber das gesamte Plateau der

Dichte gemittelt, wodurch der Peak keinen grofien Einfluss auf diesen Wert hat. Von nun

an wird wieder das Potential aus Gleichung ([2.15)) verwendet.

Als néchstes wird ng(z) fiir verschiedene Systemdicken L, betrachtet. Dies ist in den
Abbildungen [3.3] und [3.4] fiir zwei verschiedene Werte von A geschehen. Fiir groie Werte
von L, erhélt man das bereits diskutierte Verhalten mit stark ansteigenden Flanken und
breitem Bereich mit konstantem Bulkwert. Fiir kleine Werte von A wird der Bulkwert
auch bei geringen Dicken von L, & 20 erreicht. Bei groflen Energieliicken ist die maximale

Dichte fir L, = 20 hingegen schon sehr viel kleiner als (n¢)pu-

In Abbildung [3.5 werden erneut die Werte fiir A = 30 gezeigt, diesmal jedoch nur als
Funktion der Eindringtiefe z. Man sieht, dass sich fiir diinne Systeme (L, < 20) keine
konstante Dichte einstellt. Die Kurven in diesem Bereich zeigen ein scharfes Maximum

und fallen anschlieflend wieder ab.
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Abbildung 3.3: Dichteprofile in Abhéngigkeit der relativen Eindringtiefe z/L, fiir A = 15
und L,, = 50. Der Bulkwert wird schon fiir L, ~ 20 angenommen.

No(2)/(No)bulk

Abbildung 3.4: Dichteprofile in Abhéngigkeit der relativen Eindringtiefe z/L, fiir A = 30
und L,, = 50. Der Bulkwert wird erst fiir L, ~ 40 angenommen.

Sowohl L, als auch A spielen also eine wichtige Rolle fiir die Puddlebildung. Um Atome
zu neutralisieren, muss die Energieliicke iiberwunden werden. Bei hohen Werten von A
werden nur wenige Atome neutralisiert. Die Bulkdichte ist dort also geringer als bei klei-
neren Energieliicken. Dies wird in Abbildung [3.6] deutlich. AuBerdem sieht man dort gut,

dass der Bulkwert sich ab einer bestimmten Dicke nicht mehr andert.
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Abbildung 3.5: Dichteprofile in Abhéngigkeit der Eindringtiefe z fiir A = 30 und L,, = 50
bei verschiedenen Werten von L,. Bei kleinen Systemen stellt sich kein
konstanter Bulkwert ein.

Eine charakteristische Lange, die sich aus diesen Kurven ablesen lésst, ist definiert durch

die Gleichung

) = )

Lg beschreibt also den Abstand zur Oberflidche, bis zu welchem die Puddlebildung un-

terdriickt ist. Um diese Liange zu bestimmen, werden die numerisch bestimmten Werte,

(3.6)

welche alle den Abstand dz = 0,25 auf der z-Achse haben, zu einer kontinuierlichen
Funktion interpoliert. Mit dieser Funktion wird dann Lg als Losung von Gleichung
gesucht. In Abbildung ist Lg fiir ein gegebenes Dichteprofil eingezeichnet.

Nun wird Lg fiir verschiedene Werte von A bestimmt und dann in Abhéngigkeit der Ener-
gieliicke aufgetragen, um einen Zusammenhang zwischen den beiden Groéfien zu finden.
Abbildung [3.8| zeigt einen fast linearen Anstieg von Lg(A).

Im simulierten Parameterbereich (10 < A < 40) verhiilt sich Lg(A) also wie ag Ab + bg
mit Steigung ag = 0,085 und Offset bg = 0, 61.



3 Numerische Bestimmung von Léngenskalen 27
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Abbildung 3.6: Dichteprofile in Abhéngigkeit der Eindringtiefe z/L, fiir A = 10, 20, 30
und L,, = 50. Die gestrichelten farbigen Kurven sind mit L, = 45, die
schwarzen Kurven mit L, = 50 erstellt. Beide Systemgrofen haben den
gleichen Bulkwert.

1.0 % MWMWAV f_AWvAv AANA A
« 0.8 |
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O’: B 1y ] | 171
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Abbildung 3.7: Bestimmung der oberflichennahen Langenskala Lg aus einem Dichteprofil
fir A = 20 und L, = 45. Lg ist definiert als Eindringtiefe, bei der das
Dichteprofil gerade die Halfte des Bulkwerts annimmt.
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Abbildung 3.8: Typische Lénge an der Oberfliche in Abhéngigkeit von A. Der gestrichelte
Fit an Lg ist proportional zu Ab!.

3.2 Langenskalen im Bulk

Im Folgenden wird die Gesamtdichte an neutralen Atomen fiir verschiedene Systemdicken

L. betrachtet. Diese ergibt sich aus

#Nneutral(L2)
nO(Lz) - #N(LZ)
#Npeutrat(L) ist dabei die Gesamtzahl an neutralen Dopants im Volumen (ny)sz und
#N(L,) = 2(Lyy)*L, ist die Gesamtzahl an Fremdatomen im System. #Nyeutrar(L-)
wird iiber mehrere Konfigurationen gemittelt, um spéter eine glatte Kurve fiir ng(L,)
zu erhalten. Eine solche Kurve ist in Abbildung zu sehen. Fiir kleine Systemgrofien
ist die Puddlebildung vollstdndig unterdriickt und es gibt keine neutralen Dopants. Mit

(3.7)

wachsender Systemgrofie steigt die Dichte dann erst stark an und néhert sich fiir grofie
L, dem Grenzwert (ng)pur an. Aus diesen Kurven lisst sich wieder eine typische Léange

L ablesen. Sie ist definiert iiber:

no(L. = Lp) = %(no)bulk (3.8)

Lp beschreibt also die Systemdicke, bei der im Mittel die Puddlebildung im System un-
terdriickt ist (fiir feste Werte von A). Es besteht ein eindeutiger Unterschied zur Lénge
Lg, welche bei fester Systemgrofie bestimmt wurde. Lg beschreibt den Screening-Effekt
aufgrund der metallischen Oberflichen, wohingegen Systeme mit einer Dicke L, < Lp im

gesamten Bulk eine unterdriickte Puddlebildung zeigen wiirden. Dadurch wére die Qua-
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Abbildung 3.9: ny in Abhéngigkeit von L, fiir A = 12, 5. Die horizontalen Geraden sind
der Bulkwert fiir L — oo und die Hélfte dieses Grenzwerts. Der vertikale
Strich markiert Lg.

litdt der Materialien stark verbessert. Fiir groflere Werte von A ist der Anstieg von ng(L,)
im Bereich kleiner L, sehr viel flacher. Dies ist in Abbildung zu sehen.
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Abbildung 3.10: ny in Abhéngigkeit von L, fiir verschiedene Systemgrofen L,,. Die Dich-
ten sind fast gleich, die Abweichung ist auf numerische Ungenauigkeiten
zuriickzufithren. L,, hat keinen Einfluss auf ng, solange L., > L, gilt.
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Abbildung 3.11: ny in Abhéngigkeit von L, fiir verschiedene Werte von A. Die gestri-
chelten Linien sind die Grenzwerte (ng)pur , gegen welche die einzelnen
Kurven konvergieren.

Bei grofien Energieliicken werden viel weniger Dopants neutralisiert, da es schwieriger ist,
diese Energieliicke durch Potentialfluktuationen zu iiberqueren. Erst ab einer bestimm-
ten SystemgroBe sind die Fluktuationen des Potentials stark genug, um den Austausch
von Elektronen zu ermdoglichen. Dieser Prozess héngt jedoch nicht von der Ausdehnung
des Systems in x- und y-Richtung ab, solange L., > L, erfiillt ist. Die Abweichungen
der Kurven in Abbildung sind auf numerische und statistische Ungenauigkeiten
zuriickzufithren und nicht auf einen physikalischen Effekt bei unterschiedlichen L,,. Auf-
grund der periodischen Randbedingungen in x- und y-Richtung ist dies ein zu erwartendes
Ergebnis.

Tragt man die Werte fiir L in Abhéngigkeit von A auf, so ergibt sich ein fast linearer
Zusammenhang. Dies ist in Abbildung [3.12| zu sehen. Der Verlauf von Lg im Bereich
10 < A < 35 ist also gegeben durch

Lp(A) =ap A" +bp (3.9)

mit den Fitparametern ag = 0,57 und bg = 0,78. Obwohl die beiden Léngenskalen Lg
und Lp vollig unterschiedliche Phénomene beschrieben, zeigen sie die gleiche Abhéngigkeit

von A.
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Abbildung 3.12: Verlauf von Lp fiir verschiedene Werte von A. Die gestrichelte Kurve ist
ein Fit Ly ~ ALL

Als dritte numerisch bestimmte Gréfle wird nun die Dichte genau in der Mitte des Systems,
also bei z = L,/2, betrachtet. Dazu werden die Kurven aus Kapitel 3.1 verwendet, in
denen die Dichte in Abhéngigkeit der Eindringtiefe z aufgetragen wurde. Genau in der
Mitte befindet sich jedoch der unphysikalische Peak aufgrund der Fallunterscheidung im
Potential. Um eine Mittelung in einem kleinen Bereich um z = L, /2 durchzufiihren, wird
eine Parabel im Intervall 0,4 L, < 2 < 0,6 L, an diese Kurve gefittet. Aufgrund des Peaks
wird ein Bereich der Breite 0,04 L, um die Mitte im Fit nicht beriicksichtigt. In Abbildung
ist der Wert der Dichte ng(L./2) fiir ein gegebenes Dichteprofil rot markiert. Es
handelt sich um den Funktionswert des quadratischen Fits fy(z) bei z = L,/2. Die

Fitfunktion mit Fitparametern Sy; und c,; hat folgende Form.

fau(z) = Sar - (z - %)2 + eur (3.10)

Auf diese Weise lésst sich die Dichte in der Mitte des Systems fiir verschiedene Werte der
Systemdicke L, und der Energieliicke A bestimmen. Trégt man ng(L./2) als Funktion L,
auf, so ergeben sich Kurven, welche erst Null sind, dann stark ansteigen und schliefilich
den konstanten Bulkwert annehmen. Dieser Verlauf ist dhnlich wie bei den Kurven der

Gesamtdichte. In Abbildung sind solche Kurven fiir verschiedene Werte von A zu

sehen.
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Abbildung 3.13: Dichteprofil ng(2) fiir A = 10, L,,, = 50 und L, = 20. Die schwarze Kurve
ist die Fitfunktion fy;(2) und der rote Punkt markiert die gesuchte Dichte
no(z = L,/2).
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Abbildung 3.14: Verlauf der Dichte ng(L./2) als Funktion der Systemdicke L, fiir ver-
schiedene Werte von A. Die durchgezogene schwarze Linie markiert den
Bulkwert (n¢)pug. Der Schnittpunkt der Kurven mit der gestrichelten
Linie (halber Bulkwert) liefert wieder eine typische Lange.
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Die typische Systemdicke, bei der Puddlebildung in der Mitte des Systems unterdriickt
ist, ist gegeben durch
1
no(La/2) = §(n0)bulk (3.11)
Ly hingt, wie die bereits bestimmten charakteristischen Léngen, von A ab. Dies ist in

Abbildung gut zu sehen. Auch hier erweist sich ein fast linearer Zusammenhang

zwischen Energieliicke und Léngenskala als bestmoglicher Fit.

LM<A) = Qpr Al’l + bM (312)

Die Fitparameter sind ay; = 0,35 und by; = 0,06. Der Anstieg der Kurve fiir A = 40 bei
grofen Werten von L, (siehe Abbildung ist ein statistischer Fehler. Durch Mittelung
iiber mehr Konfigurationen wiirde man hier eine glatte Kurve erhalten.

Bei allen numerisch bestimmten Léangenskalen ist die grofite Fehlerquelle dadurch gegeben,
dass der Bulkwert der Dichte nicht genau bekannt ist. Die Bulkdichte wurde immer aus
den Dichteprofilen fiir die grofiten Systeme bestimmt, indem der Mittelwert des Plateaus
gebildet wurde. Fiir niedrige Energieliicken ist dieses Verfahren richtig, da man hier den
gleichen Mittelwert bei verschiedenen Systemgrofien erhélt. Bei Werten von A 2 25 ist
es jedoch moglich, dass (ng)pux in Wirklichkeit hoher ist. Eine mogliche Losung wird am

Ende dieser Arbeit vorgeschlagen.
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Abbildung 3.15: Léngenskala Lj; in Abhéngigkeit von A. Der Fit an die numerischen
Werte ergibt wieder Ly, ~ AbL
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4 Skalenanalyse

Alle bisherigen Ergebnisse fiir Langenskalen in T1Is sind im Bereich 10 < A < 40 gefunden
worden. Experimentell realisierte Systeme haben jedoch A ~ 100. Eine wichtige Frage ist
nun, ob man die numerisch bestimmten Léngen fiir gréffere A mithilfe der Beziehung
L; = a; AV + b; extrapolieren kann. Dafiir sollen die Lingenskalen noch auf eine andere
Weise bestimmt werden, bei der numerische Fehler, wie finite-size-Effekte, nicht auftreten.
Ein Skalenargument von Efros und Shklovskii fiir typische Léngen in TIs liefert eine
solche Vorhersage [2]. Fiir das Potential im Anfangszustand (alle Dopants geladen) wird
folgende Uberlegung gemacht. In einem Volumen V ~ L? gibt es im Durchschnitt nL?
Ladungen, wobei n die Dichte der Dopants ist. Obwohl das Gesamtsystem elektrisch
neutral ist, kompensieren sich positive und negative Ladungen in einem solchen Volumen
nicht genau. Die Ladung innerhalb des Volumens V ist dann gegeben durch Q ~ £v/nL3.
Damit ergibt sich fiir das Potential

Q. VI?

I

Damit es zur Puddlebildung kommt, muss die Amplitude des Potentials grofi genug sein,

~ VI (4.1)

um die Energieliicke zu iibertreten. Es muss also ¢; ~ +A/2 gelten. Damit ergibt sich
dann die Beziehung VL ~ A und daraus folgt fiir die Linge L,, auf welcher sich das

Potential um A andert

Ly ~ A? (4.2)

Dieses Verhalten widerspricht jedoch eindeutig den numerischen Ergebnissen aus Ab-
schnitt 3. Da das Potential im obrigen Skalenargument nur durch die Ladung innerhalb
eines Volumens V' bestimmt wird und keine Oberflicheneffekte miteinbezogen werden,
kann man keinen Vergleich zur Langenskala Lg ziehen, welche in der Niahe der Oberfliche
relevant ist. Doch auch die Léngenskalen des Gesamtsystems zeigen ein Verhalten wie AY
mit v = 1,1 # 2. Hier gibt es also einen Unterschied zwischen den beiden Vorhersagen,
den es zu untersuchen gilt. Aus Gleichung ldsst sich auch eine Aussage iiber die
Ladungsdichte p treffen. Sie ist gegeben durch p = Q/V ~ VL3/L? = L73/2 ~ A—3,

4.1 Verteilung des Potentials

Um ein Skalenargument fiir ein System mit endlicher Dicke L, und zwei metallischen

Oberflachen zu entwickeln, wird das Anfangspotential betrachtet. Alle Dopants sind also



4 Skalenanalyse 35

geladen, analog zum obigen Argument von Efros und Shklovskii. Das zufillige Potential
bei z = L,/2 berechnet sich dann {iber

2Ly Loyl

¢(L:/2) = Z £ Verp(ziiri, Lz/2) (4.3)

n=1

Hierbei ist r; = +/ xf + yf, z; eine Zufallszahl zwischen 0 und L, und z;, y; sind Zufallszah-
len zwischen —L,,/2 und L,,/2. Das wechselnde Vorzeichen der einzelnen Summanden
beschreibt die zuféllige Verteilung von jeweils (L,,)?L, Akzeptoren und Donatoren im

System.

Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist ¢(L,/2) gauBverteilt mit

1 1/6\°
= exp |—= | — 4.4
o) = —— pIQ(U)] (44
Die Standardabweichung des Potentials ergibt sich aus o = /Var(¢), wobei (¢) = 0 gilt.
Damit ergibt sich

Var(¢) = (¢°) — (¢)* = (¢") (4.5)

Also lasst sich die Halbwertsbreite berechnen iiber o = /(¢?). Berechnet man die Summe
aus Gleichung (4.3) fiir viele Zufallskonfigurationen, kann man ein Histogramm anfertigen

und die Gaufiverteilung mit Erwartungswert (¢) = 0 bestétigen.

0.14f _ ]
0.12}
0.10}
0.08}

(¢)

2 0.06t
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0.02}

Abbildung 4.1: Histogramm des Potentials fiir 1000 Konfigurationen mit L,, = 30, L, =
5. Die gestrichelte rote Kurve ist die dazugehorige Gauflverteilung mit
o=2,9.
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Das zweite Moment des Potentials 14sst sich berechnen iiber:

_ () (")) 43,143,
)> _// |’I“—T/| |T—T‘”| d*rd (46)

Fiir den Erwartungswert der Ladungsdichte p gilt:

(p(r') p(r")) =1 8*(r" —1") (4.7)

n 53 d37",d37“”
| — 1’| |7“ ”|
3
_/Ir—r’IZ & (4.8)

Die Standardabweichung der Verteilung (4.4)) 1asst sich also aus dem Potential eines ein-

zelnen Dopants berechnen.

02(Lz,ny):2/ / / (Verslz Va2 + 42, L./2) )2 drdy dz  (4.9)

0 —Luy/2 —Lay/2

Durch den Faktor 2 vor dem Integral ergibt sich, dass die Standardabweichung des Po-
tentials (4.3) und o nach Gleichung (4.9)) bei gleichen Parametern L,, und L, denselben

Wert liefern, und die beiden Beschreibungen damit dquivalent sind.

30! et
- o ‘. L .
s o ® “
7 20+ . |
= .t L,=0.8 L
=) «
b | . — Ly=2L |
L
10} ;' — ny:5 Lz .
e — Ly=10L
0_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1]

Abbildung 4.2: Halbwertsbreite o in Abhéngigkeit von L, fiir verschiedene Werte von L,,,.
Man sieht klar, dass o fiir L,, > L. nicht von der Wahl von L, abhéngt.
Bei L,, < L, siecht man Abweichungen von diesem Verlauf.
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Nun wird o(L,, L,,) fir verschiedene Werte von L, berechnet. Aufgrund der periodischen
Randbedingungen in x- und y-Richtung bei den numerischen Simulationen sollte L, auch
bei der Berechnung von o keinen Einfluss haben, solange L., > L. gilt. Dann kann man
spéater einen sinnvollen Vergleich zwischen den numerischen Ergebnissen und der aus o
berechneten Léangenskala ziehen.

Man sieht bereits in Abbildung dass o sich wohl proportional zu /L, verhilt (fiir grofe
L.). Um diesen Zusammenhang genauer zu quantifizieren und eine mogliche Korrektur
zu bestimmen, wird 1/L, gegen o /+/L. aufgetragen (sieche Abbildung |4.3)).

2.4 h. ]
LN ]

2.3} N f

5 2.2 Y |
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0 001 002 003 004 005 006

1/L;

Abbildung 4.3: Bestimmung einer linearen Korrektur zum Verhalten von o fiir groie L,.

Als Fitparameter fiir die Gerade 3/L, + « ergeben sich o = 2,41 und § = —7,75. Damit
ist die Standardabweichung n&herungsweise gegeben durch
7,75
5(L,) =2,41\/L, — — 4.10
(L) Vv N (4.10)

Fiir grofle L, lasst sich die Halbwertsbreite in dieser Ndherung schreiben als

5(L.) ~ 2,41\/L. (4.11)

Man sieht, dass ¢ nach Gleichung schon fiir kleine L, den Verlauf von o sehr gut
widerspiegelt, wihrend die v/L, - Néherung sich erst bei groBen L. der echten Kurve
annéhert (siehe Abbildung {4.4)).

Fiir kleine L, ist die Puddlebildung unterdriickt, da o(L,) < A gilt. Im Skalenargument
von Efros und Shklovskii, welches zu Beginn dieses Kapitels erldutert wurde, wird die

Langenskala L, aus der Gleichung o(L,) ~ A bestimmt. Dies fithrt dann zur Beziehung
L, ~ A%
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o=2,414/L,
]
o=2,41 L, -7,75——

— (o exakt berechnet

Abbildung 4.4: Standardabweichung in Abhéngigkeit der Systemgrofie L.. Die blauen
Punkte sind exakt berechnet nach Gleichung und zur gleichfarbi-
gen Kurve interpoliert, die orangene und griine Kurve sind die beiden
Néherungslosungen.

4.2 Wahrscheinlichkeit fiir Puddlebildung

Puddlebildung findet statt, wenn |¢| > A/2 gilt. Die Wahrscheinlichkeit, dass das gau8-
verteilte Potential des Anfangszustands diese Bedingung erfiillt, ist gegeben durch

A 7 1 2
P 2) 2 9. ~ " Va
L(|¢|>2) / _ZMexp( 202) .

A2

= 1—erf(2\/A§a) (4.12)

erf(z) ist die gauBische Fehlerfunktion. Ihr Verlauf ist in Abbildung [4.5) zu sehen. Sie ist
definiert durch

erf(x) = %/G_TQdT (4.13)

Man kann nun o(L,) aus Gleichung (4.9)) in die Wahrscheinlichkeit (4.12)) einsetzen, um
den Verlauf der Wahrscheinlichkeit fiir Puddlebildung zu erhalten.

In Abbildung siecht man den Verlauf der Wahrscheinlichkeit, einmal fiir variable Sys-
temgrofen L und einmal in Abhéngigkeit der Energieliicke A. Fiir wachsende Dicke bei
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Abbildung 4.5: Verlauf der gauischen Fehlerfunktion erf(x).

konstanter Energieliicke steigt die Wahrscheinlichkeit fiir Puddlebildung erst stark an
und flacht dann ab. Bei sehr kleinen Systemen (L < 5), ist die Puddlebildung komplett
unterdriickt, die Wahrscheinlichkeit ist hier Null. Im rechten Plot sieht man, dass die
Wahrscheinlichkeit mit steigendem A abnimmt, solange die Systemgrofie konstant ist.

Die Gesamtdichte von neutralen Atomen steht in Beziehung zur oben berechneten Wahr-
scheinlichkeit, da diese Dichte ebenfalls den Volumenanteil beschreibt, in welchem der
Betrag des Potentials A/2 iiberschreitet. Daraus ldsst sich dann eine typische Linge Lo

des Systems definieren.

Pre <|¢>| > %) = ( no(A) (4.14)

P(10,L)

Abbildung 4.6: Wahrscheinlichkeit, dass Puddlebildung bei variierender Lénge und A =
10 (links) sowie bei L = 40 in Abhéngigkeit von A (rechts) auftritt.
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Da man die Wahrscheinlichkeit aus dem unkorrelierten Potential bestimmt, wurde die
Abschirmung des Potentials durch Austausch von Elektronen zwischen geladenen Dopants
nicht berticksichtigt. Aus diesem Grund kann man iiber den Faktor ¢ auf der rechten Seite
der Gleichung keine Aussagen machen. Im Folgenden wird ( = 1 angenommen.

Um die typische Lénge L zu erhalten, sucht man Nullstellen der Funktion P, (|¢| > %) —
no(A) in L, abhéngig von A.

4.3 Dichteverlauf in Abhdngigkeit der Energieliicke

Damit man aus Gleichung eine sinnvolle Langenskala extrahieren kann, ist es not-
wendig, den Verlauf der Dichte neutraler Atome zu kennen. Im Bereich 10 < A < 40 wird
eine Interpolation der numerisch bestimmten Werte verwendet.

Fiir das asymptotische Verhalten von ng bei groflen Energieliicken gibt es jedoch keine
exakte Beschreibung. Moglich wére hier, die Vorhersage aus dem Skalenargument von
Efros und Shklovskii zu verwenden, welche ny ~ A? liefert. Da dieses Verhalten jedoch aus
der A-Abhangigkeit der Screening-Lénge folgt, fehlen hier logarithmische Korrekturen.

Diese Abweichung muss spéater noch beriicksichtigt werden.

0.02 _

0.015¢ _

0.01t .

no(A)

0.005+ 1

0 10 20 30 40 50 60
A

Abbildung 4.7: Interpolation der numerischen Werte fiir ng. Fiir A > 40 wurde ng ~ A™3
verwendet.

Sollten die Korrekturen grofi ausfallen, kénnte sich ng auch wie A~? verhalten. Diese
zweite Vermutung fiir die Asymptotik kann spéter als Abschétzung fiir den Fehler der

Léangenskala genutzt werden.
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Abbildung 4.8: Dichte der neutralen Atome in Abhéngigkeit von A. Die orangene Kurve
ist ng = 2,7 - A~2 und die blaue Kurve ng = 90 - A3,
4.4 Bestimmung einer Langenskala

A
———— | = np(A) mit o aus Gleichung (4.9
2\/5 U(Lc)) o(A) g

und ng ~ A73 nach L¢ lésen. Es ist nicht moglich, einen analytischen Ausdruck fiir die

Nun kann man die Gleichung 1 — erf <

Losung dieser Gleichung anzugeben. Fiir grofle Systeme kann man die Gleichung jedoch
mithilfe einer Nédherung exakt l6sen. Hier liefert Gleichung (4.11)) eine gute Beschreibung

von ¢. Damit ist Lo dann definiert iiber

A
l—erf| —— | = 4.15
“ <2\/§-a LC> 1o (4.15)

Diese Gleichung lasst sich dann exakt nach Lo 16sen.

A2
8 (a2 InverseErf(1 — nyg))?

Le(A) = (4.16)

InverseErf ist dabei die inverse Funktion der gaufischen Fehlerfunktion und a = 2,41 ist
der Fitparameter aus Gleichung (4.11)). Nun kann man ny = 90 A~ einsetzen und eine
Taylorentwicklung von Gleichung (4.16) um A — oo machen.

B 0,043 A?
© —9,45+6 In(A) — In(—9,45+6 In(A))

Da In (In(A)) < In(A) gilt, ist L in fihrender Ordnung gegeben durch

Lo(A) +0(A™?) (4.17)

0,043 A? A2
Lo(A) = = A
(&) =% In(A) ~ 139 In(A)

(4.18)
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Im Vergleich zum Argument von Efros und Shklovskii ist die Lingenskala also durch ein
quadratisches Verhalten in A mit zusétzlichen logarithmischen Korrekturen gegeben. Wie
bereits bei der Betrachtung der Dichte erwéhnt, sollte es auch bei der A-Abhéngigkeit
von ng zu solchen Korrekturen kommen. Beitrdge durch solche Korrekturen wéren jedoch
vernachlissigbar im Rahmen der Prizession von Gleichung . Die fithrende Ordnung
bleibt A%/1In(A).

Untersucht man den Verlauf von L, so fillt auf, dass sich die typische Lange fiir kleine
Energieliicken (A < 40) linear verhélt (siehe Abbildung [A.9). Fiir grofiere A nimmt die
Steigung zu. Diese Entdeckung ist insofern interessant, da die linearen Léngenskalen aus
der Numerik in ebenjenem Bereich aufgenommen wurden, wo auch das Skalenargument
ein lineares Verhalten in A zeigt. Dies wird in Kapitel 5 genauer untersucht.

In Abbildung sieht man, wie sehr die logarithmischen Korrekturen zum Verlauf von
L¢ beitragen. Die Kurven fiir verschiedene Werte von ( sind alle viel flacher als die Efros-

Shklovskii-Langenskala.

60

Le(A)

\
\
\

0 20 40 60 80 100 120 140
A

Abbildung 4.9: Verlauf von L. Fiir kleine A hat man ein lineares Verhalten, angedeutet
durch die gestrichelte rote Gerade, fiir groffere A nimmt die Steigung zu.
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Abbildung 4.10: Verlauf von L fiir verschiedene Werte von ¢ in Gleichung (4.14f). Aufler-
dem ist eine quadratisch wachsende Kurve dargestellt, welche sich aus
dem Argument von Efros und Shklovskii ergibt.
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5 Vergleich der Langenskalen

Um einen Vergleich zwischen den vier Léngenskalen zu ziehen, wird zuerst das Verhal-
ten im Bereich kleiner Energieliicken (10 < A < 40) betrachtet. Wie bereits erwéhnt,
zeigen alle numerisch bestimmten Lingen in diesem Bereich einen Verlauf L; ~ Ab!
mit ¢ = S, B, M. In Abbildung sind die Langenskalen L; und ihre Interpolationen
a; AY +b; zu sehen. Diese A-Abhingigkeit unterscheidet sich stark von dem A2-Verhalten
der Efros-Shklovskii-Léngenskala. Das Skalenargument aus Kapitel 4 liefert in diesem Be-
reich ebenfalls ein fast lineares Verhalten. Durch Multiplikation mit einem konstanten
Faktor und Addition eines Offsets kann Lo auf jede der drei numerischen Kurven gelegt
werden. Beide Faktoren sind von der Gréflenordnung 1. Das Skalenargument beschreibt
also alle drei numerisch bestimmten Lingenskalen. Desweiteren zeigen das Screening im
Bulk und an der Oberflache das gleiche Skalenverhalten.

4p———mm———————————————————————

30/

0 10 20 30 40

Abbildung 5.1: Fast linearer Verlauf der Lingenskalen mit L; ~ AYl. Lg beschreibt das
Screening nahe der Oberflache, L, ist die maximale Dicke einer Probe mit
unterdriickter Puddlebildung in der Mitte und Lpg beschreibt die Dicke,
bei der im Mittel keine Puddlebildung im System stattfindet. Die Lange
L¢ ergibt sich aus der Skalenanalyse und zeigt das gleiche Verhalten in A
wie die numerischen Langenskalen.

Bemerkenswert ist, dass das Skalenargument eigentlich nur eine Vohersage fiir die typi-
sche Lénge Lj; machen sollte, da auch bei der Herleitung der Skalenldnge das Potential

in der Mitte betrachtet wird. Da jedoch alle anderen auftretenden Léngenskalen das glei-
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che Verhalten in A zeigen, eignet sich Lo zur Beschreibung aller numerisch bestimmten
typischen Léngen. Das bedeutet auch, dass Oberflachen- und Bulkeffekte aufgrund des
gleichen Skalenverhaltens von &hnlicher Wichtigkeit sind.

Nun sollen die numerischen Ergebnisse zu grofleren Werten von A extrapoliert werden. Da
das Ergebnis des Skalenarguments die numerischen Ergebnisse gut beschreibt, wird Lo mit
passendem Vorfaktor und Offset verwendet, um den Verlauf fiir groe A zu beschreiben.

Das liefert dann Funktionen der Form

Li=a; Lo +b; . i=S,B,M (5.1)

Das asymptotische Verhalten von L ist gegeben durch A?/In(A) (sieche Gleichung ,
was eindeutig nicht einem Verhalten mit Ab! entspricht. Der Exponent nahe 1 beschreibt
das System also nur bei kleinen Werten von A und ist kein sinnvoller Exponent zur
Extrapolation der Léngenskalen. Die Langenskalen sehen in diesem Bereich also nur linear
aus, das eigentliche Verhalten ist aber durch das Skalenargument gegeben.

Die Fitparameter der einzelnen Léangenskalen sind ag = 0,49; ag = 3,32; ay = 2,01 und
bs = —0,21; by = —4,81; by = 3, 28.

150+

125+

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
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Abbildung 5.2: Extrapolation der numerischen Léngenskalen durch einen Fit der Form

a; Lo + l~)Z Das lineare Verhalten der numerischen Werte gilt nicht mehr
bei groen Werten von A. Die gestrichelten Linien wurden mit ng ~ A?
berechnet und zeigen, wie stark das Ergebnis von der verwendeten Inter-
polation fiir ny abhéngt.

Mit diesen Ergebnissen ist es auch moglich, die typischen Léngen zur Unterdriickung von
Puddlebildung an der Oberfliche und im Bulk fiir experimentell relevante Gréfien von
A zu bestimmen. Bei A = 100 ergibt sich Lg = 16,6 £ 1,8; Ly, = 65,2+ 7,3; Lg =
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108,5 + 12, 1. Die Fehler wurden dabei aus der Abweichung der Ergebnisse fiir die bei-
den Interpolationen von ng berechnet. Alle Lingen sind in Einheiten von N~'/3 mit

N = 10'® cm ™3 gemessen.

Nach Wiederherstellen der Einheiten ergibt sich dann, dass die Puddlebildung bis zu einem
Abstand von (148 — 184) nm zur Oberfliche unterdriickt ist. In der Mitte einer Probe
ist die Puddlebildung unterdriickt, wenn die Dicke des topologischen Isolators (579 —
725) nm nicht iiberschreitet. Hat die Probe eine Dicke von (0,96 — 1,21) um, so ist die

Puddlebildung im gesamten System im Mittel um einen Faktor 2 reduziert.
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6 Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Verhalten von Léngenskalen, welche die Puddlebildung und
die Zerstorung von Puddles bestimmen, untersucht. Es stellt sich heraus, dass in einem
vollsténdig kompensierten topologischen Isolator verschiedene Léngenskalen eine wichtige
Rolle spielen. Numerische Ergebnisse fiir diese Lingen liefern ein Verhalten wie Al! im Be-
reich kleiner Werte der Energieliicke (10 < A < 40). Aus einem einfachen Skalenargument
wurde der Verlauf der Langenskalen fiir groflere Werte von A bestimmt. Asymptotisch
sind die typischen Lingen durch A%/In(A) gegeben. Ein Anstieg mit einem Exponent
nahe 1 liefert also ein falsches Verhalten fiir grofle Werte von A.

Aus der Extrapolation der Léngenskalen konnten Vorhersagen fiir experimentelle Syste-
me mit A ~ 100 gemacht werden. Der Abstand zur Oberfliche, bei dem Puddlebildung
unterdriickt ist, und die Dicke eines topologischen Isolators, bei welcher keine Puddlebil-
dung in der Mitte der Probe auftritt, wurden bestimmt. Die Puddles haben bei tiefen
Temperaturen einen groflen Einfluss auf die Leitfahigkeit des Bulks. Die Qualitat der TIs
kann also stark verbessert werden, wenn die Proben diinner als die Bulklangenskala L,
bzw. Lg gebaut werden.

Die Ergebnisse sind nur eine Abschiatzung der tatsdchlichen Groflen, da das Skalenargu-
ment das unkorrelierte Potential verwendet und dadurch die Eigenabschirmung im Grund-
zustand nicht beriicksichtigt. AuBerdem ist der Faktor ¢ aus Gleichung .14 nicht bekannt.
Eine weitere Unsicherheit ist, dass der Bulkwert nicht eindeutig festgelegt ist. In dieser
Arbeit wurde (ng)pur immer durch das Dichteplateau der grofiten simulierten Systeme
(Lyy = L, = 50) festgelegt. Um den echten Grenzwert zu bestimmen, konnte man grofere
Systeme mit periodischen Randbedingungen und ungescreenter Coulomb-Wechselwirkung
simulieren. Auftragen der inversen Systemgrofie gegen die mittlere Dichte wiirde dann den
Bulkwert als y-Achsenabschnitt einer Interpolationsfunktion liefern.

Zusétzlich zur genauen Bestimmung des Bulkwerts wire es hilfreich, eine selbstkonsis-
tente Theorie des Oberflachenpotentials zu verwenden. Damit wére das Potential an den
Oberflaichen nicht mehr genau Null, sondern durch die Ladungskonfiguration im Bulk
und auf den Oberflaichen bestimmt. Hierfiir konnte man eine &hnliche Theorie wie Skin-
ner und Shklovskii verwenden (siehe [13]), welche um eine zweite Oberfliche und das
Screening im Bulk erweitert wird. Damit lielen sich noch realistischere Vorhersagen fiir

die Langenskalen machen.
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