
59. Freies Teilchen
a) Zylinderkoordinaten

L(r,φ, z, ṙ, φ̇, ż, t) =
m

2
(ṙ2 + r2φ̇2 + ż2)

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ

pφ =
∂L

∂φ̇
= mr2φ̇

pz =
∂L

∂ż
= mż

H(r,φ, z, pr, pφ, pz, t) = pr ṙ + pφφ̇+ pz ż − L

=
p2r
2m

+
p2φ

2mr2
+

p2z
2m

.

b) Kugelkoordinaten

L(r,φ, θ, ṙ,φ̇, θ̇, t) =
m

2
(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2)

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ

pθ =
∂L

∂θ̇
= mr2θ̇

pφ =
∂L

∂φ̇
= mr2 sin2 θφ̇

H(r, θ,φ.pr, pθ, pφ, t) = pr ṙ + pθ θ̇ + pφφ̇− L

=
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
+

p2φ
2mr2 sin2 θ

60. Geladenes Teilchen im Magnetfeld

L(�r,�v, t) = −
mc2

γ
− eφ(�r, t) +

e

c
�v · �A(�r, t)

pj =
∂L

∂vj
= γmvj +

e

c
Aj(�r, t)

H(�r, �p, t) = �p�v − L(�r,�v, t)

= γmc2 + eφ(�r, t)

Mit

γmc2 =

�
m2c4 + (�p−

e

c
�A)2c2

1



folgt

H(�r, �p, t) =

�
m2c4 + (�p−

e

c
�A(�r, t))2c2 + eφ(�r, t)

61. Doppelpendel

p1 =
∂L

∂φ̇1

= (m1 +m2)l
2
1φ̇1 +m2l1l2φ̇2

p2 =
∂L

∂φ̇2

= m2l
2
2φ̇2 +m2l1l2φ̇1

�
p1
p2

�
=

�
(m1 +m2)l21 m2l1l2

m2l1l2 m2l22

�
·

�
φ̇1

φ̇2

�

Wir bekommen die Abhängigkeit von φ̇j(p1, p2) indem wir die 2x2 Matrix in-

vertieren:

�
φ̇1

φ̇2

�
=

1

m1m2l21l
2
2

�
m2l22 −m2l1l2

−m2l1l2 (m1 +m2)l21

�
·

�
p1
p2

�

H(φj , pj , t) = p1φ̇1 + p2φ̇2 − L

=
p21

2l21m1
−

p1p2
l1l2m1

+
p22

2l22m1
+

p22
2l22m2

+
m1 +m2

2
gl1φ

2
1 +

m2

2
gl2φ

2
2

62. Perle auf rotierendem Draht
Die Ortskoordinaten der Perle sind durch �r(t) = r(t)(cos(ωt), sin(ωt)) gegeben.

Die potentielle Energie V = 0 und das System hat nur kinetische Energie:

L(r, ṙ, t) = T =
m

2
(ṙ2 + r2ω2)

p =
∂L

∂ṙ
= mṙ

H = pṙ − L

=
p2

2m
−

m

2
r2ω2

�= E

Im allgemeinen gilt, dass H = T + V = E für Systeme mit zeitunabhängi-

gen, holonomen Zwangsbedingungen, ruhenden Koordinaten und konservativen

Kräften. Im obrigen Beispiel ist die Zwangsbedingung, nämlich die Beziehung

zwischen der x und der y Koordinate der Perle, zeitabhängig.
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63. Rotierendes Bezugssystem

L(�r,�v, t) =
m

2
�v2 +m�v(�Ω× �r) +

m

2
(�Ω× �r)2 − U(�r, t)

pj =
∂L

∂vj

= mvj +m�jklΩkrl

H(�r, �p, t) = �p�v − L

= m(�v + �Ω× �r)�v −
m

2
�v2 −m�v(�Ω× �r)−

m

2
(�Ω× �r)2 + U(�r, t)

=
1

2m
(�p−m�Ω× �r)2 −

m

2
(�Ω× �r)2 + U(�r, t)

=
1

2m
�p2 − �p(�Ω× �r) + U(�r, t)
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