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15. Levi-Civita-Tensor (4 Punkte)

a) Das Levi-Civita-Symbol in n Dimensionen ist ein Tensor mit Rank n und definiert durch

1 wenn (i, j, k, ...) eine gerade Permutation von (1,2,3,..., n) ist
€ijk,.. =< —1 wenn (i,j,k,...) eine ungerade Permutation von (1,2,3,..., n) ist
0 in allen anderen Fallen

In zwei Dimensionen ist zum Beispiel

€12 =1
€21 = —1

€1,1 = €22 =0.

Berechnen Sie fiir n = 3 Dimensionen folgende Ausdriicke: €; ;i - € mn, € j k- €ijm U0d € j 1€ j -
Dabei gilt die Einstein’sche Summenkonvention: es wird iiber alle Indices summiert, die zweimal
vorkommen, dh. zum Beispiel:

€ij €k =€l €1 kT € €k fiir alle j, k.

b) Zeigen Sie nun folgende Identitét, die fir die Herleitung des Maxwell’schen Spannungstensors
bendtigt wurde:
Y e o . 0 Sij - =
(V- A)A — A x (VxA)] =S aA - A
7 6j 2
fiir ein beliebiges Vektorfeld A. Tipp: benutzen Sie das Ergebnis von Teilaufgabe a) und

-

[(_i X b]i = Ei,j,kajbk .

c) Zeigen Sie, dass

it (OiF5 (7)) (OpF1(T))
invariant ist unter F; — Fj 4+ 9;A(), wobei ¥ € R*. Nehmen Sie nun an, dass ¥ = (ct, z,y, 2)
und dass F durch das skalare Potential ¢ und das Vektorpotential A ausgedriickt werden kon-
nen (siche auch Aufgabe 18): F(7) = (¢(7), A(¥)). Welcher physikalischen Grésse entspricht
€i gkl - (0iF;(r)) (0 F1(7))? Tipp: Versuchen Sie den vier-dimensionalen Levi-Civita-Tensor auf
drei-dimensionale zuriickzufiihren, deren Index nur iiber (2,3,4) lauft.



16. Maxwell’scher Spannungstensor (4 Punkte)

Gegeben sei eine homogen geladene Kugel mit Ladung @) und Radius R. Berechnen Sie mithil-
fe des Maxwell’schen Spannungstensor die Kraft, die die siidliche Halbkugel auf die nérdliche
Halbkugel ausiibt. Tipp: Benutzen Sie

d — — - 7
dt (Prmech +pFeld)j = / df i - T;
oV

mit einem geeigneten Volumen V.

17. Eichfelder (4 Punkte)

a) Die elektromagnetischen Felder B(7,¢) und E(7,t) konnen mithilfe des Vektorpotentiales

=

A(7,t) und des skalaren Potentiales ¢(7,t) dargestellt werden.
B(7,t) = V x A(7,1)
B 1 - .
E(F)t) = —EatA(F, t) — Vo(r,t).

Die Potentiale A(7,t) und ¢(7,t) sind dadurch nicht vollstindig bestimmt. Sogenannte Eichtrans-
formationen

A(7,t) — A(F,t) + VA(F, 1)
BU7 1) = 97, 6) = ~OA(T 1)

dndern das magnetische und elektrische Feld nicht. In der Vorlesung haben Sie die Lorenz Eichung
kennengelernt, die durch

VAR )+ %am(ﬁ £) =0

definiert ist. Hier diskutieren wir eine andere wichtige Eichung, die Coulomb Eichung, welche
durch
VA t)=0

definiert ist. Leiten Sie die Form der Maxwell-Gleichungen fiir dies Eichung her.



b) Im Falle der Lorenz Eichung kann man zwei entkoppelte Wellengleichungen fiir /Y(F, t) und
¢(7,t) herleiten, ndmlich:

A1) — ORA( 1) = =T (1)
1

Bestimmen Sie die definierende Gleichung fiir die Eichfunktion A(7,t) von der Lorenz zur Cou-
lomb Eichung. Sie brauchen diese Gleichung nicht zu l6sen. Bestimmen Sie danach, wie sich die
Wellengleichungen fiir A und ¢ unter der Eichtransformation verhalten und zeigen Sie, dass das
Ergebnis mit dem Resultat von a) konsistent ist.

18. Drehimpuls im elektromagnetischen Feld (4 Punkte)

Gegeben sei ein Zylinderkondensator mit Kapazitiat C, bei dem die innere Kondensatorplatte
einen Radius a, die &dufsere einen Radius b hat. Die Ladung auf den Kondensatorplatten ist @
bzw. —(@Q). Die Anordnung befindet sich in einem stiickweise homogenen Magnetfeld in z-Richtung

= . [ Boz forax?+y? <R
B(F)_{ 0 for 22 +y> > R

with a < R < b (graue Region im Bild). Nun wird die Anordnung entladen, indem man die Kon-
densatorplatten mit einem Metallstab mit Widerstand R verbindet. Es flieft ein Entladungsstrom
I(t). Berechnen Sie den tibertragenen Drehimpuls auf die Kondensatoranordnung als Funktion
der Zeit. Nehmen Sie dabei an, dass die Kondensatorplatten fest gekoppelt sind und ignorieren
Sie den Gegenstrom, der durch die Rotation induziert wird. Welchen Drehimpuls hat die Anord-
nung, wenn sich der Kondensator vollstéandig entladen hat. Vergleichen Sie mit dem Drehimpuls,
der urspriinglich im elektromagnetischen Feld gespeichert war.
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