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19. Nabla- und Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten (; Punkte)

Sie haben schon des 6fteren die Verziige von geeigneten Koordinaten in Aktion gesehen. Hier

werden Sie am Beispiel der Zylinderkoordinaten lernen, wie Sie die Ableitungsoperatoren auf ein

gewdhltes Koordinatensystem iibertragen konnen.

a) Beginnen Sie damit aus r = (7,9,2)T = (rcos(¢),rsin(¢), 2)T die partiellen Ablei-
tungen nach r, ¢, z zu bilden (jeweils unter Konstanthaltung der beiden verbleibenden
Variablen), fiir diese gilt:
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dabei seien e, ey, e, Einheitsvektoren und h,., hg, h, positive Funktionen R3 — R.
Bestimmen Sie diese. Zeigen Sie aufserdem, dass die so erhaltenen Einheitsvektoren ein
rechthéndiges Koordinatensystem bilden.
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b) Man nennt fiir eine ortsabhéngige Funktion df das Differential von f. Wéhlt man Ko-
ordinaten z; und einen Koordinatenvektor x mit x; = x; kann man das Differential
“durchziehen”

of

df (z1,z2,...) = oz,

——dx; =dx-Vf.

Das Differential von r in Zylinderkoordma‘cen ist also dr = h,e.dr + hgeydop + h.e.dz.
Weiter gilt fiir eine beliebige Funktion f

f of
d¢

Vergleichen Sie die Koeffizienten der Differentiale und ﬁnden Sie so die Darstellung von
Nabla in Zylinderkoordinaten. (Ergebnis: V = e, ar + eyl d s te: aZ)

of

df = 5 -dr + 52d¢ + = dz = dr - Vf.

c) Zeigen Sie nun, dass der Laplaceoperator A = V - V in Zylinderkoordinaten gegeben ist
als
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20. Bestimmung der Greenfunktion
durch zweifache Fouriertransformation - 1. Teil (4 Punkte)

In der Vorlesung wurde Thnen die Losung der Helmholtzgleichung préisentiert, Sie sollen diese

nun durch explizites Nachrechnen finden.
Beachten Sie, dass diese Vorgehensweise nicht streng mathematisch ist. Behandeln Sie die Dis-

tributionen im iiblichen Physikersinn.

a)

b)

Beginnen Sie, indem Sie die folgende partielle Differentialgleichung sowohl zeitlich, als
auch rdumlich Fourier-transformieren:

OG(r,t) = =d(r) 4(¢t),
beachten Sie, dass die Fourier-Transformation Ableitungen algebraisiert.

Nachdem Sie geeignet umgeformt haben, erhalten Sie
~ 1
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Um nun G(r,t) zu bestimmen, miissen Sie diese Gleichung nun wieder in den Ortsraum

transformieren.
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Konzentrieren Sie sich auf die k-Integration und definieren Sie:
d3 k ezk-r
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Waéhlen Sie fiir die Volumenintegration Kugelkoordinaten r, ¢, und machen Sie sich
klar, dass Sie # so wihlen konnen, dass k - r = kr cos(0).
Was geschieht mit der ¢-Integration?

c) Berechnen Sie nun das #-Integral:
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21. Bestimmung der Greenfunktion
durch zweifache Fouriertransformation - 2. Teil (4 Punkte)

Wenn Sie Aufgabe 20 korrekt gelést haben, erhalten Sie
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a) Fir die k-Integration miissen Sie zunichst den quadratischen Nenner durch Partial-
bruchzerlegung linearisieren.
Leider tun sich hier grofsere Abgriinde auf, die in der Theorie der partiellen Differen-
tialgleichungen verstanden werden. Ignorieren Sie diese und behandeln Sie alles wie
gewohnliche Integrale.

b) Bringen Sie nun das Integral auf geeignete Form und verwenden Sie [ dz % = —im.
Das Zwischenergebnis finden Sie in Aufgabe 21, dort % = k.

c) Zuletzt miissen Sie auch den Frequenzteil zuriicktransformieren.

G(r,t) = ;/dw (Gt (r,w) + G (r,w))

22. Greenfunktion als Losung der Helmholtzgleichung (4 Punkte)

a) Zeigen Sie fiir r # r':

1

e—v]

0

b) Berechnen Sie nun fiir eine beliebig kleine Kugel um den Ursprung das Volumenintegral
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indem Sie den Satz von Gauss verwenden.
Folgern Sie, dass nun fiir beliebige Vektoren gilt:

Arl = —4dnd(r—1').
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c) Mit diesem Handwerkszeug sollen Sie nun beweisen, dass die in der Vorlesung vorgestellte
Greenfunktion
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tatséchlich die Helmholtzgleichung

(A, + k) G(r—1) = —%5(1‘ —1')

16st. Es gentigt, wenn Sie dies fiir die retardierte Funktion tun.
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