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31. Dispersion (4 Punkte)

Gegeben sei ein eindimensionelles Wellenpaket, das bei Zeit t = 0 eine Gaußform im Impulsraum
hat:

ψ(k) = ψ0 exp

[
−σ

2

4
(k − k0)2

]
.

Das Wellenpaket bewegt sich durch Materie, wobei wir die nichtlineare Abhängigkeit zwischen k
und ω durch ω(k) = ω0 + vg(k − k0) + a2

2 (k − k0)2 approximieren. Berechnen Sie die räumliche
Verteilung des Wellenpaketes

ψ(x, t) =

∫
dk ψ(k)e−i(kx−ω(k)t)

als Funktion der Zeit.

a) Nehmen Sie zuerst a = 0 an. Bestimmen Sie ψ(x, t) und skizzieren Sie die räumliche Vertei-
lung des Wellenpaketes bei t = 0 und t > 0. Welche physikalische Bedeutung hat vg?

b) Nun sei a 6= 0. Bestimmen Sie wieder ψ(x, t) und schreiben Sie ihr Ergebnis wie in a),
dh. als Realteil multipliziert mit einer von x und t abhängigen Phase (Sie brauchen die Phase
nicht explizit auszurechnen). Skizzieren Sie den Realteil bei t = 0 und t = 1 für |a/σ2| � 1
und |a/σ2| � 1. Welchen Effekt hat a? Welchen qualitativen Unterschied sehen Sie zwischen
|a/σ2| � 1 und |a/σ2| � 1?

32. Konduktivität (4 Punkte)

In der Vorlesung haben Sie die dielektrische Funktion für einen Isolator hergeleitet:

ε(ω) = 1 + 4π
ne2

me

∑
i

fi
ω2
i − ω2 − iΓiw

.

Hierbei ist n die Dichte der Atome undme die Masse der Elektronen. Gebundene Elektronen kön-
nen durch ein (gedämpftes) Oszillatormodell beschrieben werden: fi ist die Zahl der Elektronen
mit Frequenzen ωi und Dämpfung Γi.
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a) Ein Metall kann man gut beschreiben, indem man eines der Elektronen als frei ansieht, dh.
dessen Oszillatorfrequenz ωi → 0, und die restlichen Z − 1 Elektronen als gebunden. Zeigen Sie,
dass die dielektrische Funktion eines Metalls damit durch

ε(ω) = 1− 4πne2

me

1

ω(ω + iΓ)
+ 4π

ne2

me

∑
i

fi
ω2
i − ω2 − iΓiw

gegeben ist.

b) Benutzen Sie

~∇× ~H(~r, t)− 1

c
∂t ~D(~r, t) =

4π

c
~jext(~r, t)

um den Einfluss der frei beweglichen Elektronen auf den elektrischen Strom herzuleiten. Machen
Sie dafür zuerst eine Fouriertransformation in den Frequenzaum. Separieren Sie den Effekt von
gebunden und freien Ladungen, indem Sie ihr Ergebnis in der folgenden Form

~∇× ~H(~r, ω) +
iω

c
ε0(ω) ~E(~r, ω) =

4π

c
(~jext(~r, ω) + σ ~E(~r, ω))

schreiben, wobei ε0(ω) auschließlich den Effekt der gebundenen Elektronen beschreibt und σ den
Effekt der frei beweglichen. Leiten sie die Ausdrücke für ε0 und σ her. Was ist die physikalische
Interpretation von σ?

33. Dielektrikum im Kondensator (4 Punkte)

Ein Plattenkondensator mit Fläche A und Kapazität C = ε0A/d wird mithilfe einer Spannungs-
quelle U aufgeladen und von der Spannungsquelle getrennt. Dann wird er zur Hälfte mit einem
Dielektrikum mit Dielektrizitätskonstante εr gefüllt (siehe Bild). Welche Randbedingungen gelten
für das ~E- und ~D-Feld an der Oberfläche des Dielektrikums? Bestimmen Sie das E-Feld zwischen
den Kondensatorplatten, sowie die Polarisation im Dielektrikum und die Ladungsdichte λ an der
Oberfläche des Dielektrikums.
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34. Skin-Effekt (4 Punkte)

a) Benutzen Sie die dielektrische Funktion für ein Metall

ε(ω) = 1− 4πne2

me

1

ω(ω + iΓ)
+ 4π

ne2

me

∑
i

fi
ω2
i − ω2 − iΓiw

um die Wellengleichung für das ~E-Feld bei Frequenz ω in einem Metall herzuleiten. Nehmen Sie
dafür ~jext = 0 und die Permeabilität µ als konstant an.

b) Zeigen Sie, dass (~k)2 = ω2 µε(ω)
c2

.

c) Berechnen Sie den Wellenvektor ~k in der Näherung ω � Γ und zeigen Sie, dass der Wellen-
vektor eine komplexe Komponente hat.

d) Wie sehen die Lösungen für das ~E-Feld aus? Welchen physikalischen Effekt hat die komplexe
Komponente von ~k?
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