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57. Relativistisches Teilchen (0 Punkte)

a) Aus der Hamiltonfunktion H(p) =
√
m2c4 + p2c2 folgt

−ṗj =
∂H

∂rj
= 0

ṙj =
∂H

∂pj
=

c2pj√
m2c4 + p2c2

.

b) Um die Lagrangefunktion herzuleiten, müssen wir den Impuls durch die Geschwindigkeit
v ausdrücken. Mit vj = ṙj kann die zweite Zeile aus der obigen Gleichung zu

v2 =
p2c4

m2c4 + p2c2

umgeformt werden. Auflösen nach p2 ergibt schließlich

p2 =
v2m2

1− v2/c2
= γ2m2v2

wobei γ = 1/
√
1− v2/c2 und damit

m2c4 + p2c2 = m2c4γ2

p = γmv.

Die Lagrangefunktion ergibt sich aus

L = v · p−H
= γmv2 − γmc2

= −mc
2

γ
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58. Poissonklammern (0 Punkte)

a) Die Poissonklammer {F,G} ist durch

{F,G} =
f∑
i=1

(
∂F

∂qi

∂K

∂pi
− ∂F

∂pi

∂K

∂qi

)
definiert.

b) Die zeitliche Ableitung der Größe F (q, p, t) ist

d

dt
F (q, p, t) =

f∑
i=1

∂F

∂qi
q̇i +

f∑
i=1

∂F

∂pi
ṗi +

∂F

∂t
.

Mit q̇i = ∂H
∂pi

und ṗi = −∂H
∂qi

folgt:

d

dt
F (q, p, t) = {F,H}+ ∂F

∂t
.

Für eine Erhaltungsgröße gilt d
dtF (q, p, t) = 0, damit ist

∂F

∂t
= −{F,H}.

Falls F nicht explizit von der Zeit t abhängt, gilt dass F genau dann eine Erhaltungsgröße
ist, wenn {F,H} = 0.

c)

{FF ′, G} =
f∑
i=1

∂

∂qi
(FF ′)

∂G

∂pi
− ∂

∂pi
(FF ′)

∂G

∂qi

=

f∑
i=1

(
F ′∂F

∂qi
+ F

∂F ′

∂qi

)
∂G

∂pi
−
(
F ′∂F

∂pi
+ F

∂F ′

∂pi

)
∂G

∂qi

=

f∑
i=1

F ′
(
∂F

∂qi

∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi

)
+ F

(
∂F ′

∂qi

∂G

∂pi
− ∂F ′

∂pi

∂G

∂qi

)
= {F,G}F ′ + F{F ′, G}
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59. Freies Teilchen (0 Punkte)

a)

L(r, φ, z, ṙ, φ̇, ż, t) = m

2
(ṙ2 + r2φ̇2 + ż2)

pr =
∂L
∂ṙ

= mṙ

pφ =
∂L
∂φ̇

= mr2φ̇

pz =
∂L
∂ż

= mż

H(r, φ, z, pr, pφ, pz, t) = prṙ + pφφ̇+ pz ż − L

=
p2r
2m

+
p2φ

2mr2
+

p2z
2m

.

b) Eine Koordinate qi ist zyklisch, wenn diese nicht explizit in der Lagrangefunktion auf-
taucht, d.h. :

∂L(q, q̇, t)
∂qi

= 0.

Die oben gegebene Lagrangefunktion hängt nicht von φ oder z ab. Beides sind deshalb
zyklische Koordinaten.

c) Wenn qi eine zyklische Koordinate ist, dann folgt dass der zugehörige Impuls pi = ∂L
∂q̇i

eine Erhaltungsgröße ist:

d

dt
pi = 0

Aus der zyklischen Koordinate φ folgt die Drehimpulserhaltung, dh.

d

dt
pφ = 0.

Aus der zyklischen Koordinate z folgt die Impulserhaltung in z-Richtung, dh.

d

dt
pz = 0.
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60. Harmonischer Oszillator (0 Punkte)

Die Lagrangefunktion eines harmonischen Oszillators ist

L(r, ṙ, t) = m

2
ṙ2 − mω2

2
r2.

a) Der Impuls ist durch

pj =
∂L
∂ṙj

= mṙj

gegeben.

H(r,p, t) = p · ṙ− L(r, ṙ(p), t)

=
1

m
p2 − mp2

2m2
+
mω2

2
r2

=
p2

2m
+
mω2

2
r2.

Die kanonischen Gleichungen ergeben sich zu

−ṗj =
∂H

∂rj
= mω2rj

ṙj =
∂H

∂pj
=
pj
m

b) Da der Hamiltonian nicht explizit von der Zeit abhängt, ist die Energie eine Erhaltungs-
größe. Außerdem ist das Potential (und natürlich die kinetische Energie) rotationsinva-
riant. Damit ist auch der Drehimpuls eine Erhaltungsgröße.

61. Perle auf rotierendem Draht (0 Punkte)

Die Ortskoordinaten der Perle sind durch ~r(t) = r(t)(cos(ωt), sin(ωt)) gegeben. Die potentielle
Energie V = 0 und das System hat nur kinetische Energie:

L(r, ṙ, t) = T =
m

2
(ṙ2 + r2ω2)

p =
∂L
∂ṙ

= mṙ

H = pṙ − L

=
p2

2m
− m

2
r2ω2

6= E

Im allgemeinen gilt, dass H = T + V = E für Systeme mit zeitunabhängigen, holonomen
Zwangsbedingungen, ruhenden Koordinaten und konservativen Kräften. Im obrigen Beispiel ist
die Zwangsbedingung, nämlich die Beziehung zwischen der x und der y Koordinate der Perle,
zeitabhängig.
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