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Aufgabe 23: Quantenstatistik und Ensembles (8 Punkte)

Ein System habe zwei mogliche Einteilchenzustdnde mit Energien Fy = —1 und E; = 1. Das System
wird mit drei Teilchen bevolkert. Wir interessieren uns fiir die drei unterschiedlichen Félle, in denen (i)
alle drei Teilchen ununterscheidbare Fermionen mit Spin S = % sind, (ii) alle Teilchen ununterscheid-
bare Bosonen sind, oder (iii) die drei Teilchen unterscheidbar sind.
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Abbildung 1 — (a) Beispiel fiir einen Besetzungszustand des Systems mit drei Spin-1 Fermionen. (b) Mégliche Entropien
der abgeschlossenen Drei-Teilchen-Systeme als Funktion der Gesamtenergie E. (¢) Mogliche mittlere Energien (F)
der an ein Warmebad gekoppelten Systeme als Funktion der Temperatur.

a) Abbildung 1(a) zeigt ein Beispiel fiir einen Zustand des Gesamtsystems, wenn es sich bei
den Teilchen um Fermionen handelt. Skizzieren Sie analog hierzu alle méglichen Zustdnde
des Drei-Teilchen-Systems fiir die Falle (i)—(iii). Hinweis: Fir die Félle (i) und (ii) sollten
Sie jeweils auf vier verschiedene Zustdnde kommen, fiir (iii) auf acht.

b) Wie lauten in den drei Fallen (i)—(iii) die moglichen Gesamtenergien E des Drei-Teilchen-
Systems? Wie sind diese entartet?

¢) Das Drei-Teilchen-System sei jetzt abgeschlossen und habe die konstante Energie E. Ab-
bildung 1(b) zeigt die Entropie S des abgeschlossenen Systems fiir verschiedene Energien
E. Welche der vier gezeigten Kurven S(E) entspricht dem Fall der (i) Spin—% Fermionen,
(ii) spinlosen Bosonen und (iii) unterscheidbaren Teilchen?
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Das System werde jetzt an ein Wéarmebad gekoppelt, wodurch sich ein mittlerer Wert der Gesamtener-
gie (E) einstellt. In Abbildung 1(c) sind vier mégliche Verldufe von (E) als Funktion der Temperatur
dargestellt.

d) Finden Sie ohne Rechnung die richtige Zuordnung der drei Félle (i)—(iii) zu den gezeigten
Kurven. Begriinden Sie Thre Wahl.

e) Berechnen Sie jetzt (E) fur die drei Falle (i)—(iii) um Ihre Antwort aus b) zu iiberprifen.

Aufgabe 24: Das ideale Bose-Gas, Teil I: Grundlagen (6 + 3 Punkte)

In der Vorlesung wurde die Physik des idealen Fermi-Gases besprochen. Jetzt widmen wir uns dem
idealen Bose-Gas. In dieser Aufgabe werden zunéchst einige Grundlagen wiederholt, die das Fundament
zum Verstandnis der Bose-Finstein-Kondensation bilden. Dieses Phdnomen behandeln wir dann in der
néchster Woche. Wir betrachten ein uniformes Bose-Gas, bei dem N Bosonen der Masse m in einem
Kasten mit Volumen V' eingeschlossen sind. Die Einteilchenenergien sind durch €5 = % gegeben, wobei
p = |p] der Betrag des Impulses ist.

a) Zusatzaufgabe: Berechnen Sie die Zustandsdichte D(e) des Bose-Gases in d Dimensionen:
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Hinweise: Den d-dimensionalen Raumwinkel 2; miissen Sie nicht ndher spezifizieren. Das
verbleibende Integral iiber den Radialanteil kdnnen Sie z.B. durch eine geeignete Substi-
tution berechnen. Alternativ konnen Sie auch die Eigenschaften von 0 (f(z)) ausnutzen.

b) Wie lautet die mittlere Besetzung n.(u, T") eines Einteilchenzustandes mit Energie € (nur
Wiederholung, keine Rechnung erforderlich)?
Im Folgenden betrachten wir den Fall d = 3 mit der Zustandsdichte D(e) = 2,’;—3‘/(2771)3/ 2 /e

c) Skizzieren Sie n. fiir fixes p und . Zeichnen Sie in Ihrer Skizze die Zustandsdichte D(e)
ein, sowie eine Vertikale bei ¢ = p. Wéhlen Sie z.B. y = —0.5 und T' = 2 und setzen Sie
V =h =m = kp = 1. Begriinden Sie, warum p < 0 gelten muss. Welche Werte kann die
Fugazitit z = e’# annehmen?

d) Jetzt soll die Teilchenanzahl N fixiert werden. Zeigen Sie, dass sich die Teilchenanzahl als

V 2rmkgT 3/2
Nex = ( B3 ) 93/2(Z) (2)

schreiben lésst, wobei g3/, definiert ist als

93/2(2) = ;7?/000 dmezz_\/i_l, (3)

mit x = Pe. Hinweis: Schreiben Sie die Teilchenzahl N als Integral iiber alle Energien.
Fiir jede Energie miissen Sie dann (i) iiber D(e) berticksichtigen, wie viele Zustdnde bei
dieser Energie liegen, und (ii) beriicksichtigen, von wie vielen Bosonen die Zusténde besetzt
werden.



Aufgabe 25: Kullback-Leibler Divergenz (6 + 3 Punkte)

Wir betrachten die beiden Alphabete

(i) Z1 ={a,b,c,d, e} mit Wahrscheinlichkeitsverteilung Pi: p, = 5, pp = pec =
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(ii) Zy ={a,b,c,d, e} mit Wahrscheinlichkeitsverteilung Ps: p, = %, Dy
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a) Fihren Sie fiir beide Alphabete die folgenden Schritte durch: Berechnen Sie die Shannon-
Entropie H = — ) p. log, p.. Finden Sie mit dem Huffman-Verfahren (Blatt 5, Aufgabe
18g)) eine optimale bindre Kodierung. Berechnen Sie die mittlere Lénge einer kodierten
Nachricht aus N Buchstaben. Wird das durch H vorgegebene Kompressionslimit erreicht?

b) Wie lang wird eine Nachricht aus N Buchstaben aus Z;, wenn Sie mit der fiir Z, opti-
mierten Kodierung iibersetzt wird? Wieviele Bits pro Buchstabe werden, verglichen mit
der optimalen Kodierung, zusétzlich ben6tigt und somit ‘verschwendet’? Was ergibt sich,
wenn Zs mit der fiir Z; optimierten Kodierung in Bits iibersetzt wird?

¢) Eine weitere Bindrkodierung des Alphabetes {a, ..., e} sei fiir die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung P3 mit p, = Tlﬁ’ Py = %, Pe = %, Pd = 1—16, Pe = % optimiert. Erneut soll Z5 in Bits
iibersetzt werden. Wiirden Sie erwarten, dass die auf Ps basierende Kodierung effizienter
ist, als die auf P, basierende? Begriinden Sie ihre Einschéitzung (ohne Rechnung).

Vielleicht haben Sie in (c) tiber die ‘Unterschiedlichkeit’ von Verteilungen argumentiert. Eine Moglich-
keit, diese genauer zu quantifizieren stellt die Kullback-Leibler-Divergenz oder relative Entropie dar.
Fiir zwei (diskrete) Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(z) und Q(x) ist diese tiber

P(x)
Q(x)

D(P||Q) = ZP ) - log, (4)

definiert. Sie misst, wie sehr die beiden Verteilungen P(z) und Q(x) voneinander abweichen.

d) Berechnen Sie die Kullback-Leibler-Divergenzen D(P;||P2) und D(P||P;). Warum erfiillt
D(P||Q) nicht alle mathematischen Kriterien an eine Abstandsfunktion (Metrik)?

e) Vergleichen Sie Thre Ergebnisse aus b) und d). Was fallt Thnen auf? Benutzen Sie die
Kullback-Leibler-Divergenz, um Thre Vermutung aus ¢) zu bestétigen oder zu widerlegen.

f) Zusatzaufgabe: Zeigen Sie, dass D(P||Q) > 0 gilt. Wann gilt Gleichheit? Hinweis: Be-
nutzen Sie die Jensensche Ungleichung

f (Z Az’%’) < Z)\if(xz‘) (5)
i=1 i=1

fir konvexe Funktionen f mit x; = 58 und \; = P(i). Beachten Sie, dass fiir konkaves

f(x) die Funktion — f(x) konvex ist. Der Logarithmus ist eine konkave Funktion.

Die Kullback-Leibler-Divergenz wurde zur Analyse von Verschliisselungsalghorithmen entwickelt (die
Namensgeber, Solomon Kullback und Richard Leibler arbeiteten damals als Kryptoanalytiker bei der
NSA). Heute ist sie besonders durch ihre prominente Rolle im Bereich des maschinellen Lernens be-
kannt. Sie findet aber in unzdhligen Bereichen Anwendung, in denen man den Unterschied zweier
Verteilungen quantifizieren méchte, etwa wenn gemessene Daten P mit einem durch @ beschriebenen
Modell verglichen werden sollen. Beispiele fiir Anwendungsfelder sind turbulente Stromungen, Kryp-
tographie, Spielanalysen der NBA und die Theorie von Sportwetten.
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