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1 Vektorraume

1.1 Gruppen (Definition)

Eine - (G, o) ist eine Menge G, auf der eine Verkniipfung (kurz: Produkt)
o: GXG, (g,h)—goh,
erklart ist mit folgenden Eigenschaften:

(i) Assoziativitét:
Vg,h,k € G: (goh)ok=go(hok).

(ii) Existenz eines neutralen Elements e :
VgeG: goe=g=eog.
(iii) Existenz eines Inversen: zu jedem g € G existiert ein h € G, so dass gilt: goh=e=hog.

Eine Gruppe heiit kommutativ, falls gilt: go h = ho g (fir alle g, h € G).

Aus den Axiomen folgt, dass das neutrale Element und das Inverse eindeutig sind.

Das zu g inverse Element wird hiufig mit ¢g~! bezeichnet.

_ Die positiven reellen Zahlen R, mit der gewohnlichen Multiplikation x oy = z -y als
Verkniipfung bilden eine kommutative Gruppe (R, ,-) mit neutralem Element e = 1 und Inversem
ri=1/x.

Die reellen Zahlen R mit der gewohnlichen Addition o = + als Verkniipfung bilden

eine kommutative Gruppe (R, +) mit neutralem Element e = 0. Das zu x € R inverse Element

st —x.

1.2 Reelle Vektorrraume (Definition)

Ein (reeller) _(V,—l—;R,-) ist eine kommutative Gruppe (V,+) mit der zusétzlichen

Struktur einer Skalarmultiplikation
RxV -V, (a,v)—a-v,
die den folgenden Vertraglichkeitsbedingungen genitigt:

a-(ut+v)=a-uta-v, (1.1)
(@+b)-v=a-v+b-v, (1.2)
(ab) - v=a-(b-v), (1.3)

(L4)

l-v=wv,
fiir alle a,b € R und u,v € V. Die Elemente von V heilen Vektoren. Géngige Schreibweisen sind:
u—v:=u+ (—v), v/a:=1/a)-v  (a#0).
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Beispiel 1. (R, +R,-), also V =R.
- Die Menge aller Translationen (oder Verschiebungsvektoren) im Raum bildet einen

Vektorraum.

oV v

- Sei M eine Menge und V ein Vektorraum. Dann ist auch die Menge aller Abbildungen
f: M=V, z— f(x),
mit der Addition (f + ¢)(z) := f(x) + g(x) ein Vektorraum.

1.3 Basis und Dimension

Eine Menge {vy,vy,...,v,} C V von Vektoren eines Vektorraums V' heifit linear unabhéngig,
falls fiir alle aq,as,...,a, € R gilt:
a1 +asve+ ... +av, =0 — ar=ay=...=a,=0.

Andernfalls heifit die Menge linear abhéngig. (Das Symbol - fiir die Skalarmultiplikation wird ab
hier der Einfachheit halber meist unterdriickt.) Enthalten alle linear unabhéngigen Mengen eines
Vektorraums V' nur endlich viele Vektoren, so heifit V' endlich-dimensional. (In diesem Abschnitt
werden wir nur endlich-dimensionale Vektorraume betrachten).

Ist eine Menge von Vektoren {v; ,vs,...,v,} von V linear unabhéngig, wird aber durch Hinzu-
nahme eines jeden weiteren Vektors linear abhangig, so heifit diese Menge eine Basis von V. Jede
Basis von V' enthélt die gleiche Zahl von Vektoren (ohne Beweis). Diese wohlbestimmte Zahl heif3t
die Dimension von V' und wird mit dim V' bezeichnet.

Sei nun u € V ein beliebiger Vektor und B = {vy ,v,,...,v,} eine Basis von V. Dann existieren

Zahlen ay ,as,...,a,,b (nicht alle Null), so dass gilt:
a1v1 + agvy + ... + ayv, + bu =0 .

Es muss b # 0 sein, denn andernfalls wiare B linear abhéngig und somit keine Basis. Folglich

konnen wir durch b dividieren und erhalten
u=c + Uy + ...+ cpv, (¢ =a;/b).

Jeder Vektor lasst sich also als sog. Linearkombination der Vektoren vy , ..., v, der Basis schreiben.

Die Zahlen ¢; , ¢y, ..., ¢, sind eindeutig bestimmt (warum?) und heiflen die Komponenten von u



bzgl. der Basis B. Als Kurzschreibweise vereinbaren wir

(&1
Co
u=| . , B={vy,...,u,}.

c
"/ B

Der Index B wird fortgelassen, wenn es keine Missverstandnisse geben kann, welche Basis B

gemeint ist.

1.4 Dualer Vektorraum

Sei V' ein Vektorraum. Unter einer Linearform A : V' — R versteht man eine Funktion v — A(v)

mit den Eigenschaften

AMu+v) = Mu) + \(v) (1.5)
AMa-v) =aA(v), (1.6)

fiir alle u,v € V and a € R.

Beispiel. Diec Operation der Orthogonalprojektion auf eine Raumachse ist eine Linearform. [J

Die Menge alle Linearformen A : V — R bildet einen Vektorraum beziiglich der Addition

A+ p)(v) = Av) + pu(v)

und der Skalarmultiplikation

(a-N)w):=Xa-v).
Dieser Vektorraum wird der zu V' duale Vektorraum genannt und mit V* bezeichnet.

Beispiel. Sei V' der Vektorraum aller Translationen (oder Verschiebungsvektoren) in einer Ebene.
Wir interpretieren v € V als die Geschwindigkeit eine gleichformigen geradlinigen ebenen Bewe-
gung (d.h. wir deuten v als Translation pro Zeiteinheit). V* ldsst sich dann als die Menge aller
(homogenen und polarisierten) Geradenscharen A visualisieren, wobei man A(v) als die (vorze-

ichenbehaftete) Zahl der Geraden ermittelt, die pro Zeiteinheit gekreuzt wird:

@ @
&)
AWV =13 AWV =—2
6 A

<




[Ausblick Wellenphysik: Wellen “vektor” als Linearform.]

1.5 Dualbasis

Sei {ey,ea,...,e,} eine Basis des Vektorraums V. Unter der zugehorigen Dualbasis des dualen

Vektorraums V* versteht man die Menge der Linearformen {¢; , %5, ...,9,} mit der Eigenschaft
1 firi=j, —

191'(6]‘) _5ij = { 0 SOHSt, (’L,j = 1,...,’/1). (17)

(Die Dualbasis wird durch diese Gleichungen eindeutig bestimmt.)

Bei Anwendung des Dualbasiselements 9J); auf einen Vektor v € V' erhalten wir die entsprechende

Komponente von v bzgl. der Basis {e;1,...,e,} :

v=cie1+ et .. e, = ¢ =1%(v) (i=1,...,n).

1.6 Lineare Abbildungen
_ Sei A: U — V eine Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen U, V. Die Abbildung
A heifit linear, falls fiir alle u, v’ € U und b € R gilt:

Alu+u') = A(u) + A(W'), Ab-u)=0b-Au) . (1.8)

Fiir eine lineare Abbildung L verwenden wir die vereinfachte Notation L(u) = Lu.
Die linearen Abbildungen L : U — V bilden selbst wieder einen Vektorraum. Er wird mit

Hom(U, V') bezeichnet. Fiir U = V schreibt man Hom(V, V') = End(V).



Werden zwei lineare Abbildungen Ly : U — V und Ly : V — W hintereinander ausgefiihrt,

L

L2L1 : U—

Lo

V =W

so erhalt man wieder eine lineare Abbildung LyL; : U — W. Beziiglich dieser Produktoperation
bilden die invertierbaren linearen Abbildungen g € End(V') eine Gruppe namens GL(V') mit der

identischen Abbildung v — v als neutralem Element.

_einer linearen Abbildung L € End(V) :

Sei B = {ey,...,e,} eine Basis von V mit Dualbasis {); ,...,9,} von V*. Dann nennt man

L11 . Lln
: S , L;; =9,(Le;)
L,i ... Ly,

die Matrix von L bzgl. der Basis B. Es gilt:

(L’U)l Lll .. Lln V1
: = : - : (Multiplikationsregel: “Zeile mal Spalte”) .

(Lv), 5 L, ... Ly, Uy,

B B

Einer linearen Abbildung L : U — V sind die folgenden wichtigen Vektorraume zugeordnet:

Kern: kerL:={ueU|Lu=0}, (1.9)
Bild: imL:={veV|JuelU: v=Lu}, (1.10)
Kokern : coker L :={A e V*|VYue U : ALu) = 0}. (1.11)

Diese Begriffe werden wir gegen Ende der Vorlesung wieder aufgreifen. Unser vordringliches Ziel

ist es, die Differential- und Integralrechnung im R" zu entwickeln.

1.7 Affiner Raum

Der Begriff des Vektorraums an sich ergibt noch kein befriedigendes Modell fiir den (physikali-

schen) Raum. Deshalb nehmen wir folgende Erweiterung vor.

_ Unter einem affinen Raum (M, V,+) versteht man eine Menge M von Punkten

zusammen mit einem Vektorraum V und einer Addition
MxV — M, (p,v) —p+wv,
mit den Eigenschaften:
(i) Es gilt eine Variante des Assoziativgesetzes:
p+(u+v)=(p+u)+v
fir allep e M und u,v € V.
(ii) Zu jedem Paar (p,q) € M x M existiert genau ein Vektor v € V mit p=¢q+ v.
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Wir schreiben p — ¢ := v und nennen p — ¢ den Differenzvektor zu (p, q).

- Die Menge aller Punkte auf einer Geraden zusammen mit dem Vektorraum aller Trans-

lationen langs der Geraden bildet eine 1-dimensionalen affinen Raum. [J

_ Ein affines Koordinatensystem {pg;e;,...,e,} besteht aus einem ausgezeichneten
Punkt py (dem “Koordinatenursprung”) zusammen mit einer Basis {e; ,...,e,} von V. Die affinen

Koordinaten z; : M — R (i = 1,...,n) definiert man durch
zi(p) = Vi(p — po) ,
wobei {¥;,...,0,} die Dualbasis zu {e;,...,e,} ist. Den Ausdruck

p=po+xi(p)er+ ... +z,(p) e,

nennen wir die Koordinatendarstellung des Punktes p. Man beachte, dass gilt

zi(p + av) = x;(p) + av;(v) peM,acR,veV).

2 Vektoranalysis

2.1 Normierter Vektorraum

_ Sei V ein Vektorraum. Eine Norm

V=R, veluvl],
ist eine Funktion mit den Eigenschaften
(i) ||v||> 0 fur v #0.
(i) [[a-v]|=|a||v| firallea e R, ve V.
(iii) Es gilt die Dreiecksungleichung:
futovl <full + vl (u,0eV).

Ein Vektorraum (V|| ||) mit Norm heifit normiert.
- Fiir V =R ist die Betragsfunktion a — |a| eine Norm.
- Fiir einen Vektorraum V' mit Euklidischem Skalarprodukt

VxV >R, (uv)— (uv)
(siehe spiter) ist die Langenfunktion ||v || := y/(v,v) eine Norm. O]
Fiir einen affinen Raum M mit normiertem Differenzvektorraum (V) || ||) nennt man
dip,q):=p—qll
den Abstand zwischen den Punkten p,q € M .
Im néchsten Abschnitt benotigen wir die folgende Aussage: zu jeder linearen Abbildung L :

U — V existiert eine Zahl || L ||op , die sog. Operatornorm von L, so dass gilt: || Lu|| < || L|ep || u||
fiir alle u € U. (Beweis als Ubungsaufgabe. )



2.2 Differenzial einer Abbildung

Sei X,Y ein Paar affiner Rdume mit normierten Differenzvektorraumen (V.| ||) bzw. (W, | ).
Der Begriff der Stetigkeit und Differenzierbarkeit einer Funktion f : X — Y im eindimensionalen
Spezialfall X, Y C R wird als bekannt vorausgesetzt. Insbesondere kennen wir die Ableitung (fiir

differenzierbares f):

o) — i LD 1)

t—0 t

Wir fiihren jetzt die héher-dimensionale Verallgemeinerung des _ ein.

Sei also f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei affinen Rdumen (wie eingangs beschrieben).
Wir fixieren einen Punkt p € X. Die Abbildung f heiflt in p stetig, wenn zu jeder Zahl € > 0 eine
Zahl § > 0 existiert, so dass fiir alle Vektoren v € V' mit Norm ||v || < § gilt:

| flp+v)— flp) || <e.

Weiter heifit die Abbildung f: X — Y im Punkt p differenzierbar, wenn eine lineare Abbildung
L: V — W mit der folgenden (Approximations-)Eigenschaft existiert: zu jedem ¢ > 0 gibt es ein
0 > 0, so dass gilt:

I f(p+v) = f(p) = Lo [ <]
fir alle v € V mit ||v] < . Diese lineare Abbildung L (so sie existiert) heifit das Differenzial der
Abbildung f im Punkt p. Sie wird mit L = D, f bezeichnet. Aquivalent schreibt man

L)~ ) - (D, N0 |

=0.
lof|—0 | v]]

Ist die Differenzierbarkeit erst einmal gesichert, konnen wir das Differenzial folgendermaflen

ermitteln. Wir betrachten das Geradenstiick [—4,6] 5 t — p+tv in X und sein Bild unter f, also

(Dpﬂ )

die Kurve t — f(p+tv), in Y.

v
1'J+V
X

P+4Av _—

Fassen wir v als die Geschwindigkeit der Bewegung ¢t — p + tv (mit der Zeitvariablen ¢ auf), so
ist (D, f)(v) die (momentane) Geschwindigkeit der Bildbewegung t — f(p + tv) zur Zeit t = 0,
also im Punkt f(p) € Y. In Formeln:

Lo = (D, f)(v) = lim f(p+tv) — f(p)

t—0 t

- Sei X =Y eine Ebene mit affinem Koordinatensysem {pg ;e ,e2} und affinen Koordi-

d
= flp+tv)| (2.12)

naen xj,xs . Wir betrachten die Abbildung

f(p) =po+axi(p)er +bza(p)es .
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In diesem Beispiel gilt (D, f)(e1) = ae; und (D, f)(e2) =bes.

2.3 Kettenregel

Fiir ein Tripel von affinen Raumen X, Y, Z mit normierten Differenzvektorraumen U,V bzw. W

betrachten wir die Verkettung 1 o ¢ zweier Abbildungen:
X2y %z
Wir machen die folgenden Annahmen:
1. ¢ sei differenzierbar im Punkt p € X mit Differenzial D, ¢ = L.
2. 1 sei differenzierbar in ¢(p) € Y mit Differenzial Dy, = K .

Unter diesen Voraussetzungen gilt die folgende Aussage.

_Die Verkettung v o¢ : X — Z ist differenzierbar im Punkt p € X mit Differenzial

Dy 0 ¢) = (Do) (Dyp ¢) = KL . (2.13)

_ Vereinfacht ausgedriickt besagt die Kettenregel, dass das Differenzial der Verket-

tung gleich der Verkettung der Differenziale ist. (Im letzteren Fall bedeutet “Verkettung” ganz
einfach die Hintereinanderausfithrung KL der linearen Abbildungen L = D,¢ : X — Yund
K=Dypyt:Y —7.)

-(der Kettenregel). Nach Voraussetzung existiert

1. fir jedes g1 > 0 ein 9; > 0, so dass

I op+u) = ¢(p) — Lu || < e flull
fir alle w € U mit ||u|| < 6y,

2. und fir jedes €5 > 0 ein 95 > 0, so dass

I ¥(6(p) +v) — ¥(6(p)) — Kv || < e |||

fir alle v € V mit ||v ]| < ds.
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Durch geeignetes Addieren und Subtrahieren,

| ¥(o(p+ ) — ¥ (é(p)) — KLu || =
I (¢(p) + d(p+u) — ¢(p)) — ¥ (d(p) — K(d(p+ u) — ¢(p)) + K (¢(p+u) — ¢(p) — Lu) |,

folgt mittels Dreiecksungleichung

| (o(p+u)) —¥(d(p)) — KLu || <
|4 (o(p) + o(p+u) — d(p)) — ¥(d(p) — K(d(p +u) — d(p) | + || K(o(p+u) — d(p) — Lu) || -

Fiir beliebiges € > 0 wahle jetzt

9 9

fE=————, 9= ——— " — .
2 || Klfop 2 (g1t || Llop)

Dann folgt fiir alle u mit ||u|| < min (81 , (e1+ || L ||op) '02)

| o(p+u) — o) || < || (p+u) — é(p) — Lu || + || Lu|
<erJull + I Lllop l[ull= (g1t [ Llop) [|u]] < 02,

und somit

| ¥(¢(p+u)) — U (d(p)) — KLu ||
<& || olp+u)— o) | + [ Kllop || ¢p+u) — ¢(p) — Lu ||
< e (a1t [ Lllop) lull + [ K [lop 1 Jull < g [ ]l +§ |ull=¢ull . O

Damit ist die Verkettung v o ¢ differenzierbar im Punkt p, und das Differenzial ist die Verkettung
Dy(1 0 ¢) = Dy ¥ o D, ¢ der Differenziale. [

_ Sei X = Z und ¢ = ¢! (inverse Abbildung), also

Xy x.
Wegen D, (¢! o ¢) = 1d (identische Abbildung) folgt dann aus der Kettenregel die Formel

u=Dy(¢"" 0 p)(u) = (Do) 6 )(Dyp ) (u) ,

oder kurz:
Dy ¢~ = (Do) ™",
d.h. das Differenzial der inversen Abbildung ist gleich dem Inversen des Differenzials.

_ Fir X =Y = Z = R sei ¢g die Umkehrfunktion zu f, also ¢(f(z)) = . Dann

besagt die Kettenregel, dass gilt:
1
/
J(f@) = = .
) = 53
Zum Beispiel folgt fiir die Ableitung der Logarithmusfunktion aus In(e®) = z die Formel In’(e?) =

1/e%, also In'(y) = 1/y.
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2.4 Vektorfelder und 1-Formen

Motivation. Beim Herumbewegen elektrisch geladener Korper im elektrischen Kraftfeld muss
Arbeit geleistet werden, oder es wird Energie frei. Unser Fernziel ist es, die Gesamtarbeit als
Wegintegral des Kraftfeldes entlang des zuriickgelegten Weges auszudriicken. Zu diesem Zweck

treffen wir hier einige Vorbereitungen. [

Sei (X, V,+) ein affiner Raum. Ein Vektorfeld u auf X ist eine Abbildung
u: X—=V, p—u(p),

die jedem Punkt p € X einen Vektor u(p) € V zuweist. Von den zahlreichen physikalischen Bei-
spielen fiir Vektorfelder sei hier nur das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeitsstromung erwéahnt;
sie weist jedem Ort der Stromung die lokale Stromungsgeschwindigkeit zu.

Warnung. Vektorfelder taugen nicht (jedenfalls nicht ohne Zusatzannahmen {iber die geometrische
Struktur des Raumes) als Integranden fiir Wegintegrale. Die tauglichen Integranden sind andere.
Definition. Wie zuvor sei (X,V,+) ein affiner Raum. Eine 1-Form « auf X ist eine rdumlich

veranderliche Linearform, also eine Abbildung
a: X—=V" p—a

(von der wir je nach Bedarf geeignete Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften verlangen).
Beispiel 1. Jedes Kraftfeld ist (fundamental betrachtet) eine 1-Form. Zwar ist es in der Praxis
iiblich, Kraftfelder als Vektorfelder aufzufassen, diese Deutung ist aber nur moglich, wenn die
Geometrie des Raumes als bekannt vorausgesetzt werden kann. Bei einer primitiven Kraftmes-
sung im dreidimensionalen Raum wird ermittelt, welche differenzielle Energieinderung K,(v) ein
Testkorper bei Translation in Richtung von v € R? erfihrt. Als unmittelbares Resultat der Mes-

sung (am Ort p) ergibt sich die Linearform
K, : Translationsvektor v +— differenzielle Energiednderung K,(v) .

Das Kraftfeld K ist dann insgesamt eine Zuordnung K : X — V* = (R*)*, p — K, also eine
1-Form. [

Linearformen im dreidimensionalen Raum werden durch polarisierte homogene Ebenenscharen
visualisiert. (Dabei wird, wie in Abschnitt 1.4 erldutert, der Wert K,(v) durch Abzéhlen der von
v gekreuzten Ebenen ermittelt.) Wir kénnen die Kraftfeld-1-Form also zeichnerisch skizzieren,

indem wir fiir eine Auswahl von Punkten die zugehorige Ebenenschar auftragen:

Die Ebenen haben jeweils die Bedeutung der (lokalen) Nullflichen des Kraftfeldes K .
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Beispiel 2.| Aus Abschnitt 2.2 kennen wir bereits den Begriff des Differenzials einer Abbildung
f: X — Y zwischen zwei affinen Réumen (X, V,+) und (Y, W, +). Im Spezialfall einer differen-
zierbaren Funktion f : X — R (also fir Y = R, W = R) bezeichnen wir das Differenzial mit
D, f =: (df),. Wir erinnern kurz an die Definition:

(@)p) = S5+ )] =ty LTI

t=0 t—0 t

Insgesamt weist das Differenzial df jedem Punkt p € X eine Linearform (df), € V* zu. Somit ist
das Differenzial df eine 1-Form. [J

Aus einem Vektorfeld v : X — V und einer 1-Form w : X — V* lasst sich in invarianter

Weise eine Funktion f = w(u): X — R bilden. Sie ist erklart durch

Um die Funktion f = w(u) im Punkt p zu berechnen, setzt man also den Vektor u(p) in die
Linearform w, ein. Diese Operation der Bildung einer Funktion aus einem Vektorfeld und einer

1-Form heifit Kontraktion oder inneres Produkt.

2.4.1 Koordinatendarstellung

In einem affinen Raum (X, V,+) sei ein affines Koordinatensystem {o;e;,...,e,} fest gewéhlt.

Wir bezeichnen dann mit dem Symbol 9; das konstante Vektorfeld
0 : X—->V, p—e (i=1,...,n)

zum Basisvektor e; . Die entsprechende Rolle im Kalkiil mit 1-Formen spielen die Differenziale der
affinen Koordinaten. Wir erinnern daran, dass durch die Wahl eines affinen Koordinatensystems

{o;e1,...,e,} affine Koordinatenfunktionen

z;i(p) = Vi(p — o) (1=1,...,n)
festgelegt werden. IThre Differenziale dx; sind konstant:

(d)y(0) = 0o+t =) =h(0).

d.h. unabhangig vom Punkt p. Das innere Produkt von dz; mit 0; ist die konstante Funktion
dl’l(aj) = 51']'

mit Funktionswert d;;(p) = d;; = 0 fiir i # j und d;;(p) =d;; =1 fir i = 5.
Fir die Koordinatendarstellung von Vektorfeldern und 1-Formen bendétigt man die Operation
der Multiplikation mit Funktionen. Hierzu erinnern wir zunachst an die Operation der Skalarmul-

tiplikation fiir Vektoren und Linearformen:

RxV -V, (¢,v)—a-v=av,

RxV*—=V*,  (a,\)—a-A=al.
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Punktweise Ubertragung gibt dann eine Multiplikation

Funktionen x Vektorfelder — Vektorfelder , (f,u) — fu

Funktionen x 1-Formen — 1-Formen , (f,w)— fw

durch
(fu)(p) = f(p)ulp) bzw. (fw), = f(p)w,.

Im letzteren Fall lautet die ausfihrliche Schreibweise

(fw)p(v) = f(p) wp(v) -

Hiermit haben wir die Moglichkeit, beliebige Vektorfelder und 1-Formen als Linearkombinationen

der Basisvektorfelder 0; bzw. der Koordinatenformen dz; mit Funktionen als Koeffizienten zu

n n
uzg u; 0y w:E w;dx; .
i=1 =1

Wegen dx;(0;) = d;; gelten die Formeln

auszudricken:

w(0) =w;, dry(u) =u;, w(u)= Zwiui )
i=1

2.5 Gradient

Fiir eine differenzierbare Funktion f : X — R kennen wir bereits das Differential df. Ist der
affine Raum X mit einer geometrischen Struktur ausgestattet, so konnen wir der Funktion f
neben der 1-Form df auch noch ein Vektorfeld, das sog. Gradientenfeld (kurz: Gradient) gradf,
zuordnen. Wir betonen, dass das Differenzial fundamentaler als der Gradient ist: das Differenzial
existiert immer, wiahrend der Gradient nur definiert werden kann, wenn die im néachsten Abschnitt

erlauterte Zusatzstruktur zur Verfiigung steht.

2.5.1 FEuklidischer Raum

In Abschnitt 1.7 haben wir den Begriff des affinen Raums eingefiihrt. Kennzeichnend fiir affine
Raume ist die Existenz von Geraden, Ebenen, usw. sowie der Begriff von Parallelitiat und Parallel-
translation. In sog. Euklidischen Raumen, deren dreidimensionale Version unter Vernachlassigung
relativistischer und gravitativer Effekte als Modell fiir den realen physikalischen Raum taugt, hat
man die zusatzliche Struktur eines Euklidischen Skalarprodukts. Diese Zusatzstruktur ercffnet die

Moglichkeit der Langen- und Winkelmessung fiir Vektoren und Linearformen.

Definition. Sei V' ein reeller Vektorraum. Unter einem Euklidischen Skalarprodukt auf V' versteht
man eine Abbildung
() VxV-R

mit den folgenden Eigenschaften.
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1. Linearitat:

(u,av+bw) = a (u,v) + b {u,w) (a,b€R; u,v,weV).

2. Symmetrie:

(u,v) = (v,u) (u,veV).

3. Positivitat:
(v,v) >0 firalleveV, v#0.

Ein Vektorraum (V, (-,-)) mit Euklidischem Skalarprodukt heifit Euklidisch. In einem Euk-
lidischen Vektorraum existiert eine kanonische Norm, die Euklidische Norm. Sie ist definiert als

die positive Wurzel des Euklidischen Skalarprodukts eines Vektors mit sich selbst:

|v] == ++/{v,v) .

Die Euklidische Norm ||v|| eines Vektors v wird auch als seine Lénge bezeichnet.

Der Winkel Z(u,v) zwischen zwei Vektoren u , v ist erklart durch

cos Z(u,v) = fu,v) :
[l ol
Zwei Vektoren u, v mit der Eigenschaft (u,v) = 0 heilen zueinander senkrecht oder orthogonal.

Definition. Unter einem Euklidischen Raum FE,, versteht man einen affinen Raum (X, V,+) mit
Euklidischem Differenzvektorraum V' = R™. Ein kartesisches Koordinatensystem fiir (X, V, +) ist
ein affines Koordinatensystem {o;e; ,...,e,} mit der zusdtzlichen Eigenschaft, dass die Basisvek-

toren ein Orthonormalsystem bilden:
<€i7€j>:6ij (Z,jzl,,n)

Bzgl. einer kartesischen Basis {ey, ..., e,} wird das Euklidische Skalarprodukt zweier Vektoren

u="> u;e; und v =Y v; e; wie folgt ausgedriickt:

n
(u,v) :Zuivi.
i=1

2.5.2 FEuklidischer Isomorphismus: 1-Formen — Vektorfelder

Sei E, der n-dimensionale Euklidische Raum mit Differenzvektorraum V' = R"™. (Unser beson-
deres Interesse gilt natiirlich dem wichtigen Spezialfall n = 3, doch was wir in diesem Abschnitt
besprechen, ist von der Dimension n unabhéngig.) Jeder 1-Form a : E, — V* wollen wir jetzt
ein Vektorfeld Z(«) : E,, — V zuordnen.

Dazu benétigen wir eine bijektive lineare Abbildung (kurz: einen Isomorphismus)

ZT: V=V, A=ZI(N),
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zwischen Linearformen und Vektoren. Unter Verwendung des Euklidischen Skalarprodukts von V'

definieren wir zu den inversen Isomorphismus Z~! durch

Speziell gelten fiir jede Orthonormalbasis {e; ,...,e,} von V die_
I(’l?i)zei, 271(67;):197; (@':17.”771)7

wobei v ,...,1, wie immer die Linearformen der Dualbasis sind.
Punktweise Ubertragung ergibt jetzt einen Isomorphismus (den wir ebenfalls mit Z bezeichnen)

zwischen 1-Formen und Vektorfeldern: wir ordnen jedem Vektorfeld v eine 1-Form Z~!(v) zu durch

und jeder 1-Form « ein Vektorfeld Z(«) durch

ap = (Z()(p),) -

Wie oben erlautert konnen wir im Spezialfall n = 3 jede 1-Form « lokal durch eine Ebenenschar
visualisieren. Anschaulich gesprochen steht dann das Vektorfeld Z(«) iiberall senkrecht zu den
Ebenen von «, wobei der Ebenenabstand von « invers zur Lange der Vektoren von Z(«) ist. Zum
-dieser Aussage fixieren wir einen Punkt p und vereinbaren die Abkiirzungen A = «a,, und

Z(a)(p) = Z(N). Dann argumentieren wir in zwei Schritten:

1. In die Linearform A = (Z(\), -) setzen wir einen beliebigen Vektor v ein, der parallel zu den
Ebenen von A liegt. Es folgt 0 = A\(v) = (Z()), v), d.h. Z(\) steht senkrecht auf den Ebenen

von \.

2. Aus [ ZOV |2 = (Z(V),Z(V) = MZ(\) folgt

Lénge(Z(A)) = [Z(V) ] = A (||§8; ||> ’

also ist Lénge(Z())) reziprok zum Ebenenabstand von A.

_ Mit der Einfiihrung eines Euklidischen Skalarprodukts wird iiber das Langenmaf
der Einheitsvektoren e (mit (e,e) = 1) ein Mafistab ¢ festgelegt. Mit obiger Léngenbeziehung ist
gemeint:

Linge(Z(A\)) x Ebenenabstand(\) = ¢°.
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2.5.3 Differenzial und Gradient

Spezialisieren wir den Isomorphismus Z zwischen 1-Formen und Vektorfeldern zum Sonderfall des

Differenzials einer Funktion, so erhalten wir:

_ Unter dem Gradienten einer Funktion f : FE, — R versteht man das Vektorfeld
gradf := Z(df) .
Andere Schreibweisen fiir den Gradienten sind
grad f=Vf=V/f.

Wir wollen den Gradienten nun anschaulich deuten (oder _) Als Vorbereitung
betrachten wir zuerst das Differenzial. Zwecks besserer Vorstellung spezialisieren wir zum Fall

n = 3. Eine Funktion f : E3 — R veranschaulichen wir durch ihre Niveauflachen,

S,={p€ k3| f(p)=reR}.

Zum Beispiel sind die Niveauflaichen der Euklidischen Abstandsfunktion f = \/m (in
kartesischen Koordinaten z1 = z, zo =y, 3 = z) Kugeloberflichen.

Nun zur 1-Form o = df. Ihre Ebenenschar im Punkt p entsteht durch Linearisierung der
Niveauflachen von f im Punkt p. Dabei ergibt eine dichte/diinne Aufeinanderfolge von Niveauflichen

eine dicht/diinn gestaffelte Ebenenschar.

_ Der Gradient einer Funktion f steht iiberall senkrecht auf den Niveauflachen von

f. Dabei verhalt sich die Lange des Gradienten reziprok zum Abstand zwischen den Niveauflachen.
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Beispiel | (in zwei Dimensionen): Niveaulinien einer Héhenfunktion. Der Gradient zeigt in Rich-

tung des steilsten Anstiegs und ist umso grofer, je dichter die Hohenlinien liegen.

2.5.4 Partielle Ableitung P

Zum Zweck der Koordinatendarstellung des Differenzials und des Gradienten definieren wir jetzt
den Begriff der partiellen Ableitung. Zunéchst befassen wir uns nur mit dem Differenzial df. Sei
dazu{o;e;,...,e,} ein affines Koordinatensystem des Euklidischen Raums E,, (oder eines anderen
affinen Raums). Wie zuvor bezeichnen wir die affinen Koordinatenfunktionen mit x; : E, — R.

Ihre Differenziale sind die Koordinatenformen dxz; : £, — V*.

Definition. Fiir eine differenzierbare Funktion f : FE, — R definiert man die partielle Ableitung

of
8.1'i '

E, —R

als den Wert des Differenzials von f auf dem Basisvektor e; :

O (1) 1= (e = i LTI =)

U
axi t—0 t

Hieraus folgt fiir das Differenzial die Koordinatendarstellung

df =) 5, 4
=1

Wir wenden uns jetzt dem Gradienten zu. Um einen simplen Ausdruck fiir ihn zu gewinnen,
miissen wir die Wahl des Koordinatensystems unter Verwendung der Euklidischen Struktur von
E, einschrianken. Sei deshalb das affine Koodinatensystem {o;e;y,...,e,} ab jetzt kartesisch,
d.h. die Basisvektoren e, ..., e, bilden ein Orthonormalsystem, (e;,e;) = ¢;;. Dann haben wir

Z(dx;) = 0;, und fiir den Gradienten folgt der Ausdruck

af i
df=7Z(df)=1 dz; | = 0; .

20~ (5 Lan) -3 2
Abschlielend soll noch einmal betont werden, dass das Differenzial immer existiert, wahrend
zur Bildung des Gradienten die Euklidische Struktur des Raums notwendig ist. Dieser wichtige
Unterschied wird spatestens in der Thermodynamik deutlich. Im Zustandsraum der Thermody-
namik gibt es keinen natiirlichen Begriff von Skalarprodukt, weshalb man dort viele Differenziale

aber keine Gradienten zu sehen bekommt.

Merke: Ohne Skalarprodukt kein Gradient!
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2.6 Wegintegrale

Eine besonders wichtige Eigenschaft von 1-Formen ist, dass sie sich in kanonischer Weise langs

Kurven im Raum integrieren lassen.

_ (anschaulich). Wir erkldren das Wegintegral einer 1-Form a : X — V* ldngs einer
Kurve (oder eines Weges) I' in einem affinen Raum (X,V,+). Dazu unterteilen wir den Weg

gleichmafig in Stiicke, indem wir eine grofie Zahl von Stitzpunkten py,p;,...,py einfithren:

R N
APOPRT Pa-i

Po

Dann berechnen wir die Summe

Opg (Pl —po) + Qp, (P2 —p1) + ...+ aPN—l(pN —PN_1) .

Schliellich verfeinern wir die Kette der Stiitzpunkte, bis sich im Limes N — oo ein Grenzwert

(némlich das Wegintegral [ o von o langs T') einstellt:

/ hm Zapl Dit1 — Di) - (2.14)

_ Fiir diese Definition wird nur die affine Struktur des Raumes benctigt: zur Be-
stimmung der auftretenden Summanden «,, (p;+1 — p;) tun wir nichts weiter, als die Linearformen
ap, auf den Differenzvektoren p; 1 — p; auszuwerten. Hierfir geniigt der Begrift von Parallelitat
— im anschaulichen Bild von Abschnitt 1.4 zéhlen wir ganz einfach die von p; 11 — p; gekreuzten
Ebenen von «,, . Winkelmessung und/oder Langenmessung von Vektoren kommt hier nicht vor!
(Tatséachlich ist Winkel- und Langenmessung fiir unser spezielles Ziel, ndmlich die Berechnung von
Wegintegralen von Kraftfeldern, nicht angezeigt.) O

Um zu einer konzisen Definition zu gelangen, ersetzt man grob gesprochen die Differenzvektoren
der Stiitzpunkte durch die Tangentialvektoren der Kurve. Das genaue Vorgehen ist wie folgt. Sei
[' eine Kurve in X mit Anfangspunkt p und Endpunkt ¢. Unter einer Parametrisierung von I"

versteht man eine differenzierbare Abbildung
v [0,1] = X

mit ([0, 1]) =T (als Punktmengen), v(0) = p, 7(1) = g und +/(¢) # 0 fiir alle ¢ € [0, 1].

_(Wegintegral). Ist v : [0,1] — X eine Parametrisierung der Kurve I', so erkldrt man
das Wegintegral der 1-Form o : X — V* langs I" durch

[o=] o (o (0)) i (215)

_ Das Wegintegral hangt nicht von der Wahl der Parametrisierung ab. Ist namlich
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71 : [0,1] — X eine andere Parametrisierung von I', so existiert eine monoton wachsende differen-

zierbare Funktion h : [0, 1] — [0, 1] mit 71 (t) = y(h(t)), und es resultiert

/O%I(t)(%(t)) dt:/o aw(h(t))(V/(h(t)))h/(t)dt:/0 ) (7' (s)) ds

Das erste Gleichheitszeichen folgt hier aus der Kettenregel, das zweite aus der Variablensubstitu-

tion s = h(t).
2.6.1 Wegintegral in kartesischen Koordinaten

Die konkrete Berechnung des Wegintegrals erfordert in der Regel die Wahl eines Koordinatensys-
tems. Hierbei hat man vollige Freiheit, denn das Wegintegral driickt sich in allen Koordinaten in
der gleichen Weise aus. Von dieser Freiheit wollen wir hier aber noch keinen Gebrauch machen,
sondern ein ganz spezielles Koordinatensystem verwenden. Auflerdem arbeiten wir in diesem
Abschnitt im dreidimensionalen Euklidischen Raum, Ej (siche Abschnitt 2.5.1).

Wir erinnern daran, dass ein affines Koordinatensystem {o; e, , e, ,e.} von Ej3 kartesisch heifit,
wenn die Basisvektoren e, , e, , e, ein Orthonormalsystem von V' = R? bilden. Durch ein solches
Koordinatensystem werden kartesische Koordinaten z,y,z und Koordinatenformen dx,dy,dz
bestimmt. dx 1ait sich anschaulich als die Schar von Ebenen auffassen, die parallel zur yz-Ebene
liegen und Abstand Eins voneinander haben (mit Pluspol bei x = 4+00). Eine analoge Aussage
gilt fiir dy und dz. Eine beliebige 1-Form A wird durch A = A, dx + A, dy + A. dz ausgedriickt,

wobei die Komponenten Funktionen A, ,A,,A,: E; — R sind.

Rechenbeispiel. Eine Schraubenlinie I' mit Radius R und Schraubenhohe L wird parametrisiert
durch
[0,1] 3¢ — ~(t) = 0+ Rcos(at) e, + Rsin(at) e, + Lte, .

Zu berechnen sei das Wegintegral langs I" eines homogenen Kraftfelds K mit Koordinatendarstel-
lung
K=k(dy+dz), keR.

Zuerst ermitteln wir durch Ableiten nach ¢ den Tangentialvektor der Kurve:
7'(t) = —Rasin(at) e, + Racos(at) e, + Le, .
Einsetzen ins Kraftfeld ergibt
K, (¥'(t)) = kRacos(at) + kL . r

So erhalten wir das Wegintegral

/K = /1 Kyw(7/ (1)) dt = /l(kRa cos(at) + kL) dt = kRsin(a) + kL .
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2.6.2 Wegintegral einer exakten 1-Form

Wie zuvor sei (X, V, +) ein affiner Raum.

_ Eine 1-Form o : X — V* heifit exakt, wenn sie das Differenzial einer Funktion
f X — Rist, wenn also gilt

ap(v) = (df)p(v) = (Dpf)(v) ,

oder kurz: a = df. FEin exaktes Kraftfeld K heifit konservativ. In der Physik schreibt man in
diesem Fall K = —dU und nennt die Funktion U ein Potenzial des Kraftfeldes K.

_(der Differenzial- und Integralrechnung). Das Wegintegral fr « einer exakten 1-Form
a = df hangt nur von Anfangspunkt p und Endpunkt ¢ der Kurve I' ab, nicht aber vom Verlauf

/FaZ/Fdf=f(Q)—f(p)-

- Wahle eine Parametrisierung der Kurve I,

der Kurve dazwischen:

y:[0,1] =X, t=n(@), v0)=p, ~(1)=q.

Per Definition ist dann )
[a= [ ot ®).
r 0

Fiir die Verkettung von Abbildungen

0,1 -5 x LR

gilt nun nach der Kettenregel

(df )y (Y (1)) = (Dyey f) (D7) = Dy(f 0 y) = %f (v()) -

Hiermit folgt schon das gewtiinschte Ergebnis:

/F o— / C F0)dt = F4(1)) ~ F((0)) = fla) ~ ).

- Sei jetzt X = F3 wieder der Euklidische Raum mit kartesischen Koordinaten x,y, 2.
Die elektrische Feldstarke E einer im Koordinatenursprung befindlichen Punktladung @) ist die

1-Form
Q zdr+ydy+ zdz

dmeg (22 +y? 4 22)3/2
Diese Feldstarke ist exakt, £ = —d® , mit elektrischem Potenzial

__Q 1
T dmey (22 492 + 2212

E =

)

Nach dem obigen Hauptsatz ist das Wegintegral [ E = ®(p) — ®(g) lings einer Kurve I' von p
nach ¢ wegunabhangig. Man nennt fr E = qu E die elektrische Spannung zwischen den Punkten
pund q.
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2.6.3 Anschauliche Deutung des Hauptsatzes

Wir wissen aus Abschnitt 1.4, dass wir Linearformen X : R® — R durch Ebenenscharen veran-
schaulichen kénnen — in dieser bildlichen Vorstellung wird der Funktionswert A(v) durch Abzéhlen
der von v gekreuzten Ebenen bestimmt. In Abschnitt 2.5.3 haben wir dann gesehen, wie die Ebe-
nenschar zu A = (df), durch Linearisierung der Niveauflichen der Funktion f entsteht. Diese
Deutung des Differenzials df in Verbindung mit der anschaulichen Definition des Wegintegrals

einer 1-Form in Gl. (2.14) lasst eine intuitive Deutung des Hauptsatzes zu.

Deutung| (des Hauptsatzes). Beim Integrieren einer exakten 1-Form a = df fithrt die Prozedur
des “Abzéhlens gekreuzter Ebenen” (im differenziellen Limes, N — o00) insgesamt dazu, dass

gekreuzte Niveauflachen gezahlt werden, das Integral qu df also die Niveau-Zunahme/Abnahme

f(q) — f(p) berechnet.
2.6.4 Wegintegral eines Vektorfelds

Das Wegintegral einer 1-Form ist immer erklért, sofern der Raum affin ist (oder allgemeiner: eine
differenzierbare Struktur hat). Anders im Falle eines Vektorfeldes! Um Vektorfelder lings Kurven
zu integrieren, muss man die Geometrie des Raumes kennen und heranziehen. Sei X = FE,
im Folgenden ein Euklidischer Raum. Aus Abschnitt 2.5.2 ist uns schon der Euklidische Iso-

morphismus Z zwischen 1-Formen und Vektorfeldern bekannt.

Definition. Sei v : X — V ein Vektorfeld in einem Euklidischen Raum X mit Euklidischem

Differenzvektorraum V. Das Wegintegral [, v - dl von v ldngs einer Kurve T' ist erklart durch

/Fv-dé ::/Fz—l(v).

Zur Berechnung des Wegintegrals des Vektorfeldes v geht man also zur entsprechenden 1-Form

Z'(v) tiber und integriert dann die 1-Form in der uns bekannten, natiirlichen Weise. [J
Als Konsequenz des Hauptsatzes iiber Wegintegrale exakter 1-Formen ergibt sich:

Satz. Fir das Wegintegral eines Gradientenfelds grad f langs einer Kurve I' von p nach ¢ gilt

[ -t = ) - 1)
Beweis. [.gradf-dl = [ T '(gradf) = [.df = f(q) — f(p).

2.7 Flachenintegrale

Die guten Integranden fiir Flachenintegrale sind weder Vektorfelder noch 1-Formen, sondern so-

genannte 2-Formen. Der Begriff der 2-Form wird im néchsten Abschnitt vorbereitet.

2.7.1 Alternierende 2-lineare Formen

Definition. Sei V' ein Vektorraum. Eine alternierende 2-lineare Form w auf V' ist eine Abbildung
w: VxV—-=R

mit den Eigenschaften
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1. Schiefsymmetrie:
w(u,v) = —w(v, u) (u,v e V).
2. (Bi-)Linearitét:
wlu+v,w) =wu,w) + w(v,w) (u,v,w e V),
w(au,v) = aw(u,v) (a e R).
Der Vektorraum der alternierenden 2-linearen Formen auf V heit Alt*(V/).

Ahnlich wie fiir Linearformen lasst sich auch fiir alternierende 2-lineare Formen ein anschauliches

Modell angeben. Die Details des Modells hangen von der Raumdimension ab.

_ Ein Element w € Alt*(R?) lasst sich als homogene Schar von Punkten mit

Umlaufsinn visualisieren:

Der Zahlenwert w(u,v) wird ermittelt, indem man die vorzeichenbehaftete Zahl der Punkte von
w im Parallelogramm mit den Kanten u und v abzahlt (inklusive Dezimalteil, durch Mitteln tiber
alle translatierten Parallelogramme). Das Vorzeichen ist plus oder minus, je nachdem ob der

Zirkulationssinn des Parallelogramms (“zuerst u, dann v”) mit dem Umlaufsinn der Punkte von

w ubereinstimmt bzw. nicht tibereinstimmt.

_ Ein Element w € Alt*(R3) lisst sich als homogene Schar von Geraden mit

Zirkulationssinn visualisieren:

Der Zahlenwert w(u, v) wird ermittelt, indem man die vorzeichenbehaftete Zahl der Kreuzungspunkte
der Geradenschar von w mit dem von u und v aufgespannten Parallelogramm bestimmt. Das

Vorzeichen ist wieder plus oder minus, je nachdem ob der Zirkulationssinn iibereinstimmt oder

nicht.

2.7.2 AuBeres Produkt

_ Sei V' ein Vektorraum mit Dualraum V*. Fir zwei Linearformen A, € V* erklart
man das duBere Produkt A\ A 1 € Alt*(V) durch

A A ) (0, w) = Av)p(w) = Aw)p(v) -
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_ Fiir den Fall V = R? behaupten wir, dass sich das auBere Produkt wie folgt
anschaulich verstehen lésst. (i) Die Geradenschar von Ay entsteht durch Bilden des Durchschnitts
der Ebenenscharen von A und g . (ii) Den Zirkulationssinn von A A 1 bekommt man mit der Regel

“gehe zuerst in Richtung des Pluspols von A, biege dann in Richtung des Pluspols von p ab”.
- Die Linearformen A und p seien linear unabhéngig. (Andernfalls gilt A A = 0.) Dann

existiert ein linear unabhangiges Tripel von Vektoren u,v,w mit den Eigenschaften

Durch einfache Rechnung erhalt man
AAp,w)y=1, AAp)(w,u)=0, AAp)(u,v)=0.

Diese drei Gleichungen legen A A i eindeutig fest. Die letzten zwei besagen, dass die Geradenschar
von A A p parallel zum Vektor u liegen muss. Da dieser Vektor seinerseits wegen A(u) = p(u) =0
parallel zu den Ebenenscharen von A und p liegt, ist die Geradenschar von A A p parallel zu den
Schnittgeraden der Ebenenscharen von A und p. Aus (A A u)(v,w) = 1 folgt schliefllich, dass die
Geradenschar von A A p nicht nur parallel zur Schnittgeradenschar der Linearformen A, u liegt,

Y -ava

sondern sogar mit ihr identisch ist.

2.7.3 2-Formen

In Abschnitt 2.4 haben wir fiir rAumlich variable Linearformen den Begriff der 1-Form eingefiihrt.
In genau derselben Weise kommen wir zum Begriff der 2-Form, indem wir zulassen, dass die

alternierenden 2-linearen Formen raumlich variieren.

_ Eine 2-Form w auf einem affinen Raum (X, V, +) ist eine differenzierbare Abbildung
w: X — Al*(V), P wp,

die jedem Punkt p eine alternierende 2-lineare Form w, zuweist.

- Ein physikalisch wichtiges Beispiel fiir eine 2-Form im Euklidischen Raum Fj ist die

magnetische Feldstarke B. Dementsprechend hat man sich ein raumlich konstantes Magnetfeld

25



so wie im anschaulichen Modell (d = 3) von Abschnitt 2.7.1 vorzustellen. Die Geraden der Schar

werden in diesem Fall als magnetische Flusslinien bezeichnet.

_ Unter dem aufleren Produkt zweier 1-Formen « und /3 versteht man die 2-Form a A S.

Hierbei ist das auflere Produkt punktweise erklart:
(@A B)p=apAB,.

Insbesondere gilt

(dx Ndy), = (dx), A (dy)p, = Vs AU, ,  usw.

_ Man bekommt die Geradenschar von dz A dy, indem man die Niveauflachen der
Koordinatenfunktion x mit den Niveauflachen der Koordinatenfunktion y schneidet. Die Geraden

dieser Schar liegen parallel zur z-Achse.

2.7.4 Vektorprodukt und Spatprodukt

Wir kommen jetzt zu zwei besonderen Operationen, die nur im R? definiert werden kénnen. Sei
also V =R3, und sei u,v € V ein Vektorenpaar. Unter dem Vektorprodukt von « mit v versteht

man den Vektor u X v € V mit den folgenden Eigenschaften:

1. (u,uxv)=0=(uxwv,v), dh. ux v steht senkrecht auf beiden Faktoren u und v.

Uuxv
2. u, v, ux v (in dieser Reihenfolge) gentigen der Rechte-Hand-Regel.
v

3. Die Lénge von u X v ist ||u x v|| = || u|| ||v] |sin Z(u,v)| . "

Aus dieser Definition deduziert man, dass das Vektorprodukt V' x V' — V bilinear und schiefsym-

metrisch ist. Fiir jede rechtshandige kartesische Basis e, , e, , e, verifiziert man sofort
Cx X €y =€, € Xe€ =€, €, Xe;=¢,.
Fiir zwei beliebige Vektoren u = u, e, + uy e, +u, e, und v = v, e, + vy e, + v, e, hat man dann
U X V= (Uy Uy — Vg Uy) €5+ (Uy Uy — Uy U,) €5 + (U Uy — U Ug) €y

- Bewegt sich ein Korper der Masse m am Ort p mit Geschwindigkeit v, so hat er
beziiglich des Punktes o (der oft, wenn auch nicht immer, als der Koordinatenursprung gewéahlt
wird) den Drehimpuls

L = (p—0) x mv .

- Die Angabe des Drehimpulses setzt immer die Wahl eines Bezugspunkts o voraus.

- Die Operation des Vektorprodukts ist von einem fundamentalen Standpunkt aus gesehen
eigentlich tiberfliissig und unpassend. Es “passt nicht”, weil es unnotigerweise eine Konvention,
namlich die Rechte-Hand-Regel, ins Spiel bringt, deren Wahl willkiirlich ist und von der die
Naturgesetze gar nicht abhéngen (Ausnahme: schwache Wechselwirkung). Trotzdem wird in

physikalischen Lehrbiichern und Texten vom Vektorprodukt haufig Gebrauch gemacht. [J
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Durch Kombinieren des Vektorprodukts mit dem FEuklidischen Skalarprodukt entsteht das
Spatprodukt:

Q: VxVxV-R, (u,v,w)— (uxv,w)y=:Qu,v,w).
Beziiglich jeder rechtshandigen kartesischen Basis e, , e, , e, gilt
Qu,v,w) = (Up Vy — Vg Uy) Wy + (Uy Uy — Vy U) Wy + (Uy Uy — U, Uy ) Wy

Man sieht: Q(v,u,w) = —Q(u,v,w) = Qu,w,v) usw.

_ | Q(u,v,w)| ist das Volumen des von u, v, w aufgespannten Spats (= Par-

allelepipeds). Das Spatprodukt Q(u,v,w) ist positiv oder negativ, je nachdem ob u, v, w ein

rechtshéndiges bzw. linkshandiges System bilden.

2.7.5 Beziehung zwischen Vektorprodukt und duflerem Produkt

Das Spatprodukt Q: V x V x V — R fiir V = R3 liefert einen Isomorphismus
T, . Al*(V) =V, B—v=DI3)

durch

T(0) = Qv ) oder §=QTo(B).-.) . Ia(@’“‘vm <

Dieser Definition entnimmt man folgende_von Z(5). m

1. Der Vektor Z(3) liegt parallel zur Geradenschar von 3.

2. Die Richtung des Vektors Zy(3) geniigt zusammen mit dem Zirkulationssinn von [ der

Rechte-Hand-Regel.

3. Ist u, v ein Vektorenpaar mit 5(u,v) = 1, so hat der Spat mit den Kantenvektoren u , v, Zy(3)

das Volumen Eins.

Beziiglich einer kartesischen Basis e, , e, , e, mit Dualbasis 9, , ¥, , ¥, gelten die-

(0, ANy) =€, (9, AD.) =er, Io(d. NV,) =e,.

Zy e (v, w) = Qe , v, w) = vaw, — wv, = (U, AJ) (v, w), usw. O

Sei nun 7, = Z : Alt'(V) = V* — V der uns aus Abschnitt 2.5.2 bekannte Isomorphismus
zwischen Linearformen und Vektoren. Wir behaupten, dass die Isomorphismen Z; und Z, fiir

V = R3 auf die folgende Weise miteinander zusammenhingen:
AN p) =Ti(A) x Li(p) (A peVT),
d.h. das duBere Produkt A : V* x V* — Alt*(V) entspricht dem Vektorprodukt V x V — V.
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-(mittels kartesischer Basis):

Ty(0, NVUy) =€, =€, X €y =11(0,) X I1(¥,) , usw.

_ Das auflere Produkt ist eine natiirliche Operation, die fiir strukturlose Vektorraume
jeder Dimension existiert. Das Vektorprodukt hingegen, das sei hier nochmals betont, ist un-
natiirlich in dem Sinn, dass es nur fiir V = R? existiert und der Zusatzstruktur des Euklidischen

Skalarprodukts in Kombination mit der Rechte-Hand-Regel bedarf.

2.7.6 Integral einer 2-Form

Eine orientierte Flache ist (vereinfacht ausgedriickt) eine Flidche mit Zirkulationssinn. Eine Para-

metrisierung einer orientierten (Quader-)Flache X ist eine differenzierbare Abbildung
o: 0,1 =X C X, (st)o0(st),

mit der Eigenschaft, dass das geordnete Paar von Tangentialvektoren 2o(s,t), £o(s,t) den
Zirkulationssinn der Fléche ¥ nachbildet. (‘Geordnet’ bedeutet hier, dass es auf die Reihenfolge

ankommt.)

4
ot o
= -
L /_\
= — L S s

_ Es sei (X,V,+) ein affiner Raum und w : X — Alt*(V) eine 2-Form. Ist o :
[0,1]> — ¥ C X eine Parametrisierung der Fliche X, so ist das Integral von w iiber ¥ erklirt

durch das iterierte (Riemann-)Integral

/Zw - /01 (/01 o) <%a(s,t)7%a(s,t)> dt) ds

_ Diese Definition ist von der Wahl der Parametrisierung unabhéngig.
- Wir integrieren die konstante magnetische Feldstiarke B = By dx A dy (mit By € R)

iiber eine Hemisphare S, mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung o und Parametrisierung
o(s,t) = o+ Rsin(ws/2) (cos(27t) e, + sin(2nt) e,) + Rcos(ws/2) e, .

Zunachst bestimmen wir den Tangentialvektor zur s-Koordinatenlinie:

82 o(s,t) = LR cos(ms/2)( cos(2nt) e, + sin(27t) e,) — S Rmsin(ws/2) e,
s

und den Tangentialvektor zur t-Koordinatenlinie:

% o(s,t) = 2Rmsin(ms/2) ( — sin(27t) e, + cos(2mt) e,) .
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Dann setzen wir die Tangentialvektoren in die 2-Form ein:

Bo(s ) (%a(s, t), %a(s, t)) = By R’n”sin(ms/w) cos(ms/2) (cos*(2mt) + sin®(27t))

= 1By (7R)*sin(rs) .

Schlielich berechnen wir das Flachenintegral:

1/
/ B = %BO(WR)Q/ </ sin(7s) dt) ds = By mR>.
St 0o \Jo

2.7.7 Flachenintegral eines Vektorfeldes

Durch punktweise Anwendung der Abbildung Z, von Abschnitt 2.7.5 erhalten wir einen Isomor-
phismus

Zo :  2-Formen —— Vektorfelder .
- Der 2-Form der magnetischen Feldstarke
B = B,ydx Ndy + By, dy Ndz + B., dz N\ dx
wird durch Z, das Vektorfeld des Magnetfeldes zugeordnet:
75(B) = B3y 0, + By, 0, + B, 0, .

_ Es sei v : E3 — R? ein Vektorfeld und ¥ eine orientierte Fliche in F5. Das

Flachenintegral fz v - ds von v liber X ist erklart durch

/Ev-ds ::/222_1(11).

Man konvertiert also das Vektorfeld v in die 2-Form Z, *(v) und integriert dann letztere in der

schon bekannten Weise.

_ Aus der Formel Z, ' (v) = Q(v, -, -) erhalten wir den Ausdruck

/Zv ds = /01 (/01 Q (U(a(s,t)), %a(s,t), %a(s,t)) dt) ds

Im Flachenintegral eines Vektorfeldes v integriert man also das Spatvolumen der drei Vektor-

felder v, %a , %a. Wegen Q(u,v,w) = (u,v X w) ist eine dquivalente Aussage, dass man im

Flachenintegral das Euklidische Skalarprodukt von v mit dem Vektorfeld

0 0
ag(s, t) X EO’(S, t)

integriert. Laut Definition des Vektorprodukts steht letzteres tiberall senkrecht auf der Integra-
tionsflache X .

2.8 Rotation

Nach dem Gradienten werden wir jetzt einen zweiten Vektor-Differenzialoperator kennenlernen:
die Rotation (engl. “curl”). Dieser Differenzialoperator ist eine Spezialitidt von F3. Um die
Rotation in angemessener Weise einzufiihren, miissen wir zuerst den allgemeinen Ableitungsbegriff

fiir 1-Formen kennenlernen.

29



2.8.1 AuBere Ableitung einer 1-Form

Es sei X ein n-dimensionaler affiner Raum. Ist X mit einer Basis dx;,dxs, ..., dx, von Koordi-

natenformen ausgestattet, dann ist jede 1-Form « auf X darstellbar als Linearkombination

o= i fi dx;
i=1

mit Komponenten f; : X — R.

_ Die &uflere Ableitung einer 1-Form o = ) f; dx; ist die 2-Form

i=1

_ Einen aquivalenten Ausdruck erhalt man mit df; = % dx; durch Verwenden
J

der Schiefsymmetrie dz; A dx; = —dx; A dz; des aufleren Produkts:

CNNOf (0 RN,
da—za—xjdx]/\dml—z<axi—axj dz; Ndxj .

1,7=1 1<j

Fir den Fall einer 1-Form E = E, dx + E, dy + E. dz im dreidimensionalen Raum FE3 hat man

oF, OF oFE, OF oF, OF
B =Y _ il = _ Y z _ z 0
d (ax ay)dm/\dy—i—(ay az)dyAdz—l—(az &C)dz/\dx

Die duBere Ableitung lasst sich in sehr anschaulicher Weise deuten (siche spéter). Sie hat
die charakteristische Eigenschaft “Zweimal d gibt Null”, was im vorliegenden Kontext Folgendes

bedeutet.
-Die aufere Ableitung einer exakten 1-Form a = df verschwindet:

o [0 o [0
da:d(df):Z(axi (8—:2)—8—%(6;))61%/\@:0.

1<j

- Nach obiger Formel folgt die Aussage sofort aus der Schwarz’schen Regel

o (of\ o [0f
Iz <3_%>_3_%<3x2>

Letztere ist eine unmittelbare Konsequenz der Definition von partieller Ableitung:

0 (ﬁ> (p) = lin (a—f(p+ se;) — ﬁ(p))

Ox; \ Oz, s—0 5 \ Ox; Oz,

= limllim%(f(p—i—sei—l—tej) —fp+se) = flp+te;) + f(p)

s—0 § t—0
B 0 af
= o (811) (p). O

Man verwendet auch die kiirzere Schreibweise

02 f o2 f

8:152- 8.27j N 8.27j 833@ ’
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2.8.2 Rotation eines Vektorfeldes

Die Rotation ist ein Differenzialoperator, den es nur im FEj3 gibt. Sie iiberfithrt Vektorfelder in

Vektorfelder und zwar auf die folgende Weise:
—1
rot : Vektorfeld n, 1-Form —% 2-Form —2» Vektorfeld .

Wir wandeln also das Vektorfeld v in die 1-Form Z; '(v) um, wenden dann die dulere Ableitung

d an, und konvertieren schliefllich dZ; ' (v) in ein Vektorfeld mittels Z, . In Kurzform:
rot =ZyodoZyt.
Aus dieser Definition folgt fiir die Rotation in kartesischen Koordinaten x ,y, 2z die Formel

rot v = rot(v, Oy + vy Oy + v, 0,) = (L o d) (v, dx + v, dy + v, dz)

ov ov ov ov ov ov
=7 Y _ZZVdx Ad E_ Y )dyAd T _ZZ)dzNd
((a ay) o “(ay az) o ”(az az) - )

ov, Ov ov, Ov ov ov
== -== 8z = — Y a:c = — - 8 .
(89& 8y) +(8y 82) +(8z (%) Y
_ Die auflere Ableitung wirkt in allen Koordinatensystemen gleich. Die Formel fiir

die Rotation gilt hingegen nur fiir kartesische Koordinaten! (In nicht-kartesischen Koordinaten

ist die Wirkung von Z; und Z, komplizierter.) O
Aus der Regel (dod) f = 0 folgt mit grad = 7, od und rot = T, o d o Z; * die Regel

rotgrad f = (IyodoZ; ) o (ZTyod) f = (Zyodod) f=0.
2.8.3 Satz von Stokes

In einem affinen Raum (X, V,+) sei w: X — V* eine differenzierbare 1-Form und ¥ C X eine
orientierte Flache. Die Flache ¥ wird durch eine Linie berandet, die wir mit v = 0% bezeichnen.
Wir nennen die Operation der Randbildung, 0 : Fliche — Randlinie, den Randoperator. Das
nachste Bild illustriert, wie der Randoperator aus der Orientierung der Flache > eine Orientierung

der Randlinie v = 0¥ (also einen Durchlaufsinn von +) bestimmt.

¥=20°%

/dw:/ w .
N oy

- Sei X = F3, V = R3. Fiir eine 1-Form w auf F3 bezeichne v := 7, (w) das zugeordnete
Vektorfeld. Dann folgt

/vv-dfzfyffl(v):/{Ew:/Edw:/EIg(dw)-ds:/E(IQOdoIfl)(v)-ds:/xrotv-ds,
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d.h. das Wegintegral von v langs der geschlossenen Kurve ~ ist gleich dem Flachenintegral der

Rotation von v iiber eine von v berandete Flache ..

_ In die Formulierung des Integralsatzes

/ v-dl = / rot v - ds (Satz von Stokes fiir Vektorfelder)
0% %

geht an mehreren Stellen Léngen- und Winkelmessung ein. Allerdings ist dies ein Fall von “Viel
Larm um Nichts”! Die fundamentale Gleichheit [, w = [ dw zeigt, dass die Aussage des Satzes

im Grunde von der Metrik (d.h. Langen- und Winkelmessung) komplett unabhéngig ist.

- Die elektrische Feldstirke E' ist eine (im allgemeinen nicht-exakte oder nicht-konserva-
tive) 1-Form. Das Wegintegral f7 E von E' langs einer geschlossenen Kurve 7 heifit die elektrische
Ringspannung langs v. Das Faraday’sche Induktionsgesetz besagt

dE = —B,

wobei B die Zeitableitung der magnetischen Feldstéirke B bezeichnet. Durch Integration iiber eine

Flache ¥ mit Rand 0% = « erhalt man mit dem Satz von Stokes

/E:/ﬁE:—/B:—g/B.
v by by tJs

Die elektrische Ringspannung fvE langs v = 0% ist also gleich dem Negativen der zeitlichen
Anderung des magnetischen Flusses fz B durch ¥. Das Induktionsgesetz lasst sich auch in der

Sprache der _E = 7,(E) und B = Z(B) ausdriicken. Es lautet dann

. B
rot £ = _68_t (differenzielle Form) ,
/ E-dl = —2/ B-ds (Integralform) .
% ot Js,

_ Die Vektorfeld-Version des Satzes von Stokes im Fs5 gestattet eine Deutung der

Rotation. Hierzu betrachten wir z.B. eine zur xy-Ebene parallele Kreisscheibe Dz(fff) mit Mittel-
punkt p € F5 und Radius r > 0. Fiir ein langsam veranderliches Vektorfeld v, dessen Rotation

u :=rot v auf D;,(fff) annahernd konstant ist, haben wir naherungsweise

/( )u-dszuz(p)/ 0. - ds = mriu.(p) .
Dy

Dy

Ist S := 9D die die Kreisscheibe berandende Kreislinie, so gilt nach Stokes Jpen T0t v-ds =
p,T

f gy U df . Damit konnen wir die Rotation als Grenzwert ausdriicken:
P, T

(rotv).(p) = lim (mr?)~" /( U de .
Sp.r

r—0

Anstelle der Familie von Kreislinien S;(,fvry) konnen wir genauso gut jede andere Familie von Flachen

benutzen, die zur zy-Ebene parallel sind und gegen den Punkt p schrumpfen. Hierzu ist lediglich
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die Kreisfliche 77? durch den gegen Null konvergierenden Flicheninhalt der Familie zu erset-
zen. Auflerdem sollte klar sein, wie man die Prozedur zu adaptieren hat, um zu entsprechenden

Ausdriicken fiir die z- und y-Komponenten von rot v zu gelangen.

_ Jedes differenzierbare Vektorfeld v : E3; — R3 hat eine eindeutige Zerlegung der

v=grad f +rotu .

(Natiirlich ist die Funktion f nur bis auf Konstanten und das Vektorfeld u nur bis auf Gradienten
eindeutig.) Der erste Summand dieser sogenannten Hodge-Zerlegung heifit der Gradientenanteil
von v, der zweite der Wirbelanteil von v. Wegen rot grad f = 0 oder § grad f-d¢ = 0 (Hauptsatz!)
misst die Rotation genau den Wirbelanteil des Vektorfeldes.

- Um eine gute Intuition fiir den Differenzialoperator der Rotation zu entwickeln, bedarf
es einer gewissen Ubung. Zum Beispiel hat das auBerhalb der z-Achse erklirte Vektorfeld
w0y —y0,
z? + y?
(wir verwenden wieder kartesische Koordinaten z,y,z) Rotation Null, obwohl es zeichnerisch
wie ein Wirbelfeld aussieht. (Die Wirbel verstecken sich hier gewissermafien auf der z-Achse
x =1y =0.) Leichter ist es, ein intuitives Verstandnis der &ufleren Ableitung zu entwickeln; siehe

dazu den spateren Abschnitt 2.10.1.

2.8.4 Parametrisierung und Rand

Wir geben folgende informelle Ergéanzung zum Begriff des Randoperators. Zum Beispiel besteht

der Rand eines Zylindermantels aus zwei Kreislinien:

Parametrisiert man jedoch den Zylindermantel als Bild eines Quadrats, sagen wir durch

[0,1] x [0,1] 2 (s,t) — o(s,t) =0+ L(t — 3) e. + R( cos(2ms) e, + sin(27s) e,) ,

so scheinen zwei Nahtlinien ¢(0,t) und o(1,¢) (0 <t < 1) zum Rand hinzuzutreten:

,3 3
I-i A Z 6_'
Y T j ’-

Diese zusétzlichen Randlinien sind ein Artefakt der Parametrisierung (aber leider unvermeid-

N

lich, da Zylindermantel und Quadratflache topologisch verschieden sind und wir den Zylinder-
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mantel zuerst aufschneiden miissen, bevor wir ihn als Bild der Quadratfliche unter einer dif-
ferenzierbaren Abbildung bekommen konnen). Die artifiziellen Randlinien sind aber auch nicht
weiter problematisch, denn es handelt sich um ein und dasselbe Geradenstiick, das zweimal durch-
laufen wird und zwar mit unterschiedlichem Richtungssinn, so dass sich ihre Beitrage zum Rand-
Wegintegral exakt wegheben. Im Sinne von geforderter Gleichheit nach Integration (und nur das
ist es, was hier letztlich zahlt), ist das Paar von scheinbaren (durch Quadrat-Parametrisierung

verursachten) Rand- oder Nahtlinien also gar nicht vorhanden.

2.8.5 Beweis des Satzes von Stokes

Wir arbeiten wieder in einem affinen Raum (X, V, +) und beginnen mit zwei _ Zum
ersten bendtigen wir eine koordinatenfreie Darstellung der &ueren Ableitung. Fiir w = ) f; dx;
definierten wir dw = Y df; A dz; (siche Abschnitt 2.8.1). Um die Koordinaten x; aus dieser
Definition zu beseitigen, machen wir die folgende Rechnung:

(@) v) = (3, dfi Aday) () = D7 ((dfy(w) (da)y(v) = (@i)y(0) (dr:)y(u) ).

Jetzt verwenden wir die Definition von df; und die Konstanz von (dz;), = ¥; = (dz;)p+

t=0

(@pln,0) = 3 (o + 1) (o)) = il +10) ()

= 2 (rralo) — wpn )

t=0

Nun gilt aber
d

E Wpttv

= (Dp w) (’U) )
wobei D,w das Differenzial (siche Abschnitt 2.2) der Abbildung w : X — V* im Punkt p ist.

Somit erhélt man fiir die auflere Ableitung die Formel

(dw)y(u,v) = ((Dpw)(w)(v) = ((Dyw)(v)) (u) -
Wir kommen zur_ Dazu sei v das Geradenstiick zwischen dem An-

fangspunkt p und dem Endpunkt ¢, also v(t) = p + t(¢ — p) mit 0 < ¢ < 1. Dann haben wir fiir
das Wegintegral der 1-Form « ldngs v den Ausdruck

1 1
/0‘ = / Qi (t) (7,(75)) dt = / Qpit(g—p)(q —p)dt .
el 0 0

Weiter sei A das orientierte Dreieck mit den Eckpunkten p,q,r, in dieser Reihenfolge. Wéhlen
wir fiir A die Parametrisierung o(s,t) = p+ s(q¢—p) +t(r —p) (mit 0 < s+t < 1), so ergibt sich

fiir das Flachenintegral der 2-Form ( iiber A der Ausdruck .
1 1-s g
/ ﬁ = / </ ﬁp-l—s(q—p)-i-t(r—p)(q —-p,r— p) dt) ds . g
AN 0 0

Wir beginnen jetzt mit dem-des Satzes von Stokes. Zur Vereinfachung machen wir eine

q

Reduktion: wir teilen die Fliche ¥ in zwei Héalften, 7 und ¥, : 5
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Es gilt dann [ dw = [ dw + [ dw und [pw =[x w+ [on w. In die zweite Beziehung

geht ein, dass die Beitrage von dem durch Teilung entstandenen zuséatzlichen Rand sich genau

Jo=-[w
71 72

Man sieht jetzt, dass der Satz von Stokes fiir die Flache X gilt, wenn er fiir beide Teilflachen >,

ausloschen:

und > gilt. Durch Iteration der Prozedur des Teilens gelangt man zu immer kleineren Flachen.
Es reicht deshalb letztendlich aus, den Satz von Stokes fiir “infinitesimale” Flachen zu zeigen.

Sei also ¥ das Dreieck mit den Eckpunkten p,p+ cu,p+ ev (und e klein).
P +Ev

[

P P+EUL Kl DS

Wir berechnen zunéchst das/Wegintegral von w langs des Randes 0% :

€
/ w = / w + / w ‘l‘ / w = / <u}p+5u_tu(u) + (,Up_i_sv_tv(—v) + wp+5u+t(v_u) (U — U))dt .
1) 71 Y2 ¥3 0

Hierbei benutzten wir die Relation fo‘E fo e —t)dt. Jetzt verwenden wir die Linearitét

AMv —u) = A(v) — AMu) und fassen die Terme geeignet zusammen:

/ w = / prrsu tu — prrsu tu+tv)(u) + (Wersvfthrtu - wp+€'u7tv)(v))dt .
[9)))

Der dritte Term stammt von [; wpteo—tortu(V) dt = [§ Wpteuts(—u)(v) dt. Die auftretenden Dif-
ferenzen lassen sich in erster Néherung (fiir kleine €) durch die Differenziale der als Abbildung

w: X — V™ aufgefassten 1-Form w ersetzen:

wp+£u7tu - wp+5u7tu+tv ~ = (Dereuftu w) (tv) ~ = (Dp W) (t?)) 9

und analog fiir die zweite Differenz. Es folgt

52

foe= (/:““) (— (@) @) @) + (D)) ()] = 5 (@d)yu.v)

Mit der gleichen Genauigkeit berechnen wir auch das Elachenintegral:

[ [ ([ @t as = @spitun) [ ([ ae)as = 5 @un)

In erster Naherung bekommen wir also das gleiche Ergebnis.
Die bei den Naherungen gemachten Fehler sind fiir differenzierbares w hinreichend klein, um

den gewiinschten Schluss (nédmlich die Giiltigkeit des Satzes von Stokes) ziehen zu kénnen. [

Mitteilung. Der Satz von Stokes ldsst sich auch direkt exakt (d.h. ohne Ndherungen im Integral
zu machen) beweisen, indem man Wegintegral und Fléchenintegral parametrisiert und Ketten- und
Produktregel geschickt ausniitzt. Ein hilfreicher Begriff ist dabei die Operation des Zuriickziehens

(engl. “pullback”) von Differenzialformen, der uns hier aber noch nicht zur Verfiigung steht.
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2.9 Divergenz

Nachdem wir die Differenzialoperatoren des Gradienten und der Rotation kennengelernt haben,
verbleibt uns die Aufgabe, den Differenzialoperator der Divergenz einzufithren. Wir werden in
einer Weise tun, die auch gleich die passenden Integranden fiir Volumenintegrale, sogenannte

3-Formen, zur Verfiigung stellt.

2.9.1 Volumenintegral einer 3-Form

Sei V wieder ein Vektorraum. Eine alternierende 3-lineare Form p € Alt*(V) ist eine Abbildung
p: VXV xV-—-R
mit den Eigenschaften der totalen Schiefsymmetrie,
plu,v,w) = —p(v,u,w) = +p(v,w,u) = —p(w,v,u) = +p(w, u,v) = —p(u, w,v) ,

und Linearitéit in allen drei Argumenten.

Das Spatprodukt € fiir den Differenzvektorraum V = R? des Euklidischen Raumes Fs

ist eine alternierende 3-lineare Form.

Ein Element p € Alt*(V) fiir V = R? liisst sich als homogene Schar (oder Gitter)
von Punkten mit Handigkeit visualisieren. Der Wert p(u,v,w) wird bestimmt, indem man die
gemittelte Zahl von Punkten im Spat mit den Kantenvektoren u , v ,w abzahlt. Dabei kommt die
Héndigkeit der Punkte zum Tragen: stimmt diese mit der Handigkeit des geordneten Systems

u,v,w Uberein, so wird positiv gezahlt, andernfalls negativ.

Eine 3-Form w auf einem affinen Raum (X, V, +) ist eine differenzierbare Abbildung
w: X = AV,

also eine raumlich veranderliche alternierende 3-lineare Form.

Aus drei 1-Formen a, 3, auf (X, V,+) konstruiert man eine 3-Form a AGA7y: X —
Alt*(V) durch Bildung des doppelten dufieren Produkts:

b
—~
S

N
N—r
R
—
(4
w
S—
|
o
bl
—
(4
[\)
S—
b
—~
4
S
N——
R
—
S
w
S—

(A BAY)p(v1,02,v3) == ay(vr)
+ap(v2) By (v3)Vp(v1) — ap(v3) By (v2) (V1)
+a(v3) Bp(v1)

R
—
S

[\)
N—
|
o
=
—
4
S
N—
hs)
—~
S
w
N—r
=
—
S
[\)
N—

Im Fall von V = R? sind die Gitterpunkte von oA 8 A~ anschaulich gesprochen die Schnittpunkte

der Ebenenscharen von o, 3,7 .

_ Sei U C X ein dreidimensionales Gebiet. Eine Orientierung von U ist eine (stetige)

Regel, die fiir jeden Punkt p € U zu entscheiden gestattet, ob ein Tripel von linear unabhéangigen

~

und zu U in p tangentialen Vektoren u,v,w ein positives (= “rechtshidndiges”) oder negatives
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(= “linkshéndiges”) System bildet. Rechnerisch festlegen lasst sich die Orientierung durch eine

stetige, nirgendwo verschwindende 3-Form (2 :
Q(u,v,w) >0 < w,v,w positives System,
Q(u,v,w) <0 & wu,v,w negatives System.

_ Das Integral fU w der 3-Form w iiber ein orientiertes dreidimensionales Quadergebiet
U C X wird folgendermaflen erkléart. Sei

h:[0,1® = X, (rst)— h(r,s,t),

eine orientierungstreue Parametrisierung von U, d.h. die Tangentialvektoren % , % , % bilden in

jedem Punkt von U ein positives System. Dann definiert man

Yottt oh oh oh
/Uw .—/0 </0 (/0 Wh(r,s,t) <E(r,s,t), g('r,s,t), E(r,s,t)) dt) ds) dr .

_Auch diese Definition ist reparametrisierungsinvariant.

- Sei X = FE5 der dreidimensionale Euklidische Raum mit kartesischen Koordinaten
z,y,z. Wir wollen die 3-Form w = (2 + y* 4+ 2%) dx A dy A dz tber die (rechtshiandig orientierte)
Kugel K mit Radius R und Mittelpunkt im Koordinatenursprung o integrieren. Dazu wahlen wir

die Parametrisierung
h(r,s,t) = o+ Rrcos(ws) e, + Rrsin(ws) ( cos(27t) e, + sin(2t) e,

und berechnen die Tangentialvektoren:

%(r, s,t) = Rcos(ws) e, + Rsin(ms) (cos(27t) e, + sin(27t) e,)
%(r, s,t) = —mwRrsin(ws) e, + 7 Rr cos(ws) (cos(2mt) e, + sin(27t) e,) |
oh

E(r, s,t) = 27 Rrsin(ms)( — sin(27t) e, + cos(2mt) e,) .

Oh Oh Oh

Man verifiziert leicht, dass 3" , 2%, 5; ein rechtshandiges System bilden. Einsetzen dieser Vektoren

in die 3-Form ergibt

Wh(r,s,t) (%(ﬁ S, t)? %(73 S, t)7 %(ﬁ S, t)) = 27T2R5T4 SiIl(’T('S) )

1 1 1
4
/ w= 27TQR5/ (/ (/ r*sin(7s) dt) ds) dr = - RS,
K 0 0 0 5

2.9.2 AuBere Ableitung einer 2-Form

und es folgt

In einem affinen Raum (X, V,+) mit affinen Koordinaten zy,zs,...,z, hat jede 2-Form 3 eine

Koordinatendarstellung

Y]

1<j
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GemaSB der alternierenden Eigenschaft dx; A dx; = —dx; A dz; verwenden wir fir die Koeffizien-

tenfunktionen die Konvention f;; = —f;;.

_Die dufere Ableitung einer 2-Form § =3, _ ; Jijdxi A dxj ist die 3-Form

i<j

Unter Verwendung der Koordinatendarstellung der Differenziale df;; lasst sich die

auflere Ableitung d auch folgendermafien schreiben:

_ Ofij | Ofir , Ofri
=Y (axk+ P T By ) dai Adei A da

A Ox;
1<j<k

Es ist ein Naturgesetz, dass die duflere Ableitung der 2-Form B der magnetischen

Feldstarke immer verschwindet: dB = 0. Im FE3 mit kartesischen Koordinaten,
B = B,ydx Ndy + By.dy Ndz + B, dz Ndx |

lautet dieses Gesetz wie folgt:

0B,, 0B,. 0B.,
v 4 90y | _

B =0 < 0z ox oy

- (“Zweimal d ist Null.”) Unter einer exakten 2-Form [ versteht man per Definition die
auflere Ableitung einer 1-Form, also # = da. Kurze Rechnung zeigt, dass die auflere Ableitung

einer exakten 2-Form identisch verschwindet:
df =d(da)=0. O
Fiir eine 2-Form (3 bezeichnen wir mit D3 das Differenzial der Abbildung 3: X — Alt*(V).

- Zeige, dass die &uflere Ableitung df die folgende (koordinatenfreie) Darstellung hat:

(dB)p(u, v, w) = ((Dy B)(w)) (v, w) = (D B)(v)) (u,w) + ((Dy B)(w)) (u,v) .
2.9.3 Divergenz eines Vektorfeldes

Wir definieren jetzt die Divergenz eines Vektorfeldes im Euklidischen Raum F3 . (Unsere Definition
trifft den Kern der Sache nicht ganz, ist aber fiir jetzige Zwecke gut genug.)
Der Vektorraum Alt?(R?) ist eindimensional, d.h. alle alternierenden 3-linearen Formen im R?

sind proportional zum Spatprodukt €2. Mit Hilfe von €2 konstrieren wir einen Isomorphismus
I : AI*(R?) —» R
durch
I, a) =aQ .

Eine hierzu fquivalente Aussage ist p = Zs(p) Q fiir p € Alt*(R?). Punktweise Anwendung liefert
einen Isomorphismus

73 : 3-Formen — Funktionen .
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Fiir den spateren Gebrauch halten wir fest, dass fiir eine Funktion f und eine 3-Form w gilt:
Ty(fw) = [ To(w) .
In kartesischen Koordinaten z,y, z hat man zudem
Is(dx Ndy Ndz) =1, (1) =de Ady Ndz .

Unter Zuhilfenahme des aus Abschnitt 2.7.5 bekannten Isomorphismus Z, definier¢nwir jetzt

die Divergenz wie folgt.

Definition. Als Differenzialoperator 1. Ordnung, der Vektorfelder in Funktionen iiberfiihrt, ist
die Divergenz (im Ej3) folgendermaflen erklért:

z——l
div :  Vektorfelder 2~ 2-Formen —— 3-Formen —* Funktionen ,

also div =TgodoZ,'. [

In kartesischen Koordinaten berechnet man die Divergenz auf die folgende Weise:

div(v) = (Zz 0 d 0 Zy ) (vy O, + v, 0, + v, 0,)

= (Zz od)(vy dy Ndz + v, dz AN dx + v, dz A dy)
[ Ov, N % n v,
S \ozx Oy 0z

) Zs(dx N dy N dz) ,

wobei im letzten Schritt die Identitét Zs(fp) = fZ3(p) verwendet wurde. Mit Zg(dz Ady Adz) = 1
erhélt man den Ausdruck

_ Ouy N % ov,

div(v) = o oy + 5

Als Konsequenz der Aussage “Zweimal d ist Null” (auf 1-Formen) ergibt sich
divorot = (ZzodoZ,")(ZyodoI;') =Ty0dodoZ; ' =0.

Merke. Die Hintereinanderausfiihrung der Differenzialoperatoren von Rotation und Divergenz
ergibt immer Null; also

divorot=0.

2.10 Visualisierung

Aus den Abschnitten 1.4 bzw. 2.7.1 wissen wir schon Folgendes.

1. Eine Linearform im R? (oder eine konstante 1-Form im E3) lasst sich als homogene Ebenen-

schar mit Polarisierung auffassen.

2. Eine alternierende 2-lineare Form im R? (oder eine konstante 2-Form im FEj3) ldsst sich als

homogene Geradenschar mit Zirkulationssinn auffassen.
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Wir adaptieren jetzt diese bildlichen Vorstellungen, um der Situation raumlich verénderlicher

Differenzialformen besser gerecht zu werden.

Visualisierung (1-Form). Unter einer 1-Form « im Fj stellen wir uns nédherungsweise
(mittels Diskretisierung) eine Anordnung von Fléchenstiicken ¥; vor, wobei jedes
Flachenstiick eine Polaritat und einen “Gewichtsfaktor” a; tragt. Zwecks effizienter +

Buchfiihrung schreiben wir
@:a121+a222+...+ai2i+.... 0"‘

Die physikalische Dimension der Gewichtsfaktoren a; ist gleich der physikalischen Dimension der
integrierten Differenzialform [ «. (Zum Beispiel hat a; fiir den Fall der elektrischen Feldstérke
« = E die physikalische Dimension von Spannung, also Energie/Ladung.) Die Anordnung von
Flachenstiicken wird so gewahlt, dass alle Integrale f7 «a fiir hinreichend glatte Kurven v annahernd
richtig wiedergegeben werden, und zwar nach der Regel
/ a R Z +a; .
i 2Ny #£0
In Worten: im approximativen Modell mit Flachenstiicken wird das Integral f7 a ermittelt, indem

man die Gewichte der von der Kurve 7 gekreuzten Fliachenstiicke (mit Vorzeichen £) aufsummiert.

-+

_ y o=

Dabei wird a; mit dem positiven (negativen) Vorzeichen gezédhlt, wenn der Richtungssinn der

Kurve v mit der Polaritét des Flachenstiicks 3; tibereinstimmt (bzw. nicht {ibereinstimmdt):

‘E\l “lj ;

Beitrag + o Beitrag —aq,

Sind wir mit der Naherung fiir fv& nicht zufrieden (z.B. weil sie fiir unsere physikalischen

Zwecke nicht akkurat genug ist), so verfeinern wir die Beschreibung: wir machen die Abmes-
sungen der Flachenstiicke kleiner, vergroflern ihre Gesamtzahl und passen die Gewichtsfaktoren
entsprechend an. Diese Art von Approximation klappt in jeder physikalisch sinnvollen Situation!
(Sicher kénnen wir mit Flachenstiicken von Nanometergrofie alle Integrale f7 a bestens approx-
imieren — vorausgesetzt, dass unsere Integrationskurven  und die Differenzialform a auf viel

grofleren Langenskalen variieren, sagen wir im Meterbereich.)

Visualisierung | (2-Form). Wir wenden uns jetzt dem Fall einer 2-Form, (3, zu. Diese stellen wir

uns (im F3 und wieder mittels Naherung durch Diskretisierung) als Anordnung von Fa
Linienstiicken vor, wobei jedes Linienstiick 7; einen Zirkulationssinn und einen
Gewichtsfaktor b; tragt. Die Buchfiihrung bewerkstelligen wir mit der Schreibweise HJ
b-
p= Z bjj - J
J
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(Zum Beispiel ist b; fiir den Fall der magnetischen Feldstérke 3 = B ein magnetischer Fluss, also

eine Grofle der physikalischen Dimension Energie/Strom.) Die Anordnung von Linienstiicken wird
p=5 by
— 71
x]' LJ‘\ J

NN

\ﬁ_—_—-’"—“

o ||
|

ermittelten Integrale [, 3 fiir hinreichend glatte Fléchen ¥ annéhernd richtig wiedergegeben wer-

so gewahlt, dass alle nach der Regel

o= > =

> AR TR

den. In Worten: das Integral fz B wird bestimmt, indem man die Gewichte +b; der von der Flache
¥ geschnittenen Linienstiicke v; von § (mit dem richtigen Vorzeichen) aufsummiert. Das positive
Vorzeichen gilt, wenn der Zirkulationssinn des Linienstiicks mit dem der Flache tibereinstimmt,
andernfalls das negative. Auch hier ldsst sich eine beliebig gute Approximation erzielen, wenn

man die Linienstiicke (und entsprechend die Gewichte) nur klein genug dimensioniert.

2.10.1 Anschauliche Deutung der dufleren Ableitung (auf 1-Formen)

Wir kommen jetzt zum Hauptpunkt der Diskussion. In dem hier beschriebenen diskreten Modell
wirkt die duflere Ableitung ganz einfach als Randoperator (also als die Operation, in der wir fiir

jedes Flachenstiick jeweils den Rand nehmen):
a=a1 X1 +agXg+... = da:a1821+a2822+....

In Worten: besteht die 1-Form « aus den Flachenstiicken ¥; mit Gewichten a;, so besteht die
2-Form da aus den Linienstiicken ; = 0%; mit denselben Gewichten a;. (Hier wie zuvor ist 0%;

die Randlinie von ¥;.) In Bildern:
+

+
- @B .
a, - " CTES %2

= | ‘DZ'

Den Zirkulationssinn der Randlinie v; = 0%; des Flachenstiicks Y; erhalt man nach der Regel:
“Folge der Durchstofirichtung (von Minus nach Plus) von ¥; und biege nach auflen ab”.

Die Stimmigkeit dieser Deutung der dufleren Ableitung als Randoperator ergibt sich aus der
Anwendung des Satzes von Stokes auf unser diskretes Approximationsschema, wie durch das

folgende Beispiel illustriert wird.

Beispiel. Die 1-Form « = aS bestehe aus einem einzigen Flachenstiick S mit Gewicht a, und es

sei X eine orientierte Flache mit Rand v = 9% . Dann haben wir fiir das Kurvenintegral:
+

™
S(X = = a
Y ¥
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und fiir das Flachenintegral: d.b(

\d=x =

=

Diese Graphik macht deutlich, dass die Gleichheit fz da = [, s @ (mit der Deutung der dufieren
Ableitung als Randoperator) einen topologischen Sachverhalt ausdriickt: zu jedem Kreuzungspunkt
(hier p) der 1-Form v mit der Randlinie 03 gibt es (im algebraischen Sinn) genau einen Schnittpunkt
(hier ¢) der 2-Form da mit der Flache ¥ (und Vorzeichen und Gewicht der Kreuzung sind jeweils
gleich). [Ubrigens kennen wir die Randoperator-Eigenschaft der Ableitung bereits aus der reellen
Analysis im R: approximieren wir eine Funktion f : R — R durch eine Treppenfunktion ¢ (also
eine stiickweise konstante Funktion), so ist die Ableitung ¢’ Null aufler an den Randpunkten, wo

die Treppe von einer Stufe zur néchsten springt.]

-(alle im Fj3 mit kartesischen Koordinaten z,y, 2):

1. Die 1-Form a = dz besteht aus Flachenstiicken, die parallel zu den Niveauflachen der Koor-
dinatenfunktion z liegen. Wegen da = ddz = 0 hat @ = dz keinen Rand, die Flachenstiicke
fiigen sich also zu randlosen Fléchen (den Ebenen z = const) zusammen. So entsteht die

Ebenenschar der Linearform (dz), =9, .

2. Die 2-Form 8 = dx A dy besteht aus Linienstiicken, die parallel zu den Schnittgeraden der
Niveau-Ebenen von x und y liegen. Wegen df = d(dz A dy) = 0 fiigen sie sich zu randlosen
Linien zusammen: Geraden, die parallel zur z-Achse liegen. So entsteht die Geradenschar

der alternierenden 2-linearen Form (dz A dy), = U, AV, .

3. Die elektrische Feldstarke einer im Koordinatenursprung ruhenden Punktlandung @ ist

d
E = © dr (r=+a2+y?+22).

dmeg 12

Die Flachenstiicke dieser 1-Form liegen tangential zu Kugelflachen um den Koordinatenur-
sprung (den Niveauflichen der Abstandsfunktion 7). Wegen dE = 0 filigen sie sich zu
geschlossenen Flachen, namlich den Kugeloberflichen r = const, zusammen. Gemafl der
Formel E o dr /r? nimmt die Spannung einer solchen (Aquipotenzial-)Fléiche nach auien wie
1/r? ab. (Alternativ konnen wir die Spannung aller Flichen konstant wihlen und stattdessen

den Abstand zwischen aufeinanderfolgenden Flachen wie r* zunehmen lassen.)

4. Das Induktionsfeld im Inneren einer Spule mit niederfrequentem Wechselstrom [ cos(wt) und

N Windungen pro Léange L ist

N
E = M20—LI w sin(wt) r*do (Zylinderkoordinaten r, 6, z) .
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Hier stehen die Flachenstiicke von E parallel zu den Halbebenen 6 = const. Wegen dE o
rdr A df # 0 fiigen sie sich nicht zu geschlossenen Flichen zusammen (man spricht von

einem “Wirbelfeld”): —

A\
<

/

A
(2

N

2.10.2 Anwendung: magnetische Induktion

Wir beginnen mit einigen Erinnerungen und Verbereitungen.

e Die magnetische Feldstéirke B ist eine 2-Form. In Abwesenheit magnetischer Monopole hat
sie keine Quellen: dB = 0 (oder, im Vektorkalkiil, divB = 0). Im Ej5 bedeutet dieses Gesetz
(hier ohne Beweis), dass sich die Linienstiicke von B zu geschlossenen Linien (ohne Anfang
oder Ende) zusammenfiigen, sogenannten magnetischen Flusslinien. Der Gewichtsfaktor
einer solchen Linie ist der von ihr getragene Magnetfluss, mit der physikalischen Dimension

von Energie/Strom.

e Die elektrische Feldstirke E' ist eine 1-Form. In der Elektrostatik gilt dE = 0 (oder, im
Vektorkalkiil, rot E = 0), was anschaulich bedeutet (im Ej), dass sich die Flichenstiicke
von E zu geschlossenen Flidchen (sogenannten Aquipotenzialﬂéchen) zusammenfiigen. Der
Gewichtsfaktor einer solchen Fléache ist die Spannung zwischen den zwei Seiten der Flache.

Spannung hat bekanntlich die physikalische Dimension von Energie/Ladung.

e In der Elektrodynamik (also mit Zeitabhéngigkeit, insbesondere mit nichtverschwindender
Zeitableitung B # 0) ist E nicht ldnger geschlossen (oder randlos), sondern es gilt das
Faraday’sche Induktionsgesetz:

dE = —B .

Deutung des Induktionsgesetzes (im diskreten Modell): Uberstreicht eine Linie von B mit Mag-
netfluss ¢ die Fliache S im Zeitintervall [t, ¢ + At], so liegt in E gleichzeitig ein Flachenstiick S
mit Spannungsstol V' = ¢/At vor. Dabei ist die Polaritdt des E-Flachenstiicks gleich der Durch-
stofirichtung der Zirkulation der B-Linie zur fritheren Zeit v $ i
(also t, nicht t + At). T ak >

Rand( S )= B| 4 E
¥+ BS=‘6_— ‘G’_I_
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-durch Rechnung:

¢ ¢ ¢ 1
= — dE =-——08 = _—v4)=-—1|B
At8+ T t+At/2 Atas At A=) At (

- B

~ —B
tEAE

_ (wissenschaftsgeschichtlich). Die obige Deutung des Induktionsgesetzes war im

wesentlichen bereits seinem Entdecker Faraday bekannt. Faraday verfiigte iiber keine Ausbildung

t+AL/2 t trAL)2

in hoherer Mathematik und war deshalb fiir die systematische Deutung seiner experimentellen
Beobachtungen auf geometrische Intuition angewiesen. Faradays Zeitgenossen (mit Ausnahme
von Maxwell) lehnten seine geometrische Deutung als “unmathematisch” ab. Da sich im weiteren
geschichtlichen Verlauf der Vektorkalkiil durchsetzte und Faradays Deutung im Vektorkalkiil nur
schwer (wenn iiberhaupt) ausgedriickt werden kann, ging Faradays tiefe Einsicht den Lehrbiichern

der Physik leider verloren.

- (fiir Experten). Die gezeichnete Situation tritt ein, wenn in einem in der Vortexphase
befindlichen Supraleiter mit Schichtstruktur die Magnetfeldachse einen kleinen Neigungswinkel
relativ zu den supraleitenden Ebenen hat. Dann miissen die magnetischen Flusslinien Schichten

iiberspringen und die Sprungstelle, hier das horizontale Stiick, ist beweglich.

) B
(@) Bild "stimmt". (b) ' Bild "stimmt nicht".

_(anhand eines Beispiels). Eine lange diinne Spule liege konzentrisch um die z-Achse
und symmetrisch zum Koordinatenursprung. Dann ist 7 : (z,y, 2) — (x,y, —2) eine Symmetrie-
transformation der stromtragenden Spule. Folglich muss 7 auch eine Symmetrietransformation des
vom Stromfluss bewirkten Magnetfeldes sein. Diese Forderung wird vom obigen Bild (a) erfiillt,

nicht aber vom obigen Bild (b):

% % Widerspruch!

Der tiefere Grund hierfiir liegt darin, dass zwar die 2-Form B invariant (insbesondere m-invariant)
erklart ist, nicht aber der das Spatprodukt (und somit die Rechte-Hand-Regel) verwendende Iso-
morphism Zy : B +— B. Man sagt auch, B sei ein “axiales” Vektorfeld.
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2.10.3 Satz von Gauss

In Abschnitt 2.9.1 wurde erkléart, was unter der Orientierung eines dreidimensionalen Gebiets U C
X zu verstehen ist. Fiir die jetzt anstehende Aussage benétigen wir zusétzlich ein Verstandnis,

wie die Orientierung von U eine Orientierung auf dem zweidimensionalen Rand 0U bestimmt.

_ Sei das dreidimensionale Gebiet U C X durch die 3-Form €2 orientiert. Ist v ein
Vektorfeld, das tiberall auf dem Rand von U von innen nach aufien zeigt (bzgl. U), so wird der

Rand OU durch die 2-Form w = Q(v, -, -) orientiert, d.h.

wp(u,w) =Quv(p),u,w) >0 < u,w positives System,

<0 < wu,w negatives System.

Beispiel. Kugel U=K orientiert Kugeloberflache dUu=3K
durch Q0= dxadyadz. orientiert durch w=52(n,,"):
N
G.)N: (d.‘l(/\dy)N
= 17“ A3‘7

W= — (d.xz\clr\s
S :-I-ﬁ'?, AJ‘,‘

Normalenfeld n

- Fiir einen affinen Raum (X, V,+) sei 3: X — Alt*(V) eine differenzierbare 2-Form und

U C X ein orientiertes dreidimensionales Gebiet mit Rand OU. Dann gilt

_ Man beachte die Ahnlichkeit (mit der Ersetzung U < ¥) zum Integralsatz von
Abschnitt 2.8.3. Tatséchlich sind beide Integralsiatze Spezialfille des sogenannten Allgemeinen

/dw:/ w
M aM

fiir den allgemeinen Fall einer k-Form w auf einer Mannigfaltigkeit M der Dimension k + 1. Der

Stokes’schen Satzes,

Beweis des obigen Satzes ist nicht wesentlich verschieden von dem in Abschnitt 2.8.5 (entféllt).

-(Satz von Gauss). Sei v ein Vektorfeld im dreidimensionalen Euklidischen Raum Fj ,
und sei QU der Rand eines Gebiets U. Dann ist das Oberflachenintegral von v tiber QU gleich

dem Volumenintegral der Divergenz von v iiber U:

/ v-ds:/div(v)dx/\dy/\dz.
ouU U

- Durch Anwendung des obigen Satzes auf w = Z, '(v) erhalten wir

éUU.ds:/BUIQI(v)I/UdIQl(v):/UI?,lo(ngIQI)(v),
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Der Satz von Gauss folgt dann mit (Z3dZ, ')(v) = div(v) und Z; *(1) = de Ady Adz. O
Der obige Integralsatz fiithrt zu einer anschaulichen-der auferen Ableitung d auf 2-

Formen. Dazu erinnern wir zunéchst an die (im FEj giiltige) Vorstellung, dass 2-Formen durch
Linienstiicke mit Zirkulationssinn und 3-Formen durch Punkte mit Handigkeit modelliert wer-
den. Fir die folgende Deutung von d miissen wir auch verstehen, wie der Randoperator 9 auf
Linienstiicke v mit Zirkulationssinn wirkt. Als Menge aufgefasst, besteht der Rand 9+ des Lin-
ienstiicks natiirlich aus den zwei Randpunkten. Jetzt kommt aber die Information hinzu, dass
durch den Zirkulationssinn des Linienstiicks beiden Randpunkten eine Handigkeit zugeordnet

wird. Das geschieht durch die folgende
_ “Richte den Daumen der rechten (linken) Hand léngs des Linienstiicks v von innen

nach auflen (bzgl. 7); folgt dann die Handzirkulation der Linien-Zirkulation von 7, so ist der

Randpunkt rechtshindig (bzw. linkshéndig).
b

¥ 1R
y (/r—) =y
b- DL

_ Die auflere Ableitung auf 2-Formen wirkt im anschaulichen Modell wie das Nega-
tive des Randoperators:
d=—-0.

Konkret bedeutet dies: besteht eine 2-Form # im Ej3 aus Linienstiicken v; mit Gewichten b; , so
besteht die 3-Form d3 aus den Randpunkten der ; mit denselben, nur im Vorzeichen umgekehrten

Gewichten:

g = dej v =Y (b)) 0 -

J

Dabei wird die Handigkeit der Punkte von 0v; nach der obigen Vorschrift ermittelt.

Diese Deutung d = —0 der auleren Ableitung als Randoperator kann wie schon angekiindigt
aus dem Integralsatz fU g = |, o O hergeleitet werden. Umgekehrt kann man die Deutung als
wahr akzeptieren und damit den Integralsatz verifizieren. Wir beschreiten den_

Sei dazu 3 = ) b;y; . Da das Integral linear ist, gilt der Integralsatz, wenn er fiir den Spezial-
fall einer 2-Form mit einem einzigen Linienstiick gilt. Sei also einfach 3 = by. Gemaf der
anschaulichen Deutung von 2-Formen und ihrer Flachenintegrale [Abschnitt 2.10: Visualisierung

(2-Formen)] haben wir dann fiir die rechte Seite
B=Y +b.
ou yNOU

Die Summe lauft tiber alle Punkte, in denen das Linienstiick v die geschlossene Flache OU kreuzt.
Das Pluszeichen (Minuszeichen) gilt, wenn die Zirkulationssinne iibereinstimmen (bzw. nicht

ibereinstimmen). Ordnen wir die Kreuzungspunkte geméaf ihrer Abfolge auf dem Linienstiick,
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so alterniert das Vorzeichen, denn wenn die Zirkulationssinne in einer Kreuzung tibereinstimmen,
dann tun sie es bei der nachsten nicht, bei der iibernachsten wieder doch, usw.

Wir kommen zur [linken Seite fU df des zu verifizierenden Integralsatzes. Zur anschaulichen
Deutung von 3-Formen p und ihrer Volumenintegrale fU p haben wir uns (jenseits der konstanten
Situation vom Anfang von Abschnitt 2.9.1) bislang nicht geduflert. Diese Deutung folgt aber dem
schon bekannten Prinzip: zur Berechnung von fU p summieren wir iiber die im Gebiet U liegenden
Punkte von p, wobei wir den Beitrag eines Punkts p mit Gewicht ¢ der 3-Form p als +q (—q)
zéhlen, wenn die Héndigkeit des Punkts mit der Orientierung von U iibereinstimmt (bzw. nicht

iibereinstimmt). Im aktuellen Fall p = df mit d3 = —9F (wie behauptet) und g = by erhalten

/Udﬁz—zj:b,

oynNU

wir dann

wobei die Summe iiber alle in U liegenden Randpunkte von v lauft und das Vorzeichen wie erlautert
durch Orientierungsvergleich ermittelt wird.

Sei nun die Zahl der Kreuzungen von ~ mit OU |gerade: Dann verschwindet einerseits die
alternierende Summe fiir das Oberflachenintegral: |, ou 3 = 0. Andererseits liegen fiir eine gerade
Zahl von Kreuzungen v N OU die Randpunkte der Linie v entweder beide aulerhalb oder beide
innerhalb von U. Im ersten Fall verschwindet das Volumenintegral fU df trivialerweise (wegen
0y N U leere Menge). Im zweiten Fall tragen beide Randpunkte von  zum Volumenintegral bei.
Von diesen Randpunkten ist einer rechtshandig und einer linkshandig orientiert. Ganz egal wie
nun das Gebiet U orientiert ist (duch die Rechte-Hand oder die Linke-Hand-Regel) liefert der
Orientierungsvergleich fiir einen der beiden Randpunkte das positive Ergebnis, fiir den anderen

dagegen das negative. Es folgt
/ d=+bFb=0.
U

Fiir eine gerade Zahl von Kreuzungen verschwindet also nicht nur das Oberflichenintegral |, ou B
sondern auch das Volumentintegral fU dp , und der Integralsatz stimmt.

Sei nun die Zahl der Kreuzungen von v mit OU ungerade! Dann liegt von den zwei Rand-
punkten der Linie 7 einer innerhalb und einer aulerhalb von U. Zum Volumenintegral tragt nur
der innerhalb liegende bei: fU dp = +b. Andererseits bleibt nun von der alternierenden Summe
von Kreuzungsbeitragen zum Oberflachenintegral genau ein Beitrag iibrig: faUﬁ = +b. Das
Vorzeichen ist hier das gleiche wie fiirs Volumenintegral, wie man der nachfolgenden Skizze (der

Einfachheit halber nur fiir den iibersichtlichen Fall einer einzigen Kreuzung) entnimmt:

Rand aW orientiert durch Gegen- Gebiet W orientiert durch
uhrzeigersinn (AuRenansicht) . Q2= dxadyadz (Rechte-Hand-R)
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2.11 Formen vom ungeraden Typ

Motivation. Das Bild Llj “stimmt” fiir die Linienstiicke der magnetischen Feldstarke B. Nicht
so fiir einige andere 2-Formen der physikalischen Welt! (Mit 2-Formen meinen wir hier Grofien,
die iiber Flachen zu integrieren sind.) Fiir die sogenannten “Stromdichten” (von Masse, Energie,
Ladung, usw.) “stimmt” das andere Bild: ; dabei gibt das Linienstiick den Stromverlauf und

der Pfeil die Stromrichtung an.

Fazit. Die bislang eingefithrten mathematischen Objekte taugen fiir manche, aber nicht fiir alle

physikalischen Zwecke, und wir bendtigen noch eine Erweiterung des Kalkiils.

2.11.1 Innere und auflere Orientierung

Wir haben zwei unterschiedliche Typen von Linien oder Linienstiicken kennengelernt: (i) Zum
Zweck der Integration von 1-Formen verwenden wir Linien mit Richtungssinn. (ii) Zum Zweck der
anschaulichen Modellierung von 2-Formen (im FE3) beniitzen wir Linienstiicke mit Zirkulationssinn.
Im ersten Fall spricht man von einer Linie mit innerer Orientierung, im zweiten Fall von einem
Linienstiick mit &ulerer Orientierung.

Die gleiche Unterscheidung zwischen innerer und auflerer Orientierung trifft man fiir Punkte,
Flachen und Gebiete. Eine Flache Y, die als Integrationsflache fiir eine 2-Form dient, tragt wie
wir wissen einen Zirkulationssinn; das nennt man in diesem Fall eine innere Orientierung. Die
Flachenstiicke einer 1-Form im FEj3, z.B. der elektrischen Feldstarke F, tragen eine Durchstof3rich-
tung oder Polaritat; hier spricht man wieder von &duflerer Orientierung.

Im Fall von Punkten (minimale Dimension) und dreidimensionalen Gebieten (maximale Di-
mension im Fj3) ist die Sprechweise dhnlich, wenn auch mit einer kleinen Ausnahmeregelung. Ein
Punkt mit Handigkeit ist ein Punkt mit duflerer Orientierung, und ein 3-dimensionales Gebiet
mit Handigkeit ist ein Gebiet mit innerer Orientierung. Hingegen ist unter einem Punkt mit in-
nerer Orientierung per Definition ein Punkt ohne jede Orientierung zu verstehen. Ebenso ist ein
Gebiet (maximaler Dimension, also d = 3 im Ej3) mit duflerer Orientierung ein Gebiet ohne jede
Orientierung.

Ganz allgemein ist Orientierung ein binarer Begriff, d.h. die Wahl einer Orientierung ist
immer eine Wahl zwischen zwei Moglichkeiten. Der Pfeil auf einer Linie mit innerer Orien-
tierung zeigt entweder in der einen Richtung oder in der anderen Richtung; der Zirkulations-
sinn einer Linie mit auflerer Orientierung ist entweder gleich dem Uhrzeigersinn oder gleich dem
Gegenuhrzeigersinn; ein geordnetes System {e; ,es,e3} von linear unabhéngigen Vektoren bildet
entweder ein rechtshandiges oder ein linkshandiges System. Eine dritte Moglichkeit gibt es nicht.
So entspricht die Wahl einer Orientierung immer der Wahl eines Elements der Menge {+1}.

Zum Zweck der Sprachokonomie fithren wir jetzt folgende Sprechweise ein: 0-Zelle fiir Punkt,
1-Zelle fiir Linie, 2-Zelle fiir Flache, 3-Zelle fiir Gebiet. Ist ¢ eine orientierte k-Zelle (mit innerer
oder duflerer Orientierung), so vereinbaren wir die Konvention, dass —c die gleiche k-Zelle mit der

umgekehrten Orientierung ist. Wenn ¢ zum Beispiel eine Linie mit Richtungssinn ist, dann ist —c
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die gleiche Linie mit dem umgekehrten Richtungssinn.

Die Entweder-Oder Eigenschaft von Orientierung spielt auch eine Rolle in einer Konstruktion,
die Zellen mit innerer und auflerer Orientierung miteinander in Beziehung setzt. Sei 7 eine Linie
mit duBerer Orientierung, und sei «y die gleiche Linie (als Punktemenge), aber mit einer inneren
Orientierung. Dann bestimmt das Paar «,4 eine Orientierung (in diesem Fall eine Héndigkeit)
des umgebenden Raumes; das ist die Handigkeit der Hand, deren Finger sich gemafl des Zirkula-
tionssinnes von 4 kriimmen, wenn der Daumen in Richtung des Richtungssinnes von ~y zeigt.

Per Annahme bilde das Paar ~, 7 jetzt eine rechte Hand. Diesen Sachverhalt driicken wir dann
formelmafig so aus:

3 = [y;rechts] = [y; R] .

Allerdings ist aus Sicht der Zelle ¥ mit &duflerer Orientierung der Richtungssinn von ~ ein
irrelevantes Stiick Information. Es gibt keinen guten Grund, warum wir v und nicht —~ benutzen
sollen. Da das Paar «,7 eine rechte Hand darstellt, bildet das neue Paar —v, ¥ eine linke Hand.

Nach dem gleichen Prinzip wie oben haben wir also
¥ = [—v;links] = [-y; L] .
Aus Grinden der Konsistenz miissen wir deshalb die Identifikation

[v; Rl = [-v; L]

vornehmen. A —_ R = Rechte-Hand-R.
k\! o * / Rl = \’/ ;L L = Linke-Hand-R.

+

7 2G| = | LT

Hier tritt nun die tiefere Bedeutung der eben eingefithrten Notation zutage: ist ¢ eine Zelle mit
innerer Orientierung und Or € {R, L} eine Orientierung des Raumes, dann steht [c; Or] fiir die

Aquivalenzklasse, die aus dem Paar ¢, Or und dem Paar —c, —Or besteht:
[c;Or] = [—c; —Or] .

Formal gesprochen wirkt die Gruppe Zy = {+1, —1} auf beide Glieder des Paares, und wir bilden
Aquivalenzklassen, indem wir durch diese Gruppenwirkung teilen. Diese Operation der Bildung

von Aquivalenzklassen ist distributiv bzgl. der Addition:
[c+¢;01] = [¢;Or] + [¢; Or]
und linear bzgl. der Skalarmultiplikation:
[Ac;Or] = Ae; Or] (AeR).
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2.11.2 Differentialformen vom ungeraden Typ

_ Unter einer k-Form @ vom ungeraden Typ (kurz: einer ungeraden k-Form @) versteht

man eine Aquivalenzklasse

O =|w;0r] =[-w;—-0r],
wobei w : X — Alt*(V) eine k-Form und Or eine Orientierung des ambienten Vektorraums V ist.

_ Uns wird nur der Spezialfall X = E5, V = R3 beschiiftigen. In diesem Fall haben
wir entweder Or = R (Rechte-Hand-Regel) oder Or = L (Linke-Hand-Regel), und wir vereinbaren
die Konvention —R = L und —L = R.

_ Eine ungerade 3-Form im FEj5 heifit eine Dichte. (Allgemeiner spricht man bei unge-
raden n-Formen im n-dimensionalen Raum von Dichten.) Eine ungerade 2-Form im Fj heifit auch

eine Stromdichte oder Flussdichte.

Die Operationen von &uflerer Ableitung und duflerem Produkt - sich in natiirlicher

Weise auf ungerade Formen. Im Fall der d&ufleren Ableitung definiert man
dw;Or] := [dw; O] ,
und im Fall des duBeren Produkts
a N[350 == [aAB;0r], [a;0 A[B;0r] = ang.
Mit [3; —Or| = [—3; Or] folgt insbesondere [a; Or] A [3; —Or] = —a A S.
2.11.3 Integration ungerader Formen

Zum Zweck der sinnvollen Integration ungerader Formen miissen wir zuerst die Beschaffenheit der
Integrationsmannigfaltigkeit (d.h. der Kurven, Flachen, Gebiete) entsprechend anpassen. Dies

geschieht nach dem gleichen Prinzip wie oben:

7 Loy A= L57
SRR

20

>
1]

B8

>
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_ Unter einem k-dimensionalen Integrationsgebiet (kK = 1 : Kurve, k = 2 : Fléche,

k = 3 : Raumgebiet, usw.) mit duflerer Orientierung versteht man eine Aquivalenzklasse
¢=c;0r] =[—c;—-0r1].

Hierbei ist ¢ ein k-dimensionales Integrationsgebiet mit innerer Orientierung (d.h. vom schon

bekannten Typ) und Or eine Orientierung des ambienten Vektorraums.

_ Fiir ein n-dimensionales Gebiet in n Dimensionen ist eine duflere Orientierung

gleichbedeutend mit gar keiner Orientierung (siehe z.B. die letzte Skizze auf der vorigen Seite).

_ Wir erkléren das Integral einer ungeraden k-Form & = [w ; Or] iber ein k-dimensionales
Integrationsgebiet ¢ = [c¢; Or] durch

Wir beseitigen also die Orientierung des ambienten Raums sowohl fiir die ungerade k-Form wie
auch fiir das Integrationsgebiet und driicken somit das neue Integral durch das schon bekannte

Integral aus. Im inkongruenten Fall verfahren wir natiirlich so:

/ [w;Or]:/ [—w;—Or]:—/w.
[c;—Or] [c;—Or] c

_ Wenn wir nur Dichten zu integrieren hatten, liefle sich die Definition deutlich
vereinfachen (durch konsequentes Eliminieren von Orientierung jeder Art). Der recht aufwéndige
Formalismus wird dadurch erzwungen, dass wir zur naturgetreuen Beschreibung physikalischer
Vorgénge auch ungerade 2-Formen (also Stromdichten) und ungerade 1-Formen sinnvoll integrieren

wollen/miissen. [J

Es folgt jetzt die _aller Integralsitze. Sei dazu w = [w; Or] eine ungerade k-Form
und ¢ = [¢; Or] ein (k + 1)-dimensionales Integrationsgebiet mit duflerer Orientierung. Der Rand
von ¢ wird erkléart durch

oc = [0c; Or] .

/d&:/ [dw;Or]:/dw:/w:/ [w;Or]:/cT).
¢ [¢;Or] c dc [0c;0r] oc

Der (Allgemeine) Stokes’sche Satz gilt also auch (mutatis mutandi) fiir den Fall ungerader Formen.

Dann haben wir

2.11.4 Beispiele aus der Theorie des Elektromagnetismus

_ elektrische Ladungsdichte. Die elektrische Ladungsdichte p im FEj3 ist eine ungerade
3-Form:

p=fldeNdyNdz;R] = f[—de NdyNdz;L].

Wir schreiben in diesem Fall auch
p=fldeNdyNdz|,
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oder noch kiirzer:

p=fdxdydz .

Das Integral Q(U) := [, o p berechnet die gesamte im Raumgebiet U befindliche elektrische Ladungs-
menge.
_ In physikalischen Lehrbiichern wird meist die Grofle f als die elektrische Ladungs-
dichte bezeichnet. Wir reservieren den Namen “Ladungsdichte” fiir die bedeutsamere (weil invari-

ant erklarte) GroBe p. Zur besseren Unterscheidung nennen wir f die Ladungsdichtefunktion.

-des Dichteintegrals. Die Ladungsdichte p bestehe aus Ladungen ¢; and den Orten p; ,

also p =Y. ¢ip;. Dann ist
)= [ =3 a.
U .

Wir bilden also die Summe aller Ladungen ¢;, die sich an Orten p; innerhalb des Gebiets U
befinden. (Beachte: Langeneinheiten und Volumenmessung gehen hier nicht ein!)

_ elektrische Erregung. Die elektrische Erregung (oder elektrische Flussdichte) D ist

im FEj3 eine ungerade 2-Form:
D= ZD” [dJTZ /\dl‘j;R] = ZDU [dl‘] /\dl’i;L] .
i<j 1<j
Das Integral [ D heift der elektrische Fluss durch die Fliche S (mit &uBerer Orientierung). Es

gilt das Gauss’sche Gesetz:
dD = p .

Durch Integration iiber ein beliebiges Raumgebiet U C E3 (ohne Orientierung) folgt:

J 2=k

Die elektrische Ladung im Gebiet U ist also gleich dem elektrischen Fluss durch die Oberflache
OU. Hieraus resultiert die Vorstellung, dass elektrische Ladungen die Quellen des elektrischen
Flusses sind. Insbesondere hat elektrischer Fluss die physikalische Dimension von Ladung.

-des Flussintegrals. D bestehe aus Linienstiicken ~; mit Gewichtsfaktoren ¢; der physikali-

schen Dimension von elektrischem Fluss oder Ladung, also D = ) ¢;y; . Dann ist

]
Lt 5
S IR LA
t 11 4 |

9i

Fluss +¢; bei, und das Vorzeichen wird wie immer durch Orientierungsvergleich ermittelt.
- (anschaulich) des Gauss’schen Gesetzes. Nun besprechen wir eine besonders simple
Konfiguration, die das Gauss’sche Gesetz dD = p befriedigt. Sei dazu D = ¢v, d.h. D bestehe

JEEE

Jedes Linienstiick ~; tragt zur Summe mit seinem elektrischen

aus einer einzigen Linie v, die den elektrischen Fluss ¢ tragt. Die Linie beginne im Punkt a und

ende im Punkt b. In Formeln: dv = b — a. Der Rand von v besteht also aus dem Endpunkt
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b mit Gewicht +1 und dem Anfangspunkt a mit Gewicht —1. In dieser Situation verlangt das

Gauss’sche Gesetz, dass eine Ladung +¢ im Punkt a und eine Ladung —¢ im Punkt b vorliegen

0./\;5\_}’
dD = d(qy) = q(—07) = qa+ (—q)b=p . ¥q D=9y -9

muss: p=qa-+ (—q)b. In der Tat gilt hiermit

- dieses Bild illustriert das Gauss’sche Gesetz (némlich: ist D bekannt, so erhdlt man die
elektrische Ladungsdichte p aus dD = p) und sonst nichts! Die elektrische Erregung eines realen
Dipols mit Ladungen wie im Bild entsteht durch lineare Uberlagerung einer Vielzahl elektrischer

Flusslinien, die alle in der positiven Ladung des Dipols beginnen und in der negativen enden.
_ magnetische Erregung. Die magn. Erregung H ist (im Ej3) eine ungerade 1-Form:

3 3
H=> Hidr;; R =Y Hi[~du;;L].
i=1 i=1
Das Integral f7 H (lédngs einer Kurve mit duBerer Orientierung) heifit die magnetische Spannung

langs v. In der Magnetostatik gilt das Ampere’sche Gesetz:

dH =j,  j=)Y_juldry Adr;;R].
k<l
Hierbei ist j die elektrische Stromdichte (eine ungerade 2-Form). Das Ampere-Gesetz in Kompo-
nenten ausgedriickt lautet:

OH, O0H;

axk 8351 - KL
_des Ampere’schen Gesetzes. Sei v = 0S5 die Randkurve einer Fliache S mit

auflerer Orientierung. Dann folgt:

H:/dH:/j:I(S). as
a8 S S

Der elektrische Strom I(S) = |, ¢ J durch die Fldche S ist also gleich der magnetischen Ringspan-
nung [, H lings der Randlinie v = 95.

_ Wegen der Bedeutung der aufleren Ableitung d als Randoperator bedeutet das
Ampere-Gesetz dH = j anschaulich gesprochen, dass die Flachenstiicke der 1-Form H durch die
Stromlinien der 2-Form j berandet werden. Fiir eine lange, diinne, stromtragende Spule zum
Beispiel haben wir uns H als einen Stapel von Kreisscheiben vorzustellen, auf deren Randern

die Stromlinien der Spule liegen (die Zeichnung zeigt der Ubersichtlichkeit halber nur eine diinne

Auswahl des dichten Stapels von Kreisscheiben): j @ H
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Alslzweites Beispiel betrachten wir zwei konzentrisch angeordnete metallische Zylinderméntel,
die durch zwei ringférmige Scheiben (oben und unten) zu einer geschlossenen Oberflichen verbun-

den werden.

Auf dem inneren Mantel fliele elektrischer Strom von unten nach oben, auf dem &ufleren
von oben nach unten (siehe Bild). Der Stromfluss sei stationdr und habe Zylindersymmetrie
beziiglich der z-Achse. In diesem Fall besteht H aus dem zylindersymmetrisch angeordneten
Kranz von Rechtecken mit konstantem Polarwinkel (# = const), die sich im leeren Raum zwischen
den beiden Zylinderménteln erstrecken. In Zylinderkoordinaten x = rcosf, y = rsin6, z haben

wir den Ausdruck
- (I/2m)[df;R]  im Zwischenraum,
10 auflerhalb,

wobel I den Gesamtstrom bezeichnet

Hinweis. Diese magnetische Erregung ist nur eine Losung des Ampere-Gesetzes. Aus Symme-
triegriinden ist es aber die physikalisch richtige Losung, fiir die auch gilt: dB = 0 (siche das

nichste Beispiel zum magnetischen Materialgesetz).

Beispiel 4: Materialgesetze. Die elektrische Feldstarke E und die elektrische Erregung D sind
zwei verschiedene Charakterisierungen des elektrischen Feldes (&hnlich wie wir den Bewegungszu-
stand eines Korpers mit Masse m # 0 entweder durch seine Geschwindigkeit oder durch seinen
Impuls charakterisieren kénnen.) £ und D héngen durch das sogenannte elektrische “Materialge-

setz” (im Vakuum) miteinander zusammen. In kartesischen Koordinaten =,y , z lautet es
E=FE.d2 & D=¢FE,[deNdy;R],

also D,, = &9 F,, plus zwei weitere Relationen vom gleichen Typ, in denen z,y,z zyklisch
vertauscht sind. €y heifit die dielektrische Konstante des Vakuums. Die physikalische Dimension
von € ist

[e0] = Ladung/(Spannung x Lénge) = Kapazitit/Léange .

Ein Kondensator aus zwei groflen, ebenen, parallelen Metallplatten mit Abstand a und Flache A
hat (im Vakuum) die Kapazitit ¢ A/a .
Die anschauliche Vorstellung zum elektrischen Materialgesetz ist, dass zu jedem Flachenstiick

S von E (mit Spannung V') ein dazu senkrechtes Linienstiick v von D (mit elektrischem Fluss Q)

Esst = gyl

G

gehort. Dabei muss folgende Relation erfiillt sein:
g0 V' x Fliache(S) = @ x Lange(y) .
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Eine analoge GesetzmafBigkeit gilt fiir das Magnetfeld in Form der magnetischen Erregung H

und der magnetischen Feldstarke B :
H=H,[dz;R] < B=pH,dxNdy

(plus zwei Relationen, in denen die kartesischen Koordinaten zyklisch vertauscht sind). Die
Naturkonstante po heifit die magnetische Permeabilitat des Vakuums. Sie hat die physikalische
Dimension

[tto] = Magnetfluss/(Strom x Lénge) = Induktivitét/Lénge .

Eine lange, diinne Spule mit Querschnittsfliche A und einer Spulenwindung pro Strecke a hat die
(Selbst-)Induktivitét pg A/a.

Auch mit diesem magnetischen “Materialgesetz” konnen wir eine anschauliche Vorstellung
verbinden: zu jedem Flachenstiick > von H mit magnetischer Spannung I gehdrt ein Linienstiick

~v von B mit Magnetfluss ¢. Dabei muss die folgende Relation erfiillt sein:

A~ H
¢ x Lange(y) = po I x Flache(X) . B L\:K — @

_ Das Produkt €9 has die physikalische Dimension

[eot0] = (Ladung®/(Energie x Linge)) x (Energie/(Strom? x Linge)) = Zeit?/Linge? .

In der Elektrodynamik lernt man, dass es sich bei diesem Produkt von Naturkonstanten um das

inverse Quadrat der Lichtgeschwindigkeit handelt.

2.11.5 Ampere-Maxwell-Gesetz

In der Elektrodynamik wird das Ampere-Gesetz der Magnetostatik durch das sogenannte Ampere-
Maxwell-Gesetz ersetzt:

dH =j+D.
Seine anschauliche-erfolgt vollig analog zum Faraday’schen Induktionsgesetz, wie folgt.
Elektrische Flusslinien (die Linien von D) beginnen auf positiven und enden auf negative Ladungen

(gemaB Gauss-Gesetz). Die bei der Bewegung der D-Linien iiberstrichenen Fléchenstiicke sind

(momentane) Flachenstiicke von H:

_ _q

‘]
tq ) +9q
Als simples Anwendungsbeispiel dieser Deutung betrachten wir die magnetostatische (!) Sit-

uation eines langen, geraden, diinnen, stromtragenden Metalldrahts. Der Draht ist elektrisch

neutral, weil es zu jedem Elektron (negativ geladen) ein entspechend positiv geladenes Metallion
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gibt. Die elektrischen Flusslinien der Metallionen-Komponente kénnen wir uns als eine Art lange,
zylindersymmetrische “Haarbiirste” vorstellen (mit “Borsten”, die senkrecht zur Drahtachse nach

auen gerichtet stehen und bis ins Unendliche reichen):

-k k—hk

Die Metallionen befinden sich im Zustand der Ruhe. Damit ruhen auch die zugehorigen elek-

trischen Flusslinien. Diese ruhenden Flusslinien iiberstreichen keine Flachen und erzeugen deshalb
auch kein Magnetfeld.

Nun sind aber die Elektronen im Zustand der Bewegung. Das Bild ihrer Flusslinien sieht so aus
wie fiir die Metallionen, obschon die Richtung des elektrischen Flusses jetzt von auflen nach innen
zeigt. Wegen der umgekehrten Flussrichtung wird der elektrische Fluss der Metallionen durch
den elektrischen Fluss der Elektronen kompensiert, so dass kein elektrisches Feld tibrig bleibt.
Allerdings haben wir uns jetzt vorzustellen, dass sich die elektrischen Flusslinien der Elektronen
mit den Elektronen mitbewegen. Diese Flusslinien iiberstreichen Flachen und erzeugen somit
magnetische Erregung. Die iiberstrichenen Fléchen sind offenbar Halbebenen (6 = const), die
an der Drahtachse ansetzen und sich ins Unendliche erstrecken. Quantitative Umsetzung dieser
Deutung ergibt das bekannte Ergebnis (in Zylinderkoordinaten):

dy - yd
:I[dH;R]:I{w;R} .
ety

2.11.6 Abschlielende Bemerkungen

Die Differenzialoperatoren der Vektoranalysis im F3 lassen sich in dem folgenden kommutativen

Diagramm zusammenfassen:

) d d d
Funktionen — 1-Formen —— 2-Formen —— 3-Formen

| I= & In

Funktionen grad Vektorfelder =% Vektorfelder A, Funktionen

Die Kommutativitat des Diagramms bedeutet, dass es nur auf Anfangs- und Endraum ankommt,

nicht aber auf den Weg von Abbildungen dazwischen. Wir haben also
Ziod=grad, Zyod=rotoZ;, Zsod=divol,.

Die generelle Regel
dod=20

ergibt speziell:
divorot =0, rotograd=0.
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Mit der Deutung der aufleren Ableitung als Randoperator hat die Regel dod = 0 eine anschauliche
Deutung: “der Rand vom Rand ist immer Null”.

Zum Schluss prasentieren wir jetzt noch eine Verfeinerung des obigen Diagramms. Die erste
Zeile gibt es genau gesagt zweimal (fiir ungerade wie fiir gerade Formen). Dementsprechend gibt

es auch die zweite Zeile zweimal:

Funktionen £°% Vektorfelder ~2% Vektorfelder 2% Funktionen
(skalar) (polar) (axial) (pseudoskalar)
Pe E B P

und

Funktionen grad Vektorfelder 2% Vektorfelder 4¥, Funktionen
(pseudoskalar) (axial) (polar) (skalar)
Pm H D De

Erlauterungen. Sei 7 : E3 — F3 eine Raumspiegelung, also eine Spiegelung z.B. am Koordi-

natenursprung o :
m(p)=mlo+(p-o0)=0-(p—o).

Eine (skalare) Funktion f : E3 — R transformiert sich (wir beniitzen die Notation f — 7*f)

unter 7 einfach durch Spiegelung des Arguments:

(7" f)(p) = f(7(p)) -

Hingegen erleidet eine pseudoskalare Funktion f einen zusatzlichen Vorzeichenwechsel:

(T f)(p) = = f(=(p)) .

Ein physikalisches [Beispiel fiir eine pseudoskalare Funktion ware die magnetische Ladungsdichte-
funktion (wenn es denn magnetische Ladungen gédbe). Magnetische Ladungen (wenn sie exis-
tierten) wiirden kein positives oder negatives Vorzeichen (wie elektrische Ladungen) tragen, son-

dern waren rechtshandig oder linkshandig. Unter Raumspiegelung haben wir:
rechtshandig — linkshandig = —rechtshandig .

Eine ahnliche Unterscheidung hat man fiir Vektorfelder zu treffen. Unter einer Raumspiegelung

wechseln polare Vektoren ihr Vorzeichen:



Ganz zum Schluss kommt jetzt noch eine_ der Integralsatze der Vektor-
analysis. Man sagt, dass k-Formen w iiber die Operation der Integration mit k-dimensionalen

Flachenstiicken gepaart sind:

. d d d
Funktionen — 1-Formen —— 2-Formen — 3-Formen

® ® ® ®

Punkte 2 Kurven 2 Flachen 2 Gebiete

K I s K

Es gilt der Allgemeine Stokes’sche Satz:

/dw:/w.
c dc

Im Vektorkalkiil spaltet er sich in drei spezielle Satze auf:

Jamaar-ac= [ £t -p@  (@r=b-a),

/rotﬁ-ds:/ E-dﬁ,
) 0%

/divﬁ dedydz= | D-ds.
U ou

3 Einfaches zu Differenzialgleichungen

3.1 Potenzreihen

Fiir die zahlreichen Horer dieser Vorlesung, die noch keinerlei Berithrung mit Potenzreihen hatten,
stellen wir hier einige grundlegende Aussagen zusammen. Da wir aber eigentlich eine andere
Agenda verfolgen, miissen wir hier an der Oberfldche bleiben und fiir einen ordentlichen analyti-

schen Aufbau auf die Mathematik-Vorlesung im kommenenden Wintersemester verweisen.

_ Eine Folge Ag, Ay ,..., A, ,...reeller Zahlen heifit konvergent mit Grenzwert A (man
sagt auch: die Folge konvergiert gegen A), wenn fiir jedes € > 0 ein N € N existiert, so dass fiir

alle n > N gilt: |A,, — A| < e. Man verwendet dann die Schreibweise

lim A, =A.

n—oo

_ Eine Folge Ay, A1,..., A, , ... von (Partial-)Summen

n

An:Zak

k=0
heifit eine Reihe. Ist diese Folge konvergent mit Grenzwert A, so heifit auch die Reihe konvergent

mit Grenzwert A, und man schreibt

A= lim A, =: Zak
k=0
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3.1.1 Absolute Konvergenz und Konvergenzradius

Eine Reihe ) /7, ax heifit absolut konvergent, wenn die durch Betragnehmen aller Summanden

entstehende Folge By, By ,..., B, ,... (also B, = Y, _, |as|) konvergent ist.

-Absolut konvergente Reihen diirfen gliedweise multipliziert werden; d.h. wenn ) >°  a,, und
> o2 o by absolut konvergente Reihen sind, dann gilt

[o¢] o0 o0 n
(Z an> (Z bn> = ch mit ¢, = Zak bt .
n=0 n=0 n=0 k=0
_ Eine Potenzreihe in der reellen Variablen x ist eine Reihe der Form
S e
n=0

_ Ob eine Potenzreihe konvergiert oder nicht, héangt im allgemeinen vom Wert der
Variablen x ab.

_ Unter dem Konvergenzradius einer Potenzreihe )"  a, " versteht man die groBte
Zahl R > 0 mit der Eigenschaft, dass die Reihe fiir alle x € R mit |z| < R konvergiert.

- Jede Potenzreihe ist innerhalb ihres Konvergenzradius (also fiir |z| < R) absolut konvergent.
- Absolut konvergente Potenzreihen diirfen gliedweise differenziert werden, d.h. es gilt

d = n N n
e (Zanx ) :nzzonanx !

n=0

- Der natiirliche Logarithmus x +— In(1 + z) hat die Potenzreihe

oo

In(1+2) = Z<—1)n—1%n |

n=1

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist R = 1. Fiir |z| < 1 gilt

d = 1
— In(1 _1n—1 n—lz
) = S -

(alles bestens). Fir x = 1 hingegen passiert Folgendes:

In2=In(1+1 i

n=1
ist konvergent, aber nicht absolut konvergent. Und tatsachlich wiirde gliedweises Differenzieren

der Reihe fiir x = 1 zu einem Widerspruch fiithren:

.Z Lol 11— 14114

1 1 dl (1+
— = = —In( x)
2 14+ xle=1 dx

(sinnlos, konvergiert nicht). O

Fiir die Praxis wichtige Potenzreihen sind

o — ; — cos(x) = ;}(—1)"@”)' ,  sin(x) ;(_ )" (2n+1)



Alle drei Reihen haben unendlich grofien Konvergenzradius. Durch gliedweises Differenzieren
verifiziert man sofort:

d d

et = e’ , —sin(z) =cos(x), — cos(z)= —sin(z).

dx dx

Als Anwendungsbeispiel fiir das Produkt zweier absolut konvergenter Reihen berechnen wir

ey _ [N 2" AR Lol oy -yt
ee_(£%)( %)‘Z(Zﬂ(/zy—o!>_z< k;!y) —°

m=0 n=0 k=0 =0 k=0

3.1.2 Taylorreihe einer analytischen Funktion

Sei Y, a, " eine Reihe mit Konvergenzradius R. Dann wird durch

fx) = Z an "
n=0

fir |x| < R eine (unendlich oft) differenzierbare Funktion z — f(x) erklart. Offensichtlich gilt

ap = f(0). Durch wiederholtes gliedweises Differenzieren folgt

fl0)=a,, f"0)=2ay, ..., f™(0)= (— f) (0) =nla, ,
Also haben wir -
n mn
f(x) = ;ﬂ 0)— -

Man nennt diese Reihe die Taylorreihe (bzgl. x = 0) der analytischen Funktion f.

3.2 Die komplexen Zahlen
3.2.1 Vektormultiplikation in R?

RQ:RXR:{(Z)‘aER,bGR}

erklart durch die tibliche Addition:
a a\  [a+d
()« ()= (G7)

()= (3)

Zusétzlich fithren wir jetzt eine (kommutative) Vektor-Multiplikation R? x R? — R? ein:

() ()= Giere) = () G)

Diese Multiplikation hat ein Einselement:
a\ I fa) (1 [a
b 0/ \») \0O b))’
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und zu jedem (Z) #+ (8) existiert ein Inverses:

6 =) 6)-6)-6)-

Diese Eigenschaften machen R? mit der erklarten Addition und Multiplikation zu einem sogenann-

! die reelle Achse, der

ten Zahlenkorper. Man nennt den ein-dimensionalen Unterraum R - 0

komplementare Unterraum R - heifit die imaginare Achse.

0
1
Die geometrische Interpretation der Vektoraddition ist uns schon bekannt und wird hier nicht

wiederholt. Zur geometrischen Interpretation der Vektormultiplikation setzt man

a=rcosf, b=rsinf, also “) = C9se :
b sin 6

Offensichtlich ist » = v/a? + b? die Lénge des Vektors (Z) in dem mit der Euklidischen Norm

ausgestatteten Vektorraum R?, und 6 = arctan(b/a) ist der Winkel mit der reellen Achse:

Hiermit erhalt man ) I'EEU.! Achse

ay) a\  (cosf o cos ¢

b) \v) " \sing) " \sing

, (cosOcos® —sinfsing\  , (cos(0+0)
" \sinfcos + cosfsing’ ) ~ ' sin(6 + ')

Bei der Vektormultiplikation werden also die Langen der Vektoren multipliziert und die mit der

reellen Achse gebildeten Winkel addiert:
ay\. (o
(5)(%)

(%)

94‘9‘ PP [

o (%)
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) ) ) ) 0 1 a 0 a a a’
Bemerkung. Die zwei Dreiecke mit den Eckpunkten (0>, (0), (b) und (0), (ba, (b) . (b’)

sind dhnlich. (Hier betrachten wir R? als affinen Raum o + R2.) Tatsichlich erkennt man an der

obigen Formel, dass es sich bei der Vektormultiplikation um eine Drehstreckung handelt. Eine

() (0)=(5)-

(Im R? mit der beschriebenen Vektormultiplikation gibt es also ein Element, dessen Quadrat minus

wichtige Beobachtung ist

Eins entspricht.)

3.2.2 Isomorphismus R?> — C
Mit der nun folgenden Anderung der Schreibweise vollziehen wir den Ubergang R? — C :

1 0 . a _ .
(O)I—)l’ (1)|—>1, (b>»—>a+1b:a—|—bl.

C heifit der komplexe Zahlenkorper, und die Elemente a +1ib von C heiflen komplexe Zahlen. Die

spezielle komplexe Zahl i heiflt die imaginare Einheit. Thr Inverses ist

In der neuen Schreibweise lautet die Addition
(a+ib) + (a' +ib) = (a+d') +i(b+ 1),
und die Multiplikation
(a+1ib)- (a' +1b') = (ad = bV) +i(ab +bd) .

Fiir eine komplexe Zahl z = a +1b heifit a =: Re(z) der Realteil und b =: Im(z) der Imaginérteil

von z. Die Operation der Spiegelung an der reellen Achse in R2,

Re(z) +ilm(z) := Re(z) —ilm(z)

wird in C als komplexe Konjugation bezeichnet. Man hat sofort

ztw=z4+w, Z-wWw=Z -W.

Falls gilt z = Z (also Im(z) = 0), so heifit z reell und man schreibt z € R. Falls gilt = = —% (also
Re(z) = 0), so heiit z imagindr und man schreibt z € iR. Weiter gilt

Re(z) = % (z4+7%), Im(z)= 211 (z—72).

Die Euklidische Lange

z|—\/Re )+ Im?(2) = V2Z2

(et

einer komplexen Zahl z # 0 ist

des Vektors € R? heiBit der Betrag der komplexen Zahl z = Re(z) +1Im(z). Das Inverse

—— Z Re(z) —ilm(z)
2|2 Re*(2) + Im?(2)
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Die Aussagen von Abschnitt 3.1 {iber Potenzreihen gelten unverdndert im komplexen Fall. (Bei
der Definition der absoluten Konvergenz von Reihen ersetzen wir natiirlich den Betrag der reellen

Zahl durch den Betrag der komplexen Zahl.)

3.2.3 Euler-Formel
Die komplexe Exponentialfunktion
Z . G Zn
o D
n=0

genligt der Funktionalgleichung

Es gilt die Eulerformel:
e = cos(#) 41 sin(h) .

Sie folgt sofort aus den Potenzreihen fiir exp, cos und sin :

. (i) = (=D" o = (D", -
elezz(n? :Z((Qn;! 0 —1—1;%9 = cos(0) + isin(0) .

Hierbei wurde verwendet, dass flir gerades n gilt

" ()= (-

—e

und fiir ungerades n

3.2.4 Polardarstellung komplexer Zahlen

a\ (7 cost 9
(b) - <7" sin&) €R

Unter R?2 — C wird

Al
z=a+ib=rcosf +irsind =r(cosf +isinf) =re? .
Nun ist . .
Re] ™ ooy =0
Der Winkel Pe@>0:
0 = arctan (EZEZ;) = arg(z) - 121 <P« 111

heifit das Argument der komplexen Zahl z. Die Polardarstellung einer komplexen Zahl ist dann

= Tei@ _ |Z| eiarg(z) .
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3.2.5 Fundamentalsatz der Algebra

Satz. Sei z — p(z) ein Polynom n-ten Grades in der komplexen Variablen z, also
p(2)=ap 2"+ an 12"+ dayttarz+ag (a, #0) .

Dann hat die Gleichung p(z) = 0 fiir z € C genau n Losungen (Multiplizitdt mitgezahlt).
Mitteilung. Der folgende Hinweis ist dem Hoérerkreis dieser Vorlesung (noch) nicht verstandlich,

wir geben ihn aber trotzdem. Die Beweisidee besteht darin, das Integral der singularen 1-Form

ACNN
p(2) I

langs geschlossener Kurven v zu betrachten. Fiir einen mit dem Gegenuhrzeigersinn orientierten

Kreis v mit Radius |z| = R hat man

Hieraus folgert man, dass n Nullstellen vorliegen miissen.

3.3 Lineare Differenzialgleichungen

3.3.1 Struktur des Losungsraums

Wir betrachten im Folgenden Differenzialgleichungen fiir Funktionen einer reellen Veranderlichen:
Roz—y(x)eR.

In diesem Kontext ist eine lineare Differenzialgleichung (DGL) n-ter Ordnung eine Gleichung der

Form

() () () g (0) 4 o) () (@) () + aofay(a) = F(a).

Wir schreiben abkiirzend £ := 3"} ak(x)% . Ein solches Objekt £ nennt man einen Differen-

zialoperator n-ter Ordnung. Die DGL lautet jetzt kurz Ly = f. Die Funktion f heift die
Inhomogenitat der DGL. Der Differenzialoperator £ ist linear, d.h.

L(y1 +y2) = Ly1 + Ly .
Offenbar gilt:
1) (Ly; =0und Ly, =0) = L(y1 + y2) = 0.
2) (Ly1=0,7reR)= L(ry;) =0.

Also sind mit y; und y, auch (y1 + y2)(z) := y1(z) + yo(z) und (ry;)(x) := ryi(z) Lésungen der
homogenen Gleichung Ly = 0.

Merke:| Der Losungsraum der (homogenen) DGL Ly = 0 (also mit f = 0) hat die Struktur eines

Vektorraumes. O
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Hingegen hat der Losungsraum der inhomogenen DGL Ly = f die Struktur eines affinen Raumes
(mit Differenzvektorraum gleich dem Losungsraum der homogenen DGL), denn aus Ly; = f und
Lys = f folgt L(ys —y1) = 0.

- Jede (beliebige) Losung der inhomogenen DGL Ly = f lasst sich darstellen als eine

spezielle Losung y; dieser Gleichung plus eine Losung der homogenen DGL.

- Sei y; eine spezielle Losung der inhomogenen DGL Ly; = f. Eine beliebige andere
Losung y lasst sich ausdriicken als y = y; + (y — v1), und, wie wir wissen, ist y — y; Losung der

homogenen DGL.

3.3.2 Homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wir behandeln die Gleichung
ay’(x) +by'(x)+cy(z)=0  (a,b,ceR).
Einsetzen des Ansatzes y(z) = e*® ergibt
aX et b et f et =0.
Wegen e # 0 folgt

a)X+bA+c=0

b\> b2
a()\—l—%) =1 ¢

)\—%(—biviﬂ—élac).

und somit

also

(i) b* —4dac>0.

In diesem Fall hat die quadratische Gleichung fiir A zwei verschiedene reelle Losungen:

M:_i@+vm_@q, ‘&:—iw—VN—MQ.
2a 2a

Die allgemeine Losung der DGL lautet

y(z) = Ay M + Ay (A1, A €R).

Der Vektorraum von Losungen ist hier also zweidimensional. Die Losungen sind entweder

exponentiell anwachsend oder exponentiell abfallend.
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(i)

(i)

b2 —4ac=0.
Hier ist A\; = Ay = —b/2a =: \.

Jetzt sind eM?® und e*2® linear abhingig. Wir haben also nur eine Losung y(z) = Ae*® mit
konstantem Koeffizienten. Wo steckt die zweite Losung? (Die Dimension des Losungsraums

sollte eine stetige Funktion der Parameter sein.) Dazu beobachtet man, dass fiir \; # Ay die

Funktion
e)\lx o e/\gx
T —
AL — Az
eine Losung ist. Im Limes Ay — Ay =: X ergibt sich
Az Aoz
. eM? —e
lim ——— =z,

M—de=x Ap — A

Der Losungsraum ist also wieder zweidimensional:

y(r) = Ae*® + Bxe*® = (A + Bx) ™ .

> —4ac<0.

In diesem Fall hat die quadratische Gleichung fiir A\ zwei komplexe Wurzeln:

b 1
Ay = —— % ik, k:2—\/4ac—b2.

2a a
Die allgemeine Losung der DGL ist
y(w) _ e—bx/(2a) (A+ eik:r; + A e—ikx) .
Sie ist reellwertig fiir A_ = A, . Mit der Polardarstellung A, = Re'? erhilt man

y(x) _ e—bx/(?a)R(eika:—i-i(b + e—ikx—id)) _ e—bx/(Qa)ZR COS(k’{E + ¢) )

Im Spezialfall b = 0 (physikalische Bedeutung: keine Reibung) bekommen wir eine har-

monische Schwingung

y(z) = Rcos(kz + ) , k=+/c/a .

3.3.3 Erzwungene Schwingung

Wir betrachten jetzt die_

y'(x) + k*y(z) = f(z) (getriebener harmonischer Oszillator) .

Sie ist von der Form Ly = f mit £ = % + k2. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

Ly = 0 ist (siehe oben)

y(z) = Rcos(kx + ¢) = Acos(kx) + Bsin(kx) .

Geméfl Abschnitt 3.3.1 reicht es, wenn wir eine spezielle Losung finden.
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-mittels “Greenfunktion” (ausfithrliche Theorie spéter; Philosophie: y S f). Mit

k=tsin(kx — ka') fira > 2,
G(z,a') = { (0 ) fiir < &/

setze
y(z) = / G, o) () da
1 X

=7 sin(kx) /_OO cos(ka') f (") dx' — %cos(kx) /_; sin(ka') f(2') da’ .

-der Losungseigenschaft. Wir beginnen mit

y'(x) = cos(kx) /w‘ cos(ka') f (") da’" + Sin(k:x)/ sin(ka') f(2') da’ .

—0o0 —0o0

Es folgt
y'(x) = —k*y(2) + cos?(ka) f (x) + sin® (k) f(2) = —k*y(x) + f(2) .
Also gilt ¥ + k?y = f wie verlangt. Die allgemeine Losung der DGL Ly = f ist

y(z) = Acos(kz) + Bsin(kz) + / G(z,2') f(2) da" .

R

3.3.4 Allgemeine lineare DGL 1. Ordnung

Wir behandeln jetzt die Differentialgleichung

mit variablem Koeffizienten a(z), also £y = 0 mit dem Differenzialoperator £ = - — a(z). Nach

Division durch y(z) haben wir

y'(x) d
pumm pu— —1 .
Per Integration folgt
* “d t=z y(z)
t)dt = Iny(t)dt =Iny(t =1 —1 =1
/xo a(t) / G0t =y~ = nya) ~ y(a) = L

Demnach gilt

oder

o) = yGaoyesp (| a(t)dt)

o

(Der Losungsraum ist hier eindimensional; er wird durch die Konstante yy = y(z() parametrisiert.)
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3.3.5 Variation der Konstanten

Wir wenden uns jetzt der inhomogenen Gleichung Ly = b zu; also

Y (z) = a(z)y(z) + b(x) .

Diese 16st man durch “Variation der Konstanten”, d.h. mittels des Ansatzes

y(z) = c(2) i@ | A(z) = / a(t) dt |
z0
Einmal Differenzieren ergibt

y =cdet 4+ cA e =(d +ca)et oder y —ay=cet.

Es folgt ¢/ e = b oder ¢ = e~ b. Die allgemeine Losung lautet

T

y(z) = yoet™ + / A@=AO by dt .

o

Wir weisen auf die strukturelle Ahnlichkeit zur Losung der DGL von Abschnitt 3.3.3 hin:

y(x) = h(z) + / G(x,t)b(t) dt
R
mit h(x) = Losung der homogenen Gleichung und der sogenannten Greenfunktion

A@-AWD) 45 ¢
G(x’t):{() r<t.

3.3.6 Homogene lineare DGL 2. Ordnung: Wronski-Determinante

In Abschnitt 3.3.3 hatten wir fiir den Fall des harmonischen Oszillators eine spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung Ly = f angegeben, ohne allerdings die Form der Losung zu motivieren
oder in einen grofleren Kontext zu stellen. Als Nachtrag wollen wir dieses Defizit im nachsten
Abschnitt ausbiigeln. Hier sind wir noch mit Vorbereitungen beschéftigt.

Wir betrachten die allgemeine homogene Differenzialgleichung 2. Ordnung mit variablen Ko-
effizienten:

Ly=0, [,:d—z—l—a(a:)i+b(x).
dx? dz

(Ohne groflen Verlust an Allgemeinheit haben wir den Koeffizienten der zweiten Ableitung kon-

stant gleich Eins gesetzt.)

Definition. Unter der Wronski-Determinante zweier Losungen y; , y2 der homogenen Gleichung

Ly = 0 versteht man die Funktion
Wi(z) =y, (2) vo(x) — go(x) () . O
Kurze Rechnung ergibt folgende Differenzialgleichung fiir die Wronski-Determinante:

W' =y, 48 — o] = —uy (ayh + by,) + 4, (ay) + by,) = —a W.
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Die Losung hiervon lautet
W(z) = W(0) exp </ a(t) dt) .
0
Es folgt, dass W (x) entweder fiir keinen Wert oder fiir alle Werte von x verschwindet.

_ Die stationédre Schrodinger-Gleichung der Quantenmechanik (fiir die Bewegung eines
Teilchens der Masse m und Energie E auf einer Achse mit Koordinate x und Potenzialfunktion

V(z)) lautet £ = 0, wobei

(hist die Plancksche Konstante.) Diese eindimensionale Schrédinger-Gleichung ist also der Spezial-
fall der hier betrachteten Differenzialgleichung fiir a(z) = 0 und b(z) = 2m (E — V(z))/k*. In
diesem Fall hat die skalierte Wronski-Determinante n—ﬁ(y1 Yy — Yo 4y ) die physikalische Bedeutung
des (erhaltenen) Wahrscheinlichkeitsstromes im quantenmechanischen Zustand mit komplexwer-
tiger Wellenfunktion ¢ = Re(¢)) +1iIm(¢) = 41 +1iys .

-Ist die Wronski-Determinante zweier Losungen y; , y» von £y = 0 ungleich Null, so sind y;
und - linear unabhangig, d.h. es existiert kein vom Nullpaar verschiedenes Zahlenpaar c; , ¢, mit

der Eigenschaft ¢; y1(x) 4+ c2 y2(z) = 0 (Nullfunktion).
- Sei ¢1 y1(x) + cay2(x) = 0 mit (¢1,co) # (0,0). Differenzieren dieser Gleichung liefert

ey (x) + ey us(x) = 0.

Durch geschicktes Multiplizieren und Addieren von Gleichungen (oder, eleganter, durch einen Satz

der linearen Algebra, den wir im nichsten Kapitel kennenlernen werden) folgt

W=y vh— 19 =0.

Die lineare Abhéangigkeit von y; und ys impliziert also W = 0. Dieser Schluss ist logisch dquivalent

zur Implikation (W # 0 = y1, y2 linear unabhéngig ) U

_ Wenn die Wronski-Determinante zweier Losungen vy, ,y, von Ly = 0 nicht ver-
schwindet, dann heifit das Paar y; , yo ein Fundamentalsystem der DGL.

- Ist 41,92 ein Fundamentalsystem der DGL Ly = 0, so lasst sich jede Losung y derselben

als Linearkombination von y; und ¥, darstellen.

- Fiir eine Losung y von £y = 0 definieren wir zwei Funktionen z — ¢;(z) (j = 1,2)

durch
ci(z) == y(x) y;(x) — yi(z) ' ()
J' W)

Durch Differenzieren von x +— ¢;j(x) W(x) erhalten wir

c;W—i-cj W' = yy;’ —y;y' =—a (yy; —yjy) = —aWe; .

Mit W’ = —aW folgt ¢, W = 0 und somit ¢;(z) = ¢; (unabhingig von ).
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Jetzt multiplizieren wir die Gleichung ¢; W = y y;—y; ' fiir j = 1 mit y» und dieselbe Gleichung
fiir j = 2 mit y; und bilden die Differenz. So entsteht

(c1ye —coy) W= (yyh —v1y) o — (Yo — 92y )y = —y W.

Es folgt y(z) = coy1(z) — ¢1 y2(x) mit konstanten Koeffizienten ¢; , ¢y, wie behauptet.

3.3.7 Greenfunktion der linearen DGL 2. Ordnung

Wir betrachten nun die inhomogene Differenzialgleichung 2. Ordnung mit variablen Koeffizienten:
d> d

_ Sei ¥ , y2 ein Fundamentalsystem der homogenen Differenzialgleichung £y = 0 und
W =y %yg — ygd%yl die zugehorige Wronski-Determinante. Unter der Greenfunktion der DGL

versteht man

G(x,2') =

1 { Ya(0)yi (@) —n(@)ye(z’) x>,
Wiz') | 0 x<ua.

_ Ohne Miihe zeigt man, dass diese Greenfunktion von der Wahl des Fundamental-

systems unabhangig ist.

- Das Integral
o) i= [ Glard!) fla) o

ist eine spezielle Losung der inhomogenen Differenzialgleichung Ly = f .
- Ausgehend von
/ x /
D) oty ot (o) [P ()

y(m) = y2<CL’) - W(ZE,) - W(l")

priifen wir die Losungseigenschaft nach. Fiir die erste Ableitung y" erhalten wir

Wiy = Woey [ BD pyanr— Wiy [7 0D 0 g

dz - T dzr oo W(a) dx oo W(a')
fiir die zweite Ableitung
Py, . Py T o, APy Coype) Lo
@(ff) = W(%‘) W) f(a") da’ — W(ff) W) f(z') d
1 dyg dyl
+ i (0P @ - w20 )

Durch Multiplikation mit den Koeffizienten von £ und Aufsummieren von Gleichungen folgt

o = e [ B i - o [ B+ i)

mit Ly, = Ly, = 0 also Ly = f wie behauptet.
- Wir betrachten den Spezialfall (harmonischer Oszillator) von Abschnitt 3.3.3, ndmlich
d? 9
L= e +k* (keR).
Die Losungen y; (x) = cos(kz) und y2(z) = sin(kx) von Ly = 0 bilden ein Fundamentalsystem mit
konstanter Wronski-Determinante W (z) = k. Man erhélt dann die in Abschnitt 3.3.3 angegebene

Greenfunktion sofort nach obiger Vorschrift.
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3.4 Differenzialgleichung mit getrennten Variablen

Wir verlassen das Thema der linearen Differenzialgleichungen und wenden uns einem Typ von

nichtlinearer Differenzialgleichung zu:

Ublicherweise geht man hier per _vor. Man schreibt 3’ = g—g und verfahrt hiermit

so, als wire % ein Bruch von Zahlen dz und dy: Die Gleichung % =

o (7) g(y) multipliziert

mit % ergibt % = f(x)dr. (Der Sinn dieser Gleichung bleibt leider im Dunkeln, solange

Differenzialformen unbekannt sind.) Mit der Anfangsbedingung y(xg) = yo gibt Integration
y(

Gly@) = [

Yo

Diese Gleichung macht wieder fiir jedermann Sinn, auch ohne Differenzialformen: sie bestimmt y

z) ds x
e :/wo F(t)dt = F(x) .

(unter geeigneten Voraussetzungen) als Funktion von x durch Aufldsen von G(y(x)) = F(z).

- Wir betrachten die Newton’sche Bewegungsgleichung
mi=-V'(x).
Der hieraus resultierende Energiesatz
d /m
- 4 (v
gi\g & Vi)
liefert

% i#* +V(z) = E = const.

Auflésen nach der Geschwindigkeit ergibt

i = i\/%(E—V(x)) :

Das ist eine DGL mit getrennten Variablen, wobei

y<—x und x<<t.

Sei nun & = +4/2(E — V(x)) > 0. Dann gilt per Eselsbriicke

C;_f - \/% (E-V(2) = z(Edi 8 di

). Vi (Edfv(:c’)) = [ar=i-n itz =)

_ Harmonischer Oszillator: V(z) = mw?z?/2. Es ist 2F = mv?, und vpax = Wlmax -

Sei nun ty = 0 und x¢o = 0. Dann ergibt sich

t: /z dz’ w’ifzzmax l /x/xmax df
0 02 — Wl w Jo /1= ¢2
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Nun gilt (1 — ¢2)71/2d¢ = d (arcsin €).

- Zur Erinnerung: (go f)(z) = v = ¢'(f(2))f'(z) =1 = f/(z) = m. Setze nun
= sin, f = arcsin (Umkehrfunktion des Sinus). Es folgt ¢ = cos = m und somit

¢'(f(z)) = V1 — 22, woraus sich schlieBlich

F@) = ey =
g(f(z)) Vi-a?
ergibt. [J
Nun weiter im Beispiel 2:
wt = s d¢ = arcsin(&) T = arcsin(z/Tmax)

0 Vv1-¢&2 o
also z(t) = Tpax sin(wt) .

3.4.1 Zuruckziehen von Formen

_(Zuriickziehen einer Funktion). Gegeben sei eine Funktion f : N — R und eine
Abbildung ¢ : M — N . Dann definiert man mittels ¢ eine Funktion ¢*f : M — R durch

W F)p) = f(v(p)) -
Man nennt diese Operation f — ¢*f das Zuriickziehen der Funktion f von N nach M (mittels
der Abbildung ¢ : M — N).

_ In ahnlicher Weise definiert man die Operation des Zuriickziehens von Differenzial-
formen. Sei (§ eine 1-Form auf N, und sei die Abbildung v : M — N jetzt differenzierbar. Dann
erklart man die 1-Form ¢*3 auf M durch

(V" B)p(v) = By (Dp 1)) (v)) -

Hierbei ist D, das Differenzial der Abbildung ¢ : M — N im Punkt p. Analog definiert man
den Riickzug ¢*w einer k-Form w (k > 1) durch

(W w)p(vr, - o) 2= Wy (Dp ) (V1) - (Dp ) (k) -

-(Transformationssatz, Substitutionsregel): Es sei w eine k-Form auf N, ¢ eine k-dimensionale

Flache in M und v : M — N eine differenzierbare Abbildung. Dann gilt

/¢<c> “ /Cw*w ’

_ Fiir den Spezialfall M = N = R, ¢ = [a,b] und ¢ : R — R monoton wachsend

erhalt man die bekannte Substitutionsregel:

P(b) b
/ ﬂ@mzfﬂMMWMM-
P a

(a)
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Hierzu setzen wir w = fdz . Dann ist

P(b)
/ w= / f(z)dx
P(c) P(a)

und die Berechnung von ©*w ergibt

(¥*w),p(1) = ¥"(f dx),(1) = f(L(0) (d2)pi) (V' (p) - 1) = f (L (p)) V' (p) da(1) |

3.4.2 Begriindung der Eselsbriicke von Abschnitt 3.4

also

Satz:| Die Operationen der dufleren Ableitung und des Zuriickziehens von Formen vertauschen.

Insbesondere gilt fiir eine Funktion f und eine differenzierbare Abbildung v die Gleichheit
VH(df) = d (W7 f) .

Beweis. Wir verifizieren die Aussage fiir den Fall von Funktionen. Auswertung der linken Seite
auf einem Vektor v im Punkt p ergibt (geméfl der Definition der Operation des Zuriickziehens der

1-Form df mittels v):
(¥ (df)), (v) = (df Yo ((Dp ) (v)) -

Auf der rechten Seite erhalten wir unter Verwendung der Kettenregel der Differenzialrechnung

(1), (0) = (d(f o)), (v) = (A © (D)) (o) -

Das ist wegen der Assoziativitat der Hineinanderausfithrung von Abbildungen das gleiche Ergebnis
wie auf der linken Seite. [

Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns der Begriindung der Eselsbriicke zu. Die Differen-
zialgleichung ¢ = f(x)g(y) bedeutet im Klartext, dass wir eine (Losungs-)Funktion z +— (x)
mit der Eigenschaft ¢/(z) = f(z) g(¢(z)) suchen. Aquivalent hierzu (fiir g(y(z)) # 0) ist

V' (x)

Zur Losung dieser Gleichung betrachten wir auf N = R die 1-Form g = % und auf M = R die

1-Form a = f(x)dx . Wir suchen eine Abbildung ¢ : M — N mit der Eigenschaft ¥*5 = «.
Wegen ¢*3 = (1/(g o 1)) di) 16st eine solche Abbildung 1) unsere Gleichung.
Nun sei « = dF und § = dG, also F' = f und G’ = 1/g . Dann folgt

d(47G) = §*(dG) = ¥f = a = dF .
Nach Integration von d (¢*G) = dF haben wir
Gowzw*G:F—FCO
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mit einer Integrationskonstanten ¢y € R. Falls G die Umkehrfunktion G~! hat, folgt ¢y = Gt o

(F 4 ¢p). Das ist die behauptete Losung fiir y = ¢(z) in der durch Eselsbriicke erhaltenen Form.
Zum Abschluss verifizieren| wir die erhaltene Regel ohne Verwendung des Zurtickziehens von

Differenzialformen. Dazu differenzieren wir ¢)(z) = G~1(F(z)+cp) mit der Regel fiir die Ableitung

der Umkehrfunktion und erhalten

F(x)

V) = G G (P ) )

= f(x) g((x)) -

1 erfiillt also wie verlangt die Differenzialgleichung ¢'(z) = f(z) g(v¥(x)).

4 Lineare Algebra

4.1 Lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt bezeichnen V' und W immer Vektorrdume iiber R. (Da das Arbeiten mit
den komplexen Zahlen fiir den Studienanfanger noch ungewohnt ist, beschrianken wir uns hier
auf den Fall reeller Vektorraume. Die Erweiterung auf komplexe Vektorrdume bereitet keine

Schwierigkeiten. )
Definition (Erinnerung). Eine Abbildung L : V — W heifit linear, falls gilt

L(v+v") = L(v)+ L) und L(cv) =c- L(v)

fir alle ¢ € R und v,v" € V. Im Fall einer linearen Abbildung L schreiben wir oft Lv = L(v).

Es folgen einige Beispiele linearer Abbildungen.
e Skalare Multiplikation v +— cv mit ce Rund v € V.
e Linearform A: V — R.
e Differenzieren:

a) y +— ¢, wobei y eine differenzierbare Funktion x +— y(z) ist.

b) Allgemeiner ist £ ="}_, ak(x)cgi—kk eine lineare Abbildung auf dem Raum der differen-

zierbaren Funktionen einer Variablen z.
c¢) AuBere Ableitung d : k-Formen — (k + 1)-Formen, w — dw .

d) Sei f: X — Y eine differenzierbare Abbildung zwischen normierten affinen Raumen
(X, Vi - |) und (Y, W,|| - ||). Fiir jeden Punkt p € X ist dann das Differenzial
D,f:V —=W,v~— (D, f)(v) eine lineare Abbildung.

e Integrieren: w +— fcw, wobei w eine k-Form und c ein geeignetes Integrationsgebiet ist.
Hier sind zwei Sichtweisen moglich. (i) Fiir fest gewéhltes ¢ ist das Integral w — [ w
eine lineare Abbildung vom Vektorraum der k-Formen in die reellen Zahlen. (ii) Fiir fest

gewahltes w ist ¢ — fcw eine lineare Abbildung vom Vektorraum der k-dimensionalen
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Integrationsgebiete (mathematisch gesprochen: dem Vektorraum der k-Ketten mit reellen

Koeffizienten) in die reellen Zahlen.

-(Erinnerung). Die Menge der linearen Abbildungen Hom(V,W) von V nach W ist ein
Vektorraum. Dabei wird die Addition von K, L € Hom(V, W) durch (K + L)(v) := K(v) + L(v)
erklart, die Skalarmultiplikation mit ¢ € R durch (¢ L)(v) := ¢ L(v).

_Wir iiberpriifen z.B., dass die Summe K + L wieder eine lineare Abbildung ist:

(K + L)(a1v1 + agv2) = K(aqv1 + azv2) + L(aiv1 + agvs)
= (llK(Ul) —+ GQK(’UQ) + CLlL(Ul) + agL(UQ) = al(K + L)(’Ul) + CLQ(K + L)(Ug) .

Ebenso tiberpriift man, dass mit L auch ¢ - L eine lineare Abbildung ist.

4.1.1 Kern und Bild einer linearen Abbildung

_Der Kern einer linearen Abbildung L : V — W ist definiert durch
ker(L) :=={v eV | Lv=0}.

_ Fiir eine Basis {e;,...,e,} von V und die zugehorige Dualbasis {9 ,...,9,} von V*
gilt
ker(d;) = spang{es,...,ep} :={ases + ... +aye, | az,...,a, € R}.

_ Der Kern ker(L) eines linearen Differenzialoperators £ ist der Lésungsraum der
homogenen Differenzialgleichung Ly = 0.

- Der Kern einer linearen Abbildung L : V' — W ist ein Vektorraum, denn aus
L(ajv1 + agvs) = a1 L(v1) + as L(vs) (a1,a2 ER | v1,v9 €V)

folgt, dass mit vy ,v9 auch jede Linearkombination av; + asvy in ker(L) liegt.

_Das Bild einer linearen Abbildung L : V — W ist definiert durch
im(L)={weW |JveV: Lv=w}.

- Das Bild im(L) ist ein Vektorraum, denn mit der Linearitdt von L folgt aus w; = Lv; €
im(L) und wy = Lvy € im(L), dass auch jede Linearkombination byw; + bows (b1 , by € R) in im(L)
liegt:

biwy + bawg = by L(vy) + baL(ve) = L(byvy + bawy) .

_ Die Dimension des Bildes,

dim im(L) =: rk(L) ,

heifit der Rang der linearen Abbildung L.
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_Fﬁr jede Linearform 0 # A € V* ist im(\) = R.
_ Fiir eine Menge {A1,...,A,} von Linearformen in V' und eine Menge {wy ,...,w,}
von Vektoren in W erklaren wir die lineare Abbildung L : V — W durch

L(v) := w1 A (v) + ... +wpu A\ (v) .
Falls beide Mengen {A;,...,\,} und {wy,...,w,} linear unabhéngig sind, gilt
im(L) = spang{wy ,...,w,}, rk(L) =n .
_ Im allgemeinen Fall der linearen Abbildung L von Beispiel 2 gilt

rk(L) = min{dim spang{A1,..., A, }, dim spang{w,, ... ,wn}}.

4.1.2 Transponierte einer linearen Abbildung

Nun seien L : V — W eine lineare Abbildung und f : W — R eine lineare Funktion. Die

Hintereinanderausfithrung dieser zwei Abbildungen liefert die lineare Abbildung
foL: V>R, v f(Lv).
Gemaf der Definition des Dualraums ist f € W* und fo L € V*.
_Die transponierte Abbildung L' zu L : V — W ist definiert durch
L' W*—=V*, fw—Lf=folL.

_ Diese Definition ist insofern universell, als sie aufler der Struktur von Vektorraum
und Dualraum nichts benutzt. In diagrammatischer Sprache schreiben wir
v-w
v
Fiir den Spezialfall einer linearen Abbildung L : V — V* (also W = V*) ist wegen (V*)* =V

die Transponierte L' : V — V* eine lineare Abbildung zwischen den gleichen Vektorraumen. In

diesem Fall heiBt L symmetrisch (bzw. schief), falls L' = L (bzw. L' = —L). O

Im Folgenden wird die Matrixdarstellung von L' mit der von L in Zusammenhang gebracht.

Fiir die Matrixdarstellung von L : V — W bendtigt man eine Basis {e} ..., e} von V und eine
Basis {elV,..., eV} von W. Die_von L ist dann gegeben durch
m L]_l e Lln
Lez/ = ZerLM und (L]l) =
i=1 Ly .. Ly
Seien nun {9}, ..., 9Y} und {9V, ... 9%} die Dualbasen von V* bzw. W* zu den schon gewiihlten
Basen von V und W. Dann haben wir fiur L' die Matrixdarstellung
n _le o e _Z:Jlm
Lo =% oYLy wnd (Ly) = | : i
=1 L, ... Ly
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Wie hangen nun die Matrizen von L und L' miteinander zusammen? Zur Beantwortung dieser
Frage beniitzen wir, dass sich die Matrixelemente L;; und iij auch folgendermaflen darstellen

lassen:

Lji =9V (Lel), Ly= (L)) .
Nun gilt aber per Definition der Operation des Transponierens die Gleichheit
(L5 )(ef) = 05" (Le]) .

Damit folgt

Lij E Lji o

In Matrixdarstellung bedeutet Transponieren einer linearen Abbildung also ‘Spiegeln der Matrix

an der Diagonalen’.

-Eine schiefe Abbildung L : V — V* sei erklart durch
L(v) := (D Ad2)(v,-) = D1(v) Do) = D2(v) i () -

Die Matrix von L sieht dann so aus:

0 —1 0 0
10 0 ... 0
(Ly)=|0 0 0 ... 0
00 0 ... 0

Die Matrix von L' ist das Negative hiervon.

_ Der Kokern einer linearen Abbildung L : V — W ist definiert durch
coker(L) :=ker(L") = {f e W* |Vv e V: f(Lv) =0} .

-(heuristisch). Die differenzierbaren k-Formen (z.B. eines affinen Raums M) bilden einen
unendlich-dimensionalen Vektorraum. Die &uflere Ableitung d : (k — 1)-Formen — k-Formen ist

eine lineare Abbildung. Nun bestimmt jede k-dimensionale Flache ¢ eine lineare Abbildung
¢ : k-Formen — R | w»—>/wzc(w),

liegt also (gewissermafien) im Dualraum zu den k-Formen. Wie oben erkléren wir die transponierte
Abbildung d* durch
(d'c)(w) := c(dw) .

Mit dem Allgemeinen Stokes’schen Satz folgt dann

(@) = elds) = [do= [ w=(@0)).

also d* = 0. Der Kokern der duferen Ableitung d ist somit der Kern des Randoperators 0.

Letzterer besteht aus randlosen k-dimensionalen Flachen, den sogenannten k-Zykeln.
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4.2 Quotientenraum

Im Folgenden sei U C V ein Unter-Vektorraum von V', d.h. eine Teilmenge U C V', welche die
Struktur eines Vektorraums hat. (Insbesondere enthélt U den Nullvektor von V.) Der Vektorraum
V lésst sich dann beziiglich U in Hyper-Ebenen (kurz: Ebenen) zerlegen. Dazu ordnen wir jedem

Vektor v € V' wie folgt eine Ebene zu:
Ebene(v) ={v+u|ueU}.

Diese Zuordnung ist natiirlich nicht 1-zu-1, denn fiir v € U gilt Ebene(v) = Ebene(v + u).
_ Man nennt [v] ;= Ebene(v) die Aquivalenzklasse zum Représentanten v. Die Menge
der Aquivalenzklassen (Ebenen) V/U := {[v] | v € V'} heifit der Quotientenraum von V beziiglich
des Untervektorraums U.
_ Im Spezialfall U = 0 (Nullvektorraum) bildet jeder Vektor v € V seine eigene
Aquivalenzklasse. Dagegen liegen im Spezialfall U = V alle Vektoren von V in einer einzigen
Aquivalenzklasse. Der interessante Fall ist 0 < dim U < dimV. O
Wir geben jetzt eine zweite, leicht Veréinderte_zum Begriff des Quotientenraums
V/U. Hierfiir vereinbaren wir die folgende Sprechweise: zwei Vektoren v; und vy in V' werden als

dquivalent betrachtet (in Symbolen: vy ~ vy), wenn ihre Differenz in U liegt; also
v~y E= v~ e U.

Wir kénnen den obigen Sachverhalt dann auch so formulieren: eine Aquivalenzklasse [v] besteht
aus allen zu v dquivalenten Vektoren. Manchmal bezeichnen wir die Aquivalenzklasse [v] des
Vektors (oder Représentanten) v auch mit v + U.

Die Menge V/U der Aquivalenzklassen [v] ist zunéchst nur eine Menge. Sie lisst sich aber auf
naheliegende Weise mit der Struktur eines Vektorraums ausstatten: man erklart eine Skalarmul-
tiplikation durch

a-[v] = [av] (a € R)
und eine Vektoraddition durch
[v1] + [v2] := o1 + 03] -
Wir tiberpriifen als nachstes, ob diese Deﬁnitionen- sind.

1. Im Fall der Skalarmultiplikation muss gepriift werden, ob gilt:
[v] = V'] = [av] = [av] .

Dazu bemerken wir, dass aus [v] = [v/] die Existenz eines Vektors u € U folgt mit v' = v+u.

Hiermit sehen wir, dass die Skalarmultiplikation tatsachlich wohldefiniert ist:
[av] = [av + au] = [a(v + u)] = [a0] .

Dabei haben wir beniitzt, dass U ein Vektorraum ist, also mit v auch au in U liegt und

somit gilt av + au ~ av.
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2. Im Fall der Vektoraddition muss gepriift werden, ob gilt:
[01] = [v1] , [ve] = [vh] = [v1 + va] = vy + 03] -

Wir argumentieren &hnlich wie zuvor. Aus [v;] = [v]] folgt die Existenz von u; € U mit
vl = v +u; (i =1,2). Mit der Untervektorraum-Eigenschaft von U resultiert dann wieder

das gewiinschte Ergebnis:
[0} 4+ vh] = [(v1 + u1) + (v2 + u2)] = [(v1 + vo) + (ug + ug)] = [v1 + v9] ,
denn mit u; € U und us € U ist auch u; + uy € U.

Insgesamt haben wir also auf der Menge V/U der Aquivalenzklassen [v] = v+U die wohldefinierten
Operationen von Skalarmultiplikation und Vektoraddition. Dadurch wird der Quotientenraum
V/U zu einem Vektorraum. Der Nullvektor des Vektorraums V/U ist natiirlich die Aquivalenzklasse

[0] = U des Nullvektors 0 € V.

4.2.1 Dimension des Quotientenraums
Wir behaupten, dass der Vektorraum V/U die Dimension
dim (V/U) =dimV — dimU

hat. Zum Beweis sei {ei,...,e,} eine Basis von U. Diese Basis ergénzen wir zu einer Basis
{e1, ..., €em,€mi1,- .., ey} von V. Dann betrachten wir die n—m Aquivalenzklassen [e,, 1], . . ., [en]-

Sie bilden ein linear unabhéangiges System, denn aus

Y aj-[e]=10]

j=m+1
folgt
[0]:[ Z ajej]:> Z ajejEU:>am+1:...:an:0.

Jj=m+1 j=m+1

AuBerdem lisst sich jede Aquivalenzklasse [v] als Linearkombination von [e,,41], .. . , [e,] schreiben:
W=D vie] =) vies] = Y vi-les].
i=1 j=m+1 j=m+1

Folglich ist [e,,11],- .., [es] eine Basis von V/U und wir haben

dim(V/U)=n—m=dimV —dimU ,

also die Behauptung.
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4.2.2 Isomorphismus V/ker(L) — im(L)

Es sei jetzt eine lineare Abbildung L : V' — W gegeben. Der Kern von L ist ein Untervektorraum

ker(L) C V. Wir betrachten auf dem Quotientenraum V/ker(L) die lineare Abbildung
L: V/ker(L) > W, []+— Lv.

Wir priifen wieder kurz, ob diese Abbildung L Sinn macht. Sei dazu [v] = [¢/]. Dann existiert

u € ker(L) mit v" = v + u, und wir sehen aus der Rechnung
Lv=Lv+u)=Lv+ Lu= Lv,

dass L([v']) = L([v]) in der Tat wohldefiniert ist.

L ist injektiv, denn
0= L([v]) = Lo = v € ker(L) = [v] = ker(L) = [0] .
Wir schrinken jetzt L im Bildraum W auf im(L) ein und betrachten
L' : V/ker(L) — im(L), [v]+— Lv.

Die so erklarte lineare Abbildung L’ ist nicht nur injektiv, sondern per Definition auch noch
surjektiv, also bijektiv. Demnach ist die Dimension des Quotienten V/ker(L) gleich der Dimension

von im(L). Mit der Formel von Abschnitt 4.2.1 fiir die Dimension von V/ker(L) folgt

dim V' = dim ker(L) + dim im(L) .

4.3 Determinante

4.3.1 Definition der Determinante

Sei V' ein Vektorraum der Dimension n. Fiir eine Basis {ej,...,e,} von V bezeichnen wir mit
{01,...,9,} wie tblich die zugehérige Dualbasis von V*. Im Folgenden machen wir von der
Tatsache Gebrauch, dass der Raum Alt" (V') der alternierenden n-linearen Formen auf V' eindi-
mensional ist. [Jedes Element Q € Alt" (V) ist ein Vielfaches von ¥ A A -+ A1, ]

Sei nun V, W ein Paar von Vektorraumen der gleichen Dimension n. Beide Vektorraume seien
mit einem von Null verschiedenen Generator Qy € Alt"(V) bzw. Qp € Alt" (W) ausgestattet.
Dann betrachten wir Hom(V, W), also den Vektorraum aller linearen Abbildungen L : V — W.
Die Determinante Detyy zum Paar V, W ist die Abbildung

Detyw : Hom(V,W)—R (oder C),

die folgendermaflen erklart wird.
Wir ziehen die alternierende n-lineare Form Qy mittels der linearen Abbildung L € Hom(V, W)

von W nach V zuruck:

(L*Qw)(v1, - -« vn) = Quw(Lvy, ..., Luy) .
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Wegen dim Alt"(V) = 1 ist L*Qy € Alt"(V) proportional zu Qy; d.h. es existiert eine Zahl k mit
der Eigenschaft
L*Qw =kQy .

Diese Zahl ist die zu erklarende Determinante von L; also

L*QW = Detv7w<L) QV .

(Beachte, dass Dety (L) sich dndert, wenn wir die Wahl von Qy oder Qy dndern.)
Ein wichtiger [Spezialfall, der uns im Folgenden fast ausschliefilich beschéaftigen wird, ist V =
W. In diesem Fall wahlt man natiirlich Qy = Q, =: Q. Die Determinante hangt dann nicht

mehr von der Wahl von (2 ab, denn es gilt
L'QO=kQ & LY =k (Y =rQ,r#£0).
Es existiert also eine wohlbestimmte Zahl Det(L) = Dety,y (L) mit der Eigenschaft
Det(L)Q = L*Q (Q #£0).
Das ist die Determinante von L : V' — V.

4.3.2 Leibniz-Formel

Wir leiten jetzt einen expliziten [Ausdruck| fiir die Determinante einer linearen Abbildung A :
V' — V her. Dazu sei {e;,...,e,} wieder eine Basis von V und {¢,,...,9,} die Dualbasis von

V*. Die Matrixelemente A;; von A beziiglich dieser Basis sind erklart durch

n
i=1

Fiir die transponierte lineare Abbildung A’ : V* — V* gilt dann
j=1

Nun wahlen wir Q :=¢; Ay A--- AY,,. Aus der Definition von A*Q) folgt dann sofort
A*Q = (A1) A (AM) A -+ A (AN,

und Einsetzen der obigen Formel fiir A%; ergibt
Al = (Z A1j119j1> A (Z A2j219j2> ARERRA ( > Aljﬁ%) :
n=1 J2=1 Jjn=1
Jetzt verwenden wir die Distributivitat des dufleren Produkts, um die Summen nach auflen zu

ziehen:

A*Q - Z A1]1A2j2 cet A’I’L]n "9]1 /\ 19]2 /\ cee /\ ﬁjn .

J1,J25jn=1
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Wegen 9J; Ay = =1 AJ; und insbesondere ¥; Av; = 0 tragen nur diejenigen Terme zur Summe
bei, fir die alle Indizes ji, ja,...,Jn paarweise verschieden sind. Es folgt, dass {ji,j2, ..., jn}
eine Permutation {m(1),7(2),...,7(n)} von {1,2,...,n} sein muss. Bezeichnet S, die Menge

(tatséchlich: Gruppe) aller solcher Permutationen, so haben wir

A*Q = Z A1 ﬁ(l)AQW(Q) e Anw(n) 797r(1) A 73”(2) A A 797r(n) )

TESK

Im letzten Schritt bringen wir das duflere Produkt 91y AUz A -+ - Az fiir jede Permutation
durch Vertauschen der Faktoren in die Standard-Reihenfolge ©; Ao A--- A9, = . Dabei treten
Vorzeichenwechsel auf. Jeder paarweise Austausch (auch Transposition genannt) verursacht ein
Minuszeichen. Wenn die Zahl der fiir die Permutation 7 benotigten Transpositionen gerade ist,
dann heift 7 gerade und man setzt sgn(w) := +1; andernfalls heifit 7 ungerade und man setzt
sgn(m) := —1. Die (wohlbestimmte) Zahl sgn(w) heiBit das Signum von 7. Das Endergebnis dieser
Rechnung, die sogenannte Leibniz-Formel, lautet dann A*Q2 = Det(A) Q mit

Det(A) = 3>~ cs, sen(m) Avx(1)Azn(@) - Anr(n) -

Wir halten fest: die Determinante einer linearen Abbildung A : V — V ist invariant erklart durch
A*Q) = Det(A) Q; insbesondere ist Det(A) basisunabhéngig. Wahlt man eine Basis und driickt
die lineare Abbildung A durch ihre Matrix (mit Matrixelementen A;;) beziiglich dieser Basis aus,
so lésst sich Det(A) durch die obenstehende Leibniz-Formel berechnen. Die Wahl der Basis ist
hierbei vollig beliebig; die Determinante bleibt immer dieselbe.

Unter der Determinante einer (quadratischen) Matrix versteht man natiirlich

All e Aln

Det R : = Z sgn(m) A1z A2x(2) - Anr(n)
Anl e Ann TES,

(die rechte Seite der Leibniz-Formel).
4.3.3 Beispiele
Im Fall von Dimension = 2 gilt:
Det(A) = Aj1Agg — A1pAs; .
Fir Dimensionfn = 3 gilt:
Det(A) = A11AxnAss + A1aAxz Az + A13Ag Asy
— A1g A1 Azz — A1z A Az — Ap AgzAss

Im Euklidischen Vektorraum R? (mit der Struktur von Euklidischem Skalarprodukt und Vek-
torprodukt) existiert eine Beziehung zwischen der Determinante einer linearen Abbildung L :
R?® — R? und dem Spatprodukt. Wir erinnern daran, dass das Spatprodukt dreier Vektoren
w,v,w im R? durch

Qu,v,w) = (u X v,w)
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definiert ist. (Aquivalent haben wir Q = ¥, A9, A 9., wobei {¥,,9,,9.} die Dualbasis einer
rechtshindigen Orthonormalbasis e, , e, , e, ist.)
Zu einem gegebenen Satz von drei Vektoren u , v, w assoziieren wir nun eine lineare Abbildung
L durch
L(ae,+bey,+ce,) =au+bv+cw (a,b,ceR).

Es gilt dann:
Det(L) = Q(u,v,w) .

Der Beweis ist konzeptionell sehr einfach: man schreibt beide Seiten explizit in Komponenten aus
und verifiziert die Gleichheit per Inspektion.

Diese Beziehung zwischen Determinante und Spatprodukt gibt uns auch die Vorlage zur geo-
metrischen_der Determinante. Unsere Abbildung L bildet den Einheitswiirfel mit
Kanten e, ,e,,e, auf den Spat mit Kanten u,v,w ab. Der Einheitswiirfel hat Volumen Eins,
der Spat mit Kanten w,v,w hat Volumen [Q(u,v,w)|. Es folgt, dass |Det(L)| misst, was die
lineare Abbildung L volumenméifig bewirkt: ist |Det(L)| < 1, so wirkt L volumenverkleinernd;
ist |Det(L)| > 1, so wirkt L volumenvergrofernd. (Diese Aussage gilt tibrigens nicht nur im R3,
sondern ganz allgemein.)

Die Determinante Det(L) ist positiv oder negativ (wenn nicht Null). Fiir Det(L) > 0 gilt
Q(Le, , Ley, Le,) = Det(L) Q(e, , ey, e,) >0,

In diesem Fall ist mit e, , e, , e, auch Le, , Le, , Le, ein rechtshéandiges System. Die lineare Abbil-
dung L heiit dann orientierungstreu. Im Fall negativer Determinante Det(L) < 0ist Le, , Le, , Le,

ein linkshandiges System und L heiflt orientierungséndernd.

4.3.4 Eigenschaften der Determinante

Die Determinante (einer linearen Abbildung A oder einer Matrix A) hat die folgenden wichtigen

. Die Determinante einer Matrix A wechselt das Vorzeichen unter Austausch zweier Spalten;

gleichermaflen wechselt sie das Vorzeichen unter Austausch zweier Zeilen.

.Die Determinante einer Matrix A bleibt unverandert unter Hinzufiigen eines Vielfachen einer

Zeile (oder Spalte) zu einer anderen Zeile (bzw. Spalte).

. Die Determinante einer linearen Abbildung A oder einer Matrix A ist invariant unter Trans-

position: Det(A) = Det(A").

-Es gilt: Det(BA) = Det(B)Det(A). In der allgemeinen Situation dreier Vektorrdume
U, V,W mit linearen Abbildungen A : U -V und B : V — W gilt

DetU7W(BA) = Deth(A) Detvyy(B) .
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Als Korollar der vierten Eigenschaft haben wir Det(A™!) = 1/Det(A) und Det(cA) = ¢t™VDet(A)
(c e R).
Beweis der vierten Eigenschaft. Sei BA : U — W eine Verkettung linearer Abbildungen
A:U—-Vund B : V — W. Fir die Operation des Zuriickziehens gilt: (BA)* = A*B*, denn
((BA)*Q)(Ul ,Ug y .. ) = Q(BAul y BAUQ g )
= (B*Q)(Auy , Aug,...) = (A*(B*Q))(ug ,ug,...) .
Hiermit berechnen wir nun Dety y (BA):
= DetuW(B)A*QV = Detv’w(B) Deth(A) QU .

Mit  # 0 folgt die gewtinschte Aussage Detyy (BA) = Dety .y (A) Dety.w (B).

Beweis der zweiten Eigenschaft. Hierzu holen wir etwas aus. Seien V, W Vektorrdume. Unter
dem Tensorprodukt V @ W versteht man den Vektorraum der Dimension dim(V') x dim(W), der

folgendermaflen erklart ist.

e Die Elemente von V' ® W sind Tensoren v @ w (v € V, w € W). Das Symbol ® bedeutet

die Verschiebbarkeit von Skalaren, also (av) ® w = v ® (aw) fiir a € R.
e Sind {e1,...,en}und {f1,..., fu} Basen von V bzw. W, so ist
e®f; (t=1,....m;j=1,...,n)
eine Basis von V @ W.
e Skalarmultiplikation: a - (v ® w) = (av) @ w = v & (aw).
e Distributivitit (des Tensorprodukts): (vy +v2) @ w = v1 @ W + v2 ® w und
V@ (W) +we) =vR@w; + VR ws.

Jetzt betrachten wir wieder den Vektorraum Hom(V, W) der linearen Abbildungen zwischen

V und W. Es existiert ein kanonischer Isomorphismus
I: W®V*— Hom(V,W) ,

der wie folgt definiert ist:
IHw®a)(v) = av)w .
Wir ordnen also einem Vektor w € W und einer Linearform a € V* eine lineare Abbildung
Iw®a) : V— W durch v — a(v)w zu, d.h. wir machen aus dem Vektor v € V den Skalar
a(v) € R und dann den Vektor a(v)w € W.
Um den inversen Isomorphismus explizit angeben zu konnen, wéihlen wir eine Basis {e;} von
V' mit Dualbasis {¢;} von V*. Dann haben wir fiir ™! : Hom(V, W) — W ® V* den Ausdruck
I7HA) = (Aey) @0; .

(2
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Aufgabe. Zeige, dass I7'(A) unabhingig von Basiswahl ist. [J

Wir identifizieren jetzt V' = W und beginnen den|Beweis der zweiten Eigenschaft. Hierfiir

betrachten wir zu einer linearen Abbildung A : V' — V die modifizierte lineare Abbildung
B:= A+ cl(Aep @) (k#1; ceR).
Die Matrixelemente von B und A unterscheiden sich wie folgt:
Bij = Aij + cAy by .

Die Matrix von B entsteht also aus der Matrix von A, indem wir das c-fache der k-ten Spalte zur
[-ten Spalte hinzufiigen.

Nun berechnen wir (fiir dimV = n)

Det(B)Q(eq,...,e,) = Q(Bey, ..., Bey)
Aey, ..., Aej_1,Ae; + cAey, Aejiq, ..., Aey)
Aey, ..., Ae,) +cQ(Aey, ..., Aej1, Aey, Aeyq ..., Aey) .

Der letzte Summand verschwindet wegen der alternierenden Eigenschaft
Q. uyccv,..)==Q( .., v, .. u,. ) fiiIé:v(),
weil der Vektor Aey (k # 1) in der Liste seiner Argumente zweimal vorkommt. Folglich gilt
Det(B) Qe ,...,en) = Q(Aey, ..., Ae,) = Det(A) Qer, ..., en)
und somit die Behauptung Det(A) = Det(B).

4.3.5 Entwicklung der Determinante nach einer Spalte oder Zeile

Wir kommen zu einer weiteren Formel fiir die Determinante einer linearen Abbildung A : V — V.
Wieder sei eine Basis {e1, . .., e,} von V gewihlt. Mit A®) bezeichnen wir dann die (n—1)x (n—1)
Matrix, die aus der n x n Matrix von A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte

hervorgeht. Wir behaupten, dass fiir jedes feste j € {1,...,n} gilt:

Det(A) = S, (—1)i~7 Ay Det(A@) .

=1

Wir nennen diese Formel die ‘Entwicklung der Determinante nach der j-ten Spalte’.
Beispiel. Fiir n = 3 funktioniert die Entwicklung der Determinante einer Matrix A nach der 1.

Spalte wie folgt:
An A Agg

Det Agl A22 A23 :AH Det <i22 1[323)
A31 A32 A33 2 %
A12 Alg) (A12 AlB)
— Ao Det Asq Det
2 e (A32 Ags) T I Ay Ay



Beweis der Formel. Mit (2 = ¢, A --- A ¥, machen wir folgende Rechnung:
Det(A) = Det(A) Qe , ..., e,) = Q(Aey, ..., Aey)
= Q(A61 yoee ,Aej,l y Z 61142] ,A€j+1 gooe ,Aen)

:ZAU Q(A61,...,Aej_l,ei,AejH,...,Aen) .

1=1

Nun sei Q) dasjenige Element von Alt” *(V), in dem die i-te Basislinearform J; gestrichen ist:
QO =9 A Ay Ay A0,
Dann gilt
Q(Aey, ..., Aej_q1,e;,Aeji1,..., Ae,) = (—1)9 Q(i)(Ael oy Aejy Aejyy .., Aey)
und
QD(Aey, ..., Aej 1, Aejir,..., Aey) = (A" QD) (er, ... ej 1,541, --6n)
= Det(AW) QW (ey ... ej 1 €501, e,) = Det(AW))

Es folgt

Det(A) =) (—1)"7A; Det(A™) |
=1

also die Behauptung.
Bemerkung. Die invariante Betrachtungsweise zur obigen Formel kommt in Abschnitt 4.4.3.
4.4 Lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt behandeln wir fiir eine gegebene lineare Abbildung A : V — W und einen
gegebenen Vektor b € W die Gleichung
Av=1»5

fir den unbekannten Vektor v € V.

4.4.1 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Per Definition des Bildes im(A) der linearen Abbildung A hat die Gleichung Av = b dann und nur
dann Losung(en) fiir v, wenn b € im(A). Die Losung ist genau dann eindeutig, wenn der Kern
von A verschwindet: ker(A) =0.

Zum Beweis der zweiten Aussage sei
Avy = b= Av,y .
Durch Subtraktion der Gleichungen folgt mit der Linearitdt von A die Beziehung
A(vy —vg) =0.
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Wegen ker(A) = 0 muss v; — vg der Nullvektor sein; also gilt v; = vy . O

Wir konzentrieren uns jetzt auf den wichtigen Spezialfall V' = W. Aus der Dimensionsformel

dim (V') = dimker(A) 4+ dimim(A) (engl. rank-nullity theorem) folgt in diesem Fall
ker(A) =0 <= im(A)=V.

Eine lineare Abbildung A : V — V ist also genau dann injektiv, wenn sie surjektiv ist. Deshalb
sichert allein ker(A) = 0 schon die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung von Av = b.

Nun hat man fiir das Verschwinden des Kerns von A folgendes Kriterium.

Satz. Fir A: V — V linear gilt:
ker(A) =0 <= Det(A)#0.

Beweis. Wir beginnen mit Det(A) # 0 = ker(A) = 0 und beweisen stattdessen die logisch
dquivalente Aussage ker(A) # 0 = Det(A) = 0. Dazu sei v; € ker(A4), also Av; = 0, mit
v; # 0. Weiter sei n = dim(V'). Dann wéhlen wir eine Menge von Vektoren vy, ..., v, , so dass

v1,Vg,...,0U, ein linear unabhingiges System ist. Mit Q € Alt"(V'), Q # 0, folgt
0=290(0,...)=Q(Av;, Avy, ..., Av,) = (A" Q)(v1,...,v,) = Det(A) Qv1,...,0,) .

Da Q(vy, ..., v,) nicht Null sein kann, muss Det(A) verschwinden. Damit ist die Aussage Det(A) #
0 = ker(A) = 0 bereits gezeigt.
Wir wenden uns dem Umkehrschluss zu. Sei jetzt also ker(A) = 0. Wir nehmen Det(A) = 0

an und zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fithrt. Per Annahme gilt
0 =Det(A) Quvy,...,v,) =QAvy, ..., Av,)

fiir jeden Satz von n Vektoren vy, ..., v, . Esfolgt, dass jedes System Avy, ..., Av, linear abhéingig
ist. Es gilt also im(A) # V und somit dim im(A) < n. Aus der Dimensionsformel (rank-nullity
theorem) ergibt sich dann dim ker(A) > 0 und somit ein Widerspruch. Also war die Annahme

Det(A) = 0 falsch; richtig ist Det(A) # 0. (q.e.d.)

4.4.2 Cramer’sche Regel

Seibe Vund A : V — V eine lineare Abbildung. Wie wir gelernt haben, besitzt die lineare
Gleichung Av = b unter der Annahme Det(A) # 0 eine eindeutige Losung fiir v. Um diese Losung

zu finden, wihlen wir (irgend-)eine Basis {ey,...,e,} von V und entwickeln
n n n
b:Zbiei, v:Zviei, Aei:ZejAji.
i=1 i=1 j=1

Satz (Cramer’sche Regel). Die Komponenten v; des Losungsvektors v der linearen Gleichung
Av = b sind durch

_ Det(A")

~ Det(A)

v;
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gegeben, wobei Agb) die Matrix bezeichnet, die durch Ersetzen der i-ten Spalte der Matrix von A

durch die Komponenten des Vektors b entsteht; also

Al,l oo Al,ifl bl Al,iJrl s Al,n
A(b) B A2,1 < A2,i—1 b2 A2,i+1 B A2,n
An,l s An,i—l bn An,i—l—l s An,n

Beweis. Wir erinnern daran, dass AU? die (n — 1) x (n — 1) Matrix bezeichnet, die aus der
n x n Matrix von A (bzgl. der gewihlten Basis) durch Streichen der j-ten Zeile und der i-ten
Spalte hervorgeht. Dann behaupten wir, dass die zu A inverse Abbildung A~! die folgenden

Matrixelemente hat:

(A1), = (—1)i7 Det(AU?)/Det(A) .

Wir beweisen jetzt zunéchst diese Behauptung, und zwar einfach durch Nachrechnen. Dazu sei
. Det(AUD)
B =(-1)") ——=

3= (=1 Det(A)

Wir haben dann

n

Z Bz‘j Ajk = Detil(A) Z(—l)i_jA(j Z)A]k .
7j=1

j=1

Im Fall i = k gilt

> (1) Det(AV?)A;; = Det(A)
j=1
gemaf der bekannten Formel fiir die Entwicklung der Determinante nach der i-ten Spalte; siehe

Abschnitt 4.3.5. Es folgt
Z ) BijAji = Det_l(A) Det(A) =1.
j
Im Fall ¢ # k gilt

n

S () DA 4 = 0.
j=1

denn was hier berechnet wird, ist die Determinante einer Matrix, die sich von der Matrix der

linearen Abbildung A nur dadurch unterscheidet, dass die i-te Spalte durch die k-Spalte ersetzt

ist. Die k-te Spalte kommt also zweimal vor, weshalb die Determinante nach der 1. Eigenschaft

von Abschnitt 4.3.4 verschwindet. Insgesamt haben wir also

> BijAj = 0u .
j=1

womit die (Box-)Formel B;; = (A™!);; fir die Matrixelemente von A~ verifiziert ist.
Wir kommen jetzt zum Beweis der Cramer’schen Regel. Aus Av = b folgt v = A~!b oder in

Komponenten v; = > (A™");; b; . Mit der obigen Formel fiir (A™");; erhalten wir
v; = Det ™' (A) >~ (—1)"7 Det(AY")b; .

J
Die Summe auf der rechten Seite ist die Entwicklung der Matrix Aéb) nach der i-ten Spalte:

> (—1)"7 Det(AU9) b; = Det(A") .

J
Damit ist die Cramer’sche Regel v; = Det(Agb)) /Det(A) bewiesen.
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4.4.3 Direkte Summe

Sei V' ein Vektorraum, U C V ein Untervektorraum. Ist noch ein zweiter Untervektorraum W C V'
gegeben, dann konnen wir die Summe U + W betrachten; sie ist wieder ein Untervektorraum von
V. Spannen die Vektoren der Summe von U und W den Vektorraum V auf, soist V =U + W.
Die Summe heifit direkt (Notation: V = U @ W), wenn gilt U N W = 0, d.h. der Nullvektor ist

der einzige den beiden Vektorraumen U und W gemeinsame Vektor.

- Gilt V =U @& W (direkte Summe), so ist W isomorph zu V/U.
- Wir betrachten die lineare Abbildung

W—-V/U, w—w=w+U.

Sie ist injektiv, denn aus [w] = [0] = U folgt, dass der Vektor w € W auch in U enthalten ist, also
nach Voraussetzung (direkte Summe) der Nullvektor sein muss.

Die Abbildung ist auch surjektiv, weil jede Aquivalenzklasse [v] € V/U aufgrund von V =
U + W einen Reprasentanten w € W enthélt. Insgesamt ist die Abbildung also bijektiv, als

lineare Abbildung somit ein Isomorphismus. []

_ Wir sind jetzt in der Lage, eine invariante Sichtweise zum Thema von Abschnitt
4.3.5 anzubieten. Wir erinnern an das dortige Ziel: zu berechnen war die Determinante einer
linearen Abbildung A : V — V durch Entwicklung nach einer Spalte.

Dazu zerlegen wir V als direkte Summe V = V) @ ... ® V™ von eindimensionalen Vek-
torriumen V' = Re, . Fiir ein fest gewihltes j setzen wir W) 1= @, V?. Jedem i ist dann

durch Einschrankung und Projektion von A eine lineare Abbildung
Al . V/V(j) — W A V= V/v(i)
zugeordnet. Nun fixieren wir ein Q € Alt"(V), Q # 0, und definieren Q@ € Alt"1(V/V®) durch

QD (1], ... [n_1]) = Qes,v1 5+ Unt)

fiir allei = 1,...,n. Die Determinante von A®) : V/V — V/V® ist erklért durch Det(A)) QW) =
(AG)* QW Wie immer schreiben wir Ae; = > e;4;; .

-Zeige, dass gilt

Det(A) =) Aj; Det(A™)) .
i=1
Wieso fehlt hier das alternierende Vorzeichen der Formel von Abschnitt 4.3.57

4.4.4 Annullator eines Untervektorraums

Obwohl der Quotientenraum V/U zu einem gegebenen Untervektorraum U C V eindeutig ist,
existieren viele W C V mit der Eigenschaft V = U & W (direkte Summe). (Man sagt auch, dass
es keine kanonische Wahl von W gibt.) Wenn ein Skalarprodukt V' x V' — R vorliegt, dann ist

unter den vielen direkten Summanden W das orthogonale Komplement von U ausgezeichnet.
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In der Praxis kommt es aber vor, dass kein Skalarprodukt vorliegt, und dann sind alle di-
rekten Summanden W ‘gleichberechtigt’. In dieser Situation der Willkiir wird durch folgende
Begriffsbildung Besserung geschaffen. Wir gehen in den Dualraum V* von V' und betrachten den
Untervektorraum U+ C V*, der durch

Ut ={aecV*|VueU: alu) =0}

erkliart wird. Dieser Vektorraum U+ C V* heifit bezeichnenderweise der Annullator von U — es

wird ja per Definition jedes Element u € U von jedem a € Ut zu Null gemacht (oder annulliert).

- Der Annullator U+ von U in V ist isomorph zum Quotientenraum V/U.
- Sei {e1,...,en} eine Basis von U, die wir zu einer Basis {e1,...,€mn,€mi1,---,€n}

von V ergidnzen. Dann ist {[e+1],...,[en]} eine Basis von V/U. Ist {¢;,...,9,} die Dualbasis

zu {er,...,en}, 50 ist {Upmi1,...,0,} eine Basis von U+ und die Korrespondenz [e;] < o, fiir

j=m+1,...,nist eine lineare Bijektion zwischen V/U und U+. O

_ Aus der Existenz einer linearen Bijektion V/U « U~ folgt

dim(Ut) = dim(V/U) = dim(V) — dim(U) ,

also Gleichheit der Dimensionen.
Allerdings trifft unsere Konstruktion der Bijektion V/U ~ U~ eine Basiswahl. Andern wir die

Wahl der Basis, so andert sich der Isomorphismus — letzterer ist also nicht kanonisch.

_ Die optimale Perspektive zum Isomorphismus U+ ~ V/U ist, dass U~ in kanon-

ischer Weise als Dualraum zu V/U angesehen werden kann. Das geschieht iiber die Paarung
UtV/U—R, a® ] al).

Diese ist wohldefiniert (denn aus [v1] = [vo] folgt a(v1) = a(vg)), und sie ist nichtentartet, d.h.
aus a ® [v] — 0 fir alle [v] € V/U folgt @ = 0, und aus a ® [v] — 0 fiir alle « € U+ folgt
[v] = [0] = U. Somit ist jedem Element o € Ut eine Linearform [v] — a(v) auf V/U, also ein

Element des Dualraums (V/U)*, eineindeutig zugeordnet. Wir halten fest:

Ut = (V/UY".

- Zeige, dass gilt (V*/UL)* =U.
_Ubrigens liegt der kanonische Isomorphismus U+ = (V/U)* unseren Bemiihungen

um Visualisierung in Kapitel 2 zugrunde. Um eine Linearform a € V* zu veranschaulichen,

beniitzen wir (fiir V' = R") einen (n — 1)-dimensionalen Untervektorraum U € V mit der Eigen-
schaft Ut = Ra und deuten o € U™ als Linearform o« : V/U — R. Rechnerisch weist «
jeder Aquivalenzklasse oder (n — 1)-dimensionalen Hyper-Ebene [v] von V/U durch die Paarung

a ® [v] — a(v) eine reelle Zahl zu. \ 1 0 :

X
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Eine fiir Abschnitt 4.4.5 wichtige Tatsache ist, dass einer Fahne von Vektorraumen

eine Fahne von Annullatoren

entspricht.

4.4.5 Gauf3-Algorithmus

Die Cramer’sche Regel (sieche Abschnitt 4.4.2) fiir die Losung von Av = b ist von theoretischem
Nutzen, aber in der numerischen Praxis unbrauchbar da zu aufwendig. (Es miissen n + 1 De-
terminanten berechnet werden, und das ist numerisch meist zu teuer.) In diesem Abschnitt
wollen wir den GauB-Algorithmus zur Losung von Av = b kennenlernen; er ist im Unterschied
zur Cramer’schen Regel numerisch effizient.

Selbstverstiandlich gehen wir davon aus, dass unsere lineare Abbildung A : V — V nichtver-
schwindende Determinante hat. Es sei dim(V') = n. Wir wahlen eine Basis {e;,es,...,¢e,} von
V' und betrachten mit

Vi :=span{Ae; , Aesy, ..., Ae;}

die Fahne von Vektorraumen
ocvicWwc...cVv,c...cV,=V.
Ihr entspricht eine Fahne von Annullatoren
V*oVioVio .. oVt oVEi=0.

Jetzt wollen wir annehmen, wir verfiigten iiber eine Basis {;,...,&,} (nicht die Dualbasis zu

{e1,...,e,}) von V* mit der charakteristischen Eigenschaft

Vit =span{&i1, 6,0} (i=1,...,n—1).

Die Konstruktion derselben ist der Hauptteil des GauB-Algorithmus (siehe unten). Bevor wir
uns dieser Konstruktion zuwenden, wollen wir uns iiberlegen, dass mit der Kenntnis einer solchen
Basis die Gleichung Av = b praktisch schon gelost ist.

Fiir eine Basis {1, ..., &, } mit der angegebenen Eigenschaft gilt

&(A@j) =0 firi>j.

Somit ist die A zugeordnete Matrix A mit Matrixelementen ﬁij = &;(Ae;) von der Struktur

Avll %12 A:ln
- 0 Ay ... Ay,
A=| 0 "B
0 0 ... A,
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alle Matrixelemente unterhalb der Diagonalen verschwinden also identisch. (Beachte, dass alle di-
agonalen Matrixelemente A; = &(Ae;) von Null verschieden sind; andernfalls hétte man Det(A) =
Det(A) = 0 im Widerspruch zur Annahme Det(A4) # 0.) Die Losung von Av = b kann daher sofort
durch sog. Riicksubstitution erfolgen. Das geht wie folgt.

Wir wenden auf die Gleichung b = Av die Linearform &, an:
5 ( ) fn AU gn AZ (% 62 — szgn(Aez) .
i=1

Als Basisvektor von V1 | annulliert &, alle Vektoren Aey, ..., Ae,_; . Somit folgt

£.(0)
fn(Aen) ‘

Wir gehen jetzt rekursiv vor. Es sei fiir einen festen Index ¢ < n angenommen, dass wir alle

gn(b) = Up gn(Aen) — Up =

Komponenten v; mit j =4+ 1,...,n schon kennen. Dann bestimmen wir v; folgendermafen:
f ( El AU Zvj fz Aej +O+Uz£1<Aez)+ Z UV fl(AeJ) .
j=it+1

Durch Auflésen nach der Unbekannten v; ergibt sich

v = (é}'(b) - Zm v &-(Aej)) /&i(Aei) .

Im néachsten Schritt ermitteln wir v;_;, dann v;_, usw., bis wir bei v; ankommen und alle
Komponenten des Vektors v = > v; ¢; bestimmt sind.

Das war sehr einfach und erfordert keinen nennenswerten numerischen Aufwand. Jetzt kommt
das Kernstiick des Gaufi-Algorithmus: die Bestimmung einer geeigneten Basis {&;,...,&,}. Wir

geben zuerst den Algorithmus an und beweisen dann im Nachgang, dass er das Gewiinschte liefert.

NGAUBAIZOHIRIMIS] (ohne pivoting):

.Initia,lisierung: firi=1,...,n setze 19,50) := v; (die Dualbasis von {ej, ..., e,}).
-Rekursion: fir k=1,2,...,n — 1 setze

(k1) e
o) 9, fire <k,

i = k- 9F D (4e _ .
9! D—Wﬁgf Vo fiiri >k

.Finales Auslesen: fiir i = 1,...,n setze & = 9" V.

)

- Wir gehen induktiv vor und beginnen mit dem ersten Schritt (k = 1) als Induktionsan-
fang. Hier haben wir 19&1) = ¢y und

Y, (Ael)
?9 (A@l)

9 =y, — 9 (i=2,...,n).

Wir sehen, dass fir ¢ = 2,...,n gilt: 1951)(1461) = 0. Die n — 1 Linearformen 1951) firi=2,...,n

sind linear unabhingig und bilden also eine Basis von (Ae;)* = V-
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Seinun k£ > 2. Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass fiiralle j = 1, ..., k—1 dien—

J Linearformen 19§.i_11), e ,1951]6_1) eine Basis des Annullators VjL bilden. Durch Linearkombination
der n—k+1 Linearformen 19,(;“_1), e ,19%’“_1) konstruieren wir jetzt n—k Linearformen, die allesamt

Aey, annullieren und also in V' liegen; genau das wird erreicht durch den Rekursionsschritt

’19(.]'671) (Aek) ﬁ(k_l)

9P = gl D (i=k+1,...,n).
95D (Aey)
Offenbar annullieren alle Linearformen 19,(!21 yee ,197(1'“) den Vektor Aey . Da sie linear unabhéangig
sind und nach Induktionsvoraussetzung auflerdem alle Vektoren Aey , ..., Aex_1 annullieren, bilden

(k) 9

sie eine Basis von V. Damit folgt der Induktionsschluss, dass die n—j Linearformen 1 GRS

eine Basis des Annullators Vi (j = 1,..., k) bilden.

Die rekursive Prozedur endet fiir k = n — 1 mit dem Ergebnis
span{o{, ), 9PV =VE (=1, n—1).

Also haben die so konstruierten Linearformen &; := z9§”‘” die gewiinschte Eigenschaft. []

Bemerkung. Der Gauf-Algorithmus lasst sich auch direkt in Termen der Matrixelemente von A

und der Komponenten des Vektors b formulieren. Sei dazu

AY =0 (Aej) 0P =9 (0) .

)

Ausgehend von den Initialgroflen AEJO-) = A;; und bz(-o) = b; veranstalten wir dann die folgende, zum

obigen Vorgehen aquivalente Rekursion. Fir £ =1,2,...,n— 1 (und j = 1,...,n) setzen wir
. AR fir i < k| . plEY fiir i <k,
Az(j) =1 4% ARTD (1) fir i > k bg )= p(E=1) A pE=D) fir i > k
i b Ay uri >k, i ~ At Ok urt > k.

Im k-ten Schritt subtrahieren wir also von der Zeile Ag?_l) mit Index ¢ > £ das (AEZ_D /Alglz_l))-
fache der k-ten Zeile A,(;;._l) (j =1,...,n). Hierdurch wird erreicht, dass alle Matrixelemente Al(.,lj)

fir ¢ > k verschwinden:

0 _ 40 _ A e
A=A, — ’(kil) Ay =0 (i >k).
kk
Per Induktion folgt, dass gilt
AV =0, i>j>k.
Das Endergebnis der Rekursion ist eine Matrix gij = AE;_I) = ¢;(Ae;) von der Gestalt eines

Dreiecks “rechts oben”, d.h. gij = 0 fiir ¢ > j . Das urspriingliche Gleichungssystem » | jAijug=b;i
ist aquivalent zum Dreiecks-System gij v = b; mit b; = bE”‘” (1 =1,...,n). Letzteres lasst
sich ganz simpel durch Riicksubstitution losen.

GauB-Algorithmus (mit partiellem pivoting). AbschlieBend beschreiben wir eine Variante
des GauB-Algorithmus, welche die numerische Stabilitét (also Stabilitdt gegen Rundungsfehler)
erhoht. Die Reihenfolge der Vektoren Ae; , Aes , ..., Ae, ist willkiirlich. Da im ersten Schritt durch
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Y1 (Aey) dividiert werden muss (und Division durch kleine Zahlen mit anschlieffender Subtraktion
zu Rundungsfehlern fiithren kann), ist es giinstig, wenn |¢;(Ae;)| einen moglich groen Wert hat.
Im Gauss-Algorithmus mit (partiellem) pivoting verfahrt man deshalb wie folgt. Ist [, (Ae;)| die
grofite unter allen Zahlen |9;(Ae;)| (i = 1,...,n), so bleibt alles wie gehabt. Ist dagegen eine andere
Zahl |9;(Ae;)| groBer, so nimmt man zuerst den Austausch Ae; < Ae; vor und verfahrt dann wieder
wie gehabt. Die bevorzugte Zahl |9;(Ae;)| heifit (engl.) pivot. In Vorbereitung des k-ten Schritts
der Rekursion wéhlt man den pivot unter den n — k + 1 Zahlen |19,(€k_1)(Aek)|, ce |19£Lk_1)(Aen)|,

andert die Anordnung der Basisvektoren entsprechend und verfahrt dann wieder wie gehabt.

94



	week01.pdf
	week01.pdf
	contents.pdf
	MathMeth01.1.pdf
	MathMeth01.2.pdf
	MathMeth01.3.pdf
	MathMeth01.4.pdf
	MathMeth01.5.pdf

	MathMeth01.4
	MathMeth01.5

	week02
	week02.pdf
	MathMeth02.1.pdf
	MathMeth02.2.pdf
	MathMeth02.3.pdf
	MathMeth02.4.pdf
	MathMeth02.5.pdf

	MathMeth02.4.pdf

	week03
	week03.pdf
	MathMeth03.1.pdf
	MathMeth03.2.pdf
	MathMeth03.3.pdf
	MathMeth03.4.pdf
	MathMeth03.5.pdf
	MathMeth03.6.pdf
	MathMeth03.7.pdf

	MathMeth03.7

	week04
	MathMeth04.1.pdf
	MathMeth04.2.pdf
	MathMeth04.3.pdf
	MathMeth04.4.pdf
	MathMeth04.5.pdf

	week05
	MathMeth05.1.pdf
	MathMeth05.2.pdf
	MathMeth05.3.pdf
	MathMeth05.4.pdf
	MathMeth05.5.pdf

	week06
	week06.pdf
	MathMeth06.1.pdf
	MathMeth06.2.pdf
	MathMeth06.3.pdf
	MathMeth06.4.pdf
	MathMeth06.5.pdf
	MathMeth06.6.pdf

	MathMeth06.4
	MathMeth06.5
	MathMeth06.6

	week07
	week07.pdf
	MathMeth07.1.pdf
	MathMeth07.2.pdf
	MathMeth07.3.pdf
	MathMeth07.4.pdf
	MathMeth07.5.pdf
	MathMeth07.6.pdf
	MathMeth07.7.pdf
	MathMeth07.8.pdf
	MathMeth07.9.pdf

	MathMeth07.9

	week08
	MathMeth08.1.pdf
	MathMeth08.2.pdf
	MathMeth08.3.pdf
	MathMeth08.4.pdf
	MathMeth08.5.pdf
	MathMeth08.6.pdf
	MathMeth08.7.pdf
	MathMeth08.8.pdf
	MathMeth08.9.pdf
	MathMeth08.10.pdf
	MathMeth08.11.pdf
	MathMeth08.12.pdf
	MathMeth08.13.pdf
	MathMeth08.14.pdf

	week09
	MathMeth09.1.pdf
	MathMeth09.2.pdf
	MathMeth09.3.pdf
	MathMeth09.4.pdf
	MathMeth09.5.pdf
	MathMeth09.6.pdf

	week10
	MathMeth10.1
	week10.pdf
	MathMeth10.1.pdf
	MathMeth10.2.pdf
	MathMeth10.3.pdf
	MathMeth10.4.pdf
	MathMeth10.5.pdf
	MathMeth10.6.pdf
	MathMeth10.7.pdf
	MathMeth10.8.pdf


	week11
	MathMeth11.1.pdf
	MathMeth11.2.pdf
	MathMeth11.3.pdf
	MathMeth11.4.pdf
	MathMeth11.5.pdf
	MathMeth11.6.pdf

	week12
	MathMeth12.1.pdf
	MathMeth12.2.pdf
	MathMeth12.3.pdf
	MathMeth12.4.pdf
	MathMeth12.5.pdf
	MathMeth12.6.pdf

	week13
	MathMeth13.1.pdf
	MathMeth13.2.pdf
	MathMeth13.3.pdf
	MathMeth13.4.pdf
	MathMeth13.5.pdf
	MathMeth13.6.pdf

	week14
	MathMeth14.1.pdf
	MathMeth14.2.pdf
	MathMeth14.3.pdf
	MathMeth14.4.pdf
	MathMeth14.5.pdf
	MathMeth14.6.pdf




