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Bitte schreiben Sie stets Namen und Gruppennummer auf die erste Seite Threr Losung.

Internetseite: http://www.thp.uni-koeln.de/~as/mathmeth07.html

Diskussionsforum: http://zeus.phl.uni-koeln.de/bama/forum

Nutzen Sie fiir Fragen und Kommentare zur Ubu@g und Vorlesung auch das Internetforum. Dort werden
unter anderem auch Fehler in den Angaben der Ubungsblitter diskutiert.

1. Komplexe Zahlen 4+4 Punkte

a) Sie kennen die Darstellung z = r-¢'?. Die Zahl ¢ € (—m, 7] wird als Argument von z bezeichnet.
Definieren Sie eine Funktion arg(z), deren Wert das Argument von z ist. Unterscheiden Sie
dazu alle Quadranten der komplexen Zahlenebene. Benutzen Sie dabei die Funktion arctan(x),
y € (=5, %). Werten Sie arg(z) an den Stellen z = —1 +i und z = —1 — i aus.

b) Machen Sie einen Vorschlag fiir die Definition des komplexen Logarithmus als Umkehrfunktion
der Exponentialfunktion, In(exp(z)) = exp(Inz) = z. Logarithmieren Sie dazu zunéchst formal
exp(Rez) - exp(Imz) und schriinken Sie dann die Definitions- bzw. Wertebereiche geeignet ein.
(Hinweis: Da der Imaginérteil von z auf der linken Seite nur modulo 27 eingeht, mufl der
Definitionsbereich des Logarithmus z.B. auf (—m, 7] eingeschriankt werden.

2. Hyperbolische Funktionen 6+4+3 Punkte
Die sogenannten hyperbolischen Funktionen sind z.B. definierbar als
T —x R inh
cosh(z) = %, sinh(z) = % und tanh(z) = Z)r;h((z;

a) Wie verhalten sich die hyperbolischen Funktionen unter Spiegelung des Argumentes (z — —z)?
Bestimmen Sie die Ableitungen der Hyperbelfunktionen und finden Sie alle reellen Nullstellen.
Identifizieren Sie etwaige Extremwerte. Bestimmen Sie die Funktionswerte dieser Funktionen
in x=0 sowie die Asymptotik fiir x — +00. Zeichnen Sie nun die Graphen der hyperbolischen
Funktionen.

b) Verwenden Sie die Reihenentwicklungen der Exponentialfunktion und der trigonometrischen
Funktionen sin(z) und cos(z), um zu zeigen:
isin(iz) = sinh(x) und cos(iz) = cosh(x)
Zeigzen Sie diese Eigenschaften auch anhand der Eulerschen Formel. Zeigen Sie auch: cosh? (x)—
sinh®(x) = 1.

c) Finden Sie Umkehrfunktion von sinhz. Setzen Sie dazu y = 1(u — 1) an mit u = exp(z). Losen
Sie nun zuerst nach v auf und bestimmen Sie anschliefend die Relation x(y). 5 Bonuspunkte:
Finden Sie analog auch die Umkehrfunktion von cosh(x). Verwenden Sie dann einen sinnvollen
Definitionsbereich fiir die Umkehrfunktion, denn diese Funktion ist nicht in ganz R monoton.
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Kurvendiskussion 4+6 Punkte

Eine wichtige Funktion, die z.B. im Planckschen Strahlungsgesetz auftaucht, ist

ax
flz) = —
et —1
wobei a = ﬁ und b = ki Es beschreibt die Strahlungsintensitéit I eines Korpers der
B

Temperatur 7' bei der zugehorigen Frequenz x. Bestimmen Sie das asymptotische Verhalten
dieser Funktion in den Grenzfillen z — 0 und x — oo bei konstanter Temperatur. Betrachten
Sie nun den Fall sehr hoher Temperaturen 7' > x. Bestimmen Sie fiir diesen Fall die Intensitét
in Abhéngigkeit der Temperatur, indem Sie eine Taylor-Entwicklung des Nenners in 7 bis zu
geeigneter Ordnung durchfiihren.

Die Fermifunktion lautet

1
f(z) = car 11’
wohingegen die sogenannte Bosefunktion lautet
1
b =
() = 7,

wobei jeweils a > 0. Bestimmen Sie jeweils das asymptotische Verhalten beider Funktionen fiir
den Fall z > % Ermitteln Sie auch das asymptotische Verhalten wenn x < é, indem Sie die
Taylor-Entwicklung bis O(z?) der Nenner bestimmen. Ermitteln Sie die Grenzwerte limg 4o
und lim,_.¢ fiir beide Funktionen. Bestimmen Sie die Ableitung der Fermifunktion. Wo ist diese
maximal? Skizzieren Sie nun beide Funktionen.

Bonusaufgabe: zeigen sie dass der Graph der Fermifunktion punktsymmetrisch bzgl. dem Punkt
(x =0, f(xr =0)) ist (5 Bonuspunkte).

Taylor-Entwicklung und Potenzreihen 6+4 Punkte

Entwickeln Sie v/1 + 22 in eine Potenzreihe fiir 2 < 1 bis auf einen Fehler O(2°). Verwenden
Sie dazu, dass \/y = exp(4 In(y)), sowie die aus der Vorlesung bekannten Potenzreihen von
exp(y) und In(1 + ) und setzen Sie diese ineinander ein. Uberpriifen Sie Thr Ergebnis durch
Bestimmung der zugehorigen Taylorentwicklung.

Ein Objekt mit Geschwindigkeit v und Ruhemasse m besitzt die relativistische Gesamtenergie

Hierbei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Zeigen Sie mit Hilfe der Taylor-Entwicklung, dass fiir v <

¢ die relativistische Energie in die kinetische Energie E(v) — E(0) = m”—; iibergeht. Berechnen

Sie auch die erste relativistische Korrektur.



