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1. Komplexe Wurzeln 4 + 6 + 10 Punkte

a) Bestimmen Sie alle Lösungen der Gleichung x3 = 1 und zeichnen Sie diese in die Gaußsche Zah-
lenebene. Verifizieren Sie eine der Lösungen durch die geometrische Interpratation der komplexen
Multiplikation.

b) Ermitteln Sie alle Lösungen von

x2 = 3 + 4i, x4 = 64 · ei
π

3 und x4 =
16

5
+

12

5
i.

c) Motivation für die Einführung der komplexen Zahlen ist das Bedürfnis, auch negative Zahlen zu ra-
dizieren. In der Literatur wird nach dieser Feststellung auch flugs die imaginäre Einheit i =

√
−1

eingeführt, wonach dann Multiplikation und Addition komplexer Zahlen “wie gewöhnlich” durch-
zuführen und damit definiert sind. So banal und leicht verständlich diese Vorgehensweise erscheinen
mag, schießt sie doch nicht nur genau an Pudels Kern vorbei, sondern ist dabei auch strenggenommen
falsch. In der Vorlesung wurde bereits großer Wert darauf gelegt, daß man nicht einfach i =

√
−1

definieren kann, sondern daß man dies als eine beschreibende Eigenschaft von i zu deuten hat. Dies
geht jedoch, auch weil es im Skript nicht so leicht als Formel gesetzt werden kann, häufig unter.
In dieser Aufgabe soll die Problematik bei der Einführung der imaginären Einheit, und damit den
komplexen Wurzeln insgesamt, beleuchtet werden. Ausgehend von der “Definition” der Zahl i als
i :=

√
−1 rechnen wir nämlich fix nach, daß

i2 =
√
−1 ·

√
−1 =

√

(−1) · (−1) =
√
1 = 1.

Freilich, so war das alles nicht gedacht. Was ist hier schiefgegangen? Ihre Aufgabe besteht jedenfalls
darin, dies herauszufinden, genau auf den Punkt zu bringen und die Definition der imaginären Einheit
in einer schlüssigen und korrekten Form darzulegen. Dies kann einiges an deklaratorischer Vorarbeit
in Anspruch nehmen, so außerordentlich knapp wie i =

√
−1 werden Sie es nicht hinbekommen. Sie

werden sich etwas mit Rechengesetzen und derlei Dingen auseinandersetzen müssen. Ich gebe Ihnen
zwei Hinweise: mit i2 = −1 ist man schonmal auf einem guten Weg, jetzt gilt es darauf zu achten,
diesen nicht zu verlassen. Zweitens gibt es für kunstvoll schöpferisches Raten weder Punkte, noch
lernen Sie etwas dabei. Vergessen Sie nicht, darzulegen, woran die obige Rechnung gescheitert ist!
Dies ist nämlich der wesentliche Punkt, den Sie verstanden haben sollten. Denn selbst mit einer
sauberen Definition der imaginären Einheit, sind die befremdlichen Eigenschaften der komplexen
Wurzeln nicht bereinigt.

2. Eulersche Formel 8 + 4 + 8 Punkte

a) Zeigen Sie mithilfe der Potenzgesetze und der Eulerschen Formel die Additionstheoreme von Sinus
sin(x± y) und Cosinus cos(x± y).



b) Stellen Sie die Beziehung zwischen den Winkelfunktionen und den hyperbolischen Funktionen her!
Schauen Sie sich dazu die Definition von sinh und cosh nocheinmal an, und zeigen Sie die Parallelen
auf.

c) Verwenden Sie die Eulersche Formel, um explizit nachzurechnen, daß

arctanφ =
i

2
log

i + φ

i− φ
.

Sie dürfen verwenden, daß tan : R ⊃
(

−π

2
; π

2

)

−→ R surjektiv ist, also ganz R ausschöpft. Es kann
also nützlich sein, φ in einer naheliegenden Weise allgemein darzustellen und dafür dann die Rechnung
auszuführen.

3. Lineare Differentialgleichungen 10 Punkte

Radioaktive Kerne zerfallen nach dem Gesetz:

dN(t)

dt
= −λN(t).

Dabei ist N die Anzahl der Kerne und λ > 0 eine zu bestimmende Zerfallskonstante. In einer radioaktiven
Zerfallsreihe 1→ 2→ . . .→ n mit n verschiedenen Kernen gilt dann

dN1

dt
= −λ1N1(t)

dN2

dt
= λ1N1(t)− λ2N2(t)

und so weiter. Diese Gleichungen berücksichtigen die Tatsache, daß die Zahl der Kerne vom Typ 2 durch
den Zerfall zwar geschmälert wird, durch den Zerfall von Kernen vom Typ 1 jedoch wieder anwächst. Wir
beschränken uns hier auf den Fall n = 2. Bestimmen Sie N2(t) mit den Anfangsbedingungen N1(0) = N0

und N2(0) = 0. In welcher Beziehung steht λ1 zur Halbwertszeit der Kerne vom Typ 1? Die Halbwertszeit
mißt, nach welcher Zeit die Hälfte aller Kerne einer Probe (ohne Zufuhr) zerfallen ist.


