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Vorbemerkungen

Die Vorlesung soll eine ausfiihrliche Darstellung der Hydrodynamik geben, die im allgemeinen
in der Vorlesung Theoretische Physik | zu kurz kommt. Besonderes Gewicht soll dabei auf mo-
derne Anwendungen gelegt werden. Einfache hydrodynamische Modelle werden bei vielen Fra-
gestellungen angewendet, um einen Uberblick liber das Verhalten zu gewinnen. Wir werden z.B.
Beispiele aus den Bereichen Kosmologie und Astrophysik, Biologie und Medizin, Kernphysik,
StraBenverkehr etc. kennen lernen.

Zusitzlich zur Vorlesung werden in unregelmaRigen Abstanden begleitende Ubungen angeboten.
Diese sollen in erster Linie zum Nachdenken anregen.

Die wesentliche Aspekte der Hydrodynamik werden in den meisten Lehrbiichern zur Theoreti-
schen Mechanik besprochen. Besonders empfehlenswert ist

L.D. Landau und E.M. Lifschitz: Lehrbuch der theoretischen Physik, Band VI: Hydrodynamik
(Akademie-Verlag)

Der Zusammenhang mit aktuellen Fragestellungen der statistischen Physik ist in

D.H. Rothman und S. Zaleski: Lattice-gas cellular automata (Simple models of complex hydro-
dynamics) (Cambridge University Press)

dargestellt. Weitere spezielle Literaturhinweise werden an entsprechender Stelle in der Vorlesung
gegeben.

Fur Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschlage bin ich jederzeit dankbar. Sie kdnnen auch
per email an mich (as@ hp. uni - koel n. de) geschickt werden. Die jeweils aktuellste Versi-
on des Skripts ist im Internet Giber meine Homepage

http://wwv. t hp. uni - koel n. de/ ~as/ as. ht m

verfiigbar.

Andreas Schadschneider
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Kapitel |

Einfihrung

Die Hydrodynamik beschaftigt sich mit der Untersuchung und Beschreibung von Flissigkeiten
und nicht zu stark verdunnten Gasen. Bevor wir detaillierter in die Theorie einsteigen, wollen wir
etwas genauer festlegen, wodurch tiberhaupt Flussigkeiten charakterisiert sind. AuBerdem sollen
einige sehr allgemeine Aspekte der Beschreibung von Flussigkeiten diskutiert werden.

.1 Was sind Flussigkeiten?

Aus der Thermodynamik ist das Phasendiagramm einer typischen Substanz wohlbekannt (siehe
Abb. 1.1.1). Bei niedrigen Temperaturen und hohen Drucken liegt ein Festkorper vor. Dieser
ist im i.a. kristallin, d.h. die Molekile sind auf einem regelmaiigen Kristallgitter angeordnet.
Es liegt daher eine langreichweitige periodische Ordnung vor. AulRerdem fihrt dies dazu, dal
Festkorper ein festes Volumen einnehmen. Die periodische Ordnung erlaubt auch zahlreiche
Vereinfachungen bei der theoretischen Beschreibung von Festkorpern.

Bei hohem Temperaturen und niedrigen Drucken sind normale Stoffe gasformig. Diese sind im
Gegensatz zu den Festkdrper ungeordnet und lassen sich daher sehr gut mit Hilfe einer statisti-
schen Beschreibung charakterisieren. Gase tendieren dazu, den gesamten zur Verfligung stehen-
den Raum auszuftllen.

Flussigkeiten nehmen in vieler Hinsicht eine Zwischenstellung ein. Aus Streuexperimenten (z.B.
mit Neutronen oder Rontgenstrahlung) weil man, daf sie ein kleinen Bereichen raumlich geord-
net sind. Hier liegt eine gewissen Ahnlichkeit zu Kristallen vor. Allerdings sind die Molekiile
nicht an feste Platze gebunden und so liegt keine Fernordnung vor. Diese Eigenschaften machen
die Untersuchung von Flussigkeiten besonders schwierig.

Jenseits des kritischen Punktes (7, P.) verschwindet der Unterschied zwischen Flissigkeit und
Gas. Deshalb fat man Gase und Flissigkeiten oft zu den Fluiden zusammen. Unterhalb (7, P,)
kann man sie z.B. an Hand des Verhaltens der Kompressibilitat unterscheiden. Die Phasen sind
dabei durch eine Phaseniibergang erster Ordnung voneinander getrennt.

Wir wollen nun die Nahordnung in Flissigkeiten etwas genauer studieren. Dazu betrachten wir
die Korrelationsfunktion g(r, ). Diese ist definiert als die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢ am Ort
r ein Molekul zu finden, falls zur Zeit t = 0 eines am Ort r = 0 war. Handelt es sich dabei um

5
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fest
Kritischer
Punkt

Tripel punkt

Gas

Abbildung I.1.1: Typisches Phasendiagramm.

das gleiche Teilchen, so spricht man von der Autokorrelationsfunktion g 4(r, t). Handelt es sich
um ein anderes Teilchen, so nennt man sie Paarkorrelationsfunktion gp(r, ).

Abb. 1.1.2 zeigt das typische Verhalten der (radialen) Paarkorrelationsfunktion einer Flissigkeit.
Man erkennt deutlich Strukturen bei kurzen Abstéanden die von der Nahordnung herriihren. Dies
ist d&hnlich zu einem Festkdrper, bei im idealisierten Fall Deltapeaks bei Vielfachen der Gitter-
konstante auftreten. Fir groRe Abstande wird die Paarkorrelation strukturlos, genau wie in einem
Gas. Der Wert dort ist im wesentlichen durch die Dichte bestimmt.

Die Paarkorrelationsfunktion ist experimentell mit Hilfe von Streuexperimenten zuganglich. Da-
bei kommt die Streuung von Licht, Rontgenstrahlung, Neutronen und Elektronen in Frage. Die
GroRe der Streuer bestimmt dabei die geeignete Wellenlange. AuBerdem mul} man darauf ach-
ten, dal die Absorption der eingestrahlten Partikel klein ist, aber die Streuung groR. Die Intensitat
I(q) der gestreuten Partikel ist dann gegeben durch

I(q) ~ Ip|a]*NS(q), (1.1.1)

wobei N die Zahl der Streuer ist, I, die Intensitat der einfallenden Strahlung und a die Streu-
amplitude, die die Wechselwirkung zwischen streuenden und gestreuten Teilchen beschreibt. Der
Strukturfaktor S(q) héngt eng mit der Korrelationsfunktion zusammen, denn er ist gerade dessen
Fouriertransformierte

S(q) = /gp(r)eiq'rdST. (1.1.2)

Somit kann im Prinzip tUber die Messung des Strukturfaktors die Paarkorrelation bestimmt wer-
den.

1.2 Beschreibung von Flissigkeiten

In erster Linie ist man an den makroskopischen Eigenschaften von Flissigkeiten interessiert.
Deshalb ist eine Kontinuumsbeschreibung angebracht. Wir werden uns in erster Linie fur die
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Abbildung 1.1.2: Typische Form der Paarkorrelationsfunktion einer Flissigkeit (oben). Der un-
tere Teil zeigt die zugehorige Nahordnung im Ortsraum.

mechanischen Eigenschaften interessieren. Allerdings wird auch die Thermodynamik eine Rolle
spielen.

Im Folgenden werden wir also Flussigkeiten als ein Kontinuum betrachten, d.h. als von Masse
stetig erfullten Raum. Ein wichtiges Konzept ist das sogenannte Flissigkeitselement. Dabei soll
es sich um ein kleines Teilvolumen der Flissigkeit handeln, in dem die physikalischen GroRen
als konstant angenommen werden konnen. Es sollte daher klein gegentiber der mittleren freien
Weglange der Flussigkeitsmolekiile sein. Auf der anderen Seite enthalt es aber viele Molekiile.
Allerdings stellt man sich Flussigkeitselemente doch i.a. als punktformige Objekte vor!

Bei der Beschreibung der Dynamik von Flussigkeiten muft man zwei verschiedene Darstellungen
unterscheiden, die wir im folgenden vorstellen wollen.

.2.1 Lagrange’sche Darstellung

Im Rahmen der Lagrange’schen Darstellung versucht man — in Analogie zur Mechanik von
Massenpunkten — die Bahnkurven einzelner Flissigkeitselemente anzugeben.

Bzgl. eines fixierten Koordinatensystems befinden sich die Fliissigkeitselemente j zur Zeit ¢, an
den Positionen r;(¢,). Die Bewegung der Flussigkeit wird dann vollstandig beschrieben durch
die Zeitabhéangigkeit der Ortsvektoren r;(¢) aller dieser Elemente. Wir greifen uns eines dieser
Elemente heraus, das sich bei r(ty) = r, befinde. Seine Bewegung ist dann gegeben durch

r(t) = F(ro, ). (1.2.1)
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t+ At , r+Ar

Abbildung 1.2.1: Zur Lagrange’schen Darstellung.

Die Geschwindigkeit des Elementes bestimmt sich aus (siehe Abb. 1.2.1)
Ar Or

w = lim - T ah‘o (1.2.2)
d.h. also P
W= aF(ro,t). (1.2.3)

Dabei ist ry fest und beim Bilden des Limes sind nur solche Ortsvektoren r zugelassen, die
zur Bahnkurve des durch r( charakterisierten Elementes gehdren. Analog findet man fiir die

Beschleunigung
2

0
In der Praxis ist diese scheinbar natirliche Darstellung oft umstandlich und schwierig. I.a. ist man
auch nicht am Schicksal eines einzelnen Elementes interessiert, sondern am Strémungszustand
und seiner zeitlichen Anderung an jedem Raumpunkt.

1.2.2 Euler’sche Darstellung

In der Euler’schen Darstellung betrachtet man nicht mehr die Bahnen einzelner Flissigkeits-
elemente. Stattdessen werden die physikalischen Grof3en als Felder behandelt, d.h. alle Grolzen
werden an jedem Raumpunkt skalare oder vektorielle Werte zugeordnet, die sich zeitlich @ndern
konnen. Ein Beispiel ist das Geschwindigkeitsfeld

v = f(r,1). (1.2.5)

Diese Gleichung hat dann folgende Interpretation: Zur Zeit ¢ fliet die Flussigkeit am Ort r mit
der Geschwindigkeit v. Dabei bleibt unberiicksichtigt, auf welcher Bahn sich das Flissigkeits-
element bewegt, das zur Zeit ¢ am Ort r ist! Die Euler’sche Darstellung entspricht also einer
Abfolge von Momentaufnahmen des Zustandes der Flussigkeit.
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Wir wollen nun den Zusammenhang der beiden Darstellungen untersuchen. Dazu fassen wir r
als den Ortsvektor eines Flissigkeitselements zur Zeit ¢ auf. Diese bewegt sich daher mit der Ge-
schwindigkeit v. Andererseits ist die Geschwindigkeit der Differentialquotient der Ortsanderung
langs der Bahnkurve, d.h.

dr
=v={f(r1), (1.2.6)

wobei wir im zweiten Schritt (1.2.5) benutzt haben.
Dies ist ein System gekoppelter Differentialgleichungen 1. Ordnung. Dessen Lésung enthélt da-
her drei Integrationskonstanten, mit denen z.B. die Position r( zur Zeit ¢, festgelegt werden kann.
Damit erhélt man dann die (Lagrange-)Darstellung

r = F(rg,1). (1.2.7)

l.a. ist die Losung des Differentialgleichungssystem allerdings sehr schwierig, dalR man von der
Umrechnung keinen Gebrauch macht.

1.2.3 Stromlinien und Bahnlinien

Zentral in der Lagrange’schen Darstellung sind die sogenannten Bahnlinien. Dies sind die Bahn-
kurven, auf denen sich die Flissigkeitselemente im Laufe der Zeit bewegen.

In der Euler’schen Darstellung wird die Geschwindigkeit als ein Vektorfeld angesehen. Betrach-
tet man dieses Feld zu einem festen Zeitpunkt ¢4, So kann man Kurven angeben, deren Richtung
in jedem Punkt mit der Richtung der Geschwindigkeit tibereinstimmen. Startet man an einem
Punkt und folgt jeweils der Richtung dieser \ektoren, dann erhédlt man eine sogenannte Stromli-
nie.

Bei den Stromlinien fehlt eine Beziehung zu den einzelnen Flissigkeitselementen. l.a. werden
die Stromlinien zu verschiedenen Zeiten von verschiedenen Teilchen gebildet. Abb. 1.2.2 illu-
striert, dal Bahn- und Stromlinien i.a. verschieden sind. Ein Flussigkeitselement, das sich zur
Zeit t im Punkt P befindet, bewegt sich langs der Stromlinie nach @, da die Stromlinie gerade
der Richtung der Geschwindigkeit in P entspricht. Dort trifft das Teilchen dann zu einem spéte-
ren Zeitpunkt ¢ + At ein. l.a. wird sich aber die Stromlinie in ) wéhrend dieser Zeit verdndert
haben. Das Flussigkeitselement bewegt sich dann gemal der veranderten Stromlinie nach .S und
nicht nach R, was der Richtung der Stromlinie zur Zeit ¢ entsprochen hétte.

Ist ds das Linienelement langs einer Stromlinie, so laRt sich diese durch die Bedingung

ds x v =0 (1.2.8)

charakterisieren. Die Bahnlinie berihrt die Stromlinie an dem Ort, an dem sich das Flussigkeits-
element gerade befindet.

Ein wichtiger Spezialfall sind Geschwindigkeitsfelder, die nicht explizit von der Zeit abhéngen,
d.h. v = f(r). Man spricht man von einer stationdren Stromung. In diesem Fall sind tatséchlich
Stromlinien und Bahnlinien identisch.
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Stromlinie

\zur Zeitt
R

\ S
P Stromlinie

Zur Zeit t+dt

Abbildung 1.2.2: Stromlinien in einer nichtstationdren Stromung. Die Zeitabhangigkeit der
Stromlinien fiihrt dazu, daf Strom- und Bahnlinien verschieden voneinander sind.

Als Vorbereitung fir die quantitative Beschreibung in den folgenden Abschnitten wollen wir die
Bewegung langs einer Stromlinie noch etwas genauer untersuchen. Dazu sei s ein Tangentenein-
heitsvektor an eine Stromlinie. Die Ableitung in diese Richtung bezeichnen wir mit %. Fur ein
beliebiges Skalarfeld a = a(r, ¢) gilt dann:

da =s-Va, (1.2.9)
ds
denn offensichtlich ist der Ausdruck auf der rechten Seite gerade die Projektion der Anderung
von a in Richtung s. Ist s - Va = 0, so ist a = const ldngs der Stromlinie. Dabei ist zu beachten,
dal? a auf verschiedenen Stromlinien verschiedene Werte haben kann.
Analog erhélt man fiir die Komponenten A; eines Vektorfeldes A oder die Komponenten 77,
eines Tensorfeldes: Ist (s- V)A; = 0flr j = 1,2, 3, so ist A = const langs der Stromlinien bzw.
ist(s-V)I;; =0flrj,l=1,2,3s0istT = (Tﬂ)jvl = const langs der Stromlinien. Von diesem
Ergebnissen werden wir spater noch Gebrauch machen.

1.2.4  Zeitliche Anderung von FeldgréRRen

Wir wollen nun einige Ergebnisse aus den vorigen Abschnitten etwas quantitativer darstellen.
Dazu betrachten wir eine beliebige Feldgrofie A. Dies kann ein Skalar oder eine \Vektor- bzw.
Tensorkomponente sein. Verfolgen wir ein Flissigkeitselement gemal der Lagrange’schen Dar-
stellung, so hat die Anderung von A zwei Anteile:

0A 0A 0A 0A
A+dA=A dt,t +dt) ~ A(r,t — — — — | dt. 1.2.10
+ (P+V ) + ) (r7)+<at +vl‘ax+vyay+vzaz> ( )
Hieraus ergibt sich die sog. substantielle Ableitung
a4 = o4 +v-VA. (1.2.11)

dt ot
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vdt

A / dx B (wrdy,)dt

v, dt

X

Abbildung 1.2.3: Zur Bestimmung der Volumendilatation. A, B bzw. A’, B’ bezeichnet die Posi-
tionen zweier Ecken vor bzw. nach der Verschiebung.

Der erste Anteil % beschreibt die explizite zeitliche Anderung. Der zweite Anteil v - VA riihrt
von der Verschiebung des Flussigkeitselementes mit der Geschwindigkeit v her (vgl. mit der
Argumentation in Kap. 1.2.3).

Bei der Bewegung der Flussigkeitselemente dndert sich auf Grund der lokal unterschiedlichen
Stromungsgeschwindigkeit i.a. deren Volumen. Diese Volumendilatation wollen wir im folgen-
den mit den KenngroRen der Stromung in Verbindung bringen. Dazu bezeichne V' = dxdydz
bzw. V' = dx'dy’dz" das Volumen eines Flissigkeitselementes vor bzw. nach der Verschiebung.
Wir betrachten dazu die Bewegung einer Kante AB des Volumens. Aus Abb. 1.2.3 ergibt sich?

ov

dr' = dzx + (vy + dyvg)dt — vedt = dx + 8; dxdt, (1.2.12)
wobei d, v, die Anderung von v, in z-Richtung ist, d.h.
dyvy = v, (r + dx) — v,(1). (1.2.13)

Analoge Beziehung gelten fiir die anderen Kanten. Insgesamt ergibt sich fiir die Volumenénde-
rung

ov ov ov

I — 1 A z = 1 -V). 1.2.14
Vv V(+<ax+ay+az)>dt V(1+dtV -v) ( )

Fir die Volumendilatation vi_v

= 1.2.1
de - (1.2.15)
folgt daher

dO=dtV -v (1.2.16)

Ln filhrender Ordnung konnen wir vernachliassigen, daR die verschobene Kante nicht parallel zur urspriinglichen
ist.
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O(V)

dF

vdt

Abbildung 1.3.1: Zur Ableitung der Kontinuitétsgleichung.

und fiir die Geschwindigkeit der Volumendilatation

de
=V (1.2.17)

Dies spiegelt das anschaulich erwartete Ergebnis, dal? die Volumenverzerrung fir ungleichmassi-
ge Stromungen starker ist, quantitativ wieder.

1.3 Kontinuitatsgleichung

Wie (berall in der Physik so sind auch in der Hydrodynamik Erhaltungssatze wichtig. Eine of-
fensichtliche ErhaltungsgroRe ist die Masse A/ = [ pdV/, wobei p die Dichte bezeichne, die i.a.
eine Funktion von Ort r und Zeit ¢ sein kann. Analog zur Ladungserhaltung in der Elektrodyna-
mik 1413t sich die Massenerhaltung durch eine Kontinuitatsgleichung ausdriicken. Wir betrachten
daher ein Volumen V' mit Oberflache O(V'). GemaR Abb. 1.3.1 ist die Masse, die in der Zeit dt
durch ein Oberflachenelement JdF flieRt, durch p v - dFdt gegeben. Diese Masse ist > 0 (< 0),
falls Masse heraus (herein) strémt. Die Anderung der Gesamtmasse in V' in der Zeit dt ist daher
gegeben durch

dM; = dtj{ pv-dF. (1.3.1)
o)

Andererseits fiihrt die Stromung zu einer zeitlichen Anderung der Dichte im Volumen V. Die
entsprechende Massenanderung in der Zeit dt ist gegeben durch

dM, = di / 9P 4y (1.3.2)
L Ot

Da die Gesamtmasse erhalten ist, muR

dM; = —dM, (1.3.3)
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sein. Das Minuszeichen beriicksichtigt dabei, dal bei ausstromender Masse dA/; > 0 und d" <0

ist. Somit ergibt sich
8p
dV = pv-dF =— [ V. (pv)dV, (1.3.4)
o) 1%

wobei wir im letzten Schritt den GauRschen Integralsatz benutzt haben, um das Fléchen- in ein
Volumenintegral umzuwandeln. Damit erhalten wir die Kontinuitatsgleichung in integraler Form:

/<2t+v (p )) dv = 0. (1.3.5)

Da diese Identitat fir beliebige Teilvolumina V' gilt, speziell fur infinitesimal kleine, muf3 die
lokale Kontinuitatsgleichung

Op
§+v (pv) =0 (1.3.6)

gelten. Dies ist eine der Grundgleichungen der Hydrodynamik. Der Ausdruck
j=pv (1.3.7)

wird auch als Stromdichtevektor der Flissigkeit bezeichnet. Seine Richtung gibt die Bewegungs-
richtung an, wahrend der Betrag der Flissigkeitsmenge entspricht, die pro Zeiteinheit durch eine
Flacheneinheit (senkrecht zu v) flief3t.

Man beachte, dal3 8” die Dichtednderung an einem festgehaltenen Ort ist. Die Dichtedanderung
eines substantlellen FIUSS|gke|tste|Ichens ist durch 2 gegeben, d.h.

d 0
d—? = 6§+V Vp=-=V-(pv)+v-Vp=—-v-Vp—pV-v+v-Vp
de
= —pV.-v=—p—. 1.3.8
pV - v P (1.3.8)

Dabei wurde im ersten Schritt die Definition (1.2.11) der substantiellen Ableitung verwendet, im
zweiten die Kontinuitatsgleichung (1.3.6) und im letzten Schritt schlie3lich das Ergebnis (1.2.17)
fir die Volumendilatation.

Die Kontinuitatsgleichung kann auf Félle erweitert werden, bei denen sich Quellen oder Senken
im betrachteten Volumen befinden. Fiir eine Quelle, die pro Zeiteinheit die Fllssigkeitsmenge
abgibt (wobei ) < 0 flr eine Senke), ist Gleichung (1.3.3) zu modifizieren:

dM, = —dM, + Qdt, (1.3.9)

woraus folgt

/apdv+f pv-dF = Q (1.3.10)
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bzw. mit der Quelldichte ¢ definiert durch
Q_/mw (1.3.11)
Vv

schlieBlich
L 4V-(pv)=¢ (1.3.12)

in lokaler Form.



Kapitel 11

Ideale FlUssigkeiten

In diesem Kapitel wollen wir uns eine wichtige Klasse von Fluiden genauer anschauen, die sog.
idealen Flissigkeiten. Diese sind dadurch charakterisiert, daf? Reibungs- und Warmeleitungs-
effekte vernachlassigbar sind. Da der Zustand der Flissigkeit durch die finf GréRen Druck p,
Dichte p und Geschwindigkeit v bestimmt ist, benétigen wir auch funf Gleichungen zur deren
Festlegung. Eine, die Kontinuitatsgleichung, haben wir bereits abgeleitet. Die anderen vier wer-
den wir im folgenden fiir den Fall der idealen Flissigkeiten angeben.

1.1 Euler’sche Gleichung

Wie in der Newton’schen Mechanik kann man sich vorstellen, da Krafte fiir die Bewegung
von Flussigkeiten verantwortlich sind. Diesen Ansatz, der dann zur Euler’schen Gleichung fiihrt,
wollen wir im folgenden konkretisieren.

Zunachst sei darauf hingewiesen, daB bei der Diskussion von Kréften verschiedene Konventionen
benutzt werden konnen. Ist AK die Kraft, die auf ein Volumen AV innerhalb der Flussigkeit
wirkt, so hat man die Darstellungen

AK = / £V (1.1.1)
AV

= / pde:/ p fdm. (1.1.2)
AV Am

Hierbei bezeichnet man f* als Kraftdichte, Korperkraft oder auch Volumenkraft. Wir werden im
folgenden aber i.a. die sog. Massenkraft f = % f* verwenden. Oft wird es sich dabei um die
Gravitationskraft handeln, so daB f* = p g bzw. f = g.

Zur Ableitung der Euler-Gleichung betrachten wir die Kréfte, die auf das Volumen AV wirken.
Dies stammen zum Einen von den auleren Kraften, siehe (11.1.2). Zum Anderen (bt die Um-
gebung Druckkréfte AK,, auf das Volumen aus. Diese wirken immer senkrecht zur Oberflache
(siehe Abb. 11.1.1) nach innen und somit

AK, = —7{ pdF. (11.1.3)
O(AV)

15
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AV dF

dK,=—pdF

Abbildung 11.1.1: Druckkraft auf ein Volumen AV,

Als Folge der Krafteinwirkung wird die Masse AM = fAV pdV beschleunigt. Ist AV so klein,
dafl? in diesem VOIlumen die Beschleunigung als konstant angesehen werden kann, so folgt aus
der Newton’schen Gleichung

dv

dv
Y = am”
/Avpdt v dt

— AK +AK, = f*dv—]f p dF
AV o(AV)
_ /(pf_vp) av, (11.1.4)
14

die beim Ubergang zur zweiten Zeile ausgenutzt wurde. Im letzten Schritt wurde wieder der
Gaul3sche Integralsatz verwendet. Analog zum Vorgehen bei der Kontinuitatsgleichung kann man
wieder die lokale Beziehung

p(%—:—l—(v-V)v) =pf—Vp (11.1.5)

folgern, wobei wir die Definition (1.2.11) der substantiellen Ableitung von v verwendet haben.
Dies ist die Euler’sche Gleichung, die Grundgleichung der Hydrodynamik idealer Fliissigkeiten.
Man beachte, daR die Euler-Gleichung intrinsisch nichtlinear ist, da der Term v - V)v auftritt.
Dies hat zahlreiche Konsequenzen, z.B. fiir das Superpositionsprinzip.

Zur vollstandigen Charakterisierung massen wir noch Randbedingungen angeben. In der Hydro-
dynamik bestehen diese oft aus undurchdringlichen Wanden. Sind diese Wande unbeweglich, so
lauten die entsprechenden Randbedingungen

Un = V-1 0=0, (11.1.6)

wobei n der Normalenvektor der Wand ist. Diese Bedingung besagt, dal die Flissigkeit direkt an
der Wand nur tangential strdmen kann. Hat man es mit einem Problem mit beweglichen Wé&nden
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zu tun, so muB man erst auf ein Koordinatensystem transformieren, in dem die Wand ruht®. Dort
kann man dann (11.1.6) verwenden.

11.1.1 Kontinuitatsgleichung der Entropie

Bisher haben wir nur die Reibungsfreiheit idealer Fllissigkeiten ausgenutzt. In idealen Flussig-
keiten ist aber auch ein Warmeaustausch zwischen den Flissigkeitselementen mdglich. Deshalb
gibt es auch keinen Warmeaustausch mit der Umgebung. Die Bewegung verlauft somit tberall
adiabatisch, d.h. die Entropie eines jeden Teils der Flissigkeit bleibt konstant, wenn sich diese
im Raum bewegt. Man beachte, daB dies nicht bedeuten muf3, daR die Entropie berall konstant
ist.
Wir betrachten die spezifische Entropiedichte s, d.h. die Entropie pro Masseneinheit. Fur eine
adiabatische Bewegung gilt dann

ds

— =0. 1.1.7

o (1.1.7)
Das Verschwinden der substantiellen Ableitung driickt die Tatsache aus, das jedes Flissigkeits-
element seine Entropie mitnimmt. Mit (1.2.11) und der Kontinuitatsgleichung (1.3.6) erhalten wir
die Kontinuitatsgleichung fiir die Entropie:

dps B
= + V- (psv) =0. (11.1.8)

ps ist die Entropiedichte und psv der Vektor der Entropiestromdichte.

Kennt man die Zustandsgleichung der Flussigkeit, die eine Beziehung zwischen den thermody-
namischen GroRen herstellt, dann stellt (11.1.8) die gesuchte flinfte Gleichung zur Beschreibung
des Zustandes dar. Wir wollen im folgenden einen wichtigen Spezialfall naher betrachten.

11.1.2 Isentrope (homentrope) Bewegung

Ist die Entropie zu einer Zeit in allen Bereichen gleich, so bleibt sie dies, da % = 0 wegen
(11.1.7). Man spricht dann von einer isentropen oder homentropen Bewegung. Die Kontinuitats-
gleichung der Entropie wird dann zur Adiabatengleichung s = const. Dies erlaubt auch eine
andere Darstellung der Euler-Gleichung, die wir im folgenden ableiten wollen. Dazu miissen wir
zundchst ein wenig Thermodynamik betreiben.

Wie in Sec. 1.2 erwdhnt, sollen in einem Flissigkeitselement alle physikalischen GroRen als
konstant angenommen werden konnen. Dies trifft auch auf die thermodynamischen Grél3en und
Potentiale zu. Auf der anderen Seite haben wir die Elemente immer als punktformig betrachtet.
Daraus ergibt sich, daB die thermodynamischen GrolRen zwar in einem Flissigkeitselement kon-
stant sind, trotzdem aber als Felder (mit Orts- und Zeitabhéngigkeit) zu betrachten sind. Lokal
kann man aber die Gleichgewichtsthermodynamik anwenden. Die rdumliche Anderung ergibt

IHier macht sich die Nichtlinearitit bemerkbar!
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sich dann aus den bekannten thermodynamischen Beziehungen. Ist z.B. w die Enthalpie pro
Masseneinheit, so gilt (mit dem spezifischen Volumen V' = %)

dw = Tds + Vdp, (11.1.9)

da die nattrlichen Variablen der Enthalpie die Entropie und der Druck sind. Dies ist damit das
angemessene Potential, um aus der Kontinuitatsgleichung der Entropie eine Gleichung fir den
Druck zu erhalten, der ja eine der flinf fundamentalen GrofRen zur Beschreibung des Zustandes
ist.

Falst man die in Gleichung (11.1.9) auftretenden Grol3en als Felder auf, so folgt furr deren Gradi-
enten

Vw =TVs + %Vp (11.1.10)
und speziell im isentropen Fall
Vw = %Vp. (11.1.11)
Damit konnen wir die Euler-Gleichung (11.1.5) schreiben als
g—‘; +(v-V)v=£f—Vuw. (1.1.12)
Nach den bekannten Rechenregeln der Vektoranalysis ist
%VUZ =vx(Vxv)+(v-V)v (11.1.13)
und somit 5 )
a—:—vx(va):f—V(w+%>. (11.1.14)
Bildet man die Rotation dieser Gleichung, so folgt
%(VXV)IVX(VX(VXV))—{-VXf. (11.1.15)
Dies ist die Euler-Gleichung fir eine isentrope Bewegung:
0
@ro‘c v =rot (v X rot v) + rot f. (11.1.16)

Sie enthalt nur noch die Geschwindigkeit v und die Kraft f. Letztere verschwindet aber, wenn die
Kraft konservativ ist, d.h. ein Potential » mit f = —Vw existiert. Dann wird die Euler-Gleichung
zu einer reinen Gleichung fir das Geschwindigkeitsfeld

%rot v =rot (Vv Xrot v). (1.1.17)

Diese Gleichung ist natiirlich immer noch nichtlinear, so da man keine allgemeine Lésung an-
geben kann.
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1.2 Hydrostatik

Im folgenden wollen den statischen Fall, d.h. eine ruhende Flussigkeit, genauer untersuchen.
Hierbei gibt es im Gbrigen keinen Unterschied zwischen idealen und zéhen (nichtidealen) Fliissig-
keiten, da sich z.B. Reibung nur in der Relativbewegung von Flissigkeitselementen bemerkbar
machen wiirde.

Der statische Fall ist durch das Verschwinden der substantiellen Ableitung ‘fl—‘t’ gekennzeichnet.
Dies ist vom stationéren Fall zu unterscheiden, bei dem %—‘t’ = 0 ist. Die statische Euler-Gleichung
lautet daher

| Vp=t"=pf, (11.2.1)]

die der Bedingung fir das Vorliegen des mechanischen Gleichgewichts entspricht. Im thermi-
schen Gleichgewicht ist zusétzlich T = const., d.h. VI' = 0. Somit ergibt sich fiur die freie
Enthalpie ¢ (pro Masseneinheit)

dp = —sdT + Vdp (1.2.2)

wegen d1" = 0 mit der Euler-Gleichung (11.2.1)
Vo=VVp=Vpf=H1. (1.2.3)

Diese Gleichung erlaubt folgende Interpretation: Eine Flussigkeit ist gleichzeitig im mechani-
schen und thermischen Gleichgewicht, wenn die duRRere Kraft f als Gradient darstellbar ist, d.h.
es existiert ein Potential u mit f = —Vu. Offensichtlich ist u = —¢ + const.

Fordert man nur das Vorliegen eines mechanischen Gleichgewichts ohne thermisches Gleichge-
wicht, so ist diese Situation nur dann stabil, wenn keine Konvektion auftritt. Unter Konvektion
versteht man ungeordnete Stromungen, die die Flussigkeit so vermischen, dal} die Temperatur
uberall gleich wird. Dies wird genauer (z.T. auch quantitativ) diskutiert in Kap. 4 von [1].

11.2.1 Flussigkeit im Schwerefeld der Erde

Eine wichtige Anwendung der Hydrostatik betrifft das Verhalten von Flussigkeiten im Gravita-
tionsfeld der Erde. Dies wird in Aufg. 3 der Ubungen genauer diskutiert.

11.2.2  Gleichformig rotierende Flussigkeit

Als weiteres Beispiel wollen ein Problem diskutieren, bei dem es sich streng genommen um
einen stationdren Fall handelt. Wir betrachten einen Wassereimer, der mit konstanter Winkelge-
schwindigkeit w um seine Symmetrieachse rotiert wird (siehe Abb. 11.2.1). Wir erwarten dann
eine Krimmung der Flussigkeitsoberflache. Diese wollen wir im folgenden berechnen. Da auch
hier im stationdren Zustand keine Relativbewegung der Flussigkeitselemente stattfindet, gelten
die folgenden Uberlegungen ebenso fiir nichtideale Fliissigkeiten.

Im stationdren Zustand ist das Geschwindigkeitsfeld durch

V=wXr (1.2.4)
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Az
/A(A)

N

Abbildung I1.2.1: Rotierender Wassereimer.

gegeben. Somit ist
rotv=w(V-r)—(w-V)r=2w. (11.2.5)

Weiterhin gilt
2v-V)v=2(v-V)(wxr)=2wx (v-V)r =2w X v=—v Xrot v, (11.2.6)

wobei wir im letzten Schritt (11.2.5) verwendet haben. Mit der Identitét (v - V)v = 1Vv? — v x
rot v (siehe (11.1.13)) ergibt sich somit

(v-V)v= —%sz. (11.2.7)

Ist v zeitlich konstant, so hieraus mit der Euler-Gleichung

p(v-V)iv=pf—Vp (1.2.8)
schlieBlich .
pf—Vp+ §W2 =0. (11.2.9)
Fir eine konservative Kraft ist dann
2
1
v (”— - u> —2vp=o. (11.2.10)
2 p

Bei einer isentropen Bewegung (ds = 0) ist Vw = })Vp. Somit 18Rt sich (11.2.10) schreiben als

U2

E —u — W = const. (”211)
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Daauchw = [ ‘%p folgt im Falle p = const. einer inkompressiblen Fliissigkeit

2
p % — pu — p = const. (11.2.12)
Speziell fir den Fall der Schwerkraft ist u = gz und somit

2
po—pgz%—p%, (11.2.13)
wobei die Konstante C' durch den Druck bei z = 0 auf der Rotationsachse gegeben ist. Dieses
Ergebnis zeigt schon, dal? die Druckverhaltnisse sich innerhalb der Flissigkeit &ndern, denn p =
p(r, z) (in Zylinderkoordinaten).
Um die Form der Oberflache zu bestimmen nutzen wir aus, das dort der Druck gleich dem At-
moshpérendruck p 4 ist. Die Flussigkeitsoberflache ist dann durch die Bedingung

pa=C — pgzt g(w x 1)? (11.2.14)

charakterisiert. Dies ist die Gleichung eines Rotationsparaboloids, die in Zylinderkoordinaten

(r? = 2% + y?) in der Form

B 2
_ o v (11.2.15)
gp 29

z

geschrieben werden kann.

Eine verwandte Untersuchung erlaubt die Bestimmung der sog. Rotationsabplattung von rotie-
renden Korpern, z.B. der Erde. Die entsprechenden Rechnungen sind sehr aufwéndig und z.B. in
[2] zu finden.

11.3 Bernoulli’sche Gleichung

Im folgenden wollen wir stationdre Stromungen betrachten. Fir diese ist die Stromungsge-
schwindigkeit in jedem Punkt zeitlich konstant ist, d.h. %—I = 0 bzw. v = v(r). Die Frage,
die wir im folgenden untersuchen wollen ist, ob es fiir solche Systeme eine Art Energiesatz gibt.
Wir betrachten daher konservative duBere Krafte f = —Vwu. Die (stationdre) Euler-Gleichung
kann dann mit (11.1.13) in folgender Form geschrieben werden:

1
3P Vo2 —pv xrotv=—Vp—pVu. (1.3.1)

Fur eine isentrope Bewegung hatten wir schon die Beziehung Vp = p Vw abgeleitet. Damit

ergibt sich dann fiir

1
€= §v2+u—i—w (11.3.2)

aus der Euler-Gleichung
Ve=v xrotv. (1.3.3)
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Da v x rot v L v ist schlieRlich
v-Ve=0. (1.3.4)

Nach den Uberlegungen aus Kapitel 1.2.3 folgt aus dieser Identitét, daB ¢ entlang einer Stromlinie
konstant sein muB (siehe (1.2.9)):

1
€= 5112 + u + w = const. (1.3.5)

Dies ist die Bernoulli’sche Gleichung fir stationére, isentrope Strdmungen. Die Konstante kann
wieder unterschiedliche Werte fiir verschiedene Stromlinien annehmen.

Die Bernoulli-Gleichung entspricht dem Energieerhaltungssatz fur ein Flissigkeitselement. pe
hat die Dimension einer Energiedichte bzw. eines Druckes. pw ist der Druck (daw = [ %) und
pu die Potentialdichte der duRReren Kréfte. Schliel3lich bezeichnet man

p = -v (1.3.6)

als kinetische Energiedichte oder Staudruck. Dieser spielt eine wichtige Rolle z.B. beim Prandtl’schen
Staurohr, das u.a. zur Geschwindigkeitsmessung bei Flugzeugen eingesetzt wird.

Ein inkomprossible Flussigkeit ist dadurch charakterisiert, daf? fur sie div v = 0 ist. Fr stationére
Strémungen, bei denen also p und v zeitunabhéngig sind, vereinfacht sich die Kontinuitatsglei-
chung zu V- (pv) = 0. Hieraus folgt fiir inkompressible Flissigkeiten, daB in diesem Fall Vp = 0

ist und somit p = const. sein muB. Deshalb ist die Enthalpie w = [ % = 1;’ und wir erhalten

die Bernoulli’sche Gleichung fiir stationdre inkompressible Flussigkeiten

1
peE= §pv2+pu + p = const. (1.3.7)

Aus der Euler-Gleichung (11.3.3) folgt, daB Ve = 0 ist, falls rot v = 0 ist. Dies ist gerade der
Fall fur ein sog. Potentialstromung, welche durch die Bedingung rot v = 0 definiert sind. Aus
der Mechanik wissen wir, daf3 das Verschwinden der Rotation als Wirbelfreiheit zu deuten ist
und die Existenz eines Potentials impliziert?. Man beachte, daf fiir Potentialstromungen wegen
Ve = 0 die Energiedichte (11.3.7) im gesamten Flissigkeitsvolumen konstant ist und nicht mehr
von der betrachteten Stromlinie abhangt.

11.3.1 Energiestrom

Als néchstes wollen wir den Energiestrom untersuchen, d.h. die Frage, wie sich die Energie einer
idealen Flussigkeit in einem festen Volumen AV im Laufe der Zeit andert. Dazu definieren wir
die Energiedichte

1
e=3p v? + pe. (11.3.8)

2Natiirlich nur unter geeigneten Voraussetzungen an die Definitionsmenge des Feldes.
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Der erste Anteil ist naturlich die Dichte der kinetischen Energie. € bezeichne die innere Energie
(im Sinne des thermodynamischen Potentials). Jede Anderung der Energiedichte ¢ in AV hat
einen Energiestrom durch die Oberflache zur Folge.

Wir betrachten zunéchst die zeitliche Anderung der kinetischen Energiedichte:

d (p o\ _ vPOp ov
7(57) = TEtvw

2
= —%V-(pv)+pv-f—v-Vp—pv-(v-V)v

2
- V. <pv%) —ov(Vw —TVs)+pv-f. (11.3.9)

Hierbei haben wir beim Ubergang zur zweiten Zeile die Kontinuitéts- und Euler-Gleichung ver-
wendet. Im zweiten Schritt wurde schlieRlich Vw = TVs — %Vp und v (v-V)v =v-V(v?/2)
ausgenutzt.

Firr die zeitliche Anderung der inneren Energie gilt:

o, . Op 9 (_ p\dp . .0s
o PO = €8t+p8t_(6+p> o "o
= —wV-(pv)—pTv-Vs. (11.3.10)

Dabei haben wir ausgenutzt, dal} Temperatur und Volumen (bzw. Dichte) die natirlichen Va-
riablen der inneren Energie sind und somit® de = T'ds + p%dp. AuBerdem folgt aus der Konti-

nuitatsgleichung (11.1.8) fiir die Entropie, dal % = —v - Vs ist. Im letzten Schritt haben wir
dannw = € + % verwendet.
Insgesamt erhalten wir also

Oe v?
E__v. (pv <E+w>)+pv-f (1.3.11)

fir die Anderung der Energiedichte. Integration {iber ein Volumen AV ergibt dann unter Ver-
wendung des Gaulischen Integralsatzes

8 2
— 5dV:—?{ p(v——i-w)v-dF—l—/ pv-£dV. (1.3.12)
ot Jav oav) \ 2 AV

Dies legt die Interpretation von

S:p<%2+w>v (11.3.13)

als Energiestromdichte nahe. Man beachte, da3 in S die Enthalpie w auftritt, und nicht die innere
Energiee. Daw = ¢+ % kann man das Oberflachenintegral auch in der Form

2 2
_j[ p<v——|—w>v-dF:—f p<v——|—e)v-dF—]{ pv-dF  (11.3.14)
oav) \ 2 oav) \ 2 o(av)

3Man beachte, daR dV = d% = —%dp ist.
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schreiben. Der erste Anteil ist die kinetische plus innere Energie, die von der Masse der Flissig-
keit durch die Oberflache transportiert werden. Zusétzlich muf3 aber noch Arbeit gegen die
Druckkréfte an der Oberflache geleistet werden. Diese stecken im zweiten Anteil.

11.3.2 Impulsstrom

Wir wollen im folgenden in &hnlicher Weise die zeitliche Anderung des Impulses und damit
den Impulsstrom untersuchen. Der Impuls pro Volumeneinheit ist gerade der (Teilchen-)Strom
j = p v. Betrachten wir eine Komponente (7 = x, y, z), o ist dessen Anderung durch

0 _ Ov;  Op
g(p vj) =p B + 5" (11.3.15)

gegeben. Im folgenden wird es zweckmalig sein, die Einstein’sche Summationskonvention zu
verwenden. Diese besagt, dal’ tber doppelt auftretende Indizes zu summieren ist, z.B.

0 0
g P00 = ;a—xk(p ) =V (pv) (11.3.16)
und
0
vV =v,—. (1.3.17)
(%k
Die Kontinuitatsgleichung lautet daher
dp 0
o = o 11.3.1
ot oy, (pv) (11.3.18)

und die Euler-Gleichung

6vj o an 1 8])
5= "om 27, + £ (11.3.19)

2( UA)__i( UAU)_@
ot T T P T Gy

J

tofi= =g el (11.3.20)

i wi Op _ 5. Op
wobei wir unter Ausnutzung von e, — O3k Bay

den Tensor der Impulsstromdichte
1L = poji + p vV (11.3.21)

eingefihrt haben.
Nach Integration tiber das Volumen AV folgt

0
—/ pudV = _]{ ijdFH/ p f,dV. (11.3.22)
ot Jav o(AV) AV
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Die Impulsdnderung der j-ten Komponente ist daher gegeben durch den FluRR durch die Ober-
flache von AV und die Impulsénderung, die durch die duRere Kraft verursacht wird. Wir kénnen
11, dF, als die j-te Komponente der Impulsénderung auf Grund der Fliissigkeitsbewegung inter-
pretieren. Ist n die duRere Oberflachennormale, d.h. dF), = n.dF, so ist

ijnk = pn; + P UV (”323)

bzw.
II-n=pn+pv-(v-n). (11.3.24)

1.4  Anwendungen

In den folgenden Abschnitten wollen wir anhand von zwei einfachen Anwendungen zeigen, dal3
man die bisher abgeleiteten Ergebnisse auch in Bereichen erfolgreich anwenden kann, die auf
den ersten Blick wenig mit Hydrodynamik zu tun haben.

11.4.1 Modell des Kosmos

Wir wissen heute, dal? das Universum nicht statisch ist. So haben Sterne eine endliche Lebens-
dauer. E. Hubble hat 1929 eine Rotverschiebung der Spektrallinie entfernter Galaxien beobach-
tet. Diese deutet darauf hin, daf3 sich entfernte Galaxien von der Erde mit einer Geschwindigkeit
weg bewegen, die proportional zu ihrer Entfernung ist Abb. 11.4.1). Mathematisch driickt sich
dies dann im Hubble’schen Gesetz

v = Hr. (11.4.1)

aus. Dabei ist die sog. Hubble-Konstante H = H(t) zeitabhéngig.

Man beachte aber, dal aus dem Hubble’schen Gesetz nicht folgt, dal3 die der Mittelpunkt des
Universums ist. Stattdessen scheint jeder beliebige Stern den (scheinbaren) Mittelpunkt der Ex-
pansion zu bilden. Dies kann man folgendermalRen einsehen. Sei R(t) die Koordinate einer be-
liebigen Galaxie, die sich mit der Geschwindigkeit V(¢) = H(¢)R(¢) von der Erde entfernt.
Betrachtet man eine weitere beliebige Galaxie am Ort r(t), die sich ebenfalls gemaR (11.4.1) von
der Erde entfernt (Abb. 11.4.2). Definieren wir die Relativkoordinaten #(¢) = r(¢) — R(¢) und die
Relativgeschwindigkeit v(¢) = v(t) — V (t), so folgt:

V(t) = H(t)e(t) — HOR(E) = H(t)E(), (11.4.2)

d.h. auch in Bezug auf andere Galaxien gilt das Hubble’sche Gesetz.

Wie schon erwahnt gibt es starke Hinweise darauf, dal3 die Hubble-Konstante H zeitlich verander-
lich ist. Dies ist ein Problem, da wir nur den heutigen Wert H, = H(t,) kennen. Die Hubble-
Konstante hat die Dimension einer inversen Zeit. lhre “natiirliche” Einheit ist Kilometer pro
Sekunde und Megaparsec. 1 Parsec entspricht dabei 3.26 Lichtjahren*. Bei Angabe von H wird

“4Parsec steht fiir “Parallaxensekunde und ist definiert als die Entfernung, aus der der mittlere Radius der Erdum-
laufbahn unter einem Winkel von einer Bogensekunde erscheint.
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/ & Galoxien \
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Abbildung 11.4.1: Gemal dem Hubble’schen Gesetz entfernen sich Galaxien mit einer Geschwin-
digkeit von der Erde, die proportional zu ihrer Entfernung ist.

MO v

m\’/vm

r(t) Galaxie
R(t)
Erde

Abbildung 11.4.2: Das Hubble’schen Gesetz gilt in Bezug auf jede beliebige Galaxie.

aber diese Einheit meist weggelassen. Der aktuelle Wert betragt
Hy=T2+38. (11.4.3)

Dies entspricht einer Zeit T, = 1/H, von Ty = (13 4 1)10° Jahren T}, wird oft auch Weltalter
genannt. Diese Deutung werden wir spater noch etwas genauer diskutieren.

Ein groRes Problem bei der Bestimmung der Hubble-Konstanten ist die Entfernungsmessung.
Dies ist nur auf indirektem Wege tiber ihre Leuchtkraft moglich, da die Helligkeit quadratisch mit
der Entfernung abnimmt. Dies ist z.B. fur eine bestimmte Klasse von Sternen, die sog. Cephei-
den, moglich. Deren duBere Atmosphére fiihrt Schwingungen aus, die zu einem oszillatorischen
Verhalten der Helligkeit fiihren. Diese ist proportional zur Lange der Oszillationsperiode. Damit
ist dann eine Bestimmung der Entfernung moglich. AuBerdem gibt es einen Zusammenhang zwi-
schen der Rotationsgeschwindigkeit von Galaxien und ihrer Helligkeit (Tully-Fisher-Relation).
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Schnell rotierende Galaxien strahlen heller. Auch dies kann man zur Entfernungsbestimmung
ausnutzen. Eine detailliertere Diskussion findet man in [3].

Wir wollen nun ein einfaches Modell des Kosmos entwickeln. Dazu betrachten wir ihn als eine
(ideale) Flussigkeit mit einem Geschwindigkeitsfeld, das durch das Hubble’sche Gesetz (11.4.1)
gegeben ist. Die Annahmen, die wir bei der Modellentwicklung machen wollen, sind:

1. Der Raum ist euklidisch, d.h. wir vernachlassigen Effekte der allgemeinen Relativitéts-
theorie.

2. Die Materieverteilung ist (im Mittel) homogen und isotrop.
Es gilt das Hubble’sche Gesetz (11.4.1).

Die Newton’sche Mechanik ist giiltig.

a > w

Speziell gilt das Newton’sche Gravitationsgesetz

mimse

7‘1.1 — r2|21‘12-

Da wir es bei der Bewegung der Galaxien mit einer Radialbewegung zu tun haben, ist r(t) =
r(t)r(t) und somit
r dlnr

r(t) =r(t)r(t) = Jr=— T (11.4.5)
Damit ist die Hubble-Konstante gerade die logarithmische Ableitung der Entfernung:
H(t) = 4 Inr(t). (11.4.6)
dt
Wir betrachten nun die Kontinuitatsgleichung. Aus dieser folgt
0:%+div(pv)=%+v-vp+pv-v:%+3pﬂ (11.4.7)

Hierbei haben wir die substantielle Ableitung (1.2.11) der Dichte eingefiihrt. Nach Division durch
p folgt zunéchst mit (11.4.6)

i(lnp%—i’)lnr):o (11.4.8)
dt
und somit .
cons

Dies haben wir natirlich auf Grund der Massenerhaltung und der Annahme 2 erwartet, denn die
Gesamtmasse ist gerade M = 2 p(t)r3(t).
Als néchstes betrachten wir die Euler-Gleichung

ov

1
e +(v-V)v=1£f— EVp. (11.4.10)
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Im folgenden wollen wir von einer freien Expansion ausgehen und deshalb Vp = 0 annehmen.
Aulerdem gilt

(v-V)v=H@t)(v-V)r=H(t)v=Hr (1.4.11)
und, da bei der partiellen Ableitung r konstant zu halten ist,
ov .
i Hr. (11.4.12)

Somit lautet die Euler-Gleichung fiir unser Kosmosmodell
(H+ H*)r=f. (11.4.13)

Bilden wir die Divergenz dieser Gleichung, so folgt

3(H + H*) =divf = —4nGp = 3G§W. (11.4.14)
T
Dabei haben wir zunachst verwendet, dal® die Kraft f = —V« durch das Potential
u(r) = —G/ ) gy (11.4.15)
v — 1|

gegeben ist. Hieraus ergibt sich in Analogie zur Elektrodynamik (Poisson-Gleichung), dal3
divf = —4nGp(r) (11.4.16)

ist. Im letzten Schritt haben wir schliefilich die Massenerhaltung (11.4.9) verwendet.
Da H = I, ist H = 5~ und somit 7/ + H? = . Damit kénnen wir schlie@lich die Euler-
Gleichung fr unser Universum in die Form

= (11.4.17)

mit M = 4?”/)7“3 bringen. Dies entspricht gerade dem Keplerproblem. Wir kdnnen dader den
Energiesatz ausnutzen und diese Glechung einmal integrieren:

-2
C_GM (11.4.18)
2 T

mit einer Konstanten k, die einer negativen Energiedichte entspricht. Diese Gleichung behalt
auch in der relativistischen Kosmologie ihre Giltigkeit und ist als Friedmann-Gleichung bekannt.
Allerdings hat dann die Konstante % eine andere Bedeutung. Sie wird ndmlich zu einem MaR fir
die Raumkriimmung.

Die Losung der Friedmann-Gleichung

1dr GM
—— = — —k 11.4.19
2 dt r ( )
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| ]'er'r) k<)

—=t
Abbildung 11.4.3: Verhalten der Losungen der Friedmann-Gleichung.
gelingt durch Separation der Variablen
T d,r,/
- / dt = + / S A—
"2 )

Vom Keplerproblem wissen wir, daf3 wir die drei Falle £ > 0, £ = 0 und £ < 0 zu unterscheiden
haben. Explizit ergibt sich (siehe Aufg. 4) fur £ > 0

(11.4.20)

t 1 2kr kr (kr)?
_ s R 11.4.21
°GM  (2k)32 [arccos( GM) \/GM G2M2] ’ (I1.4.21)
firk =0 . 5 32
.
2GM 3 <2GM> (114.22)
und fir k < 0
t 1 |klr (|klr)?2 1 2|k|r
= — = arcosh 1. 4.
2GM  (2[H)P2 \/GM T Tt \ e T (11.4.23)

Zur Zeit t = 0 ist in allen Féllen (¢t = 0) = 0. Dies entspricht dem Urknall. Das Anfangsver-
halten ist fur alle drei Félle d&hnlich, denn fir kleine Zeiten gilt (siehe Aufg. 4)

r(t) oc t¥3. (11.4.24)

Das Verhalten der Losungen ist in Abb. 11.4.3 dargestellt. Wie beim Keplerproblem gibt es ge-
bundene (endliche) und nicht-gebundene (unendliche) Lésungen. Fir den Fall £ > 0 negativer
Energie, nimmt der Abstand der Galaxien zunédchst zu. Nach einem Maximum nimmt er aber
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pEft}

Trigonarnatiie: tg ot = F;?ﬂ= Rgft
Hubble-Gesetz : fg=H, Ry,

Urknall
; =1=Hy = 210" Jahe

e

Abbildung 11.4.4: Die inverse Hubble-Konstante HLO ist eine obere Schranke fiir das Weltalter .

wieder ab, bis zum Big Crunch, dem Kollaps des Universums. Dieses entélt nicht genug Ener-
gie, um die Expansion fiir immer aufrecht zu erhalten. In der relativistischen Kosmologie spricht
man von einem geschlossenen Universum. Fur & < 0 liegt ein offenes Universum vor, das ewig
expandiert.

AbschlieBend wollen wir uns noch mit der Frage beschaftigen, inwiefern die aktuelle Hubble-
Konstante H, Informationen Uiber das Alter des Universums liefert. H ist durch die Steigung der
Tangente in ¢, bestimmt. Diese schneidet die Zeitachse auf Grund des ¢%/3-Verhaltens bei einem
negativen Wert. Deshalb ist HLO = 7 > ty, d.h. die Hubble-Konstante liefert eine obere Schranke
flr das Weltalter ¢,.

Eine genauere Diskussion des kosmologischen Hintergrundes findet man z.B. in [4].

11.4.2 Statische Sternmodelle

Als zweite Anwendung soll einfaches Sternmodell auf Grundlage der Hydrostatik betrachtet wer-
den. Im Gegensatz zu unser alltaglichen Erfahrung, tendieren Gaswolken kosmischen Ausmalies
nicht unbedingt dazu, den gesamten zur Verfligung stehenden Raum einzunehmen. Stattdessen
sind sie oft instabil: Sie kollabieren und bilden dabei Sterne. Diese Instabilitat wird quantitativ
durch das sog. Jeans-Kriterium beschrieben [4]. Demnach ist eine Gaswolke instabil, wenn die
Gravitationsenergie grofer als die thermische Energie der Molekiile ist.

Im folgenden wollen wir uns allerdings nicht mit der Frage der Stabilitat von interstellaren Gas-
wolken beschéftigen, sondern mit der Frage, wann die Kontraktion der Wolke beendet und ein
stabiles Gleichgewicht erreicht ist. Diese wird durch ein Wechselspiel von Druck und Gravitati-
onskraft bestimmt.

Die relevante duRRere Kraft ist also die Gravitationskraft f = —grad «, wobei das Potential u(r)
wieder durch (11.4.15) gegeben ist und die Poisson-Gleichung (11.4.16) erfilit.
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Wir nehmen nun an, daf die Gleichgewichtssituation durch die statische Euler-Gleichung (vgl. (11.2.1)
grad p = pf = —grad u (11.4.25)

beschrieben werden kann. Ferner betrachten wir eine kugelsymmetrische Situation, d.h. p = p(r)
und p = p(r). Damit ist z.B. grad p = j—f’r Bilden wir nun die Divergenz der statischen Euler-
Gleichung, so folgt mit (11.4.16)

—4nGp = div gradp Ld (rdp (11.4.26)
T r2dr pdr

Dabei haben wir benutzt, daR die Divergenz radialsymmetrischer Vektorfelder durch div A =
LA gegeben ist.

Um weitere Informationen zu erhalten, bendtigen wir wieder eine Zustandsgleichung. Eine sehr
allgemeine Form ist die sog. polytrope Zustandsgleichung

p=Kpts (11.4.27)

mit einer Konstanten K und dem Parameter n. Diese enthélt als Spezialfélle z.B. isobare (n =
—1, d.h. p = K = const. und isotherme (n — oo, d.h. pV = const.) Zustandsdnderungen.

Wir kénnen nun durch Einfiihrung von dimensionslosen Variablen die Euler-Gleichung (11.4.26)
in eine bekannte Form bringen. Dazu definieren wir die Dichte p. = p(r = 0) und den Druck
pe = p(r = 0) im Zentrum des Sterns, womit wir die Konstante KX in der Form K = p L

1+1/n
c

1/n
schreiben konnen. Weiterhin fihren wir die dimensionslose Dichtevariable § = <p—”c) und die

dimensionslose Lange £ = = ein, wobei r,, = (Z:Glppc die sog. Emden-Lange ist. In den neuen
Variablen nimmt die Euler- Glelchung dann die Form
1d
— | =-0" 11.4.28
e (€)= (11429)

an. Dies ist die sog. Lane-Emden-Gleichung. Die Randbedingungen sind 6(0) = 1 und 6’(0) = 0
Letzteres garantiert, dal’ die Dichteverteilung im Stern nicht singulér wird.

Fur die Lane-Emden-Gleichung sind drei analytische Losungen bekannt, namlich in den Fallen
n = 0,1, 5. Explizit sind die Losungen gegeben durch

2 in
0o(&) =1— % AGEE 55,, 05() = ﬁ (11.4.29)

Die beiden ersten Losungen beschreiben Sterne mit einer “scharfen Oberflache”, denn 6y(¢ =
V6) = 0 bzw. 6,(¢ = 7) = 0. Jenseits dieser Nullstellen verschwindet daher die Dichte. Im
Gegensatz dazu ist 05(¢) > 0 fur alle zi > 0, d.h. dies beschreibt einen Stern ohne scharfe
Oberflache.

Fur Sterne mit einem wohldefiniertem Radius R kdnnen wir alternativ eine andere grobe Néahe-
rung der Euler-Gleichung angeben. Dazu approximieren wir die Druckableitung durch den Dif-
ferenzenquotienten

(11.4.30)
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wobei p der mittlere Druck ist. Weiterhin ist

GM(r)

r2

GM _
p(r) ~ 7 P (1.4.31)

mit der mittleren Dichte p und der Gesamtmasse M = M(R) = 4« fOR p(r)r?dr. Damit wird
aus der Euler-Gleichung

p GM _

R~ R?
oder, wenn wir den Schwarzschild-Radius R = 2%¥ einfiihren,

(11.4.32)

% ~ %. (11.4.33)

Hiermit lassen sich Druck oder Dichte im Inneren von Sternen groRenordnungsmalig abschatzen.

11.5 Wirbel und Zirkulation

In diesem Abschnitt wollen wir uns qualitativ und quantitativ mit den Eigenschaften von Wirbeln
in Flussigkeitsstromungen befassen.

11.5.1 Erhaltung der Zirkulation

Viele der folgenden Uberlegungen sind analog aus der Elektrodynamik bekannt. Wir definieren
die Zirkulation durch das Weegintegral

F:j[v-ds (11.5.1)

ldngs eines geschlossenen Weges c. I ist ein MaR fuir die Wirbel des Geschwindigkeitsfelds. Die
Zirkulation steht in enger Verbindung mit der Rotation, denn

rotv:va:E%%jgv-ds, (11.5.2)
wobei F' = F(c) die vom Weg c eingeschlossene Flache bezeichnet. Ein Strdmung, deren Zirku-
lation Uberall verschwindet, ist wirbelfrei, d.h. rot v = 0. Dann liegt also eine Potentialstromung
vor. Die Umkehrung dieser Aussage gilt aber i.a. nicht, denn eine Potentialstromung kann durch-
aus eine nichtverschwindende Zirkulation haben. Nur fir ein einfach-zusammenhéangendes Ge-
biet® ist der UmkehrschluR méglich.

Zur Berechnung der Zirkulation um ein nicht einfach-zusammenhéngendes Gebiet betrachten
wir den dreifach-zusammenhéangenden Bereich aus Abb. 11.5.1, in dem die Rotation des Ge-
schwindigkeitsfeldes v tberall verschwinden soll. Das Gebiet kann durch Aufschneiden 1&angs

5d.h. ein Gebiet ohne “Lécher”.
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C

Abbildung 11.5.1: Zur Berechnung der Zirkulation um ein nicht einfach-zusammenhangen-
des Gebiet. Durch Aufschneiden langs der gestrichelten Linien wird das Gebiet einfach-
zusammenhangend.

geeigneter Linien einfach-zusammenhéngend gemacht werden. Die Anwendung des Satzes von
Stokes auf den deformierten Weg ¢ + ¢} + ¢, der langs der Schnitte um die Locher verlduft,
liefert dann das Verschwinden der Zirkulation langs dieses Weges:

Fo::j{v-ds%—]{v-ds—l—}{v-ds:O. (11.5.3)

1 2

Damit ist dann die Zirkulation I" 1angs des urspriinglichen Weges ¢ gegeben durch

r=r,+0-2  mit T ::7{ v - ds, (11.5.4)

J

wobei der Weg c; dem Weg c; mit umgekehrtem Umlaufsinn entspricht. Wir haben daher an die-
sem Beispiel gesehen, dal? die Zirkulation 1&angs eines Weges in einem nicht einfach-zusammenhéngen-
dem Gebiet gleich der Summe der Zirkulationen um die eingeschlossenen Locher (auf gleichsin-
nigen Kurven) ist.
Als konkretes Beispiel betrachten wir zwei konzentrische Zylinder mit den Radien r; < r,. Der
Bereich r; < r < r5 sei von einer Flussigkeit erfiillt, deren Geschwindigkeitsfeld durch

a a

V=-e,=(—vsingp,vcosy) =
o= ( ©, ©)

——(— 11.5.5
r $2+y2( y,l’), ( )

wobei wir hier bereits Darstellung in kartesischen und Zylinderkoordinaten angegeben haben.
e, ist dabei der Einheitsvektor in Winkelrichtung (senkrecht zu r). Offensichtlich ist das Gebiet
zweifach-zusammenhéngend, aber (rot v), = 0, wobei wir uns das Geschwindigkeitsfeld als
dreidimensional mit v, = 0 vorstellen. Obwohl die Rotation verschwindet, folgt fir die Zirkula-
tion l&ngs eines Kreisweges ¢, vom Radius » (mit 7y < r < 1)

27
F:y{ v-ds:/ grdg@z?mz;é(). (1.5.6)
Cr 0 r
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da ds o e,. D.h., daf es trotz der Wirbelfreiheit rot v. = 0 geschlossene Stromlinien gibt.
Das Geschwindigkeitsfeld kann auch aus dem Potential ¢ = aarctan £ abgeleitet werden, das
allerdings eine mehrdeutige Funktion ist.

Als ndchstes wollen wir die Zeitentwicklung der Zirkulation genauer untersuchen. Dazu betrach-
ten wir die substantielle Ableitung

ar  d

= v@ (115.7)

d.h. die Anderung von I l4ngs einer sich bewegenden Fliissigkeitskurve, nicht einer raumfesten.
Dabei kann sich natirlich auch die Form der Kurve verandern, die allerdings immer aus den
gleichen Teilchen gebildet werden soll. Somit haben wir

%——%+%w%%. (115.8)

Die zeitliche Entwicklung ist in Abb. 11.5.2 veranschaulicht, insbesonder die zeitliche Anderung
des Kurvenelements ds. Die Geschwindigkeiten der infinitesimal getrennten Punkte P; und P,
hdngen gemal der Entwicklung vy, = vy + (ds - V)v; zusammen. Damit ergibt sich

ds' = ds + (vo — vy)dt = ds + (ds - V)vydt. (11.5.9)

Wahlen wir den Punkt P; als Aufpunkt und lassen deshalb den Index weg, so folgt hieraus

d ds' — ds
%ds === (ds-V)v (11.5.10)
und somit
% ids—v (ds-V)v =ds Vv—z (11.5.11)
dt N 2" ~

Deshalb verschwindet der Beitrag von der Anderung der Fliissigkeitskurve zur zeitlichen Ande-
rung der Zirkulation:

d v? v?
]{V ads = ]{ds . VE = /F(C) rot (VE) -dF = 0. (11.5.12)

Dies gilt ganz allgemein. Zur Berechnung des anderen Beitrages betrachten wir speziell ein isen-
trope Bewegung unter dem Einflul? einer konservativen Kraft. In diesem Falle lautet die Euler-

Gleichung

dv
o= —V(u+ w) (11.5.13)

mit dem Potential » und der Enthalpie w. Deshalb haben wir

j{— ds = —%V(u%—w) ds = —/F(C) rot (V(u+w))-dF =0. (11.5.14)

Wir haben damit den Erhaltungssatz der Zirkulation
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. L
iR

Abbildung 11.5.2: Zur zeitlichen Entwicklung der Zirkulation. ¢ und ¢’ bezeichnet die Flissig-
keitskurve zu den Zeiten ¢ bzw. t + dt.

dr

— =0 11.5.15
o ( )

bewiesen, der auch als Satz von Thomson bekannt ist. In einer idealen Flissigkeit andert sich
also bei isentroper Bewegung unter Einfluf? von konservativen Kréaften die Zirkulation langs ge-
schlossener Kurven zeitlich nicht! Diese Aussage gilt i.a. nicht mehr, wenn die Strdmung nicht
isentrop ist, d.h. wenn kein eindeutiger Zusammenhang zwischen p und p besteht.
Betrachten wir eine infinitesimale Kurve dc, die die Flache § F' einschliel3t, so gilt

const = % v-ds = / rot v - dF = (rot v) - 0F. (1.5.16)
oc oF

rot v hei8t daher auch Wirbelung der Stromung. Die Identitdt F - rot v = const kann man dann
auch so interpretieren, daf sich die Wirbelung mit der Flussigkeit mitbewegt.

11.5.2 Helmholtz’sche Wirbelsatze

Im folgenden betrachten wir eine inkompressible ideale Flissigkeit, d.h. das Geschwindigkeits-
feld erfillt div v = 0. Wir definieren dann den Wirbelvektor w durch

1
w = irot V. (11.5.17)
Speziell fiir das Standardwirbelfeld v = w x v (mit konstantem Vektor w) ist dann w = omega.
Dies motiviert die Einflihrung des Faktors % in der Definition. Ferner definieren wir Wirbelli-
nien als die Linien, die tberall die Richtung des lokalen Wirbelvektors haben. In einer graphi-
schen Darstellung ist dariiberhinaus die Dichte der Linie proportional zu |w|. Wegen divw = 0
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Abbildung 11.5.3: Eine Wirbelréhre gebildet von allen Wirbellinien, die durch F; gehen. Die
Pfeile markieren die Richtung des Wirbelvektors.

kdnnen Wirbellinien im Inneren von Flissigkeiten weder anfangen noch enden. Sie bilden daher
geschlossene Kurven oder schneiden die Begrenzungsflachen.

Wir betrachten nun ein kleines Flachenstiick £;. Verfolgen wir alle Wirbellinien, die durch diese
Flache laufen, so bilden diese eine Wirbelrohre (siehe Abb. 11.5.3). Ist der Querschnitt der Wir-
belréhre so Kklein, daR w auf ihm als konstant angesehen werden kann, so spricht man auch von
einem Wirbelfaden.

Betrachten wir einen endliches Stiick einer Wirbelréhre, so gilt nach dem GaulRschen Satz wegen
V-w=0

jfw-dF:/v-wdvzo. (11.5.18)
0] \%4

Hierbei bezeichnet V' das Volumen des Wirbelrohrenabschnitts und O seine Oberflache. Auf der
Mantelflache des Abschnitts ist nun aber w L. dF nach Definition der Wirbellinie. Hieraus folgt
z.B. das das Integral von w langs eines beliebigen Weges, der ganz auf dem Mantel verlauft,
verschwindet. Damit tragen nur die Boden- und Deckelfldchen F; und F, zum Flachenintegral
in (11.5.18) bei, d.h.

w-dF+ [ w-dF =0. (1.5.19)

1 Fy

Beruicksichtigt man die Tatsache, dal? die Flachennormale dF bei geschlossenen Flachen konven-
tionsgemaR immer nach aullen zeigt, so bedeutet dies, dal? der WirbelfluR in allen Querschnitten
F einer Wirbelréhre gleich ist:

/ w - dF = const. (11.5.20)
F
Speziell fiir einen Wirbelfaden gilt sogar

w - F = const. (1.5.21)

Hieraus kann man z.B. folgern, daR die Drehgeschwindigkeit invers proportional zum Quer-
schnitt ist. In der Literatur F - rot v = 2F - w auch als Wirbelstarke bezeichnet. Sie ist langs
eines Wirbelfadens konstant.
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Eine weitere Konsequenz aus (11.5.20) ist die Konstanz der Zirkulation um eine Wirbelrohre,
denn es gilt

1 1 r
W-dF:—/ rotv-dF:—/V-ds:—. (1.5.22)
Fle) Fe) 2 /. 2

Hierbei ist ¢ ein beliebiger Weg auf der Mantelfldche, der die Wirbelrohre umschlieft, und F'(c)
die von diesem Weg eingschlossene Querschnittsflache. Die Zirkulation um die Wirbelrohre ist
daher rdumlich konstant.

Wir wollen nun die zeitliche Anderung von Wirbeln untersuchen. Aus der Euler-Gleichung
(11.1.16) fur die isentrope Bewegung einer inkompressiblen Flussigkeit folgt fir eine konser-

vative Kraft

%—‘: —rot (v xw)=0. (11.5.23)

Da div w = 0 und, wegen der Inkompressibilitat, auch div v = 0, gilt
Vx(vxw)=(V-wv—(V-v)Iw+ (w-V)v—(v-V)w = (w-V)v—(v-V)w (11.5.24)

und somit

dw 0w
T +(v-V)w=(w-V)v. (11.5.25)

Hieraus kann man folgenden Wirbelsatz ablesen: Wirbel kénnen in einer inkompressiblen idealen
Flussigkeit weder entstehen noch vergehen. Ist ndmlich z.B. w(t = 0) = 0, so bleibt w(¢) = 0.
Wir werden dies spater noch genauer diskutieren.

Als ndchstes sehen wir uns die rdumlichen Eigenschaften der Wirbellinien an. Wir betrachten
dazu, wie in Abb. 11.5.4 dargestellt, zwei benachbarte Punkte P und P’ auf einer Wirbellinie.
Per definition zeigt der Verbindungsvektor s der Punkte in Richtung des Wirbelvektors w. Wir
kdnnen ihn daher als 6s = wd¢ darstellen. Nach einer Zeit dt hat sich die Wirbellinie weiter
bewegt. Die Geschwindigkeiten v und v’ der Punkte P und P’ sind i.a. verschieden. In erster
Ordnung hdngen sie tber

vVi=v+(ds-V)v=v+d(w-V)v. (11.5.26)
Eine analoge Entwicklung gilt fiir den neuen Verbindungsvektor §s’:

ds’ = ds+ (0s- V)vdt = 6&(w + dt(w - V)v)
dw

= ¢ (W + dtﬁ> =08 (w +dw) = w'oE. (11.5.27)

Hierbei haben wir beim Ubergang zur zweiten Zeile den Wirbelsatz (11.5.25) verwendet. Die
Tatsache, dal? der Verbindungsvektor s’ zur Zeit ¢ + dt wieder parallel zum neuen Wirbelvektor
w’ ist, kdnnen wir so interpretieren: Der Punkt P’ ist auf der Wirbellinie geblieben, die durch
den Punkt P geht. Die Wirbellinie bewegt sich also mit den auf ihr befindlichen Teilchen fort.
Die Wirbel haften also gewissermalen an der Materie und ein Wirbelfaden wird immer aus den
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t+dt

Abbildung 11.5.4: Bewegung einer Wirbellinie.

gleichen Flissigkeitsteilchen gebildet. Im Fall der Inkompressibilitat bedeutet dies auch, dal das
Volumen einer Flissigkeitsrohre konstant bleibt. Wegen

0s'| _ [w']

_ (11.5.28)
os|  |w]

wird der Wirbelvektor gréRer, wenn sich der Wirbel streckt.

Wir kdnnen die bisherigen Ergebnisse in Form der Helmholtz’schen Wirbelséatze zusammenfas-
sen. Demnach gibt es zwei Erhaltungssatze, einen zeitlichen und eine rdaumlichen. Der zeitliche
Erhaltungssatz besagt, dal? die Zirkulation zeitlich konstant ist, d.h. insbesondere konnen Wirbel
weder enstehen noch vergehen. Der rdumliche Erhaltungssatz driickt aus, dal3 die Zirkulation
langs jeder Wirbelrohre konstant ist.

Die bisherigen Ergebnisse werfen ein Problem auf: Warum konnen uberhaupt Wirbel entste-
hen? Aus der alltdglichen Erfahrung wissen wir ja, dal} Wirbel tatsachlich existieren und auch
entstehen oder verschwinden konnen. Ein naheliegender Grund waére die Vernachldssigung der
Reibung in unseren bisherigen Betrachtungen. Dem ist aber nicht so, denn dhnliche Ergebnis-
se gelten auch fiir zahe Flussigkeiten. Tatsachlich konnen Wirbel in Flissigkeiten nur tber die
Randflachen (Gefdllwande) einwandern. Bei zdhen Flissigkeiten spielen vor allem tangentiale
Haftkréfte eine entscheidende Rolle.

AbschlieRend wollen wir noch einige Ergebnisse der Elektrodynamik auf die Theorie der Flussig-
keiten Ubertragen. Dort haben wir gelernt, dal man das Geschwindigkeitsfeld berechnen kann,
wenn das Wirbelfeld bekannt ist. Diese Argumentation soll im folgenden noch einmal skizziert
werden.

Wir betrachten eine inkompressible Flissigkeit. Da dann div v = 0 ist, liegt die Einfiihrung
eines ‘Vektorpotentials’ A mit v = rot A nahe. Bildet man die Rotation der letzten Gleichung,
so erhdlt man die Poisson-Gleichung AA = —2w. Die Losung dieser Gleichung ist aus der
Elektrodynamik bekannt:

_ 1 fw)
Ar) = %/ V" (115.29)
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woraus dann

1 [w)x(r—1) _,
= I1.5.
v(r) 27r/ Fy—TE av (11.5.30)
folgt.

Betrachtet man speziell einen Wirbelfaden, so kann man analog zum Biot-Savart’schen Gesetz
fur stromfiihrende Dréhte die folgenden Beziehungen ableiten:

r ds I' [(r—1) xds

vir) = CAr lr — /|3

A(r) (11.5.31)

T dn ) r—71
Dabei ist die Integration jeweils langs des Wirbelfadens auszufiihren. I" ist die (konstante) Zir-
kulation um den Faden.

1.6 Potentialstromungen

Im folgenden betrachten wir wieder eine isentrope ideale Flussigkeit. AulRerdem soll die Strémung
wirbelfrei sein, d.h. rot v.= 0. Wir nehmen an, dal wir es mit einer Potentialstromung zu tun
haben,

v =Vo, (1.6.1)

mit dem Geschwindigkeitspotential ¢.
In diesem Fall ist dann rot v = 0 und die Euler-Gleichung (11.1.14) vereinfacht sich zu
0 1
Va—f + §V ((V9)*) = =V(u+w), (1.6.2)
wobei » und w das Potential der dulReren Kraft bzw. die Enthalpie bezeichnet. Offensichtlich
folgt hieraus, dal % + % + u + w rdumlich konstant ist und mithin nur eine Funktion der Zeit

sein kann: 96 )
v
— 4+ — = ) 11.6.
8t+2+u+w f(t) (11.6.3)
Dabei kdnnen wir 0.B.d.A. sogar f(t) = 0 wéhlen, da auch das Geschwindigkeitspotential ¢ nur

bis auf eine beliebige Zeitfunktion bestimmt ist. Deshalb kdnnen wir mit der Eichtransformation
¢_ﬁ@:¢+/j@ﬁ, (11.6.4)

die v nicht andert, immer f(t) = 0 erreichen.
Betrachten wir speziell eine stationédre Stromung, so ist % = (. Damit folgt sogar

U2
3+u+w:0. (1.6.5)
Dies ist die Bernoulli-Gleichung fiir wirbelfreie Stromungen. Im Vergleich zu (11.3.5) ist hier
die auftretende Konstante fir alle Stromlinien gleich. Sie kann deshalb durch Umeichen des
(auReren) Potentials « immer zu Null gemacht werden.
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Fur eine inkompressible Flissigkeit erfillt das Geschwindigkeitspotential wegen div v = 0 die
Laplace-Gleichung
dp = 0. (11.6.6)

Dies bestimmt, zusammen mit den Randbedingungen, das Potential. Die Randbedingungen er-
geben sich aus der Tatsache, dal? die Normalkomponente v - n der Geschwindigkeit v an den
Randflachen mit der Bewegungsgeschwindigkeit der Rander in Richtung der Normalen n (ber-
einstimmen muf3. Man hat dann eine Bedingung der Form

9| _
onlo. .

Rand

s(r,t) (1.6.7)
wobei die Funktion s(r, t) durch die Bewegung der Randern bestimmt wird.

11.6.1 Ebene Stromungen inkompressibler Flissigkeiten

Wir wollen uns nun den Fall einer ebenen Stromung genauer ansehen. Hierbei handelt es um
eine Stromung, bei der keine z-Abhédngigkeit vorliegt. Als Anwendung werden wir spater die
Stromung um einen unendlich langen Zylinder betrachten. Hier liegt aus Symmetriegriinden in
jeder Ebene senkrecht zur Zylinderachse das gleiche Stromungsmuster vor, so daf man die Be-
wegung als zweidimensional ansehen kann.

Wir wollen zunéchst noch nicht von einer Potentialstromung ausgehen, sondern lediglich die
Inkompressibilitat der Flussigkeit fordern. Es ist also

ov ov
divv=0= -2+ - 11.6.8
vv=20 O + 2y ( )
Wir definieren nun die Stromfunktion «» durch
oY o
- - =__, 11.6.
Ve oy’ Yy Ox (11.6.9)

Es handelt sich also um eine Art zweidimensionales Vektorpotential. Wenn wir v so darstellen,
ist die Inkompressibilitatsbedingung (11.6.8) automatisch erfillt:
OV, N dv, % Y

 Ox Oy 0x0y B 0xdy

Wir betrachten nun die Euler-Gleichung fir isentrope Bewegung in der Form (11.1.16). Fir eine
konservative dufere Kraft ist rot f = 0 und somit

(11.6.10)

%rot v =rot (Vv X 1ot v). (1.6.11)

Fir eine ebene Stromung gilt

rot v = (% - a“x) e. = (—‘92—¢ - a%p) e, = —(Ade., (11.6.12)
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wobei e, der Einheitsvektor in z-Richtung ist. Analog ergibt sich, da der Vektor v x rot v auch
in der x — y-Ebene liegt:

Ov, ~ Ov, 0 0
— —A —A ) 11.6.1
&E—i—ay)—i-vxax ¢—|—Uyay w)ez (11.6.13)

rot (v X rot v) = (Aw (

Insgesamt ergibt sich daher aus (11.6.11) folgende Gleichung:

0 oY 0 oY 0

—AYp— ——A ——Ay =0. 11.6.14

oy v oz Oy ¢+8y8m v="0 ( )
Diese bestimmt zusammen mit den Randbedingungen (11.6.7) die Stromfunktion.
Ist die Stromfunktion einmal bekannt, so kénnen wir aus ihr direkt die Stromlinien bestimmen.
Fur diese stimmt ja die Richtung der Tangente mit der Richtung der Geschwindigkeit tberein.

Deshalb ist
dy vy

= —=. 11.6.1
dr v, (11.6.15)
Hieraus folgt
0 = —vydr +v.dy = a—¢d:c + a—ﬂ)dy = dv. (11.6.16)
ox dy

Somit ist also dv» = 0, d.h. die Stromfunktion ist 1angs einer Stromlinie konstant!

Im folgenden werden wir nun Potentialstromungen betrachten. Da wir zwei unterschiedliche
Darstellungen (11.6.1) und (11.6.9) der Geschwindigkeit v als Ableitung haben, stellt sich die
Frage, wie diese zusammenhangen. Explizit haben wir

o0 0w 9 o

=, = =, = ) 11.6.17
or  ° oy’ oy Uy Ox (11:6.17)

Eine solches DGI-System ist aus der Funktionentheorie wohlbekannt. Es sind die sogenannten
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen (siehe Anhang A.1), die garantieren, daR die Funktion

w = f(2) = dla,y) + il y) (11.6.18)

mit z = x + iy komplex-differenzierbar ist.
Aus (11.6.17) folgt durch differenzieren, da

Py Po PP 0*p
wtar="  Fmtapy =l (1.6.19)

d.h. das Geschwindigkeitspotential und die Stromfunktion gentigen einer Laplace-Gleichung.

Weiterhin gilt
90w 0600 _
Oxr 0xr Oy Oy
Somit sind die Linien ¢(x,y) = const. und ¢(z,y) = const. orthogonal zueinander.

(Vo) - (Vy) = (11.6.20)
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Die in (11.6.18) eingefiihrte Grole heiflt auch komplexes Potential, ihre Ableitung jli—;“ komplexe
Geschwindigkeit, denn es gilt (siehe Aufg. 5)

d ,
d_qj = Uy — Wy = ve . (1.6.21)

wobei v der Betrag der Geschwindigkeit ist und ¢ der Winkel zwischen v und der xz-Achse.

An der Oberflache eines umstromten Korpers ist die Geschwindigkeit v tangential, d.h. die Rand-
flachen sind per definition Stromlinien. Dies bedeutet nach (11.6.16), dal? die Stromfunktion auf
dem Rand konstant sein muf3. Hat man es nur mit einem umstromten Kérper zu tun, so kann man
0.B.d.A. ¢|gang = 0 fordern.

Insgesamt 4Rt sich also ein ebenes Stromungsproblem auf folgende mathematische Fragestel-
lung zuriickfiihren: Gesucht wird eine holomorphe Funktion w(z), die auf dem umstromten
Korper nur reelle Werte annimmit!

Bevor wir ein konkretes Beispiel untersuchen sei noch angemerkt, dal? freie Oberfldchen i.a. nur
schwer zu behandeln sind.

11.6.2 Ebene Stromung um ein Hindernis

Wir betrachten nun eine Stromung um ein Hindernis. Die Form des Hindernisses soll dabei nicht
von der z-Koordinate abh&ngen, damit wir wieder von einer ebenen Strdmung sprechen konnen.
Das Hindernis ist also eine Art Zylinder mit beliebigem Querschnitt.
Den Ursprung des Koordinatensystems legen wir in der Schwerpunkt des Hindernisses. Die Ge-
schwindigkeit der Stromung wird konstant fir z,y — oo. Damit ist auch die komplexe Ge-
schwindigkeit w’(z) = v, — iv, im Unendlichen konstant: w'(z — o) = v{™ — iv{™. Somit
konnen wir das komplexe Potential nach Potenzen von 1/z entwickeln:
/ — dn
w'(z) = —. (11.6.22)

on
n=0

Durch Integration folgt daher, dal? das komplexe Potential die Form

= a
= Inz — S 11.6.23
w(z) = apz +a;lnz HXZ; = ( )

(o0

hat. Fiir = — oo ist w'(z) = o™ — iv{™. Daher ist ap = o™ — iv{™ ein MaB fiir die
asymptotische Geschwindigkeit.

Um die physikalische Bedeutung des Koeffizienten a; zu bestimmen, betrachten wir das Integral
der komplexen Geschwindigkeit langs eines Weges ¢ auf der Oberflache des Hindernisses, der
dieses umschlief3t:

fiw’(z)dz = ]{(vx — vy (dz +idy) = j{(vxd:v + vydy) + 1 j{(vxdy —vydz).  (11.6.24)

Cc C c
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Das erste Integral ist gerade die Zirkulation:

%(vxdx + v,dy) = j{V ~ds =T. (11.6.25)

Das zweite Integral verschwindet, denn

j[(vxdy —vydr) = j{ (g—?ﬁdy -+ g—qudx) = j{d@b =0. (11.6.26)

da ¢ langs einer Stromlinie (also auch der Oberflache) konstant ist. Somit haben wir nach dem
Residuensatz

I'= j{w’(z)dz = 2mia;. (11.6.27)

Der Koeffizient a, ist also ein MaR fiir die Zirkulation! ® Man beachte, daf In z strenggenommen
keine holomorphe Funktion ist, da sie einen Schnitt besitzt. Daran spiegelt sich wieder, daR wir
es nicht mit einem einfach-zusammenhédngenden Gebiet zu tun haben. Daher wird es i.a. kein
eindeutiges Potential ¢ geben.

Als nachstes wollen wir die Kraft berechnen, die die Strémung auf das Hindernis ausiibt. Dazu
betrachten wir ein Teilstlick der Lange L in z-Richtung. Die Kraft auf dieses Stiick ist dann

K=- j{de =— j{p(Ldy, —Ldz). (11.6.28)

c

Fur eine isentrope inkompressible Potentialstromung ohne duRere Kréafte lautet die Bernoulli-
Gleichung

pe = ng +p = const. = gvzo + Poos (11.6.29)
wobei die Konstante unabhéngig von der Stromlinie ist. Damit haben wir dann
1
sz = — j[pLdy = —pe]{dy + g j{(vi + vz)dy, (11.6.30)
1 P
ZKy = épde = pefidm ~3 j{(vi + v2)da. (11.6.31)

Die ersten Integrale verschwinden, da langs einer geschlossenen Kurve integriert wird: § dz =
¢.dy = 0. Wir definieren nun die komplexe Kraft

7 = %(Ky FiK,) = —g j{(vi +02)(dw — idy). (11.6.32)

Cc

Auf der Oberflache, die eine Stromlinie ist, ist 0 = dy = v,dy — v,dz und somit

7{21'(% — vy (v dy — vydz) = 0. (11.6.33)

C

5Wie diese Zirkulation tatsachlich entsteht, kann man nur durch eine Diskussion von zéhen Fliissigkeiten verste-
hen!
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Addieren wir dies zum Ausdruck (11.6.32), so folgt
7 = —g f{(vi — 2iv,v, — v))(dz 4 idy) = —g j{(w'(z)f dz. (11.6.34)

Aus der Entwicklung (11.6.22) folgt

2 _ 2
(w'(2))” = ag . > (11.6.35)

und deshalb mit dem Residuensatz

7{ (w'(2))* dz = 2mi2a0a; = 2aoT. (11.6.36)
Deshalb ist

Z = —pal’ = —pI'(v{™ — iv{™) (11.6.37)
und somit

K, = pLT'v{™, K, = —pLTv{™). (11.6.38)

Dieses Resultat ist als Kutta-Joukowski’sche Auftriebsformel bekannt und spielt eine wichtige
Rolle beim Flugzeugbau, hydraulischen Maschine etc.

Durch eine analoge Rechnung kann man auch das Drehmoment bestimmen. Es ist gegeben durch

M= —g Rej{(zw’(z))2 dz. (11.6.39)

c

Die Ergebnisse (11.6.38) und (11.6.39) bezeichnet man auch als Blasius’sche Formeln.

Wir wollen nun diese Ergebnisse diskutieren. Wahlen wir die z-Richtung so, daR die Stromung
im Unendlichen parallel zu ihr verlauft, d.h. v, = (vg(;’o),o). Dann ist offensichtlich K, = 0.
Dies ist sehr tberraschend. Es bedeutet, dal} eine Stromung auf ein Hindernis nur eine Kraft
ausubt, die quer zur Stromrichtung im Unendlichen zeigt (Querkraft). Hieraus folgt z.B., dal? ein
FluR auf einen Briickenpfeiler keine Kraft in Stromrichtung ausibt. Eine Kraft senkrecht dazu
wird auch nur dann ausgetiibt, wenn die Zirkulation nicht verschwindet. Diese tberraschenden
Ergebnisse bezeichnet man als d’Alembert’sches Paradoxon. In der Praxis wird nahe am Hin-
dernis die Reibung wichtig. Diese fuhrt zur Wirbelbildung, weshalb wir es nicht mehr mit einer
Potentialstromung zu tun haben’. l.a. ist eine Stromung um einen beliebigen Korper keine wirk-
liche Potentialstromung. Die Ausnahme bilden die sog. stromlinienformigen Korper.

Die bisherigen Ergebnisse wurden unter der Annahme erzielt, daR wir eine Potentialstrémung betrachten. Das
dem wirklich so ist, haben wir nicht begriindet!
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11.6.3 Stromung um einen Kreiszylinder

Wir betrachten eine unbegrenzte inkompressible Flissigkeit, die sich in z-Richtung mit konstan-
ter Geschwindigkeit v, = v bewegt. In dieses Geschwindigkeitsfeld setzen wir einen Kreiszy-
linder. Die Stromung wird sich asymptotisch (» — oo) nicht verandern, aber in der Ndhe des
Hindernisses stark gestort sein. Dies wollen wir im folgenden unter der Annahme berechnen,
daf3 es sich um eine Potentialstromung handelt.

Wir suchen daher ein komplexes Potential w(z) = ¢ + i mit z = = + iy = re', das ho-
lomorph ist. Gleichzeitig mul3 es gewisse Randbedingungen erfillen. Die Normalkomponente
der Geschwindigkeit an der Zylinderoberflache muR® verschwinden. Dies bedeutet, dal} die Ge-
schwindigkeit dort tangential gerichtet ist und somit die Oberfldche » = R des Zylinders eine
Stromlinie ist. Deshalb ist v|,—r = const.. AuRerdem soll fiir » > R eine ungestorte Translati-
onsstromung mit der Geschwindigkeit (v, 0) vorliegen. Somit ist (siehe Kap. 11.6.2

o0

w(z) = aoz—l—allnz—z

n=2

Qn

mit ap = v, UNd a; = % Wir missen nun noch die Koeffizienten a,, fir n > 2 bestimmen.
Dazu spalten wir sie in Real- und Imaginarteil auf: a,, =: ¢,, + ib,,. Dann haben wir:

Vl=p = Im(w(2))|=r

= vRsing — 2£ nRy 2S0Y i cusin(n —1)p = by cos(n — 1)g
m
3

R 2 DR 2 (- DR
(11.6.41)

Dabei haben wir den n = 2-Term der ersten Summe explizit hervorgehoben. Da di)|,—r = 0 ist,
muB v|,— g unabhéngig von ¢ sein. Somit folgt

b, =0 flurn>2,
cp =0 firn >3, (11.6.42)

Cy = —Us R?

und daher ist das komplexe Potential gegeben durch

T 2
w(z) = - Inz 4 veo (z + %) : (11.6.43)

™

Fir die Stromlinien ¢» = const. folgt hieraus

r . R?
v =Im(w(z)) = o In7 + veorsin (1 - F)
2 2 R
= —% ln(z +y ) + V0¥ (1 - m) (11.6.44)
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und fir die Aquipotentiallinien ¢ = const.

¢ =Re(w(z)) = L + Voo COS 1+£2
— - 271_()0 oo 90 T2
r Y R?
= o arctan - + Voo <1 + R y2> . (11.6.45)
Die komplexe Geschwindigkeit ist schlieBlich
r R?
/ o 3 - - v
w'(2) = vy — dvy Srin + Voo (1 o ) : (11.6.46)

Die Nullstellen der komplexen Geschwindigkeit w’(z) heiRen Staupunkte:

r r o\’
Zijg = T1je T Y12 = — + \/R2 — ( ) . (11.6.47)

4T Vs 4TVs

Ist die Wurzel reell, so ist |z;| = |22 = R, d.h. die Staupunkte liegen auf dem Zylinder. Mit
2172 = Re'#1/2 gilt dabei

r r o\’
singolzsingo2:47TRU , cosgolz—cosgogz\/l— (47TRU ) . (11.6.48)

Dann kann man drei Félle unterscheiden.

Verschwindet die Zirkulation (I" = 0), dann liegen die Staupunkte auf der z-Achse. Die Stromung
um das Hindernis ist symmetrisch (siehe Abb. 11.6.1a).

Bei kleiner Zirkulation I' # 0 ndhern sich die Staupunkte an, bleiben aber auf der Zylindero-
berflaiche (Abb. 11.6.1b). Die Anndherung erfolgt, je nach Vorzeichen von I", oben oder unten
herum. Man beachte, dal sich die Richtung der Geschwindigkeit in den Staupunkten umkehrt.
Dies geschieht aber stetig, da gleichzeitig der Betrag der Geschwindigkeit verschwindet.

Bei [' = 47 Rv,, fallen die Staupunkte schlieBlich zusammen (Abb. 11.6.1c). In allen drei Féllen,
die in Abb. 11.6.1 dargestellt sind, ist die Geschwindigkeit oberhalb des Hindernisses grofer als
Uso UNd unterhalb kleiner.

Fir |I'| > 47 Rv,, sind die Staupunkte durch

r r \?
p— ) - 2
ap =i | e + \/ ( 4moo) R (11.6.49)

gegeben und liegen daher nicht mehr auf dem Zylinder. Entweder ist |z1| < R, |z2| > R oder
|z1] > R, |22| < R. Es gibt daher nur einen echten Staupunkt, der andere liegt im Inneren des
Zylinders. Es lassen sich dann drei Bereiche der Stromung unterscheiden (siehe Abb. 11.6.1d).
Nahe am Zylinder zirkuliert die Stromung um das Hindernis. Oberhalb der Stromlinien, die durch
den Staupunkt verlaufen, flief3t die Strdomung oben am Zylinder vorbei, unterhalb unten herum.
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Abbildung 11.6.1: Stromlinienbild eines umstromten Kreiszylinders fiir (von oben nach unten)
verschwindende Zirkulation I' = 0, kleine Zirkulation, I' = —47 Rv,, und grofRe Zirkulation
[' = —6m Rv.. Gezeigt ist jeweils das Verhalten fir I' < 0. Fir I" > 0 mufR man die Bilder an
der z-Achse spiegeln. z; ;, bezeichnet die Lage der Staupunkte.
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konform

konform

Abbildung 11.6.2: Konforme Abbildungen sind winkeltreu.

Wir kdénnen auch den Druck auf die Zylinderoberflache bestimmen. Nach der Bernoulli’schen

Gleichung ist e, := pes = % +p = const. = % + Poo = €so. SOmit folgt flir den Druck

2
; r
D= € — % = €oo — g(vﬁ—l—v;) = €oo — g }w'(Re“P)‘2 = ey — g (voosingp— )
(11.6.50)

Die Querkraft auf ein Teilstlick der Lénge L ist K, = —puv.,I'L ist zu der Seite gerichtet, auf der
die Richtung der urspriinglichen Translationsstromung mit der der Zirkulation Gibereinstimmt.

11.6.4 Ebene Stromung um beliebige Profile

Zur Untersuchung ebener Stromung um beliebig geformte Profile konnen wir wieder Gebrauch
von den schlagkraftigen Methoden der Funktionentheorie machen. Besonders niitzlich sind die
sog. konformen Abbildungen. Ganz allgemein bezeichnet man so differenzierbare Abbildungen,
die Uberall winkeltreu und orientierungserhaltend sind. Insbesondere enthalten sie keine Sche-
rungskomponente (siehe Abb. 11.6.2). In zwei Dimensionen ist die Klasse der konformen Abbil-
dungen besonders grof3, denn jede komplex-differenzierbare Funktion mit f’(z) # 0 ist konform.

Jeder konforme Abbildung der w-Ebene, die durch Real- und Imaginarteil ¢ und ) des komple-
xen Potentials definiert wird, auf die z-Ebene entspricht eine Potentialstromung in der z-Ebene.
Wir haben ja friiher schon gesehen, daB die Aquipotential- und Stromlinie orthogonal sind, genau
so wie die Koordinatenlinie x = const. und y = const. Einem Stromfaden in der z-Ebene, der
durch benachbarte Stromlinien 1) = const. gebildet wird, entspricht in der w-Ebene ein Streifen
parallel zur ¢-Achse (siehe Abb. 11.6.3). Eine stationdre ebene Potentialstromung zwischen zwei
Wanden in der z-Ebene kann daher auf eine konforme Abbildung f(z) zurtickgefihrt werden.
Man sucht eine Funktion w = f(z), die achsenparallele Streifen in der w-Ebene (also eine Paral-
lelstrdmung in der w-Ebene) auf das gegebene Gebiet zwischen den Wéanden, die die Grenzlinien
bilden, in der z-Ebene abbildet.

Allgemein gilt sogar: Kennt man eine ebene Potentialstromung in einem Gebiet, so auch in allen
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y Y

Abbildung 11.6.3: Ein Stromfaden in der z-Ebene wird konform auf einen Streifen in der w-Ebene
abgebildet.

anderen Gebieten, die sich auf dieses konform abbilden lassen Die Stromung um einen beliebig
geformten Zylinder 18Rt sich z.B. immer auf den Kreiszylinder aus Abschnitt 11.6.3 zurtickfihren.
Hinter dieser Aussage steckt der sog. Riemann’sche Abbildungssatz. Dieser besagt, dal3 sich je-
des einfach-zusammenhéngende Gebiet konform auf die Kreisscheibe {z € C/|z| < 1} abbilden
laRt.
Ist u = u(z) die konforme Abbildung, die einen beliebig geformten Zylinder (in der z-Ebene)
auf den Kreiszylinder (in der u-Ebene) abbildet, so ist das komplexe Potential fir die Strdomung
gegeben durch

w(z) = w(u(z)), (11.6.51)

wobei w(z) das in Kap. 11.6.3 berechnete Potential flr die Stromung um den Kreiszylinder ist.
Die komplexe Geschwindigkeit ist dann
. dw ,du
— T —w = 11.6.52
== (11.6.52)
Zu beachten ist noch, dal} die Geschwindigkeit im Unendlichen fiir beide Probleme gleich sein
soll, d.h. lim, o 2 = 1.

11.6.5 Widerstandskraft bei Potentialstromungen

Wir betrachten nun einen festen Korper, der sich durch eine ruhende inkompressible Flissig-
keit bewegt. Dies konnen wir z.B. durch Transformation auf ein Koordinatensystem erreichen,
in dem die Flussigkeit im Unendlichen ruht. Die Strémung muf dabei nicht unbedingt eben
sein. Wir wollen aber eine Potentialstromung betrachten, d.h. das Geschwindigkeitspotential ist
durch die Laplace-Gleichung A¢ = 0 und die Randbedingung v(r — oo) = 0 bestimmt. Dies
genugt, um die Geschwindigkeitsverteilung zu einem festen Zeitpunkt in grofRer Entfernung vom
umstromten Korper zu bestimmen.

Allgemein sind die Lésungen der Laplace-Gleichung % und Ableitungen hiervon. Somit hat das
Potential die Struktur

¢:—%+A-V%+---, (11.6.53)

wobei die nicht explizit angegebenen Terme hohere Ableitung von % enthalten.
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Zunéchst tiberlegen wir uns, daB a = 0 sein muB. Fir ¢ = —% ist v = %. Der FlUssigkeitsstrom

Jr durch eine Kugel vom Radius R ist in diesem Falle, da die Geschwindigkeit an Kugelober-
flache gerade - ist, gegeben durch

a
Jr = ,Oﬁ47TR2 = 4mpa. (11.6.54)
Dies kennen wir aus der Elektrodynamik und entspricht dem Fluf? einer Punktladung bei » = 0.
Andererseits ist die betrachtete Flussigkeit inkompressibel, d.h. der Strom durch jede geschlos-
sene Flache ist auf Grund des Gaul3’schen Satzes Null. Somit muf3 in Gleichung 11.6.54 ¢ = 0
sein. Damit ist unser Geschwindigkeitspotential in fiihrender Ordnung durch

¢:A.v1:—Af (11.6.55)
T T
gegeben, mit dem zugehdrigen Geschwindigkeitsfeld
A-t)r—A
v=v¢:%_%§__, (11.6.56)

das also fiir groBe Abstande wie »—3 abfallt. A ist dabei abhédngig von der Form des Kdrpers und
seiner Geschwindigkeit u. Zu seiner Bestimmung ist allerdings i.a. die vollstadndige LOsung des
Problems erforderlich.
Im folgenden wollen wir die wirkende Kraft iber eine energetische Betrachtung bestimmen.
Da die innere Energie einer inkompressiblen Flissigkeit konstant ist, gentigt es, die kinetische
Energie

p

E:—/ v2dV (11.6.57)
2 Jnw

zu betrachten. Dabei ist das Integral Gber den AuRenraum V' \ V; des Korpers (Molumen V4) zu
bilden. Zur Berechnung der kinetischen Energie betrachten wir eine grof’e Kugel vom Radius R
um den Korper (siehe Abb. 11.6.4). Dann ist die kinetische Energie in dieser Kugel

Ep = 8/ V2V = B/ u?dV + P / (v+u):(v—u)dV. (11.6.58)
2 v V\Vo 2 nw

Da die Geschwindigkeit u des Korpers konstant ist, konnen wir das erste Integral leicht aus-
werten. Das zweite Integral werden wir in ein Oberflachenintegral umwandeln. Dazu verwenden
wirv+u = V(¢ +u-r). Aulerdemist V - u = 0, da u konstant, und V - v = 0 wegen der
Inkompressibilitat. Deshalb ist (v 4+u) - (v —u) = V- ((¢ + u - r)(v — u)) und somit nach dem
Gauld’schen Satz

Er =

N

(VR—VO)—i—'(—)j{ (¢p+u-r)(v—u)-dF. (11.6.59)
2 Sr+So

Dabei ist Sk bzw. S, die Oberflache der Kugel bzw. des Korpers. Das Integral tber S, ver-
schwindet nun, da auf der Oberflache des umstromten Korpers die Normalkomponenten von v
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Abbildung 11.6.4: Zur Berechnung der kinetischen Energie einer Fllssigkeit um einen bewegten
Korper.

und u gleich sein missen. Daher ist dort (v — u) - dF = 0. Auf der Kugeloberflache haben wir
dF = 1t R%d). Somit ergibt sich fir R — oo bis auf Terme, die in diesem Limes verschwinden:
ER:g%rW@+§/(%Afmyﬁ—ﬁyﬂ%ﬂd9+mUR) (11.6.60)
Sr
Das Integral kann nun explizit ausgewertet werden und man erhalt fir die gesamte kinetische
Energie
_ _P 2
E=Fp .= 3 (47rA ‘u—Vou?) . (11.6.61)

Da die Laplace-Gleichung und die Randbedingungen linear in ¢ und u sind, muf auch A eine
lineare Funktion der Komponenten von u sein. Daher 148t sich E darstellen als®

1
E= oMk Uk (11.6.62)

mit dem konstanten symmetrischen Tensor m;, der auch als Tensor der zusatzlichen Masse
bezeichnet wird. Dieser tritt auch in der Darstellung des Impulses P auf. Multipliziert man dP =
Fdt mit u, so ist dE = u - dP gerade die Arbeit, die die Kraft F' auf dem Weg udt leistet. Daher
haben wir

Hieraus ergibt sich explizit
P = 4npA — pVpu. (11.6.64)

Pro Zeiteinheit wird der Impuls £ auf die Flussigkeit ibertragen. Dies entspricht der Reaktion
—F der Flussigkeit, so dal? sich fur die Kraft F, die auf den Kdrper wirkt, ergibt

F=——1. 11.6.65
o ( )

Die Kraftkomppnente parallel zu u bezeichnet man als Widerstandskraft, die senkrecht zu u als
Auftrieb oder Auftriebskraft.

8Wir verwenden wieder die Summationskonvention!
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Diese Ergebnisse kdnnen wir nun folgendermafen interpretieren. Wéare um einen Korper, der
sich in einer idealen Flussigkeit gleichformig mit der Geschwindigkeit u bewegt, eine Potential-
stromung moglich (wie in obiger Rechnung vorausgesetzt), dann wére P konstant (da u konstant)
und somit F = P = 0. Die Druckkréfte auf die Oberflache kompensieren sich also. Dies ist eine
andere Form des d’Alembert’schen Paradoxons.

Andererseits, ware F # 0, so miRte eine duBere Quelle ununterbrochen Arbeit leisten, um die
Stromung aufrecht zu erhalten. Diese Arbeit miiBte dann entweder dissipiert oder in kinetische
Energie umgewandelt werden. Ersteres ist in einer idealen Flussigkeit nicht moglich. Die zweite
Maoglichkeit ist ausgeschlossen, weil es wegen v(r — oo) — 0 keinen Energiestrom im Unend-
lichen gibt.

AbschlieBend sei noch darauf hingewiesen, daR die Betrachtungen in diesem Abschnitt nur fir
unbegrenzte Flussigkeiten gelten. Hat die Flissigkeit eine freie Oberflache, so gibt es einen
zusatzlichen Widerstand fuir Bewegungen parallel zur Oberflache, den man Wellenwiderstand be-
zeichnet. Man mufR beriicksichtigen, daR Wellen Energie ins Unendliche transportieren kdnnen.
Bevor wir dieses Problem genauer untersuchen, wollen wir uns zun&chst allgemein mit Wellen
in idealen Flussigkeiten beschaftigen.

1.7 Wellen in idealen FlUssigkeiten

Im folgenden betrachten wir Flussigkeiten, die nicht in alle Richtungen unendlich ausgedehnt
oder durch eine Wand begrenzt sind. Diese Flussigkeiten haben daher eine freie Oberflache, die
im Gleichgewicht eben ist. Durch Storungen kdnnen allerdings Wellen entstehen, die sich an
der Oberflache ausbreiten. Im folgender werden wir das Koordinatensystem so wahlen, daR die
z-Richtung senkrecht zur Oberflache ist, die im Gleichgewicht bei z = 0 liegt.

11.7.1 Schwerewellen

Als erstes Beispiel untersuchen wir Schwerewellen, die wesentlich durch die Gravitation beein-
fluBt werden. Sie entstehen hauptséachlich an der Oberflache und erfassen innere Schichten mit
zunehmender Tiefe immer weniger.

Im folgenden wollen wir annehmen, dal} die Geschwindigkeiten so klein sind, daf}

’aa—;' > |(v- V)v| (11.7.1)

ist. Um ein Geflihl dazu bekommen, wann dies gultig ist, hilft eine einfache Abschétzung. Fir
eine Welle mit Schwingungsamplitude « und Schwingsdauer 7 ist die typische Geschwindigkeit
v ~ 2. Die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit ist dann von der GréRenordnung 2 und die
raumliche Anderung von der GréRenordnung 1. Hierbei ist \ die Wellenange. All dies macht
man sich klar fiir den speziellen Fall f(xz,¢) = asin(3Tz — 25t). Die Bedingung (11.7.1) ist dann

A
erfullt, falls
1 ra\2 a 1
(= —. = d.h. . 11.7.2
A <T> < T T @< ( )
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Mit anderen Worten: Wir betrachten im folgenden den Fall, bei dem die Wellenlénge viel grofer
als die Amplitude der Schwingung ist.
Die Euler-Gleichung hat daher fiir eine inkompressible Flussigkeit (p = const.) die Form

ov

o P
> V(g +p>. (11.7.3)

Hieraus lesen wir ab, dal es sich um eine Potentialstromung mit dem Geschwindigkeitspotential
¢ handelt, das durch %2 = —(gz + 2) bestimmt ist. Der Druck ist daher gegeben durch

25
p=—pgz — @—fp. (11.7.4)

Der Druck p, an der Oberflache sei konstant. Dann kénnen wir zu dem Potential
6=+ (11.7.5)
P

ubergehen, dal das gleiche Geschwindigkeitsfeld generiert. Damit nimmt die Randbedingung
p|OberfI'ache = po die Form

)
gz + — =0 (11.7.6)
( ot Oberflache
an. Parametrisieren wir die Oberflache durch ((z, y), so lautet diese Bedingung
g¢ + (3) =0. (11.7.7)
o).

Fir Wellen mit kleiner Amplitude ist ¢ klein und die Vertikalkomponente v, = % der Geschwin-
digkeit ist gerade v, = %%. Somit ist

90\ o
<5>z-< =% (11.7.8)

In der hier betrachteten N&herung kénnen wir die Auswertung bei z = 0 statt bei z = ¢ vorneh-
men. Damit ergibt sich aus (11.7.7) durch Differenzieren nach ¢ die folgende Randbedingung fiir
die Ausbreitung von Schwerewellen an der freien Flissigkeitsoberflache:

o6 1%\
(5 i 5@)“ 0. (11.7.9)

Als konkretes Beispiel wollen wir eine Welle betrachten, die sich in z-Richtung fortpflanzt und
die in y-Richtung homogen ist. Wir machen den Ansatz

o(r,t) = f(2) cos(kx — wt) (1.7.10)
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mit der Wellenldnge \ = 2% Da ¢ der Laplace-Gleichung geniigt, folgt

d*f
] — k2 f=0 (1.7.11)
und somit
f(2) = Ae™ + Be ™=, (11.7.12)

Damit die L6sung nicht mit zunehmender Tiefe unbeschréankt anwéchst, muR B = 0 sein® und
wir erhalten als Losung
p(r,t) = Aer* cos(kx — wt). (1.7.13)

Die Randbedingung (11.7.9) liefert
w2
0= (k: — ?> Acos(kxr — wt) (1.7.14)

woraus wir die Dispersionsbeziehung von Schwerewellen ablesen konnen:
w? = kg. (1.7.15)

Im Gegensatz zu elektromagnetischen Wellen ist also w oc vk statt w o k.
Fur die Geschwindigkeit ergibt sich

v, = — Ak sin(kx — wt), v, = —Ake" cos(kz — wt), (11.7.16)

die also exponentiell mit der Tiefe abnimmt. Betrachten wir einen festen Raumpunkt, so dreht
sich dort der Geschwindigkeitsvektor gleichférmig in der = — z-Ebene, wobei der Betrag v =
V2 + v2 = AkeF* konstant ist.

Zum AbschluB betrachten wir noch die Bahnkurven von Flissigkeitselementen. Dazu verfolgen
wir ein Element, dessen Gleichgewichtslage (zur Zeit t = 0) bei zq, 2, liegt. Bezeichnen wir
die Koordinaten zu spateren Zeiten mit z(¢), z(¢), so ist die Geschwindigkeit 7, = 4, 7, = £,
Fur kleine Auslenkungen kénnen wir das Ergebnis (11.7.16) verwenden und dort naherungsweise
z(t) = To und z(t) = Z, setzen:

Uy ~ —Ake™ sin(kzy — wt), v, = —Ake™ cos(kZo — wt). (1.7.17)

Durch Integration erhalten wir die Bahnkurve
, k..
T — Zo ~ —Ake"™ cos(kzy — wt), Z— 72y = —A—e" sin(kzy — wt). (1.7.18)
w

Die Flissigkeitselemente beschreiben also Kreise um (z, zy) vom Radius Afe’%, der exponen-
tiell mit der Tiefe abnimmt (siehe Abb. 11.7.1).

Fur reale Wasserwellen ist i.a. die Amplitude nicht sehr viel kleiner als die Wellenldnge. Die
Bahnen der Flissigkeitselemente sind dann nicht mehr geschlossen und es gibt einen (geringen)
Massentransport an der Oberflache.

%In Aufgabe 8 wird der Fall einer endlichen Wassertiefe untersucht.
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Abbildung 11.7.1: In einer Schwerewelle kleiner Amplitude bewegen sich die Flussigkeitsele-
mente auf Kreisbahnen, deren Radius mit zunehmender Tiefe exponentiell abnimmt.

11.7.2 Ringwellen

Wir betrachten nun die Wellen, die durch einen (punktférmigen) Korper erzeugt werden, der
periodisch mit Frequenz w bei r = 0 in die Flussigkeit getaucht wird. Das Geschwindigkeitspo-
tential erfillt die Laplace-Gleichung, die in Zylinderkoordinaten lautet

0? 10 1 02 0?
0, 100 1% 0%

VTR e P e T o

(11.7.19)

und die Randbedingung (11.7.9) mit ¢ = 0. Wir machen den in komplexer Darstellung den Sepa-
rationsansatz

o(r) = h(r)f(z)e ™" (11.7.20)

Betrachtet man dann %, so folgt
1 /0*h  10h 10%f
- - S — 11.7.21
h(8r2+7’8r>+f822 0 ( )

Da der erste Summand nur von r, der zweite aber nur von z abhéngt, missen beide konstant sein:

1 (a% 18h) 10%f

h

_—— ) = = (. 11.7.22
8?“2+?“8r o H ( )

foz2
Die zweite Gleichung kann leicht integriert werden:
f(2) = AeV#* 4 Be VFZ, (11.7.23)

Dabei muR die Separationskonstante nicht-negativ sein, damit /u reell ist. Ansonsten wiirde
eine Ldsung vorliegen, bei der sich periodische Bewegungen an der Oberflache periodisch mit
der Tiefe wiederholen. Diese Losung ware unphysikalisch. Daher konnen wir p =: k% schreiben
und erhalten

f(z) = Ae*?, (11.7.24)

da aus dem gleichen Grund wie in Kap. 11.7.1 B = 0 sein muf.
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Nach der Reskalierung £ := kr folgt nun aus der Gleichung fur die Funktion i

0?h  10h
— +-—+h=0. 11.7.25
7€ + £ ¢ + 0 ( )
Dies ist ein Spezialfall der Bessel’schen Differentialgleichung
d*h 1dh v
— - 1——=)h= 11.7.26
dz? * zdz + ( 22> 0 ( )

mit dem reellen Parameter v. Die Losungen, die flir unseren Fall in Betracht kommen, sind die
sog. Hankel-Funktionen A", H{?:

h(r)=CH" + DH{ (11.7.27)
Fir kr > 1 ist

2 ‘ ‘ , ‘
gb(r) ~ A _ekz—mr/él (C«ez(kr—wt) + Dewr/Q—z(kr—‘rwt)) ) (“728)

wkr
Der erste Term in der Klammer beschreibt eine auslaufende, der zweite eine einlaufende Welle.
Auf Grund der Problemstellung ist deshalb klar, dall D = 0 sein muf}, damit der einlaufende

Anteil verschwindet. Daher hat unsere Ldsung die Asymptotik

ekz

P(r) ~ Eﬁei(k"_“’” (11.7.29)
mit
w? = kg, (11.7.30)
was aus der Randbedingung folgt. Asymptotisch sieht die Ringwelle &hnlich aus wie die Schwe-
rewelle aus Abschnitt 11.7.1, allerdings féllt die Amplitude ab wie 1//r.

11.7.3 Lange Schwerewellen

Wir betrachten nun Wellen, deren Amplitude nach wie vor klein sein soll. Im Gegensatz zu
den vorigen Abschnitten betrachten wir jetzt den entgegengesetzten Grenzfall bei dem die Wel-
lendnge viel groler als die Flussigkeitstiefe ist.

Zunachst wollen wir ein Kanal mit beliebigem (evtl. verdnderlichem) Querschnitt betrachten,
der in xz-Richtung verlduft. Seine Breite sei viel kleiner als die Wellenldnge. Die Querschnitts-
flache der Flussigkeit senkrecht zur z-Achse bezeichnen wir mit S(x,t). Die Zeitabhéngigkeit
beriicksichtigt, dal’ sich der Querschnitt bei Anwesenheit einer Welle zeitlich &ndern kann.

Da sich die Flissigkeit langs des Kanals bewegt, verlaufen die Wellen longitudinal. Wir wollen
daher annehmen, daB fiir die Geschwindigkeit gilt: v := v, > v, v,. Die Euler-Gleichung lautet
dann, wenn man die quadratischen Terme weglaft,

ov _18p 1@_

— —_-F - = —q. 11.7.31
ot pOx’ p 0z 9 (1.7.31)
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An einer freien Oberfache (bei z = () herrscht der Druck p(z = ¢) = po. Somit folgt aus der
zweiten Gleichung p = py + gp(¢ — =) und daher

ov oC

— = —g—. 11.7.32

ot = Jox (11.7.32)
Wir leiten nun eine geeignete Form der Kontinuitatsgleichung zwischen zwei Querschnitten im
Abstand dzx her. Das in diesen Bereich einstromende Flussigkeitsvolumen ist (Sv), 4., das aus-
stromende Volumen (Sw)... Hier sei daran erinnert, daf die Flissigkeit in +z-Richtung flieft und
v = v, ist. Die Anderung des Flussigkeitsvolumens zwischen den Querschnitten bei = und =+ dx

ist daher o(50)
v
(Sv)awrd:v - (Sv>w = Oz

Auf Grund der Inkompressibilitat der Flussigkeit muR diese Volumenanderung mit einer Ande-
rung des Flissigkeitsspiegels einher gehen. Da die Anderung des Volumens pro Zeiteinheit ge-
rade 22 dx ist, folgt

da. (11.7.33)

9s , 9(Sv)
oder, in Form einer Kontinuitétsgleichung
0S  0(Sv)
— =0. 11.7.
ot + ox 0 (1735

Wir bezeichnen nun mit S, den Gleichgewichtsquerschnitt (ohne Welle) und mit S’ die durch die
Welle verursachte Anderung, d.h. S = S, + S’. Wir hatten angenommen, daR die Wellenampli-
tude klein ist. Dann konnen wir schreiben S’ = b¢, wobei b die Breite des Kanals in Héhe der
Flussigkeitsoberflache ist. Dann folgt aus der Kontinuitatsgleichung

8C 8(501))
— =0. 1.7.
bat + o 0 (11.7.36)
Differenzieren wir diese Gleichung noch einmal nach der Zeit ¢, so ergibt sich mit (11.7.32)
*C g0 a¢
i B — | =0. 11.7.37
ot2  box (50851:> 0 ( )
Ist der Kanalquerschnitt unabhéngig von x, so erhalten wir die Wellengleichung
¢ gy 0%¢
— —=——=0. 11.7.38
ot? b O0x? 0 ( )

Hieraus kdnnen wir die Ausbreitungsgeschwindigkeit von langen Schwerewellen ablesen:

U= ,/9—;%. (11.7.39)

Diese hangt also nicht von der genauen Form des Kanals ab, sondern nur von seiner Querschnitts-
flache und der Breite an der Oberflache.
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Als zweites Beispiel betrachten wir nun lange Schwerewellen in einem grof3en Becken, das wir
als unbegrenzt in der x — y-Ebene annehmen. In diesem Fall ist nur v, Kklein. Eine analoge
Argumentation wie fiir den Kanal ergibt die Euler-Gleichung in der Form

v, % - 8?@ 6{’ B

und die Kontinuitatsgleichung
oh  O(hvg)  O(hvy,)
5t T 5 0. (11.7.41)

Dabei ist h = hy + ( die Tiefe und h, die Gleichgewichtstiefe, so dal

% 4 a(hgvx) 4 8(hol)y>

5 o 5y =0 (11.7.42)

Wir differenzieren wieder nach der Zeit ¢ und erhalten nun die zweidimensionale Wellenglei-
chung
0*C 0*¢ 0%

Hieraus lesen wir die Ausbreitungsgeschwindigkeit

U = /gho (11.7.44)

ab. Wie wir das von einer Schwerewelle erwarten, tritt die Gravitationskonstante ¢ auf. Ansonsten
hangt die Geschwindigkeit in der hier betrachteten Naherung nur von der Flussigkeitstiefe h, ab.
Man beachte, dal’ das Ergebnis (11.7.39) fiir den Kanal in fiir einen rechteckigen Kanal der Tiefe
hg in (11.7.44) Gbergeht.

11.7.4 Schallwellen

Fur die Ausbreitung von Schallwellen ist die Kompressibilitat wesentlich. Auch die Viskositat
spielt eine Rolle. Deren EinfluR werden wir aber erst spater im Rahmen der Navier-Stokes-
Gleichung genauer studieren kdnnen.

Bei Schallwellen ist die Geschwindigkeit v klein gegen ihre raumlichen und zeitlichen Anderun-
gen. Wir kdnnen daher v gegen %—j und V - v vernachldssigen. Ebenso ist

0
(v V)v] < 'a—:‘, |v-Vp| < p|V-v|, (11.7.45)

womit Euler- und Kontinuitétsgleichungen linear werden:

ov 1 ap
_ 1 Vv 11.7.4
5 pr, 9 pV v ( 6)
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Zur weiteren Untersuchung bendétigen wir den Zusammenhang zwischen Druck und Dichte. Wir
nehmen an, daf die Dichte nicht allzu stark um ihren Gleichgewichtswert po, schwankt. Dann
konnen wir entwickeln:

p=po(l+k(p—po)) (11.7.47)

mit der (konstanten) Kompressibilitdt ~ und dem Gleichgewichtswert p, des Druckes. Aus der
Entwicklung ergibt sich
1
Vp=—>Vp. (11.7.48)
KPo
Mit der Abkiirzung o := In p kdnnen wir unser lineares Gleichungssystem (11.7.46) auch schrei-
ben als

ov 1 do
= — =_V- 11.7.49
ot KPo Vo, ot vy ( )
und, nach einer Zeitableitung,
0*v 1 d%c 1

Aus der ersten Gleichung in (11.7.49) folgt %rot v = 0. Entsteht das Geschwindigkeitsfeld aus
der Ruhe heraus (rot v(t = 0) = 0), so ist es zu allen Zeiten wirbelfrei und wir haben nach einer
bekannten Identitdt der Vektoranalysis V(V - v) = Av. Damit erfiillen alle Komponenten der
Geschwindigkeit v und die logarithmische Dichte o eine Wellengleichung der Form

0*f 1

ZJ_ - A — 11.7.51
5 =N (= ven0) (11.7.51)
Damit ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢, also die Schallgeschwindigkeit, der Wellen durch
2o b (11.7.52)

Kpo

gegeben. Aus (11.7.46) folgt, dal3 auch das Geschwindigkeitspotential ¢ die Gleichung (I1.7.51)
erflllt.

Im folgenden wollen wir kurz einige spezielle Losungen der Wellengleichung genauer untersu-
chen.

Kugelformige Schallwellen

Bei der Abstrahlung von einer punktférmigen Quellen entstehen Kugelwellen. Damitist ¢(r, ¢) =
¢(r, t) etc. Die Wellengleichung (11.7.51) nimmt in Kugelkoordinaten die Form

0 _ 1%

57 = 5 op (11.7.53)

an, mit ¢ := r¢. Diese Gleichung hat die allgemeine Losung

o(r,t) = éf(r —ct) + gg(r + ct) (11.7.54)
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Verdinnungen
Abbildung 11.7.2: Eine Schallwelle besteht aus raumlichen Verdichtungen und Verdiinnungen.

Die Pfeile zeigen die momentane Bewegungsrichtung der Teilchen.

mit beliebigen zweifach differenzierbaren Funktionen f und g. Der zweite Anteil beschreibt
wieder eine auslaufende Welle, weshalb wir B = 0 wahlen. Fir das Geschwindigkeitsfeld ergibt

sich
v=Vo¢= f‘—a (—f) _—f'(1 /——f>, (11.7.55)
or \ r r 72

was sich weit weg von der Quelle zu v = %f’ vereinfacht. Wir sehen also, dal’ die Geschwindig-
keit v parallel zur Ausbreitungsrichtung r ist. Schallwellen sind also longitudinal und bestehen
aus periodischen Verdichtungen und Verdiinnungen (siehe Abb. 11.7.2.

Ebene Schallwellen

Betrachtet man nur einen kleinen Raumbereich, so sind viele Wellen in guter N@herung als eben
anzusehen. Dies gilt z.B. auch fir Kugelwellen weit weg von der Quelle.
Wir betrachten nun eine ebene Welle, die sich in z-Richtung ausbreitet,

10% 0%
Zor o (117,59
mit der allgemeinen L&sung
oz, t) = flx £ ct). (11.7.57)
Fir die Geschwindigkeit und die logarithmische Dichte folgt (vgl. (11.7.49))
o) , do v
v—%—f, T i 1. (11.7.58)
Nach Integration der zweiten Gleichung haben wir
1
c—op=-f =2 (11.7.59)
C C

Andererseits ist fur kleine Dichtednderungen o — og = In pﬁo =In (1 + %) R~ P;Opo und somit

P — Po
Po

~ 2 (11.7.60)
&
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d.h. die relative Dichtednderung hangt direkt mit der Geschwindigkeit v zusammen.

Betrachten wir speziell eine periodische Welle, z.B. eine kosinusformige, so ist

P — Po
Po

Der Druck ist dann nach Gleichung (11.7.47) gegeben durch

v=f"= Asin(kz — wt), ~ % = ésin(lm — wt) (11.7.61)

A
p— po ~ — sin(kx — wt) = Apgesin(kz — wt). (1.7.62)
KRC
Wir sehen also, dalR Druck- und Dichteschwankungen proportional zur Geschwindigkeit sind,
wie man das fur longitudinale Wellen erwartet.

Schallenergie

AbschlieBend wollen wir die Schallenergie bestimmen. Dazu missen wir die Energiedichte

(11.3.8)
1

e=5p v* 4 peé (11.7.63)

(mit der inneren Energie €) aufteilen in die Energie der ruhenden Flussigkeit und die Schallener-
gie, die in der Schallbewegung steckt.
Im folgenden bezeichnen wir die Anteile, die unabhéngig vom Schall vorliegen, mit py und &,
und die Zusatzenergie bzw. -dichte mit € := € — €, und p’ := p — p,. Die Geschwindigkeit
v brauchen wir nicht aufzuspalten, da die Flussigkeit als Ganzes ruhen soll. Somit ist v alleine
durch den Schall bedingt.
Wir entwickeln nun die Energiedichte bis zur zweiten Ordnung:

dpe)| | p*0*(pe)

£~ poéy + p'—ap + 27

2
4 v (11.7.64)
PO 2

[40]

Der erste Term ¢, := py€y ist die Energiedichte der ruhenden Flissigkeit. Man beachte, dal} der
Term # nicht auftaucht, da er von 3. Ordnung ist.

Die Vorgénge in Schallwellen laufen in guter Naherung adiabatisch ab. Daher sind die Ableitun-
gen bei konstanter Entropie S zu bilden. Es gilt:

ope)\ _ ., P _
( @9)5__ +o=w (11.7.65)

mit der Enthalpie w und deshalb

Car).= (@)= (&), (&) 75 %

Damit nimmt die Energiedichte die Form

—_— (11.7.66)

e=c¢o+ pwg+¢ (11.7.67)
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mit
gi=—p "+ (11.7.68)

(mit wy = w|,,) an.
Wir betrachten nun die Gesamtenergie

E= /5dV = /50dV+/w0p’dV—i—/s’dV = E0+/wop’dV+E’. (11.7.69)

Das Integral [ wqp'dV beinhaltet die Energiednderung durch die Massendnderung in den Fliissig-
keitsvolumina. Da der damit verbundene Energietransport nur im Inneren der Flissigkeit statt-
findet, folgt

/wop'dV = wo/p'dV =0, (1.7.70)

da wo konstant ist und die Gesamtmenge der Flissigkeit unverandert bleibt, d.h. [ pdV =
| podV. Somit ist die Gesamtenergie gegeben durch

E=Ey+E. (11.7.72)

Da E, die Energie der ruhenden Flissigkeit ist, konnen wir E’ als Energie des Schallfeldes,
d.h. als Schallenergie, interpretieren. Somit ist die Energiedichte des Schallfeldes durch (11.7.68)
bestimmt.

Um den zugehdrigen Energiestrom abzuleiten, betrachten wir ein Teilvolumen der Flissigkeit
und den mittleren Energiestrom durch seine Oberflache. Nach (11.3.13) haben wir (bei verschwin-
denden &ulleren Kréaften)

U2
S=p (5 + w) V. (1.7.72)
Diesen Ausdruck entwickeln wir wieder bis zur 2. Ordnung:
S &~ wopv + p'v =: wopv + S, (11.7.73)
wobei w = wy + w’ und, flr kleine Enthalpiednderungen,
/
W = (a_w) p=2 (11.7.74)
op S P
verwendet wurde. Damit lautet die Kontinuitatsgleichung fir die Energie
e O / 8(woﬂl) /
= — .§ == . . ) I.7.7
0 8t+v S 8t+v S—l—( o + V- (wep'v) ( 5)

Der letzte Term verschwindet, da w, konstant ist, auf Grund der Kontinuitatsgleichung fur die
Masse. Damit kdnnen wir

S'=pv (11.7.76)
als Energiestromdichte des Schallfeldes interpretieren und haben die Kontinuitatsgleichung
/
8—5+V«S’:O, (11.7.77)

ot
da die Energiedichte ¢, der ruhenden Flussigkeit zeitlich konstant ist.



Kapitel 111

Zahe Flussigkeiten

Bisher haben wir die Auswirkungen von Energiedissipation auf Stromungen vernachlassigt. Die-
se kann zwei verschiedene Ursachen haben: innere Reibung (Zahigkeit) oder Wéarmeleitung.
Letztere wird auch im folgenden nicht betrachtet und spéter noch genauer untersucht. Im folgen-
den werden wir uns auf den EinfluRR der Zahigkeit beschranken. Sie fuhrt zur Energiedissipation
und hat damit die thermodynamische Irreversibilitat der Stromung zur Folge.

[11.1 Bewegungsgleichung fur zahe Flussigkeiten

Fur ideale Flissigkeiten hatten wir die Euler-Gleichung und die Kontinuitétsgleichung als grund-
legende Beziehungen erkannt. Erstere wird im folgenden zu modifizieren sein um die Auswir-
kungen der Zahigkeit zu berticksichtigen. Die Kontinuitétsgleichung (1.3.6) spiegelt dagegen die
Massenerhaltung wider und bleibt somit auch fiir zahe Flussigkeiten unverandert gultig.
Die Euler-Gleichung muR aber um zusatzliche Glieder erweitert werden, da die mechanische
Bewegung eines Flissigkeitselementes neben den bei idealen Flussigkeiten auftretenden Kréaften
auch von Reibungskraften beeinfluf3t wird.
Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die Euler-Gleichung in der Form

0 OlLjy,

Gl = =5 (11.1.1)

(siehe Gleichung (11.3.20)), wobei wir im folgenden erst einmal annehmen, dal? keine zusatzliche
aulRere Kraft wirkt (f = 0). Der Tensor der Impulsstromdichte

ij = péjk +p VU (|||12)

charakterisiert nur den Impulsstrom fur rein reversible Impulsiibertragungen auf Grund der me-
chanischen Fortbewegung der Flussigkeitselemente und der wirkenden Druckkréfte.

Die Zahigkeit oder innere Reibung bewirkt einen zusatzlichen Impulsiibertrag, der irreversibel
ist. Dieser Ubertrag wirkt von einem Ort groRerer zu einem Ort kleinerer Geschwindigkeit. Dies
erfassen wir durch einen Zusatzterm o7, zum Impulsstrom, so dal

ij = —0jk + P VU (“|13)

63
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mit dem Spannungstensor

Ojk = —p§jk + O';k. (|||14)
Dabei heil3t o7, als zaher Spannungstensor oder Reibungstensor. o ist der Teil des Impuls-
stromes, der nicht mit dem unmittelbaren Transport des Impulses gemeinsam mit der Masse der
bewegten Flissigkeit zusammenhangt. Man beachte, dal evtl. die Definition des Druckes modi-
fiziert werden muR, wenn o7, einen nichtverschwindenden Diagonalanteil o7 besitzt.
Wir wollen nun die allgemeine Gestalt von o7, bestimmen, falls wir es mit einer isotropen
Flussigkeit zu tun haben, in der keine Raumrichtung ausgezeichnet ist. Hierzu macht man sich
zunéchst klar, dal? sich die Zahigkeit nur dann bemerkbar macht, wenn sich verschiedene Fliissig-
keitselemente relativ zueinander bewegen, also z.B. an der Grenzflache zwischen schnelleren und
langsameren Schichten. Somit sollte der Reibungstensor nur von der rdumlichen Anderung 27”2
abhangen. Sind die auftretenden Geschwindigkeitsgradienten nicht zu grof3, so erwartet man fer-
ner, dal o7, nur von den ersten Ableitungen der Geschwindigkeiten abhdngt und in diesen linear
ist. Konstante Terme treten auch nicht auf, da o7, = 0 sein sollte, falls v = 0 ist. Weiterhin sollte
der Reibungstensor verschwinden, falls die Flussigkeit als Ganzes eine gleichférmige Rotation
ausfuhrt. In diesem Fall ist das Geschwindigkeitsfeld durch

V=wXr (1n.1.5)
gegeben. Fir ein solches Feld verschwinden die symmetrischen Ableitungen
Ov;  Ovuy
— 4+ — =0. 111.1.6
oxy, + Ox; ( )

Somit erwarten wir, daB o7, nur von diesen symmetrischen Kombinationen abhangt. Der allge-
meinste Tensor 2. Stufe, der alle obigen Bedingungen erfillt, hat die Gestalt

ov;  Ov, 20y oy
o= —_— = = e 11.1.7
=7 (axk "oz, " 302 ) OOk G (H-1.7)

Man beachte, dal? wir wieder die Summationskonvention benutzen, d.h. iber die Variable [ ist zu
summieren und somit g—; = div v. Die Koeffizienten 7, ¢ heiRen auch Zahigkeitskoeffizienten?.
Sie sind unabhéngig von v, kdnnen aber Funktionen von Druck und Temperatur sein. Da wir eine
isotrope Flissigkeit betrachten wollen, sind die freien Parameter skalare GroRen. Wir werden
spater noch sehen, da , ¢ > 0 sein missen. Die Aufteilung in (111.1.7) wurde so vorgenommen,
dali} die Spur des Anteils in der Klammer verschwindet.

Wegen
0 9  (op D du; O,
S 0w+ (o) = (at 2 k(pvk>)+p(8t o)
ov; (%]
= — 11.1.

wobei der erste Term auf Grund der Kontinuitatsgleichung verschwindet, lautet die Verallgemei-
nerte Euler-Gleichung flir zahe Flussigkeiten

1¢ bezeichnet man auch als zweite Zahigkeit.
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Ovj Ou\_ _9Op O [ [Ov  Ouv O (2 )\
”(at”’faxk)‘ axﬁaxk{”(axﬁaxj o 1\ $737) (11.1.9)

Man beachte, dal} die Zahigkeitskoeffizienten von Druck und Temperatur abhdngen und somit
u.U. auch raumlich variieren kdnnen.

[11.2 Navier-Stokes-Gleichung

Oftmals kdnnen die Z&higkeitskoeffizienten als konstant angesehen werden. Dann gilt

da’y, 0?v; %y, 2 9%y >y
J — J + _ =
Oxy, 0x?  Ox;0xy, 3 0x;0x dx;0x,
D*v; n\ 0 Oy
— =) ——— .21
g a2 (C + 3> Oz Ox;’ ( )

wobei tber den Index & zu summieren ist, und (111.1.9) vereinfacht sich zu

p(g—:Jr(v-V)v) — —Vp+nAv + <g+g> V(V-v). (.22

Diese verallgemeinerte Euler-Gleichung fir zdhe Flissigkeiten heil3t auch Navier-Stokes-Gleichung.
Fir den Fall konservativer duf3erer Krafte mit einem Potential « ist der Druck p durch p + u zu
ersetzen.

Speziell fiir inkompressible Flissigkeiten ist V - v = 0 und somit erhalt man die Navier-Stokes-
Gleichung fur inkompressible Flussigkeiten

Vv Vve—tvptTav.  an23)
ot p p

Der Spannungstensor hat in diesem Fall die Form

ov; Ov
PO+ 1 (0—x; + a_xk) . (111.2.4)
J

Inkompressible Flissigkeiten werden daher durch nur einen Zahigkeitskoeffizienten charakteri-
siert. Allgemein bezeichnet man » auch als Koeffizient der Scherungsviskositét 2 und ¢ als Ko-
effizient der Volumenviskositat bzw. Kompressionsviskositat. Im inkompressiblen Fall wird das
Verhalten durch die sog. kinematische Zahigkeit v := g alleine bestimmt. Im Gegensatz dazu
bezeichnet man 7 auch als dynamische Zahigkeit Viskositat. Die folgende Tabelle enthalt einige
Zahlenbeispiele fir die Zahigkeitskoeffizienten:

2Deshalb ist  der Koeffizient des spurfreien Anteils des Spannungstensors.
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n [kg/m-s] | v [107° m?/s]

Wasser 0.0010 0.10

Luft 1.8-107° 1.5
Alkohol 0.0018 0.22
Glyzerin 0.85 68
Quecksilber 0.00156 0.012

Wie im Fall der Euler-Gleichung konnen wir den Druck aus der Navier-Stokes-Gleichung (111.2.3)
eliminieren. Hierzu verwenden wir wieder die Identitdt Av = V(V - v) — V x (V x v) und
erhalten zunéchst

2
aa_:_}_V%—vx(va):—%Vp—yVX(VXV), (11.2.5)

woraus nach Bildung der Rotation folgt

%(rot v) —rot (v X rot v) = —v rot (rot (rot v)). (111.2.6)
Diese Gleichung enthélt nur noch das Geschwindigkeitsfeld v. Ist es bekannt, so kann man den
zugehorigen Druck bestimmen. Dazu bildet man die Divergenz der Navier-Stokes-Gleichung
(111.2.3) und erhalten so eine Poisson-Gleichung

an 8vk

Ap=—pL—L 11.2.7
D= P gy Ox, ( )

fiir den Druck p.

Die Stromung einer zahen Flussigkeit ist also durch die Navier-Stokes-Gleichung und die Konti-
nuitatsgleichung bestimmt. Zusatzlich miissen noch Randbedingungen angegeben werden. Diese
wollen wir jetzt genauer untersuchen.

I11.2.1 Randbedingungen
(i) Feste Oberflachen

Zwischen einer festen Oberflache und den Molekiilen der zdhen Flissigkeit wirken molekulare
Anziehungskrafte. Unmittelbar an der Wand wird die Flussigkeit daher festgehalten, sie bleibt
praktisch ‘kleben’. Die zugehorige Randbedingung ist

V|wand = 0. (111.2.8)

Man beachte, dal wir im Falle idealer Flussigkeiten bei der Euler-Gleichung nur v,, = 0 gefordert
hatten, d.h. das Verschwinden der Normalkomponente des Geschwindigkeitsfeldes unmittelbar
an der Wand. Da die Euler-Gleichung nur von 1. Ordnung ist, kann man nicht zusétzlich auch
das Verschwinden der tangentialen Komponente v, = 0 fordern.
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Fur den Fall einer bewegten Oberflache missen an der Wand die Geschwindigkeiten von Ober-
flache und Flissigkeit Gibereinstimmen.

Wir wollen noch fiir spatere Anwendungen die Kraft bestimmen, die die Flissigkeit auf die
Oberflache austibt. Die Kraft auf ein Oberflachenelement dF ist gerade gleich dem Impulsstrom
IL;,dFy, = (pvjui, — 0;i)dF}, durch dF. Ist n der Einheitsvektor bzgl. der &uBeren Normale der
Flussigkeit (also der inneren Normale der Oberflache), so ist dF = ndF'. Mit v = 0 ergibt sich
dann fur die Kraft pro Flacheneinheit

Pj = —ojpny = pny — 0. (111.2.9)
Der erste Term stammt von den Druckkréften, der zweite beschreibt die durch die Zahigkeit
ausgeubte Reibungskraft.
(ii) Grenzflachen von nichtmischbaren Flissigkeiten

An der Grenzflache zweier nichtmischbarer Flissigkeiten oder eines Flissigkeit und eines Gases
sind die Geschwindigkeiten der beiden Fluide gleich. Die Kréfte, mit der sie aufeinander wirken,
sind betraglich gleich und entgegengesetzt:

nol) +nPeld =0 (111.2.10)

bzw. mit n¥ = —n® =: n und unter Beachtung der Symmetrie des Tensors o,

njo') = noly. (11.2.11)

(iii) Freie Oberflachen

An freien Oberflachen muf der durchtretende Impulsstrom verschwinden:

OjpNE = ;knk —pn; = 0. (1n.2.12)

111.3 Rohrstromungen

Im folgenden wollen wir verschiedene stationdre Stromungstypen einer inkompressiblen zahen
Flissigkeit genauer untersuchen. Dabei gehen wir von einer laminaren Stromung aus. Diese wird
auch als Schichtstrémung bezeichnet, da sich die Flussigkeit so bewegt, als ob Schichten ver-
schiedener Geschwindigkeiten aneinander vorbei gleiten. Dies ist z.B. fur turbulente Stromungen
nicht mehr erftllt.

111.3.1  Strédmung zwischen zwei Platten
Bewegte Platten

Zundchst betrachten wir die Stromung zwischen zwei unendlich ausgedehnten parallelen Platten.
Die Relativgeschwindigkeit u der beiden Platten sei konstant, ihr Abstand / (Abb. 111.3.1). Die
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u

_—

YL h

X

Abbildung 111.3.1: Zwei parallele Platten, die sich mit der Relativgeschwindigkeit u zueinander
bewegen.

stationdre Navier-Stokes-Gleichung lautet dann
p(v-V)v=—-Vp+nAv. (11.3.1)

Auf Grund der Symmetrien des Problems erwarten wir, dal} das Geschwindigkeitsfeld v in x-
Richtung zeigt und nur von der y-Koordinate abhéngt, also v = v(y)e,. Ebenso wird der Druck
nur von y abhdngen, p = p(y).

Die Kontinuitdtsgleichung reduziert sich fiir inkompressible Fliissigkeiten zu divv = 0. Da v in
x-Richtung zeigt, vereinfacht sich dies zu

v,

0=divv =
vv=—>"

(111.3.2)

womit die die Kontinuitatsgleichung wegen v = v(y) identisch erfillt ist.

Auch die Navier-Stokes-Gleichung vereinfacht sich in dhnlicher Weise. Wegen (v - V)v =

(v2) v = 0 folgt zunachst

0= —@ey +nAv e, (1n1.3.3)
dy
und somit schlieflich
dp d*v
L _0 i .34

Die Losungen dieser Gleichungen sind offensichtlich p = const. und v = ay + b. Mit den
Randbedingungen v(y = 0) = 0 und v(y = h) = u kdnnen wir die Konstanten bestimmen und
finden die lineare Geschwindigkeitsverteilung

uly) = %u (111.3.5)

Die mittlere Geschwindigkeit der Stromung ist

1 [h
U:E/o vdy =

. (111.3.6)

|
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Der Reibungstensor hat die Form

010
a;kzn(%+%) :nj—“ 100 (111.3.7)
koo O Y\0 00
Die Normalkomponente P,, der auf die Ebene wirkenden Kraft (bzw. der Druck) ist
P,=P-e,=—oyun, =p, (111.3.8)

also gerade der Druck der Flissigkeit. Die tangentiale Reibungskraft P; in der Ebene y = 0
ergibt sich mitn = —e,, zu

P=0y =1n— = —. (111.3.9)

Unbewegte Platten mit Druckgradient

Als Ndchstes betrachten wir eine ahnliche Situation, bei der allerdings beide Platten ruhen. Damit
ein Flussigkeitsstrom existiert, nehmen wir die Existenz eines Druckunterschiedes zwischen den
Enden der Platten an.

In diesem Falle folgt aus den Symmetrien, dal v = v(y)e, und p = p(z,y) ist. Die Navier-
Stokes-Gleichung vereinfacht sich dann zu

0%v  10p op
R Ca—Y 11.3.1

oy?  nox’ oy 0 (111.3.10)
Damit ist der Druck unabhéngig von y und somit konstant (iber die Dicke der der Flissigkeits-
schicht zwischen den Ebenen. Es verbleibt die Gleichung

d?v _Ldp

d—yQ(y) (z). (1N.3.11)

Dies ist eine DGL mit getrennten Variablen. Somit folgt

d
P _ const., (111.3.12)
dx

d.h. der Druck ist eine lineare Funktion von z. AuBerdem ist

1
v = —@y2+ay+b. (111.3.13)
2ndx

Die Randbedingungen v(y = 0) = v(y = h) = 0 erlauben die Bestimmung der Konstanten:

1 dp
= ——— —h). 111.3.14
v 277@;1/(11 h) (111.3.14)
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Quer zur Bewegungsrichtung findet man also eine parabolische Abhéngigkeit der Geschwindig-
keit, die in der Mitte y = % maximal ist. Die mittlere Geschwindigkeit ist

v=———. (111.3.15)
Fir die Reibungskraft ergibt sich
== (111.3.16)

unabhangig von 7.

111.3.2 Stromung durch ein Rohr

Wir betrachten nun stationdre Stromungen durch ein Rohr. Der Rohrguerschnitt sei zunédchst
beliebig, aber fest. Die z-Richtung wahlen wir parallel zur Rohrachse. Die Lénge des Rohres sei
l.

Auf Grund der Symmetrien ist v. = v(y, z)e,. Aus den y- und z-Komponenten der Navier-
Stokes-Gleichung folgern wir

dp _ Op
—=—=0 11.3.17
oy 0z ( )
Somit ist der Druck tber den Querschnitt konstant, d.h. p = p(x).
Die z-Komponente der Navier-Stokes-Gleichung lautet
Ov  Pv_ 1dp) (111.3.18)

oy 022 n dr

Hierbei handelt es sich wieder um eine Gleichung mit getrennten Variablen. Fir den Druck folgt

dp = const = %, (111.3.19)
dx [

wobei Ap die Druckdifferenz zwischen den Enden des Rohres ist. Die Geschwindigkeitsvertei-

lung wird durch die zweidimensionale Poisson-Gleichung Av = const. mit der Randbedingung

v = 0 am Rande des Rohrquerschnitts bestimmt.

Im folgenden betrachten wir nun ein Rohr mit einem kreisférmigen Querschnitt. In Zylinderko-

ordinaten ist dann v = v(r) und

1d [ dv Ap
=) = ===, 111.3.20
rdr (Tdr) nl ( )

Durch Integration erhalten wir das Geschwindigkeitsfeld

A
~2P2 4 Gy +-b, (111.3.21)
4Anl
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Abbildung 111.3.2: Geschwindigkeitsprofil einer stationdren Stromung durch ein zylindrisches
Rohr.

Da die Geschwindigkeit tberall endlich sein muf, ist « = 0. Am Rand ist v(r = R) = 0 und
somit erhalten wir das parabolische Geschwindigkeitsprofil (siehe Abb. 111.3.2)

v=—-—(R*-r?). (111.3.22)

Die Stromstarke ¢ (oder auch DurchfluB) ist die Flussigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch
den Querschnitt flieRt. Im vorliegenden Fall gilt

R
Q= [v-dF = 27T/ Rudr (111.3.23)
0

oder explizit

@34 (111.3.24)

@= 8nl

Dies ist das Hagen-Poiseuille’sche Gesetz. Den Massendurchfluf () erhalt man (fir inkompres-
sible Fliissigkeiten) durch Q = pQ. Firr ihn gilt ebenfalls das Hagen-Poiseuille’sche Gesetz mit
der Ersetzung® n — v.

Das Hagen-Poiseuille’sche Gesetz bricht zusammen, wenn die Durchschnittsgeschwindigkeit
v einen kritischen Wert v, Uberschreitet, bei dem ein Ubergang von laminarer zu turbulenter
Stromung stattfindet. Statt paralleler Stromlinien sind diese dann auf Grund von Verwirbelungen
i.a. verschlungen.

Fiir diesen Ubergang gibt es ein einfaches Kriterium, das auf der sog. Reynolds-Zahl*

_pvl vl
= =
basiert. Das Reynolds’sche Turbulenzkriterium besagt dann, dal} eine Stromung turbulent wird,
falls

Re : (111.3.25)

Re > Re., (111.3.26)

wobei die kritische Reynolds-Zahl Re. von der Geometrie abhangt. Fiir eine Kreisrohre ist z.B.
Re. =~ 1160.
3Deshalb muR man in der Literatur immer aufpassen, ob das Hagen-Poiseuille’sche Gesetz auf das Volumen oder

die Masse bezogen wird!
“Diese werden wir spater in Abschnitt 111.4 noch genauer diskutieren.




72 KAPITEL Ill. ZAHE FLUSSIGKEITEN

111.3.3 Strdmung zwischen rotierenden Zylindern

Als ndchstes Beispiel betrachten wir die Stromung einer zéhen inkompressiblen Flissigkeit zwi-
schen zwei rotierenden Zylindern. Der innere Zylinder habe den Radius R; und rotiere mit der
Winkelgeschwindigkeit wy, der duBere Zylinder vom Radius R, rotiert mit ws.

Auf Grund der Symmetrien erwarten wir, da3 in Zylinderkoordinaten gilt:

v, =v, =0, v, = v(r), p=p(r). (111.3.27)

Hiermit ist die Kontinuitatsgleichung div v = 0 wieder identisch erfillt.

Im folgenden werden wir die Terme, die in der Navier-Stokes-Gleichung auftreten, separat mit
Hilfe bekannter Identitdten der Vektoranalysis untersuchen. Zunédchst sei an die schon mehrfach
benutzte Identitét (v - V)v = $Vv? — v x rot v erinnert. AuBerdem gilt Av = V(V - v) — V x
(Vxv)=-V x(V xv), wobei wir die Kontinuitéatsgleichung V - v = 0 ausgenutzt haben. In
Zylinderkoordinaten gilt fur Funktionen, die nur von der radialen Koordinate abh&ngen

~ 1d(rv) I, dv
VXxv= FTGZ, §Vv = v%er (“|328)
und deshalb
d?v 1ldv v dv  v?
V x (V X V) = — (W + ;% - 7”_2> €y, VvV X (V X V) = (’U% + 7) €. (“|329)
Damit ergibt sich fur den Konvektionsterm
UQ
(v-V)v=——e, (111.3.30)
T
und den Laplace-Anteil
d?v 1ldv v
Av=|—+-——-—= : 111.3.31
M (dr2+rdr 7’2) © ( )

Die Navier-Stokes-Gleichung lautet also fiir das vorliegende Problem
v? dp v ldv v
ple, = -, e — — — 11.3.32
e dr* +n<dr2+rdr 7’2)% ( )
bzw. p ) P p
D v v ldv v
ap _ V- e Y 111.3.33
dr P dr2+7’d7’ r2 ( )

Die zweite Gleichung hat Ldsungen der Form v(r) = r™. Einsetzen ergibt n = +1, d.h.
B
v(r) = Ar + —. (111.3.34)
T

An den Zylinderwanden bewegt sich die Flussigkeit genauso schnell wie der Zylinder. Die ent-
sprechenden Randbedingungen v(R;) = wR; erlauben die Festlegung der Konstanten:
(Wi — w2) RIS

R3—R?

CUQR% — W1 R%

A:
R R?

., B= (111.3.35)
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Hier kdnnen wir einige Spezialfélle diskutieren. Rotieren die Zylinder mit der gleichen Winkel-
geschwindigkeit w := w; = wy, S0 ist A = w und B = 0. Dann ist v = wr, d.h. die Flussigkeit
rotiert starr mit den Zylindern. Das gleiche Verhalten beobachtet man fir eine Flissigkeit in
einem Zylinder, d.h. fir Ry = 0 und w := wy. Fir eine unbegrenzte Flissigkeit ohne &ulere
Umrandung (R, — oo) ergibt sich A = 0 und B = w; R?. Dann ist das Geschwindigkeitsfeld

w1 R%

durch v = = gegeben.
Als néchstes bestimmen wir aus der ersten Gleichung in (111.3.33) die Druckverteilung:
A? r\° B*[(1 1
p:p<7 (" — R}) + ABIn (E) Y (ﬁ_ﬁﬁ)> + p1, (111.3.36)

wobei p; den Druck am inneren Zylinder bezeichnet.
Die tangentiale Komponente der Reibungskraft (pro Flache) ist durch

, _ (Ov w
O-WP"I‘:Rl =1 E_;

Dabei haben wir ausgenutzt, dal’ die Komponente des Zahigkeitstensors in Zylinderkoordinaten

allgemein durch®
10v, 0
ol =1 (; at}p + % - %) (111.3.38)

_ _2n(w1 — wo)Rj

(111.3.37)
r=R1 RS - R%

gegeben ist.
Das Drehmoment, daf? durch die Reibung auf den inneren Zylinder ausgelibt wird, ist durch die
tangentiale Komponente der Kraft bestimmt:

4n(wy — wo) RIR3

111.3.39
R R (111.3.39)

Ml - (U;@‘r:lh) Rl ' 27TR1 -

Der erste Faktor ist dabei das Drehmoment pro Langeneinheit, der zweite der Umfang des Zy-
linders. Das Drehmoment M, auf den duBBeren Zylinder ist durch M; = — M; gegeben.

Zum Abschlul? wollen wir noch einige allgemeine Bemerkungen zu den betrachteten Beispie-
len machen. Bei allen exakten Ldsungen in diesem Abschnitt verschwindet die Nichtlinearitat
(v - V)v, so daB wir letztlich immer nur ein lineares Problem 16sen muf3ten. Die erhaltenen
stationdren Geschwindigkeitsverteilungen erfiillen auch die Bewegungsgleichung fur ideale in-
kompressible Flussigkeiten, also die Euler-Gleichung, denn die Losungen fiir v enthalten die
Zahigkeit n gar nicht. Diese tritt bei den untersuchten Problemen nur beim Zusammenhang zwi-
schen der Geschwindigkeit und dem Druckgradienten auf. Das zeigt, dal} bei Strémungen von
zdhen Flissigkeiten die Existenz eines Druckgradienten wesentlich ist. Eine ideale Flussigkeit
kann auch ohne Druckgradienten durch ein Rohr stromen.

SEine Zusammenstellung der relevanten Ausdriicke in verschiedenen Koordinatensystemen findet man in dem
Buch von Landau und Lifshitz [1].
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1114 Das Ahnlichkeitsgesetz

Im folgenden wollen wir mit Hilfe von Dimensionsbetrachtungen das Verhalten von Flissigkei-
ten charakterisieren. Dazu betrachten wir eine stationdre Stromung einer inkompressiblen zéhen
Flissigkeit.

Etwas konkreter betrachten wir die Stromung um einen festen Korper, wobei die (asymptoti-
sche) Geschwindigkeit u der Flussigkeit konstant sein soll. Alternativ kdnnen wir wieder in ein
Bezugssystem wechseln, in dem die Flissigkeit asymptotisch ruht und der Korper sich mit der
Geschwindigkeit u bewegt. Wir wollen nun untersuchen, von welchen Parametern bzw. Parame-
terkombinationen die Ldsung der Navier-Stokes-Gleichung abhdngen wird. Als Parameter der
Flissigkeit tritt in der Navier-Stokes-Gleichung (neben der Dichte) nur die kinematische Zahig-
keit = ” auf. Zu bestimmen sind die Geschwindigkeit v und der Druck p bzw. £ L. . Die Stromung
hangt iber die Randbedingungen von Gestalt und Abmessungen des bewegten Korpers und des-
sen Geschwindigkeit ab. Ist die Gestalt® vorgegeben, so sind die Abmessungen durch Angabe
einer beliebigen Lange [ eindeutig bestimmt. Somit ist jeder Strdmungstyp durch die drei Para-
meter v, u und [ bestimmt. Deren Dimensionen sind [v] =m?/s, [u] =m/s und [/] =m. Somit gibt
es genau eine dimensionslose Kombination dieser drei Parameter, namlich die Reynolds-Zahl

Re— Y _rd (11.4.1)
77

Dies kdnnen wir auch etwas formaler durch den Ubergang zu dimensionslosen GréRen

r=s v=2 =% v.=iv, y=2 (111.4.2)
[ u [ u?p
in der Navier-Stokes-Gleichung begriinden. In diesen dimensionslosen Variablen geht sie ndmlich

Uber in

(9v 1

V)WV =-Vp +—AV 111.4.3
Offensichtlich ist fir ideale Flissigkeiten Re = oc. Da fiir zdhe Flussigkeiten die Reynolds-
Zahl die einzige dimensionslose Parameterkombination ist, mul} jeder andere dimensionslose
Parameter eine Funktion von Re sein. Also folgt z.B.

—f (;,Re) . (111.4.4)

Dies bedeutet, daB fur zwei Stromungen gleichen Typs (z.B. von Flussigkeiten verschiedener
Zahigkeiten um Kugeln mit unterschiedlichen Radien) die dimensionslosen Geschwindigkeiten
~ dieselben Funktionen des Verhaltnisses 7 sind, wenn nur ihre Reynolds-Zahlen identisch sind.
Allgemein spricht man von &hnlichen Strdmungen, wenn sie durch einfache Mal3stabsénderun-
gen fir die Koordinaten und Geschwindigkeiten ineinander tibergehen. Damit kann man nun das
Ahnlichkeitsgesetz (O. Reynolds, 1883) folgendermaRen formulieren:

6Zwei Korper haben die gleiche Gestalt, wenn sie geometrisch ahnlich sind, z.B. zwei Ellipsen mit dem gleichen
Verhdltnis der Halbachsen.
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Strdmungen gleichen Typs mit der gleichen Reynolds-Zahl sind &hnlich! (111.4.5) \

Das Ahnlichkeitsgesetz ist die Grundlage vieler Windkanaluntersuchungen mit verkleinerten
Modellen. Die erzielten Ergebnissen lassen sich sofort (bertragen, wenn die Reynolds-Zahl
durch Variation von u oder n geeignet eingestellt wird. Aber z.B. bei Flugzeugen diirfen die Mo-
delle nicht zu klein werden, denn die notwendigen Stromungsgeschwindigkeiten werden dann
groRer als die Schallgeschwindigkeit.

Analoge Uberlegungen kann man fiir die Druckverteilung anstellen, fiir die z.B. gilt’

p :fG’Re)‘ (111.4.6)

pu?
All GroRRen, die die Strdmung charakterisieren, aber keine Funktion der Koordinaten mehr sind,
hangen nur von der Reynolds-Zahl ab. Z.B. gilt fur die Widerstandskraft F' auf den Korper

F = pu*I*f(Re). (1n.4.7)
Dies schreibt man oft auch in der Form

F= cwgzLQA, (111.4.8)

wobei A die Flache senkrecht zu p ist. Der sog. Widerstandsbeiwert c,, hdngt dabei nur von der
Reynolds-Zahl ab: ¢,, = g(Re).
Bei Problemen, in in denen die Schwerkraft eine Rolle spielt, haben wir es mit vier relevanten
Parametern v, u, [ und g zu tun. Neben der Reynolds-Zahl existiert ein weiterer dimensionsloser
Parameter, die sog. Froude-Zahl

2
Fr=2 (111.4.9)
lg

Strémungen sind dann &hnlich, wenn ihre Reynolds- und Froude-Zahlen ibereinstimmen.

Bei nichtstationdren Strdmungen existiert neben den drei Parametern v, u, [ noch eine charakte-
ristische Zeit 7, die die zeitlichen Anderungen beschreibt. Dies kann z.B. die Schwingungsdauer
eines eingetauchten Karpers sein. In diesem Fall definiert man die Strouhal-Zahl

St = UZ—T (111.4.10)

und zwei Stromungen sind &hnlich, wenn ihre Reynolds- und Strouhal-Zahlen gleich sind. Da-
bei ist allerdings zu beachten, daR z.B. fiir den Fall, dal3 die Schwingungen in der Flussigkeit
selbst entstehen (und nicht durch eine externe Kraft) die Strouhal-Zahl selbst eine Funktion der
Reynolds-Zahl wird, d.h. St = f(Re).

Die Funktion f wird sich natiirlich i.a. von der in (111.4.4) unterscheiden!
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[11.5 Stromungen mit kleinen Reynolds-Zahlen

Im folgenden wollen wir Strémungen genauer untersuchen, die durch kleine Reynolds-Zahlen
charakterisiert sind. Aus der dimensionslosen Form (111.4.3) der Navier-Stokes-Gleichung er-
sieht man, dal} in diesem Fall der Term A’v’ dominiert. Wenn wir den Term Vp behalten, weil
Druckgradienten u.U. notwendig sind, um die Stromung aufrecht zu erhalten, erhalten wir fir
kleine Reynolds-Zahlen im stationéren Fall die lineare Bewegungsgleichung

nAv —grad p = 0, (1.5.1)

die zusammen mit der Kontinuitatsgleichung div v = 0 das Stromungsverhalten bestimmt. Eine
nitzliche Konsequenz, die wir spater noch benutzen werden, ist

A(rot v) =0, (111.5.2)

was durch Bildung der Rotation der linearen Bewegungsgleichung folgt.

111.5.1 Geradlinig gleichférmige Bewegung einer Kugel: Die Stokes’sches
Formel

Als Anwendung betrachten wir die geradlinig gleichformige Bewegung einer Kugel. Das Pro-
blem ist dquivalent zur Umstrémung einer festen Kugel mit vorgegebener Stromungsgeschwin-
digkeit u im Unendlichen. Man beachte, dal} strenggenommen nur das Problem der ruhenden
Kugel stationar ist, fur die bewegte Kugel andert sich die Geschwindigkeit der Flussigkeit auch
zeitlich.,

Zunéchst einmal gilt div (v — u) = div v = 0. Daher kdnnen wir ein Vektorpotential A mit

v—u=rot A (111.5.3)

einfuihren, wobei die Randbedingung rot A — 0 im Unendlichen zu erfillen ist. Wir legen den
Ursprung des Koordinatensystems in das Zentrum der Kugel und machen den Ansatz

A = f'(r)f x u, (1.5.4)

wobei f’ die Ableitung einer geeignet zu bestimmenden Funktion f bezeichnet. Motiviert wird
dieser Ansatz von der Tatsache, dal’ die zugrundeliegenden Gleichungen linear in u sind und wir
dies deshalb auch fir das Vektorpotential erwarten. Die Richtung von u ist die einzige ausge-
zeichnete Richtung des Problems. A muf ein axialer Vektor sein, damit rot A polar ist, wie die
Geschwindigkeit.

Da f'(r)r = grad f(r) haben wir

v=u+rot (Vfxu)=u+rot (rot (fu)), (111.5.5)

wobei im letzten Schritt die Konstanz von u ausgenutzt wurde, weshalb rot (fu) = V f x u ist.
Bilden wir die Rotation der Gleichung, so folgt

rot v = rot (rot (rot (fu))) = (grad div. — A)rot (fu) = —A(rot (fu)) = —A(Vf x u).
(111.5.6)
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Auf Grund der friiher schon abgeleiteten Beziehung (111.5.2) gilt
0=A(A(rot v)) = —A*(Vf x u), (111.5.7)
wobei im zweiten Schritt (111.5.6) benutzt wurde. Da u konstant ist, haben wir schlie8lich
A*(grad f) =0 (111.5.8)

oder
A f = const. (111.5.9)

Die Konstante muR aber verschwinden, wenn v — u und alle seine Ableitungen im Unendlichen
verschwinden. In Kugelkoordinaten gilt daher

g Ld (LdAf)
0=A*f= 2 T ar (111.5.10)
und somit
2a
Af=—+c¢, (11.5.12)
T

wobei wieder mit dem gleichen Argument wie oben ¢ = 0 sein mu. Deshalb erhalten wir
schlieBlich explizit fiir die gesuchte Funktion

f(r) :ar+g. (111.5.12)

Hierbei haben wir eine mogliche additive Konstante weggelassen, da v durch die Ableitung f’(r)
bestimmt ist.
Aus (I11.5.5) erhalten wir dann explizit

A

u+ (u-r)

>
w
—~

o
>
~
>

|
c

v=u-—a +b 3 (111.5.13)
r T
Die Randbedingung v = 0 fiir » = R liefert die Beziehung
a b . . a 3b
u<1_§_ﬁ) +1(u-1) (_E—'—ﬁ) = 0. (11.5.14)

Da die Richtung von 1 beliebig sein kann, mussen beide Ausdriicke in den Klammern separat
verschwinden. Dies liefert « = £ und b = £ und somit

f=2Rr+— (111.5.15)

und ) .
v i (111.5.16)
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Wir konnen die Komponenten der Geschwindigkeit auch in Kugelkoordinaten angeben:

3R R? _ 3R R3
UT:ucosﬁ{l—Q—r+2—r3}, vy = —usinv [1—5—4—703}. (11.5.17)
Den Druck bestimmen wir aus (I111.5.1) mit Hilfe von (111.5.5):
gradp = nAv = nArot rot (fu)
= grad (nAdiv (fu))
= grad (npu-grad (Af)). (111.5.18)

Dabei haben wir, neben diversen Identitaten der \ektoranalysis, auch A% f = 0 ausgenutzt. Durch
Integration folgt nun mit (111.5.15)

3nu-r
p=nu-grad (Af) + po = po — 777%3. (111.5.19)
Es ist klar, daB die Widerstandskraft F auf die bewegte Kugel parallel zu u ist. Ihren Betrag
bestimmen wir aus dem Druck P; = —o;,ny, indem wir die Kraftkomponenten senkrecht und
parallel zur Oberflache ausrechnen und auf die Richtung von u projizieren. Dies ergibt zundchst

F = %(—p cos + o cost) — ol ysin)df. (111.5.20)

Es ist klar, daB sich die Beitrdge des Druckes kompensieren. Die anderen Beitrdge konnen wir
explizit unter Verwendung von (siehe auch [1])

10v, Ovy /Uﬁ)

r=R

r=R 2R

0, =21

or

bestimmen, wobei wir (111.5.17) benutzt haben. Insgesamt ergibt sich dann zunéchst F' = 32% $df
und schlief3lich

| F =67 Riu. (1115.22)|

Dies ist die Stokes’sche Formel fiir den Stromungswiderstand. Das F' « u, R ist aus Dimensi-
onsgrunden Klar, da die Dichte nicht in der gendherten Bewegungsgleichung auftaucht. Deshalb
erwartet man F' = F(n,u, R) o nuR.

Hatten wir die Koeffizienten a, b in (111.5.13) nicht explizit angegeben, so hétten wir F' = 8ranu
fur den Stromungswiderstand erhalten. Fir beliebig geformte Korper ist aber die Kraft i.a. nicht
mehr parallel zur Richtung von u. Dann gilt

F; = najiuy (111.5.23)

mit einem symmetrischen Tensor a .
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Ohne explizite Rechnung wollen wir noch das Ergebnis fur den Stromungswiderstand einer run-
den Scheibe vom Radius R angeben. Steht sie senkrecht zu u, so ist

F| = 16w R, (111.5.24)
in der Ebene der Strdmung gilt dagegen
32
F = gﬂRnu. (111.5.25)

Offensichtlichist ', > Fj und beide Kréfte sind groRer als die, die auf eine Kugel von gleichem
Radius wirken.

111.5.2 Verbesserung der Stokes’schen Formel

Die oben abgeleitet Losung ist fur grélRere Entfernungen nicht mehr anwendbar, selbst im Grenz-
fall kleiner Reynolds-Zahlen Re < 1. Dies sient man folgendermal3en ein. Aus Gleichung
(111.5.13) ersient man, dal v ~ u und (v - V)v von der Ordnung f—QR ist, da die Ableitung von v
von der GroRenordnung j—? ist. Damit sind dann aber nAv und Vp von der Ordnung % (siehe
(111.5.19)). Setzt man diese Abschatzungen in die Navier-Stokes-Gleichung ein, so sieht man,
daf die im vorigen Abschnitt vernachlassigten Terme nur weggelassen werden diirfen, wenn

2
”R;‘ S @ (111.5.26)
p?“ T
ist, d.h. fir Abstande
r<? (111.5.27)
u

Fur groRere Abstande sind die gemachten N&herungen generell unzuldssig und die berechnete
Geschwindigkeitsverteilung (111.5.13) falsch. Daher ist es notwendig, fiir groRe Abstande Kor-
rekturen zu beriicksichtigen. Eine naheliegende Korrektur beruht auf der Néherung (v - V)v ~
(u- V)v und liefert die approximative Gleichung

(u-V)v = —%Vp + vAv. (111.5.28)

Aufbauend auf dieser genaueren Gleichung kénnen wir durch analoge Betrachtungen wie im vo-
rigen Abschnitt eine verbesserte Stokes’sche Formel ableiten. Wir verzichten hier auf die Details
und geben nur das Endergebnis fir den Stromungswiderstand der Kugel an:

F = 6muR (1 + %) . (111.5.29)

Der letzte Term ist die erste Korrektur in der Reynolds-Zahl Re = “—f. Da er proportional zum
Radius R ist, funktioniert die Stokes’sche Formel (111.5.22) fur kleine Radien besser.
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Abbildung I11.5.1: Schematische Darstellung des Millikan-Versuchs.

Bei der Berechnung weiterer Korrekturen stof3t man auf ein methodisches Problem. Eine syste-
matische Verbesserung, z.B. durch eine Storungstheorie, ist schwierig (siehe Abschnitt 20 in [1]).
Tatsdchlich ist die néchste Korrektur von der Form

3.9, 1
F =6muR (1 + §R€ — Z(Re) In @) . (111.5.30)

Es treten also logarithmische Korrekturen auf, d.h. die Kraft kann nicht durch eine Potenzreihen-
entwicklung dargestellt werden

111.5.3 Anwendungen der Stokes’schen Formel

Im folgenden wollen wir zwei wichtige Anwendungen der Stokes’schen Formel vorstellen.

Millikan-Versuch

Der Millikan-Versuch ist sicher aus der Anfangervorlesung bekannt. Fein zerstaubtes Ol wird
in einen Kondensator gebracht (siehe Fig. 111.5.1). Um nachzuweisen, daR die Oltrépfchen eine
Ladung tragen, die ein Vielfaches der Elementarladung ist, beachtet man ihre Bewegung mit und
ohne angelegte Spannung.

Ohne elektrische Feld erfahrt ein Tropfen vom Radius R die Auftriebskraft 2= R3(p — po)g,
wobei p die Dichte des Ols und p, die der Luft ist. Fallen die Tropfen mit einer konstanten
Geschwindigkeit vy, so wirkt auRerdem ein Stromungswiderstand, der durch die Stokes’sche
Formel (111.5.22) gegeben ist. Daher gilt

4
%R?’(p — po)g = 67 Riue. (111.5.31)
Wirkt zusatzlich ein elektrisches Feld E, so hat man
dr o
—R*(p — po)g = 6T Ry + qF, (111.5.32)

3
wobei ¢ die Ladung des Tropfens ist und v; wieder die konstante Fallgeschwindigkeit.
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Der Radius R der Tropfen ist schwer mef3bar, kann aber aus den beiden Gleichungen eliminiert
werden. Man erhélt dann fiir die Ladung
9V21/vo(vg — v1)n?/?
q = .
E~/g9(p = po)

Experimentell stellt sich dann heraus, daB ¢ = ne immer ein ganzzahliges Vielfaches n der
Elementarladung e ist.

(111.5.33)

Blutsenkung

Eine weitere wichtige Anwendung aus der Medizin betrifft die sog. Blutsenkung. Die Blutzel-
len, also die festen Bestandteile des Blutes, sind im Blutplasma supsendiert (aufgeschwemmt)
und werden durch die Blutzirkulation in der Schwebe gehalten. In einem Reagenzglas beob-
achtet man (wenn das Blut ungerinnbar gemacht wurde) aber eine Sedimentation, bei der sich
die festen von den flissigen Blutbestandteilen trennen. Wichtig ist nun, dal} bei vielen krank-
haften Veranderungen diese Sedimentation schneller ablduft, da die Agglomeration der roten
Blutkorperchen (Erythrozyten) durch gewisse Proteine beschleunigt wird.

Als Blutsenkung bezeichnet man die Messung der Blutkdrperchenskenkungsgeschwindigkeit.
Dabei wird einfach die Hohe des Uberstandes (d.h. des klaren Serums {iber dem Sediment) als
Funktion der Zeit gemessen. Insbesondere bei allen entztindlichen Prozesse, aber auch Krebser-
krankungen u.d. beobachtet man eine deutliche Beschleunigung der Blutsenkung. Die Normal-
werte fur einen gesunden Mann betragen in der ersten Stunde 3 — 8 mm, in der zweiten Stunde
5 — 18 mm. Fir Frauen sind es aber 6 — 11 mm in der ersten und 6 — 20 mm in der zweiten
Stunde.

Erythrozyten sind scheibchenformige Zellen mit einem Durchmesser von etwa 7.5 ym= 7.5 -
107% m und einer Dicke von etwa 1.5 um. Um die Stokes’sche Formel anwenden zu kénnen,
approximieren wir sie durch Kugel gleichen Volumens. Diese haben dann einen Radius von

R =~ 2.75 um. Die Fallgeschwindigkeit u bei der Blutsenkung ergibt sich dann aus
41
?Rf’)(pE,y — PPlasma)g = 6T Rnu. (111.5.34)
Mit den typischen Dichten pgy ~ 1.17 g/cm der Erythrozyten und ppjasma =~ 1.10 g/cm des

Plasmas und npjasma &~ 1.73 N's/m? erhdlt man dann aus

2 —

= R2PEry — PPlasma (111.5.35)
eine typische Geschwindigkeit v ~ 2.4 mm/h, was grofRenordnungsméalig mit den gemessenen
Werten bereinstimmt.

u =

I111.6 Energiedissipation in einer inkompressiblen Flissigkeit

Die Z&higkeit der Flissigkeit flihrt zu einer Energiedissipation, bei der Warme entsteht. Im fol-
genden wollen wir diese Dissipation quantitativ fiir den Fall einer inkompressiblen Flissigkeit
betrachten.
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Die gesamte kinetische Energie ist dann durch

By = g/qﬂdv (111.6.1)

gegeben. Wir wollen nun ihre zeitliche Anderung bestimmen. Zunéchst gilt:

0 pv B U(?U o (o 3vj_18p+150}k
ot B pjat P i p@xj p Oxy,

= —pv(v-V)v—v-Vp+u; e, %
vt p ; N _ o dv;
= —pv(v-V) <5+;> +div(v-o') — Jkaxk
. vt p , , Ov;
= div (pv (3 + ;) — V- 0) — ajka—x;. (11.6.2)

Dabei haben wir im zweiten Schritt der ersten Zeile die Navier-Stokes-Gleichung benutzt. v - o’
ist der Vektor mit den Komponenten v;o7,. Im letzten Schritt schlieBlich haben wir von der

Inkompressibilitatsbedingung div v = 0 Gebrauch gemacht. Die Grole pv ”72 + 1—; —v-o
ist die Energiestromdichte, wobei der erste Term den Energiestrom durch die Verschiebung der
Masse der Flussigkeit widerspiegelt (und den es daher auch bei einer idealen Flussigkeit gibt),
wahrend v - ¢’ als der Energiestrom durch die innere Reibung zu interpretieren ist. Die Zahigkeit
bewirkt einen Impulsstrom o7, , der immer mit einem Energietransport verknupft ist.

Fiir die zeitliche Anderung der kinetischen Energie folgt nun

9 [ pv? _ v p , , Ov;
Voo / ]kgv] dv, (111.6.3)

da 0.B.d.A. v — 0 im Unendlichen, was durch geeignete Wahl des Koordinatensystems immer
erreicht werden kann. In endlichen Volumina verschwindet das Oberflachenintegral wegen der
Randbedingung v = 0 an den Wé&nden. Somit haben wir also wegen der Symmetrie des Tensors

. ov; 1 ov vy,
B, = — J R — ! J 4 ==
g / ]kaxkdv 2 / (8xk N 8%) v
n an (‘%k 2
= — — 4+ — | dV. 111.6.4

Da offensichtlich die Zahigkeit zu einer Abnahme der mechanischen Energie fiihrt, ist £, < 0.
Daher kdnnen wir schlieBen, dal3 > 0 sein muR.

/
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111.7 Solitdare Wellen und Solitonen

Die Bewegungsgleichungen (Euler, Navier-Stokes) fiir ideale und zdhe Flissigkeiten sind auf
Grund des Terms (v - V)v nichtlinear. Daher erwarten wir, dal auch die Ausbreitung von Wel-
len durch nichtlineare Gleichungen beschrieben wird. Bisher haben wir aber i.a. nur Phdnomene
untersucht, die durch linearisierte Gleichungen beschrieben werden konnen. Die nichtlinearen
Terme spielten z.B. wegen der Symmetrien oder der Wahl der Parameter keine Rolle. Im folgen-
den wollen wir uns daher die Effekte der Nichtlinearitat genauer ansehen. Fir Wellen bedeutet
dies, dal3 kein (lineares) Superpositionsprinzip mehr gelten wird. Die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit wird in der Regel auch von der Amplitude abh&ngen. Dies fiihrt zu interessanten neuen
Ph&nomenen.

111.7.1 Korteweg-de Vries-Gleichung

Als konkretes Beispiel wollen wir, auch aus historischen Griinden, die Ausbreitung langer Ober-
flachenwellen auf Flissigkeiten geringer Tiefe analysieren. Die Situation ist sehr &hnlich zu der
in Kap. 11.7.3 betrachteten, wobei wir allerdings nun die Nichtlinearitat nicht vernachlassigen
wollen.

Zur Vereinfachung nehmen wir weiter an, daR wir es mit einer idealen Flussigkeit zu tun haben,
die inkompressibel ist und durch eine Potentialstrémung beschrieben wird. Als Bewegungsglei-
chung haben wir daher die Euler-Gleichung, mit den Bedingungen divv = 0 und v = V¢ (und
somit A¢ = 0) zu l6sen. Explizit lautet die Euler-Gleichung

8V P
=_—gé, — V= 1H.7.1
was wir in einfacher Weise in die Form
v(%+_+gz+p> —0 (111.7.2)
ot p

bringen kdnnen. Hieraus folgt, dal der Ausdruck in der Klammer nur eine Funktion der Zeit sein
kann:
¢

ot

Wir nehmen nun an, dal3 die Wellenausbreitung in z-Richtung erfolgt und keine Abhéngigkeit
von der y-Koordinate besteht. Die Oberflache der Flissigkeit wir dann durch die Gleichung
z = ((z,t) beschrieben. Bei langen Wellen &ndern sich die Feldgroen nur langsam mit z,
insbesondere ist

+—+gz+;—x(t) (111.7.3)

% < 1. (111.7.4)
ox
Die Gleichung (I11.7.3) gilt insbesondere direkt an der Oberflache
060 2 (0)
gt > (1) + p? = x(t), (111.7.5)
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wobei der Index 0 darauf hinweisen soll, dal} der Wert der entsprechenden Grofie an der Ober-
flache gemeint ist, also z.B. ¢©) = ¢({(z,1),1).
Fir den Druck an der Oberfldche gilt nun® in dem hier betrachteten Grenzfall langer Wellen

82
o0 = O‘a—xg' (111.7.6)

p. ISt der Atmospharendruck, o die Oberflachenspannung und % die Krimmung der Ober-
flache. Somit folgt

(0)2
Pa _ \(t) — o — UT — g+ 2¢,, = const., (11.7.7)
p p

wobei wir im folgenden partielle Ableitungen immer durch einen Index kennzeichnen, d.h.
0) _ 96 S

¢r " = T5 Cer = 3,5 €lC.

Wir haben nun noch die Randbedingungen zu berticksichtigen. Da sich die Flussigkeit nicht vom

Boden ablost, ist v - e.| _, = ¢.|._, =. An der Oberflache ist die Vertikalgeschwindigkeit

z=

v®) = ¢, durch die Fortbewegung der Welle gegeben:

¢ = ¢+ ¢V¢,. (111.7.8)

Um die unbekannte Funktion x(¢) zu eliminieren, differenzieren wir Gleichung (I11.7.7) nach z:

0= ( f}”)x + % (v(0)2>m +gC — %cm. (111.7.9)

Da wir angenommen haben, dal? die Fliissigkeit eine geringe Tiefe besitzt, erscheint eine Potenz-
reihenentwicklung

[e.9]

$la,z,t) = Y 2"F(x,t) (111.7.10)

n=0
zweckmaRig. Da ¢ der Laplace-Gleichung gentigt, folgt

[e.9]

0 = Ap=> (2"(Fu)awl@.t) +n(n—1)z"*F,(,1))
= Y (n(n—DF,(x,t) + (Fu-o))za(z, ) 2" (111.7.12)

n=2

Aus der Randbedingung ergibt sich

0=:lom0 = Y _nFu(x, )" _, = Fi(x,1). (111.7.12)
n=0

8Dies beweisen wir u.U. in einem spateren Kapitel. Man hat zu beriicksichtigen, daB sich an Oberflichen die
van-der-Waals-Kréfte nicht kompensieren kdnnen.
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Somit erhalten wir die Rekursionsgleichungen
1 (‘92”F0(:17, t)

an(x,t) = (—]_)n <2n)' ax?n , F2n+1(l'7t) =0. (|“713)
Das Potential hat daher eine Entwicklung der Form
22 24

Unter der Annahme, da3 man bei F, die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nach ¢ und x
vertauschen kann, hat man auRerdem:

o > C2n o |
(0) _ _1\n 0t
<¢t >a; Oz ;%( D (2n)! Ox2r

= @Z(—l)"ézn 1 82"F0t+z C% w (111.7.15)

2 n—1) oz | Gt
und - on i
50 — nz_o(_l)n(gn’;! 38;;50 (111.7.16)
sowie oo_ o1 o
50 — ;(_1)71(251”__1)! %;120, (111.7.17)

Setzt man dies in die Randbedingungen und Gleichung (111.7.9) ein, so erhélt man Gleichungs-
system fur F und (. Dieses System ist aber kompliziert und i.a. nicht explizit 16sbar. Da wir
aber lange Wellen bei geringer Tiefe betrachten wollen, ist eine ndherungsweise Ldsung durch
sukzessive Approximation moglich. In niedrigster Ordnung setzen wir an

(=7Z+¢, (Fo)e =V + ¢ (111.7.18)

mit (noch zu bestimmenden) Konstanten Z und V/, die mit der mittleren Héhe bzw. Geschwindig-
keit der Oberflachenwellen zusammenhéngen. Der Korrekturen sollen klein sein, d.h. [{| < Z
und |p| < V.

Setzt man nun diesen Ansatz in die Randbedingungen und Gleichung (111.7.9) ein, so folgt in
fihrender Ordnung

0 = &+ VE+ 2oy, (1.7.19)
0 = v+ Vg + g&. (111.7.20)

Zur Losung dieses Gleichungssystems machen wir den Ansatz ¢ = G(), d.h. £ ist nur eine
Funktion G von . Dies liefert dann

0 = G'oi+ (VG + Z)p,, (111.7.21)
0 = o+ (V+9G)p,. (111.7.22)
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wobei G’ die Ableitung der Funktion GG bezeichnet. Dieses Gleichungssystem hat nichttriviale
Losungen nur dann, falls gG’*> = Z bzw.

G =— %= _a, (111.7.23)
g

wobei wir das Vorzeichen schon geeignet gewéhlt haben. Die Ableitung der Funktion G ist also
in dieser Ordnung konstant und somit

{=G(p) = —Gop. (111.7.24)
In der ndchsten Approximationsstufe nehmen wir an, daf}
E=—Golp+y) mit [¢| < gl (111.7.25)

Hiermit ergibt sich aus (111.7.19) und (111.7.20)

3

Z
0 = Gopr + VGo(pr +V2) — Zoo + 2Gopps + 5 Pz (111.7.26)

Z2
0 = ¢ —9Go(ps +¥s) + Voo + 0o, + (%Gg — 7v) uws  (111.7.27)

wobei wir v, gegeniiber ¢, und p.¢.., »> gegeniiber oy, vernachlassigt haben. Eliminiert man
aus den obigen Gleichungen .., so erhélt man
3 72 «
0= (VGalort (V=9 2)0.+20GutVhppnt (575 = 52+ SGal ) e (11728
Wir wiahlen nun die bisher unbestimmten Konstante V' geeignet®. Vor dem Hintergrund unserer
Ergebnisse fiir lange Schwerewellen, z.B. Gleichung(l1.7.44) fiir deren Ausbreitungsgeschwin-
digkeit, ist es nicht unverniinftig, einen Zusammenhang

V =1\/9Z (111.7.29)

zu postulieren. Damit erhalten wir schlieflich folgende partielle Differentialgleichung fur die
‘Korrekturfunktion’ ¢:

3 vV (Z?
2 2\ 3 pg

Dies ist die Korteweg-de Vries-Gleichung fir lange Wellen in Flissigkeiten geringer Tiefe (seich-
tem Wasser).

Man beachte, daR durch die Wahl (111.7.29) in erster Ordnung unserer Naherung ¢; = & = 0 qgilt,
d.h. die Welle ist in dieser Ordnung stationdr und die Zeitabhangigkeit tritt erst durch Betrachtung
der zweiten Ordnung zu Tage.

9Im Prinzip miiRte man spéter zeigen, daB die getroffene Wahl konsistent ist.
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bare)

Abbildung 111.7.1: Qualitatitive Form der Losungen der KdV-Gleichung vom Typ einer fort-
schreitenden Welle.

111.7.2 Solitonen

Durch Reskalierung von ¢ und x kénnen wir die Korteweg-de Vries-Gleichung in die Form

©t + PPz + Prap =0 (11.7.31) |

bringen®®. Sie hat Losungen in der Form von fortschreitenden Wellen, die sich mit der Geschwin-
digkeit « ausbreiten. Allgemein bezeichnet man als fortschreitende Wellen Losungen von Wel-
lengleichungen, die von = und ¢ nur in der Kombination £ = = — ut abhéngen (mit fester Ge-
schwindigkeit «). Hierzu transformieren wir auf ein Koordinatensystem, in dem eine solche Wel-
le stationdr erscheint, d.h. (z,t) = ¢(¢). Dann gilt 5 = seund § = —ug, sodaR (111.7.31)
in

O'lap —u)+¢" =0 (111.7.32)

Ubergeht. Die qualitative Form der Losungen dieser Gleichung ist in Abb. I11.7.1 gezeigt. Man
kann sie als eine unbeschrénkte, periodische Ansammlung von Wellenbergen charakterisieren.
Andere Ldsungen haben aber nicht die Form einer fortschreitenden Welle. Hier variieren dann
die Geschwindigkeit « und der Abstand d der Wellenberge kontinuierlich.

Der Grenzfall einer fortschreitenden Wellen mit d — oo wird als solitare Welle bezeichnet, da sie
nur aus einem Wellenberg besteht. Allgemeiner sind solche solitaren Wellen durch einen scharfen
Ubergang (in einem kleinen Bereich) zwischen dem asymptotischen Werten fiir ¢ — —oo und
¢ — oo charakterisiert. Im Falle der KdV-Gleichungen sind die beiden Asymptotiken identisch,
es ist aber vorstellbar, daB sie unterschiedliche Werte haben (siehe Abb. 111.7.2). In diesem Fall
hat die Welle eher die Form einer scharfen Kante oder einer wandernden Stufe und wird i.a. als
Kink bezeichnet.

Eine typische Eigenschaft von solitdren Wellen, die sie von den bisher bekannten (linearen) Wel-
len unterscheidet, ist die Tatsache, dal? sie nicht zerflieBen. Dies ist in Abb. 111.7.3 schematisch
dargestellt. Historisch sind solitdre Wellen zuerst 1834 von dem Ingenieur John Scott Russell
beschrieben worden. Er hat sie in einem Kanal beobachtet, in dem sie durch einen von Pferden
geschleppten Kahn erzeugt wurden. Die solitdre Wellen bewegte sich mit einer Geschwindigkeit
von fast 10 Meilen pro Stunde uber eine grolie Distanz von mehreren Meilen nahezu unveréndert
fort.

19In der Mathematik ist die Wahl o = # tiblich.
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§ 35 $0,5)

P
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Abbildung 111.7.2: Typische Formen einer solitdren Welle, die durch einen scharfen Ubergang
zwischen den asymptotischen Werten charakterisiert ist. Das Beispiel im linken Bild entspricht
dem Grenzfall d — oo aus Abb. 111.7.1. Bei dem im rechten Bild gezeigten Beispiel spricht man
auch von einer “Stufe’ oder einem ‘Kink’.

Im folgenden wollen wir die sog. Ein-Soliton-Losung der Korteweg-de Vries-Gleichung ablei-
ten. Wir suchen Losungen von (111.7.31), die fir z — oo verschwinden. Ebenso sollen ihre
Ableitungen asymptotisch verschwinden. Nach der Transformation £ = x — ut erhalten wir die
Gleichung (111.7.32), die wir sofort integrieren kénnen:

Pee = up — %QOZ K, (111.7.33)

mit einer Konstanten K. Diese mul} aber wegen der Randbedingungen verschwinden. Nach
Multiplikation mit ¢, konnen wir ein weiteres Mal integrieren und erhalten

—_

U o & 3

~ (2 11.7.34
5P =5¢ — ¥ (111.7.34)

wobei die eigentlich auftretende Integrationskonstante wieder verschwinden mufR. Nun nehmen
wir die Substitution (&) = w2(§) vor. Nach Multiplikation mit ¢ erhalten wir die Gleichung

fwg — - = (111.7.35)

U 3u

Hier kdnnen wir nun die Variablen separieren:

_5 / ¢2 — arcosh < %w> , (“|736)

und somit 1(§) = /5 cosh (45) Die Rucktransformation auf die urspriinglichen Variablen
liefert dann die explizite Form der Ein-Soliton-Ldsung:

3u/a
cosh? (%g(a:—-ut)>.

pi(x,t) = (111.7.37)
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ZerfiieBende Welle

Amplitude 5

Nicht zerflieBende Weaffe (Sofiton)

Amplitude —5

osition, x —3

Abbildung I11.7.3: Solitdre Wellen (unten) zerflieRen im Gegensatz zu ‘normalen’ Wellen (oben)
nicht.

Hier sieht man explizit, dal die Amplitude von der Geschwindigkeit « abh&ngt: Grol3e solitére
Wellen sind schneller als flache!
Man kann auch Zwei-Solitonen-Ldsungen konstruieren. Eine spezielle solche Losung ist

723 + 4cosh(2x — 8t) + cosh(4x — 64t)

28 (111.7.38)
a (3cosh(z — 28t) + cosh(3x — 36t))

902(x7t>

Man kann explizit nachrechen, dal3 dies eine Losung der KdV-Gleichung mit der Eigenschaft
lim, 400 @2(x,t) = 0 ist. Der Name kommt daher, dal im Grenzfall ¢ — +oo die Ldsung in
zwei Ein-Soliton-Losungen zerféllt:

pa(z,t) = i (2, 8) + 1P (2, 1), (111.7.39)
wobei
3u; /o
cosh? (@(z —u;t) + 5j>

()

pr(z,t) = (111.7.40)

mit den Geschwindigkeiten u; = 4 und u; = 16 der Solitonen und den Phasenverschiebungen
8172 = +artanh(1/2). Es handelt sich also um die Uberlagerung zweier Ein-Soliton-Losungen
(siehe Abb. 111.7.4), die man auch als eine Streuung zweier einzelner Solitonen interpretatieren
kann. Zu ganz friihen Zeiten ¢ — —oo kdnnen die Beitrdge sauber getrennt werden. Auf Grund
der unterschiedlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten Gberlagern sich die Losungen und sind
erst fir t — oo wieder trennbar Das Besondere hierbei ist nun, daR die Anteile fir x — +oo
genauso aussehen wie die urspriinglichen (t — —o0) (siehe Abb. 111.7.4). Das bedeutet, dai3 die
beiden solitdaren Wellen nach der Kollision die gleiche Gestalt und Geschwindigkeit wie vorher
haben. Solitdre Wellen mit dieser Eigenschaft bezeichnet man auch als Solitonen.
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Abbildung 111.7.4: Die Zwei-Solitonen-L&sung kann als Uberlagerung zweier Ein-Solitonen-
Ldsungen interpretiert werden (links). Die rechte Abbildung zeigt schematisch die Kollision
zweier Solitonen, die dabei ihre urspriingliche Gestalt behalten.

Allgemein versteht man unter einem Soliton eine Losung s (xz — ut) einer (nichtlinearen) Wel-
lengleichung in der Form einer solitdren Welle, die asymptotisch Form und Geschwindigkeit
beibalt, wenn es mit einem anderen Soliton kollidiert. Formal ausgedriickt heil3t das: Ist flr
t — —00

N
p(z,t) ~ Zsos(fj) (111.7.41)

mit §; = x — u;t und (konstanten) Geschwindigkeiten u;, so ist nach der Wechselwirkung (also

fir t — o0)
N

p,t) ~ > a8+ 65), (11.7.42)
j=1

d.h. es tritt hochstens eine konstante Phasenverschiebung der einzelnen Anteile gegeneinander
auf.
Die sog. gepulsten Losungen gewisser linearer Wellengleichungen sind in diesem Sinne auch
als Solitonen zu betrachten. Solitonen entstehen daher entweder bei linearen Wellengleichungen
und Dispersionsfreiheit oder aber in nichtlinearen Wellengleichungen mit Dispersion. Letzeres
ist bei den Flachwasserwellen der Fall, die ja auf die KdV-Gleichung fiihren. Hier sieht man, dal3
eine schwache Nichtlinearitét einen Beitrag proportional zu &3 zur Frequenz w liefert.

111.7.3 Sine-Gordon-Gleichung

In diesem Abschnitt wollen wir eine weitere nichtlineare Gleichung und ihre Solitonen-Ldsun-
gen diskutieren. Die Sine-Gordon-Gleichung ist zwar nicht unmittelbar durch ein hydrodyna-
misches Problem motiviert, spielt aber in vielen Bereichen der Physik eine wichtige Rolle. Wir
diskutieren diese Gleichung auch deshalb, da kein allgemeines Kriterium fiir das Auftreten von
Solitonenldsungen bekannt ist, so dal man auf die Untersuchung konkreter Beispiele angewiesen
ist.
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Aus der Quantenmechanik ist die Klein-Gordon-Gleichung

P,
Alb—ﬁ:mw (111.7.43)
fiir ein relativistisches Spin-0-Teilchen bekannt!. Durch eine kleine Abanderung wird hieraus
die nichtlineare Gleichung

Doz — Py = SiN @, (11.7.44)

die aus naheliegenden Griinden als Sine-Gordon-Gleichung oder auch Sinus-Gordon-Gleichung
bezeichnet wird. Sie tritt in vielen Anwendungen in der Feldtheorie, Elementarteilchen- und
Festkorperphysik auf. Auch der Kontinuumslimes eines Systems harmonisch gekoppelter Pendel
fuhrt auf diese Gleichung.

Zunachst wollen wir eine Ein-Solitonen-Ldsung konstruieren, die fir + — —oo verschwindet.
Wir flihren wieder die Variable ¢ = x — ut ein, womit die Sine-Gordon-Gleichung die Form

(1 — u?)pee = sing (111.7.45)
annimmt. Nach Multiplikation mit ¢ kann man integrieren und erhalt

1
5(1 - u2)<p§ = K — cos . (111.7.46)
Da p, — 0 fir x — —oo, ist K = 1 und die rechte Seite lalt sich mit einer bekannten trigono-

metrischen Identitat als 2 sin® (£) schreiben. Dies liefert dann

2

_ (P
o= — u2sm(2>, (111.7.47)

was wir durch Trennung der Variablen integrieren kdnnen:

1 1 dy dp

== 2 __ [T 111.7.48
«/1—u2/ § 2/2sinfcosf v ( )
wobei wir wieder eine Halbwinkelformel ausgenutzt haben. Im letzten Schritt wurde mit ¢ =
tan (£) substituiert. Damit ergibt sich zunachst ﬁg = In (tan £) und hieraus durch Riick-
transformation

o4 (z,t) = 4arctan <j: exp (%)) . (111.7.49)

Dies sind die Ein-Soliton-Losungen der Sine-Gordon-Gleichung (siehe Abb. 111.7.5.

Durchlauft « die reelle Achse von —oo nach +oo, so rotiert o um 2. Fir die Losung ¢, verlauft
die Rotation um 427, fir ¢_ um —2x. Man bezeichnet daher ¢, als Soliton und ¢_ als Anti-
soliton. Man kann zeigen, dafl die Gesamtrotation bei St6f3en erhalten bleibt. Auf Grund dieser
topologischen Zwangsbedingung konnen Solitonen nur paarweise erzeugt oder vernichtet wer-
den. Da die Sine-Gordon-Gleichung auch invariant unter Lorentz-Transformationen ist, eignet
sie sich deshalb als einfaches Modell zur Beschreibung von Elementarteilchen.

LWir haben hier i = ¢ = 1 gesetzt.
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Abbildung I11.7.5: Die Form der Ein-Soliton-L&sung des Sine-Gordon-Modells.
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Abbildung 111.7.6: Soliton-Antisoliton-Streuung im Sine-Gordon-Modell. Zur Zeit = 0 sind das

Soliton und das Antisoliton, die sich mit der gleichen Geschwindigkeit bewegen, vollstandig
uberlagert.

Wir geben noch die analytischen Ausdriicke fiir Zwei-Solitonen-Losungen an. Fur die Soliton-
Soliton-Streuung ist

ut

usinh 2=
©ss = darctan <h7 V1wt > (111.7.50)
COS V1_uZ

und fiir die Soliton-Antisoliton-Streuung

usinh -4
pgg = 4arctan (h—1f> : (111.7.51)
U COS \/TW

Aus g5 sieht man, daR Solitonen und Antisolitonen durcheinander hindurch laufen kdénnen,
ohne sich gegenseitig auszuldschen, obwohl dies der Erhaltung der totalen Rotation nicht wider-
sprechen wirde. Das Verhalten bei der Soliton-Antisoliton-Streuung ist in Abb. 111.7.6 schema-
tisch dargestellt.
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111.8  Anwendungen: Verkehrsmodellierung

Da wir umgangssprachlich davon sprechen, dal® Verkehr flief3t, ist es nicht tGberraschend, dald die
altesten Theorien zur Beschreibung von Strallenverkehr tatsdchlich Varianten von hydrodynami-
schen Theorien sind. Bevor wir diese genauer vorstellen, wollen wir uns mit den Grundlagen
und wesentlichen Phdnomenen im StralRenverkehr, die von einer guten Theorie beschrieben und
erklart werden sollen, beschaftigen.

111.8.1 Empirische Grundlagen
MeRgrofen

Die meisten Verkehrsdaten werden zur Zeit mit Hilfe von Induktionsschleifen gewonnen. Be-
wegte Fahrzeuge, die den Detektoren Uberfahren, induzieren einen Strom. Der Zeitpunkt des
Signals wird dann aufgezeichnet. Ein Problem stellt allerdings die Tatsache dar, dal3 prinzipiell
nur bewegte Fahrzeuge detektiert werden. Dies erschwert die Interpretation der Daten, da z.B.
Staus praktisch keine Signale liefern.

Die wichtigste Mel3grofie ist der Fluf? oder Strom J. Er ist definiert als die Zahl der Fahrzeuge,
die pro Zeiteinheit den Detektor passieren.

Da die Detektoren aus zwei Schleifen in kurzem Abstand bestehen, 1&Rt sich die Geschwindigkeit
v, des n-ten Fahrzeugs relativ leicht bestimmen. Ist ¢, bzw. ¢, die Zeit, zu der das betrachtete
Fahrzeug den Detektor D1 bzw. D2 passiert und d der Abstand der Detektoren, so erhalt man
die Geschwindigkeit tber v,, = tDQdftDl. Hierbei wurde implizit angenommen, daf sich die Ge-
schwindigkeit im Intervall [¢p,, tp,] nicht &ndert. Dies ist auf Grund des geringen Abstandes der
Schleifen i.a. gut erfiillt. Eine Ausnahme bilden allerdings Fahrzeuge, die in einem Stau stehen
und z.B. nach einer kurzen Fahrstrecke zwischen den Schleifen stehen bleiben. Wir werden auf

dieses Problem bei der Dichtebestimmung zurtick kommen.

SchlieBlich spielt nattirlich die Dichte p eine wesentliche Rolle. Bei deren Bestimmung aus Mes-
sungen an Induktionsschleifen gibt allerdings prinzipielle Probleme. Per Definition ist die Dichte
eine rdumliche GroRe, wahrend die Detektoren nur zeitliche Messungen durchfiihren kdnnen.
Zusétzlich treten systematische Fehler auf, da nur bewegte Fahrzeuge detektiert werden. Im all-
gemeinen wird die Dichte daher indirekt bestimmt, z.B. mit Hilfe der sog. hydrodynamische
Relation

N
. 1
J=pv omit  v=- > vn (111.8.1)

n=1

aus der Durchschnittsgeschwindigkeit und dem Strom.

AbschlieRend sei noch angemerkt, daR die Detektoren h&ufig nicht die Einzelfahrzeugdaten ab-
speichern, sondern zur Datenreduktion eine automatische Mittelung durchfiihren. Je nach Lange
des Mittelungsintervalls unterscheidet man 1-Minuten- und 5-Minuten-Daten.
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Beobachtungen

Zwei wichtige empirische Resultate sollten von jedem verntinftigen Verkehrsmodell reproduziert
werden, zum einen die spontane Staubildung und zum anderen die Form des sog. Fundamental-
diagramms.

Die spontane Staubildung, auch bekannt als Stau aus dem Nichts, ist ein aus dem Alltag wohlbe-
kanntes Phdnomen. Hierbei handelt es sich um Staus, die ohne offensichtlichen duReren Anlal3
entstehen. Zu den offensichtlichen AnléRen gehtren z.B. Unfélle, Bauarbeiten oder jede Art von
Fahrbahnverengung. Bei dem Stau aus dem Nichts handelt es dagegen um ein kollektives Ph&no-
men und gibt dem Physiker wichtige Hinweise, die bei der Modellierung zu beriicksichtigen
sind.

N\g

Abbildung 111.8.1: Die Trajektorien zeigen die Bewegung einzelner Fahrzeuge auf einer Spur
einer mehrspurigen StraRe. Die spontane Staubildung ist deutlich zu erkennen, ebenso die Be-
wegung des Stau gegen die Fahrtrichtung.

Abb. 111.8.1 zeigt ein berlihmtes empirisches Beispiel fir die Existenz der spontanen Staubildung.
Jeder Linie entspricht der Trajektorie eines Fahrzeugs®?. Diese Trajektorien wurden aus einer Se-
rie von Luftaufnahmen abgeleitet. Man erkennt deutlich, daf3 sich die Fahrzeuge links mit kon-
stanter Geschwindigkeit bewegen. Dann werden sie gezwungen abzubremsen, stehen fiir einige
Zeit, und fahren dann wieder mit konstanter Geschwindigkeit weiter. Im Bereich des Staus sind
die Trajektorien deutlich dichter und fast senkrecht. Bei den Beobachtungen wurde kein dufRe-
rer Anlal} fiir den Stau festgestellt. Eine weiteres Charakteristikum ist die Riickwartsbewegung
des Staus, d.h. die Staufront bewegt sich entgegengesetzt®3 zur Fahrtrichtung der Autos. Die Ge-
schwindigkeit vg,, dieser Bewegung ist eine wichtige Konstante in der Verkehrsforschung. Sie

Linie, die abrupt enden bzw. beginnen, gehoren zu Fahrzeugen, die die Spur wechseln.
BIn der Verkehrsforschung bezeichnet man dies héufig als stromaufwérts (upstream).
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Abbildung 111.8.2: Empirisches Fundamentaldiagramm. Jeder Punkt entspricht einer Mittelung
uber 5 Minuten.

ist weitgehend unabhangig von vielen Details (Land, Wetter, Strallzustand etc.) und betrégt etwa
Vstau ~ 15 km /h. (111.8.2)

AbschlieRend sie noch darauf hingewiesen, daR die Existenz der spontanen Staubildung von ei-
nigen Verkehrsforschern bezweifelt wird. Sie fiihren jede Art von Staubildung auf die Existenz
sog. Bottlenecks zuriick. Ein Bottleneck ist dabei eine Inhomogenitét auf Grund reproduzierbarer
externer Griinde. Dazu zahlen neben Fahrbahnverengungen und Auf- und Abfahrten auch sonsti-
ge Ablenkung am Fahrbahnrand. Experimente legen jedoch nahe, daf} Stau tatsachlich spontan
entstehen kdnnen.

Die wichtigste MelRgroRe zur Charakterisierung des Verkehrs ist das sogenannte Fundamental-
diagramm, wie schon aus dem Namen deutlich wird. Hierbei handelt es sich um den funktionalen
Zusammenhang J = J(p) zwischen dem Strom J und der Dichte p. Im folgenden wollen die
schematische Struktur des Fundamentaldiagramms diskutieren. Wir orientieren uns dabei an der
historischen Entwicklung, in Laufe deren immer wieder neuen Strukuren entdeckt wurden.
Abb. 111.8.2 zeigt ein typisches Fundamentaldiagramm aus empirischen Messungen. Jeder Da-
tenpunkt ist aus einer Mittelung von Dichte und FluR tber 5 Minuten hervorgegangen. Man
erkennt deutlich zwei getrennte Aste: Einen FreifluRast mit positiver Steigung und einen gestau-
ten Ast mit negativer Steigung. Im FreifluRast ist die Wechselwirkung der Fahrzeuge miteinander
vernachldssigbar. Jedes Auto kann daher mit seiner Wunschgeschwindigkeit ol fahren, die i.a.
mit dem herrschenden Tempolimit tbereinstimmt. Die Steigung der Geraden ist daher gerade
durch die Wunschgeschwindigkeit gegeben: %}FF ~ vmax > 0. Werden die Wechselwirkungen
wichtig, so kommt es zu Abweichung von der Geraden. Ab einer bestimmten Dichte dominie-
ren die Wechselwirkungen und der Flu nimmt schlieBlich mit zunehmender Dichte wieder ab:

Z—Z}S < 0. Dies passiert im gestauten Ast. Dort ist der mittlere Abstand der Fahrzeuge klein,
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Abbildung 111.8.3: Schematisches Fundamentaldiagramm a) J = J(p) und b) v = v(p).

so dal} die Wechselwirkung dominiert. Die Geschwindigkeit v,, der Autos ist deutlich kleiner
als die Wunschgeschwindigkeit v und es kommt zur Bildung von Staus. Staus werden durch
sehr wenige Parameter charakterisiert, ndmlich ihre Dichte pmax und den Ausflul® Joy. Diese sind
annahernd Konstanten, die unabhéangig von Wetter, Strallenzustand, etc. sind. Ein verniinftiges
Verkehrsmodell sollte diese Tatsachen natirlich reproduzieren.

Im einfachsten Fall hat das Fundamentaldiagramm die in Abb. 111.8.3a dargestellte schematische
Form. Der FluB verschwindet bei verschwindender Dichte und bei der maximalen Dichte pmax.
Dazwischen gibt es genau ein FluBmaximum bei der Dichte p.. Abb. 111.8.3b zeigt eine alterna-
tive Form des Fundamentaldiagramms, die auf Grund der hydrodynamischen Relation (111.8.1)
aquivalent ist. Sie zeigt das anschaulich erwartete Verhalten, dal die Geschwindigkeit monoton
fallend von der Dichte abhangt, d.h. j—z < 0. AuBerdem ist lim, .o v(p) = vmax. ES gibt noch eine
dritte &quivalente Form des Fundamentaldiagramms, ndmlich v = v(J). Diese wird gerne von
\erkehrsingenieuren benutzt.

Die empirischen Daten in Abb. 111.8.2 lassen schon erahnen, dal das Fundamentaldiagramm
mehr Struktur haben kann. Insbesondere in der Ndhe des Maximums ist es nicht unbedingt Kklar,
dal Freiflulast und gestauter Ast in einem gemeinsamen Punkt enden. Tatsdchlich beobachtet
man héufig einen Dichtebereich [p, p2], in dem der FIuR keine eindeutige Funktion der Dichte
mehr ist. Dieser Bereich tritt in der N&he des FluBmaximums auf (siehe Abb. 111.8.4). Man be-
zeichnet dies auch (aufgrund der Ahnlichkeit mit der Form des griechischen Buchstabens) als
inverse Lambda-Form. Es zeigt sich, daf® Zustande mit FliRen J > J(p;) nicht stabil, sondern
metastabil sind. Sie zerfallen bei hinreichend groRen Storungen in gestaute Zustande mit ent-
sprechend kleinerem FluR. Die Differenz J(py) — J(p1) bezeichnet man auch als capacity drop.
Spater werden wir sehen, dal’ J(p1) = Jout, Wobei Joy der Ausflu ist einem groflen Stau ist.

In engem Zusammenhang mit der Existenz von metastabilen Zustdnden steht das Phédnomen
der Hysterese. Angenommen, man startet zu einer Zeit ¢; mit einem Fluf? und einer Dichte, die
einem Punkt auf dem metastabilen HochfluRast liegen. Erhdht man die Dichte weiter, so steigt
zuné&chst der Fluf3 an. Irgendwann bricht er aber zusammen und man fallt auf den gestauten Ast.
Erniedrigt man jetzt die Dichte wieder, so wird der FIuR wieder ansteigen. Da man sich aber
auf dem gestauten Ast bewegt, wird der Ausgangsflu nicht mehr erreicht, wenn man bei der
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Abbildung 111.8.4: Schematisches Fundamentaldiagramm bei Existenz metastabiler HochfluR3-
zustande.

Ausgangsdichte ankommit.

In den letzten Jahren hat man durch sorgfaltige Untersuchung der empirischen Daten festgestellt,
dafl3 das Fundamentaldiagramm noch komplexer ist. Tatsachlich hat es die in Abb. 111.8.5 darge-
stellte Struktur. Statt eines wohldefierten Astes gibt es eine ganze “Blase”, d.h. es gibt eigentlich
keinen funktionalen Zusammenhang J = J(p) zwischen FluR und Dichte mehr. Fir groRere
Dichten kann da der FIuB zu einer Dichte unendlich viele Werte annehmen, was zur Verteilung
in einem zweidimensionalen Gebiet fiihrt. Die Zustande in dieser Blase* bezeichnet man als syn-
chronisierten Verkehr. Eine gute N@herung des zu erwartenden Verhaltens ist der wohlbekannte
“zéahflussige Verkehr”.

Modellierungsansatze

Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten, die sehr unterschiedlichen Modellklassen, die bisher zur
Beschreibung von Stralenverkehr eingesetzt wurden, zu charakterisieren. Die géngigsten Unter-
scheidung sind:

Auflésung: mikroskopisch «—— makroskopisch
In mikroskopischen Modellen sind die einzelnen Fahrzeuge unterscheidbar, wahrend in
makroskopischen Modellen lediglich Dichten fiir die Zahl der Fahrzeuge, die Geschwin-
digkeit etc. betrachtet werden.

Variablen: diskret «—— kontinuierlich
Raum, Zeit und Zustandsvariable konnen jeweils diskret oder kontinuierlich sein. Dabei
sind im Prinzip alle Kombinationen mdglich.

14 Andeutungsweise erkennt man diese schon in Abb. 111.8.2.
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Abbildung 111.8.5: Schematisches Fundamentaldiagramm mit synchronisiertem Verkehr.

Dynamik: deterministisch «— stochastisch
Modelle mit einer stochastischen Dynamik enthalten Zufallselemente.

Detailgrad: high fidelity «— low fidelity
Der Detailgrad bezieht sich auf den offensichtlichen Realismus des Modells. High fideli-
ty Modelle versuchen z.B. das Verhalten des Fahrers moglichst realistisch nachzubilden,
wahrend low fidelity Modelle mehr darauf abzielen, gewisse Mel3grofien wie z.B. das Fun-
damentaldiagramm korrekt zu reproduzieren.

Bei den hydrodynamischen Modellen handelt es sich um eine makroskopische Beschreibung mit
kontinuierlichen Variablen, die meist deterministisch ist. Allgemein wird versucht, die Dyna-
mik der Fahrzeugdichte p(x, t), der Geschwindigkeitsdichte v(x,¢) und der Stromdichte J(x, )
durch Gleichungen ahnlich der Hydrodynamik zu beschreiben. Man kann sich diese Dichten als
Ergebnis einer sog. coarse-graining Prozedur vorstellen, bei der man von einer mikroskopischen
Beschreibung durch Mittelung tber relativ kleine (Zeit-, Raum-)Intervalle zu einer Beschreibung
durch Dichten Ubergeht.

111.8.2 Lighthill-Whitham-Theorie

Ausgangspunkt der Lighthill-Whitham-Theorie ist die Kontinuitatsgleichung
Op(x,t) N 0J(x,t)
ot ox
die die Erhaltung der Zahl der Fahrzeuge widerspiegelt. MuR man zusétzlich Auf- und Abfahrten
(an den Orten 29) bzw, :c ) berucksmhtlgen so ist (111.8.3) zu modifizieren

ot Z% Top Zﬂj w0 1), (111.8.4)

=0, (111.8.3)

auf




111.8. ANWENDUNGEN: VERKEHRSMODELLIERUNG 99

wobei «; bzw. 3; die Raten sind, mit denen Fahrzeuge auf die betrachtete Stralle auffahren bzw.
sie verlassen.

Die Gleichung (111.8.3) enthélt noch zwei unbekannte Funktionen, némlich die Dichte p(z, ¢) und
den Strom J(x, t) (bzw. die Geschwindigkeitsdichte v(x, t), die tber J(x,t) = p(z, t)v(x,t) mit
dem Strom zusammenhangt). Wir bendétigen daher eine weitere Beziehung, die uns einen Zusam-
menhang zwischen diesen GroRen liefert. Lighthill und Whitham haben deshalb angenommen,
daf

J(x,t) = J(p(x,t)) (111.8.5)

ist. Anschaulich bedeutet dies, dall der Strom instantan auf Dichtednderungen reagiert. Seine
Orts- und Zeitabhéngigkeit kommt daher alleine durch die Orts- und Zeitabhéangigkeit der Dichte
zustande. Setzt man die Annahme (111.8.5) in die Kontinuitétsgleichung (111.8.3) ein, so erhalt
man die sog. Lighthill-Whitham-Richards-Gleichung (LWR-Gleichung)®®

dp(z, 1) plz,t)
BT ve(p) o 0 (111.8.6)
mit der Geschwindigkeit
dJ dv

Man beachte, daf v,(p) i.a. verschieden von der mittleren Geschwindigkeit v(x, t) am Ort x ist.
Ein Problem der LWR-Theorie ist, dal} das Fundamentaldiagramm nicht berechnet werden kann,
sondern vorgegeben werden muf3. Eine besonders einfache Strukur hat die sog. Greenshields-
Form

Jo(0) = vt (1 _r ) , (111.8.9)

Pmax

die fur kleine Dichten ein lineares Verhalten mit der Steigung vnax liefert und bei der maximalen
Dichte pmax Verschwindet. vyax entspricht dabei der Freiflulgeschwindigkeit der Fahrzeuge und
pmax der Dichte in einem Stau.

Man beachte, dal’ es sich bei der Lighthill-Whitham-Gleichung (111.8.6) um eine nichtlineare
Wellengleichung handelt, denn i.a. ist v, auch von der Dichte p abhédngig. Wir betrachten aber
zunéchst den Fall, da v, konstant ist. Dann ist offensichtlich p(z,t) = f(x — v,t) mit einer
beliebigen Funktion f. Die bedeutet, dal} das Dichteprofil lediglich “starr” verschoben wird.
Ist dagegen v, auch dichteabéngig, so wird die Gleichung nichtlinear und Formanderungen des
Dichteprofils treten auf. Es stellt sich heraus, dal3 die allgemeine Losung immer noch von der
Form p(x,t) = f(x — vy(p)t) ist. Das Dichteprofil p(x, t) zur Zeit ¢ ergibt sich aus dem zur Zeit
t = 0 durch eine dichteabhéngige Verschiebung um v (p)t.

Die Losungen der Lighthill-Whitham-Gleichung (111.8.6) entsprechen also Dichtewellen. Genau-
er spricht man hier von kinematischen Wellen, da sie lediglich die Folge eines Erhaltungssatzes
sind. Im Gegensatz dazu sind dynamische Wellen, wie z.B. akustische oder elastische Wellen,
Losungen einer Bewegungsgleichung (z.B. Euler oder Navier-Stokes).

BDiese Gleichung wurde von Richards unabhzngig von Lighthill und Whitham abgeleitet.
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Im StralRenverkehr ist, wie wir schon gesehen haben, i.a. j—z < 0 und somit ist die Geschwin-
digkeit v, (p) der Dichtewelle kleiner als die lokale Geschwindigkeit v der Autos. Sie bewegt
sich deshalb entgegengesetzt zur Fahrtrichtung bzw. riickwarts relativ zur Fahrbahn. Dies ist an-
ders bei FluBstromungen, die ebenfalls von Lighthill and Whitham mit ihrer Theorie untersucht
wurden. Hier ist i.a. j—; > 0 und somit v,(p) > v.

Die Kriimmung jfT;’ des Fundamentaldiagramms bestimmt die Geschwindigkeit, mit der sich

dv

verschiedene Dichten ausbreiten. Ist jfTi < 0, so ist a5 <0 und hohere Dichten bewegen sich

langsamer, wahrend es fur ‘57‘{ > () genau umgekehrt ist.

I.a. bewegen sich also Bereiche unterschiedlicher Dichte mit verschiedenen Geschwindigkeiten.
Holt eine Welle mit groRer Geschwindigkeit eine Welle mit kleinerer Geschwindigkeit ein, so
entsteht ein Dichtesprung (Schockwelle). Ein Schock ist dabei defniert als ein Objekt, das Be-
reiche verschiedener Dichte voneinander trennt (siehe Abb. I11.8.6). Ein Schock kann sich mit

P
L vy

P2

V(o2

X

Abbildung 111.8.6: Ein Schock trennt Bereiche verschiedener Dichte.

der Geschwindigkeit v, bewegen. Man kann diese Schockgeschwindigkeit leicht aus der Konti-
nuitdtsgleichung ableiten. An der Sprungstelle gilt ndmlich J> — J; = (p2 — p1)vs, Woraus fur
die Schockgeschwindigkeit folgt
=
p2—p1
Da am Schock ein Dichtesprung stattfindet ist es naheliegend, die Schockgeschwindigkeit mit
der Staugeschwindigkeit zu identifizieren. Dies ist jedoch nicht unproblematisch.
Insgesamt spielen also in der LWR-Theorie drei verschiedene Geschwindigkeiten eine Rolle:
Die momentane Geschwindigkeit v(x, t), die Geschwindigkeit v, (p) einer Dichtewelle'® und die
Schockgeschwindigkeit v,. Alle drei sind direkt aus dem Fundamentaldiagramm ablesbar, als
Steigung geeigneter Geraden (siehe Abb. 111.8.7).
Das LWR-Modell leidet unter zwei wesentlichen Problemen. Zum einen sind auf Grund der
Beziehung J = J(p) die Dichte und der Strom “im Gleichgewicht”. Das bedeutet, dai3 es keine
spontane Staubildung gibt, da Schocks stabile Objekte sind. Fiir eine spontane Staubildung mifite

(111.8.9)

Vs

1Diese Geschwindigkeit wird auch als kollektive Geschwindigkeit bezeichnet.
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pl pz p

Abbildung 111.8.7: Die drei zentralen Geschwindigkeiten der LWR-Theorie lassen sich als Stei-
gungen geeigneter Geraden direkt aus dem Fundamentaldiagramm ablesen. v(zx, t) ist die Stei-
gung der Sekante durch den Ursprung und den Punkt (p, J(p)), wobei p die lokale Dichte bei
x ist. v, ist die Steigung der Sekante durch (p1, J(p1)) und (p2, J(p2)), Wobei p; die Dichten
auf beiden Seiten des Schocks bezeichnet. v, schlieRlich ist die Steigung der Tangente im Punkt

(p, J(p))-

es einen Bereich geben, in dem kleine Dichteschwankungen immer mehr anwachsen. Dies ist im
LWR-Modell nicht moglich.
Zum anderen fuihren die Schockwellen zu numerischen Problemen (Singularitdten). Deshalb
wird oft ein zusatzlicher Diffusionsterm berticksichtigt, der zu einer Glattung von Schocks fihrt.
Statt der tblichen Beziehung J = J(p) nimmt man nun an, dal

dp

J = Jo(p) = D5~ (111.8.10)

gilt. Fur ein festes Dichteprofil p(z,t), und somit festes Jy(p), bedeutet dies, daf % > 0zu
einem kleineren Fluf} und % < 0 zu einem hoheren FluR fuhrt. Dies 4Rt sich auch anschaulich
motivieren. Fahrer verlangsamen (bzw. beschleunigen), wenn sie sich einem Bereich hoherer
(bzw. niedrigerer) Dichte ndahern. Man reagiert also auch auf Dichtednderungen, nicht nur auf
die Dichte selbst.
Setzt man den Ansatz (111.8.10) in die Kontinuitétsgleichung ein, so erhalt man die LWR-Gleichung
mit Diffusion )
op(z,t op(x,t 0
p(at : vy(p) pé:v : - Dﬁ—xg'
mit v,(p) = %0 Fir D = 0 reduziert sich dies auf die LWR-Gleichung (I11.8.6). Fur D # 0 gibt
es einen zusatzlichen “Quellterm”, der dissipativ ist.
Der Diffusionsterm wird gerade dann wichtig, wenn die Krimmung % des Dichteprofils groR
ist. An einem Dichtemaximum ist die Krimmung negativ, was dann zu einer Abnahme der Dichte
in der Zeit fuhrt. Analog erhadlt man eine Dichtezunahme in der N&he von Dichteminima. Dies
zusammen bewirkt eine Glattung des Profils. Fiir D # 0 sind die Schocks daher nicht mehr
“scharf”, sondern erhalten eine endliche Breite.

(11.8.11)



102 KAPITEL Ill. ZAHE FLUSSIGKEITEN

111.8.3 Burgers-Gleichung

Fir die weitere Entwicklung muR nun das Fundamentaldiagramm spezifiziert werden. Im folgen-
den betrachten wir die Greenshields-Form Js(p) = vmaxp (1 — L) (siehe Gleichung (111.8.8)),

Pmax

die dem einfachsten Fundamentaldiagramm mit einem eindeutigen Maximum entspricht. J ist
symmetrisch um die Dichte %pmax, denn Je(pmax — p) = Ja(p). Der maximale FluR ist dabei
JG(%Pmax) = ipmaxvmax = Jmax-

Wir setzen nun die Greenshields-Beziehung in die Lighthill-Whitham-Gleichung mit Diffusion
ein. Mit

dJ 2p }
v =— =0 1- 111.8.12
4(P) dp max [ max ( )
ergibt sich
op op Umax  Op 0?p
— — — 42 —=D—. 111.8.13
ot + Umax ox * Pmax pax 0x? ( )
Diese Gleichung hat eine sehr dhnliche Struktur wie die (deterministische) Burgers-Gleichung
ov S T\ 2 T2
a—f—)\(v-V)v—uv 7. (111.8.14)

Bei der Burgers-Gleichung handelt es sich um eine nichtlineare Diffisions-Gleichung, die zahl-
reiche Anwendungen hat, z.B. im Bereich des Oberfachenwachstums, der Turbulenz oder der
Grenzflachendynamik. Der Parameter X in (111.8.14) steuert die Starke der Nichtlinearitdt und v/
ist die Viskositat. Die eindimensionale Variante von (111.8.14) ist

ov ov v

Um Gleichung (111.8.13) auf die Form (111.8.14) zu bringen, fiihren wir eine lineare Koordinaten-
transformation = = vt — 2’ und ¢ = ¢’ auf die neuen Koordinaten (z’,¢") durch. Dann ergibt
sich die deterministische Burgers-Gleichung

@ 2Umax @ . aQP

- D——. 111.8.16
ot Pmax p(‘?x’ Ox'? ( )

Die Koordinatentransformation besteht aus zwei Teilen. Im ersten Schritt wird auf ein Koor-
dinatensystem transformiert, das sich mit gleichférmig mit der Geschwindigkeit vyax bewegt.
Das bedeutet, daB in diesem System Fahrzeuge, die sich mit der Geschwindigkeit vy.x bewe-
gen, stillzustehen scheinen, wahrend alle anderen Autos riickwarts fahren. In einem zweiten
Schritt wird dann eine Spiegelung vorgenommen, die zu einer Umkehrung der Bewegungsrich-
tung fiihrt, damit sich die Autos wieder vorwarts bewegen. Dies andert lediglich das Vorzeichen
des nichtlinearen Terms, damit die Gleichung (I11.8.16) exakt die Standardform (111.8.15) der
Burgers-Gleichung hat.

Die deterministische Burgers-Gleichung ist die einfachste nichtlineare Diffusionsgleichung und
deshalb sehr gut untersucht. Eine offensichtliche stationare!’ Losung ist p(x,t) = const.. Bei

Yigh, 9 —
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einer kleiner Storung dieses Zustandes entwickelt sich eine dreieckige Struktur mit Amplitude
o t~/2 und Breite < ¢'/2, die sich dann nach rechts biegt und schlieRlich unstetig wird. Die
Stérung breitet sich dabei mit der Geschwindigkeit 22  aus.
Fir die Interpretation als Verkehrsmodell ist die Riicktransformation auf die urspriinglichen Ko-
ordinaten notwendig. Staus kdnnen sich in beide Richtungen bewegen, mit Geschwindigkeiten
zwischen —vmax UNd vmax. Die oben beschriebene Unstetigkeit entsteht dabei immer am hinteren
Ende des Staus.
In Aufgabe 14 wird gezeigt, dall man die allgemeine L6sung der Burgers-Gleichung

dp  Op 0?p

c‘)t+p8x Da > (111.8.17)
ableiten kann, wobei wir die Reskalierung 2”max — 1 gegentber (111.8.16) vorgenommen haben.
Dies gelingt mit Hilfe der Cole-Hopf- Transformatlon

2D OY(z,t)
=— 111.8.1
die die Burgers-Gleichung in die bekannte Warmeleitungsgleichung
o 821/1
— 111.8.1
ot (%2 (111.8.19)
uberfiihrt. Deren allgemeine Losung ist wohlbekannt:
_(a=z’)?
x,t d:E 2,0 2Dt 111.8.20
V) = o= [ a0 (111.8.20)

Hieraus folgt dann mittels (111.8.18) die Losung der Burgers-Gleichung unter der Anfangsbedin-
gung

W(x,0) = e 20 Jo @'e(0), (111.8.21)
Die Burgers-Gleichung l6st zwar das Schockwellenproblem, kann aber die spontane Stauentste-

hung nicht erkldren. Deshalb sind diverse Verallgemeinerungen vorgeschlagen worden, z.B die
sog. verrauschte Burgers-Gleichung

dp Umax ap p
=D
ot Prmax 8x ox'?
wobei 7 ein Gaulisches Rauschen ist, d.h. ein ZufallsprozeR mit
(n(z, )2’ t')) = ned(x — 2")o(t — ). (111.8.23)

Diese Modifikation bewirkt, daR der homogene Zustand p(z,t) = const. nicht mehr station&r
ist.
Weiterhin hat man verallgemeinerte Burgers-Gleichungen

+, (111.8.22)

dp op” d%p
or _ o pZ?t 11.8.24
5t = 2 gy T D (111.8.24)

mit komplizierteren Nichtlinearitdten untersucht. Offensichtlich liefert der Term mit 3 = 2 die
zuvor betrachtete Nichtlinearitéat.
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111.8.4 Payne-Modell und Varianten

Die bisherigen Betrachtungen zeigen, dal} mit der Kontinuitatsgleichung alleine kein befriedi-
gendes Verkehrsmodell konstruiert werden kann. Wie in der Hydrodynamik bendtigt man eine
dynamische Gleichung, die in diesem Zusammenhang auch als Impulsgleichung bezeichnet. Man
orientiert sich an der Navier-Stokes-Gleichung, so dal die allgemeine Struktur von hydrodyna-
mischen Modellen durch

op  Opv) [ Pp

R (111.8.25)
ov ov 0% 10p

o T Var = VWgn T g, (11829)

gegeben ist. Die erste Gleichung ist die Kontinuitatsgleichung mit einem Diffusionsterm D # 0
zur Glattung des Dichteprofils, wobei jedoch i.a. D = 0 gesetzt wird. Die zweite Gleichung ist
eine Navier-Stokes-Gleichung mit einer duBeren Kraft f. Diese Impulsgleichung hat eine an-
schauliche Bedeutung. In realem Verkehr kann man weder instant auf die Wunschgeschwindig-
keit beschleunigen, noch ohne Verzdgerung abbremsen. Dies impliziert eine gewisse “Tragheit”
und damit die Notwendigkeit einer Impulsgleichung. In dem Modell werden Beschleunigung
und Verzégerung durch den Kraftterm f beriicksichtigt. Ublicherweise hat er zwei Bestandteile,
einen Relaxationsterm und einen Wechselwirkungsterm.

Wir wollen nun das Payne-Modell ableiten und zeigen, dal? es die oben angegebene Struktur hat.
Wir gehen aus von der Annahme, daf eine “sichere” Geschwindigkeit V'(p) existiert, die nur
von der Dichte p abhangt. Die Fahrer sollen ihre Geschwindigkeit so anpassen, daR die mittlere
Geschwindigkeit v auf einer Zeitskala 7 gegen V' (p) relaxiert:

v(z+or,t+71)=V(p(r + Azx)), (111.8.27)

wobei Ax der mittlere Fahrzeugabstand ist. Eine Taylor-Entwicklung 1. Ordnung ergibt:

ov ov dVv op
v(x,t) + T + T = Vi(p) + d—p%A z+0 ((Am) ). (111.8.28)

Mit Az = 1/p folgt:
ov ov  V(p)—v 1dVop

e — = ——— 111.8.29
ot +U8x T +pT dp Ox ( )
Mit der Abkiirzung ¢2 := —%‘jl—‘; > 0, wobei WII’ < 0 ausgenutzt haben, erhalten wir dann die

Payne-Gleichung (1971)

v v V(p)—v c§op
UL

Der Relaxationsterm V(" — beschreibt eine exponentielle Relaxation gegen die Wunschgeschwin-
digkeit V'(p). Er hat eine “riicktreibende” Wirkung, denn fiir v > V(p) (bzw. v < V(p)) ist
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@ < 0 (bzw. > 0), d.h. er flhrt zu einer Verringerung (bzw. Vergrolierung) der Geschwin-
digkeit. Man beachte, dal? es einen solchen Term bei Flissigkeiten nicht gibt. Er ist wesentlich
dafiir verantwortlich, daR StraRenverkehr an Engstellen langsamer fliel3t, wahrend es bei Flissig-
keiten auf Grund des Bernoulli’schen Gesetzes genau andersherum ist.

Der Wechselwirkungsterm %g—g reduziert (erhoht) die Geschwindigkeit, wenn die Dichte grofer
(kleiner) wird. Er hat damit eine antizipierende (vorausschauende) Wirkung. ¢, hat die Bedeu-
tung einer Schallgeschwindigkeit, mit der sich Storungen langs des kompressiblen Fahrzeugstro-
mes ausbreiten.

Payne konnte zeigen, dal in einem bestimmten Dichtebereich kleine Dichteschwankungen im-
mer mehr anwachsen. Man sagt, dal} Modell ist dort instabil. Damit lassen sich die empirisch be-
obachteten stop-and-go Wellen erkl&ren. Allerdings konnen sich, wie in der Lighthill-Whitham-
Theorie auch Schockwellen ausbilden. Diese sind zum einen empirisch fragwiirdig und fuhren
zum anderen zu numerischen Schwierigkeiten.

Eine Losung des Schockwellenproblems liefert das Modell von Kiihne, Kerner und Konh&user

(K3-Modell), und zwar durch einen zusétzlichen Viskositatsterm (Kiihne 1984)
0%v

e
Dieser Term bewirkt fir » > 0 eine Glattung des Geschwindigkeitsprofils, ganz analog zum
Diffusionsterm zur Glattung des Dichteprofils. Damit lassen sich Dichte- und Geschwindigkeits-
spriinge vermeiden, unter gleichzeitiger Erhaltung der Instabilitdt gegen Stauentstehung. Kerner
und Konhduser (1993) haben sich von der Analogie zur Navier-Stokes-Gleichung fiir gewohnli-
che kompressible Flussigkeiten leiten lassen und einen Viskositatskoeffizienten der Form

(11.8.31)

v(p) = L2 111.8.32
(p) ; ( )

vorgeschlagen. Aullerdem benutzen sie eine Wunschgeschwindigkeit in Form einer Fermi-Dirac-
Verteilung

1
1+ exp (;ﬁ —041) o

mit den anzupassenden Parametern «;. Die Impulsgleichung des K*-Modells lautet daher

Vi(p) = vo — o (111.8.33)

ov v cgop V(p)—wv Lo 0*v

il = = R ) 111.8.34
ot +U&U p Ox T(p) p O0z? (111.8.34)

Aus numerischen Untersuchungen weik man, daR das K2-Modell ein echt realistisches Verhalten
zeigt, z.B. die Entstehung von Dichteclustern (Staus). Diese Cluster kénnen zu groReren ver-
schmelzen, wenn ihre Geschwindigkeit unterschiedlich ist. GrofRe Cluster bewegen sich dann
alle mit der gleichen Geschwindigkeit. Interessant ist auch die Existenz von Bereichen subkri-
tischer Instabilitat. Hier zeigt sich die Instabilitat nur, wenn die Storung eine gewisse GroRe
uberschreitet. SchlieBlich IaRt sich auch die Entstehung von Stau-Kaskaden beobachten, die man
als stop-and-go Verkehr interpretieren kann.
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Die allgemeinen Prinzipien der Stauentstehung in hydrodynamischen Modellen kann man mit
Hilfe einer linearen Stabilitdtsanalyse untersuchen. Kontinuitats- und Impulsgleichung haben die
stationdre und rdumlich homogene Ldsung

p(x,t) = po und v(z,t) = V(po). (111.8.35)

Um die die Stabilitét dieser Losung gegen eine kleine Storung dp(x,t) und dv(x,t) zu untersu-
chen, betrachten wir

plx,t) = po+dp(z,t) mit  dp(z,t) < po, (111.8.36)
v(x,t) = v+ ov(zx,t) mit  du(z,t) < vy, (111.8.37)
wobei die Abkirzung vy := V(po) eingefiihrt wurde. Wenn wir diesen Ansatz in die Glei-

chungen (111.8.25) und (111.8.26) und anschlieBend linearisiert, erhdlt man Lésungen der Form
Sp(z,t) = petkr+OA=lt ynd v (x,t) = ve* A=) Je nach Vorzeichen von A\ wachsen daher
die Storungen an oder sterben aus. In ersterem Fall sagt man, daR die homogene L8sung instabil
ist, im zweiten Fall ist sie stabil. Eine genauere Analyse zeigt die Existenz von funf Bereichen
(siehe Abb. 111.8.8):

p < pe, - jede Storung verschwindet

Pe, < p < pe, : Istdie Storung groR genug, so entsteht ein wide jam, d.h. die kritische Amplitude
ist endlich

Pey, < P < pey : €S entsteht eine Abfolge von Staus (Stop-and-Go)
Pes < p < pe, : ISt die Storung grofl genug, so entsteht eine Dipolschicht (Anticluster)
Pe, < p: jede Storung verschwindet

Dabei sind die kritischen Dichten p.; abhéangig von der Druckfunktion P, der Relaxationszeit 7
und der Wunschgeschwindigkeit V' (p).

Anschaulich funktioniert der Instabilitdtsmechanismus typischerweise so: Mit wachsender Dich-
te sinkt die mittlere Geschwindigkeit v ~ V' (p,). Auf Grund der Kontinuitétsgleichung kommt
es dann zu einer weiteren Verdichtung, wenn der Glattungseffekt'® der Viskositat und die Aus-
gleichstendenz durch den Druckzuwachs zu schwach sind.

B\Wegdampfen von Schwingungen kleiner Wellenlange
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Ape
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Abbildung 111.8.8: Staubildung in hydrodynamischen Modellen nach Kerner, Konhduser und
Schilke (1995,1996): Gezeigt sind (a) die minimalen Amplituden fiir einen Zusammenbruch, (b)
die Stabilitat der homogenen Zustéande und (c) die typische Form der sich ausbildenden Struktu-
ren.
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Kapitel IV

Hydrodynamik und Statistische Physik

Bisher haben wir Flussigkeiten durch geeignete Felder, z.B. v(r,t), p(r, t) oder auch dem Tem-
peraturfeld 7'(r,¢), beschrieben. Die Bewegungsgleichungen haben wir dann in Analogie zur
Newton’schen Mechanik z.B. aus Erhaltungssatzen abgeleitet. Ein Nachteil dieser Vorgehens-
weise ist, dal wir StoffgroRen wie die Viskositat n nicht berechnen konnten, sie miissen als
Parameter in die Modelle gesteckt werden. Nun wissen wir aber, dal? Fluide aus Molekdilen be-
stehen, die sich (in guter N&herung) gemal den Gesetzen der Mechanik bewegen. Sind also die
Kréfte zwischen den Molekiilen bekannt, so sollten die hydrodynamischen Gleichungen inklu-
sive der StoffgroRen mit Methoden der statistischen Physik ableitbar sein. Wir suchen also nach
einer Beschreibung, die die Existenz von Molekilen beriicksichtigt ohne allerdings die vollen
Informationen zu berticksichtigen.

IV.1 Beschreibung im Phasenraum

Eine vollstandige Beschreibung eines Fluids wirde die Kenntnis aller Orte und Geschwindig-
keiten beinhalten. Da wir es aber mit sehr vielen Teilchen (von der GroRenordnung 10%3) zu tun
haben, konnen wir nur Mittelwerte tber viele Teilchen wirklich messen, z.B. die mittlere Energie
oder Durchschnittsgeschwindigkeit in einem Teilvolumen. Daher ist aus praktischen Griinden im
Sinne einer Reduktion der Informationsmenge sinnvoll, das Vielteilchensystem durch eine Ver-
teilungsfunktion f(r,v,t¢) im Phasenraum (r, v) zu beschreiben. Dabei ist dann

f(r,v,t)d®rd®>v = mittlere Anzahl der Teilchen im Volumen dr um r, deren
mittlere Geschwindigkeit im Intervall d*v um v liegt. (IV.1.1)

Diese Grofie kann man im Prinzip aus der vollstandigen Information berechnen. Fiir Teilchen mit

inneren Freiheitsgraden, z.B. dem Drehimpuls £, definiert man in analoger Weise die Funktion

f(r,v, L, t).

Jeder Phasenraumpunkt (r, v) charakterisiert die Bewegung eines einzelnen Teilchens vollstandig,
d.h. die Kenntnis der Verteilungsfunktion zu einem Zeitpunkt gentigt, um den Zustand zu jedem

folgenden berechnen zu konnen. Die Verteilungsfunktion erlaubt auch die Beschreibung von

Systemen fernab vom Gleichgewicht, z.B. eines Gases, das sich in einer Ecke des Behalters

109
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sammelt. Wir erwarten aber, daf3 i.a. die Stol3e zwischen den Teilchen zu einem lokalen Gleich-
gewicht fiihren, d.h. in einem kleinen Volumenelement kann man thermodynamische Zustands-
grolen T, p etc. einflihren.

Unser wesentliches Ziel wird es sein, einen Zusammenhang zwischen den makroskopischen Fel-
dern und der (mikroskopischen) Verteilungsfunktion herzustellen. Nach der Bestimmung der
Verteilungsfunktion in Abhangigkeit von 7', p etc. kann man dann die hydrodynamischen Glei-
chungen fir die zeitliche Entwicklung der Felder ableiten.

Wie schon betont, enthalt die Verteilungsfunktion weniger Informationen als die vollstédndige
Angabe der Orte und Geschwindigkeiten aller Teilchen. Z.B. enthélt sie keine Informationen Gber
Korrelationen. Wenn z.B. Teilchen aneinander gebunden sind, also sehr stark korreliert sind, dann
verlaufen die Stol3e zwischen den Molekiilen anders. In der Beschreibung, die wir im folgenden
entwickeln wollen, gilt aber z.B. fir die Wahrscheinlichkeit W (v, vq), zwei Teilchen mit den
Geschwindigkeiten v; und vy am gleichen Ort zu finden, immer W (vy,vy) = W (vy)W(va).
Das Verschwinden der Korrelationen ist eine Folge der Boltzmann-Hypothese der vollstéandigen
molekularen Unordnung (“molekulares Chaos”).

IV.1.1 Mittelwerte

Die makroskopischen Felder sind Funktionen des Ortes r und entstehen durch Mittelung von
mikroskopischen GroRen im Phasenraum Uber die Geschwindigkeiten. Direkt aus der Definition
der Verteilungsfunktion folgt, dal? die mittlere Zahl der Teilchen pro Volumenelement durch

n(r):/f(r,v)d?’v (IV.1.2)

gegeben ist. Allgemein sind lokale Mittelwerte einer mikroskopischen Grolie, die durch die
Funktion ¢(r, v) im Phasenraum beschrieben wird, dann durch

o0) = o [ eI (IVL3)

gegeben. Dabei bezeichnet g(r) den mittleren Wert von g pro Teilchen. Manchmal wir der Faktor
% weglassen, so daR sich der mittlere Wert pro Volumen ergibt. Besonders wichtige Funktionen
sind die mittlere Geschwindigkeit

o(r) = % /Vf(r,V)dSU (IV.1.4)
und die mittlere kinetische Energie
&i(r) = % / %qﬂ F(r,v)d. (IV.1.5)

Spater werden wir haufiger die mikroskopische GroRRe

v(r,v) :=v —v(r) (IV.1.6)
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bendtigen. Deren Mittelwert verschwindet wegen

V=v-v=v-v=0. (IV.1.7)

Interessant ist ihr Zusammenhang mit der kinetischen Energie, die durch ¢, = Z(v/ + v)? =
2 (v 4 2v' - v + v2) gegeben ist:

=Mz M

k=Y + 5 V™ (IV.1.8)
Der erste Anteil entspricht der inneren Energie und ist mit der Temperatur 7" verbunden. Der
zweite Anteil ist die makroskopische kinetische Energie auf Grund der Bewegung des makro-
skopischen Flissigkeitselements.
Somit haben wir bereits die Verbindung zwischen der statistischen Mechanik und der Hydro-
dynamik hergestellt. Aus der Kenntnis der Verteilungsfunktion f(r,v) konnen wir direkt die
(makroskopischen) Felder bestimmen. Noch unklar hingegen ist die zeitliche Entwicklung der
Verteilungsfunktion und die daraus folgende zeitliche Anderung der Felder. AuRerdem ist nicht
klar, ob die Kenntnis der makroskopischen Grofien ausreicht, um deren Zeitentwicklung vor-
herzusagen. Im Prinzip konnte es zu einem gegebenen (makroskopischen) Flissigkeitszustand
verschiedene Verteilungsfunktionen geben, die auf die gleichen Felder fiihren. Es stellt sich dann
die Frage, ob diese unterschiedlichen Funktionen zu spateren Zeiten wirklich alle zu den selben
Feldwerten fiihren. Diese Frage wollen wir nicht weiter betrachten. Sie ist auch nur zum Teil
positiv beantwortet.

IV.1.2 Substantielle Ableitung

Wie wir schon bei der makroskopischen Beschreibung gesehen haben, &ndert sich auch die Ver-
teilungsfunktion durch zwei Vorgénge: 1) Teilchen bewegen sich von Ort zu Ort durch ihre Ge-
schwindigkeit; 2) durch die Krafte zwischen ihnen. Da die relevanten Kréfte i.a. kurzreichweitig
sind, spricht man auch von StéRen.

Wir betrachten zunéchst 1). Die Teilchen, die sich zur Zeit ¢t + dt im Phasenraumvolumen um
(r,v) befanden, befanden sich zur ¢ in (r — vdt,v). Somit gilt fur die Verteilungsfunktion
f(r,v,t+dt)dPrd®v = f(r—vdt,v,t)d>'d*v'. Auf Grund des Satzes von Liouville &ndert sich
das von den Teilchen eingenommene Phasenraumvolumen wéhrend der Bewegung aber nicht,
d.h. @rd3v = d3r'd3v" und somit

flr,v,t+dt) = f(r —vdt,v,t). (IV.1.9)

Wir nehmen nun an, dal® dt sehr klein ist. AuBerdem koénnen wir voraussetzen, dal3 f als eine
Verteilungsfunktion hinreichen glatt ist. Eine Taylorentwicklung liefert daher

flr,v,t)+ %(r,v,t) = f(r,v,t) = v-V[f(r,v,t) (IV.1.10)
bzw.
Df._9f

b =g TV V=0 (IV.1.11)
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Dabei bezeichnen wir im folgenden die schon bekannte substantielle Ableitung mit L. Sie be-
schreibt die Anderung einer Grél3e in einem Volumenelement, wenn man sich mit dem Element
mitbewegt.

Wirkt aulRerdem eine zusatzliche duBere Kraft F (z.B. die Gravitation oder ein elektrisches Feld),
so stammen die Teilchen in (r, v, + dt) aus (r — vdt, v — =dt, t). Das Liouville’sche Theorem

gilt auch bei Anwesenheit dul3erer Krafte, so dald wir

af

F
L v Vf+ =V, f=0 (IV.1.12)
ot m

finden. Dabei bezeichnet V., den Gradienten bzgl. der Geschwindigkeitskomponenten. Diese
Gleichung wird manchmal auch als Liouville-Gleichung bezeichnet. Sie ist beschreibt nur rever-
sible Prozesse. Im folgenden werden wir immer den Fall F = 0 verschwindender &uRerer Kréfte
betrachten!

IV.1.3 Stol3term

Wir wenden uns nun den Prozessen 2) zu. Da sich die Verteilungsfunktion auch durch Stdsse
andern kann, ist die gerade abgeleitete Liouville-Gleichung durch einen geeigneten Quellterm
zu modifizieren. Dazu betrachten wir den Stol3 von zwei Teilchen, bei dem sich ihre Geschwin-
digkeiten von (vy,vs) zu (v}, v}) @ndern. Es ist naheliegend anzunehmen, daR die Zahl der
2-Teilchen-Stdl3e am Ort r zur Zeit ¢ proportional zur Zahl der Teilchen mit den Geschwindig-
keiten v; und v,. Bezeichnen wir den Proportionalitatsfaktor mit w(v{, vb; vy, vs), o ist die
durch die StoRe verursachte Anderung der Verteilungsfunktion durch

w(vi, vh;vi, va) f(r, v1) f(r, va)dPvidPvy (1IV.1.13)

gegeben. Dabei ist w(v/, v; vi,vo) = 0, falls v} 4 v}, # vy + v, (Impulserhaltung) oder v/* +
v)?> # vi2 + v,2 (Energiererhaltung) *. AuRerdem sollte auf Grund der Zeitumkehrsymmetrie
StolRe in beider Richtung mit gleicher Wahrscheinlichkeit ablaufen, d.h.

w(v, v vi, va) = w(vy, va; v, Vi). (IV.1.14)

Wir bestimmen nun, wieviele Teilchen durch St6R3e in ein bestimmtes Phasenraumvolumen um v
gebracht werden und wieviele sich daraus entfernen. Der Zuwachs? entsteht durch alle St6Re aus
beliebigen Anfangsgeschwindigkeiten v/, v/, in die Endgeschwindigkeit v und eine beliebige
andere Endgeschwindigkeit v;. Insgesamt hat man daher

dNGeWinn
dt

(v) = /w(V,Vl;V,,Vll)f(V/)f(Vll)d3U,d3U£d3U1. (1V.1.15)

Lwir nehmen im folgenden an, daB wir es nur mit einer Teilchensorte zu tun haben.
2Man beachte, daR wir hier die Anfangsgeschwindigkeiten durch einen Strich kennzeichnen, nicht die Endge-
schwindigkeiten!
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In analoger Weise macht man sich klar, daR der Verlust im Volumen um v durch

dVy Verlust
dt

(v) = /w(v’7 Vv, v f(V) f(v)d* dPoldPo;. (IV.1.16)

Die Differenz ergibt die Zahl der Teilchen, die sich pro Zeiteinheit durch Stol3e in das Phasen-
raumvolumen um (r, v) hineinbewegen, also der mitbewegte oder substantielle Zuwachs.

Somit erhalten wir folgende Gleichung fiir die Dynamik der Verteilungsfunktion (bei Abwesen-
heit duBerer Kréfte):

Df _of

Dt Ot

+v-Vf= /w(v,vl;v’,v/l)(f’f{ — ff) @V dPo, (IV.1.17)

mit den Abkirzungen

f = f(I‘,V), f/ = f(rlvvl)a fl = f(rlavl) f{ = f(rllavll)' (IV118)

Die rechte Seite von Gleichung (IV.1.17) bezeichnet man auch als Sto3integral und wird manch-
mal mit St f abgekirzt. Die Gleichung selbst hei3t Boltzmann-Gleichung (oder auch Maxwell-
Boltzmann-Gleichung). Sie beinhaltet Gber die StoRe auch irreversible Prozesse und bildet die
Grundlage der kinetischen Gastheorie, d.h. der Phasenraumbeschreibung von Gasen und Fliissig-
keiten.

Wir wollen uns noch die Bedeutung des Proportionalitétsfaktors w anhand einer einfachen Uber-
legung verdeutlichen. Dazu betrachten wir ein Volumen V' mit n, V" Teilchen der Sorte 1 und
noV  Teilchen der Sorte 2. Teilchen der Sorte 1 bewegen sich mit der Geschwindigkeit v,
die Teilchen der Sorte 2 sollen ruhen. Ein Teilchen vom Typ 1 durchlduft dann in der Zeit
At ein Volumen AV = o|v,|At, wobei o der Querschnitt der Teilchen sei. In diesem Volu-
men treffen sie im Mittel auf n, AV Teilchen von Typ 2. Pro Volumen und Zeit gibt es daher
N = VTNIVngalet = nynqoov; Stole. Wenn die Teilchen der Sorte 2 auch mit einer Ge-
schwindigkeit v, bewegen, kann man eine analoge Uberlegung in einem Bezugssystem anstel-
len, in dem diese Teilchen ruhen. Dann ergibt sich

N = ningo|vy — val. (IV.1.19)

Betrachten wir solche Prozesse im Phasenraum, so sind die Dichten n; durch die Verteilungs-
funktion f(r, v;) zu ersetzen. Zur Beriicksichtigung der verschiedenen moglichen Endgeschwin-
digkeiten v’, v/ flhrt statt des (geometrischen) Querschnittes o man den differentiellen Streu-
querschnitt #33”3 ein, der angibt, wieviele Teilchen in einen bestimmten Geschwindigkeitsbe-
reich gestreut werden. Damit wird aus (1V.1.19) dann |v; — va|f(r, v1) f(r, VQ)dgvcfiggvi. Deshalb
ist
_ do
U Bodsy]

und das Stolintegral schreibt sich als

‘Vl — V2| (|V120)

d
St f = / e Vi = Vol (] — FF)d* a0, (IV.1.21)
d3v'd3v]
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Diese Ausdruck ist manchmal fir praktische Berechungen zweckmassiger.
Speziell fiir ein System aus starren Kugeln vom Radius a kann man zeigen, da in geeigneten
Kugelkoordinaten (im Geschwindigkeitsraum) gilt

do
d3v' d3v

d&v'd*v) = Z—ng mit Z—g = 4a cos V. (IV.1.22)

Damit wird das StoRintegral fur starre Kugeln zu

SthQﬁ/WV-quﬁq—fﬁm%@Q (1V.1.23)

mit V = v; — v und dem Einheitsvektor e in Richtung von v/ — v.

IV.2 Gleichgewichtsverteilung

Wir wollen nun die lokalen Gleichgewichtsverteilungen der Boltzmann-Gleichung bestimmen.
Diese sind dadurch charakterisiert, daf der Stofiterm verschwindet, d.h. fur alle vy, v, v}, v}
gilt f{f, = fif2. Man kann sich leicht davon tberzeugen (unter Beachtung von Impuls- und
Energieerhaltung!), dal? diese Bedingungen von der Maxwell-Verteilung

fo(v) = ae V-V (Iv.2.1)

erflllt wird. Wir wollen nun den Zusammenhang der Parameter a, v und V mit makroskopischen
GroRen herstellen. Dazu bestimmen wir die Teilchenzahldichte

- 3/2
n = /fo(v)d3v =a (—) , (Iv.2.2)
Y
die mittlere Geschwindigkeit
V= 1 /vfo(v)d% =V (Iv.2.3)
n
und die mittlere kinetische Energie
—;l/ﬂzﬂwﬁ_ﬂi+ﬂw (IV.2.4)
ET ) U eWE T T T <

In allen Berechnungen tauchen GauR-Integrale der Form

o0 o0 1
/ e~ dy = E, / 22e " dy = —ﬁ (Iv.2.5)
o a . 2 a3

etc. auf. Die entsprechenden Integrale tiber ungerade Potenzen 22" verschwinden.
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Somit sehen wir, dal der Parameter V mit der makroskopischen Geschwindigkeit v zu identi-
fizieren ist. Die kinetische Energie hat zwei Bestandteile, einen thermischen und die makrosko-
pische kinetische Energie. Nach dem Gleichverteilungssatz kénnen wir den thermischen Anteil
€therm = %% mit der Temperatur 7" in Verbindung bringen:

2
kT — _Etherm — ﬁ. (IV.2.6)
3 27y
Damit ist auch der Parameter ~ lber v = 57 durch eine makroskopische GroBe bestimmt. Der

Parameter « ergibt sich schliellich Giber den Zusammenhang mit der Teilchenzahldichte. Daher
lautet die Maxwell-Verteilung

fo(n, V,T;v)=n <27:711T>3/2 exp <—2k%(v - V)2> (Iv.2.7)

IV.3 Transportgleichung

Die Boltzmann-Gleichung bestimmt die Zeitentwicklung der Verteilungsfunktion f. Im folgen-
den wollen wir hieraus die Zeitentwicklung einer makroskopischen Grolie g(r) ableiten. Dazu
multiplizieren wir die Boltzmann-Gleichung (1V.1.17) mit der entsprechenden Funktion g(r, v)
im Phasenraum und integrieren Uber die Geschwindigkeit v. Damit ergibt sich

/g(r,v)%d?’v + /g(r,v)(v-Vf)d%

= /w(v,Vl;v’,vll)g(r,v)(f’f{ — fH)Pvd*' Py dPu, =: J(g).
(IV:3.1)

Die GroRe J(g) wird auch als Stofmoment von g bezeichnet. Durch Anwendung der Produkt-
regel auf die Integranden kdnnen wir (IV.3.1) in eine handlichere Form bringen, die man als
Transportgleichung von Maxwell® bezeichnet:

%(ng) + V- (ngv) — n% = J(g). (IV.3.2)
Hierbei sind die Mittelwerte durch (IV.1.3). Der Mittelwert der substantiellen Ableitung von ¢
verschwindet fur viele GroRRen g(r,v) , die wir im folgenden betrachten werden, da sie nur v
abhéngen, aber nicht von r.

Gleichung (1V.3.2) gilt bei verschwindenden duBeren Kraften. Lassen wir solche Kréafte zu, so
tritt auf der linken Seite von (IV.3.1) ein weiterer Term auf, der die Ableitung von f nach
v enthadlt. Wendet man hier die Produktregel an, so entsteht ein Integral, das auf Grund des

Gaulischen Satzes verschwindet. Das andere entstehende Integral modifiziert den Term % zu

% + % - V,g. Dieser Zusatzterm verschwindet i.a. auch nicht, wenn g nur von v abhéngt.

3Manchmal auch als Esnkog-Gleichung
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Die Transportgleichung von Maxwell hat die Form einer Transportgleichung mit Quelltermen.
In integraler Form lautet sie in dem Fall, daB die substantielle Ableitung nicht beitragt

= [ = [ @@ — §uge-ar (V33

Auf der linken Seite steht die Anderung der GroRe g im Volumen V. Das zweite Integral auf der
rechten Seite ist der FIu} durch die Oberflache des Volumens. Daher missen wir das andere In-
tegral als die in V" entstehende Menge der GroRe g interpretieren. Daher ist J(g) ein Quelldichte,
d.h. das StoBRmoment von g beschreibt die Erzeugung/\Vernichtung von ¢ durch StoRe.
Besonders interessant sind die Grolien, deren StoBRmomente fiir jede \Verteilungsfunktion f ver-
schwinden. Diese existieren, weil wir bestimmte Forderungen (Energie-, Impuls-, Teilchenzah-
lerhaltung, Zeitumkehrinvarianz, Gleichartigkeit der Teilchen) an w gestellt haben. Tats&chlich
folgt aus diesen Forderungen

o) = [wg s - £ b
= [ g fi - )P
= [ F = e
S / wg(V Y — f ) ud ) dPo, (IV.3.4)

wobei w immer fir w(v, vy; v/, v}) steht. Die erste Identitat ist die Definition, die zweite folgt aus
der Gleichartigkeit der Teilchen, die die Vertauschung der ersten beiden Argumente von w unter
dem Integral erlaubt. Fir die anderen Identitaten mul® man die Zeitumkehrinvarianz (1V.1.14)
ausnutzen, wobei das Vorzeichen durch den Faktor f’f{ — f f1 verursacht wird.

Bilden wir die Summe dieser vier Ausdriicke, so folgt

1

J(9) =7 / w(g+g— 9 — g)(f'fi = fh)Pvd dPvid’o, (IV.3.5)

waobei wir fiir g eine dhnlich suggestive Notation wie fiir f verwendet haben. Aus der Gleichung
lesen wir ab, daf3

J(g)=0 fiuralle f < w(g+g —¢ —g;)=0 furaller,v,vy,v/,vi. (IV.3.6)

Grolien, die diese Bedingung erfiillen, bezeichnet man als Sto3invarianten. Ausfihrlich lautet
die rechte Seite

w(v,vl;v’,v’l) (g(V,V) + g<r7V1) - g<rvvl) - g(I‘,Vll)) = 0. (IV37)

Diese Bedingung vereinfacht sich, wenn man bedenkt, dal w(v,vy; v/, v}) = 0 ist, wenn die
Geschwindigkeiten nicht die Impulserhaltung v + v, = v/ + v/ und die Energieerhaltung v2 +
vit = v? 4 V'12 erfillen. Damit sieht man dann schnell ein, daB es flnf Stol3invarianten gibt,
namlich ¢ = 1 (als Folge der Teilchenzahlerhaltung), ¢ = v (Impulserhaltung) und ¢ = v?
(Energieerhaltung).
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IV.4 Die hydrodynamischen Grundgleichungen

Unser néchstes Ziel ist die Ableitung der hydrodynamischen Gleichungen aus der Transportglei-
chung. In der Hydrodynamik haben wir die Felder n(r) der Teilchendichte, V (r) der Geschwin-
digkeit und T'(r) der Temperatur* betrachtet. Diese Felder sind die Grtlichen Mittelwerte der
durch die Funktioneng =1,g =vund g = imqﬂ gegebenen mikroskopischen Grofien. Dies
sind aber gerade die StoRinvarianten, d.h. die entsprechenden Transportgleichungen vereinfachen
sich drastisch, da der Stof3term verschwindet.

IV.4.1 Erhaltung der Teilchenzahl

Zunachst untersuchen wir, welcher makroskopischen Gleichung die Transportgleichung fir g =
1 entspricht. Zun&chst ergibt sich aus (1V.3.2)

on

— - (nv) = 0. IvV.4.1

5 +V-(nv)=0 ( )
Hieraus ergibt sich nach Multiplikation mit der Molekiilmasse m und mitv =V

% LV (V) =0, (IV.4.2)

also gerade die Kontinuitatsgleichung der Hydrodynamik. Sie gilt natdirlich auch in der kineti-
schen Theorie exakt.

IV.4.2 Erhaltung des Impulses

Als Néchstes schauen wir uns den Fall g = v; ndher an. Nun lautet die Transportgleichung (unter
Beachtung der Summenkonvention)

J, g,
&(pvi) + @—xj(pvivj) = 0. (IV.4.3)

Unter Ausnutzung der bereits abgeleiteten Kontinuitatsgleichung haben wir
0 dp v 0 oV,

—(pVi) = Vim- = —Vie—(pV;) + p—=- I\V.4.4
und damit kdnnen wir die erste Gleichung in die Form
aV; dp oV 0
— w0; — ViVi) — Vi + —7vw; | =0 IV.4.5
p@t +(U D] ]) 8:1:]- +p( 8.77]' 8:Ejvv]> ( )
bringen. Fir den Mittelwert v;v; gilt wegen v_; =0
005 = (v + Vi) (v + V) = vjvj + ViV (IV.4.6)

“Die Temperatur ergibt sich aus dem Gleichverteilungssatz aus der kinetischen Energie.
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Damit folgt fiir die Tensordivergenz

0 0 — oV aV;
i IV.4.7
9z; "7 T B x; o, (Va.7)

und somit oV, 5 5 oV
—Va—x] + . ]v,vj . Vil + V]a—% (IvV.4.8)

Setzt man dies in (IV.4.5) ein, so folgt
aV; 8/) 0 — 8\/ 9 8 0, —
T v -+ —(pviv)) =0. (IVA.

Der erste Term des mittleren Ausdrucks ist die substantielle Ableitung von V, d.h. die tatséchli-
che Beschleunigung des Flissigkeitselementes. Der zweite Term ist die wirkende Kraft, ausge-
driickt als Tensordivergenz des Impulsstromes p@ Dieser gibt an, wieviel Impuls pro Zeitein-
heit in i-Richtung durch eine Flache senkrecht zur j-Achse fliel3t, d.h. welche Kraft auf diese
Flache ausgetibt wird. Damit konnen wir die Diagonalkomponenten mit dem Druck der Flussig-
keit in diesem Volumenelement auf die Nachbarelemente identifizieren. Wir definieren daher den
mittleren isotropen Druck definieren durch

3
p / /_ 2
gz vl = v, (1V.4.10)

Fur ein ideales Gas sind die Diagonalelemente auf Grund der Isotropie alle gleich und die Au-
Rerdiagonalelemente verschwinden, d.h.

ol = g(szj. (IV.4.11)

Die Abweichung von diesem Idealzustand mif3t der Spannungstensor

045 = pulv} — py;, (IV.4.12)

der auch als zweites Moment der Geschwindigkeitsverteilung bezeichnet wird, da er ein Mittel-
wert ber ein quadratisches Polynom ist. Man beachte, daR sich der hier eingefiihrte Spannungs-
tensor durch den in Kapitel 111.1 durch das Vorzeichen unterscheidet!

Damit wird aus Gleichung (1V.4.9)

D‘/z _ 8p _ 80'1']'

(IV.4.13)

bzw. (mit der Tensordivergenz Div)

DV

ppy =~ Vp-Divo. (IV.4.14)
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Je nach Wahl des Spannungstensors o entspricht dies der Euler- oder Navier-Stokes-Gleichung.
Wir sehen hier explizit, daf} die Bewegungsgleichung aus der Impulserhaltung folgt. Somit wird
klar, warum wir sie frither auch als Impulsgleichung bezeichnet haben.

Die Berechnung des Spannungstensors o erfordert tber die Erhaltungssétze hinaus die Kennt-
nis der Verteilungsfunktion (oder ihrer Momente bis zur 2. Ordnung). Diese ergeben sich nicht
direkt aus den makroskopischen Feldern. Wir machen daher einen geeigneten Ansatz fir die
Verteilungsfunktion in Abhéngigkeit von den makroskopischen Feldern:

f(r,v) ~ fOn(r), V(r),T(r):r,v) (IV.4.15)

und versuchen hieraus die Momente der Geschwindigkeitsverteilung zu bestimmen. Es liegt na-
he, £(© als Maxwell-Verteilung F;, zu wahlen. Ihre Momente lassen sich leicht berechnen, da sie
auf GauB-Integrale fuhren. Explizit ergibt sich

kT
=5y, (IV.4.16)
m

v, ;
d.h. nur die Diagonalelemente sind von Null verschieden. Auf der anderen Seite ist nach (1V.4.10)
aber auch vjv; = %52-]-, so dal3 wir die Zustandsgleichung p = nkT des idealen Gases erhalten.
Somit ergibt sich fur den Spannungstensor

oij =0 (IV.4.17)
und als Bewegungsgleichung die fiir den FIuB einer reibungslosen Flissigkeit

DV

Wollen wir die Effekte der Reibung beriicksichtigen, so ist ein besserer Ansatz fiir (°) nétig.
Man kann z.B. die Stol3gleichung naherungsweise I6sen und damit Korrekturen zur Maxwell-
Verteilung bestimmen. Wir kommen spéter hierauf zuriick.

IV.4.3 Erhaltung der Energie

Die Transportgleichung fiir die Energie lautet

0 (P Pray) —
- (511 )) v <§v v) —0 (IV.4.19)
Wir kdnnen hier eine dhnliche Rechnung wie zuvor fir den Impuls durchfiihren. Dabei kommen
nun 3. Momente der Geschwindigkeit ins Spiel. Wir geben im folgenden nur die Endergebnisse
an.

Es ist zweckmassig, einen neuen Vektor Q, der mit der Warmeleitung zusammenhangt. Seine
Komponenten sind

Q; = Sjuer, (1V.4.20)
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wobei wieder tber den Index &£ zu summieren ist. Fir diesen Vektor ergibt sich aus der Trans-
portgleichung

Dq )%
— +V-Q+¢V-V=—pV-V -0y (Iv.4.21)
Dt Ox;
mit der inneren Energie
_P(m_2\_Pm_3
=5 (v v > 5Y 5P (Iv.4.22)

Die substantielle Ableltung 4 beinhaltet die Warmeleitung durch Konvektion, wéhrend V - Q
die lokale Anderung der i mneren Energie durch Warmeleitung beschreibt. ¢V - V ist die lokale
Anderung der inneren Energie durch die Massenzunahme infolge von Kompression. Auf der
rechten Seite stehen die Quellterme. —pV - V ist die Kompressionsarbeit und —aijg—g entspricht
der Reibungswéarme. Sie ist proportional zum Geschwindigkeitsgradienten.

Fur die Maxwell-Verteilung ist Q = 0 und (1V.4.21) reduziert sich auf den Energieerhaltungssatz

3dp 5

201 2
Wir werden spater sehen, daR fur die Navier-Stokes-Gleichung der Ansatz Q = —xVT mit der
Warmeleitfahigkeit ~ gemacht wird.

V- (pV) =0. (IV.4.23)

IV.5 Das Momentenverfahren

Bisher ist es uns schon gelungen, aus der Transportgleichung fir die StoRinvarianten, Gleichun-
gen von der Form der bekannten hydrodynamischen Bewegungsgleichungen abzuleiten. Mit
gewisse Annahmen fir die Momente der Verteilungsfunktion wiirden wir z.B. den korrekten
Spannungstensor erhalten. Zur Rechtfertigung dieser Annahmen wollen wir im folgenden die
StolRgleichung naherungsweise losen.
Es ist klar, dal} die Boltzmann-Gleichung nicht exakt losbar ist, da es sich um eine nichtlinea-
re Integro-Differentialgleichung in sieben Dimensionen handelt. Eine spezielle Losung fiir ein
homogenes Gas kennen wir jedoch, ndmlich die Maxwell-Verteilung f,. In 0. Ordnung, hatten
wir ja bereits den Ansatz f(r,v) ~ fo(n(r), V(r), T(r); v) ausgenutzt, um die Euler-Gleichung
abzuleiten. Dies ist eine gute Naherung, wenn die Gradienten der makroskopischen Grofien klein
sind. In den ndchsten Ordnungen wollen wir nun f um f;, entwickeln. Dabei verwenden wir eine
formale Entwicklung der Form

2 3
88 + Akl avia » Aklmavk;;m + - > fo(n, V, T; V). (|V51)
Die Idee, die Verteilung auf diese Art durch Ableitungen der Maxwell-Verteilung darzustellen,
bezeichnet man auch als Momentenmehtode von Grad. Die Koeffizienten sind Funktionen von r
und ¢, aber nicht von V und kdnnen durch Berechnung der Momente bestimmt werden. Fiir die
Teilchenzahldichte ergibt sich

n = / fd3v = A / fodPv + / o0 (Ak+Akl 88 ) fod®v = Agng, (1V.5.2)
(%]

f(I‘, V) = (Ao + Ak



IV.5. DAS MOMENTENVERFAHREN 121

wobei das zweite Integral auf Grund des GauRschen Satzes verschwindet, wenn man uber eine
weit entfernte Oberflache integriert, da f, und alle seine Ableitungen im Unendlichen verschwin-
den.

Fur das erste Moment erhélt man

__ 3 afO 3 82 0 3
nv;, = AO U,‘f()d v+ Ak Uz'—d U+ Vi Akl + Aklm— + .- f(]d (%
8vk c%k(‘)vl c%m

= Ao/vz‘fod?’v—Az‘/foal?’v—/i Aiz+Ailmi+"' fod®v
a’Ul 8Um

= A()?’L()U_io — Amo. (|V53)

Hierbei haben wir zundchst partiell integriert. Das letzte Integral verschwindet wieder nach Um-
wandlung in ein Oberflachenintegral. Die Bezeichnung ©;° signalisiert, daB der Mittelwert mit
der Verteilung f, zu berechnen ist.

Durch ein analoge Rechnung findet man schlie3lich noch

nm = A()TL()TU]‘O — Amov_jo — Ajn(ﬂ)_l‘o + 2n0A,»j. (|V54)

Auf diese Weise erhalten wir eine Rekursion fir die Entwicklungskoeffizienten, wenn die Mo-
mente gegeben sind:

A, = 2
o
A = AT - —Ti=— (Vi—T),
T T
L(mn —0 —0 — 0
Ay = 2 n_ovivj — Ay — Aty — Agviv; (IV5.5)
= QLnO ('Uivj —2ViV; + 0V +7;V; — g(si]) ;

d.h. der Druck geht in die 2. Momente ein.

Die bisherige Beschreibung ist allerdings nicht eindeutig. Die Verteilungsfunktion hangt sowohl
von den Feldern n(r), V(r) und 7'(r) als auch von den ebenfalls ortsabhéngigen Entwicklungs-
koeffizienten Ay, A; etc. ab. Veranderungen z.B. der Dichte kdnnen daher auch durch entspre-
chende Anderungen von A, ausgedriickt werden. Eindeutigkeit erreicht man nun durch die For-
derung, dal’ deie Werte der Felder so mit den Momenten zusammenhangen, wie sie es flr eine
Gauldverteilung tun. M.a.W.: Dichte, mittlere Geschwindigkeit, isotroper Druck (bzw. Tempe-
ratur), die mit den Verteilungen f, und f berechnet werden, sollen gleich sein. Somit folgt

no = n(fo) L n(f) = n, daB Ay = 1 ist. Die Bedingung 7;° = w; filhrt dann auf A; = 0.
SchlieRlich folgt fiir die Forderung Zj’.zl Vi) = Z?Zl @0 = 3p aus (IV.5.5)unter Beachtung
von (IV.4.6) und (1\V.4.11):

1 1
Ay = 5w +T) = 5 (o0 + 37, ] — w0
1 0 1 1
= 3 (UM — Ui ) =% (pvjv] — o) = 2,0 (IV.5.6)
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Somit ist
3 3

Z vl = Z Ajj + 3p, (IV.5.7)

d.h. es muR3 2?21 A;; = 0 sein. Dies ist naturllch konsistent mit der Forderung Spur o = 0.
Zusammenfassend kann man also feststellen, dal? die Entwicklungskoeffizienten bei gegebenen
Felder die Bedingungen

3
AO - 1, Az - O, ZA]']' =0 (|V58)

erfullen missen.

IV.6 Die Momentengleichungen

Anstatt die Gradsche Entwicklung von f in die Boltzmann-Gleichung einzusetzen ist es einfa-
cher, direkt Gleichungen fiir die Momente zu 18sen. Sind alle Momente bekannt, so kennt man
auch die Funktion f. Kennt man nur die niedrigsten Momente, so hat man immerhin eine Néhe-
rung fur die Verteilungsfunktion.

Der Stoldterm in den Transportgleichungen fur das 0. und 1. Moment, die ja Ausgangspunkt fir
die Kontinuitats- und Impulsgleichungen waren, verschwindet wegen der Erhaltungssatze beim
StoR. Wir betrachten daher im folgenden die Transportgleichungen fiir die 2. und 3. Momente®:

a — a — ! p! !/

5 (pT;05) + . (prjopnr) = Jjg = /wvjvk(f f1 — fH)dPvd*'d*vy, (1V.6.1)
a — 8 _— ! r! 31313 1
P (pviv;u%) + o (pvivjop;) = Jik = /wvivjvk(f fi = ff1)dPvd® d>vl(IV.6.2)

Die rechten Seiten entsprechen Storungen der Gleichgewichts-(Maxwell-)Verteilung. Dort set-
zen wir die Entwicklung (1V.5.1) ein, wobei wir Terme bis A;; berlicksichtigen mussen, da 2. und
3. Momente vorkommen. Wir verzichten hier auf Details der Rechnungen, die recht langwierig
sind. Zun&chst werten wir die linken Seiten der Gleichungen mit f — f; aus. Dies liefert

. 1/0V;, 0V, 2. 9V
2p€jk = ij mit €jk ‘&= = (8—1:; + 8—; — géjka—l‘i>
J

wobei €;;, gerade dem Schubanteil des Deformationstensors verbunden ist und somit den EinfluR?
der Reibungskrafte widerspiegelt, und

(IV.6.3)

kp aT oT oT

— | bij=— + i + O = Jijk- IV.6.4

m ( ]8xk+ " Ow; k@xJ) o ( )
Hierbei haben wir den Druck zugunsten der Temperatur unter Ausnutzung der idealen Gas-
Be2|ehung = kT eliminiert, die ja fir die Maxwell-Verteilung gilt. Das 3. Moment ist mit

der Energleerhaltung und damit der Warmeleitung verbunden. Deshalb ist es nicht {iberraschend,
dal? der Temperaturgradient V7' auftritt.

SDen Diagonalanteil der 2. Momente hatten wir friiher schon mit der Warmeleitung in Verbindung gebracht.
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IV.6.1 L0Osung der Momentengleichung

Bei der Berechnung von J;; und J;;;, verwenden wir die Entwicklung

2 3 3
ffi= fofo + A <f0 O o + form——=— O fo ) + Ak (foA -I—fmﬂ)

001,001 Ov;0v 0v1,001,;0v1, 0v;0v,0vy,
(IV.6.5)
und den Wirkungsquerschnitt
do
R P 6.
70 s%cos (1V.6.6)

fiir starre Kugeln vom Radius s. Dies liefert nach einer langlichen Rechnung die Entwicklungs-
koeffizienten. Zum einen ergibt sich

5 vVmmkT
Ay = ——————¢€i4, IV.6.7
! 16  mps? is ( )

wobei natiirlich Spur ¢ = 0 erfillt ist. Damit haben wir explizit
045 = —27’]61‘]‘ (|V68)

mit der temperaturabhéngigen Viskositat

5 vVamkT
T) = IV.6.9
NT) =162 ( )
Die Viskositat wachst also mit der Wurzel aus der Temperatur an.
Aus der Gleichung fiir die 3. Momente folgt®
25k kT oT
oy = VTR O, (IV6.10)
64 wsinm Oz,
und somit wegen A, = gvivjuy,
15k oT
= ——— IV.6.11
QZ 4 mnaxl ( )
Die Grole 15 k
K= ——0 (IV.6.12)
4 m

ist also der Koeffizient der Warmeleitung. Interessanterweise hangt das Verhaltnls £ nur von der
Molekiilmasse ab. Genauer ist

Admek
15kn

= 1. (IV.6.13)

Diese Beziehung kann man experimentell gut tberprifen. Es stellt sich heraus, daf sie fir ein-
atomige Edelgase sehr gut erfllt ist.

Swobei tiber den Index j summiert wird
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Anhang A

Grundlagen der Funktionentheorie

A.1l Komplexe Differenzierbarkeit

Im Prinzip kdnnen wir die Ebene der komplexen Zahlen C mit der reellen Ebene R? durch

(A.1.1)

identifizieren. Erstere hat aber mehr Struktur, da wir z.B. durch reelle Zahlen dividieren kdnnen,
aber nicht durch Vektoren.

Wir betrachten eine komplexwertige Funktion f(z) der komplexen Variablen z. Diese IRt sich in
Real- und Imaginarteil aufspalten:

f(2) = ¢(z) +i(2), (A.12)

mit reellwertigen Funktionen ¢ und 1. Diese konnten wir als Funktionen tiber dem R? anse-
hen und die damit Analysis des reellen Rdume auf C (bertragen. Stattdessen definiert man die
komplexe Ableitung von f(z) an einer Stelle z, durch
d _
f'(z0) == d_];(ZO) = lim J(z) = (=) (A.1.3)

z2—20 zZ— 20

in vollstandiger Analogie zur Ableitung von Funktionen tber R. Ist f(z) in einem Gebiet komplex-
differenzierbar, so sagt man auch, daB f(z) dort holomorph oder analytisch ist.

Diese Definition hat weitreichende Konsequenzen, die man erkennt, wenn man f doch als Funk-
tion iber R? ansieht. Dann gilt namlich

of  afox df 0, 0v

e~ veoeaz W T a M (A1)
of _ ofor_.df _ ., 08 0
dy 020y dz =ifz) = 8y dy’ (AL19)

wobei % =1und % = 7 verwendet wurde. Damit f’(z) eindeutig ist, muf} offenbar gelten
T Y

op O 9o o
=3 9= or (A.1.6)
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Dies sind die Cauchy-Riemann’schen Diffferentialgleichungen. Weitere Konsequenzen sind

Py o Py Py
@_Fa—yQ—O’ @—i_a—yQ_(], (A'1'7)

d.h. Real- und Imaginarteil gentigen der Laplace-Gleichung. Weiterhin gilt

0600 0900 _

. = _T = = A.l.
(V) (V) = 550+ By 3y = (A18)
d.h. die Linien ¢(z,y) = const. und ¢(x, y) = const. sind orthogonal zueinander.
Als ein Beispiel betrachten wir die Funktion
f(2) = 22 = 2% — y* + 2ixy, (A.1.9)
d.h.
o(r,y) =" —y*,  P(x,y) = 2zy. (A.1.10)
Somit gilt
o9 ¢
e 2z, oy 2y (A.1.11)
o o
e 2y, 9y 2, (A.1.12)

womit offensichtlich die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfullt sind. Die komplexe Ableitung
kann man dann durch Ubertragung der bekannten Regeln fiir reellwertige Funktionen bestimmen,

d.h.
a0 0y
Eine alternative Formulierung der Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen ist
a—J_C =0, (A.1.14)
0z

d.h. eine komplex-differenzierbare Funktion darf nur von z, nicht von der komplex-konjugierten
Variablen z = = — 7y abhéngen! Ein weitere Formulierung ist schlief3lich

o 0
(% - ia—y> (¢ +irp) = 0. (A.1.15)

Man kann zeigen, daB eine Funktion f(z), die in einem Gebiet holomorph ist, dort sogar belie-
big oft komplex-differenzierbar ist. Dies gilt im Reellen natirlich nicht, wo die Ableitung nicht
einmal stetig sein muR!
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A.2 Cauchy’scher Integralsatz

Besonders schlagkraftig ist die komplexe Integralrechnung. Wir betrachten einen geschlossenen
Weg c. Die Funktion f(z) sei holomorph auf dem Weg und in seinem Inneren. Dann gilt der
Cauchy’sche Integralsatz:

f f(z)dz = 0. (A2.1)

Der Beweis basiert auf den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen und dem Satz von
Stokes. Zunéchst spalten wir das Wegintegral in Real- und Imaginarteil auf:

FGt = o+ inde +idy) = Plodz = viy) +i (ody+ v

C C Cc

= j{R-drvLi]{I-dr (A.2.2)

mit den reellen \Vektorfeldern

Der reellen Wegintegrale werten wir mit Hilfe des Satzes von Stokes aus:

fR-dr —/ rotR-dF—/ (O,O,%—aRm -dF
c F(c) Ox Gy

B oy 0 B o
= _/(O’O’a_x+a_y> -dF_/(0,0,0) dF = 0, (A.2.4)

wobei wir die Cauchy-Riemann-Gleichungen beriicksichtigt haben. Eine analoge Rechnung lie-
fert

]gl -dr = 0. (A.2.5)

Der Cauchy’sche Integralsatz ist von entscheidender Bedeutung in der komplexen Integralrech-
nung. Im folgenden wollen wir zwei Verallgemeinerungen ableiten.

A.3 Cauchy’sche Integralformel

Im Cauchy’schen Integralsatz mufte der Integrand holomorph sein. Dies verallgemeinern wir
nun, indem wir Integranden mit einem einfachen Pol betrachten. Speziell wollen wir die Cauchy’sche
Integralformel

B) 1. = f(z0) (A31)
c R TR0

ableiten, wobei f(z) auf ¢ und in seinem Inneren analytisch ist. Zum Beweis entwickeln wir f(z)

um die Polstelle z:

(z — 20)?

f(2) = f(20) + (2 — 20) f'(20) + 5

f"(z0) + -+ (A3.2)
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Abbildung A.3.1: Zum Beweis der Cauchy’schen Integralformel wird der geschlossene Weg aus
den vier Teilen ¢, ¢4, cg und c; betrachtet. Dieser Weg umschlief3t die Polstelle bei z, nicht mehr.

Dann folgt
— (=) ]4 — i (A33)

Mit Ausnahme des ersten Integrals verschwinden alle Integrale auf Grund des Cauchy’schen
Integralsatzes, da die Integranden Polynome sind. Wir miissen daher nur noch ein spezielles
Wegintegral berechnen. Dies tun wir zundchst fiir einen Kreisweg cr(z) = 2y + Re'. Dann ist
dz = Rie*dp und somit

1 271 - i@d 271
!% (h:/‘Rw.¢=¢/ dp = 27i. (A3.4)
cZ— 20 0 Rete 0

Um zu zeigen, dal? das Integral langs ¢ den gleichen Wert hat, betrachten wir den in Fig. A.3.1
skizzierten Weg c + c¢; — cgr + ¢4. Der Pol bei 2, liegt nicht im Inneren dieses Weges, weshalb
wir den Cauchy’schen Integralsatz anwenden konnen:

% SR (A.3.5)

+ep—crter £ T A0

Die Wege c; und c¢; sind nur infinitesimal voneinander entfernt und deshalb heben sich ihre
Beitrdge weg. Es bleibt daher

1 1
]{ dz = f dz = 2mi. (A.3.6)
c”R TR0 cR zZ— 20
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A.4 Residuensatz

Ein Verallgemeinerung der Cauchy’schen Integralformel fiir beliebige Singularitaten (Pole m-ter
Ordnung) ist der sog. Residuensatz:

1
271

]{f(z)dz = Zres(f(z), z2=2,). (A4.1)

Hierbei sind die z, die singuléren Stellen im Inneren von c. res(f(z), z = z,) ist das sog. Resi-
duumvon f(z) in z,, das folgendermafen definiert ist:

res(f(z),z =2z,) == ! j{f(z)dz. (A4.2)

T 2mi

Aus dem Cauchy’schen Integralsatz folgt, dal das Residuum in allen Punkten, die keine Pole
sind, verschwindet.
Liegt in z, ein Pol m-ter Ordnung vor, so kann man f(z) als Laurent-Reihe darstellen:

(2 — 20)?

2

2= 2 d=(m-1) 20)+ (2—20) ' (20
F0) = Tt I o) (o) )

["(z0)+- -+ (A43)

Dann ist
res(f(2),z2=2,) =a_;. (A.4.4)

Allgemein gilt: Hat f(z) in z, einen Pol n-ter Ordnung, d.h. ist a_,,, = 0 fir m > n, so ist

a1 = ! lim (dn—(z - zo)"f(z)> : (A.4.5)

(n — 1)! z—z0 \ dzn~1

Dies erlaubt die Berechnung des Residuums ohne explizite Bestimmung der Laurent-Entwicklung.
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Ubungen
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Priv.-Doz. Dr. A. Schadschneider

1. Ubung zur Vorlesung
Einflhrung in die Hydrodynamik

im Wintersemester 2003/04

1. Substantielle Ableitung

Berechne die substantielle Ableitung des zeitunabhangigen Vektorfeldes /T(x,y, z) = xa mit
konstantem Vektor @ fiir das Geschwindigkeitsfeld v(7, t) = @r wobei 7 der radiale Einheits-
vektor in Zylinderkoordinaten ist. Was féllt auf?

2. Kontinuitatsgleichung
Wir betrachten eine Flissigkeit, deren Dichte rdumlich stets konstant ist. Das Geschwindigkeits-

feld sei spharisch symmetrisch und andere sich harmonisch in der Zeit. Bestimme die Dichte und
das Geschwindigkeitsfeld!

3. Flussigkeit im Schwerefeld

LOse die statische Euler-Gleichung fiir eine Flissigkeit im Schwerefeld der Erde. Betrachte dabel
die Félle

a) p = const: inkompressible Flussigkeit

b) p = Ap (A = const.): ideales Gas
und diskutiere die Ergebnisse.

Besprechung der Aufgaben: 28. Oktober 2003, 13*> Uhr

Hinweis: Die Vorlesung muR am 27.10.03 leider ausfallen!

Aktuelle Informationen zur Vorlesung finden Sie unter wwv. t hp. uni - koel n. de/ ~as



B.1. LOSUNGEN ZU UBUNG 1 133

B.1 L&sungen zu Ubung 1

Aufgabe 1
Offensichtlich gilt
0A
= =0 (B.1.1)
und in Zylinderkoordinaten
v-V = @g (B.1.2)
r or
Daher ist A
— = &A. (B.1.3)
dt r

Dies zeigt, dal? die substantielle Zeitableitung eines zeitunabhangigen Feldes selbst zeitabhéngig
sein kann. Der Grund hierfur ist das zeitlich veranderliche Geschwindigkeitsfeld.

Aufgabe 2

Das Geschwindigkeitsfeld kann offensichtlich in der Form

v = u(r) coswtr (B.1.4)
dargestellt werden. Damit ist dann
\% V*ig(Q())cos t (B.1.5)
= 7’2 aT r-u\r wt. A

Die raumliche Konstanz der Dichte impliziert Vp = 0 und somit ist die Dichte eine reine Zeit-
funktion, die in der Form p(r,t) = po f(t) mit einer Konstanten p, dargestellt werden kann. Die
Kontinuitatsgleichung liefert nun

0=pof'(t) + pof(t)V - v = pof'(t) + pof(t)%%(rzv(r)) cos wt, (B.1.6)

was auch in der Form

:mggﬁz_%gﬂ%m) (B.L7)

geschrieben werden kann. Da die linke Seite nur von der Zeit und die rechte Seite nur vom Ort
abhéngt, missen beide konstant sein. Nennen wir diese Konstante — ., so folgt

2

F0) = —ufWeoswt, S (ru(r) = (B.1.9)
T
Beide Gleichungen kdnnen einfach integriert werden und wir erhalten als Losung

f(t) = Aexp <—g sin wt) (B.1.9)
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und
o(r) = gr. (B.1.10)

Hieraus folgt, dal} die Separationskonstante 1 als ein Mal} fiir die Geschwindigkeit betrachtet
werden kann. Aullerdem erkennt man, daR das Verhalten bereits vollstandig durch die Konti-
nuitatsgleichgung bestimmt ist.

Aufgabe 3

Die duRere Kraft ist f = g. Wir wahlen unser Koordinatensystem so, dal g = —gz in Richtung
der negativen z-Achse zeigt. Aus der statischen Euler-Gleichung Vp = pf folgt:

dp _ Op dp

ar oy 0, 9, — P (B.1.11)
Die ersten Gleichungen implizieren, dal3 der Druck unabhangig von den z- und y-Koordinaten
ist. Zur weiteren Betrachtung bendtigen wir nun eine Zustandsgleichung, die z.B. den Zusam-
menhang zwischen Druck, Dichte und Temperatur angibt.
Fur eine inkompressible Flissigkeit ist p = const. Somit konnen wir die z-Abhangigkeit des
Druckes durch eine einfache Integration bestimmen:

p(2) = po — pgz. (B.1.12)

Ublicherweise ist man am Druck in einer Tiefe & interessiert, wobei man den Druck p 4 an der
Oberflache = = z, der Flussigkeit als bekannt voraussetzt. Offensichtlich ist py = py — pgza
und daher

p(h) = pa + pgh (B.1.13)
mith = z4 — 2.
Ein interessanter Aspekt dieses Ergebnisses ist das sog. hydrostatische Paradoxon. Fiir die Druck-
kraft in einer Tiefe h spielt offensichtlich die Form des GefaRes keine Rolle. Sie héngt also nicht
vom gesamten Gewicht der dartiber befindlichen Flissigkeitsmenge ab, sondern nur vom Ge-
wicht einer Flussigkeitssdaule der Hohe h.
Als zweiten Fall betrachten wir p = Ap mit einer Konstanten A. Dies ist z.B. in einem idealen
Gas bei konstanter Temperatur (mit A = RT realisiert. Sind po und p, Druck und Temperatur

bei z = zp, soist A = ﬁ = Z—g Die statische Euler-Gleichung nimmt die Form

dp = —Agp (B.1.14)
dz
an, mit der Ldsung
_ _ Pog
p = poexp (—Ag(z — 7)) = poexp (—p—(z - >) (B.1.15)
0

Dies ist die barometrische Hohenformel, die wir hier auf rein hydrostatischem Wege abgeleitet
haben.

Die betrachteten Félle zeigen deutlich, wie wichtig die Form der Zustandsgleichung fir das \Ver-
halten der Flussigkeiten ist!



Priv.-Doz. Dr. A. Schadschneider

2. Ubung zur Vorlesung
Einflhrung in die Hydrodynamik

im Wintersemester 2003/04

4. Hydrodynamisches Modell des Universums

Wir wollen zwei Grenzfélle des in der Vorlesung vorgestellten hydrodynamischen Modells fir
den Kosmos analysieren.

a) Bestimme die Expansionsgesetze fiir die drei Félle £ < 0, £ = 0 und £ > 0 explizit durch
Integration der Bewegungsgleichung. Zeige, daB in allen drei Féllen fir kleine Zeiten (friihes
Universum) gilt:

r(t) o t¥3.

Warum hangt das Ergebnis nicht von der Raumkriimmung & ab?

b) Der “Rand” des Universums ist durch die Bedingung charakterisiert, daR dort die Fluchtge-
schwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit ist, d.h. v = ¢. Schédtze mit dem in der Vorlesung
angegebenen Wert fur das Weltalter 7" den Wert der Dichte ab, bei der £ = 0 ist. Diskutiere
qualitativ die Grolie des sichtbaren Universums.

Besprechung der Aufgaben: 4. November 2003, 13*° Uhr

Aktuelle Informationen zur Vorlesung finden Sie unter wwv. t hp. uni - koel n. de/ ~as.
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B.2 L&sungen zu Ubung 2

Aufgabe 4

a) In der Vorlesung (Kap. 11.4.1) haben wir schon gezeigt, dall aus der Friedmann-Gleichung
durch Separation der Variablen folgt:

t:/dt:/;\/ﬁ%k).

Im Vergleich zu (11.4.20) haben wir uns hier auf das Vorzeichen *+’ beschrankt, das hier einer
vorwarts gerichteten Zeitachse entspricht. Die in der Vorlesung angegebenen Resultate erhélt
man dann, indem man geeignete Substitutionen durchfihrt.

In allen drei Féllen substituiert man zunéchst 7 = 25—M Hieraus folgt:

(B.2.1)

r/2GM dr
- /dt _ QGM/ S (B.2.2)
o oo

Fur £ = 0 ist das Integral elementar zu berechnen und man erhélt (11.4.22).
FUr & > 0 substituieren wir mit r” = 2k7:

¢ r/2GM \/;df 1 kr/GM \/ﬁd?“”
2GM — J, VI=2kr  (2k)32 [, VI—r"
1 1 kr/GM
— —arccos(1 — 2r") — V1" — 7"”2} . (B.2.3)
(2k)3/2 [2 0

Dies liefert dann (11.4.21).
Fir k& < 0 gehen wir &hnlich vor, allerdings wird jetzt mit mit »” = 2|k|7 substituiert:

¢ r/2GM \/?df B 1 /kT/GM \/WdT’”
2GM 0 \/1—|—2|k“7z B (2k)3/2 0 V147"

1 \k|r/GM

1
- - " nw o - 7
SRCTIEE {\/r +7r 5 arcosh(1 + 2r )}

: (B.2.4)
0

Dies ergibt (11.4.23).

Fir kleine Zeiten ist (¢) Klein. Es gibt daher eine Anfangszeitspanne, zu der % < k erfullt
ist. Anschaulich bedeutet dies, dal3 die potentielle Energie liber die Raumkrimmung dominiert.
Dies entspricht also im wesentlichen dem Fall £ = 0. Erst zu spéteren Zeiten wird die Raum-
kriimmung wichtig und fiir den Fall £ # 0 machen sich dann Abweichungen vom t2/3-Gesetz
bemerkbar.

b) Am “Rand” des Universums ist per definition »» = ¢. Somit konnen wir den Radius mit R = ¢T'
abschéatzen, wobei 7" das “Alter” der Welt ist. Aus der Friedmann-Gleichung folgt dann:
4

47 4
_ 3P TR, k= SR GeT ) — ke B.2.5
2 R 5 GEp g Gty (B.2.35)
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Setzen wir k = 0, um eine Absché&tzung fir die kritische Dichte zu erhalten, so folgt:

3
o= 3nGeT?
In der Praxis hat man natirlich die Rotverschiebung der Strahlung von weit entfernten Galaxien
zu beriicksichtigen. Diese wird am Rand sehr grol3, so dal3 die Energie unter die Empfindlich-

keitsgrenze der Detektoren fallt. Somit konnten wir auch von einem unendlichen Universum nur
einen endlichen Ausschnitt beobachten.

(B.2.6)
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Priv.-Doz. Dr. A. Schadschneider

3. Ubung zur Vorlesung
Einflhrung in die Hydrodynamik
im Wintersemester 2003/04

5. Hydrodynamik und Funktionentheorie

In der Vorlesung wurde zur Beschreibung ebener Potentialstrémungen das komplexe Potential
w(z) = ¢(z) + i1p(z) eingefiihrt.

a) Diskutiere die Bedeutung der GréRe f(z) := ¥(z) + id(2).
b) Zeige, dass fir die komplexe Geschwindigkeit w'(z) = Cfl—f gilt:

dw ~ —if
— =, — v, = ve
dz Y ’

wobei v der Betrag der Geschwindigkeit und 6 der Winkel zwischen dem Geschwindigkeitsvek-
tor und der z-Achse ist!

c) Diskutiere die Strémungen (Strom- und Aquipotentiallinien etc.), die zu den Potentialen w(z) =
alnz und w(z) = —ibln z (mit reellen Konstanten «a, b) gehoren!

d) Bestimme das komplexe Potential und die komplexe Geschwindigkeit fur eine Strdomung um
einen Kreiszylinder fiir den Fall v, = (vo, cos 8, v, sin 6), d.h. eine Stromung, die nicht parallel
zur z-Achse flieft.

6. Aerodynamik

Diskutiere mit Hilfe der Ergebnisse aus der Vorlesung die Frage, warum ein Flugzeug fliegt. Wie
sieht qualitativ das Stromlinienbild aus? Untersuche das Profil, das sich aus einem Kreiszylinder
mit Hilfe der konformen Abbildung {(z) = =z + é ergibt. Warum kann das einfache Argument
auf der Basis der Bernoulli-Gleichung, das man oft in der Literatur findet, nicht richtig sein?

Tip: Betrachte z.B. den Kreiszylinder vom Radius R = 2 um zy = —1 + 4 und ¢ = 4 — 2v/3.

Besprechung der Aufgaben: 25. November 2003, 13*° Uhr

Aktuelle Informationen zur Vorlesung finden Sie unter wwv. t hp. uni - koel n. de/ ~as.
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B.3 Ldsungen zu Ubung 3

Aufgabe 5

a) Die Gleichungen, durch die ¢ und ¢ bestimmt sind, sind symmetrisch bzgl. deren Vertau-
schung. Daher beschreibt 7 auch eine physikalisch realisierbare Potentialstromung. Allerdings
istv =—V1.

Das komplexe Potential f(z) = —1)(z) + i¢(z) entsteht durch eine Drehung um 90 Grad, d.h.
eine konforme Transformation aus f(z) und beschreibt daher ebenfalls eine Potentialstromung.

b) Diese Identitét folgt direkt aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen. Man kann sie auch “zu
FuR” nachrechnen:

0\ i) e 9
dw  do+idy (% +i%2) do+i (52 +i52) dy
dz dz = -

op O\ dx +idy _
or " ox)  dz T B.3.1
(am—max) dz Uz — Wy (B.3.1)

= 4/ v2+ vge_w. (B.3.2)

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir die Cauchy-Riemann-Gleichungen (A.1.6) benutzt
und danach die Definition des Potentials ¢. In letzten Schritt schlieRlich wurde die Polarkoordi-
natendarstellung komplexer Zahlen ausgenutzt.

¢) Fur w,(z) = aln z haben wir in Polarkoordinaten
we(z) = alnr + iap. (B.3.3)

Die Aquipotentiallinien Rew = const. sind daher konzentrische Kreise » = const. um den
Ursprung. Die Stromlinien Im w = const. verlaufen radial (¢ = const). Das komplexe Potential
beschreibt daher die Quellstromung von einer Liniequelle bei x = y = 0.
Fir w,(z) = —ibln z haben wir

wy(z) = by —iblnr. (B.3.4)

Hier sind die Rollen von Aquipotential- und Stromlinien gegeniiber w, gerade vertauscht. Das
Potential w, beschreibt eine ebene Zirkulationsstromung bzw. das Stromungsfeld einer in der
z-Achse befindlichen isolierten Wirbellinie.

d) Das komplexe Potential erhédlt man in diesem Fall aus dem in der Vorlesung angegebenen
(siehe GI. (11.6.43) durch eine Drehung um den Winkel 6. Diese konforme Transformation fihrt
zu den Ersetzungen

z— ze % p—p—1>0 (B.3.5)
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Abbildung B.3.1: Das Joukowski’sche Tragfligelprofil entsteht durch Anwendung der konfor-
men Abbildung ((z) = z + % auf einen Kreis. Der Punkt P, definiert den Parameter ¢ und wird
unter der konformen Abbildung auf P; abgebildet. P; ist das Bild von P.

in den Ausdriicken fiir das Potential, Stromlinien etc., die wir in Abschnitt 11.6.3 abgeleitet hatten.
Explizit haben wir

I re 2 2
wy(z) = =—1Inz— o + Voo cOS 0 (z + R—) — Vs SIN 6 <z — i) (B.3.6)
T z z

211

und fur die komplexe Geschwindigkeit

2 2
wy(z) = a + Voo COS O (1 — i) — Vs SN O <1 + %) : (B.3.7)

2miz 22

Aufgabe 6

Damit die angegebene konforme Abbildung etwas liefert, was einem Tragfliigel &hnelt, muR die
Position des Kreises und der Parameter ¢ geeignet gewahlt werden. Wir betrachten daher einen
Kreis vom Radius R, der nicht um den Ursprung verlauft, sondern dessen Zentrum bei z, # 0
liegt (siehe Abb. B.3.1). Der Parameter c ist dann als die Koordinate des Schnittpunktes mit der
(positiven) xz-Achse zu wéhlen.

Betrachten wir zunéchst den Fall z, = 0 eines Kreises um den Ursprung. Dann ist ¢ = R und
mit z = Re' folgt

02

((2) = Re™ + R = 2R cos . (B.3.8)
el

Das Bild des Kreises unter der konformen Abbildung ( ist daher eine Gerade zwischen — R und
R.
Liegt der Mittelpunkt auf der Imaginérachse, d.h. z; = iy, so wird der Kreis auf einen Kreis-
bogen abgebildet. Dies &hnelt schon eher einer Tragflache. Der allgemeine Fall ist schlieBlich in
Abb. B.3.1. Er liefert eine sehr gute Naherung an einen echten Fliigel. Die resultierende Kurve
wird auch als Joukowski’sche Tragfltigelprofil bezeichnet.
Wir kdnnen jetzt die Ergebnisse aus dem Abschnitt 11.6.3 direkt auf das Joukowski’sche Profil

ubertragen. Damit ist klar, da Auftrieb entsteht, wenn die Zirkulation um den Tragflugel nicht
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verschwindet. Dann entsteht auch ein Druckunterschied zwischen Ober- und Unterseite mit einer
resultierenden Kraft (siehe Abb. B.3.2).

AUFTRIEBSKRAFT
e e
S
-:.\_\;—_: —

AUFTRIEBSKRAFT

—_
S

Abbildung B.3.2: Die Stromung um einen Tragfliigel ahnelt sehr der Stromung um einen Zylin-
der. Sie besteht aus der Uberlagerung eines Translations- und eines Zirkulationsanteils.

Es stellt sich die Frage, wie eine Zirkulation berhaupt entstehen kann und warum eine Auf-
triebskraft und keine Abtriebskraft erzeugt wird. Hier spielt tatsdchlich die Form des Fliigels eine
wichtige Rolle (im Gegensatz zur bisherigen Argumentation). Tatsdchlich ensteht die Zirkulation
beim Start. Zunéchst wird die Luft direkt auf dem Fliigel auf Grund der Reibung mitbewegt. Bei
gentigend groRer Geschwindigkeit kann sie aber dem Fltgel nicht mehr folgen. Die Luft 16st sich
dann an der Hinterkante ab und bildet den sog. Anfahrtswirbel (siehe Abb. B.3.3). Auf Grund

Abbildung B.3.3: Bei einem startenden Flugzeug entsteht ein Anfahrtswirbel.

des Satzes von Thomson (11.5.15) muR dann aber ein Gegenwirbel entstehen, der dann fiir die
nichtverschwindende Zirkulation um den Tragfligel und damit den Auftrieb verantwortlich ist.
Dazu betrachtet man einen geschlossenen Weg, der gro3 genug ist, so daf er den Tragfltigel und
den Anfahrtswirbel umschlief3t.

Bei einer oft zitierten Erklarung des Auftrieb werden zwei Molekiile betrachtet, die gleichzeitig
an der Flugelvorderkante ankommen. Eines bewegt sich dann oberhalb des Fliigels weiter, das
andere unten herum. Dann wird angenommen, dal? beide Molekdle gleichzeitig die Hinterkante

141



erreichen und das deshalb das Teilchen, das oben herum geflogen ist, schneller sein muf da
dort auf Grund der Kriimmung des Fligelprofils der Weg langer ist. Es ist aber Giberhaupt nicht
Klar, warum beide Teilchen auch gleichzeitig hinten ankommen sollten. In der Tat kann man im
Rahmen dieses Argumentes (berhaupt nicht verstehen, warum ein Flugzeug auf dem Riicken
fliegen kann.

In der Tat hat es im Laufe der Zeit viele unterschiedliche Theorien zum Auftrieb gegeben. Po-
puldr war z.B. die Newtonsche Erklarung, die den Auftrieb mit Hilfe des Impulsiibertrages der
reflektierten Luftmolekiile auf den Fliigel zu erkldren versuchte. Wie in Abb. B.3.2 dargestellt,
reicht der dabei erzeugte Auftrieb aber nicht, um zu erkldren, warum ein Flugzeug fliegt. Eine

JouKowsk] 19g7 GEMASS HEWTON 1726

RAYLEIGH 1876

— <
=

ARSTELLWINKEL 4

Abbildung B.3.4: Vergleich von verschiedenen historischen Auftriebstheorien mit tatsachlichen
Messungen.

bessere Naherung ist die Theorie von Rayleigh, bei der ein Stromungsbild ahnlich dem einer auf
einer Flussigkeitsoberflache gleitenden Platte angenommen wird.

142



Priv.-Doz. Dr. A. Schadschneider

4. Ubung zur Vorlesung
Einflhrung in die Hydrodynamik

im Wintersemester 2003/04

7. Stromung um schwingende Hindernisse

Bestimme die Bewegungsgleichung fir eine Kugel, die in einer idealen Flussigkeit Schwingun-
gen ausfihrt.

Bem.: Fiir eine Kugel ist A = ; R*u.

8. Schwerewellen bei endlicher Tiefe

Bestimme die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Schwerewellen auf einer unbegrenzten Ober-
flache einer Flussigkeit der Tiefe h. Betrachte die Grenzfalle kh < 1 und kh > 1.

Tip:v,(z=—h)=0

Besprechung der Aufgaben: 2. Dezember 2003, 13*> Uhr

Aktuelle Informationen zur Vorlesung finden Sie unter wwv. t hp. uni - koel n. de/ ~as.
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B.4 L&sungen zu Ubung 4

Aufgabe 7
Der Gesamtimpuls der von der Kugel in Bewegung gesetzten Flissigkeit ist nach (11.6.64) durch

4 2
P = 4mpA — pVou = 20 R3pu — ?ﬂpRgu - ?ﬂpRgu (B.4.1)

gegeben. Der Tensor der zuséatzlichen Masse, der nach (11.6.63) durch P; = m,,uy, definiert ist,

ist daher 5
T
mji, = EpR?’(Sjk. (B.4.2)

Somit ergibt sich fiir die Widerstandskraft auf die Kugel
dP 27 _sdu

F=——=——pR’—. B.4.3
dt 37t (B.4.3)
Die Bewegungsgleichung Mu = F + f der Kugel lautet daher
47 R3 p\ du
. (ro+5) 25 =, (B.4.4)

wobei p, die Dichte der Kugel bezeichnet. In die Bewegungsgleichung geht also eine effektive
Masse der Kugel ein, die aus der Kugelmasse und der halben Masse der verdrangten Flissig-
keitsmenge besteht.

Aufgabe 8

Am Boden verschwindet die Normalkomponente der Geschwindigkeit, d.h. v, = 22 = 0 fiir z =

z

—h. Berlicksichtigt man dies in der allgemeinen Lésung ¢(r, ) = (Ae** + Be™*2) cos(kx — wt)
(vgl. (11.7.10), (11.7.12)), so folgt

o(r,t) = Acosh(k(z 4+ h)) cos(kz — wt). (B.4.5)
Aus Gleichung (11.7.9) mit ¢ = 0 erhalten wir dann die Dispersionsbeziehung
w? = gk tanh kh (B.4.6)

und fur die Ausbreitungsgeschwindigkeit U = g—;:

1 g kh
U=-/—9  ltanhkh + —0 | B.4.7
2\ ktanh kh { A S kR (B47)

Fir kh >> 1 vereinfacht sich dies zu U = 3. /%, wahrend sich fir kh < 1 der von den Schwere-
wellen bekannte Zusammenhang U = +/gh ergibt.
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Priv.-Doz. Dr. A. Schadschneider

5. Ubung zur Vorlesung

Einfihrung in die Hydrodynamik
im Wintersemester 2003/04

9. Rohrstromung

Bestimme das Geschwindigkeitsprofil und den Durchflu® fir die Strdmung einer inkompressi-
blen Flissigkeit durch ein Rohr mit ringformigem Querschnitt (Radien R; < R,). Diskutiere
den Grenzfall R, — 0.

10. Stromung auf einer schiefen Ebene

Wir betrachten eine inkompressible Flussigkeitsschicht der Dicke h, die unter dem Einflul} der
Schwerkraft eine schiefe Ebene (Winkel o) hinunterstromt.

a) Zeige, dass die Bewegungsgleichungen durch geeignete Wahl des Koordinatensystems durch

d*v

d
—p+pgcosa:0, 77@

7 + pgsina =0

gegeben sind.
Bem.: Die Navier-Stokes-Gleichung bei Anwesenheit einer konservativen Kraft f = —Vu erhélt
man durch die Ersetzung p — p + u.

b) Zeige, dass die Randbedingungen durch

dv

- -0
77d,z ot

v(0) =0, p(h) = po,

gegeben sind.
c) Bestimme das Geschwindigkeits- und Druckprofil , sowie den Flussigkeitsstrom Q.

Besprechung der Aufgaben: 15. Dezember 2003, 14 Uhr in der Bibliothek der Kernphysik.

Aktuelle Informationen zur Vorlesung finden Sie unter wwv. t hp. uni - koel n. de/ ~as.
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B.5 Lo&sungen zu Ubung 5

Aufgabe 9

Als allgemeine Losung fir die Stromung in einem Rohr hatten wir in der Vorlesung (siehe
(111.3.21)) fur das Geschwindigkeitsfeld

v = —%ﬁ%—alnr—l—b (B.5.1)
4dnl
abgeleitet. An den Zylinderwénden gilt nun v(R;) = 0 (j = 1, 2). Somit folgt fiir das Geschwin-
digkeitsfeld
Ap | o 2 R3 — R r

= — — —=——In(—|]|. B.5.2
o) = =+ g (7 (852

Der Durchfluf3 ergibt sich dann zu

Ro WAp (R2 _ R2)2 r

=2 dr = — |Ry — R} —~—2—1In{—]|. B.5.3
Qs [ orar = 50 |- mi - R ()| (8539

Bei festem AuRenradius R, divergiert In(Ry/R;) im Grenzfall R, — 0. Wir erhalten dann das
Hagen-Poiseuille’sche Gesetz zuriick.
Aufgabe 10
a) Die stationdre Navier-Stokes-Gleichung lautet in unserem Fall
p(v-V)v=pf — Vp+nAv (B.5.4)

mit der duBeren Kraft f = g. Aus der Symmetrie des Problems folgt, dal p = p(z) und v =
v(z)e, ist. Mit der in Abb. B.5.1 dargestellten Wahl des Koordinatensystems ergibt sich die
Kraftzerlegung g - e, = gsinaund g - e, = —gcosa.

X
Abbildung B.5.1: Zur Wahl des Koordinatensystems bei dem Flul} auf einer schiefen Ebene.
Der Konvektionsterm vereinfacht sich zu

(V'V)V:’U%
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da v nur eine Funktion von z ist. Somit verbleibt von der Navier-Stokes-Gleichung

d d> d? d
0=pg— ezd—]: + exnd—zg =e, (pg sin o + nd—;) —e, (pg cos o + d—]:) : (B.5.6)

Die beiden Komponenten entsprechen dann den in der Aufgabenstellung angegebenen Bewe-
gungsgleichungen.

b) An der festen Wand bei z = 0 ist v|wana = 0, also in unserem Fall v(0) = 0. Durch die freie
Oberflache bei z = A ist kein Impulsstrom maéglich, auBer durch den externen Druck. In unserem
Fall bedeutet dies

sz =0 (] 7& 2)7 sz = Po- (857)

Der Impulsstrom hangt tber I1;;. = pd;i. — o7, + pv;jvx Mit dem Reibungstensor zusammen. Auf
Grund der Inkompressibilitat gilt wegen v = v(z)e,

, ov;  Ouy dv
Daher folgt
dv
und somit die Randbedingungen
dv
h) = — =0. B.5.10
p(h) =po, 1 . 0 ( )
c) Die Ldsungen der in Teil a) abgeleiteten Bewegungsgleichungen lauten
p = pg(h—z)cosa, (B.5.11)
= @Z(Zh — z)sina. (B.5.12)
2n
Somit ergibt sich fur den Durchfluf3
L h h gh3
Q= / / vdzdy = L/ vdz = =—sina. (B.5.13)
0o Jo 0 3n

Offensichtlich verschwindet der DurchfluR fiir « = 0, wie wir das auch erwarten. Ein Strom
ohne Druckgradient in z-Richtung ist nicht moglich.
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Priv.-Doz. Dr. A. Schadschneider

6. Ubung zur Vorlesung

Einflhrung in die Hydrodynamik
im Wintersemester 2003/04

11. Reynolds-Zahl und Blutzirkulation

Schétze die Reynolds-Zahl fiir die Blutstrdomung in der Aorta ab! Die relevanten GrélRenordnun-
gen sind dabei I = 2 cm, u = 0.5 m/s und = 4 - 1073 Ns/m?. Was bedeutet das Ergebnis?

12. Widerstandskraft paralleler Platten

Zwei parallele kreisformige Platten vom Radius R liegen in geringem Abstand / voneinander.
Ihr Zwischenraum ist von einer inkompressiblen Flussigkeit ausgefullt. Die Platten ndhern sich
mit konstanter Geschwindigkeit « und verdrangen dabei die Flussigkeit.

a) Begriinde die Naherungen
ov, < ov,
or 0z

(% < (%

(in Zylinderkoordinaten).
b) Zeige, dass die Bewegungsgleichungen lauten
9%v, _Op dp 10(rv.)  Ov,
To2 T o %_O’ r or +8z
c) Begriinde die Randbedingungen

u(z=0)=0v.(2=0)=0, w(z=h)=0, wv(z=h)=-u,  p(r=R)=p,
waobei p, der duBere Druck ist.
d) Bestimme den Widerstand, den die Platten zu tiberwinden haben.

Besprechung der Aufgaben: 6. Januar 2004, 13%> Uhr.

Aktuelle Informationen zur Vorlesung finden Sie unter wwv. t hp. uni - koel n. de/ ~as.
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B.6 Losungen zu Ubung 6

Aufgabe 11

Mit den in der Aufgabenstellung angegebenen GroRenordnungen und der Dichte pgi,e = 1 g/cm? =
1 -10% kg/m? des Blutes ergibt sich

l
Re = % ~ 2500. (B.6.1)

Dies ist viel groler als die kritische Reynolds-Zahl Re. = 1160, bei der die Stromung durch
ein Rohr turbulent wird. Diese einfache Abschétzung zeigt, daB es bei der Stromung des Blutes
durch die Aorta leicht zu Turbulenzen kommen kann. Insbesondere ist in der Austriebsphase die
Stromungsgeschwindigkeit © — und damit die Reynolds-Zahl — noch groRer. Die bei der turbu-
lenten Stromung entstehenden Wirbel transportieren Energie und kdnnen daher beim Auftreffen
auf die GefaRwéande zu Schadigungen fihren.

Aufgabe 12

Wir wahlen im folgenden Zylinderkoordinaten, deren Ursprung im Mittelpunkt der unteren Platte
liegt. AulRerdem nehmen wir 0.B.d.A. an, dal3 die untere Platte unbeweglich ist.

a) Die Stromung ist axialsymmetrisch, daher treten keine Winkelabhéangigkeiten auf. Da die
Flussigkeitsschicht diinn sein soll, verlauft die Stromung im wesentlichen radial, d.h. v, < v,.
Die zweite Bedingung folgt hieraus nicht offensichtlich, sie hangt mit der Inkompressibilitat
zusammen.

b) Die stationédre Navier-Stokes-Gleichung lautet

(v-V)v= —EVp + vAv. (B.6.2)
p

Die z-Komponente dieser Gleichung liefert unter Beachtung von a) sofort

op

PP _y. B.6.
=0 (B.6.3)

In Zylinderkoordinaten gilt fur eine beliebige Funktion f

of v, 0f of

19 (Of\, 1f 8

In unserem Fall vereinfacht sich dies, da keine -Abhangigkeit vorliegt. Speziell gilt

0%v,

Av, ~ )
v 022

(B.6.6)
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Die r-Komponente der Navier-Stokes-Gleichung liefert somit

v, v, 10p 0%,

Uor YU = oo TV oz (B87)
Nach Teil a) ist
ov, ov,
UTE -+ 'UZ% ~ 0 (868)
und somit 5 o2
p O
SchlieRlich haben wir noch die Kontinuitétsgleichung:
0= 190(rv,) N 10v,  Ov.  10(rvy) N 8vz‘ (B.6.10)

r or ;890 oz r Or 0z

c) An der unteren Platte muR die Geschwindigkeit verschwinden, d.h. v|, = 0, und somit
v.(2=0)=v,(2=0)=0. (B.6.11)

An der oberen Platte ist die Geschwindigkeit der Flissigkeit gerade —u, d.h. v|, = —u, und
somit
v.(z="h)=0, v,(z =h)=—u. (B.6.12)

Am Rand der Platten existiert eine freie Oberflache mit dem dufRerem Druck py. Der Impulsstrom
muf also verschwinden, d.h.
o —pny =0 (B.6.13)

mit dem Normalenvektor n = 7. Dies liefert

05, =0 fir j=r 0,2 (B.6.14)
aoy, =0z + axj) folgt in Zylinderkoordinaten
ov ov ov
r_ T o o z r
Opp = 21 5 0, 0, =0, 0, =1 ( 5 + 82) . (B.6.15)
Aus (B.6.13) ergibt sich fir j = r
p=0,.=Do (B.6.16)
und deshalb
p(r=R) = po. (B.6.17)
d) Aus der Navier-Stokes-Gleichung folgt mit den bisherigen Ergebnissen
2
O _Op _ dp (B.6.18)

77022 T or  dr’
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wobei wir ausgenutzt haben, daf? p nicht von ¢ und nach b) auch nicht von z abhéngt. Die linke
Seite dieser Gleichung hangt nur von z ab, die rechte nur von r. Daher missen beide Seiten
konstant sein:

0%v,  Op dp
- == B.6.1
152 = const = (B.6.19)
und somit »
p
y = ——2(z—h). B.6.20
o =gz =) (B.6.20)

Aulerdem folgt durch Integration der dritten Bewegungsgleichung aus b)

h10(rv, . 1d [" 1d ("
0 :/ (_8(rv ) + v ) dz = —— rvpdz + v, (h) — v,(0) = ——/ rvpdz — u.
0 rdr J,

r Or 0z rdr Jo
(B.6.21)
Daher ist
1d [" 1 d { dp (1 1 z=h R d [ dp
=-— wdz = —— | r— | =2° — Zh2? =— —(r— ). (B.6.22
YT dr 0 roras 2nr dr (rdr (SZ 2 Z> z=0> 12nr dr (Tdr) ( )
Integration liefert dann, da % konstant ist, mit p(R) = po
3nu
p=po+ %(1%2 ), (B.6.23)
Fir den Impuls gilt allgemein P; = pn; — o7 ny, womit sich in unserem Fall fir die wirkende
Kraft ergibt
R 4
F= / P.df = / Pdf = 2n / rp(r)dr = 3%3” . (B.6.24)
0
Dabei haben wir
ov,

=0 (B.6.25)

/ — R
Jzz|P|atte - 277 Oz o
atte

ausgenutzt.
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Priv.-Doz. Dr. A. Schadschneider

7. Ubung zur Vorlesung
Einfihrung in die Hydrodynamik

im Wintersemester 2003/04

13. Integrabilitat der KdV-Gleichung: Lax-Paare

Die Ldsbarkeit vieler nichtlineare Differentialgleichungen beruht auf der Tatsache, dass es sich
eigentlich um integrable (mechanische) Systeme handelt. Sie fiihren auf zeitabhangige Potentia-
le, die ein zeitunabhdngiges Spektrum generieren.

Sei H(t) ein zeitabhdngiger selbstadjungierter linearer Operator, der differenzierbar ist und die
(diskreten) reellen Eigenwerte A(t) besitzt, d.h.

HO[W(E) = A)[(2)).
Wir betrachten nun einen (i.a. nichtlinearen!) Operator B(t), fur den gilt

oM
= = [B.H.

Die Operatoren B und H bezeichnet man dann als Lax-Paar.

a) Zeige zunachst:

(= (% - Blu) ) = xlo)

wobei )\, := 2.

b) Folgere aus a): A\; = 0, d.h. das Spektrum von H(t) ist zeitunabh&ngig.
Tip: Benutze die Selbstadjungiertheit von H.

¢) Wir betrachten speziell den Schrodinger-Operator H = —88—; + V(x,t)und B = 8%. Zeige,
dass das Spektrum von H zeitunabhéangig ist, falls V; = V.. Finde ein Beispiel fir ein solches
Potential.

d) Als zweites Beispiel betrachten wir wieder den Schrédinger-Operator aus ¢) und

o? o 0
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mit b = —2V. Zeige, dass B und H ein Lax-Paar bilden, falls

1 3

Somit folgt: Erfullt das Potential V' die KdV-Gleichung, so ist das Spektrum der entsprechenden
Schrodinger-Gleichung zeitunabhéngig.

Bem.: Eine Konsequenz der obigen Zusammenhénge ist, dass man “physikalische Methoden”
(z.B. die sog. “inverse Streutheorie™) zur Losung partieller DGLen einsetzen kann.

Besprechung der Aufgaben: 20. Januar 2004, 13%° Uhr.

Aktuelle Informationen zur Vorlesung finden Sie unter wwv. t hp. uni - koel n. de/ ~as.
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B.7 Losungen zu Ubung 7

Aufgabe 13
a) Differenzieren wir H|+)) = A|1)) nach dem Parameter ¢, so folgt*
HIe) + M) = M) + Al). (B.7.1)
Da H = [B, H] ist, erhalten wir
M) = [B.HI) + (H = M) = MBJw) = HBJY) + (H = A)[) = (H = A) () - Blu))
(B.7.2)
b) Wir multiplizieren Gleichung (B.7.2) von links mit (/| und erhalten
Mol = (U H = M) — (@|(H = N)BJy) =0, (B.7.3)

da auf Grund der Selbstadjungiertheit von H gilt (¢)|H = A(¢|. Somit ist A = 0 und das Spek-
trum damit ¢-unabhéngig.
c¢) Wir wenden zunédchst den Kommutator auf eine beliebige Funktion f an:

o @& 0 of
= —f"HVf+Vf+ -V =V (B.7.4)

Fur die Zeitableitung von H gilt in unserem Fall explizit

oH
= = V. (B.7.5)

Zusammengenommen lautet daher die Lax-Gleichung
V=V (B.7.6)
Diese Bedingung ist z.B. fiir alle Potentiale erfillt, die einer Verschiebung entsprechen, d.h.
Viz,t) =V(z+1). (B.7.7)

d) In diesem Fall gilt fir den Kommutator

3 2 2 3
B,H|] = (%—Fb%—i—%b) <—%+V) f— <—%+V) (%+b%+%b> f
= —fO = bf" = (f") + (VA" +b(V'f+ V) + BV )
O+ Q)+ 0f)" = V" = Vof = V(bf)
— 4blf// _|_ 4b/lfl + b/l/f + gvlf// + 3V//f/ + V//lf _'_ 2bfv/
3 1 3

1
= vaf - §Vvlf - <1‘/;Bzz - 5‘/%) /5 (B78)

Iwir kennzeichnen hier die Ableitung nach ¢ durch einen Punk.
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wobei wir in der letzten Zeile die explizite Form b = — 21 ausgenutzt haben. AuRerdem wurde
mehrfach die bekannte Regel

(fo)™ =>" (") frigl) (B.7.9)

=0 \J

fur die n-te Ableitung eines Produktes angewendet. Da wieder 5'8—7;‘ = V gilt, ist die Lax-Gleichung
gerade die KdV-Gleichung.
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Priv.-Doz. Dr. A. Schadschneider

8. Ubung zur Vorlesung
Einfihrung in die Hydrodynamik

im Wintersemester 2003/04

14. Burgers-Gleichung und Cole-Hopf-Transformation

In der Vorlesung haben wir die Burgers-Gleichung

op  Umax Op  ~0%p

— 4 2 p— = _

ot Pmax 0T 0x?
als eine Erweiterung des Lighthill-Whitham-Modells vorgestellt. In dieser Aufgabe wollen wir
zeigen, dass die Burgers-Gleichung dquivalent zur Warmeleitungsgleichung ist. Dies gelingt mit

Hilfe der sog. Cole-Hopf-Transformation.

a) Zeige, dass man durch geeignete Reskalierung den Koeffizienten Qm—z des nichtlinearen Terms

zu Eins machen kann:
op  dp D02p

ot Por T T oar
b) Wir definieren ¢’ (x, t) durch p(z,t) =: W. Zeige, dass die Burgers-Gleichung die Form
aw/ 1 aw/ 2 82w/
— =D .
ot 2 ( oz > 027

gebracht werden kann.
¢) Nun transformieren wir mit ¢’ (x,t) =: —2D In(x,t). Zeige, dass die Burgers-Gleichung in
die Warmeleitungsgleichung )

oY 9%

ot D(?xQ
Ubergeht.
d) Bestimme die allgemeine Losung der Warmeleitungsgleichung aus c) fir die Anfangsbedin-
gung ¢ (z,t = 0). Wie erhalt man die allgemeine Losung der Burgers-Gleichung?

Besprechung der Aufgaben: 27. Januar 2004, 13%° Uhr.
Aktuelle Informationen zur Vorlesung finden Sie unter wwv. t hp. uni - koel n. de/ ~as.
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B.8 Ldsungen zu Ubung 8

Aufgabe 14

a) Fur die reskalierten Variablen

7 = az, =t (B.8.1)
gilt
0 02 0 0
e owdw  “ow (8.42)
und analog
=0— B.8.
at ﬁ@t’ (883)
Eingesetzt in die Burgers-Gleichung ergibt sich damit
dp Umax ap = 282p
— +2 =D B.8.4
a8 T % 0~ P g (B.84)
wobei die Dichte p jetzt als Funktion von x ,t’ zu betrachten ist. Durch die Wahl
— Pmax 5y (B.8.5)
2Umax
nimmt die Burgers-Gleichung die Form
2
O, 00 _ nO0 o p o Pines (B.8.6)

ot " o Oz? 4024

an.
b) Im folgenden betrachten wir die reskalierte Gleichung, lassen aber den Strich zur Kennzeich-
nung der reskalierten Variablen weg.

Nach Einsetzen von ¢’ in die Burgers-Gleichung folgt

6277/}I 8770/ a2w/ B 637,0/

otox + or 0x2 b Ox3 (B8.7)
Wegen

10 (op'\* oy 0%

20z (&v) - Ox Ox? (B.88)
kdnnen wir Uber x integrieren und erhalten

a¢/ 1 a¢/ 2 B 62¢/

ot 2 (m) =P (889
¢) Unter Beachtung von

o' 1 % 10% 1 [9Y\°
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158 ANHANG B. UBUNGEN

ergibt sich aus b) zunachst

10y 14D (9p\? L1 10% 1 [0y\?
—D@aﬁiaﬁcﬂ>‘"4D[J%3‘ﬁ(Eﬂ (8811
und somit o0 0%
= =D (B.8.12)

Dies ist die bekannte Diffusionsgleichung.
d) Die allgemeine Losung der Diffusionsgleichung ist durch

1 oo o—az')2
V1) = —— / dz' (2’| 0)e™ 707 (B.8.13)

gegeben. Dies macht man sich mit dem Separationsansatz ¢(z, t) = f(z)g(t) klar. Eingesetzt in
die Diffusionsgleichung folgt hiermit

199 _ D&
gOot  f 0x2
Die linke Seite hangt nur von ¢ ab, die rechte nur von x. Daher miissen sie konstant sein. Wir

haben die Konstante zweckmassigerweise mit —%2D bezeichnet.
Integration der beiden Gleichungen liefert nun

g(t) e_kQDt, f(z) oc e (B.8.15)

Durch Uberlagerung der speziellen Lésungen erhilt man fiir die allgemeine Lsung

=: —k*D = Kkonstant. (B.8.14)

o)

wlet) = o [ a(iete (B.8.16)

wobei die Funktion a (k) durch die Anfangsbedingungen bestimmt wird. Ist ¢)(z) := ¢ (z,t = 0)
vorgegeben, so ist

a(k) = / h U(x)e *dx. (B.8.17)

Setzt man dies in die allgemeine Ldsung ein, so kann man nach einer quadratischen Erganzung
durch Einflihrung der neuen Variablen

/

2Dt
das k- (bzw. p-) Integral ausfiihren und erhdlt die oben angegebene Form der Losung.
l.a. ist in unserem Fall die Anfangsbedingung p(z, 0) fur die Burgers-Gleichung vorgeben. Die
entsprechende Anfangsbedingung

=k —i (B.8.18)

W(x,0) = e 20 Jo d@'e(0), (B.8.19)
fur die Diffusionsgleichung folgt dann aus der Cole-Hopf-Transformation
2D OY(x,t) 0
= — =—-2D—Inq. B.8.2
Pl t) = =~ oS o -l (B.8.20)
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