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Vorbemerkungen

Die Vorlesung baut auf der Kursvorlesung zur Quantenmechanik auf und diskutiert ergdnzenden
Stoff, der jedoch in der Praxis sehr wichtig ist. Zum einen ist dies die relativistische Quantenme-
chanik, insbesondere die Gleichungen von Klein/Gordon und Dirac. Relativistische Effekte sind
oft auch bei Messungen von besonderer Bedeutung. Zum anderen wollen wir uns mit der Theorie
der Vielteilchensysteme beschéftigen, die in vielen Bereichen eine wichtige Rolle spielt, z.B. der
Festkorperphysik. Hier soll zunédchst der Formalismus der 2. Quantisierung entwickelt werden,
mit dem sich auch Prozesse beschreiben lassen, bei denen Teilchen erzeugt oder vernichtet wer-
den. AuBerdem kommt hier die Statistik der Teilchen (Bosonen vs. Fermionen) ins Spiel. Danach
wollen wir untersuchen, wie sich klassische Felder quantisieren lassen. Die Kombination mit der
relativistischen Quantenmechanik fiihrt schlie3lich zu relativistischen Quantenfeldtheorien.
Zusitzlich zur Vorlesung werden in unregelmiRigen Abstanden begleitende Ubungen angebo-
ten. Diese sollen in erster Linie zur Eintibung von Formalismen dienen und zum Nachdenken
anregen.

Die Grundlagen des hier besprochenen Stoffes werden in vielen Standard-Lehrbiichern der Quan-
tenmechanik diskutiert, z.B. in

e Albert Messiah: Quantenmechanik (Band 2), de Gruyter (1979).
Der gesamte Stoff wird gut abgedeckt von dem relativ preiswerten Buch

e Franz Schwabl: Quantenmechanik fur Fortgeschrittene, Springer Verlag (1997).
Etwas spezieller sind die Biicher

e F.J. Ynduréin: Relativistic Quantum Mechanics and Introduction to Field Theory, Springer
Verlag (1996)

e M. Kaku: Quantum Field Theory, Oxford University Press (1993)

e J.D. Bjorken, S.D. Drell: Relativistische Quantenmechanik und Relativistische Quanten-
feldtheorie, B.l. Hochschultaschenbiicher, Band 98 und 101.

Letzteres ist ein Klassiker, aber nicht mehr ganz auf dem neuesten Stand.
Weitere Literaturhinweise werden in der Vorlesung und dieser Ausarbeitung gegeben.

Fur Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschlédge bin ich jederzeit dankbar. Sie kdnnen auch
per email an mich (as@ hp. uni - koel n. de) geschickt werden. Die jeweils aktuellste Versi-
on des Skripts ist im Internet tiber meine Homepage

http://ww. t hp. uni - koel n. de/ ~as/ as. htm

verfiigbar.

Andreas Schadschneider
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Kapitel |

Relativistische Quantenmechanik

1.0 Axiomatischer Aufbau der Quantenmechanik

Als kleine Erinnerung an die Vorlesung Quantenmechanik I wollen wir zunédchst die wesentli-
chen Tatsachen der Quantenmechanik in kompakter Form zusammenstellen. Die Quantentheorie
kann durch folgende “Axiome” charakterisiert werden:

1. Die Zusténde eines physikalischen Systems werden durch Zustandsvektoren [¢) in einem
linearen (Hilbert-) Raum beschrieben.

2. Alle beobachtbaren Grolien (Observablen) werden durch hermitesche Operatoren A dar-
gestellt und Funktionen von Observablen durch die entsprechenden Funktionen von A.
Beispiel: Die kinetische Energie Ey, o« p* wird durch das Quadrat des Impulsoperators
dargestellt.

3. MeRbare GroRen der Observablen sind deren Eigenwerte:

AlY) = an|th). (1.0.1)

4. Operatoren einer Observablen lassen sich meistens durch Korrespondenz zu klassischen
GroRen konstruieren em (Korrespondenzprinzip), indem kanonisch konjugierte GroRen
durch die quantenmechanischen Operatoren ersetzt werden, z.B. in der Ortsdarstellung

h =
r— I, P — A V. (1.0.2)

Alle grundlegenden kanonisch-konjugierten Operatoren erfiillen

R
[g>a] =0, [pj,pe]l =0, [pj, ] = 04k (1.0.3)
mit dem Kommutator [A, B] := AB — BA.

3



4 KAPITEL 1. RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK

5. Die Messung einer Observablen (eines Eigenwertes) bedeutet: Das System wird in einen
(zu dem Eigenwert gehorigen) Eigenzustand des entsprechenden Operators versetzt. Ei-
ne unmittelbar zeitlich angeschlossenes gleiches Experiment wiirde den selben Eigenwert
liefern.

6. Ist das System vor der Messung einer Observablen nicht in einem Eigenzustand des ent-
sprechenden Operators, so wird die Messung nicht mit Sicherheit sondern nur mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Eigenwert ergeben. Der Mittelwert (Er-
wartungswert) wiederholter gleicher Messungen einer Observablen A im Zustand |v) ist

(A) = (Y| AlY), (1.0.4)
wenn der Zustand normiert ist: (|¢) = 1.

7. Die zeitliche Entwicklung (Dynamik) eines Zustandes wird durch die Schrodinger-Gleichung

o Oly)
ih =" = HJt) (1.0.5)

bestimmt, wobei H der Hamilton-Operator ist. Es gilt dann

[%(t)) =T(8)|4(0)) (1.0.6)

mit dem Zeitentwicklungsoperator

T(t) = e #H1, (1.0.7)

Neben diesen Axiomen gibt es noch ein weiteres, das die Symmetrie der Wellenfunktionen fiir
Systeme gleicher Teilchen beschreibt und mit dem Spin in Verbindung bringt. Wir werden darauf
in Kap. Il zuriick kommen.

.1 Invarianzen der Schrodinger-Gleichung

Zunéchst wollen wir die Invarianzeigenschaften der Schrodinger-Gleichung untersuchen. Dazu
betrachten wir ein nichtrelativistisches freies Teilchen mit dem Hamilton-Operator

g-P __ "M A (1.1.1)

Wir wollen nun das Verhalten unter drei verschiedenen Koordinatentransformationen untersu-
chen. Im einzelnen sind dies:

1) Translationen: z' =z —a,y =y, 2' =2t =t
Dabei nehmen wir 0.B.d.A. an, das die Translation entlang der z-Achse des urspringli-
chen? Systems erfolgt.

Lungestrichene Koordinaten z, y, z, ¢
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2) Rotationen: z% =}, ajiz;
Drehungen sind dadurch charakterisiert, daB sie die Lange invariant lassen:

!

Z a:;? = Z Z kA TRT] = Z a:f (1.1.2)
j i ki j

Hieraus folgt dann?

Zajkaﬂ = 5kl und Zaikajk = 51']', (|13)
J k

wobei die zweite Identitdt analog abgeleitet werden kann. Falt man die Elemente a;; zu
einer Matrix A = (a;;) zusammen, so kann man (l.1.3) auch kompakt schreiben als

A-A*=A*A=1 (1.1.4)

3) Galilei-Transformationen: Das gestrichene Koordinatensystem bewegt sich gleichmaRig
mit der Geschwindigkeit v gegeniiber dem ungestrichenen:

r=xz—vt, y=y, =2z =t (1.1.5)
wobei wieder 0.B.d.A. die Bewegung in z-Richtung stattfinden soll.

Die Schrodinger-Gleichung
h2

L0 .
zhaw(r,t): 2mA1,!J(r,t) (1.1.6)

transformiert sich kovariant unter diesen Transformationen, d.h. sie ist forminvariant beim Uber-
gang zu den neuen Koordinaten:

. 2 o A Y Y ]
zhatl1/)(r,t)— 2mA¢(r,t). (1.1.7)

Dies wollen wir im folgenden explizit Gberprifen.

zu 1) Nach Kettenregel ist
0 0Ozd 0

R I A 1.1.8
0r' Oz'0r Ox’ (118)

was natlrlich trivialerweise auch fir die Ableitungen nach y, z und ¢ gilt. Mit
¥'(z') = ¢/(z — a) = ¢(2) (1.1.9)

ist die Kovarianz der Schrodinger-Gleichung unter Translationen offensichtlich.

26y, ist das Kronecker-Symbol, d.h. 8z, = 1 und §z; = 0 filr k& # 1.
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Zunéchst tberlegen wir uns, wie sich Ableitungen unter Rotationen transformieren. Nach
Kettenregel gilt

oz o 0
I _— = E—- 1.1.1
8.7:k Z Bz, O Zj:“”“az;. (11.10)
Hiermit ergibt sich furr das Transformationsverhalten des Laplace-Operators:
0? 0 0

A= a2 = AikQik 7 a5
- ox? ;; 75 Oy O

0 0 0?

],l J J J

Mit w’(F’, t') = 9 (7, t) ist dann die Kovarianz unter Rotationen sichergestelit.
Fur die Impulse in den beiden Systemen gilt

Py = Do — MW, Dy =Dy, D, =D (1.1.12)
Der Impulsoperator in den beiden Systemen hat die Form

h 8 L, hd

- — - —. 1.1.13
i Oz’ Pa =5 b ( )

ﬁz:

Im folgenden werden wir zeigen, dal? die Forminvarianz der Schrodinger-Gleichung unter
Galilei-Transformationen durch die Transformation

Y(7,t) = e ™y (17, 1) (1.1.14)

der Wellenfunktion gewéhrleistet wird. Es gilt:

Pb) = (4 mo)ur0) = |5 L o] ey )
_ f—mva:’h 0 / A ﬁmv:c oyl
- ° zaxl"/]( ) =e P/ (', 1), (1.1.15)
Hieraus folgt analog
10}2111(77, t) — ef%mmlplz’lﬁl(ﬁ, tl). (|.l.16)

Eingesetzt in die Schrodinger-Gleichung erhalten wir

0

1 o
0 1

_ — imug’ -~ = 1] 107
= ¢ & [hat’ o (pac —|—py +p )]¢(r,t

~

). (1.1.17)
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Damit diese Gleichung erfillt ist, muf3 offensichtlich

. a I _ 1 A,2 AI2 /}2 IV,
tha ¥/ (r',t) = 5~ [pz +7, 47, ] Y'(r, 1) (1.1.18)
gelten. Wichtig ist nun, daR offensichtlich aus Gleichung (1.1.14)
o 2
(7 t)° = |9/ (r, 1) (1.1.19)

folgt, d.h. die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdichten der urspriinglichen und transfor-
mierten Wellenfunktionen sind gleich und damit auch die von ihnen beschriebene Physik.

Wir haben also gesehen, dal3 die Schrodinger-Gleichung forminvariant unter den genannten
Transformationen ist. Insbesondere erfillt sie das klassische Relativitatsprinzip: Zwei Beobach-
ter, die sich relativ zueinander mit der Geschwindigkeit v bewegen, sehen physikalische Ereig-
nisse in gleicher Weise.

Wir wissen allerdings aus der Mechanik, dal? Galilei-Transformationen nur fir v < ¢ richtig
sind. Fir eine korrekte Formulierung des Relativitatsprinzips missen wir berticksichtigen, dal3
die Lichtgeschwindigkeit ¢ in allen Bezugssystemen gleich ist.

1.2 Relativitatstheorie

Bevor wir uns mit der relativistischen Erweiterung der Quantenmechanik beschéaftigen, wollen
wir den dazu notwendigen Formalismus aus der Relativitdtstheorie rekapitulieren. Damit 18Rt
sich dann die Galilei-Invarianz zur Lorentz-Invarianz verallgemeinern.

Zunéchst sei daran erinnert, dal® wir statt der Galilei-Transformation Lorentz-Transformationen

x — vt ct — Yz
= Y=y, =z o= (1.2.1)

V1—v2/c V1—v2/c
betrachten missen. Spater werden wir haufig die Abkiirzungen

=Y  und oy (1.2.2)
C

V1-=p5?
verwenden.
Wie sich herausstellt, ist die Schrodinger-Gleichung nicht invariant unter Lorentz-Transformationen,
weshalb eine relativistische Verallgemeinerung notwendig ist.

Im folgenden soll an den relativistischen Formalismus erinnert werden, den sie wahrscheinlich
schon in der Mechanik- und/oder Elektrodynamik-Vorlesung kennengelernt haben. Wir setzen
zunéchst

z0 = ct, b= z, z? = Y, 3=z (|23)

und definieren den (kontravarianten) Vierervektor?

3Die angegebenen Schreibweisen werden wir von Fall zu Fall benutzen.



8 KAPITEL 1. RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK

= (20 2t 2%, %) = (2°, 2%) = (2°, 7) (1.2.4)

Hierbei ist es entscheidend, dal3 der Index p oben steht. Wir werden spéater auch einen \Vektor
z, einfihren, der aber von z* verschieden ist. AuBerdem mufl man sich daran gewohnen, dai
x# sowohl den gesamten Viervektor als auch eine einzelne Komponente bezeichnen kann. l.a. ist
jedoch aus dem Zusammenhang klar, was gemeint ist.

In diesem vierdimensionalen Minkowski-Raum definieren wir nun eine Metrik durch das Ab-
standsquadrat

§2 = gty 2= P2

= gz’ (1.2.5)

mit dem metrischen Tensor

1 0 0 O
) 0 -1 0 0

Iw=9"=10 0 _1 o (1.2.6)
0 0 0 -1

Genauer mul} man sagen, dal} es sich um eine pseudoeuklidische Metrik handelt, da sie nicht
positiv-semidefinit ist. Abstande, fir die s? < 0 ist, bezeichnet man auch als raumartig. Ereignis-
se, die einen raumartigen Abstand haben, kdnnen sich nicht gegenseitig beeinfluBen*. Ereignisse
mit s> > 0 bezeichnet man als zeitartig. Hier ist eine gegenseitige Beeinflussung oder Kom-
munikation moglich. Ist s> = 0, so spricht man von einem lichtartigen Abstand. Hier ist eine
Kommunikation nur Gber Signale moglich, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten.

Man beachte, dal} wir in Gleichung (1.2.5) die sogenannte Einsteinsche Summenkonvention ver-
wendet haben. Diese besagt, dal’ iber doppelt vorkommen Indizes, von denen einer oben und
einer unten steht, zu summieren ist (von 0 bis 3). Wir werden diese Konvention im folgenden
immer verwenden, ohne jedesmal explizit darauf hinzuweisen.

In Analogie zur Beschreibung von Rotationen wollen wir Lorentz-Transformationen durch eine
(reelle) Matrix A#, charakterisieren:

z'* = A, z". (1.2.7)

Dabei ist zu beachten, dal} der erste Index oben, der zweite unten steht!
Lorentz-Transformationen sind nun dadurch charakterisiert, daR sie den Abstand s? invariant
lassen. Genau wie bei den Drehungen® aus Kap. 1.1 fiihrt dies zu Bedingungen an die Matrix
A#:

§? = g, a"z" = g, A* 2PN 2 < gzl = 82, (1.2.8)

woraus folgt

“4Dies ist eine Konsequenz der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit.
SDort stellte sich heraus, daR Drehmatrizen orthogonal sein miissen.
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G\ A"\ = gpa (1.2.9)

bzw. in Matrixdarstellung

AlgA = g. (1.2.10)

Die Gesamtheit aller Lorentz-Transformationen bildet eine Gruppe®, die sog. Lorentz-Gruppe.
Speziell die “Standard”-Lorentz-Transformation (1.2.1) wird durch die Matrix

v =By 00 cosh( —sinhé 0 0
By v 00 —sinhé cosh¢ 0 0
/T —
A, = 0 0 1 0] 0 0 10 (12.11)
0 0 01 0 0 01

beschrieben, wobei wir die sogenannte Rapiditat £ eingefiihrt haben, die durch tanh¢ = g
definiert ist.
Neben dem kontravarianten Ortsvektor z# fiinren wir nun einen kovarianten Vektor z, ein:

T, = gux” = (ct,—7) (1.2.12)

mit der Umkehrung
¢ = g"z,. (1.2.13)

Durch Multiplikation mit g#* bzw. g, kdnnen also Indizes herauf- bzw. herunter gezogen wer-
den. Dies hat u.a. den Vorteile, dalR gewisse Effekte der Metrik bereits in den Vektor eingebaut
werden kdnnen, was spater eine kompaktere Darstellung erlaubt. Fiir die bekannte euklidische
Metrik ist g, = 1 und es gibt keinen Unterschied zwischen ko- und kontravarianten Vektoren.
Die Konsistenz der Gleichungen (1.2.12) und (1.2.13) wird durch

9upg” =0,V (1.2.14)

sichergestellt, wobei §,,v das bekannte Kronecker-Delta bezeichnet.
Fur die Lorentz-Transformation A definieren wir analog:

Ay = gt g” (1.2.15)
= Au,9” (1.2.16)
= guAM. (1.2.17)

Dies gilt allgemein fur Objekte mit zwei Indizes.

Die Bezeichnung “kovariant” und “kontravariant” spiegelt das unterschiedliche Transformati-
onsverhalten der entsprechenden Vektoren unter Lorentz-Transformationen wieder (siehe auch
Aufgabe 2). Auf Grund von Gleichung (1.2.7) wird das Transformationsverhalten des kontrava-
rianten Vektors z# durch die Matrix A#, beschrieben. Im Gegensatz dazu, transformiert sich der
kovariante Vektor mit der Matrix A", denn:

Az, = g“,\A)‘,,g””a:,, = g,MA)‘,,:r” = g,M:c')‘ = :1:;, (1.2.18)

6Bei Hintereinanderausfiihrung, die durch das Produkt der zugehérigen A-Matrizen beschrieben wird.
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wobei wir im ersten Schritt mittels (1.2.15) die Indizes von A verschoben haben. Im zweiten
Schritt wurde (1.2.12) ausgenutzt, um den Index des Ortsvektors zu verschieben, und schlieRlich
(1.2.7).

Wir wissen nun, wie sich Ortsvektoren unter Lorentz-Transformationen verhalten. Ein analoges
Verhalten findet man bei allen Vierervektoren. Man definiert daher:

Ein kontravarianter Vierervektor a* transformiert sich wie z#, d.h. geméaR Gleichung (1.2.7) mit
A#,:

a® = A*,a". (1.2.19)

Ein kovarianter Vierervektor a,, transformiert sich dagegen wie =, mit A,”:

a, = Aa,. (1.2.20)

Als néchstes wollen wir die Wirkung von Lorentz-Transformationen auf Ableitungen untersu-
chen. Dazu definieren wir die Ableitungsvektoren

0 10 0 0 0 0 =
Ok (E%’%’@’@) = <%,V> =: 0, (1.2.21)
nd 0 10 0 0 0 0
G (. G . G S (. A v A R
oz, (cat’ oz’ oy’ 82) (801&’ V) $ 0", (12.22)

Wie die Bezeichnung 9, und 0* schon andeuten, transformieren sich die entsprechenden Vek-
toren kovariant bzw. kontravariant, also genau umgekehrt, wie die Ortsvektoren, nach denen
abgeleitet wird.

Zum Beweis gehen wir von Gleichung (1.2.7) aus und multiplizieren diese mit” g, A* :

gu)\A}‘pxm = gu)\A)\pAﬂufru- (|223)
Hieraus folgt unter Beachtung von (1.2.9)
z, = Az}, (1.2.24)

Unter der Beriicksichtigung der Kettenregel ergibt sich

0 Oz, 0 0
= = AF,—, 1.2.2
6:10; 6:10; oz, oz, ( )
womit die Kontravarianz von 0* gezeigt ist. Die Kovarianz von d,, folgt analog.
Aus Gleichung (1.2.24) folgt nach Multiplikation mit A ,*
z, = APz, = NS 2l (1.2.26)

natiirlich unter Beachtung der Summenkonvention!
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und somit
APAY, = 6. (1.2.27)

Dies bedeutet, daR die Transformationsmatrizen fiir ko- und kontravariante Viervektoren im we-
sentlichen invers zueinander sind. Genauer gilt in Matrixdarstellung:

kontravariant: =’ = Az, (1.2.28)
kovariant: r = (A‘l)tm. (1.2.29)

Es ist nutzlich zu wissen, daR das Skalarprodukt
a,b = g a”'t* = ad, (1.2.30)

zweier Vierervektoren a,,, b* invariant unter Lorentz-Transformationen ist (Aufgabe 1g). Somit
ist z.B. sofort klar, daR der d’ Alembert-Operator

(1.2.31)

ein invarianter Skalar unter Lorentz-Transformationen ist.

Wir betrachten nun ein elektromagnetische Feld mit Skalarpotential ¢(7,¢) und Vektorpotential
A(r,t), die zusammen einen Vierervektor

AF = (p, A) (1.2.32)
bilden. Die Felder erhdlt man dann wie tblich Uber

. . 10A . .
E=-Vp-— E%—t’ B =rot A. (1.2.33)

Weiterhin missen wir uns mit den relativistischen Eigenschaften der GrundgroRen der klassi-
schen Mechanik befassen. Wir betrachten daher ein Teilchen mit der Ruhemasse mq und der
Ladung e. Dieses befinde sich in einem elektromagnetischen Feld, das durch das elektromagne-
tische Potential (o, A) beschrieben wird.

Wie aus der Mechanik-Vorlesung bekannt, ist die relativistische Masse durch

myo

/1—v2/c? — Mo

gegeben. Die mechanische Energie mc? und der mechanische Impuls I1 = m@ bilden zusammen
den (kontravarianten) Vierervektor

(1.2.34)

—

I = (me, I). (1.2.35)

Dessen Betrag ist wegen
IT,IT* = m?c® — T2 = m2c? (1.2.36)
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invariant unter Lorentz-Transformationen. Dies ist natrrlich nach Aufgabe 1g) zu erwarten ge-
wesen, zeigt aber nochmals, daf es sich bei dem in Gleichung (1.2.35) definierten Vektor wirk-
lich um einen Vierervektor (mit den bekannten Transformationseigenschaften unter Lorentz-
Transformationen) handelt.

Bertcksichtigt man die Kopplung an das elektromagnetische Feld, so kommt man zum kanoni-
schen Impuls

E
=T+ SAn = (—,ﬁ) (1.2.37)
C C
mit
E =mc® + ep = ymoyc® + egp, =1+ ZZ (1.2.38)
In niedrigster Ordnung liefert die Energie den bekannten nichtrelativistischen Ausdruck:
E=m?+ %112 +ep+0(1/c?). (1.2.39)

Die Dynamik der klassischen relativistischen Mechanik folgt dann aus der Hamiltonfunktion

2\ 2
H(7,p) = ep(T, D) + \/mgc‘1 + c? (ﬁ— SA) : (1.2.40)

Die kanonischen Gleichungen

df 0H  dj  8H

7 c S 1.2.41
dt op’ dt or ( )
liefern dann die erwarteten Beziehungen
dr dIl T
=7 — =¢|FE B 1.2.42
a = a ¢ [ T } ’ (12.42)

d.h. gerade die Lorentz-Kraft.

1.3 Klein-Gordon-Gleichung

Wir versuchen nun, eine relativistische Grundgleichung mittels des Korrespondenzprinzips ab-
zuleiten. Dazu werden wir die klassischen GroRen Energie £ und Impuls p durch Operatoren
ersetzen:

E—s z’h%, 7 — —ihV, (1.3.1)

bzw. fiir den Vierervektor

P = (E,ﬁ) N (i, _§> = iho*. (1.3.2)
c Oct
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Offensichtlich liefert eine solche Ersetzung im Energiesatz E = H(7,p) mit der klassischen
nichtrelativistischen Energie E = % gerade die Schrodinger-Gleichung.

Als einen ersten Versuch zur Ableitung einer relativistischen Theorie nehmen wir nun die Sub-
stitution (1.3.1) im relativistischen Energiesatz (1.2.40) vor. Dies liefert die Wellengleichung

2
ih%d)(ﬁ t)= ep+ \/mgc‘1 + 2 (?6 - Sz‘f> Y(7,t), (1.3.3)

die im wesentlichen einer Schrodinger-Gleichung mit relativistischem Hamiltion-Operator H
entspricht, da nur Zeitableitungen erster Ordnung auftreten.
Die Entwicklung nach 1/¢? liefert die nichtrelativistische Schrodinger-Gleichung:

B 2\ 2 1 ho 2\ 2 1
m%c4+cz —,V— E14 = m()C2 1+722 —,V— E14 +O vy
v c 2mge® \ ¢ c c

2

2m0

Der Beitrag der Ruheenergie mqc? 1aRt sich durch die Transformation

‘r'noi:2

P(rt) = e n (7 t) (1.3.5)

wegtransformieren, so dal® fur ¢(, t) die nichtrelativistische Schrodinger-Gleichung

L0 1
zhaqb(r,t) = [— (

2m0

e e\’ .
-V — EA) +ep| ¢(7,t) (1.3.6)

]

resultiert.
Obwohl die Wellengleichung (1.3.3) relativistisch konstruiert wurde, so birgt sie doch einige
Probleme:

e Formal gibt es eine Asymmetrie zwischen Raum- und Zeitableitungen. Wahrend nur 1. Ab-
leitungen nach ¢ auftreten, stehen unter der Wurzel auch 2. Ableitungen nach den Ortsva-
riablen. Diese Asymmetrie verschleiert etwas die relativistische Invarianz, die schwer zu
erkennen ist.

e Neben diesem dsthetischen Problem gibt es auch ein mathematisches. Der Quadratwurzel-
operator ist nicht einfach definiert. Um damit Rechnen zu kénnen, mu3 man die Wurzel
entwickeln. Dabei konnen néturlich Probleme wie Konvergenzbereich etc. auftreten. Auch
physikalisch ist dies unbefriedigend. Bei einer Entwicklung treten beliebig hohe Poten-
zen des Differentialoperators auf. Dies entspricht dann einer nichtlokalen Theorie, da dies
- dhnlich wie einer Taylorreihe - bedeutet, dal der gesamte Verlauf der Wellenfunktion
wichtig ist, und nicht nur der “in der N&he” des betrachteten Punktes.
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Ein moglicher Ausweg zur Losung dieser Probleme besteht in der Beseitigung der Wurzel im
Energiesatz durch Quadrieren:

. 224, 2(~ €7\
(E —ep)’ =mgc"+c |p cA . (1.3.7)

Damit nimmt man aber in Kauf, da man es nun mit zwei Ldsungen zu tun hat, ndmlich

N2
E=ep+ \/mgc‘1 +c2 (ﬁ— EA) . (1.3.8)
C
Insbesondere existiert also eine Losung mit negativer Energie. Dies fiihrt zu gewissen Problemen,

wie wir noch sehen werden.
Das Korrespondenzprinzip angewandt auf Gleichung (1.3.7) liefert dann

L 0 > (ke e\’
l(zha—ecp) —c (;V—EA>

bzw. nach Division durch (ikc)?

(7, t) = micty (7, t) (1.3.9)

. . —
[(% + %”‘) (a“ + %Aﬂ) + "%f} DFEH =0 (1.3.10)

Dies ist die Klein-Gordon-Gleichung, die 1926 unabhéngig vom schwedischen Physiker Oskar
Klein und dem Deutschen Walter Gordon gefunden wurde®.

Die relativistische Invarianz der Klein-Gordon-Gleichung ist in der Darstellung (1.3.10) offen-
sichtlich, da das Skalarprodukt des Vierervektors 8, + A, mit sich selbst ist nach Aufg. 1g
invariant ist. Mit der Transformation /(1 ') = «(, t) wird die relativistische Invarianz sicher-
gestellt. Wir haben es also mit einer skalaren Wellenfunktion zu tun.

Speziell fir freie Teilchen reduziert sich die Klein-Gordon-Gleichung auf

(m + m§f2) W(F,t) =0 (1.3.11)

mitdem in (1.2.31) definierten d’ Alembert-Operator O. Die freie Klein-Gordon-Gleichung (1.3.11)
entspricht einer klassischen Wellengleichung mit einem zusdtzlichen Massenterm. Als Losungen
ergeben sich ebene Wellen

D(F,t) = hge 7P = gpge K(BE ) (1.3.12)

wobei der Zusammenhang zwischen Energie £ und Impuls g durch die relativistische Dispersi-
onsbeziehung

— —p° =myC (1.3.13)

8Tats#chlich haben zeitgleich auch Schrodinger und Fock diese Gleichung betrachtet.
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Abbildung 1.3.1: Spektrum der freien Klein-Gordon-Gleichung.

gegeben sein muB. Wie erwartet gibt es daher Losungen mit positiver und negativer Energie

E = +cy/mic® + p?. (1.3.14)

Dies ist in Abb. 1.3.1 dargestellt. Wie man sieht, gibt es eine Liicke auf Grund der endlichen
Masse my. Zustdnde mit Energien zwischen —mqc? und mqc? existieren nicht.

Ein nach unten unbeschréanktes Spektrum fiihrt aber zu Stabilitatsproblemen, da im Grundzustand
die Energie minimal® sein sollte. Eine mogliche Losung, die wir im nachsten Kapitel genauer
diskutieren werden, ist die Interpretation der Zustédnde mit £ < 0 als Antiteilchen.

1.3.1 Kontinuitatsgleichung und Interpretation der Wellenfunktion

Wie bei der Schrodinger-Gleichung stellt sich auch hier die Frage nach der Interpretation der
Wellenfunktion. Im Falle der Schrodinger-Gleichung konnte eine Kontinuitétsgleichung

Op -
div i = 1.3.15
8t+ ivy=0 ( )
hergeleitet werden, die eine Interpretation von
p(7,t) = |o(7,t)|? (1.3.16)

als Wahrscheinlichkeitsdichte nahelegt. Die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsstromdichte ist be-

kanntlich durch "
j =WV - VYY) (1317)
m

9Aber endlich!
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egeben.
iqngeiner relativistischen Theorie erwartet man eine dhnliche Kontinuitdtsgleichung, die sich in
kovarianter Form schreiben laRt als
oug* =0 (1.3.18)
mit dem Strom-Viervektor
J* = (cp,J)- (1.3.19)
Wir wollen nun fiir die Klein-Gordon-Gleichung eine solche Beziehung ableiten und gehen dabei
vor wie im Falle der Schrodinger-Gleichung. Dazu multiplizieren wir die (freie) Klein-Gordon-

Gleichung von links mit 4* und ihr konjugiert-komplexes*® von links mit 1) und subtrahieren die
Gleichungen voneinander:

0 = o (a aﬂ+m2 >¢ ¢< aﬂ+micz)¢*
= 0, (V0" — YO ). (1.3.20)

Der Ausdruck in der Klammer ist im Wesentlichen die gesuchte Stromdichte j#. Aus Dimensi-
onsgriinden fligen wir noch einen Faktor 5 eln

* = 2’70 (70" — ") . (1.3.21)

Damit gilt dann die Kontinuitatsgleichung (1.3.18). Der eingefiihrte Faktor stellt dabei sicher, dafd
1) die 0.-te Komponente die Dimension (1/Volumen) einer Wahrscheinlichkeitsdichte hat und 2)
der nichtrelativistische Grenzfall korrekt wiedergegeben wird.

Explizit haben wir fiir den Stromanteil 5 in j” = (cp,7)

J= (T V), (13.22)
1my
also den gleichen Ausdruck (1.3.17) wie in der nichtrelativistischen Quantenmechanik. Fir den
Dichteanteil p ergibt sich aber
ih o™
P=13 2<¢—¢—¢¢). (1.3.23)
mgpcC

Diese GroRe ist im Gegensatz zum nichtrelativistischen Ausdruck p = ||? nicht positiv-definit
und kann daher nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden. Der Grund liegt in der
Tatsache, daB die Klein Gordon -Gleichung von 2. Ordnung in der Zeit ist. Somit konnen als
Randbedingung % und an einem Punkt so vorgegeben werden, dal’ der Ausdruck dort negativ
ist.
Wir betrachten noch den nichtrelativistischen Grenzfall. Mit Hilfe der Transformation (1.3.5)
kann man einsehen'?, daB in diesem Fall

adf .m062

Bt R

1ODabei ist in (1.3.11) lediglich 9 durch ¢* zu ersetzen.
UDetails sind Gegenstand von Aufgabe 3.

¥ (1.3.24)
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gilt. Hieraus ergibt sich dann der bekannte nichtrelativistische Ausdruck
pr Y (1.3.25)
fur die Wahrscheinlichkeitsdichte.

1.3.2 Probleme der Klein-Gordon-Gleichung

Zusammenfassend halten wir fest, dal? es die Klein-Gordon-Gleichung mit einigen Problemen
behaftet ist:

a) Es existieren Losungen mit negativer Energie, wobei das Spektrum freier Teilchen sogar
nach unten unbeschrankt ist.

b) Eine positiv-definite Wahrscheinlichkeitsdefinition im tblichen Sinne ist nicht moglich.

c) Da die Wellenfunktion v nur von den Koordinaten 7, ¢ abhéngt, gibt es keine Moglichkeit,
innere Freiheitsgrade (z.B. den Spin) einzubauen.

Die Probleme a) und b) sind im Prinzip losbar, wie wir gleich sehen werden. Spater werden
wir noch ausfuhrlich darlegen, daB sich die Losungen mit negativer Energie als Antiteilchen
interpretieren lassen. Problem b) werden wir gleich genauer diskutieren.
Das Problem ¢) macht die Suche nach einer anderen relativistischen Gleichung notwendig, mit
der sich auch Elektronen (mit ihrem Spin 1/2) beschreiben lassen. c) war der Hauptgrund, warum
man lange Zeit nicht an die physikalische Relevanz der Klein-Gordon-Gleichung geglaubt hat,
denn 1926 waren eigentlich nur Teilchen mit Spin 1/2 bekannt (Elektronen, Protonen, Neutro-
nen). Spater hat sich dann aber gezeigt, daf} sich mit der Klein-Gordon-Gleichung im Prinzip
spinlose (S = 0) Skalarteilchen beschreiben lassen. Ein prominentes Beispiel sind die soge-
nannten w-Mesonen, die 1947 entdeckt wurden. Das die Klein-Gordon-Gleichung Teilchen mit
Spin 0 beschreibt sieht man z.B. daran, daB sie im nichtrelativistischen Grenzfall in die (spinlose)
Schrddinger-Gleichung tbergeht. AuBerdem kann man dies auch aus dem Transformationsver-
halten der Wellenfunktion unter Lorentz-Transformationen ersehen.
Wir kommen nun zu Problem b) zuriick. Es stellt sich die Frage, ob p und j vielleicht anders
interpretiert werden konnen? Dies ist tatsachlich so. Dazu gehen wir tber zur Ladungsdichte

" - ieh

7 = et = (e ) = 5 (904 — Y0ty (1.3.26)

wobei e die Elementarladung ist. p’ ist nun eine Ladungsdichte und kann deshalb positive und
negative Werte annehmen. 5’ ist die zugehorige Ladungsstromdichte. Wir werden noch sehen,
daR dies in naturlicher Weise mit der Interpretation der E < 0-Zustdnde als Antiteilchen zusam-
menpasst.

Um ein besseres Geflihl fir die oben angegebene Interpretation zu bekommen, betrachten wir
nun speziell ein freies Teilchen. Der Ansatz

¥ = Aer @) (1.3.27)
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liefert nach Einsetzen in die (freie) Klein-Gordon-Gleichung die Bedingung
E? = (p* + mic®) (1.3.28)

und somit die beiden Lésungen .
hy = AyenPTTEY (1.3.29)

E, = cy/p? + mic?. (1.3.30)

Hieraus ergibt sich fur die Ladungsdichte (1.3.26)

mit der Energie

ek
Py =£—Llyy " (1.3.31)
mopcC

Dies legt folgende Interpration der Wellenfunktionen .. nahe: ¥ beschreibt ein Teilchen mit
der Ladung +e und «_ eines mit derselben Masse my, aber der Ladung —e.

Um zu einer normierbaren Wellenfunktion zu gelangen, sperren wir das Teilchen in einen Kasten
der Kantenldnge L ein. Auf Grund der periodischen Randbedingungen ergibt sich

P = A e B TFER) (1.3.32)

mit dem Impuls
2 .
P = %ﬁ mit 7 = (ng,ny,n,) € N3 (1.3.33)

und der zugehorigen Energie E,, := E,, . Auf Grund der Normierungsbedingung

En | n
te= / gl () =+ e AP 2Ls (1.3.34)
L
ergibt sich die normierte Wellenfunktion
() — | 0C e, (1.3.35)

+ E, L3

Man beachte, dal3 der Normierungsfaktor fur beide Ldsungen gleich ist, ein Unterschied besteht
lediglich im Zeitfaktor exp(:l:%Ent). Somit hat die allgemeine Ldsung fir positive bzw. negative
freie Spin-0-Teilchen die Form

moc? 1 (Pn-T—En,
by = ZAn b _ZA E°L3 Ent), (1.3.36)

v = 3 By ZB ,/m"c e (P T+ Ent), (1.3.37)
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Als nédchstes dréngt sich die Frage auf, ob auch neutrale Teilchen beschrieben werden kdnnen.

AU eh o ov* h oY
e (&
! = S = — | L 1.3.
P 2myc? (1'/1 ot ot ) moc? m <¢ 6t> (13.38)
lesen wir ab, daB in diesem Falle v reell sein muf3. Somit ergibt sich als allgemeine Wellenfunk-
tion fir ein neutrales Teilchen

";bon) =

Lr )= (n)_ =~
75 [0 @) + 9 (7))
moyc2 P -7 — Ent
- 2 fn’ 7 7). 3.
EL° cos ( - ) (1.3.39)

Man beachte dabei, dal} @Z;(_") mit dem entgegengesetzten Impuls —p,, eingeht. Damit ist (1/1(()")) .

1/1(()") gewadhrleistet und somit verschwindet die zugehdrige Ladungsdichte p’ = 0 wegen (1.3.38).
Allerdings verschwindet auch die zugehdrige Stromdichte 57 = 0, d.h. die Kontinuitatsgleichung
wird zu einer trivialen Identitét.

Zusammenfassend kdnnen wir also feststellen, daB es fur die relativistische freie Bewegung eines
spinlosen Teilchens zu jedem Impuls p'drei Losungen der Klein-Gordon-Gleichung gibt, die mit
den elektrischen Ladungen (+, —,0) korrespondieren. Auerdem zeigt sich (siehe Gleichung
(1.3.38)), dai die Wellenfunktionen + und * entgegengesetzte Ladungen beschreiben.

1.3.3 Schrodinger-Form der Klein-Gordon-Gleichung

Wie jede Differentialgleichung 2. Ordnung kann auch die Klein-Gordon-Gleichung in ein System
aus zwei gekoppelten DGL 1. Ordnung (in der Zeit) umgewandelt werden. Dies wird uns spater
Fortschritte bei der Interpretation ermdglichen.

Zur Umwandlung machen wir den Ansatz

Yv=é+x  und m%—’f — moc(é— X) (1.3.40)
was dquivalent ist zu
ih O ih Oy
_ 9w —p— — TV 1.3.41
o=+ 2myc? Ot’ X=9 2mgc? Ot (13.41)
Mit diesen Definitionen ist nun die freie Klein-Gordon-Gleichung
1 0% mic?
FRA (A - e ) y (1.3.42)
dquivalent zu den gekoppelten Differentialgleichungen
., 09 1 2
- - _ A 3.
ihs a0+ X) + moc’s, (1.3.43)
2
Z‘ha_x = +h_A(¢ +x) — moc?x, - (1.3.44)

ot 2m0
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Dies sieht man folgendermalien ein: Die Summe der Gleichungen (1.3.43) und (1.3.44) liefert
gerade die zweite Gleichung der Definition (1.3.40). Bildet man die Differenz

., 0 h? )
zha(qﬁ - X) = —Z—mOA(gb + x) + moc* (¢ + x) (1.3.45)
so folgt unter Benutzung von (1.3.40) durch Differentiation nach ¢
., 0 ith 0 h?
") = A 2 3.
ot (m0c2 8t> T L (1.3.46)

und hieraus die Klein-Gordon-Gleichung (1.3.42).
Zu einer kompakteren Darstellung gelangen wir durch Einfiihrung des Vektors

U= <¢> . (1.3.47)

X
Die Klein-Gordon-Gleichung in der Form (1.3.43), (1.3.44) l&f3t sich dann schreiben als
ov
h—— = H; ¥ 1.3.4
ih ot f ( 3 8)

mit dem Hamiltonoperator H; (fir freie Teilchen)

2
H = (73+z'72)2%0+r3m0c2 (1.3.49)

_ 1 1\ p 1 0 2

Gleichung (1.3.48) hat die gleiche Struktur wie die Schrédinger-Gleichung. Insbesondere ist sie
nur von 1. Ordnung in der Zeit ¢. Die ; sind die Pauli-Matrizen

™= (2 é) , Ty = ((Z’ _OZ) , T3 = (é _01> . (1.3.51)

Sie haben hier nichts mit dem Spin zu tun*?. Ihr Auftreten liegt im wesentlichen darin begriindet,
dal’ sie gemeinsam mit der Einheitsmatrix eine Basis der 2 x 2-Matrizen bilden.

Man kann noch explizit zeigen, dal} jede Komponente von ¥ einer Klein-Gordon-Gleichung
genugt. Dies ist Gegenstand von Aufgabe 4.

Wir wollen nun Ladungs- und Stromdichte durch ¥ ausdriicken. Fir die Ladungsdichte ergibt

sich:
, _ ieh O oYt
r= 2myc? (¢E 7’bat)
eh 2 2
— o (6 x) 6 — + 6+ 0™ - x)
= e(|o]” —Ix*)
Ut (1.3.52)

2Um dies hervorzuheben, haben wir sie mit 7; statt o; bezeichnet.
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Dabei ist ¥ = (¢*, x*). Im zweiten Schritt haben wir Gleichung (1.3.40) ausgenutzt, um die
Zeitableitung von 1 durch ¢ und x auszudriicken.
Durch eine analoge Rechnung ergibt sich fiir die Stromdichte

- h — —
j= 2‘? [\Iﬁrg(rg 4 i)V — VUt (g + i) U (1.3.53)
my
Wir betrachten nun noch einmal die Losung fiir freie Teilchen. Dabei geben wir nur die wesent-
lichen Ergebnisse an. Details der Rechnungen sind Gegenstand von Aufgabe 4. Mit dem Ansatz

T = <¢> =A (‘b“) er (PT-B1) (1.3.54)
X X0
ergibt sich durch Einsetzen in die Klein-Gordon-Gleichung

E = +4/p? + mc* = £E,, (1.3.55)

wie erwartet. Wir betrachten nun die beiden Félle positiver und negativer Energie.
Fir E = +E, erhalten wir die Wellenfunktion

SO AN (+)(p)
T =4, (79, | er@™ER) = (¢ P ) 1.3.56
+ (X(()+)) X (D) ( )
mit )
+ 2
0 _ [mec® + B,
(Xf)H) = (moc2 N E,,) . (1.3.57)
Fir die Losung mit negativer Energie E = —E,, ergibt sich
(-) o (—)(—')
T = A [ 70 ) enPTHE —, (¢ P ) 1.3.58
(x( )) O ) (1.3.58)
mit O
dg '\ _ [(moc® —E,
(X() =\moc? + B, ) (1.3.59)
Fur ein Teilchen in einem Kasten der Kantenldnge L ergibt sich fir die Normierungskonstanten
1 1
A, =A = . (1.3.60)

© VAme?® \/IPE,
Besonders interessant ist nun der nichtrelativistische Grenzfall. Hier erhédlt man (siehe Aufg. 4)

¢(+) N 1 1
A (XEH) ol <0> : (1.3.61)
() 1 (0

Mit Blick auf unsere friihere Diskussion der Losungen der freien Klein-Gordon-Gleichung (siehe
z.B. Gleichung (1.3.31)) bedeutet dies, daR fiir Zustande positiver Ladung®® im nichtrelativisti-

13Relativ zur aus Dimensionsgriinden eingefiihrten Ladung e.
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schen Fall die obere Komponente grol} wird, fur Zustdnde negativer Ladung aber die untere
Komponente.
Dies wollen wir etwas genauer verstehen. Durch Vergleich der entsprechenden Ausdriicke sieht

man, dafl} - -
¥ (=) = (;f(-)Ei?)) = (i,iu%) = (@) (1:3.63)

Dies kann man — z.B. unter Beriicksichtigung des Verhaltens im nichtrelativistischen Grenzfall —
folgendermalen interpretieren: Gehort der Zustand ¥ = (i) zu einer positiven Ladung, dann
beschreibt

C¥ =V, = 7T = (;) (1.3.64)

ein Teilchen mit negativer Ladung (und umgekehrt). ¥, hei3t ladungskonjugierter Zustand von
W, die durch den Operator C' beschriebene Transformation Ladungskonjugation. Offensichtlich
gilt

(T,), =7 (T =77 (T*)* =7, (1.3.65)
wobei wir neben den bekannten Rechenregeln ausgenutzt haben, dal? fur die Pauli-Matrizen 7-].2 =
1 gilt.
Im einzelnen gilt unter Ladungskonjugation

o7 = x5, (1.3.66)
O (13.67)
P — —D, (1.3.68)
E, — —E, (1.3.69)

Spater werden wir noch zu untersuchen haben, wie sich andere Grofien (z.B. Drehimpulse wie
der Spin) verhalten.

Bezeichnet man (willkirlich) die durch ¥ beschriebenen Partikel als Teilchen, dann hei3en
die durch W, beschriebenen Partikel Antiteilchen. Ein Beispiel sind die bereits erwahnten -
Mesonen. Hier bezeichnet man tblicherweise das negativ geladene 7~ als Teilchen und das 7*-
Meson als Antiteilchen.

Fur neutrale Teilchen muR der ladungskonjugierte Zustand wieder der Zustand selbst sein: Neu-
trale Teilchen sind ihre eigenen Antiteilchen. Es muB also gelten:

U, =nU* = al, (1.3.70)

d.h. der ladungskonjugierte Zustand ist proportional zum urspriinglichen Zustand. Die Propor-
tionalitatskonstante o muf dabei reell, da wir bereits friiher gesehen haben, dal? furr neutrale Teil-
chen ¢ = ¢ + x reell ist. Somit ist Im¢ = —Imy. Da ¥, auch ein neutrales Teilchen beschreibt,
ist auerdem Im(a¢) = —Im(ax) und deshalb « reell. Weiterhin folgt

U= (2,), =7n(al)" = an¥* = a?V. (1.3.71)
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Also folgt o2 = 1 und somit
o= +1. (1.3.72)

Es gibt also zwei Arten von neutralen Teilchen, ndmlich solche mit
a) positiver Ladungsparitét (o = +1). Fur diese ist ¥, = ¥ (und deshalb ¢* = x).

b) negativer Ladungsparitdt (o« = —1). Fur solche Teilchen'* ist ¥, = —¥ (und deshalb
9" = —x).

.4 Dirac-Gleichung

Als néchstes wollen wir versuchen, eine relativistisch zufriedenstellende Theorie fiir Fermionen,
d.h. Teilchen mit halbzahligem Spin, abzuleiten. Wir folgen der historischen Herleitung von
Dirac aus dem Jahre 1928. Er ging dabei von folgenden Forderungen aus: Die Gleichung fir die
Wellenfunktion ¥ soll

a) eine positiv-definite Wahrscheinlichkeitsdichte liefern,
b) mehrkomponentig sein, um den Spin beschreiben zu kénnen,
c) relativistisch zufriedenstellend sein.

Punkt a) und b) waren Schwierigkeiten, die im Rahmen der Klein-Gordon-Gleichung aufgetreten
sind. Wir hatten zwar gesehen, dal? sich a) durch geeignete Uminterpretation als Ladungsdichte
I0sen 14Rt, aber das war 1928 noch nicht unbedingt klar.

Punkt b) dagegen kann im Rahmen der Klein-Gordon-Gleichung nicht gelost werden. Sie be-
schreibt nur Spin-0-Teilchen. Auch die zweikomponentige Schrodinger-Form aus Kap. 1.3.3 be-
schreibt nicht den Spin. Dies kann man anhand des Transformationsverhaltens oder des nichtre-
lativistischen Grenzfalls einsehen. Wir werden spater noch einmal darauf zuriickkommen.

Im Rahmen einer nichtrelativistischen Spintheorie betrachtet man fir den Spin 1/2 zweikompo-
nentige Wellenfunktionen mit den Komponenten

¢(F,t; +) T 'Spin

P(7t;—) | -Spin (1.4.1)

Y(rt;s) = {

wobei s den Eigenwert des z-Komponente S* bestimmt, d.h. s = i%h. Im Rahmen einer nicht-
relativistischen Theorie 188t sich der Spin z.B. im Rahmen der Pauli-Gleichung beriicksichti-
gen®®, einer zweikomponentigen Erweiterung der Schrodinger-Gleichung, bei der Magnetfelder
B durch eine Wechselwirkungsterm B - & beriicksichtigt werden, wobei & ein Vektor ist, dessen
Komponenten durch die Pauli-Matrizen gegeben sind.

14Ein Beispiel fiir ein Teilchen mit negativer Ladungsparitt ist das Photon.
Swir kommen spéter darauf zuriick, wenn wir den nichtrelativistischen Grenzfall der Dirac-Gleichung analysie-
ren.
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Allgemein bezeichnen wir einen mehrkomponentigen Vektor

Y1
U= lb_z (1.4.2)
YN
als einen Spinor, wenn die Komponenten im Zusammenhang mit dem Spin stehen. Wir erwarten
N > 2, da wir die mindestens die beiden Komponenten (1.4.1) beriicksichtigen missen. Es stellt
sich die Frage, ob N = 2 auch ausreicht!

Wir machen nun (Dirac folgendend) den Ansatz

., 0

zhat\Il = HpV¥ (1.4.3)
fur die gesuchte Wellengleichung, mit dem noch zu bestimmenden Dirac-Hamilton-Operator
Hp. Hierbei haben schon investiert, dal wir zur Vermeidung von Problem a) eine Gleichung
1. Ordnung in den Zeitableitungen haben wollen. Nach unseren Erfahrungen mit der Klein-
Gordon-Gleichung ist dies eine Voraussetzung zur Vermeidung von Problemen bei der Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation. Wegen der relativistischen Invarianz bedeutet dies, da auch nur
Ortsableitungen 1. Ordnung auftreten sollten. Aus dem gleichen Grund sollten keine weiteren
Orts- oder Zeitabhéangigkeiten zu beriicksichtigen sein. Dies legt den folgenden Ansatz fiir den
Dirac-Hamilton-Operator nahe:

Hp = ca - p+ fmoc . (1.4.4)

Diese Gleichung ist tatsachlich linear im Impulsoperator g’ = %ﬁ. Die noch zu bestimmenden
Parameter o (mit @ = (o, a?, ®)) und G sind dabei Matrizen, da wir es mit einer mehrkom-
ponentigen Wellenfunktion (1.4.2) zu tun haben. Dies mul} aber auch so sein, um die Invarianz
des Operators Hp unter Raumdrehungen zu gewahrleisten, die wir freie Teilchen erwarten. Fir
unsere bisher betrachten Hamilton-Operatoren war das kein Problem, da dort " quadratisch ein-
ging und somit als Skalarprodukt invariant unter Rotationen war. Wéren die Komponenten von
& keine Matrizen, so wére wegen V. —s V' # V die Drehinvarianz verletzt.

Wir wollen nun unsere Forderungen an den Wellengleichung etwas prézisieren. Sie soll

(1) die richtige Energie-Impuls-Beziehung E? = p?c* + mac* fur freie Teilchen liefern,
(2) einer Kontinuitatsgleichung mit positiv-definiter Wahrscheinlichkeitsdichte gentigen,
(3) Lorentz-kovariant sein.

Im folgenden werden wir uns zundchst mit Punkt (1) beschaftigen. Die Punkte (2) und (3) werden
dann automatisch erfllt sein.
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Zunéchst berlegen wir uns, dal’ jede Komponente einer Losung der (freien) Dirac-Gleichung
der Klein-Gordon-Gleichung (1.3.11) geniigt. Dies folgt z.B. daraus, daf? die freien Losungen
der Dirac-Gleichung ebene Wellen

U = WyenFrE (1.4.5)

sein sollten, die ja auch Losungen der freien Klein-Gordon-Gleichung mit der gewiinschten
Energie-Impuls-Beziehung sind. Das Ganze ist nicht weiter tiberraschend, denn etwas @hnliches
kennen wir bereits aus der Elektrodynamik. Dort gentigen (im quellenfreien Fall) die elektroma-
gnetischen Felder nicht nur den Maxwell-Gleichungen, die ja von 1. Ordnung in den Ableitungen
sind, sondern auch der Wellengleichung, die von 2. Ordnung ist.

Wir schreiben die Wellengleichung (1.4.3), (1.4.4) unter Beriicksichtigung der Einsteinschen
Summenkonvention?® in der Form

ih%\If = (catp, + Bmec®) ¥ (1.4.6)

mit dem Impulsoperator p,, = %%. Auf diese Gleichung wenden wir nun nochmals den Opera-
tor zh2; an:

—7128—2\1! = zhg (ca"p + Bm. 02) )
ot ot . 0

. ov

= 1h (ca”pu + ,Bm()c2) E

= (ca'p, + Bmoc®) (catpu + Bmoc’) ¥
= (Pa*dpupy + moc®pu(B + Bat) + mic' %) ¥

9 ata” + o’ o

= (c Puby = + moczpu(oz",@ + Bat) + m§c4,82) v, (1.4.7)

Dabei haben wir in der zweiten Zeile ausgenutzt, daR der Ausdruck in der Klammer unabhéngig
von ¢t ist. Im néchsten Schritt haben wir dann die Dirac-Gleichung verwendet, um die Zeitablei-
tung durch den Hamilton-Operator zu ersetzen. Beim Quadrieren ist zu beachten, dal} die a#
und 8 Matrizen sind, die i.a. nicht kommutieren. Im letzten Schritt schlieBlich haben wir den
Ausdruck o*a”p,p, symmetrisiert, was moglich ist, da wir Uber alle x und v zu summieren
haben.

Durch Vergleich von (1.4.7) mit der Klein-Gordon-Gleichung (1.3.11) lesen wir (durch “Koeffi-
zientenvergleich”) folgende Beziehungen zwischen den Matrizen ab:

g = 1, (1.4.8)
atB+ ot = 0, (1.4.9)
aka” + o’ = 26,1. (1.4.10)

BHier wird nun allerdings nur tUber g = 1,2, 3 summiert!
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Gleichung (1.4.9) folgt z.B. aus der Tatsache, dal} die Klein-Gordon-Gleichung keinen linearen
Term im Impuls enthélt. Weiterhin fordern wir, da «* und 8 hermitesch sind, damit auch un-
ser Hamilton-Operator Hp hermitesch ist. Es stellt sich nun die Frage, ob wir Matrizen finden
kdnnen, die diesen Bedingungen geniigen.

Wir werden zundchst einige Folgerungen aus den Gleichungen ableiten, die es uns erlauben
werden, die Matrizen explizit zu bestimmen. Zunéchst sehen wir, dal

() =p=1 (1.4.11)
ist. Somit kdnnen nur die Eigenwerte £1 auftreten. Weiterhin folgt aus
Spur 3 = Spur (8(c*)?) = Spur(e#Ba*) = —Spur(a*a8) = —Spur 8 (1.4.12)
dal
Spurg =0 (1.4.13)

sein muR. Dabei haben wir im ersten Schritt Gleichung (1.4.11) benutzt, im zweiten die Invarianz
der Spur unter zyklischen Vertauschungen und im dritten (1.4.10). Durch eine analoge Rechnung
18Rt sich zeigen, dal’ auch

Spur o* =0 (1.4.14)

ist. Daraus folgt nun unmittelbar, dal die Eigenwerte +1 und —1 gleich oft auftreten miissen und
somit, daB o, B und ¥ eine gerade Dimension N besitzen. Wir werden nun die moglichen Félle
fur NV im einzelnen untersuchen.

Zunéchst stellt sich die Frage, ob N = 2 nicht schon ausreichend ist. Dieser Fall scheidet aber
aus, da wir unter den 2 x 2-Matrizen nur drei antikommutierende finden kdnnen und nicht vier,
wie wir wegen (1.4.9) und (1.4.10) benctigen. Diese drei Matrizen sind z.B. durch die Pauli-
Matrizen o* gegeben, zu denen man aber keine vierte Matrix mehr findet, so daB (1.4.9) und
(1.4.10) erfullt sind. Damit ist N > 4.

Als néchstes untersucht man den Fall N = 4. Tatsdchlich finden sich in diesem Fall Matrizen,
die der Algebra (1.4.8)—(1.4.10) geniigen. Dies ist tatsachlich moglich. Wir geben die Matrizen
explizit in einer speziellen Darstellung, der sog. Standarddarstellung, an:

. :[l ® E_ (D O'k
8= <(D _1> , o = (ak CD) (1.4.15)
mit den Pauli-Matrizen

o' = <(1) é) , o’ = (? _OZ) , o3 = <(1) _01) . (1.4.16)

1 ist die 2 x 2-Einheitsmatrix und O steht fiir eine 2 x 2-Matrix, deren Elemente alle 0 sind.
Wir werden noch sehen, dal® der Fall N = 4 Spin-1/2 Teilchen beschreibt. Tatsdchlich kbnnen
mit der Dirac-Gleichung auch Teilchen mit groRerem halbzahligen Spin beschrieben werden.
Der Spin 3/2 fuhrt z.B. auf eine Gleichung mit N = 8 Komponenten. Allgemein gilt, dal3 die
Dirac-Gleichung mit N = 2n Komponenten Teilchen mit dem Spin “T‘l beschreibt.

Bei Anwesenheit von elektromagnetischen Feldern haben wir, wie bei der Schrodinger-Gleichung,
noch die Ersetzungvon £ — E —ep und p — p — 5@ vorzunehmen. Damit erhalten wir die
Dirac-Gleichung
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ih%\ll - [c&- (ﬁ—

ol®

Z) + Bmec? + ep| © (1.4.17)

mit dem Spinor ¥ wie in (1.4.2).

Wir wollen im folgenden untersuchen, ob die Dirac-Gleichung (1.4.17) wirklich den am An-
fang dieses Kapitels genannten Forderungen geniigt. Wir haben diese zwar als Richtlinie bei der
Konstruktion der Gleichung benutzt, ihre Giltigkeit ist damit aber noch nicht garantiert.
Zunéchst wollen wir zeigen, dal’ die freie Dirac-Gleichung tatsdchlich einer Kontinuitatsglei-
chung geniigt, die eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion (bzw. des Spinors)
zulalt. Wir gehen dabei genauso vor, wie bei der Ableitung der Kontinuitédtsgleichung im Fal-
le der Schrodinger- und der Klein-Gordon-Gleichung. Dazu multiplizieren wir die freie Dirac-
Gleichung

inlw = [@& -V + ﬁm0c2] T (1.4.18)
ot i
von links mit ¥ = (45, ..., 9%, ) und subtrahieren davon die von rechts mit ¥ multiplizierte
adjungierte Gleichung
—ihQ\II“L = [—@ (ﬁ\IﬁL) -a+ moc2\Il+ﬁ:| . (1.4.19)
ot i
Nach kurzer Rechnung ergibt sich
ih%\ll*\I! _feg (T*av). (1.4.20)
1

Dies legt folgende Definitionen nahe:

-

p(z) := ¥t (z)¥(z), j(z) == c¥tav (1.4.21)

womit wir die Kontinuitétsgleichung

dp R
— | = 1.4.22
5 +divy=0 ( )

erhalten. Fur die Dichte p(z) gilt nun
p=U"T = [ >+ ...+ [Yn[> >0, (1.4.23)

d.h. p ist positiv-definit und 18Rt sich deshalb als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren. Da-
mit ist gezeigt, dal} die Dirac-Gleichung (1.4.18) tatséchlich eine wesentliche Forderung an eine
relativistische Theorie fur Elektronen erfullt.

Als nédchstes wollen wir uns mit der Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung beschéftigen.
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1.4.1 Kovariante Form der Dirac-Gleichung

Zum Nachweis der Kovarianz der Dirac-Gleichung ist es zweckmaRig, die Gleichung mit Hilfe
neuer Matrizen etwas umzuschreiben. Dazu definieren wir die Diracschen «y-Matrizen

. 0 k
=00’  mit =8, =" = ( ; %) (1.4.24)

—0

mit den Pauli-Matrizen (1.4.16). Die v* sind also 4 x 4-Matrizen. Wir multiplizieren nun die
Dirac-Gleichung mit v° = g:

3
l’yo (zh %ego) — c;'yk (pk — ZAk) — mgyc?

bzw. nach Division durch ¢

=0 (1.4.25)

e

[ih’y“ <8u + 5 Au) — moc] =0 (1.4.26)
c

und speziell im feldfreien Fall
[thy" 0y, — moc] ¥(z) = 0. (1.4.27)

Wir sehen jetzt einen Grund fur die Einfuhrung der y-Matrizen: Damit 1&Bt sich die Dirac-
Gleichung in kompakterer Form schreiben, insbesondere treten nun Raum- und Zeitabhéngig-
keiten in einer symmetrischeren Form auf.

Skalarprodukte der Form v#a, = v°%a® — 7 - @ treten bei Rechnungen mit der Dirac-Gleichung
haufiger auf. Man deshalb eine spezielle Abkiirzung dafiir eingefiihrt, den sogenannten Feynman-
Dolch?’

¢ = ~"a, (1.4.28)
wobei die Summationskonvention zu beachten ist. Damit nimmt die feldfreie Dirac-Gleichung
die besonders einfache Form

(th@ — moc) ¥(z) =0 (1.4.29)

an.
Die (Anti-)Vertauschungsrelationen

YA + 't = 29" (1.4.30)

fur die y-Matrizen folgen aus denen fiir o* und g3, siehe Gin. (1.4.8)—(1.4.10). g# ist dabei der
metrische Tensor (1.2.6). AuRerdem gilt

()" =8"=8=1" (1.4.31)

engl.: Feynman dagger
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und (unter Ausnutzung von (1.4.9))

(v")" = (8a*)" = (o*)7 BT = o*B = —Ba* = . (1-4.32)

Damit ist also v° hermitesch und v* (k = 1, 2, 3) antihermitesch. Dies laRt sich zusammenfassen
zu

()" =", (1.4.33)

AuBerdem sind die v* unitér (siehe Aufg. 6b).
Wiare ~* ein Vierervektor, so wére die Kovarianz der Dirac-Gleichung in der Form (1.4.27) of-
fensichtlich auf Grund der Invarianz von Skalarprodukten von Vierervektoren. Tatséchlich ist das
Problem etwas diffiziler. Man kann ndmlich zeigen, dal? die Dirac-Matrizen in jedem Bezugssy-
stem die gleiche Form haben®. Dazu macht man sich zunichst klar, daR die Uberlegungen, die
uns zu (1.4.27) gefiihrt haben, auch in einem anderen Bezugssystem analog durchgefiihrt werden
konnen. Es ergibt sich wieder Gleichung (1.4.27), wobei v* durch v* und 8, durch &, zu ersetzen
ist. Die Matrizen «'* geniigen aber wieder den Vertauschungsrelationen (1.4.30). Man kann nun
zeigen, dal’ zwei vierdimensionale Darstellungen dieser Vertauschungsrelationen unitér dquiva-
lent sind, d.h.

y* =Uy*U. (1.4.34)

Damit kdnnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal} die y-Matrizen in den beiden Bezugssystemen gleich
sind®®, also y* = ~*.

Somit ist also die Dirac-Gleichung forminvariant (kovariant) unter Lorentz-Transformationen
und hat in einem Lorentz-transformierten Bezugssystem die Form

[ihy*d,, — moc] ¥'(z") = 0. (1.4.35)

Wir missen nun noch bestimmen, wie sich der Spinor ¥ unter Lorentz-Transformationen verhélt.
Wir erwarten
U'(z') = S(A)¥(z) (1.4.36)

mit ' = Az unter einer Lorentz-Matrix A. Dabei ist S(A) eine 4 x 4-Matrix, d.h. unter Lorentz-
Transformationen kann es zu einer Mischung der Komponenten von ¥ kommen. Wir erwarten
eine lineare Transformation ¥ — W’ da sowohl die Dirac-Gleichung als auch die Lorentz-
Transformation z — ' linear sind.

Mit & = S~1¥ und 8, = A¥,8,, haben wir

0 = [ihy*8, — moc] ¥ (z) = [ihy*A” .0l — moc] ST (1.4.37)
Wenn wir nun erreichen kdnnten, dafd

A =Sy S (1.4.38)

Bhzw. préziser: In der gleichen Form gewihlt werden konnen.
19Dies kdnnen wir durch die unitire Transformation, die ja die Physik nicht beeinfluBt, immer erreichen!
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gilt, so wiirde damit aus (1.4.37)
0 =S [iAy" 0, — moc] ¥'(z") (1.4.39)

folgen und somit (1.4.35), d.h. das gewiinschte Transformationverhalten wére damit gewahrlei-
stet.
Die Frage nach dem Transformationsverhalten reduziert sich daher auf die Suche nach Losungen
von (1.4.38). Ohne Beweis sei hier angefiihrt, dal3 sich fiir jede Lorentz-Transformation A ein
solches S konstruieren lat. Damit kann dann ¥’ aus ¥ bestimmt werden und die Kovarianz der
Wellenfunktion ist gewdhrleistet. Als Nebenprodukt der Konstruktion erhélt man die niitzliche
Identitdt

Sty0 =405, (1.4.40)

die wir spéter noch ausnutzen werden. Der Beweis und die explizite Konstruktion erfordert
langwierige algebraische Manipulationen. Wir verweisen z.B. auf das Buch von Bjorken/Drell
(Kap. 2.2) oder den zweiten Band des Buches von Messiah. Dort finden sich in Kap. 20.3 die
entsprechenden Rechungen.

Als ndchstes wollen wir auch die Kontinuitdtsgleichung (1.4.22) in kovarianter Form schreiben.
Zunéchst definieren wir die adjungierte Wellenfunktion

T =" = (45, 43, —45, ). (1.4.41)

Hiermit konnen wir nun die Warscheinlichkeitsdichte p und die Stromdichte j in einheitlicher
Weise ausdriicken:

p = T =0 (y")20 = T4F, (1.4.42)
¥ = U oFU = UV = cUA DL (1.4.43)

Somit kdonnen wir die Kontinuitdtsgleichung schreiben als

dug* =0, mit G* = cUyHT, (1.4.44)

Zum Nachweis der Kovarianz dieser Gleichung muissen wir noch zeigen, dal3 j# ein Vierervektor
ist, damit das richtige Transformationsverhalten unter Lorentz-Transformationen garantiert ist.
Dies laRt sich durch eine kurze Rechnung tberpriifen:
G = WY

= (ST E(ST) = U (STH2)yH ST

= Ut (/°S ST = c(TH9°)(S 48T

= cU(A* )T

= A5, (1.4.45)
Dabei haben wir beim Ubergang zur zweiten Zeile ausgenutzt, daf

U = (SU)"y" = TS50 (1.4.46)

gilt. AuBerdem wurden im 3. und 4. Schritt die Identitét (1.4.40) und (1.4.38) verwendet.
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1.4.2 Interpretation, freie Teilchen

Wir wollen nun den feldfreien Fall genauer betrachten. Dies wird uns vor allem bei der Interpre-
tation der Losungen weiterbringen. In der Konstruktion des Dirac-Gleichung hatten wir schon
vorausgesetzt, dal? die freien Losungen von (1.4.18) ebene Wellen sind. Dies legt den Ansatz

U(z) = w(p)er FEY (1.4.47)

nahe. Dabei ist w ein 4-komponentiger Spinor, der vom Impuls abhdngen kann. Wir erwarten da-
her vier Eigenwerte und dazu vier linear unabhéngige Eigenfunktionen bzw. -spinoren w. Durch
Einsetzen des Ansatzes (1.4.47) in die freie Dirac-Gleichung folgt

Ew(p) = [cd - p+ Bmoc®] w(p). (1.4.48)

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fur die vier Komponenten von w(p). Damit nicht-triviale
Losungen existieren, muf} die Koeffizientendeterminante verschwinden:

0 = det (E —ca-p— Bmocz)

p— 2 —_— _’u_’
_ det(E mof co p)

—cG-p  E+mpc?
= det ((E'2 —mict — c2p2) ]l)
= (B2 —mic' — cHp)”. (1.4.49)

Dabei wurde beim Ubergang zur dritten Zeile, neben bekannten Rechenregeln fiir Determinan-
ten, die Identitat

5 1
(@-9)° =) opiojp; = 3 Y “pipj(oioj + 0joi) = > pip;di;1 = p’l (1.4.50)
i irj i\j

verwendet. Wir finden also die beiden erwarteten Eigenwerte

E = +4/c?p?> + mic* = +E,, (1.4.51)

die jeweils zweifach entartet sind. Zu jedem Impuls p’ und zugehdriger Energie E, oder —E,
gibt es noch zwei Spinoren. Wir vermuten, dal3 dieser innere Freiheitsgrad mit dem Spin zusam-
menhangt. Diese Vermutung wollen wir im folgenden genauer untersuchen.

Fur freie Teilchen ist der Gesamtdrehimpuls eine Konstante der Bewegung. Zunachst betrachten
wir den Bahndrehimpuls

= h —
L=7Fxp=-7xV. (1.4.52)
1
Fur dessen Kommutator mit dem freien Dirac-Operator (1.4.18) ergibt sich
[HD,LZ] = 25;'6+ﬁm0623§ 1}.3 _y2
1 i\ Oy ox

0 0
a2 - i
= —ch (az By Oy 833)

_ ? (@ x p), # 0. (1.4.53)



32 KAPITEL 1. RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK

Somit kann der Bahndrehimpuls L keine Bewegungskonstante sein. Es muf? also einen weiteren
Beitrag S zum Gesamtdrehimpuls J geben. Tatséchlich gilt

. ke o (70
§i=5%  mit = (o 5). (1.4.54)

Wir berechnen exemplarisch den Kommutator der z-Komponente mit dem Dirac-Operator Hp:

h
[Hp,S?*] = |ca-p+ Bmyc?, 524

ch ch

= 7 [& ) ﬁ, Ez] = 7 (p:c[a:z:, Zz] +py[aya Zy] +pz[aza Zz])

ch
= T(Pway — DyQs)
ch
= _7(04 X D), (1.4.55)

Dabei haben wir folgende Kommutatorbeziehungen ausgenutzt:

2 2
[,8, Ez] = 0, [sz, Ez] = ;aya [Oéy, Ez] = _;aza [aza Ez] = 0, (|456)

die man leicht durch explizite Rechnung nachprift. Fiir den Gesamtdrehimpuls

J=L+S==FxV+-% (1.4.57)

. D
N | St

gilt daher
[Hp, J] =0, (1.4.58)

wobei die Rechnungen fiir [Hp, J;] und [Hp, J,] analog zu der fur die z-Komponente verlaufen.

An dieser Stelle sei betont, daR das Kommutieren von J mit Hp durchaus nicht-trivial ist. Dies
sieht man schon an den Rechnungen, die deutlich die unterschiedliche Rolle von L und S zeigen.
Bei der Berechung von [Hp, L,| kommt es wesentlich auf die Ableitungsoperatoren an, wahrend
die Matrixstruktur eigentlich keine Rolle spielt. Beim Kommutator mit den Spinkomponenten ist
es genau umgekehrt. Hier spielen die Ableitungsoperatoren eine triviale Rolle und der Kommu-
tator wird durch die Matrixstruktur bestimmt. Man bezeichnet deshalb manchmal den Spin als
inneren Freiheitsgrad.

Wir haben gesehen, daB aus der Dirac-Gleichung zwangslaufig die Existenz eines inneren Dre-
himpulses folgt, der fir das Elektron charakteristisch ist. Nattrlich identifizieren wir diesen mit
dem Elektronenspin.

Nun konnen wir auch anschaulich verstehen, warum die Dirac-Theorie auf einen 4-komponentigen
Spinor fihrt. Die ersten beiden Komponenten gehéren zu den Spin-1 und Spin-| Zustdnden mit
positiver Energie, die 3. und 4. Komponenten zu Spin-1 und Spin-} Zustdnden mit negativer
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Energie. Dies spiegelt sich auch in den freien Losungen wieder. Ein System von vier unabhangi-
gen Spinoren, die dem Gleichungssystem (1.4.48) gentigen, ist durch

o - [ W e[ O] s

I

G- 1 5§ 0
Ep—l—mocz 0 ) KE,,—I—’mocZ 1 )

)y [0

Ep+moc? \ () Ep+moc?

w3(p) = 1 , wa(p) = 0 (1.4.60)
() ()

gegeben. Dabei treten nur Beitrdge in der ersten und dritten bzw. zweiten und vierten Kompo-
nente auf, die ja zu den Spin 1 bzw. Spin | Zustdnden gehoren. Aulierdem Uberpriift man leicht,
daf3

Hle/z(ﬁ) = +Epw1/2(ﬁ) und HD’LU3/4(]5) = —Epw3/4(ﬁ) (|461)

gilt, d.h. die Lésungen wy, w, gehdren zu positiven Energien, die Losungen ws, w4 ZU negativen.
Es ist aber zu beachten, dal? die Zustdnde keine Eigenzustédnde zu S* sind. Da nur der Gesamt-
drehimpuls mit Hp kommutiert, ist nur dieser gleichzeitig mit der Energie scharf mel3bar.

Zur Veranschaulichung wollen wir uns noch den Spezialfall eines ruhenden Teilchens anschauen.
Hier ist p = 0 und somit Hp = Bmoc? mit den Energien Ey = £myc?. Da in diesem Falle der
Bahndrehimpuls verschwindet, kann der Spin S* gleichzeitig mit der Energie scharf gemessen
werden. Die Zustande (1.4.60) vereinfachen sich zu

1 0 0 0
0 1 0 0
w]. = 0 I w2 = 0 I w3 - 1 I w4 - 0 (|'4'62)
0 0 0 1
E = +Ey, +Ey, —Ey, —Ey, (|463)
h h h h
= 4o = - =, 1.4.64
S +2? 27 +2’ 2 ( 6 )

Fur ruhende Teilchen, d.h. auch verschwindendem Bahndrehimpuls, klassifiziert also die z-
Komponente des Spins die Spinoren, sonst nur J~.

Zusammenfassend stellen wir nun noch einmal die wesentlichen dynamischen GroRRen der Dirac-
Theorie zusammen:

e Ortsvektor 7
e Impuls p

e Hamilton-Operator Hp = c& - (5 — gﬁ) + Bmoc® + ep
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e Gesamtdrehimpuls J = 7 x g+ 2%

NSt

e Spin g = gi
e Strom j = cU7¥ = UG,

Daneben lassen sich noch weitere interessante GroRen definieren, die wir im folgenden kurz
betrachten wollen.

Im Rahmen der Quantentheorie kann man einen Geschwindigkeitsoperator tiber das Korrespon-
denzprinzip aus der Hamiltonschen Theorie gemal

& 0H

S 1.4.
dt ~ op (1465

Speziell fir den nichtrelativistischen Schrodinger-Hamiltonoperator ergibt sich hiermit

dar p
- =, 1.4.66
dt my ( )
Wenden wir nun die Definition (1.4.65) auf den (freien) Dirac-Operator an, so folgt
dr
U= — = ca. 1.4.67
Vi= o =cd (1.4.67)

Zunéchst fallt auf, dal die Komponenten v,, v,, v, des Geschwindigkeitsoperators auf Grund
von Gleichung (1.4.10) nicht miteinander vertauschen. AufRerdem folgt aus

(ca?)? = 2(a?)? = 1, (1.4.68)

dal’ jede Komponente nur die Eigenwerte +c annehmen kann. Dies scheint zunéchst ungewdhn-
lich, da man daraus schliel3en konnte, dal’ sich relativistische Fermionen immer mit Lichtge-
schwindigkeit bewegen. Man muB sich jedoch vor Augen halten, dal’ die Geschwindigkeitskom-
ponenten nicht gleichzeitig mit der Energie scharf mef3bar sind, da die entsprechenden Operato-
ren nicht mit Hp kommutieren. Relevant sind also nur Erwartungswerte (v;).

Zur Illustration betrachten wir ein freies Teilchen mit Impuls p in z-Richtung im Zustand

wobei wir (1.4.60) und

pro ((1)) = po* (é) =p ((1)) (1.4.70)
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benutzt haben. Wir kdnnen nun den Erwartungswert von v, in diesem Zustand ausrechnen (mit

der Abkiirzung a = ﬁf;o&):
1 a
(1,0,a,0) ("0 Oz) | @woen|)
+ 0 0
. . wy o wq _ _
<'Uz> = C<az> wf—w1 c 1 c T2
0
(1,0,a,0) a
0
_ 2ac 2Ep(E + moc?)
 14+a2  (E+mec?)? + c2p?
2
_ % -2 (1.4.71)
m

wobei wir im letzten Schritt die relativistische Masse m := % eingefiihrt haben. Dieses Ergebnis
entspricht dem, was wir auf Grund des Korrespondenzprinzips erwartet haben.

Wie passen nun die Ergebnisse (1.4.71) und (1.4.67) zusammen? Hierzu hat Schrodinger 1930
vorgeschlagen, die Bewegung des Elektrons als eine Art Zitterbewegung um die klassische Bahn
herum zu interpretieren.

Eine weitere interessante GroRe ist der Paritatsoperator P, definiert durch

P := BP0 = A0p) (1.4.72)

wobei der Operator P in {iblicher Weise definiert ist durch

POf(F) = f(—7). (1.4.73)
Allerdings vertauscht er nicht mit dem freien Dirac-Hamiltonoperator:
h= h= ho
PO (5f(7) = PO (;W(ﬂ) ==V f(=7) ===V (POf(), (14.74)
d.h.
POF = —ppO. (1.4.75)

Wir erwarten aber, dal3 die Bewegung eines freien Teilchens paritatsinvariant ist. Daher muf3
es, ahnlich wie beim Drehimpuls, einen weiteren (inneren) Beitrag zum Paritdtsoperator geben.
Tatsdchlich kommutiert der in (1.4.72) definierte Operator mit Hp:
PHp = BPO [cd- 5+ fmec?] = cBa - (=p)PO + Bmoc? BPO
= [ed -+ Bmoc?] BPY = HpP, (1.4.76)

also
[Hp, P] = 0. (1.4.77)
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P beschreibt die Bahnparitat. Dazu tritt eine innere Paritét auf, die durch 3 gekennzeichnet ist.
Als Eigenwerte des Paritatsoperators kommen wegen P2 = 1 nur £1 in Frage. Per definitionem
schreibt man einem ruhende Elektron positiver Energie die Paritdat +1 zu. Tatsachlich gilt fir
ruhende freie Teilchen:

1
Bw,(0) = g =w(0), Pws(0) =ws(0), PLws(0)=—ws;(0), PLws(0)= —w4(0).
0

(1.4.78)
Die Zustande positiver Energie haben also eine positive innere Paritat, die negativer Energie eine
negative.
Es sei noch angemerkt, da im Rahmen der Quantenfeldtheorie jedem Elementarteilchen eine
innere Paritdt zugeschrieben wird. Die Paritdt der Nukleonen (Proton und Neutron) ist dabei per
definitionem +1. Da es bei der starken Wechselwirkung einen Erhaltungssatz fur die Paritét gibt
folgt, dal die 7-Mesonen eine negative Paritdt haben missen. Fur die wichtige Erkenntnis, dal}
die Erhaltung der Paritét bei Prozessen der schwachen Wechselwirkung verletzt sein kann, haben
Lee und Yang 1957 den Nobelpreis erhalten.
AbschlieBend wollen wir noch eine weitere Grol3e einfiihren, die zur Klassifikation freier Ein-
teilchenzustéande benutzt werden kann, die sogenannte Helizitat. Der zugehorige Operator ist
definiert durch

A, = Eiﬂ
2 |l

Dies ist also gerade die Spinkomponente in Richtung des Impulses. Man kann zeigen, da

(1.4.79)

[Hp, As] = 0, (1.4.80)

ist, d.h. der Helizitatsoperator vertauscht mit dem freien Dirac-Hamiltonoperator. Als Eigenwerte
kdnnen wieder nur +1 auftreten. Zustande mit positiver und negativer Helizitdt sind in Abb. 1.4.1
veranschaulicht.

1.4.3 LOchertheorie und Ladungskonjugation

Wie wir gesehen haben, existieren in der Dirac-Theorie Losungen mit negativer Energie £ =
—/p%c? + m3c?, wobei das Energiespektrum auch noch nach unten unbeschrénkt ist. Diesem
Problem waren wir schon im Rahmen der Klein-Gordon-Theorie begegnet, die auf das glei-
che Spektrum fir freie Teilchen fuhrt (siehe Abb. 1.3.1). Wenn alle Zustidnde negativer Energie
wirklich zur Verfugung standen, so wiirden alle Elektronen des Weltalls irgendwann durch Strah-
lungsiibergdnge “nach unten verschwinden”. Insbesondere wére der Grundzustand des Wasser-
stoffatoms instabil. Offensichtlich ist das Unsinn.

Dirac hat daher folgenden Ausweg vorgeschlagen. Es wird postuliert, dal? alle Zustdnde negati-
ver Energie schon besetzt sind und daR keine weitere Besetzung maoglich ist. Letzteres folgt aus
dem Pauli-Prinzip. Hierbei ist es von Bedeutung, dal} die Dirac-Theorie Teilchen mit halbzah-
ligem Spin beschreibt und solche Teilchen einer Fermi-Statistik (und damit dem Pauli-Prinzip)
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W,

S

Abbildung 1.4.1: Veranschaulichung von Zustdnden mit positiver (links) und negativer (rechts)
Helizitat.

genugen. Wenn alle Negativenergiezustande einfach besetzt sind, bleiben fiir weitere Elektronen
(ndmlich diejenigen, die wir beobachten) nur die positiven Energiezustande Ubrig.
Wir definieren nun den Vakuumzustand durch

|Vakuum) = |0) := |negative Energiezusténde besetzt). (1.4.81)

Man bezeichnet diesen Vakuumzustand auch als Diracsee. Das Vakuum ist also nicht leer, wie
man naiv annehmen wiirde, sondern enthélt unendlich viele Teilchen. Allgemein versteht unter
einem Vakuumzustand den energetisch tiefsten, stabilen Zustand.

Mit Hilfe der 2. Quantisierung, die wir in Kapitel Il genauer besprechen werden, lassen sich aus
diesem Vakuum mit Hilfe des Operators c;f, der ein Elektron mit Impuls ' und Spin ¢ erzeugt,
Einteilchenzustande gemal

!

7, 0) = cl,|0) (1.4.82)

generieren. Da wir |0) definiert haben und die Einteilchenzusténde auch schon kennen, kann man
(1.4.82) auch als Definition des Operators cLa auffassen.

Wir wollen uns nun mit den Konsequenzen des Diracschen Postulats beschéftigen. Bisher er-
scheint es nur als ein Kunstgriff, um die ldstigen Zustdnde negativer Energie wegzudiskutieren.
Tatsdchlich hat es aber beobachtbare Konsequenzen, die eng mit der nichttrivialen Struktur des
Vakuums zusammenhéngen. Oben haben wir argumentiert, dal3 ein Elektron durch Aussendung
eines Photons in einen Zustand niedrigerer Energie Uibergehen kann. Genauso ist auch der um-
gekehrte Prozel3 denkbar: Ein Elektron negativer Energie kann durch Absorption eines Licht-
quants in einen Zustand positiver Energie ibergehen. Zuriick bleibt ein Loch im Diracsee (siehe
Abb. 1.4.2a). Dieses Loch 1aBt sich zum einen interpretieren als Abwesenheit eines Elektrons
mit Energie —FE und Ladung —|e|. Relativ zum unbeobachtbaren Diracsee haben wir auf der
anderen Seite ein Teilchen positiver Energie mit positiver Ladung (Abb. 1.4.2b)! Dieses Teilchen
heil3t Positron, es ist das Antiteilchen zum Elektron. Man muB sich vor Augen fiihren, dal® das
Positron zur Zeit der Entstehung der Diracschen Theorie noch nicht bekannt war?. Die Theo-

2peshalb gab es auch Versuche, dieses Teilchen mit dem Proton zu identifizieren.



38 KAPITEL 1. RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK

a) b)
Photon @ @

-

Abbildung 1.4.2: Veranschaulichung der Lochertheorie. a) Ein Elektron negativer Energie absor-
biert ein Lichtquant und geht in einen Zustand positiver Energie tber. Im Diracsee bleibt ein
Loch zuriick. b) Physikalisches Bild des gleichen Prozesses.

_

rie hat hier also eine Vorhersage gemacht, die erst einige Jahre spater experimentell verifiziert
wurde. Physikalisch realisiert wird der oben beschrieben ProzeR im Rahmen der Paarerzeugung.
Die gerade beschriebene Interpretation hat ihren Preis. Ausgehend von einer Einelektronentheo-
rie (Dirac-Gleichung) sind wir Uber die Negativenergiezustande zum Begriff der Antiteilchen
(oder Lécher) gelangt. Damit haben wir aber auch den Ubergang zu einer Mehrelektronentheo-
rie vollzogen. Sobald wir Wechselwirkungen zulassen, gibt es Paarerzeugung und damit Vielteil-
chenprozesse. Anschaulich gesprochen, ist ein Elektron, das wechselwirkt (z.B. mit dem elek-
tromagnetischen Feld), niemals allein. Eine konsequente Behandlung der Vielteilchenprozesse
geschieht im Rahmen der Quantenelektrodynamik (QED).

Wir wollen auch noch einmal eine weitere Besonderheit des Vakuums in der Dirac-Theorie her-
vorheben. Da es eine innere Struktur hat, 188t es sich im Prinzip manipulieren, z.B. durch duf3ere
Felder. Dies ist tatsachlich nachweisbar. AuRerdem hat das Vakuum eine unendliche (negative)
Energie. Bei der Berechnung physikalischer Gréf3en ist deshalb eine Renormierung notwendig.

Unsere bisherigen Betrachtungen waren unabhangig davon, dal das Elektron eine negative La-
dung tragt. Die Dirac-Theorie sollte daher symmetrisch beim Ubergang zu positiven Ladungen
sein, d.h. unter Ladungskonjugation (vgl. die Diskussion im Rahmen der Klein-Gordon-Theorie
in Kap. 1.3.3).

Die Dirac-Gleichung fiir ein Elektron bzw. ein Positron lautet

Elektron: [ih’y“ (Bu + %A,J — moc] ¥=0 (1.4.83)
Positron: [ih'y” (6” - %AO - moc] ¥, =0. (1.4.84)

Dabei ist ¥, die Wellenfunktion des Positrons bzw. die ladungskonjugierte Wellenfunktion von
v,
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Wir suchen eine Transformation, die Gleichung (1.4.83) in (1.4.84) tberfuhrt. Im folgenden wer-
den wir zeigen, daR diese Transformation aus zwei Schritten besteht.

1. Ersetze alle GroR3en durch das Komplex-konjugierte:

(M
1T — —1, U — U* = ¢3 (1.4.85)
V3
(N
2. Setze
U, =CVU" .= 1'72\1/*_ (1.4.86)

Es sei darauf hingewiesen, daf in der Literatur manchmal C durch C' := C+® = iy2?~° ersetzt
wird, d.h. ¥, = C'/°T* = C'T".

Wir zeigen nun, dal} diese Transformation tatsdchlich die Gleichungen ineinander Uberfihrt.
Zunéchst gehen wir aus der komplex-konjugierten Elektronengleichung:

_ ie *
0 = {[zf’ry“ (8” + %Au) — moc] \I!}

_ [_ih(»yﬂ)* <au - %A,J - moc} o, (1.4.87)
Diese multiplizieren wir von links mit i~y?:

e

0 = o [—ih (v*)” (% - %Au) - moC] (v*) (i)

- {iw (au - %A,,) _ moc} v,. (1.4.88)

Dabei haben wir im letzten Schritt die Identitat
V) ()T = (1.4.89)

ausgenutzt. Diese 1aRt sich einfach unter Ausnutzung der Kommutatoreigenschaften der y-Matrizen
nachweisen:

() ()T = () = "2 () =, (1.4.90)
() () T = () = () =, (1.4.91)
Y () () =2 () = A (1.4.92)

Die Identitat fir v beweist man analog zum Fall . Fiir ¥2 hat man zu beachten, daR diese
Matrix (im Gegensatz zu den anderen dreien) in der Standarddarstellung komplexe Eintrége
enthélt, wobei (y2)* = —4?2 ist.
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Somit haben wir die Symmetrie der Dirac-Gleichung unter Ladungskonjugation explizit nachge-
wiesen. Wir wollen sie uns noch einmal am Spezialfall eines ruhenden freien Teilchens negativer
Energie veranschaulichen. Genauer betrachten wir ein Teilchen im Zustand (vgl. (1.4.64)

(1.4.93)

mit der Energie E = —myc? und Spin —g. Fur den ladungskonjugierten Zustand ergibt sich dann

0 0 0 —2 0 1
we = iy"w’ =i 8 _OZ é 8 8 = 8 (1.4.94)
: 0 0 O 1 0
Dies ist ein Zustand mit positiver Energie E = mqc? und Spin g
1.4.4 Nichtrelativistischer Grenzfall
Im folgenden wollen wir der Frage nachgehen, was sich aus der Dirac-Gleichung
ih%\If - [ca T+ Bmec? + ep| W (1.4.95)
im nichtrelativistischen Grenzfall ergibt. Dabei haben wir den kinetischen Impuls
=5— ZA’ (1.4.96)

eingefiihrt. Zur Untersuchung dieser Frage ist eine Darstellung in der Form

ih% (2) =c5-T (7{:) + ep (;’é) + mgc? (_q;) (1.4.97)

zweckmassig, mit den 2-komponentigen Vektoren ¢ und ¥, so daB ¥ = (2) Bei der Ablei-

tung von (1.4.97) haben wir die explizite Form der Matrizen o* und 3 in Standarddarstellung
ausgenutzt.
Wie schon bei der entsprechenden Untersuchung der Klein-Gordon-Gleichung nehmen wir die

Transformation .
(‘?) = Tk (¢) (1.4.98)
X X

vor. Die neuen Vektoren ¢ und  sind relativ langsam veranderlich in der Zeit, da moc? im
nichtrelativistischen Grenzfall die groRte Energie ist und damit fiir die schnellen Oszillationen
im Zeitentwicklungsoperator verantwortlich. Nach der Transformation erhalten wir

z‘h% (;’z) =c3-1 (i) + ep (;’3) — 2moc? (_OX) (1.4.99)
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Der nichtrelativistische Grenzfall ist nun dadurch gekennzeichnet, daB die Ruheenergie mqc? die
groRte Energie ist und somit

|E — moc?| < moc?, le| < moc?, etc. (1.4.100)
Damit kdnnen wir die Gleichung fur die 2. Komponente von (1.4.99) vereinfachen zu

- . ﬁ
el g (1.4.101)
2mpe

wobei wir auch die Zeitableitung vernachlassigt haben, was auf Grund der Transformation (1.4.98)
auf langsam veranderliche GroRRen zulassig ist. Da p oc v, ist x um einen Faktor der ¢ kleiner als
¢. Man bezeichnet daher manchmal auch ¢ als grof’e Komponente und  als kleine Komponente
von V.

Setzen wir nun (1.4.101) in die erste Komponente von (1.4.99) ein, so erhalten wir eine 2-

komponentige Spinorgleichung fir ¢:

_0¢ [ (&-T)(e-10)

Zur Vereinfachung bedienen wir uns der Identitat

=, =,

(3-@)(G-b) = (@-b)1 +id - (a x b), (1.4.103)
die aus der Quantenmechanik-Vorlesung bekannt sein sollte. Angewandt auf den Fall @ = b=1
ergibt sich

- - - 2\ 2 -
(G -M)? =12 +ic- (I x ) = (ﬁ— EA) - %& .B. (1.4.104)

Dabei ist zu beachten, daB II x II nicht verschwindet wie bei klassischen Vektoren, da es sich
bei IT um einen Operator handelt, dessen Komponenten nicht-triviale Vertauschungsrelationen
erfillen, z.B.

(I x M), = I,II, — I1,II, = [[I,, II,]

_ (kO ey RO e, | _ _ch(04) 04,
idxr ¢ idy ¢ Y| dc \ Oz Jy
eh - eh

- -= (mt A)Z =-—B.. (1.4.105)

Aus den Gleichungen (1.4.102) und (1.4.104) erhalten wir dann die bekannte Pauli-Gleichung

L0 |1 Loe N2 eh _ = .
zha = [— (p — EA) — 2o c-B+ ecp] ¢ =: Hp. (1.4.106)
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Dies ist eine zweikomponentige Schrodinger-Gleichung, wobei die beiden Komponenten ¢ (7, ¢; +)
und ¥ (7, t; —) gerade den beiden Spinfreiheitsgraden eines Spin-1/2-Teilchens entsprechen. Der
Term & - B berticksichtigt die Zeeman-Aufspaltung dieser Freiheitsgrade in einem dufReren Ma-
gnetfeld.

Die Tatsache, dal? sich die Dirac-Gleichung im nichtrelativistischen Fall auf die bereits friiher be-
kannte Pauli-Gleichung reduziert, die speziell zur Berticksichtigung des Spins entwickelt wurde,
zeigt noch einmal, daB die Dirac-Gleichung Spin-1/2-Teilchen beschreibt.

Wir betrachten speziell den Fall eines schwachen homogenen Magnetfeldes

— — . - 1 —
B=rotA mit A= §B X T. (1.4.107)
Die Pauli-Gleichung liefert dann
h—=|— — L+2S)-B 1.4.108
: ot 2my 2moc( +25) ¢ ( )

mit dem Bahndrehimpuls L = 7 x 5 und dem Elektronenspin S = g&. Die Grolie

__eh
He = 2mge

heit Bohrsches Magneton. Ein wichtiger Erfolg der Dirac-Gleichung ist nun, daf3 sie den Koef-
fizienten 2 vor S korrekt vorhersagt und somit das richtige magnetische Moment des Elektrons
mit dem gyromagnetischen Verhéltnis (g-Faktor) g = 2.

Eine genauere Analyse des schwach relativistischen Grenzfalls ergibt weitere Korrekturterme:

Hp ~ Hp + Ha + Hg (1.4.110)

mit dem Pauli-Hamilton-Operator Hp, der relativistischen Massenzunahme (bzw. relativisti-
schen Korrektur der kinetischen Energie)

(1.4.109)

h dV 0

Hy=— —_— 4.

rd 2mgc dr Or (14.111)
und der Spin-Bahn-Kopplung
1 1dV - =

Hig=—~———1L-85. 1.4.112
5B om2cr dr ( )
Dabei haben wir angenommen, da V' := ey ein Zentralpotential ist. Deshalb tritt z.B. in

Gl. (1.4.111) nur der Radialimpuls auf. Die Spin-Bahn-Kopplung ist wichtig zum Verstandnis
der Feinstruktur von Atomspektren. Wir werden darauf im ndchsten Abschnitt ndher eingehen.
Abschliessend soll noch einmal hervorgehoben werden, dall man das Ergebnis fir den g-Faktor
ebenso wie die Existenz des Spins nicht als relativistischen Effekt interpretieren sollte, wie das in
einigen Lehrbiichern getan wird. Tatséchlich ist es eine Folge der Linearisierung des Hamilton-
Operators. Das richtige magnetische Moment mit g = 2 findet man z.B. auch durch eine analoge
Linearisierung des nichtrelativistischen Hamilton-Operators, die auf

o O O\ 0 c O\ . 0 2myge .
}:I||n—|:h<]l ®>&+(® &>p+<0 0 >:|‘I’—0 (1.4.113)

mit einem Viererspinor V.
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1.4.5 Relativistisches Wasserstoffproblem

Die Dirac-Gleichung ist nur in speziellen Féllen streng l6sbar. Dazu zdhlen gliicklicherweise die
physikalisch wichtigen Probleme eines Elektrons im homogenen Magnetfeld oder im Coulomb-
potential. Wir werden im folgenden einen kurzen Uberblick iiber die Behandlung des Wasserstof-
fatoms im Rahmen der Dirac-Theorie geben. Der Diracsche Hamiltonoperator fiir ein Elektron
im Coulombpotential eines Protons hat folgende Gestalt:

Hp =ca-p+ Pmec® + V(1) mit  V(r) = - (1.4.114)

Um die Energieeigenwerte zu finden missen wir die stationdre Dirac-Gleichung HpV = EV
I6sen. Dabei ist es zweckmassig, den Viererspinor ¥ in zwei Zweierspinoren ¢, x zu zerlegen:

_ (9 . _ (™ (s
U= (x) mit ¢ = (1[}2) o= (%) . (1.4.115)

Da H mit dem Gesamtdrehimpuls J und dem Paritdtsoperator P vertauscht, suchen wir eine
gemeinsame Eigenbasis zu H, J?, J, und P. Der Gesamtdrehimpuls J = L + S setzt sich
zusammen aus dem Bahndrehimpuls L und dem Spin S. Die Eigenzustédnde und -werte kennen
wir:

Jjm) = R(j+1)|jm), (14.116)
J.lgm) = hm|jm), (1.4.117)

wobei auf Grund der Regeln fiir die Drehimpulsaddition j =1 + % ist, d.h. die moglichen Werte
sindj =4,3,2,...2

Der Paritétsoperator P hat nur die Eigenwerte 1, die wir in der Form (—1)#2% mita = +1
schreiben, d.h.

PV = PO = (—1)7 2, (1.4.118)
Hieraus ergibt sich fiir die Bahnparitat P(©)

POy = pO (;’z) = B7IPT = B(—1)t200 = (—1)i+20 ( ¢x> . (1.4.119)
Wir sehen also, dalR die Komponenten ¢ und x unterschiedliche Bahnparitdten haben. Die von ¢
ist (—1)7*2, die von x aber (—1)7~2%. Wir setzen im folgenden ! = j + faund ' = j — la.
Die Strategie im folgenden ist analog zum Vorgehen bei der nichtrelativistischen Behandlung
des Problems. Zunéchst gehen wir zu Kugelkoordinaten r, 8, ¢ tber, um die Kugelsymmetrie
des Problems auszunutzen. Es ist zu erwarten, dal damit die Winkelabhéngigkeit im wesentli-
chen bestimmt ist. Danach wird dann die explizite Form des Potentials bendtigt, um die Radial-
abhangigkeit zu bestimmen.

21Beachte, daR I als Bahndrehimpuls immer ganzzahlig ist.
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Die Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses sind bekanntlich die Kugelflachenfunktionen Y3,,, (8, ¢).
Fur den Gesamtdrehimpuls missen diese mit den Zustédnden |u) = |+) des Spins zusammen-
gesetzt werden. Sei daher Yy, (6, ¢, i) der zweikomponentige Spinor zum Gesamtdrehimpuls

j = 1=+ %, wobei L fur [ oder I’ stehen kann, d.h. L = j + . Die explizite Form der Yz, kann
mittels der Regel fiir die Drehimpulsaddition angegeben werden. Dabei treten die Kugelflachen-
funktionen Y, und die Spineigenfunktionen |x) zusammen mit den entsprechenden Clebsch-
Gordan-Koeffizienten auf. Wir geben sie hier nicht explizit an, da sie im folgenden nicht benétigt
wird. Die zweikompononentigen GroRen ¢ = ¢(r, 8, ¢, 1) und x = x(r, 8, ¢, 1) sind daher als
Eigenfunktionen von J2 proportional zu Yr,;m (8, ¢, ). Das dabei in Frage kommende L ergibt
sich aus der Bahnparitdt. Da

P(O)ijm(e’ 2 ,U,) = (_1)Lijm(0a ©s :U’) (1.4.120)

folgt, unter Beachtung von (1.4.119),
o(r,0,0,1) = f(r)Vym(8, 0, 1), (1.4.121)
x(r0,0,1) = g(r)Vijm(0, ¢, 1)- (1.4.122)

Dabei sind f(r) g(r) noch zu bestimmende Radialfunktionen. AulRerdem gilt die folgende Iden-
titat

2 Vim = ~Vvjms (1.4.123)
Tyl'jm = —Vijms (1.4.124)

die wir hier nicht beweisen wollen?,
Somit lautet die (stationére) Dirac-Gleichung

o) = ()=l 5) rvoreme (o 5] G

(V +moc?)¢ + (7 - P)x
((V - mgc2)x g -ﬁ)qﬁ) . (1.4.125)

Explizit haben wir daher unter Beriicksichtigung von (1.4.122) folgendes Gleichungssystem

(E - moC2 - V).fyljm = 0(5 'ﬁ)gyl’jma (1.4.126)
(B +moc® —V)gijm = (G D)FVijm- (1.4.127)

Unser Ziel ist es nun, hieraus ein Differentialgleichungssystem fiir die Radialfunktionen f und
g abzuleiten. Dabei wollen wir (1.4.124) ausnutzen. Damit dies moglich wird, erinnern wir uns
zundchst an die allgemeine Identitat (1.4.103) fiir die Pauli-Matrizen. Speziell fiir @ = b= 7 folgt
hieraus ndmlich

L mE.m=1 (1.4.128)

r2

2Entscheidend ist hierfiir, dal 37’? ein skalarer Operator mit negativer Paritat ist.
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Dies laBt sich nun gewinnbringend nutzen:

- 1 -
(@ D)9Yrjm = —5(7-7)(77)(5 - P)gVrjm
o o D ho 2
= 7[?'“”'493’”%:7[25% 5 L]gy”
ha-7[0 1 a .
= 1 e ) v
- _h Vijm {ﬂ _ M} 9 (1.4.129)
r |Or r r

Dabei haben wir zunachst beim Ubergang zur zweiten Zeile erneut die Identitat (1.4.103) ausge-
nutzt, zusammen mit L =7 x p. Beim Ubergang zur dritten Zeile wurde dann die Wirkung von
S . L auf die verallgemeinerte Kugelflachenfunktion Yy ., ausgenutzt:

.- 3
A5 Dduim = [~ 1 = 5] Yugm = 12 i + 1) = 1 +1) = 3| Doy
- h2[ (2j+1)—1} Vijm. (1.4.130)

Dabei haben wir den tblichen Trick zur Berechnung von Skalarprodukten von Drehimpulsen
angwendet und das Skalarprodukt mit Hilfe der Summe J = L + S der beteiligten Drehimpulse
auf Drehimpulsquadrate zuriickgefuihrt, die in einfacher und bekannter Weise auf die Funktionen
Y jm Wirken.

Beim Ubergang zur Ietzten Zeile in (1.4.129) haben wir dann wieder (1.4.129) verwendet. \orher
muf allerdings = an 5 vorbel kommutiert werden. Fir die Funktionen F und G, die mit f und
g gemal}

F(r)y=rf(r) und G(r) = —irg(r) (1.4.131)

zusammenhangen, erhalten wir dann folgendes Differentialgleichungssystem:

[E—moc® —V]|F = ch [—% + M] G, (1.4.132)
[E4+me® —V]G = ch [ % + M} F, (1.4.133)

mit den Randbedingungen F(0) = G(0) = 0. Mit den Abkiirzungen

e? moc: — E 1
-2 == = 4+ — 1.4.134
L 1 (2 B ED
/ 4 _ E2 2
K= L, p = KT, e (1.4.135)



46 KAPITEL 1. RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK

folgt dann
[_i n Z] G — [_,, n 9} F (1.4.136)
dp p p
[ a T I] F = [1 + g] G. (1.4.137)
dp p v.op

« heilt auch Feinstrukturkonstante. Sie hat numerisch in sehr guter Naherung den Wert o ~ -

137"
Dabei ist es wichtig, dal} o < 1 ist und somit als Entwicklungsparameter dienen kann.
Die einzigen Losungen des Gleichungssystems (1.4.136), (1.4.137), die am Ursprung regulér und
quadratintegrabel sind, haben die Form

Fu(p) = p'e ) Foph, (1.4.138)
n=0

Gu(p) = p'e?d Gup", (1.4.139)
n=0

mit s = /72 — 2. Die Entwicklungskoeffizienten F;, und G,, geben wir hier nicht explizit an.
Wegen der Normierbarkeit miissen die Reihen abbrechen (d.h. n’ < oo). Dies liefert die diskreten
Energieeigenwerte

o )2> . (W=0,1,2,...). (1.4.140)

E = 2 1+ —
moc ( +(n’+s

Uberlicherweise verwendet man die Hauptquantenzahl n = n' + j + % =1,2,3,...

( ; h

B, = me| |1+ - 5 (1.4.141)
\\  (r-i+ G+ -a2)
r 2 4 3
= me?|1- 2+ 2 (" %) L 0o@h]. 1.4.142
moc 1= o o (G~ 1) TO@) ( )

Die Terme in der Entwicklung nach « lassen sich leicht interpretieren. Neben der Ruheenergie
und der bekannten Rydberg-Energie tritt als Korrektor der Ordnung o* die sogenannte Fein-
struktur auf. In der Tabelle 1.4.5 sind die niedrigsten Energiezustdnde mit ihren Energien und
Quantenzahlen zusammengefalt. Dabei wurde die spektroskopische Notation nl; benutzt.

n 1 j  Enj/me®

131/2 1 0 1/2 1—a?
212 | 2 0 12 4/iivl=e?
210 |2 1 12 4/
253/2 2 1 3/2 %\/ 4 — o2
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- 3, ———
30y, ——
3Py ——
SSy —— 3Py ———
2, ——— _
2Sy» ——Zp_ljz ”””””””” ) Lamb-Shift Feinstruktur
Triplett
1s, % Hyperfeinaufspaltung

Abbildung 1.4.3: Spektrum des Wasserstoffatoms unter Beriicksichtigung der relativistischen
Korrekturen, der Hyperfeinaufspaltung und der Korrekturen durch die QED.

Neben den relativistischen Effekten, die fur die Feinstruktur des Spektrums verantwortlich sind,
spielen eine Reihe weiterer Effekte eine Rolle. Im einzelnen sind dies:

e Die Kopplung des Protonenspins, den wir total vernachldssigt haben, mit dem Elektronen-
spin bewirkt die Hyperfeinaufspaltung in ein Singlett und ein Triplett.

e Die Wechselwirkung des Elektrons mit Fluktuationen des quantisierten Strahlungsfeldes,
den Vakuumfluktuationen, fiihrt zur sogenannten Lamb-Shift. Hierbei wird die Entartung
von Niveaus mit gleichem n und j, aber unterschiedlichem [ aufgehoben. Dieser Effekt
kann im Rahmen der QED sehr genau berechnet werden.

e Die Spin-Bahnwechselwirkung, die ja bereits in der Dirac-Gleichung und damitin (1.4.141)
enthalten ist, ist fiir die Feinstruktur des Spektrums verantwortlich, d.h. die Aufhebung der
Entartung?® der Zustinde zu gleichem n und [, aber verschiedenem j.

Abb. 1.4.3 zeigt das Spektrum des Wasserstoffatoms unter Beriicksichtigung all dieser Korrektu-
ren.

ZDiese Entartung ergibt sich bei einer nichtrelativistischen Beschreibung mit der Schrodinger-Gleichung.
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Kapitel |1

Quantenfeldtheorie

Bisher haben wir Systeme mit endliche vielen Freiheitsgraden betrachtet, z.B. ein Teilchen, das
sich in einem Potential V' bewegt. Bei der Diskussion der Dirac-Theorie haben wir aber gesehen,
dall man es auf Grund von Paarerzeugungs- und -vernichtungsprozessen in nattrlicher Weise mit
vielen (sogar unendlich vielen) Teilchen zu tun. Dies fiihrt zur (Quanten-)Feldtheorie. Schema-
tisch kann man das so formulieren. Ist V die Zahl der Freiheitsgrade des Systems, so ist

A}im Quantenmechanik = Quantenfeldtheorie. (1.0.1)
— 00

Ein weiteres Problem, fiir das im folgenden eine addquate Beschreibung gefunden werden soll,
betrifft die Beschreibung von Teilchenerzeugung und -vernichtung. Auf Grund der Normierung
der Wellenfunktion ist dies bisher nicht moglich. Die Normierung auf 1 besagt ja, dal? die Wahr-
scheinlichkeit, daB sich das Teilchen irgendwo befindet, gerade 1 ist.

Bevor wir uns mit Quantenfeldtheorien beschaftigen, missen wir einige technische Grundlagen
schaffen. Zunéchst sei an den Formalismus fur klassische Feldtheorien erinnert.

I1.1 KIlassische Feldtheorie

In der klassischen Mechanik gibt es zwei aquivalente Vorgehensweisen, basierend auf den New-
tonschen Bewegungsgleichungen oder dem Hamiltonschen Variationsprinzip. Der grof3e Vorteil
der Hamiltonschen Formulierung ist, dal3 sie sich relativ einfach quantenmechanisch verallge-
meinern l1aRt. Dies ist bei den Newtonschen Bewegungsgleichung, der die Vorstellung einer
deterministischen Bewegung auf der klassischen Bahn zugrunde liegt, nicht moglich. Wie wir
wissen, ist diese Vorstellung in der Quantenmechanik falsch. Im Rahmen des Hamiltonschen Va-
riationsprinzips kann man leicht beriicksichtigen, daR das Teilchen keiner wohldefinierten Bahn
folgt, da die Wirkung fur beliebige Bahnen (nicht nur die klassische) definiert werden kann (s.u.).
Eine entscheidende Grol3e fir das Hamiltonschen Variationsprinzip ist die Lagrange-Funktion

L({g;,4;}) =T -V, (11.1.1)

d.h. die Differenz aus kinetischer Energie 7" und potentieller Energie V. Sie hangt von den verall-
gemeinerten Koordinaten g; und den verallgemeinerten Geschwindigkeiten g; ab ( =1, ..., f),
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bei denen evtl. bestehende Zwangsbedingungen schon berticksichtigt wurden. Das Hamilton-
schen Variationsprinzip besagt nun, daf3

S = 5/t2 L({g;,¢;})dt =0, (11.1.2)

t1

wobei die Variation so auszufiihren ist, daR dg;(t1) = dg;(t2) = 0 ist. Die GroRe [ L({g;,¢;})dt
bezeichnet man auch als Wirkung. Das Variationsprinzip besagt also, daB die (klassische) Be-
wegung von {gqi(t1), - .., Ps(t1)} nach {g:(t2), - .., Ps(t2)} so ablauft, daf die Wirkung extremal
wird!

Aus dem Variationsprinzip folgen die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen

4oL _ oL
dt 8(]] N 8(]]' ’

(11.1.3)

Durch den Ubergang zu den kanonisch konjugierten Impulsen
0L
bj = 6—%
gelangt man durch eine Legendre-Transformation ¢; — p; zur Hamiltonfunktion des betrachteten
Systems:

(11.1.4)

H =3 pji; = L=H({gps}), (11.1.5)

J

die fur die physikalische Beschreibung &quivalent zur Lagrange-Funktion ist.

11.1.1 Klassische kontinuierliche Systeme

Als Beispiel fir ein klassische System mit unendlich vielen Freiheitsgraden wollen wir den Kon-
tinuumslimes einer linearen Kette identischer Teilchen der Masse m betrachten, die paarweise
durch identische Federn der Federkonstante k& gekoppelt sind. Ist a der Gleichgewichtsabstand
der Massen und n; die Auslenkung der Masse j aus ihrer Ruhelage, so ist die Lagrange-Funktion
des (endlichen) Systems gegeben durch

L= 3 [ma? — k(i —n)?] (11.1.6)
j
wobei wir die Randbedingungen vernachldssigen.
Wir wollen nun den Kontinuumslimes durchfiihren, also zu einer kontinuierlichen Kette iberge-
hen. M.a.W. wir realisieren den Grenziibergang N — oo (wobei IV die Zahl der Freiheitsgrade
ist) durch den Limes a — 0. Wir “‘erweitern’ daher zunéchst mit a, d.h.

2
L=Yac; mt L= % lﬂfﬁ — ka <w> ] . (11.1.7)
J

a a
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In dieser Form kdnnen wir nun den Grenziibergang a = dx — 0 vornehmen, und zwar so, dafl}
die lineare Massendichte x := 7 und der Youngsche elastische Modul Y := ka konstant bleiben.

Wir gehen dann zu einem kontinuierlichen Auslenkungsfeld n = (z) ber* und kdnnen +1=%
durch g—z ersetzen. Es ergibt sich die (eindimensionale) Lagrangedichte

c=tlupov (o 2 = L(n¢, Mz (11.1.8)
- 2 N’Ir] am - /r]t’ 77:1} e
mit den Abkirzungenn, :=n' = % undn; :=n = 8t’ und die zugehorige Lagrange-Funktion

= / dzL. (11.1.9)

Das Hamilton-Prinzip lautet im Kontinuumsfall

65 = 5/ dt/da:ﬁ n, e, M) = 0. (11.1.10)

Dabei kann n(z) beliebig variiert werden, lediglich an den Grenzen der ¢- und z-Integration muf}
on verschwinden.
Wir fihren die Variation explizit aus, um so die entsprechenden Lagrange-Gleichungen zu erhal-

ten. Es gilt:
0S = /dt/ [—677—1— £6 +8L(5 }
N ony

- JofolE- ()L wn

wobei wir im zweiten Schritt partiell integriert haben, um die Variationen 7, und én; durch én
auszudriicken. Dabei wurde das Verschwinden der Variation an den Réndern ausgenutzt. Da die
Variation é7 beliebig sein kann, mu3 der Ausdruck in den eckigen Klammern verschwinden.
Damit erhélt man die Euler-Lagrange-Gleichung

8 (0L\ 8 [OL\ oL
- (8_77) + 5 (8_m> ~ 9y =0 (1.1.12)

Speziell in unserem Beispiel lautet diese Gleichung

0%n 0%n

Dies ist eine eindimensionale Wellengleichung, die Wellen mit der Geschwindigkeit v = \/%

beschreibt.
Wir konnen die zu einer Lagrange-Dichte £ gehorige Hamiltondichte # gemaR

LAus dem diskreten Massenindex 5 wird also eine kontinuierliche Koordinate z.
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’thg—ﬁ, _yy (11.1.14)
7

einfuhren, d.h.

H = /d:c”H. (11.1.15)
In unserem Beispiel ist dann
1l .5 on 2
== Y= . 1.
H 5 [,un + (81:) (11.1.16)
Das zu n(z) kanonisch konjugierte Feld wird in der Feldtheorie oft mit
m(z) = g—i (1.1.17)

bezeichnet, wobei in unserem Beispiel @ = w7 ist. Die Hamiltondichte A ist als natirliche
Funktion der Felder  und 7 zu betrachten.

11.2 Quantenmechanische Vielteilchensysteme

Bevor wir damit beginnen, klassische Feldtheorien zu quantisieren, missen wir uns noch etwas
mit dem Formalismus zur Beschreibung quantenmechanischer Vielteilchensysteme beschéftigen.

11.2.1 Systeme gleicher Teilchen

Wir hatten in Kapitel 1.0 ‘Axiome’ angegeben, die die Quantentheorie charakterisieren. Wir
missen diese Axiome durch ein weiteres erganzen, daf sich auf das Verhalten von Vielteilchen-
systemen bezieht.

8. Systeme identischer Teilchen besitzen nur Zusténde, die entweder total symmetrisch oder
total antisymmetrisch in allen Teilchenvariablen sind.

e Teilchen, die durch total antisymmetrische Wellenfunktionen beschrieben werden,
heilRen Fermionen. Nach dem Spin-Statistik-Theorem (Pauli, 1940) sind dies alle Teil-
chen mit halbzahligem Spin (S = 1/2,3/2,...).

e Teilchen, die durch total symmetrische Wellenfunktionen beschrieben werden, be-

zeichnet man als Bosonen. Nach dem Spin-Statistik-Theorem sind das gerade die
Teilchen mit ganzzahligem Spin (S =0,1,2,...).

Wir betrachten ein System aus N identischen Teilchen, daf} durch einen Hamiltonoperator der
Form H = H(1,2,...,N) = T + V beschrieben wird2. Die kinetische Energie hat dabei die
Form

T=T1)+T2)+...+T(N) (11.2.1)

2Im folgenden schreiben oft *1” statt ‘7, p, o1, ..., d.h. die Zahl steht fiir alle relevanten Variablen des entspre-
chenden Teilchens.



1.2. QUANTENMECHANISCHE VIELTEILCHENSYSTEME 53

und die meisten Potentiale haben die Struktur

V=V(1,2)+V(1,3)+...+ V(N - 1,N) =Y V(,j) (11.2.2)

i<j

mit einem Paarpotential V (3, 7). Sowohl T" als auch V sind daher voll symmetrisch unter der
Vertauschung zweier Teilchen!

Aus der linearen Algebra wissen wir, dal3 sich eine beliebige Permutation P der Teilchen als
Produkt von Transpositionen P;; schreiben laRt, bei denen nur die Teilchen < und j vertauscht
werden. Diese wirken auf die Gesamtwellenfunktion (1,2, ..., N) gemaR

Pip(1, .. yiyeesgyee s NY=0(1, . gy ey, N, (11.2.3)

Die Operatoren P;; sind (auf dem Zustandsraum identischer Teilchen) hermitesch und unitar und
wegen P7 = 1 haben sie die Eigenwerte +1.
Eine beliebige Observable A eines Systems gleicher Teilchen, die eine Struktur wie in (11.2.1)
oder (11.2.2) hat (z.B. der Gesamtimpuls g = } . pj), vertauscht mit allen Permutationsoperato-
ren:

PA=AP d.h. [A,P]=0. (1.2.4)

Insbesondere gilt dies, wie oben ausgefiihrt, fir den Hamiltonoperator H. Somit sind die P also
Konstanten der Bewegung.
Fur eine symmetrische Wellenfunktion gilt

Pys =vs  furallei, ; (11.2.5)
und fur eine antisymmetrische Wellenfunktion
Py =—vs  firalled,j (11.2.6)
Fur beliebige Permutationen P gilt dann
Pys = s, (1.2.7)

Py, = sign(P)ya, (11.2.8)

wobei sign(P) das Signum der Permutation bezeichnet, da manchmal auch als (—1)¥ geschrie-
ben wird, d.h.

+1 P zerféllt in gerade Anzahl Transpositionen

11.2.9
—1 P zerféllt in ungerade Anzahl Transpositionen. ( )

sign(P) = (-1)" = {

Die Symmetrie bzw. Antisymmetrie der Wellenfunktion impliziert, daR es keine Messung gibt,
die zwischen v und P unterscheiden kann. Dies bezeichnet man auch als Austauschentartung.

In der folgenden Tabelle geben wir einen kurzen Uberblick tiber die beiden Klassen von Vielteil-
chenwellenfunktionen. Aufgelistet sind die Symmetrie der Wellenfunktion unter Permutationen
P, die Statistik der Teilchen und der Spin geméal} dem Spin-Statistik-Theorem.
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Wellenfunktion | Statistik | Spin
symmetrisch: Pys = g Bosonen ganzzahlig (S =0,1,2,...)
antisymmetrisch: Py 4 = sign(P)i4 | Fermionen | halbzahlig (S = 1,2,..))

Symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktionen sind stets orthogonal zueinander, denn

(halps) = (Wa|Pjr|tbs) = (ba| Pilibs) = —(dals), (11.2.10)

wobei wir im ersten Schritt die Symmetrie P;x|1s) = |1¥s) von ¢g ausgenutzt haben, im zweiten
die Hermitizitét von Pj;, und im dritten

(Yal Py = (Pirlpa)) " = (=[9a))" = —(al. (11.2.11)

(¥al1ps) muB also verschwinden, d.h. die Wellenfunktionen 4 und s sind orthogonal.

Man hat nun das Problem, daf die P;; zwar mit dem Vielteilchen-Hamiltonoperator vertauschen,
aber nicht untereinander (i.a. P;xP; # P;Pji). Es ist also nicht klar, ob es einen nichttrivialen
Funktionenraum gibt, in denen alle gleichzeitig diagonal sind. Diesen kann man allerdings ex-
plizit mit Hilfe des Symmetrisierungsoperators

S=>Y P (11.2.12)
PeSn
bwz. des Antisymmetrisierungsoperators
A=) sign(P)P (11.2.13)
PeSn

definieren. Dabei bezeichnet Sy die Menge aller Permutationen von N Elementen (Permutati-
onsgruppe). Ist nun ¢(1, ..., N) eine beliebige Funktion, so kdnnen wir mit Hilfe dieser Opera-
toren daraus eine symmetrische bzw. antisymmetrische Funktion definieren:

¥s(1,...,N) = S¢(l,...,N), (11.2.14)
Ya(l,...,N) = Ay(1,...,N). (11.2.15)

Die Symmetrie bzw. Antisymmetrie folgt dabei formal aus
P S =8, bzw. P A = —A. (11.2.16)

Wir wollen uns nun kurz die beiden einfachsten Beispiele N = 2 und N = 3 genauer anschauen.
Fur N = 2 gibt es in S nur die beiden Permutationen 1 und P;,. Wir betrachten einen Hamil-
tonoperator H(1, 2) fur ein System aus zwei identischen Teilchen, d.h. [H(1,2), P1o] = 0. Es sei
(1, 2) eine beliebige Eigenfunktion von H(1,2) zum Eigenwert E. Dann gilt:

P, H(1,2)%(1,2) = H(1,2)Pat(1,2) = H(1,2)9(2,1)
PL,H(1,2)9%(1,2) = PpEy(1,2) = Ey(2,1). (11.2.17)
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In der ersten Zeile wurde ausgenutzt, dall P;» mit dem Hamiltonoperator kommutiert, in der
zweiten, daB (1, 2) ein Eigenzustand ist. Insgesamt folgt aus den beiden Gleichungen, dall mit
¥(1,2) auch immer (2, 1) ein Eigenzustand von H (1,2) zum gleichen Eigenwert ist.

Wir konnen nun die simultanen Eigenfunktionen von H(1,2) und Py, angeben:

Fir den Fall N = 3 dreier identische Teilchen hat die Permutationsgruppe S3 6 Elemente, dar-
unter die drei Transpositionen P;5, P;3 und P,3. Diese vertauschen i.a. nicht, z.B. ist Py Py3 #

P,3P»,. Mit Hilfe der oben definierten Operatoren kénnen wir jedoch wieder gemeinsame Ei-
genfunktionen angeben:

¥s(1,2,3) = 9(1,2,3) +4(1,3,2) +¥(2,1,3) + (2,3, 1)

+(3,2,1) + (3, 1,2), (11.2.20)
TJJA(L 2; 3) = 10(1, 2a 3) - 111(1, 3a 2) - /(!}(2’ 1a 3) + ¢(2a 3a 1)
—$(3,2,1) + %(3,1,2). (11.2.21)

Die Antisymmetrie von ¢4 kann man explizit Gberpriifen, z.B. ist

Piyps =9(2,1,3)—9(3,1,2)—¢(1,2,3)+9(3,2,1)—(2,3,1)+¢(1,3,2) = —v4. (11.2.22)

Ahnliches gilt natiirlich auch fiir die symmetrische Funktion .

Wir wollen nun den Zusammenhang von Vielteilchenwellenfunktionen mit Einteilchenwellen-
funktionen etwas naher beleuchten. Dazu betrachten wir ein Zweiteilchensystem. Dieses wird
durch zwei unabhangige Variablensétze ‘1’ und ‘2’ beschrieben, die z.B. die Orts- und Spinvaria-
blen beinhalten. Die (Einteilchen-)Zustéande der beiden identischen Teilchen werden durch Quan-
tenzahlen « charakterisiert, z.B. der Hauptquantenzahl fur das Elektron eines Wasserstoffatoms.
Der Hilbertraum # fur das Zweiteilchensystem ist das Produkt # = #, x #, der Einteilchen-
Hilbertrdume 7, und H,. Dabei werde H; aufgespannt von den Basisvektoren {¢, (1)} und #,
von {¢.(2)}. Somit 1&Rt sich eine beliebige Funktion ¢(1,2) in # darstellen als

$(1,2) = ) _ cappa(l)ps(2). (11.2.23)
a,B8

Damit 148t sich |cqg/? als die Wahrscheinlichkeit dafiir interpretieren, daB Teilchen 1 im Zustand
o und Teilchen 2 im Zustand 3 ist. Auf Grund der Ununterscheidbarkeit der Teilchen bedeutet
dies aber |cqag|* = |cgq|®. Fur vollstdndig symmetrische Zusténde ist c,5 = cgq, fir vollstandig
antisymmetrische cog = —cga-
Wir betrachten nun den Fall nichtwechselwirkender Teilchen. In diesem Fall hat der Hamilton-
operator fur ein System N identischer Teilchen die Form
N
H=> h, (11.2.24)

j=1
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wobei h; nur von den Koordinaten j abhéngt, d.h. ein Einteilchenoperator ist. Haben wir das
zugehorige Eigenwertproblem
hpa = €apa (11.2.25)

gelost, so konnen wir sofort Eigenzustdnde von H konstruieren, nédmlich
oy (1)0as(2) -+ - @ap (N) mit der Energie E = €460, Ean- (11.2.26)

Auf Grund der Austauschentartung hat dabei jeder Zustand ¢, (P1)©a, (P2) - -+ @ay (Py) die
gleiche Energie, wobei P eine beliebige Permutation aus Sy ist. Mit Hilfe des Symmetrisie-
rungsoperators konnen wir diese Funktion symmetrisieren:

Y1, N) =D P(0a, (1) o (N) =D 0y (Pr) -+ @ay (Py),  (112.27)
P P
wobei o fur einen Vektor mit den Komponenten «; steht. Entsprechend ergibt sich die antisym-
metrische Wellenfunktion

P, N) = Y (~1)PP(gay(1) - Pay (N))
Q0a1(1) o Pay (N)
: : . (11.2.28)

Gan(1) - Gan(N)

Die Darstellung durch eine Determinante, die man auch als Slater-Determinante bezeichnet,
folgt dabei aus dem bekannten Entwicklungssatz fir Determinanten.

Aus der Darstellung (11.2.28) kann man sofort einige wichtige Schliisse ziehen. Z.B. ist die An-
tisymmetrie der Wellenfunktion offensichtlich, da eine Vertauschung von zwei Teilchen der Ver-
tauschung der entsprechenden Spalten entspricht. AufRerdem weil3 man, dal die Determinante
verschwindet, falls sie zwei gleiche Zeilen oder Spalten hat. Ersteres passiert, wenn sich zwei
Teilchen im gleichen Zustand befinden, z.B. fir a; = aw. Letzteres folgt, falls sich zwei Teil-
chen mit gleichem Spin am gleichen Ort befinden, d.h. z.B. *1=2’ (alle Freiheitsgrade nehmen
die gleichen Werte an).

AbschlieBend noch eine wichtige Bemerkung, die wir aber nicht beweisen wollen. Ist namlich
das System {, } der Einteilchenwellenfunktionen vollsténdig, so sind auch die Systeme {¢§°‘>}
und {¢f4a)} vollsténdig in den entsprechenden Hilbertrdumen der symmetrischen bzw. antisym-
metrischen Vielteilchenfunktionen. Bei den antisymmetrischen Wellenfunktionen muf man noch
eine Konvention tber die Anordnung der o in & = (e, . . ., ay) treffen, um das Vorzeichen der
Vielteilchenwellenfunktion festzulegen. Wie oben schon erwéhnt, sind zwei Zustande, die durch
Vertauschung der Spalten in der Slater-Determinante auseinander hervorgehen, dquivalent, un-
terscheiden sich aber im Vorzeichen.

= det

11.2.2 Einfache Beispiele: 2-Teilchen-Probleme

Wir wollen nun an zwei einfachen Beispielen Konsequenzen der Symmetrie bzw. Antisymmetrie
der Vielteilchen-Wellenfunktion untersuchen. Dazu wollen wir zwei physikalisch wichtige Pro-
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bleme aus der Atomphysik betrachten, ndmlich das Helium-Atom und das Wasserstoffmolekiil.
Beide Systeme besitzen zwei Elektronen, also ununterscheidbare Fermionen.

Helium-Atom

Zunédchst betrachten wir das He-Atom bzw. Helium-artige lonen wie Li™ oder Be™™. Sie be-
stehen aus einem einzelen Kern und zwei Elektronen. Bei unseren Untersuchungen wollen wir
subtile Effekte durch die Kernbewegung und die Spin-Bahn- oder Hyperfein-Wechselwirkung
vernachldssigen. Der Hamiltonoperator hat daher die Form

H=H®1)+H®)+V(L2) (11.2.29)
mit ) \ \
H(j) = 2% - Zr—e V(1,2) = :;12 (11.2.30)

Der Einteilchenanteil H (j) enthélt die kinetische Energie des Elektrons j und seine Wechselwir-
kung mit der Ladung Ze des Kernes, den wir als unbeweglich ansehen. Der Anteil V'(1,2) be-
schreibt die Coulombwechselwirkung der Elektronen®. Er soll im folgenden als klein angesehen
werden, damit das Gesamtproblem durch eine stérungstheoretische Untersuchung behandelbar
wird.

In (11.2.30) treten nur die Teilchenkoordinaten explizit auf. Man mul} jedoch beachten, daB im
Prinzip der Spin der Elektronen zu beriicksichtigen ist. Da er nicht im betrachteten Hamilton-
operator auftritt, ist [H, S] = 0. Die Gesamtwellenfunktion hat dann die Struktur

¥(1,2) = ¢(71, 72)x(01, 02), (11.2.31)

d.h. sie zerfallt in einen Ortsanteil 1) und einen Spinanteil . Es ist nun wichtig, dal? diese Ge-
samtwellenfunktion den im vorigen Abschnitt besprochenen Symmetrieprinzipien gentgt, d.h.
diese mulR total antisymmetrisch sein, da Elektronen Fermionen sind. Auf Grund von (11.2.31)
ist dies gewdhrleistet, wenn eine der Funktionen + und x symmetrisch ist, und die andere anti-
symmetrisch.

Die Spineigenzustande konnen wir relativ leicht angeben. Sie sind durch Drehimpulsaddition
zweier Spins 1/2 zu gewinnen. Fir den Gesamtspin S gibt es dann die Moglichkeiten S = 0 oder
S = 1. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind

1

S=0: xa = NG (11 = [41) (Singlett), (11.2.32)
1)
S=1: xs = {5 (TH+I) (Triplett), (11.2.33)
1)
wobei ) . . )
ity =1i= m= 5) und ) =1i= g m= —§>- (11.2.34)

3Dabei ist r12 = |71 — 75| der Abstand der Elektronen.
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Der Singlett-Zustand x 4 ist daher antisymmetrisch bei Vertauschung der Spins, wéhrend die
Triplett-Zustdnde symmetrisch sind.

Wir wollen nun die Losungen ¢ im Ortsraum mittels Storungstheorie bestimmen. Die Eigen-
funktionen von H(5) sind Wasserstoff-Wellenfunktionen ¢,, mit den Energien

Z2e?

T (11.2.35)

H(J)‘Pn(FJ) = Engon("_"j) mit €n —
mit dem Bohrschen Radius ay = mh—;
In 0. Ordnung vernachl&ssigen wir die Wechselwirkung V' (1,2). Die Ortseigenzustdnde von
H(1) + H(2) sind dann ¢ (71,72) = @n, (71)@n,(72) mit der Energie Ey,, n, = €5, + €n,. Der
Grundzustand ist in dieser Naherung durch die Wahl n; = ny = 1 gegeben, d.h.

PO, 7) = @1(71) pa(7s) und EO) = 2¢. (11.2.36)

Diese Funktion ist offensichtlich symmetrisch. Sie kann daher nur mit dem Spin-Singlett kom-
biniert werden.

Wir betrachten nun die 1. Ordnung der Storungstheorie. Die Energiekorrektur in dieser Ordnung
ist gerade der Erwartungswert des Storoperators in den Zustdanden 0. Ordnung:

o, WOVRO) oz
BV — 5O | T = " ac (z_§>. (11.2.37)

Man sieht, dal die abstoRende Wechselwirkung V' eine Reduzierung der Kernanziehung bewirkt,
da Z% durch Z(Z — ) ersetzt wird. Dies ist eine Folge der Abschirmung: Jedes Elektron sieht
nicht mehr die volle Kernladung, sondern nur eine reduzierten Teil, da ein Teil durch das andere
Elektron abgeschirmt wird.

Wir wollen uns auch noch den niedrigsten angeregten Zustand néher ansehen. Dieser besteht aus
einem Elektron im Zustand n = 1 und einem im Zustand n = 2. Im Gegensatz zum Grundzu-
stand kann man nun eine symmetrische und eine antisymmetrische Ortswellenfunktion bilden:

Ys(r1,72) = (p1(71)p2(T2) + 01(72)p2(71)) 5 (11.2.38)

r—lg‘r—l
()

Ya(r, ) = E(%(ﬂ)wz(%)—<p1(F2)<p2(F1))- (11.2.39)

Damit die Gesamtwellenfunktion antisymmetrisch wird, muf3 man s mit dem Spin-Singlett

kombinieren und 4 mit dem Spin-Triplett.
In 0. Ordnung ergibt sich fiir die Energie der angeregten Zustande

EY = (ys|H(1)+ H(2)|Ys) = e + e, (11.2.40)
EY = (alHQ)+ H)[Ya) = & + e, (11.2.41)

d.h. der symmetrische und antisymmetrische Zustand haben in niedrigster Ordnung die gleiche
Energie E© = Eg’) = Eﬁf). In 1. Ordnung folgt allerdings eine Aufhebung dieser Entartung:

EY = (yps|HQ)+ H(2)+V(1,2)|vs) = E® + Q + A, (11.2.42)
EY) = (pa|HQ)+H?2)+V(1,2)|¢4) = EQ +Q - A. (1.2.43)
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Ortho-Helium Para-Helium
E g+ +Q+A
£+ &, €1+ & 1. angeregter Zustand
ohne WW g1+ +Q-A ohne WW

metastabiler Zustand

2.+ Q+A

Grundzustand

2¢,

Abbildung 11.2.1: Spektrum des Ortho- bzw. Paraheliums in 0. bzw. 1. Ordnung der Storungs-
theorie.

Dabei ist
Q = (@) e (Dea(2) = ¢ / '9"1”1)'7,1';”2(772)' Frdire (11.2.44)
A = o WeO) S i) = @ [ARRDARIER b, g,

(11.2.45)

QQ bezeichnet man als direkten oder Coulomb-Anteil, A als Austausch-Anteil. Q) hat eine ein-
fache klassische Interpration, da im Z&hler des Integrals das Produkt der Ladungsdichten der
beiden Elektronen steht. Im Gegensatz dazu hat der Austauschanteil kein klassisches Analogon.
Er kommt von der Symmetrieforderung an die Vielteilchenwellenfunktion. Genauer gesagt riihrt
er daher, dal? sich ein Elektron sowohl im Zustand » = 1 als auch im Zustand n = 2 befinden
kann. A hingt vom Produkt ¢y, ab, also dem Uberlappungsgrad der Wellenfunktionen. Dieser
ist i.a. sehr klein, wenn man statt n = 2 einen viel hoher angeregten Zustand betrachtet.

Wir wollen nun die gewonnenen Erkenntnisse zusammenfassen (siehe Abb. 11.2.1). Es gibt Heli-
umatome mit symmetrischen Spinfunktionen (Triplett) und solche mit antisymmetrischen Spin-
funktionen (Singlett). Erstere bezeichnet man als Orthohelium, letztere als Parahelium.
Parahelium entspricht dem energetisch tiefsten Zustand des Heliums. Die Ortsfunktion ist beim
Parahelium ja symmetrisch. Deshalb kdnnen beide Elektronen gleichzeitig im Einteilchen-Grund-
zustand sein. Dann mu zwangsldufig die Spinfunktion antisymmetrisch sein.

Beim Orthohelium ist die Spinfunktion symmetrisch. Das Pauli-Prinzip verhindert, dal} beide
Elektronen gleichzeitig im Grundzustand sind. Wegen der geringen Spinwechselwirkung (bzw.
Wechselwirkung der magnetischen Momente) ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Umklappen der
Spins im Orthohelium sehr gering. Es stellt daher einen metastabilen Zustand mit einer langen
Lebensdauer (in der GroRenordnung von Monaten) dar.
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@

Abbildung 11.2.2: Definition der Absténde, die im Hamiltonoperator fiir das Wasserstoffmolekiil
auftreten. Die Kerne sind dabei mit A und B bezeichnet, die Elektronen mit 1 und 2.

Eine abschlieRende Bemerkung: Das Helium-Atom liefert ein Beispiel fur die Hundsche Regel.
Demnach hat — bei vorgegebener Elektronenkonfiguration — der Zustand mit dem groi3eren
Spin die kleinere Energie. Dies ist hier wegen Eripiet < Esinglert €rftllt.

Wasserstoff-Molekdul

Als zweite Anwendung betrachten wir ein Wasserstoff-Molekil. Auch dieses besitzt zwei Elek-
tronen, die sich jedoch um zwei Kerne herum bewegen. Wir haben es also mit einem Zweizen-
trenproblem zu tun.

Der Hamilton-Operator hat die Form

H(1,2) = H(1) + H(2) + V(1,2) (11.2.46)
mit
2 2 2 2
H(l) = ﬂ_e_’ H(Q):p_2_e_’
2m  ra 2m  rpy
2 2 2 2
Va2 = —— -2 4848 (11.2.47)

T A2 TB1 12 R

Die auftretenden Absténde sind in Abb. 11.2.2 definiert. In dem Hamiltonoperator wurden die ki-
netische Energien H, und Hpg der Kerne vernachldssigt. Die Kernorte werden im folgenden als
fest angesehen. Dies bezeichnet man als Born-Oppenheimer-Naherung oder auch als adiabati-
sche Naherung. Wir haben die Coulombwechselwirkung % mitgenommen, obwohl sie in dieser
Né&herung konstant ist. Der Grund ist, dal? man dann alle Energien als Funktion von R erhélt und
so durch Minimieren noch den Kernabstand bestimmen kann.

Der Aufteilung des Hamiltonoperators in (11.2.47) liegt die Vorstellung zu Grunde, daB sich
Elektron 1 bei Kern A und Elektron 2 bei Kern B befindet. In diesem Fall kann man V'(1, 2) als
kleine Stérung auffassen. Dieses Vorgehen bezeichnet man als Heitler-London-Naherung. Sie ist
gerechtfertig, wenn die Kerne relativ weit voneinander entfernt sind.
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Wir wollen den Ortsanteil der Wellenfunktion wieder durch die Wellenfunktionen ¢ des Wasser-
stoffatoms ausdriicken. In 0. N&herung haben wir die beiden Mdglichkeiten

o1(F1,72) = a(F1)ps(), (11.2.48)
orr(t1,72) = o(f1)pa(rs), (11.2.49)

woraus sich die symmetrische und antisymmetrische Kombination

Vi (71,72) = (71, 72) & 011(71,72) = 0a(71) B (72) £ B (71)@a(T2) (11.2.50)
bilden IaRt. Die zugehdrigen Energien sind

B, = WxlH[Ys) (11.2.51)

(Yelps)

Wir skizzieren hier die Berechnung der Norm im Nenner:
Walvs) = [@n [ Eraloaientry) £ on(i)oars)”
= /d3r1 /d37‘2 [\@A(F1)|2|SOB(F2)\2 + (@A(Fl)@B(F2)¢Z(F2)¢E(F1)
AR RIaE)eal) ) + st el
= [ @rlpa [ Eralos@)P £ [ Erpaes) [ Eraea@en)

+ / 104 () 0s () / rag (F)oa(F) + / rilon()P / raloa()
= 2= (pplpa){(pales) £ (pales)(pales) =2 £ 2[{pp|pa)|?

2

= 2(1+ 8% (11.2.52)

wobei wir den Uberlapp
S = {pplpa) (11.2.53)

der Wellenfunktionen eingefiihrt haben. Dabei ist zu beachten, dal} die Wellenfunktionen nur fir
R — oo orthogonal sind.

In 1. Ordnung der Stérungstheorie kénnen wir nun die Energie bestimmen. Die Rechnung fiir
den Zahler lauft dabei analog. Insgesamt ergibt sich

1

(1)
C+A

Dabei haben wir die Abkiirzungen

C = (pa(r1)es(r2)|V|pa(r)es(2)), (11.2.55)
A = (pa(t1)eB(7)|V]es(T1)pa(r2)) (11.2.56)
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eingefihrt. C bezeichnet man wieder als direkten Term oder Coulomb-Term und A als Austausch-
term. Explizit folgt
A<O0 und |A| > |C], (1.2.57)

wobei die zweite Ungleichung fur sehr kleine Abstande verletzt sein kann. Hieraus kann man
nun folgern, dal3 der symmetrische Zustand starker gebunden ist und das im antisymmetrischen
Zustand die AbstolRung der Elektronen eine groRRere Rolle spielt. Insgesamt ist also die Aus-
tauschenergie (und ihr Vorzeichen) fur die Bindung im H, verantwortlich. Beriicksichtigt man
noch den Spinanteil der Wellenfunktion explizit, so spricht man wieder von Para-Wasserstoff im
Singlettfall und von Ortho-Wasserstoff im Triplettfall.

Die beiden oben angefiihrten Beispiele zeigen die Bedeutung der Symmetrie der Wellenfunktion.
Sie ist der Grund fir einen Beitrag zur Energie, der kein klassisches Analogon hat, ndmlich den
Austauschterm. Dieser spielt bei zahlreichen Effekte eine wichtige Rolle, z.B. dem Magnetismus
oder bei der chemischen Bindung.

11.2.3 Zweite Quantisierung (Besetzungszahldarstellung)

Im folgenden werden wir zwei Ziele verfolgen: (7) Die Beschreibung von Prozessen ohne Teil-
chenzahlerhaltung und (i7) die Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaften der Wellenfunk-
tionen von Vielteilchenwellenfunktionen. Die Methode, die beide Probleme auf einmal 16st, heil3t
2. Quantisierung oder Besetzungszahldarstellung. Die Bezeichnung 2. Quantisierung ist dabei
historisch bedingt. Hintergrund ist die Vorstellung, dal3 in der der 1. Quantisierung Ort und Im-
puls quantisiert, d.h. durch Operatoren dargestellt werden. In der 2. Quantisierung wird dann
auch die Wellenfunktion durch Operatoren ausgedriickt. Allerdings ist dies kein qualitativ neuer
Schritt, im Gegensatz zur 1. Quantisierung. Es handelt sich lediglich um einen neuen flexiblen
Formalismus, der aber keine neue Physik mit sich bringt.

Wir betrachten im folgenden Einteilchenzustédnde |)), wobei A wieder fur die Menge der rele-
vanten Quantenzahlen stehen soll*. Wenn wir die Basis hervorheben wollen, schreiben wir auch
etwas praziser @, ) statt |A). Wir stellen uns nun die Quantenzahlen irgendwie angeordnet vor,
d.h. es gelte

M<h<A<.... (11.2.58)

Der Gesamthilbertraum fiir ein System aus N identischen Teilchen ist das Produkt der Einteil-
chenrdume #;:

Da in der Natur nur symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktionen verwirklicht sind,
haben wir folgende Aufspaltung:

H(N) =Hs(N) © Ha(N) © Hres, (11.2.60)

4Bei Atomen ist z.B. A = (n,l,m, s), bei freien Teilchen A = (E, s).
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wobei Hg/a(N) die Raume der symmetrischen bzw. antisymmetrischen N-Teilchen-Wellen-
funktionen sind. Hgreg enthélt alle Wellenfunktionen ohne totale (Anti-)Symmetrie. Dies sind
die unrealistischen Wellenfunktionen, die eigentlich nur storen. Ein Ziel des zu entwickelnden
Formalismus wird es daher sein, nur realistische Zusténde, d.h. solche aus # s/4(V), zu generie-
ren.

Die entscheidende Idee ist nun, daB es auf Grund der (Anti-)Symmetrie der Wellenfunktion
genuigt anzugeben, wie oft ein bestimmter Einteilchenzustand besetzt. Dies bestimmt die Wel-
lenfunktion dann zusammen mit der Symmetrieforderung eindeutig, da man nicht mehr ange-
ben muf3, wie man die Teilchen auf die einzelnen Zustdnde verteilt. Formal realisiert wird diese
Idee durch die sogenannte Besetzungszahldarstellung. Ein beliebiger (anti-)symmetrisierter N-
Teilchenzustand l&it sich schreiben als

Mass Aags -+ > Aan)s.a =t [N, Nay ... (11.2.61)

Dabei gibt V; an, wie oft A; im Zustand auf der linken Seite auftaucht® etc., d.h. IV; ist die Zahl
der Teilchen im Zustand ;. Fir N = 3 ist z.B. |A1, A3, A1)s.4 = [2,0,1,0,...). Offensichtlich
ist NV = Zj N;. Im symmetrischen Fall (Bosonen) kann NV; = 0,1, 2, ... sein, im antisymmetri-
schen (Fermionen) auf Grund des Pauli-Prinzip aber nur N; = 0, 1.

Wir definieren nun einen Raum, der alle physikalisch realisierbaren Vielteilchenzustédnde enthalt,
den sog. Fock-Raum:

Hs(N)  fir Bosonen

i _ (11.2.62)
Ha(N)  fur Fermionen.

Der Fock-Raum enthélt also als direkte Summe aller #(N) Zustédnde mit beliebiger Teilchen-
zahl. Insbesondere kdnnen wir darin Zustdnde ohne feste Teilchenzahl oder Prozesse, die die
Teilchenzahl @ndern, beschreiben. Dazu fuhren wir fir N = 0, 1, . .. die Operatoren

Vernichter: a; : Fny1 — Fn, (11.2.63)

Erzeuger: af 1 Fn = Fnu, (11.2.64)

ein, d.h. diese Operatoren dndern die Teilchenzahl eines Zustandes um +1. Fir die prazise De-
finition dieser Operatoren miissen wir im folgenden den symmetrischen und antisymmetrischen
Fall unterscheiden.

Fur Bosonen, d.h. symmetrische Vielteilchenfunktionen lautet die Definition des Vernichtungs-
operators

(1,]'|N1, . .,N]‘, . > = \/Nj‘Nl,. . .,Nj - 1, . > (”265)

a; vernichtet also ein Teilchen im Zustand j. Der Faktor y/N; auf der rechten Seite fiihrt dazu,
daB a;|...,N; = 0,...) = 0 ist. Dies muR natiirlich so sein, denn eine Teilchen kann nur dann
vernichtet werden, wenn es auch vorhanden ist. Das einzige, nichtverschwindende Matrixele-
ment von a; im Fock-Raumist (N, ..., N; — 1,...|a;|Ny,..., Nj,...) = /N

°d.h. wie viele a; = 1 sind
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Den Erzeugungsoperator a;f definieren wir als den zu a; adjungierten Operator. Sein einziges,
nichtverschwindende Matrixelement ist dann (Ny,..., Nj,...|a;|Ny,...,N; —1,...) = {/N;
und somit gilt

CL;_‘Nl, o .,Nj, . > = \/Nj + 1|N1,. . .,N]‘ + 1, e > (“266)

Wir wollen uns nun berlegen, welcher Algebra die Operatoren geniigen. Man sieht sofort, dal3
laj, @] = [a;],a;] = 0 ist. Es spielt keine Rolle, in welcher Reihenfolge ich Teilchen erzeuge
oder vernichte! Ahnlich schnell macht man sich klar, daB [a;,a;"] = 0 ist, falls j # I: Erzeuge
ich ein Teilchen im Zustand [ und vernichte eines in einem anderen Zustand j, so ist ergibt sich
das Gleiche wie bei der umgekehrten Reihenfolge. Es bleibt damit zu priifen, welche Beziehung
zwischen a;a;” und a; a; besteht:

(l;—(lj|...,Nj,...> = G,;—\/Nj|...,Nj—1,...>:Nj|...,Nj,...>, (“267)
ajaﬂ...,Nj,...) = a]\/N]+1|,N]+1,>:(N]+1)|,N],> (“268)

Somit erhalten wir die Operatoridentitét a;a] — o a; = [a;,a]] = 1. Insgesamt folgt fiir die
Kommutatoralgebra der Vernichter und Erzeuger von Bosonen:

[aj’al] = [a},aﬂ:O,
[a,-,a;“] = 6jl- (“269)

Operatoren, die einer solchen Algebra gentigen, bezeichnet man als Bose-Operatoren, die Alge-
bra selbst als Bose-Algebra.

Aus Gleichung (11.2.67) folgt, dal? der Operator ajaj die Zahl der Teilchen im Zustand A; mift.
Wir definieren daher den Teilchenzahloperator

n; = a;’aj (11.2.70)

fir den Zustand j. AuRerdem fiihrt man den Operator der Gesamtteilchenzahl ein®:
N:=> n;j=> dafa; (1.2.71)
J J

Hiermit gilt dann
N‘Nl,Nz, .. > = an\Nl,Nz, .. > = (Nl + N2 + .. .)‘Nl,Nz, .. > = N‘Nl,Nz, .. >
J

(11.2.72)
Wir definieren nun das Vakuum als den Zustand ohne Teilchen:

Man beachte, daB dieser Zustand wegen (0|0) = 1 vom Nullvektor 0 in F verschieden ist und
den Unterraum F, aufspannt. Er l4(3t sich auch durch die Bedingungen

a;j|0) =0 fur alle 5 (1.2.74)
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Abbildung 11.2.3: Aufbau des Fock-Raumes mit Hilfe der Erzeuger und Vernichter.

charakterisieren.
Ausgehend vom Vakuumzustand |0) kdnnen wir nun systematisch alle Zustédnde des Fockraumes
F aufbauen (siehe auch Abb. 11.2.3):

afl0) = 10,0,...,N;=1,...), (11.2.75)
afaf|0) = 10,...,N;=1,...,N,=1,...) = af a]|0), (3 #1) (11.2.76)

1
E(aj)ﬂm = [0,...,N;=2,...). (11.2.77)

In Aufgabe 13 wird die Normierung des letzten Zustandes aus der Kommutatoralgebra (11.2.69)
abgeleitet. Allgemein gilt:

a+ N1 a+ N>
|N]_,N2,...>:(1) (2) .
VN1! /No!
Dieser Zustand ist automatisch total symmetrisch! Bei Vertauschung der Teilchen j <> I wech-

seln nur a;” und a;" ihre Plétze. Dies &ndert aber nichts, da die Erzeuger kommutieren. Die Nor-
mierung des Zustandes ist Gegenstand von Aufgabe 9.

.- |0). (11.2.78)

Wir kommen nun zum antisymmetrischen Fall, d.h. Systemen von Fermionen. Hier definieren
wir den Vernichtungsoperator durch

Cj|N1, .. .,Nj, .. > = (—1)3ij|N1, e ,Nj — 1, .. .>, (“279)
wobei
j—1
si=Y N (11.2.80)
k=1

die Zahl der besetzten Zustéande “links” von j zéhlt. Diesen Faktor fiihrt man hier zweckmassi-
gerweise ein, damit spdter einige Vereinfachung eintreten. Wie bei den Bosonen folgt aus der
Definition, daB ¢;| ..., Nj,...) =0, falls N; = 0.

Den zugehdrigen Erzeuger definieren wir durch

6\{Venn wir den Unterschied zwischen dem Operator und dem zugehdrigen Eigenwert betonen wollen, schreiben
wir N bzw. N. Meist werden wir jedoch auch fiir den Operator nur N schreiben.
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C;—|N1, cee ,Nj, .. > = (—1)53(1 — Nj)|N1, e .,Nj + 1, . > (“281)

Man beachte den Faktor (1 — N;) auf der rechten Seite. Dieser fiihrt dazu, da ¢;|...,N; =
1,...) = 0 wird, d.h. jeder Zustand kann hochstens durch ein Teilchen besetzt werden. Auf diese
Art und Weise haben wir das Pauli-Prinzip automatisch beriicksichtigt. Man rechnet leicht nach,
daR ¢; und ¢; tatséchlich zueinander adjungiert sind”.

In Aufgabe 11 wird gezeigt, daR die oben angegebenen Definitionen zu folgender Antikommuta-
toralgebra der Vernichter und Erzeuger von Fermionen fiihren:

{ci;ay = {¢,¢} =0,
{eive'} = o (11.2.82)

Operatoren, die einer solchen Algebra gentigen, bezeichnet man als Fermi-Operatoren, die Al-
gebra selbst als Fermi-Algebra. Dabei bezeichnet {A, B} := [A, B], := AB + BA den Anti-
kommutator der Operatoren A und B.
Insbesondere folgt aus (11.2.82)

0={c,ci}=2(c")’, dh () =0 (11.2.83)

jrog

Dies druickt noch einmal explizit die Tatsache aus, daB jeder Zustand hdchstens einfach besetzt
sein kann.
Analog zum bosonischen Fall kénnen wir wieder die Teilchenzahloperatoren

n; = cfcj (11.2.84)

fir die Zahl der Teilchen im Zustand \; bzw.
N := an = Zc;-"cj (11.2.85)
j i

fur die Gesamtteilchenzahl einfiihren.
Das Vakuum |0) ist wieder durch N = 0 und ¢;|0) = 0 fur alle j charakterisiert. Wir kdnnen
jetzt @hnlich wie bei den Bosonen sukzessive alle Zustdnde des Fock-Raumes generieren:

10y = 10,...,1,,...), (11.2.86)
C;—C?_|O> = ‘0,...,1]',...,1[,...), (“287)
C;_C;:C?—|O> = |0,...,].j,...,lk,...,ll,...>. (“288)

1; soll dabei andeuten, daf der Zustand \; einfach besetzt ist. Es ist zu beachten, daB es nun auf
die Reihenfolge der Operatoren ankommt, da ansonsten ein zusétzliches Minuszeichen auftau-
chen konnte. Allgemein gilt

Ni, Na,. ) = ()M ()™ -++[0),  (11.2.89)

’Dabei beachte man die Bedingung N; = 0, 1.
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mit N; = 0,1, da sonst | Ny, N, ...) = 0.

Bisher haben wir nur die Zusténde in der Besetzungszahldarstellung angegeben. Wir wollen nun
auch die Operatoren in dieser Sprache formulieren, d.h. durch Erzeuger und Vernichter aus-
driicken. Dies bezeichnet man als 2. Quantisierung.

Zunéchst betrachten wir eine Einteilchenobservable A, d.h.

A=) A0, (11.2.90)
j=1

Beispiele sind die kinetische Energie oder der Impuls. Es sei nun A;; eine Darstellung von A,
d.h.

A= A = [ & 63, ()40, (7). (1291)

Eine Einteilchenobservable verkniipft zwei Zustdnde gleicher Teilchenzahl miteinander, indem
sie den Zustand eines Teilchens verdndert. Somit kdnnen wir schreiben

A = ZA],C ¢, (Fermionen), (11.2.92)

A = ZAﬂ“ a;  (Bosonen),  (11.2.93)

wobei A;; durch (11.2.91) gegeben ist. Die Darstellungen fur Bosonen und Fermionen sind al-
so formal identisch und unterscheiden sich nur durch die Algebra der Erzeuger und Vernichter.
Man kann explizit nachrechnen — worauf wir hier aber verzichten wollen — daR die Wirkung
der Operatoren auf der linken und rechten Seite von (11.2.92) bzw. (11.2.92) im Fock-Raum Uber-
einstimmt. Damit ist dann gezeigt, dal? es sich bei den Identitaten tatsdchlich um die gesuchte
Darstellung der Operatoren A durch Erzeuger und Vernichter handelt.

Wir betrachten nun Zweiteilchenobersvable V (?)| also Operatoren der Form

V=3 VO3 =5 Y VG, (11.2.94)

i<l Al

d.h. die typischen Wechselwirkungsterme. In diesem Fall haben wir die Matrixelemente

Vi = OAVONN) = [ [ 73 ()65, (VO s, (on(r).  (112:99)

Damit ergibt sich in 2. Quantisierung fiir Zweiteilchenoperatoren

vV = = Z Vijuei cfac,  (Fermionen),  (11.2.96)
,],kl

vV = = Z Vijma; afara;  (Bosonen),  (11.2.97)
,],kl
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Man beachte die Reihenfolge der Operatoren im Falle der Fermionen! Da die bosonische Ope-
ratoren kommutieren, kann man (II 2.97) in der gleichen Form schreiben. Manchmal wird in
der Literatur die Reihenfolge c; c crc; der Operatoren angegeben. In diesem Falle sind dann
aber die Koeffizienten V;x nlcht als Matrixelemente wie in (11.2.95) definiert, sondern durch

Vig = [ &*r [ &3, (P, (VO (7, ), (r)on, (7).

An dieser Stelle wollen wir kurz an die algebraische Losung des harmonischen Oszillators

P2 mw” 72

h =
2m 2

(11.2.98)

erinnern. Hier wurde im Prinzip bereits die 2. Quantisierung benutzt. Die hermitesch adjungier-
ten Erzeuger bzw. Vernichter sind definiert durch

N Ty S L P
a=4/7 (m+mwp), a’: o (:c mwp) (11.2.99)

und erfiillen die bosonischen Vertauschungsrelationen [a, a™] = 1. Der Hamiltonoperator hat die
Darstellung

1
h = hw (a+a + 5) (11.2.100)
mit den zugehorigen Eigenzustanden und -energien
In) = ——(a*)"|0) — hw (n+ 2 (11.2.101)
n) = Vo a , €n = n 2 2.

Im Gegensatz zur allgemeinen Form (11.2.93), (11.2.97) ist der Hamiltonoperator durch diese
Wahl schon diagonal, d.h. Hj; o< 6;;. Wichtig ist hier vor allem die neue Interpretation der Eigen-
zusténde. Sie werden charakterisiert durch die Zahl n der ’Schwingungsquanten’ oder “Teilchen’.
Im Rahmen der Festkorperphysik bezeichnet man diese Schwingungsquanten als Phononen.

Unitéare Transformationen und Feldoperatoren

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die oben eingefiihrten Operatoren unter einem Basiswech-
sel {¢a} — {xx} verhalten. Wir betrachten im folgenden den Fall einer diskreten Quantenzahl
A — n. Alle Ergebnisse lassen sich aber direkt auf den allgemeinen Fall verallgemeinern. Im
diskreten Fall kdnnen wir den Basiswechsel durch eine unitdre Matrix D beschreiben:

;)= Dalxy) mit DD*=1=D"D. (11.2.102)
l

Die Umkehrung lautet dann

x5) =Y _(D)ulen) ZD,,lgol (11.2.103)

l
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Es seien nun o, a; die zur Basis |¢;) gehorenden Erzeuger und Vernichter, d.h. insbesondere
gilt

o) = /" [0), (11.2.104)
womit die Darstellungen in 1. (linke Seite) und 2. Quantisierung (rechte Seite) miteinander in
Verbindung gebracht werden. Hieraus ergibt sich nun

Xi) =Y Djjley =Y Dijaf'|0). (11.2.105)
l l
Damit sind die zur Basis |x;) gehorenden Erzeuger b;" gegeben durch
ZD af, (11.2.106)
mit der Umkehrung
af =) Db/ . (11.2.107)
l
Die zugehorigen Vernichter sind die adjungierten Operatoren, also
=Y "Dym, a;=)» Djb. (11.2.108)
l l
Wichtig ist nun, daR die transformierten Operatoren b;, bf ; die gleichen (Anti-)Vertauschungs-
relationen erflillen wie die urspriinglichen a;, a7, was man leicht durch explizites Nachrechnen

uberprift. Als Beispiel betrachten wir Bosonen fur die ja [a;, a; 1] = d; gilt. Fir die transfor-
mierten Operatoren haben wir dann

[bi,bf] = > DuDjjlai,af] = ZDlekJ ik
ik
= ZD“D;}: il (11.2.109)

da die Matrix D unitér ist.
Weiterhin folgt, dal? auch die Darstellungen der Ein- und Zweiteilchenoperatoren formal nicht
veréndert werden, z.B.

ho= Y (pilhlerala
75l
- Z o;i|hler) ZD b Di by,
= ZZ S01|Dnthk|<Pl>b+bk

i,k g,

ik
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wobei wir z.B. > (p;|Dji = (32; Djile;))™ = (Ixi))™ = (xs| benutzt haben. Diese Un-
abhangigkeit ist auch ein Grund, warum wir bei unserer Darstellung der zweiten Quantisierung
i.a. nicht auf die spezielle Wahl der Basis Bezug genommen haben.

Wir betrachten nun eine spezielle Basis, ndmlich die Eigenfunktionen |7) des Ortsoperators. Die
Ortsdarstellung dieser Vektoren lautet im eindimensionalen Fall® bekanntlich x,/(z) = §(z —z').
Allgemein folgt fur die Basistransformation |¢;) = > Dy;|x;) in Ortsdarstellung

oi(z) = Dyx;(x). (11.2.111)
i
FUr xo(z) = §(x — z') wird der Index j kontinuierlich:

oilz) = / do' Di(a' ) xar () = / do' Di(')o(z — o). (11.2.112)

Hieraus folgt offensichtlich
Di(z") = ¢i(z'). (11.2.113)

Die entsprechende Transformation b = 3=, Dj;a;" der Erzeuger wird zu®
v () =) ¢j(x)a] (11.2.114)
i

und deshalb
() = 3 ¢i(@)a;. (11.2.115)

Die Operatoren ¥ (z) und ¥ (z) bezeichnet man als Feldoperatoren. Sie erfiillen dieselben
(Anti-)Vertauschungsrelationen wie die urspriinglichen Operatoren:

[b(z),¥(z)]e = [@7(2),9"(2")]e =0,
[Y(z), T (z")]: = o(z—2') (11.2.116)

fir Fermionen (+) und Bosonen (—). Die Darstellung der Ein- und Zweiteilchenoperatoren
durch Feldoperatoren lautet

ho= / dz v (2)h(2)0 () (11.2.117)

v o= % / d / da' v ()0t &)V (o, ) )o(z)  (11.2.118)

8Wir beschranken uns im folgenden aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf den eindimensionalen Fall. Die Ver-
allgemeinerung ist dabei immer offensichtlich.
9Konventionell bezeichnet man in diesem Fall die transformierten Operatoren mit 4+ (z), nicht b (z).
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Die Feldoperatoren haben eine einfache anschauliche Interpretation. Wie wir gesehen haben, er-
zeugt a;-" ein Teilchen im Zustand |¢;), der durch einen Satz von Quantenzahlen mit der Nummer
Jj charakterisiert ist. Analog erzeugt ) (z) ein Teilchen, daf am Punkt z lokalisiert ist. Damit
diese Interpretation konsistent ist, muf die Ortsdarstellung von ¢ (z)|0) eine auf = zentrierte
Deltafunktion ergeben. Dies ist tatsachlich der Fall:

(@4 (2)|0) = Z( z'|¢}(z)af(0) = Z% (z)(z'|a] |0)
= Z 0 (x)(z'|p;) = Z 0;(z)pi(x’) = d(xz —2').  (11.2.119)
J
Im letzten Schritt haben wir die Vollsténdigkeit der ¢; ausgenutzt.

Wir betrachten nun noch eine andere spezielle Basis, die insbesondere fiir homogene, translati-
onsinvariante und isotrope Systeme geeignet ist, namlich die Impulsdarstellung™°:

@) — k) = at|0). (11.2.120)

Bei periodischen Randbedingungen gilt

’ v |4

- - 1 Y. 1 T

(k|k'y = 6; 5 = /d?’re ET 0 hzw, =) e = 4(7), (11.2.121)
wobei die Wellenvektoren % in einem endlichen Volumen! V diskret sind. Im Kontinuums- bzw.
thermodynamischen Limes V' — oo (S0, daB N — oo und p = % konstant) haben wir zu
ersetzen

(©2,) —
_Z 27r)3/ koound o Ggp o S0k - R (11.2.122)
Wir betrachten wieder einen typischen translationsinvarianten Hamiltonoperator
- 1
H=Y TG)+5) Vi), (11.2.123)

i=1 i

wobei zusatzlich die Wechselwirkung isotrop sein soll, d.h. V (7, 7;) = V(|7 — 75]). T(j) =

2

2= = — 1 v ist die kinetische Energie des j-ten Teilchens, fur deren Matrixelemente gilt:
o o h2 h2k2 N h2k2
/T — (! 2 ! = —057 =: 7. “2124
(BITIE) = — 3 (RIV2IR) = © (R Ry = & 65 = oK)z (12124)

10per Ubergang geschieht also durch eine Fouriertransformation.
HEs ist i.a. aus dem Zusammenhang klar, ob mit V' das Volumen oder das Potential gemeint ist!
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Um die Darstellung des Operators in zweiter Quantisierung angeben zu kdnnen, bendtigen wir
noch die Matrixelemente des Wechselwirkungsterms V (7, 7') = V(|7 — r'|), die wir unter Be-
nutzung der Ortsdarstellung berechnen kénnen:

(ky, k2| V (1,2)| ], k) = ( ) /d3T1/d3T26 —ikfiiB T (7 ) etk Ttk T

= 1}2 /d3R/d3rV K —F1)-R & (K, —F1)+ i(ky —F2)-B ,— 5 Ky —F2)-+
1 3

= V d ’I‘V( ) 5k +E2,k-71+k-72
1~ -

= 7 V& ki iy (11.2.125)

mit & := %(15'1 — k- k72 + 132) und der Fourier-Transformierten

V (k) := / Brv (r)e* ™ (11.2.126)

des Zweiteilchensterms V. Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir dabei die Relativkoor-
dinate 7 und den Schwerpunkt R eingefiihrt, d.h.

1 =R — lf, (11.2.127)

=R+ —
2" "2 9

um so die Isotropie von V' ausnutzen zu konnen. Der Term §; E spiegelt die Impulser-
2

k1+E2 k’
haltung wieder: Der Impuls k1 + ko der erzeugten Teilchen ist gleich dem Impuls k_{ + kz der
vernichteten Teilchen.

Nun konnen wir explizit angeben, wie der Wechselwirkungsterm in in Impulsdarstellung in
2. Quantisierung aussieht:

Impulsdarstellung 1

1
3 Z Vijka; o aiay — 5 Z (k1k2\V\k’ k’)a~ al.c. agag

4.5kl E11E27k-i5k2
1
— + .+ B
= o > W k)5k1+k2,k 5% Y5 YR
K1,k K, K,
= 1 V(k)a® .at -azay (11.2.128)
B 2V Ugipitria .

DTk

In Abb. 11.2.4 wird eine anschauliche Interpretation der Wirkung dieses Operators in Form eines
Feynman-Diagrammes gegeben. Urspriinglich hat man zwei Teilchen mit den Impuls p'und §.
Bei deren Wechselwirkung wird der Impuls & tbertragen und nachher haben die Teilchen die
Impulse 5 — kund ¢+ k.

Somit konnen wir die Impulsdarstellung des Hamiltonoperators in 2. Quantisierung angeben:
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q+k p—k

q p

Abbildung 11.2.4: Feynman-Diagramm zur Veranschaulichung der Wechselwirkung in Impuls-
darstellung.

H=Y) ek)aia;+ 0 > V(E)a! al Lapy. (11.2.129)
B

Diese Darstellung hat zwei wesentliche Vorteile:
1. Die kinetische Energie ist diagonal.

2. Das Potential erfordert nur noch Dreifachsummen. Dies ist eine Folge der Translationsin-
varianz.

AbschlieBend wollen wir noch den Zusammenhang der Impulsoperatoren mit den Feldoperatoren
angeben. Es gilt

1 7 1 7
at = Bre* Tt (7), (P = — e kTt 11.2.130
= [#e®, e R (12.130)

Diese Beziehung kann leicht gezeigt werden (siehe Aufgabe 15) und wird spater noch ofter
benutzt.

11.2.4 Hartree-Fock-Naherung und homogenes Elektronengas

Vielteilchenprobleme sind, bis auf wenige Ausnahmen, nicht exakt 16sbar. Man ist daher auf
Né&herungsverfahren angewiesen. Eine besonders wichtige Methode ist das sogenannte Hartree-
Fock-Verfahren. Hierbei versucht man, ein System wechselwirkender Fermionen ndherungsweise
durch ein effektives Einteilchenproblem zu beschreiben. Der Methode liegt die Vorstellung zu-
grunde, daB sich jedes Teilchen in einem mittleren Einteilchenpotential'® bewegt, das durch die
anderen Teilchen (und ggfs. ein dulleres Potential) erzeugt wird. Das ein solches Bild nitzlich
sein kann, haben wir z.B. bei der storungstheoretischen Behandlung des Helium-Atoms gesehen.
Dort ergab sich als wesentlicher Effekt, daf ein Teil der Kernladung Z durch das zweite Elektron
abgeschirmt wurde und das deshalb jedes Elektron auf Grund der Anwesenheit des anderen nur
eine effektive Kernladung Zg; sieht.

2Dies bezeichnet man allgemein als Mean-Field-Naherung.
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Ausgangspunkt ist der Hamilton-Operator fiir ein N-Teilchensytem

H = Y (TG)+UG)) + ZVu

=t %75]
N h2 1
N ; <_%AJ’ + U(’?f) Ty ; V (73, 73). (1.2.131)

Dabei ist U(y) ein Einteilchenpotential. Im folgenden werden wir den Einteilchenanteil T'(j) +
U(j) mit h(j) abkirzen.
Unser Ziel ist es nun, diesen exakten Hamilton-Operator durch einen effektiven Einteilchenope-

rator
N

N
Hyp =) hur(5) =Y (T(G) + Var(j)) (11.2.132)
j=1 j=1
zu approximieren. Dabei ist das Hartree-Fock-Potential V geeignet zu bestimmen. Haben wir
einen Operator der Form (11.2.132) gefunden, so kdnnen wir seine Eigenfunktionen und die zu-
gehorigen Energien leicht angeben:

1
Vv N!

wobei die Wellenfunktionen ¢; Lésungen des Einteilchenproblems

Hyur = EY mit ¢ =

det (¢;(71)), (11.2.133)

hurp; = €jp; (11.2.134)

sind.

Es bleibt das Problem, ein geeignetes Potential Vg zu finden. Erst wenn dieses bekannt ist,
konnen wir die Einteilchenfunktionen ¢; und damit die approximative Vielteilchenfunktion 1)
bestimmen. Die grundlegende ldee besteht nun in der Erkenntnis, dal3 wir es am Ende mit einer
Slater-Determinante zu tun haben werden. Es liegt daher nahe, mit Hilfe des Variationsprinzips
die Slater-Determinante zu suchen, die die Gesamtenergie des Systems minimiert. Dazu variieren
wir den Erwartungswert des exakten Hamiltonoperators H bzgl. einer Slater-Determinante

= \/% det (i0;(7)) (11.2.135)

nach den Einteilchenwellenfunktionen:

5¢§(F)[¢|H|q’ z:: /37"<P§ ei(r )]éO. (11.2.136)

Die Einteilchenfunktionen ¢; sind dabei noch absolut beliebig. Wir haben auerdem Lagrange-
Parameter ¢; eingefiihrt, um die Normierung (¢,|¢;) = 1 der Einteilchenfunktionen als Neben-
bedingung zu berticksichtigen. Bei der Variation ist zu beachten, dal} der Real- und Imaginarteil
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als unabhangige Variablen zu betrachten sind. Statt nach diesen kann aber auch nach ¢, und ¢,
variieren. Wir betrachten hier nur die Variation nach ¢?, da die nach ¢, auf eine aquivalente
Gleichung fuhrt. Dies liegt darin begriindet, daR wir ein reellwertiges Funktional betrachten.
Erwartungswerte von Slater-Determinanten haben wir friiher schon berechnet (siehe Aufg. 14).
Es gilt:

N N N

<<I>|H|‘P>=Z<<Pj|h|<pj>+% > (oipilViewos) = > (eieilVipsen)| . (11.2.137)

j=1 2,j=1 i,j=1

Die beiden letzten Ausdriicke sind wieder der direkte Term und der Austauschterm. Wir kdnnen
nun die Variation explizit durchfiihren, wobei

= §;00(7 — 77) (11.2.138)

ZUu beachten ist:

+§; / i, / dra0} (7)) 05 (7)V (7o, 72) i (7)1 ()
_%Z/d3r1/d3r2<p;‘(F1)<p;(r3)V(F1,Fz)%(ﬁ)%(ﬁ)
Yo [ i)

= (—;—ZA + U(F)) RGES % 3y / &' (rV (7, r

——Z [ W A - caald) (12.139)

Wegen V (,r') = V (s, ) sind die erste und zweite und die dritte und vierte Summe jeweils
gleich. Weiterhin ist es zweckmaéssig, die Dichte p(7) bzw. die Dichtematrix p(7, r ) einzufihren:

p(r) =3 ;s (7); (11.2.140)

= > 6. (12.141)
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Offensichtlich ist p(7) = p(7, 7) und p*(7, ") = p(r’, 7). Mit diesen GréRen kdnnen wir nun die
Hartree-Fock-Gleichungen angeben:

R - B0t (Y (7 7
[—%A%—U(T)%—/d ' p(r )V (7, r

)| e

- / p(7, TV (7, 1) o () dPr" = €apa(P).  (11.2.142)

Hieraus konnen wir das gesuchte Hartree-Fock-Potential ablesen:

-
!

Vur = U(7) + / &' p(r\V (7, r1) — / p(7, PV (7 7). .. dPr. (11.2.143)

Hierbei ist die Wellenfunktion ¢(7), auf die Vgr angewendet wird, auch unter dem zweiten
Integral bei ... einzusetzen. Diesen Integralterm bezeichnet man als Austauschoperator. Das
Hartree-Fock-Potential ist nichtlokal, d.h. es gehen nicht nur die Werte von ¢ an der Stelle #
ein, sondern durch die Integration tiber ¢ alle 7. Diese Nichtlokalitat des Potentials ist der Preis,
den wir fiir die Reduktion auf ein Einteilchenproblem zu zahlen haben! Man rechnet im Ubrigen
leicht nach, dal} das Hartree-Fock-Potential hermitesch ist. Daraus folgt, dal die Lésungen von
(11.2.132) zu reellen ¢, fihrt und die zugehorigen Eigenfunktionen ¢, paarweise orthogonal
sind. Wir sehen also, dal3 wir diese Orthogonalitdt nicht durch weitere Lagrange-Parameter in
(11.2.136) erzwingen missen.

Wir stehen nun vor dem Problem, dal3 wir es nicht mit einem gewdhnlichen Eigenwertproblem
zu tun haben. Man darf namlich nicht vergessen, daR die Dichteoperatoren p(7) und p(7, )
in (11.2.132) selbst von den noch zu bestimmenden Eigenfunktionen ¢; abhéngen! Zur Lésung
dieses Problems benutzt man ein sogenanntes selbstkonsistentes Verfahren:

(0) Beginne mit einer Anfangsnaherung ¢;(7) (mitj =1,..., N).
(1) Berechne das Hartree-Fock-Potential Vi zu der Dichtematrix p(7, ) = > @;(F’)@j(r“).

(2) Lose die Eigenwertgleichung (T' + Vgr)pa = €apa. Diese besitzt i.a. unendlich viele
Losungen.

(3) Wahle die Funktionen zu den N niedrigsten Eigenwerten aus. Setze diese gleich ¢; () und
gehe zu Schritt (1).

Dieses Verfahren iteriert man so lange, bis Selbstkonsistenz erreicht ist, d.h. die Konvergenz
des Verfahrens. Man beachte, dafl man so nicht nur die besetzten Einteilchenpotentiale erhalt,
sondern auch die unbesetzten, d.h. eine Orthonormalbasis.
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Die Energie des Hartree-Fock-Zustandes konnen wir auch angeben:

Enr = Z(%Ih\% +5 mevw«m (i0;|Vpiei)]
(h+Z / &r' g} (7 )w(f’)) oi(F)

-3 [ VDR

Il
g
—~—
%
g

_ %Z [pieslVIpigs) — (pigilVIesei)]

i,J

N Z/d%% (Meipi(T) Z[WPHVWOD (il Vi) (11.2.144)

Bei der ersten Umformung haben wir die Doppelsummen einmal addiert und wieder subtrahiert,
bei der zweiten Umformung wurden die Hartree-Fock-Gleichungen ausgenutzt. Somit folgt fur
die Hartree-Fock-Energie:

N
1
Enr = E €6 — o E [{pipi |V ]pip;) — (pip;|V]pje:i)]  (11.2.145)
j=1 %,J

N
1
- 52 + {@jlhles)) (11.2.146)

J=

Der Beweis der zweiten Identitdt geschieht dabei analog, aber statt der Doppelsumme wird die
Einfachsumme in zwei gleiche Teile aufgespaltet, unter Verwendung von

€a = (Palhlpa) + Z ((La®jlV]eap;) — (LailVIejea)) , (11.2.147)
J

was aus den Hartree-Fock-Gleichungen durch Multiplikation mit % (7) und anschlieRender In-
tegration Uber  folgt.
Man beachte, daB8 die €; streng genommen keine Einteilchenenergien sind. Wir haben sie in
(11.2.136) als Lagrange-Parameter unserer Energiefunktion eingefiihrt, um die Nebenbedingung
der Normierung der Einteilchenfunktionen zu gewahrleisten. Es stellt sich die Frage, warum ei-
gentlich die Hartree-Fock-Energie Egr nicht gleich der Summe von Einteilchenenergien Z]. €
ist. Der Grund hierfur ist, dal} wir nicht bei unserer urspriinglichen Idee der Approximation des
exakten Hamiltonoperators H durch einen effektiven Einteilchenoperator stehengeblieben sind.
Diese Idee wurde nur Begriindung des Slater-Determinanten-Ansatzes im Variationsprinzip ver-
wendet. Im Endeffekt haben wir dann einen Einteilchenoperator erhalten, der aber selbst noch
von den zu bestimmenden Wellenfunktionen abhdngt. Die Energie E'5x aus (11.2.146) sollte da-
her besser sein als die Summe }_; &; der Einteilchenenergien ;. Das dies tatsachlich so ist, wird
in Aufgabe 14 gezeigt.
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Als Anwendung betrachten wir translationsinvariante, isotrope Systeme, d.h. mit einer Wechsel-
wirkung V (7, r') = V(|7 — '|). In diesem Fall Uberzeugt man sich, daB ebene Wellen

op(7) = \F etk (11.2.148)

Ldsungen der Hartree-Fock-Gleichungen (11.2.142) sind. Fir die Dichte und die Dichtematrix
ergibt sich

-

p(7) = N und Zem (=), (11.2.149)

Dabei ist die Summe _." nur ber die besetzten Zustande zu erstrecken. Mit der Fourierent-
wicklung

| g
= vZ:v:feq (11.2.150)
des Potentials kann man dann zeigen, daR die Einteilchenenergien durch

k>
G=5—+U+ qu ZV,;K (11.2.151)

gegeben sind. Damit ergibt sich fur die Hartree-Fock-Energie

Epp =) §k2 +NU+ o N _ VZ Z - (11.2.152)

-

Als konkretes Beispiel wollen wir ein homogenes Elektronengas betrachten. Dieses ist ein einfa-
ches Modell fuir ein Metall. Die Elektronen sind frei beweglichen in einem positiven Ladungshin-
tergrund. Man stellt sich vor, daB die positive Ladung gleichm&fRig ausgeschmiert ist, mit einer
Ladungsdichte epy = eN/V. Die Hintergrundladung liefert also einen Beitrag zum (externen)
Potential U. Das Modell wird aus naheliegenden Griinden?2 als Jellium-Modell bezeichnet.

Die Coulomb-Wechselwirkung V (7, ') =

tion

eZ
=

2 2
Vio = / P und V= T (11.2.153)
v r q
Es zeigt sich, daf der Beitrag von V;—, gerade durch die Hintergrundladung (also U') kompensiert
wird. Der Hartree-Fock-Grundzustand ergibt sich, wenn man alle Impulse k mit k < kp besetzt.
Dies bezeichnet man auch als Fermi-Kugel (siehe Abb. 11.2.5). Der Fermi-Impuls &k ist dann
durch die Bedingung N = %k% bestimmt. Sie folgt aus der Bedingung, daR innerhalb der
Fermi-Kugel genau N Zustdnde liegen. Fiigt man nun alle diese Ergebnisse zusammen, so ergibt

1B«jelly” = Gelee
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n

k

Abbildung 11.2.5: Schematische Darstellung der Fermi-Kugel: Alle Zustdnde mit & < kp sind
besetzt (n; = 1).

sich fiir die Hartree-Fock-Energie

k%2 e%kp k2 — k2. |k+kp
E = 2 - 24+ F 1 11.2.154
HF 2 w2 2 [ T n‘k—kF] ( )
k<kp k<kp
NR2 [/2.21 0.916
_ _ 11.2.155
2ma? ( r2 Ts ) ( )
= Eiin+ Eas. (11.2.156)

Der Faktor 2 riihrt davon her, daR tblicherweise der Spin der Elektronen mit berticksichtigt
wird. Neben dem Bohrschen Radius a, haben wir auch den dimensionslosen Parameter r, mit
Zriay = ¥ eingefuhrt, der ein MaR fiir den mittleren Abstand zweier Elektronen ist. Die
Hartree-Fock-Energie besteht also aus zwei Anteilen E\;, und E4s, die von der kinetischen Ener-
gie bzw. der Austauschwechselwirkung herriihren.

Die bisher dargestellten Betrachtungen sind nur ein Teil der Erkenntnisse, die man durch die Un-
tersuchung der homogenen Elektronengases in Hartree-Fock-N&herung gewinnen kann. Zunachst
kann man die Ergebnisse fir den Grundzustand noch weiter analysieren. Hierbei stof3t man auf
interessante Probleme, wie die Mdglichkeit der Bildung eines Wigner-Kristalls, d.h. eines Uber-
gangs des Elektronengases in eine kristalline Struktur bei hinreichend niedrigen Dichten und
tiefen Temperaturen. Die Untersuchungen lassen sich auch ausdehnen auf moglichen Anregun-
gen. All dies ist Gegenstand der Vorlesungen zur Festkorperphysik.

1.3 Kanonische Quantisierung eines Skalarfeldes

Im Rest der Vorlesung wollen wir uns nun mit Quantenfeldtheorien beschaftigen. Zunséchst stellt
sich die Frage, wie wir den Ubergang von einer klassischen Feldtheorie zu einer Quantenfeld-
theorie bewerkstelligen. Da wir Felder bzw. Wellenfunktionen quantisieren miissen, werden die
Methoden der 2. Quantisierung eine wesentliche Rolle spielen.

Grundsatzllich gibt es viele verschiedene Quantisierungsverfahren. Die wichtigsten sind:

1. Kanonische Quantisierung: Die kanonische Quantisierung orientiert sich stark an der Ent-
wicklung der Quantenmechanik. Es werden geeignete kanonisch-konjugierte Variablen
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(der Felder) gesucht, die dann durch Operatoren ersetzt werden, wobei die Poisson-Klammer
der klassischen Physik in den Kommutator tibergeht. Ein Problem dieses Verfahren ist, dal
die Zeit als eine ausgezeichnete Koordinate behandelt wird und das so i.a. die Lorentz-
Invarianz der quantisierten Theorie nicht gewahrleistet ist. Allerdings hat es den groRen
Vorteil, dal nur physikalische Moden quantisiert werden und so keine unphysikalischen
Zusténde entstehen. AuRerdem ist das Prinzip des Verfahrens relativ einfach, die Anwen-
dung kann aber z.B. bei nichtabelschen Eichtheorien sehr kompliziert werden.

2. Pfadintegral-Quantisierung: Diese Verfahren ist sehr elegant und ziemlich allgemein. Es
handelt sich um eine sehr intuitive Formulierung, die dazu noch mit vielen anderen Quan-
tisierungsverfahren zusammenhéngt. Die Pfadintegral-Quantisierung hat allerdings den
Nachteil, dal? die auftretenden Funktionalintegrale mathematisch manchmal etwas heikel
sind.

3. Gupta-Bleuler-Quantisierung: Dieses Verfahren ist auch als kovariante Quantisierung be-
kannt. Im Gegensatz zur kanonischen Quantisierung erhélt es die Lorentz-Invarianz der
klassischen Theorie. Allerdings werden hdufig unphysikalische Zustdnde mit negativer
Norm erzeugt. Diese bezeichnet man auch als “Geister” oder “Ghosts”.

4. BRST-Quantisierung: Diese Methode ist benannt nach den Physikern Becchi, Rouet, Sto-
ra und Tyupin. Es ist das wichtigste Quantisierungsverfahren fur Eichtheorien, erzeugt
aber auch Ghost-Zustédnde. Es besteht ein enger Zusammenhang mit der Pfadintegral-
Quantisierung.

Das physikalisch relevanteste Beispiel fir ein quantisiertes Feld ist sicherlich das elektromagne-
tische Feld. Bevor wir dieses im ndchsten Abschnitt untersuchen werden, wollen wir u.a. als
eine Art Voriberlegung das einfachare Klein-Gordon-Feld quantisieren. Die dabei gewonnenen
Erkenntnisse kommen uns spéter zu Gute. Das EM-Feld ist ja ein Vektorfeld, das der Klein-
Gordon-Gleichung genigt.

Wir betrachten daher ein reelles Skalarfeld ¢, das der freien Klein-Gordon-Gleichung

(m n m;f) $(z) =0 (11.3.1)

genligt, wobei bekanntlich O = 9,0* = c%g—; — V2 und z die Vierer-Koordinate ist. Die Glei-
chung (11.3.1) beschreibt fir reelles ¢ ein neutrales Teilchen mit Spin 0. Den Fall einer komplexen
Wellenfunktion, die geladene Teilchen beschreibt (siehe Kap. 1.3.3), birgt zusatzliche Schwierig-
keiten. Wir werden ihn spéter behandeln. Es so auRBerdem an die Lorentz-Invarianz der Gleichung
erinnert: Unter Lorentz-Transformationen z' = Az transformiert sich die Wellenfunktion geman
¢'(a') = ¢(=).

Wir treffen nun die in der Feldtheorie {ibliche Konvention und setzen & = ¢ = 1. Damit ist z.B.
2% = ct — t, me? — m etc. Die freie Klein-Gordon-Gleichung lautet dann

(O+m?)dz)=0  (113.2)
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Ist speziell V2¢ = 0, so vereinfacht sich dies zu

¢
otz

In diesem Fall reduziert sich die Klein-Gordon-Gleichung auf die Gleichung eines harmonischen
Oszillators.

Im folgenden wollen wir nun von einem reellen Feld ¢(z) ausgehen. In diesem Fall kénnen wir
¢(x) = ¢(7,t) als Auslenkung einer schwingenden Saite am Ort 7 zur Zeit ¢ interpretieren. In
Kap. 11.1 haben wir diese schon als Kontinuumslimes eines Systems gekoppelter Massenpunkte
betrachtet. Aus der Mechanik wissen wir, daB sich gekoppelte Pendel durch den Ubergang zu
Normalkoordinaten entkoppeln lassen. Dies wollen wir im folgenden tun. Dazu betrachten wir
zunachst das Feld in einem endlichen Volumen V = L3 mit periodischen Randbedingungen,
d.h. ¢(z; + L) = ¢(z;) fur j = 1,2, 3. Dann konnen wir eine (rdaumliche) Fourier-Entwicklung
vornehmen:

= —m24. (11.3.3)

1 =
Ft)=—=Y e*Tq(t). 11.3.4

Da das Feld ¢ reell ist, folgt fiir die Fourierkoeffizienten
G =4q i (11.3.5)

Die Fourierkoeffizienten sind also i.a. komplex, allerdings sind die Koeffizienten zu k und —k
nicht unabhédngig voneinander.

Aus der Periodizitat der Wellenfunktion folgt, daB e?*=(=+E) —= ¢ ynd somit e**= = 1 ist (und
analog fir die anderen Komponenten). Deshalb haben die erlaubten Wellenzahlen die Form

2T

k= 7 (Meymy,mz) Mt gy, =0,£1,42,... (11.3.6)

Fur groRRe Systeme wird der Abstand Ak, = 2{ aufeinanderfolgender Punkte immer kleiner.
Deshalb kdnnen Impulssummen in Integrale umgewandelt werden:

1 1 I? 1 5
V; = VW;AszkyAkz..._(2W)3§Ak...

(2;)3 /d3k - (113.7)

Mit Hilfe der Fourier-Transformierten folgt zunéchst

_>

V() = % 3 (=) gyt (11.3.8)
k

und daraus die Bewegungsgleichung

Gz + (K> + m?)g; =0 (11.3.9)
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fur die Fourier-Koeffizienten. Mit der Definition'* w; = +/k2? + m2 folgt, daB jeder Fourier-
Koeffizient der Gleichung eines harmonischen Oszillators genigt:

G + wiqr = 0. (11.3.10)

Wir gehen jetzt zur Hamiltonschen Formulierung tiber. Dazu setzen wir
G=px und Py =-wig, (113.12)
womit automatisch (11.3.10) erfullt ist. Nach den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ist

OH und Pk = —6—H. (1.3.12)

Gk = 7—
Opx, 0q_y

Hieraus ergibt sich furr die Energie des Skalarfeldes

1
H=)" 5 (Prp—k + Wrgkg—k) - (11.3.13)
k

Wir fihren nun die GroRen
1

1
by, = D by = k— 11.3.14
k o Wk + 1P 1], T o [Wrq & — 1Pk ( )
ein, mit denen sich die kanonischen Koordinaten und Impulse gemaR
1 . Wk
= * = —l4 — - b 11.3.1
qr N (bk+b—k)a Pk 2y, 5 (bk b—k) (11.3.15)
ausdriicken lassen. Setzt man dies in die Energiefunktion ein, so erhdlt man
B o= 305 -5 0=t = )+ S0+ B0+ )
w
=y 7’“ [beb} + 0% D]
k
= Y wibih. (11.3.16)
k

In den neuen Koordinaten ist die Hamiltonfunktion besonders einfach, insbesondere sind die
Zahlen b; b, dimensionslos.

Wir wollen nun die Theorie in Analogie zum quantenmechanischen harmonischen Oszillator
quantisieren. Dabei gehen wir vor, wie in Axiom 4 in Kap. 1.0 beschrieben: Die kanonisch-
konjugierten Grolien g und p; werden zu Operatoren, wobei die Poisson-Klammer durch den
Kommutator zu ersetzen ist™:

(Qk> Prr] = 0k 1, Q&> k'] = [P, Pr] = 0. (11.3.17)

“Da wy nur von |I_$| abhangt, schreiben wir im folgenden immer & statt k.
15Zur Erinnerung: i = 1.
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Als Konsequenz haben wir in den neuen Koordinaten ; durch den hermitesch Adjungierten b
zu ersetzen, womit sich dann die Kommutatorbeziehungen

bk, 5] = G, [brrbw] = [b7,b5] = 0 (11.3.18)

ergeben. Die zu den Koordinaten b, gehdrenden Operatoren gentigen also einer Bose-Algebra.
Wir konnen deshalb die Ergebnisse aus dem vorigen Kapitel Gibernehmen und die Zustéande
in Besetzungszahldarstellung konstruieren. Dabei entsprechen die Bose-Teilchen den Schwin-
gungsquanten. Das Vakuum |0) ist wieder durch b,|0) = 0 fir alle £ charakterisiert und einen
allgemeinen Zustand erhalten wir aus

mamay.) = [T 525 0). (11.3.19)

i nk!
Diese sind Eigenzustande des quantisierten Hamilton-Operators

H=" wb/b, (11.3.20)
k
k

da b;bk gerade der Teilchenzahloperator 7, fur die Zahl der Teilchen mit Impuls % ist. Die
zugehorige Energie ist somit E = ), wyny,. Wir haben hier die Energie so normiert, daft H|0) =
0 ist, d.h. die Grundzustandsenergie von H ist Ey = 0, die Vakuumenergie.

Wenn wir unseren bisherigen Ergebnisse (z.B. (11.3.15)) in die Ausgangsgleichungen fur die
Feldamplitude ¢(7, t) einsetzen (siehe (11.3.4)), erhalten wir den Feldoperator

1 |
7t — ik
Hr1) \/VZE © Vaa

(b (£) + b7, (1)]

1 1 ik-7 —ik-7p+
N Xk: e [e bi(t) + e~ b (t)] . (11.3.21)
Hiermit haben wir also nun explizit unsere klassische skalare Feldtheorie quantisiert, d.h. aus der
Feldamplitude ist nun ein Feldoperator geworden.
Wir wollen nun noch die Zeitabhangigkeit der Operatoren b(t) und b} (¢) explizit bestimmen.
Im Heisenberg-Bild haben wir
bi(t) = by (0)e ™ Ht, (1.3.22)

woraus folgt:

b .
z’% — by = [bg, H] = wg[bg, b b] = wiby. (11.3.23)

Diese einfache Differentialgleichung hat die Losung
bk(t) = bke_iwkt mit by := bk(O) (“324)

Analog folgt
by (t) = b ™. (11.3.25)
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Somit erhalten wir fiir das quantisierte Feld die Darstellung

1 .
Ft) = —— betkTwkt) 4 p e 11.3.26
¢(’)", ) \/‘7%: \/m [ L€ + C.|, ( )

wobei “h.c.” einer Ublichen Konvention folgend fiir das hermitesch konjugierte steht. Man kann
explizit nachprifen, dal? dieses Feld eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung darstellt.

Wir wollen uns nun die Struktur des Vakuums néher ansehen. Im klassischen Fall verschwindet
das im tiefsten Energiezustand (Vakuum), so daR wir symbolisch schreiben kdnnen®

(0" |0)jass = 0 fur alle n. (1.3.27)
Im quantenmechanischen Fall gilt offensichtlich
(0]¢|0) = 0, (11.3.28)

d.h. der Vakuumerwartungswert des Feldoperators verschwindet. Dies folgt sofort aus (0[bx|0) =
(06 10y = 0. Es gibtjedoch Nullpunktsschwankungen, denn:
2 ik pt ik T ) —ik! 7
0ig”0) = & Z 2\/W (0| [bke +bte } [bk eF 7 1 bt e |0)

&k
_ 1 Z o /Nm (11.3.29)

wobei das Integral divergiert! Wir sehen also, dal3 das Vakuum Struktur hat, denn es gibt Null-
punktsschwankungen. AuBerdem treten Divergenzen auf, die typisch fiir (relativistische) Quan-
tenfeldtheorien sind. Solche divergenten Ausdriicke haben die Physik z.B. bei der Quantenelek-
trodynamik lange beschaftigt (Stichwort “Renormierungsprobleme”).

Wir wollen an dieser Stelle noch diskutieren, warum im Gegensatz zum gewbhnlichen quanten-
mechanischen Oszillator bei uns keine Nullpunktsenergie fw bzw. Y, 1w, aufgetreten ist. Der
Grund liegt darin, daB wir beim Ubergang von den kla55|schen GroRen zu den Operatoren by, b
diese in Normalordnung gebracht haben, d.h. die Erzeuger stehen links von den Vernichtern. er
definieren daher den Normalordnungsoperator : : durch

bkb;:, T= b bk, b;:,bk = b by etc. (“330)

Man sieht, daB bei der Anwendung normalgeordneter Operatoren auf das Vakuum viele Beitrdge
verschwinden.

Explizit hatten wir die klassische Hamiltonfunktion H = )", wibibe (vgl. (11.3.16)) abgeleitet
und dann die Ersetzung durch Operatoren vorgenommen. Diese waren also schon in Normalord-
nung. Waren wir stattdessen von der dquivalenten Darstellung

w * *
H=Y" Ek(bkbk + biby) (11.3.31)
k

BWir benutzen hier die quantenmechanische Notation, um einen Sachverhalt der klassischen Physik darzustellen!
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ausgegangen und hétten hier die b5, durch Operatoren ersetzt, so hédtten wir als Hamiltonoperator
We 1

erhalten, also einschlieflich der Nullpunktsenergie ), “. Dieses Beispiel zeigt explizit, wie
sich durch Normalordnung gewisse Divergenzen vermeiden lassen.
Wir wollen nun den Impuls P des quantisierten Feldes bestimmen. Dazu missen wir sein Ver-

halten unter Translationen
T@)¢(FT @) = ¢(F+a) mit T(@) =e P (11.3.33)

genauer untersuchen. Ist @ infinitesimal, so konnen wir T'(@) = 1 — i P - @ schreiben. Entwickeln
wir auch ¢(7 + @) nach Taylor bis 1. Ordnung, so folgt

(1-iP @) ¢(7) (1+3P ) = 6(7) + Vo(7) -G+ O(a?) (11.3.34)
und hieraus . ] .
i [P, o(7)] = V(7). (11.3.35)
Setzen wir das quantisierte Feld ein, so erhalten wir
— | P, bg| = R (11.3.36)

Dies legt die Form des Impulsoperators bis auf eine additive Konstante fest:

P =" kbl (11.3.37)
F

Die unbestimmte additive Konstante wurde hier zu Null gewahlt, damit P|0) = 0 gilt. Die Ei-
genzustande und -werte des Impulsoperators sind offensichtlich durch

—

Pl ng..y=> kl...,m,...) (11.3.38)
k

gegeben. Jedem durch b;cf erzeugten Quant laRt sich also der Impuls % zuordnen. Da die Energie

des Quants durch w;, = v/k2 + m?2 gegeben ist, kann man m als seine Ruhemasse interpretieren
(vgl. (1.2.40)).

Bisher ist tberhaupt nicht klar, warum wir bei der Quantisierung fur die Operatoren b boso-
nische Vertauschungsrelationen gefordert haben. A priori kdnnten die Quanten auch Fermionen
sein. Im folgenden wollen wir zeigen, dal} dem nicht so ist. Dies ist natiirlich eine Folge des Spin-
Statistik-Theorems: Da die Klein-Gordon-Gleichung Spin-0-Teilchen beschreibt, miissen diese
Bosonen sein. Im folgenden wollen wir dies plausibel machen. Dazu berechnen wir zundchst den
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Kommutator zweier Feldoperatoren. Dies wird uns wichtige Einblicke in die zugrundeliegende
Physik erlauben. Explizit betrachten wir daher

O(7. 1), b F’,t’ ] _ - bkei(ié-rtwkt) + b+efi(l-c’-1“fwkt),bklei(k_‘-r_;fwk/t’) +

-
!

b—l— —i(kr wklt’):|

- '-‘ )—twg (t—t') _ ] )
Z 2 G e

0 1.2 - -
— (2 )3 Im/ ];dk/dQ eik-(f"—r’)—iwk(t—t’)
™ W

i *  kdk

- - 2 2

= ey m sinvVk?2 4+ m?2T -sinkR

_ 1 / ks1n\/k2+mT(1kR

~ 8m?R V2 + m?
Beim Ubergang zur zweiten Zeilen haben wir die Kommutatoren ausgewertet. “c.c.” steht dabei
fur das komplex-konjugierte des ersten Ausdrucks in der Klammer. Im ndchsten Schritt haben wir
z—z* = 2i Imz benutzt, um den Ausdruck in Klammern durch seinen Imagindrteil auszudriicken.
Aullerdem wurde die Summation in ein Integral umgewandelt haben, wobei dieses direkt in
Kugelkoordinaten angegeben wurde. Im vierten Schritt wurde das Integral Giber den Raumwinkel
berechnet:

— e "*R) dk. (11.3.39)

/ dQetF =i t=t) _ o / sindeihreost gy — AT ok p (11.3.40)
0 kR

Im letzten Schritt schlielich haben wir den Sinus durch die komplexe Exponentialfunktion er-
setzt.

Wir werden nun die Integrale in (11.3.39) mit Hilfe der Funktionentheorie auswerten. Dazu
wollen wir den Integrationsweg schliessen. Zunéchst sehen wir, daB sich sin v/k2 + m2?T fir
|k| — oo verhalt wie 7. Daraus folgt, daB fiir R > |T| e?*% in der oberen komplexen Halbebe-
ne starker gegen Null geht, als sin v/k2 + m2T divergieren kann. Entsprechendes gilt fiir e=¢*&
in der unteren komplexen Halbebene. Wir kdnnen daher das erste Integral in (11.3.39), d.h. das
Integral mit dem Faktor e**£, durch einen Halbkreisbogen in der oberen Halbebene schliessen,
das zweite mit dem Faktor e~*% in der unteren Halbebene (siehe Abb. 11.3.1). Geht der Radius
dieser Bogen gegen Unendlich, so verschwindet der entsprechende Beitrag des Integrals und es
bleibt nur der Beitrag von der Integration langs der reellen Achse tibrig. Wir kénnen nun z.B.
den Residuensatz benutzen, um das Integral 1&dngs des geschlossenen Weges auszurechnen. Da
die Integranden in (11.3.1) analytische Funktionen sind, verschwindet dieses Integral und damit
auch das Integral langs der reellen Achse. Fiir den Fall R < |T'| funktioniert die obige Argumen-
tation nicht und wir kdnnen so keine Aussage ber den Wert des Integrals machen. Insgesamt
erhalten wir daher

=0 fur|F—7r|> |t —¢

e (11.3.41)
#0  fur|F—r| < |t -1

67, 1), 6(, 1) = {
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eikR

-ikR
g

Abbildung 11.3.1: Integrationskonturen zur Auswertung von (11.3.39).

Dieses Ergebnis kann nun folgendermaRen interpretiert werden. ¢(7, t) ist als Feldamplitude eine
physikalische GroRe. Wenn der Kommutator in (11.3.41) verschwindet, sind die beiden GrofRen
kompatibel miteinander: Wenn ¢(7, t) exakt meRbar ist, so auch ¢(+', ¢). Dies gilt genau dann,
wenn |7—r7| > [t—¢'|, also fiir Abstande |7— 7|, die in der Zeit [t —¢'| nicht durch ein Signal mit-
einander verkniipft werden konnen. Die Tatsache, dal? der Kommutator fiir raumartige Abstande
der Ereignisse (7,¢) und (r, ') verschwindet, héngt also eng mit der Kausalitat zusammen.

Hier kdonnen wir nun klaren, warum wir bei der Quantisierung bosonische Erzeuger und Ver-
nichter eingefiihrt haben. Verwendet man namlich Fermionen, d.h. {bs,b},} = 1 etc., anstelle
von [bg, bj;] = 1, s0 wire [(;5(7"’, t), o(r, t')] = 0 fur alle (7, ¢) und (+,#') und die Kausalitat ware
nicht gewahrleistet.

Wir sehen also, daR Fermi-Statistik im Falle der Klein-Gordon-Gleichung unvertréglich mit der
Kausalitdtsforderung ist. Diese ist ein wesentlicher Baustein fur das Spin-Statistik-Theorem. Ge-
nerell kann man sagen, dal fir Klein-Gordon-artige Gleichungen furr Teilchen mit Spin 0,1, 2, . ..
auf Grund der Kausalitdt die Bosestatistik erzwungen wird. Teilchen mit halbzahligem Spin
%, g, ... gentigen einer Dirac-Gleichung. Hier wird die Fermistatistik dieser Teilchen durch die
Stabilitatsforderung (Stichwort: Dirac-See) erzwungen.

11.3.1 Das geladene Skalarfeld

Wir betrachten nun den Fall eines komplexen Klein-Gordon-Feldes ¢. Aus Kapitel 1.3.3 wissen
wir, dal durch komplexe Felder geladene Spin-0-Teilchen beschrieben werden. Im Gegensatz
zu den neutralen Teilchen sind diese von ihren Antiteilchen verschieden. Zu letzteren gehort der
ladungskonjugierte Zustand (1.3.64).
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Wir zerlegen zunéchst das komplexe Feld in zwei reelle Felder ¢, und ¢, :

1 .
¢= E(le + i¢a). (11.3.42)

Da diese auch der Klein-Gordon-Gleichung gentigen, konnen wir unsere Ergebnisse fir den
reellen Fall direkt tbertragen:

ooy L 1 G) jikm | 3T —ikF
¢j(r’t)_ﬁz];\/m[bke +o07e (11.3.43)

wobei die Operatoren?’ den bosonischen Vertauschungsrelationen
B9, 08"] = 685 5 (11.3.44)

genugen. Alle anderen Kommutoren verschwinden. Es ist zweckmél3ig, neue Operatoren ein-
zufiihren:

S Y YOI +_ L ot et
Qp = 7 (bk + by, ) , o = 7 (bk iby, ) ,
1 1 + +
— (1) _ (2 + . ORI
By = 7 (bk ib; ) , £ =75 (bk + by, ) . (11.3.45)
Diese gentigen dann den Vertauschungsrelationen
[Olk, Ol;cl—,] = [IBk,/B]j;] = 5k,k’, (“346)

wobei wieder alle anderen Kommutatoren verschwinden.
Mit diesen Operatoren definieren wir nun das Vakuum |0) durch die Bedingungen

ax|0) = Bk|0) = 0. (11.3.47)
Mit Hilfe der entsprechenden Erzeuger kbnnen wir dann wie ublich unseren Hilbertraum auf-

bauen.
Energie und Impuls lassen sich nun durch die neuen Operatoren ausdriicken:

H=Y w (aga,; n ﬁgﬁ,;) , P=Yk (aga,; n ﬂ;ﬂ,;) . (11.3.48)
E E
Durch Quantisierung der Ladungsdichte p (vgl. (1.3.23)) gelangen wir zu dem Operator

Q=cY (afoz— B 6;) = e(Na — Np). (11.3.49)
:

"Die noch zeitabhingig sind!
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Man priift leicht nach, daB es sich hierbei um eine Erhaltungsgrofe handelt, da [H, Q] = 0 ist. Es
dréngt sich die Interpretation als Gesamtladung auf, wobei die a-Teilchen die Ladung +e tragen
und die B-Teilchen die Ladung —e. Genauer hat man wegen

[P.of]=kaf, [Qafl=of, [P,Q]=0, (11.3.50)

daf3 a;cf den Impuls um k und die Ladung um +-e erhoht. Entsprechende Relationen gelten fur
ﬂg, das ebenfalls den Impuls erhoht, aber die Ladung vermindert.

All diese Eigenschaften sind konsistent mit der Interpretation von o als Teilchenerzeuger und
B; als Antiteilchenerzeuger. Diese Festlegung ist willkurlich, denn die Theorie ist — bis auf das
\orzeichen bei der Ladung @ — symmetrisch in a- und g-Teilchen. AuBerdem sehen wir, dal}
natirlicherweise im Rahmen einer quantenfeldtheoretischen Beschreibung die Einteilcheninter-
pretation der Feldamplitude ¢ aufgegeben werden muf3. Diese enthalt sowohl Teilchen- als auch
Antiteilchenfelder.

I11.4 Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

Das elektromagnetische Feld bei Anwesenheit geladener Teilchen wird bekanntlich durch die
Maxwell-Gleichungen

div E = 4mp, div B = 0, (11.4.1)
. 0B _ . OE
E=-—— B=dnj+ = 11.4.2
rot 5 rot Tj + ey ( )

beschrieben, wobei wir wieder ¢ = 1 gesetzt haben.
Ladungs- und Stromdichte bilden einen Vierervektor j#, der der Kontinuitdtsgleichung

-,

" =p+divi=0 mit j#=(p,j) (11.4.3)

genugt, was bekanntlich direkt aus den Maxwell-Gleichungen folgt. Umgekehrt wird die Wir-
kung der Felder auf Teilchen der Ruhemasse mg, Geschwindigkeit ¥ und Ladung e durch die
Lorentz-Kraft

%(mﬁ) —e(E+7xB)  mit m= (11.4.4)
beschrieben.

Bevor wir nun das elektromagnetische Feld quantisieren, wollen wir zunédchst die relevanten
dynamischen Freiheitsgrade sichtbar machen. Dazu sind einige Voriberlegungen notig.

Die Felder E und B lassen sich als Komponenten eines antisymmetrischen Vierertensors 2. Stufe
auffassen:

0 -E, —E, —FE,
E, 0 -B, B,
E, B, 0 -B,
E, -B, B, 0

FH = = —F"H (11.4.5)
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dh. F% = —E; und F¥ = —€9*By, mit 4,5,k = 1,2,3 und dem total-antisymmetrischen
Tensor!® etk
Wir fuhren das Viererpotential A* = (¢, A) ein, mit

— — A’ — —_
E=-Vp-— a—, B=rotA (11.4.6)
ot
bzw.
FH — ghAY — §¥ AF, (11.4.7)

Durch die Einfihrung der Potentiale sind die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen auto-
matisch erfillt und es verbleiben nur noch die inhomogenen Gleichungen mit den Quelltermen.
Diese lassen sich nun schreiben als

0, F" = 4mj”, (11.4.8)

woraus im Ubrigen die Lorentz-Invarianz sofort ersichtlich ist. Ausgedriickt durch das Vektor-
potential lautet die Gleichung
4rj” = 0, F* = 9,0* A” — 0,0" A* = OA” — 0"(0,A"). (11.4.9)

Das Vektorpotential ist nicht eindeutig festgelegt, es besteht immer noch die Mdglichkeit von
Eichtransformationen
AP AF = AP 4 OFy (11.4.10)

mit x = x(7,t) beliebig. Da x nicht konstant ist, sondern vom Ort abh&ngen kann, handelt es
sich um eine lokale Eichtransformation. Wir kdnnen uns explizit davon tberzeugen, dal3 das
neue Viererpotential nach einer solchen lokalen Eichtransformation die Maxwell-Gleichungen
(11.4.9) erfullt:
oA’ — 8”(8MA'“) = OAY +00"x — 0" (0,A* + 0,0"x)
OA” — 9" (9,A"*) + 0"0Ox — 0"0x = 4rmj”. (1.4.11)
Die Freiheit zu Eichtransformation erlaubt es, die Potentiale moglichst geschickt zu wahlen.

Zwei Eichungen sind besonders wichtig.
Die erste Mdoglichkeit ist die sogenannte Lorentz-Eichung

8,A" = 0. (11.4.12)

Diese Bedingung ist offensichtlich lorentzinvariant. Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen
(11.4.9) vereinfachen sich in dieser Eichung zu

0AY = 475" (11.4.13)

Allerdings ist mit der Lorentz-Eichung das Potential A# immer noch nicht eindeutig festgelegt,
denn wir kdnnen noch weitere spezielle Eichtransformationen

AP AR LR mit 8,0 =0 (11.4.14)

18d.h. €tk = 1 falls (4, j, k) eine gerade Permutation von (1,2, 3), €'/% = —1 falls (4, j, k) eine ungerade Permu-
tation von (1,2, 3) und €*/* = 0 sonst.
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durchfiihren. Diese Wahl der Eichung macht es daher schwer, die wesentlichen dynamischen
Freiheitsgrade zu identifizieren.
Eine zweite Mdglichkeit ist die Strahlungseichung

divA =0, (11.4.15)

die manchmal auch als Coulomb-Eichung bezeichnet wird. Diese Eichung legt die Potentiale (bis
auf triviale Konstanten) eindeutig fest, ist aber offensichtlich nicht lorentzinvariant. Betrachten
wir eine Lorentz-Transformation A* —s A, so ist i.a. V/ - A’ # 0, d.h. das transformierte
Potential gentigt nicht der Strahlungseichung. Dieses Problem ist allerdings fiir unsere folgenden
Betrachtungen nicht schwerwiegend, denn wir kdnnen nach der Lorentz-Transformation wieder
umeichen,

AH() — A+ @M% ()  mit V- A — (v”f)2 X@)=0,  (114.16)

so dal} die Strahlungseichung wieder gilt. Dies bedeutet, dal} zwei Beobachter in verschiedenen
Lorentz-Systemen beide die Physik des elektromagnetischen Feldes in der Strahlungseichung
beschreiben konnen.

Im folgenden werden wir uns auf ein Lorentz-System beschréanken und dort die Strahlungsei-
chung V - A = voraussetzen. Explizit gilt dann

04 —V¢=4rj, —Ayp = 4mp. (11.4.17)
Wir nehmen nun an, dal die Felder quadratintegrabel sind. Bei vorgegebenen Ladungen kénnen

wir die Poisson-Gleichung l6sen und erhalten das aus der Elektrodynamik bekannte Resultat

o(7,t) = P o (11.4.18)

7=

wobei ¢(7,t) — 0 fir r — oo. Das Skalarpotential ist also durch die vorgegebene Ladungsver-
teilung vollstandig festgelegt und somit keine unabhéngige dynamische Variable.

Wir wollen nun an ein wichtiges Resultat aus der Theorie der Vektorfelder erinnern®®, das wir im
folgenden gewinnbringend anwenden wollen.

Satz: (Zerlegung von Vektorfeldern)
Jedes quadratintegrable Vektorfeld K () zerféllt eindeutig in einen longitudinalen und einen
transversalen Anteil, d.h.

K=K/+K, mit rotK;=0 und divK, =0. (11.4.19)

K| heiRt longitudinaler Anteil, K, transversaler Anteil von K.

Speziell in unserem Fall haben wir wegen div A = 0 und div B = 0

A=A, ud B=B, (11.4.20)

19Siehe z.B. das Buch Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik von S. GroBmann.
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und .
E=E+E_ mit E=-Vy¢, E, =-A (11.4.21)
Somit verbleibt
OA=4nrj, mit divA =0 (11.4.22)

als einzige dynamische Gleichung. In Strahlungseichung werden der longitudinale Anteil des
Vektorpotentials und des Skalarpotentials vollstandig aus der Beschreibung eliminiert!
Wir spalten nun das Vektorpotential in zwei Anteile auf

— - - - d37', - - -

-7

Dabei ist Ao €ine spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung (11.4.22). Es ist das durch die
Strome induzierte — und in diesem Sinne gestgelegte — Vektorpotential. Von dynamischen
Interesse ist daher nur der Anteil

A=A4Aws mit OA=0, div4d=0. (11.4.24)

Dies ist das freie transversale elektromagnetische Feld. Alle von Ladungen und Stromen indu-
zierten Anteile sind eliminiert. Nur dieses freie transversale elektromagnetische Feld stellt eine
dynamische Variable dar, die wir quantisieren konnen?.

11.4.1 Energie, Impuls, Drehimpuls von Teilchen und elektromagnetischen
Feld

Wir haben schon hervorgehoben, dal? die Maxwellgleichungen zusammen mit der Lorentzkraft
die Wechselwirkung eines elektromagnetischen Feldes mit Ladungen beschreiben. Wir wollen
im folgenden Energie, Impuls und Drehimpuls in Teilchen- und Strahlungsanteile zerlegen.
Wir betrachten nun speziell eine Ansammlung von Punktladungen. Diese werden beschrieben
durch die Ladungsdichte

p(F,t) =Y end (7 — Rn), (11.4.25)

n

wobei e,, die Ladung des n-ten Teilchens ist und R,, seine Ortskoordinate.
Die Gesamtenergie ist gegeben durch

H = Hreiichen({7n}) + Hewm, (11.4.26)
mit dem Teilchenanteil

2 . s
n nicht-relativistisch

Z" Zmnﬂ o (11.4.27)

>, @@y, relativistisch,

Hrgiichen({7n}) = {

2Dje anderen Anteile folgen z.B. aus einer quantenfeldtheoretischen Beschreibung der geladenene Teilchen.
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wobei 7, der kinetische Impuls des n-ten Teilchens ist. Der elektromagnetische Anteil ist gege-
ben durch

Hey = % &r (B* + B%) = %/d% (B2 + B} +2E. - B + B?)
— % Sr (E? + B?) - % / &Pr (Vo) -E, + % d*r (Vo) (Vo)
— 8% d3r(E§+B2)+%/d3r¢(ﬁ-EL)—8% d*r pAgp
= % d*r (B} + B?) +%/d3r ©p
— %/d?’r (Ei+B2)+%/d3r/d3r' o ,T)_pg;,t)
- & / Pr (B +B) + m (11.4.28)

3
3

Dabei haben wir zundchst das elektrische Feld in seinen longitudinalen und transversalen Anteil
aufgespalten. Dann haben wir Ej; = —V¢ ausgenutzt und beim Ubergang zur dritten Zeile in

den letzten beiden Integralen partiell integriert. Im ndchsten Schritt wurde V-E, = 0und
Ay = —4xp verwendet. SchlieRlich wurden noch (11.4.18) und (11.4.25) beriicksichtigt.

Der letzte Anteil in (11.4.28) entspricht offensichtlich der Coulombenergie unseres Teilchensy-
stems:

1 €nm
Hoos = 5 > R (11.4.29)

n,m

Wir konnen deshalb auch eine andere Aufteilung der Gesamtenergie vornehmen:
H = Hy + Hy, (11.4.30)
mit
Hr = Hrgichen({7n}) + Hoou  Und  Hgy = 8% / d*r (E1 + B?). (11.4.31)

Hry ist der Teilchenanteil, der entweder direkt aus der kinetischen Energie der Teilchen oder
ihrer Coulombenergie stammt. Hg, hat nichts mit der Anwesenheit geladener Teilchen zu tun
und stellt daher den Strahlungsanteil der Energie dar.

Wir wollen nun eine analoge Zerlegung des Impulses in einen Teilchen- und einen Strahlungs-
anteil vornehmen. Der Gesamtimpuls ist gegeben durch

. 1 L
Po=Y fut E/d% E x B. (11.4.32)



94 KAPITEL Il. QUANTENFELDTHEORIE

Wir zerlegen wieder E in Ej; und E, . Fir den Beitrag des longitudinalen Anteils gilt

1 —~ = 1 = -
— | &rEyxB = —— [ d&rVpxB
4 4T
1 [, = = 1 .
. B)=—— [ & oAA
yp d°r ¢(V x B) 47T/dr<p
1 B
= ——/d37'AA<p: —ﬂ_/d‘q’r p(7,t)A(7, t)
= Y enA(R,,t). (11.4.33)

Die Rechnung verlduft analog zu der fiir die Energie. Der Beitrag des longitudinalen Anteils
14Rt sich daher auch auf die Anwesenheit geladener Teilchen zuriickfuhren. Fiihren wir nun den
kanonischen Teilchenimpuls

- =

Pn = Tn + e A(Rp, t) (11.4.34)
ein, so erhalten wir fur den Gesamtimpuls
f_))tot = Zﬁn + PStr (“-4-35)
mit dem Strahlungsanteil
., 1 . .,
Py = — /d3r E, x B. (11.4.36)
4

Wir fiihren den kaﬁnoﬁnischen Teilchenimpuls auch in der Hamiltonfunktion ein und erhalten
Hreichen({Pn — enA(Ry})).
Fur den Gesamtdrehimpuls kdnnen wir wieder eine analoge Betrachtung durchfiihren. Wir er-
halten schliel3lich

Jot =Y (Ln+8p) + Jar (11.4.37)

n

mit L, = R,, x p,,, dem Spin S, der geladenen Teilchen und dem Strahlungsbeitrag

= 1 — —

Jo = — [ d&*r 7 x (EL X B) . (11.4.38)
4

Wir stellen uns nun vor, dal? die Wechselwirkungen ausgeschaltet wird, indem wir formal e,, = 0

setzen. Dann sind Teilchenanteil und Strahlungsanteil entkoppelt und wir gelangen so zum freien

Strahlungsfeld mit

1

Ha = o / dr (B2 + B?),  (114.39)
Y8

= 1 3 — —

Po = —[d 7«(}3L xB), (11.4.40)

— 1 — —

Ty = — [ dr7x (ELxB) (11.4.41)
4
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und

0d = o0, V-4=0, (11.4.42)
E, = -4 B =10t A. (11.4.43)

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen haben, und (1) die relevanten dynamischen Frei-
heitsgrade des elektromagnetischen Feldes bestimmt und (2) GroRen wie Energie, Impuls und
Drehimpuls in Teilchen- und Strahlungsanteile zerlegt haben, kénnen wir nun die Theorie quan-
tisieren. Wie schon erwdhnt, missen wir nur den Strahlungsanteil quantisieren. Eine Quantisie-
rung des Teilchenanteils folgt z.B. aus einer quantenfeldtheoretischen Beschreibung der gelade-
nen Teilchen.

11.4.2 Quantisierung des Strahlungsfeldes

Ausgangspunkt sind die dynamischen Gleichungen (11.4.42). Wenn wir diese mit der des Ska-
larfeldes aus Kapitel 11.3 vergleichen, also der Klein-Gordon-Gleichung (11.3.2), so sehen wir
zundchst, daf wir dort nur mit einer dynamlschen Variablen ¢ zu tun hatten. Hier treten nun zwei
dynamische Variablen auf, denn wegen V-A=0ist A= Ayps und es sind nur zwei Kom-
ponenten des Vektorpotentials frei verfiigbar. Weiterhin fehlt im Vergleich zur Klein-Gordon-
Gleichung der Massenterm m?, d.h. im Falle des elektromagnetischen Feldes ist die Masse
m = 0. Dies war zu erwarten, denn wir werden spéter sehen, dal die Schwingungsquanten des
elektromagnetischen Feldes Teilchen ohne Ruhemasse sind, die wir als Photonen interpretieren.
Das weitere Vorgehen dhnelt stark der Behandlung des Skalarfeldes. Zunédchst entwickeln wir

die Feldamplitude A nach ebenen Wellen:
4 o =
—/ ”Ze’” (¢ (11.4.44)

Dabei haben wir schon eine spezielle Normierung +/4x eingefiihrt, die spéter begriindet wird.

Da A reell ist, folgt A2 = A ;.

Da wir in Strahlungseichung arbeiten, ist div A = 0 und somit k - A; = 0. Wir kénnen daher

schreiben
=) a0, (11.4.45)

A=1,2
mit ¢z , = ¢ ;, und den reellen Einheitsvektoren e, ,, € , in der zu k senkrechten Ebene, d.h.

-

k- é,h = 0. (11.4.46)
Wir treffen aulRerdem die Konventionen

€iy=¢, ud & lé, (11.4.47)
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und zwar so, da@ ez ,, €, und k ein Rechtsdreibein bilden.  bezeichnet man auch als Polarisa-
tion. Insgesamt haben wir dann

T 4m ik -
A7 t) = ,/7 D et g (H)éx .- (11.4.48)
kA

Aus der dynamischen Gleichung 04 = 0 folgt dann
dgx+ kg, =0, (11.4.49)
also wieder die Gleichung eines harmonischen Oszillators mit der Frequenz
wy = k| = k. (11.4.50)

Wir haben also zu jedem Wellenvektor % und Polarisation A einen harmonischen Oszillator, den
wir gleich quantisieren werden. Zunéchst definieren wir wieder

P_pa=dgx UNd P, = —Wwigg, (11.4.51)

womit wir fir die Hamiltonfunktion

1
He=5" (m)p_,}’A + wgqﬁ,Aq_E’A) (11.4.52)

9

erhalten. Wir missen nun zeigen, daR dies konsistent ist, d.h. da® wir durch Einsetzen von
(ll.4.48) in (11.4.39) ebenfalls den Ausdruck (11.4.52) erhalten. Dazu berechnen wir zunéchst
E | und B:

E (7t) = _A:_,/Vzek Ez\P_ins (11.4.53)
EAX

= - 4T ik -
B = rot A=/ VZek i(k < & )4z »- (11.4.54)

1 3 2 1 3 i(k+k)7 [ > -
[y dr Bl = W d’r Z glEHe)T ( X 67,,\:) P_gA\P_gix
KN
1 — — 1 pd pd
= 9 Z EA “',,\') P i ,\p_la’,,\"smlc”',o = 9 Z ( ExCE ,\) P_gA\P_gx
E K N kAN
1
= 5 P_gAP_i x (”455)
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wobei wir im zweiten Schritt 3. [ d3re*™ = Jz,0 verwendet haben?, und analog

1 3 2 g - -
g/d r B = (k x éz,) - (K x E,A')QE,AQIE',A"SE+IQ,0

’

k2 Qg \d_fx- (11.4.56)

Wir definieren nun die Normalkoordinaten

1 .
ber = ﬁ(qu,A +iP_g ) (11.4.57)
* 1 .
A S A (11.4.58)
woraus folgt
1 *
G = A g5 bea T80, (11.4.59)
k.,
Py = 1 §(bE,A - b_k‘,)‘). (“460)
In Normalkoordinaten nimmt die Hamiltonfunktion die einfache Form
Hsr =) wib by, (11.4.61)
kA

an, wobei wir bereits die Normalordnung der Operatoren vorweggenommen haben. Wir kénnen
nun wie Ublich quantisieren, wobei wegen

[G5rs Pin] = 105 g dan (11.4.62)

die einzigen nicht-verschwindenden Kommutatoren der Bose-Operatoren durch

[bz,\,b;g,\,} = 0 mOxx (11.4.63)
gegeben sind. Aus dem Hamiltonoperator wird dann
Her =Y wib? bp,.  (114.64)
EA ’

Dies legt folgende Deutung nahe: Das freie Strahlungsfeld entspricht einem System von zwei
mal unendlich vielen Schwingungen, charakterisiert durch Wellenzahlen & und Polarisationen
A = 1,2. Jede Schwingung kann durch n , Quanten angeregt sein. Diese Quanten bezeichnen

2L AuRerdem zeigt sich in der Rechnung deutlich der Sinn der Konventionen (11.4.47).
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wir als Photonen bzw. als transversale Photonen. Wie Ublich kdnnen wir beliebige Zustéande
sukzessive durch

(b )"
[ = [ —

EA g

10) (11.4.65)

aus dem Vakuumzustand |0) mit
bz 510y =0 (11.4.66)
aufbauen, d.h. auf Grund der Normalordung auch Hg,|0) = 0. Z.B. kdnnen wir einen Ein-
Photonen-Zustand definieren durch
[1x) = b7, |0) (11.4.67)

fur den dann gilt

Photonen haben also Teilcheneigenschaften. b;cf,\ erzeugt ein Photon mit den Quantenzahlen k

und . Der zugehorige Ein-Photonen-Zustand hat die Energie wyy = wy, = |k| = k, den Impuls?
k und die Polarisation ).

Wir kdnnen nun die quantisierten Felder angeben:

- 2m 1 o o
AFt) = 4= 7. (e’k'rb~ 4 e ikTyt ) (11.4.69)
) vV k,A kA Ex)’
EA vk
By 2
Bu(t) = y|5r 2 ivkeg, (¢Fbg, — e ), (11.4.70)
EA

B (= 2m Lo ik —ik-7
B(Ft) = 1/Vzﬁ(kx ) (ek by — e bg’/\), (11.4.71)
£

mit
bpa(t) = b\ ()™, BE (t) = bF (0)e™". (114.72)

Man beachte, dal? die Felder i.a. nicht miteinander kommutieren, so daRB es keine simultane Ei-
genbasis gibt.

Wir wollen nun noch die Begriindung nachliefern, warum der Photonenimpuls durch k gegeben
ist. Dazu gehen wir vom klassischen Ausdruck (11.4.40) aus und ersetzen die auftretenden Felder

22Das werden wir gleich noch explizit zeigen!
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durch ihre Quantisierungen:

— 1 — —
Py, = — [ d*E, xB
47
1 3 L 7z i(k+k)-7
= oy d’r Z (-1) % ( i X (k% IZ,\)) € b b v
kR AN
+e i(k+E") Tb—'i’—,)\b;:?’)\: _ ez("l_l-c') ﬁb*’,)\’b;{—’,\ _ BZ(E_E;) qb,:::’)\:bk',)\)
]_ — T —
= 3 DD (G x (R xE0)) (Braba + 55,075, — Vi — 1= BE b
EAN
= Y (b b +1(1—b~b — bt bt )
- EXEA T o kA EA —kA
kA
= Y kb b, (11.4.73)
P

Dabei haben wir zunéchst die Integration ausgefiihrt, was zu Beitrdgen proportional zu 050
und é;_z , fuhrt. AuBerdem haben wir die Vertauschungsrelationen fiir die Erzeuger und Ver-
nichter verwendet. Das doppelte Kreuzprodukt € x» x (k x €, ») ergibt mit Hilfe der bekannten
Regeln der Vektoranalysis gerade EJA,,\,. Der zweite Beitrag in den Klammern in der vorletzten
Zeile verschwindet, denn

SF - %Z’?%Z’?:%Z’”%Z(‘E):“’ (11.4.74)
P
ZEbE,Ab%,A = Zkbk,\b irts Z E kA E =0, (11.4.75)
k

und analog fur den Beitrag mit den belden Erzeugern. Das Ergebnis (11.4.73) zeigt noch einmal
explizit, dal3 b;cf/\, ein Quant mit dem Impuls & erzeugt. AuRerdem folgt (wie friiher)

P|0) =0, (11.4.76)

da wir implizit die Normalordnung schon vorgenommen haben.

Die bisherigen Ergebnisse zeigen, dal3 die quantisierte elektromagnetische Theorie zu Photo-
nen fihrt, die genau die erwarteten Eigenschaften haben, insbesondere die korrekte Energie-
Impulsbeziehung wy = k. Wir wollen nun versuchen, den Spin des Photons zu bestimmen.
Zunéchst werden wir den Strahlungsdrehimpuls in einen Bahn- und einen inneren Anteil auf-
spalten, wobei wir letzteren nach der Quantisierung als Spin interpretieren wollen. Nach (11.4.41)
ist der Strahlungsdrehimpuls klassisch durch

Jar = o / d*r 7 x (EL X B) = JEam) | jisein) (11.4.77)
™
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gegeben, wobei wir die Aufteilung in Bahn- und inneren Anteil schon vorweggenommen haben.
Um diese explizit zu bestimmen, ist die Identitét

J

niitzlich, die auf Grund von div E, = 0 gilt. Wir kdnnen daher den Bahnanteil identifizieren

ah 1 I
T = ye d3rZEL,j(r X V)A;. (11.4.79)
J

Dieser Anteil hangt wegen 7 x ¥ von der Wahl des Koordinatenursprungs ab und ist deshalb als
Bahndrehimpuls zu interpretieren. Der Spinanteil ist dann gegeben durch

i 1
jétsr?zl'n) = _E/d?’reijkxjal(EJ_,lAk) (11.4.80)

bzw. .
JEP = y / BrE; x A. (11.4.81)
mw

Dieser Anteil des Drehimpulses hdngt also nur von den FeldgréRen ab und kann daher als innerer
Drehimpuls oder Spin interpretiert werden.

Wir werden nun diesen Spinanteil des Drehimpulses quantisieren. Die Rechnung verlduft analog
zur Quantisierung von Energie und Drehimpuls.

i 1 27T . k = N -"_7... _.‘*_1_‘. .'7_7__. —'_7-7-"
jétsrpm) = E V/d37' Z zvy(ek,)\ X ekl’)\l) (61": bk)\—e ik b;:)\) (sz bkl)\l +e ik bz_/)\,)

kK N

i — —
= 3 Z (€ X Eknr) (Brab—in — biabTn — biabin + bifybga + 1)
kAN

= iZ(gk,l X €2) (b o0k — Of 1br2) - (11.4.82)
k

Dieser Ausdruck ist im Gegensatz zur Energie (11.4.64) und dem Impuls (11.4.73) nicht diagonal
in den Operatoren by, by, d.h. er 1a8t sich nicht vollstandig durch die zugedrigen Teilchenzahl-
operatoren ngy = b;,bxa ausdriicken. Durch Wahl einer geeigneten Basis kdnnen wir jedoch
eine Diagonalisierung des Ausdruckes (11.4.82) erreichen. Dies gelingt durch Ubergang von li-
near polarisierten Photonen zu den zirkular polarisierten Photonen

ap = —(bE,l + ibgg), (11.4.83)
(b,;,1 — z'bl;,2), (11.4.84)

die den Vertauschungsrelationen

(05,005 ] = 55000 (11.4.85)
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mit ¢ = + genigen. ai’ erzeugt ein rechts-polarisiertes Photon, ag ein links-polarisiertes

Photon. Ersetzt man dle I|near-polar|3|erten Photonen durch zirkular- polar|3|erte so ist der Spi-
nanteil des Drehimpulses diagonal:

JEP — Zk !ag, —af ag ), (11.4.86)

wobei & := ’3 der Einheitsvektor in Bewegungsrichtung ist.
Fir die Ein- Photonen Zusténde aif |0) und a |0> fur Rechts- bzw. Linkspolarisation gilt nun:

Loy = l%a;cf+|0), (11.4.87)
_ 1.+
_|o> = —kaf_|0), (11.4.88)

woraus wir die Spinkomponente in Bewegungsrichtung erhalten:
i - @%p%im = =}, |0). (11.4.89)

Die Spinkomponente in Bewegungsrichtung ist also +1 bzw. +4. Somit ist klar, da} Photonen
nur den Spin 1 haben kdnnen. Ein Rechtsphoton besitzt Spinkomponente +1, d.h. J* = +#,
ein Linksphoton —1, also J* = —#, in Bewegungsrichtung. Auf Grund der Transversalitat der
Felder tritt die Projektion 0, die zu J* = 0 korrespondiert, auf die Bewegungsrichtung nicht auf.
Dies hangt wiederum mit der verschwindenden Ruhemasse des Photons zusammen. Bei einem
Teilchen mit my > 0 kann man immer in das Ruhesystem des Teilchens gehen und dann den
Spin in jede beliebige Richtung drehen.

11.4.3 Teilchen- vs. Wellenaspekte

Durch Quantisierung des elektromagnetischen Feldes kommt man zwangsldufig zu Photonen
und damit dem Teilchenaspekt. Wir wollen nun untersuchen, welcher Zusammenhang mit dem
klassischen Wellenbild besteht.

Zunéchst betrachten wir Zusténde | ..., ngy, . . .)x Mit

b]—:)\bk)\| ey Mg, - - >N = ’l’lk)\| ey Mg, - - >N (“490)

zu fester Teilchenzahl N = )", , ngx. Flr diese Zustdnde gilt offensichtlich

N< ey Ny - - - ‘b;:;‘)‘ ey Mgy, - - ->N = O, (“491)

da b/, bxx die Teilchenzahl um £1 andern. Da die Felder Linearkombinationen von Erzeugern
und Vernichtern sind, verschwinden ihre Erwartungswerte in Zustanden mit fester Teilchenzahl:

-,

(A)y = (E)y = (B)x = 0. (11.4.92)
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Dies bedeutet nicht, dal3 die Felder vollstdndig verschwinden, denn die Schwankungen sind von
Null verschieden. Es ist sogar (0|E2|0) = (0|B?|0) = oo. Trotzdem stellt sich die Frage, wie
wir makroskopische Felder beschreiben kdnnen, deren Feldstéarke nicht verschwindet.
Zunéchst muR man sich klarmachen, daR die oben angegeben Teilchenzahlzustdnde dann niitz-
lich sind, wenn der Teilchenaspekt des elektromagnetischen Feldes besonders hervortritt, z.B.
bei der Emission oder Absorption von Photonen, der Comptonstreuung oder dem Photoeffekt.
Auf der anderen Seite muR die quantenmechanische Beschreibung auch den klassischen Fall von
iblichen Feldern E # 0, B # 0 erfassen. Es sollte daher Zustinde geben, in denen (E), (B)
nicht verschwinden.
Solche Zustande sind die sogenannten koharenten Zustande, die manchmal auch als Glauber-
Zustande bezeichnet werden. Wir wollen diese zundchst relativ allgemein definieren und betrach-
ten daher festes & und ) und unterdriicken daher zunichst den zugehdrigen Index. Wir definieren
nun

o) = Ae"|0) (11.4.93)

mit einer (komplexen) Konstanten ¢ und der Normierung .A. Wir kdnnen den Zustand auch ex-
pliziter darstellen:

= e = 3 |>—Z i) (1.4.94)

7=0

Es handelt sich also um eine koharente Uberlagerung von Zustinden zu verschiedenen Teilchen-
zahlen j = 0,1, 2.... Die Normierungskonstante A kdnnen wir relativ einfach bestimmen:

(plp)y = A0’ |0)
= A%(0[e e el B |0) = A€l (11.4.95)

wobei wir von der ldentitat
elef = ePelelAP] (11.4.96)

Gebrauch gemacht haben, die gilt, falls [4, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0 ist.
Wir zeigen nun, da der kohdrente Zustand |¢) ein Eigenzustand des Vernichters b ist:

ble) = Abe |0) = Ae e~ he®"|0)
= Ae®" (b+ 0)|0) = c|o), (11.4.97)

wobei wir zunéchst mit e e~*" = 1 erweitert haben um dann
e he? =p+c (11.4.98)
auszunutzen. Diese Identitét sieht man folgendermal3en ein. Zunéchst definieren wir die Funktion
F(c) := e~ be?" . (11.4.99)
Fur deren Ableitung gilt
Flc) = e b, bt ]e? = et e =1, (11.4.100)



11.4. QUANTISIERUNG DES ELEKTROMAGNETISCHEN FELDES 103

Da offensichtlich f(0) = b ist, folgt f(c) = ¢+ b.
Wir haben somit gezeigt, dal3 fiir den oben definierten kohérenten Zustand gilt

blp) = clo). (11.4.101)

Man beachte, dal3 die kohdrenten Zustande Eigenzustande zu einem Operator sind, der die Teil-
chenzahl &ndert!

Die obigen Uberlegungen kénnen sofort verallgemeinert werden. Ein allgemeiner kohérenter
Zustand hat dann die Form

p) = AeTracabiag), (11.4.102)
A = e 5Twaleral’, (11.4.103)

Um eine anschauliche Interpretation der Zahlen ¢, » zu erhalten, bestimmen wir die mittlere Zahl
der Photonen mit Impuls £ und Polarisation A in einem kohérenten Zustand:

(bfbea) = (plbixbeale) = [exal? (11.4.104)

wobei wir (11.4.101) und die dazu adjungierte Beziehung (p|b{, = c}, (| ausgenutzt haben. Wir
sehen also, dal? die Koeffizienten ¢y, die mittlere Zahl der Photonen zum entsprechenden Impuls
und Polarisation bestimmen.

Wir bestimmen nun die Erwartungswerte der Felder in den kohdrenten Zustanden. Fir das Vek-
torpotential gilt:

(A) = (plA(71)|p)
27’(’ ek)\

k), + e i(F -F—kt)b:’)\) )

2 .
= ”Ze’“" ck AT ETRY o e_’(k'r_kt)). (11.4.105)

Wir betrachten nun den Spezialfall, daf nur ein Koeffizient c; » nicht verschwindet und zwar

wahlen wir speziell
[V A
=—/— —= 11.4.106
Cr,A o ovk ( )

fur ein festes & und A = 1 und cw » = 0 sonst. Hiermit erhalten wir flir die Feldstérke

-, -

(A) = —€x1— P * cos(k - 7 — kt), (11.4.107)

also eine stehende monochromatische Welle wie wir sie aus der klassischen Elektrodynamik
kennen. Fir die zugehorigen elektrischen und magnetischen Felder ergibt sich

-

(B)) = —(A) =&, Asin(k -7 — kt), (11.4.108)
(B) = rot (A) = & Asin(k - 7 — kt). (11.4.109)
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Wir konnen also tatsachlich im Rahmen der quantenfeldtheoretischen Beschreibung der Elektro-
dynamik klassische Felder konstruieren. Die entsprechenden Zusténde sind Uberlagerungen von
Zustanden zu verschiedenen Photonenzahlen, also nicht scharf in der Teilchenzahl!

Um den Ubergang zum klassischen Verhalten naher zu beleuchten, betrachten wir noch die Un-
bestimmtheit

(An)* := (p|(n — (¥))*|9) (11.4.110)
der Photonenzahl in koharenten Zustanden?®. Man erhélt fiir die relative Unschérfe
A 1
/- (11.4.111)
n (n)
d.h. die relative Unscharfe wird fir grof3e Photonenzahlen klein
an . (11.4.112)
n n—oo

Anschaulich gesprochen besagt dieses Ergebnis, dalR wir fir den Fall, da wir es mit ‘vielen’
Photonen zu tun haben, klassisches Verhalten erwarten konnen.

1.5 Quantisierung der Dirac-Gleichung

Bisher haben wir nur bosonische Feldtheorien untersucht. Durch Quantisierung der Klein-Gordon-
Gleichung sind wir zu einer quantenfeldtheoretischen Beschreibung fiir neutrale und geladene
Spin-0-Teilchen gelangt und die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes liefert eine Feld-
theorie flir masselose Spin-1-Teilchen. Die uns umgebenden Materie besteht in erster Linie aus
Protonen und Elektronen. Diese haben Spin 1/2 und sind deshalb Fermionen. Wir werden des-
halb im folgenden skizzieren, wie die Dirac-Gleichung quantisiert wird und so zu einer Quan-
tenfeldtheorie flir Spin-1/2-Teilchen gelangen.

Ausgangspunkt ist die freie Dirac-Gleichung

ih%\If = [cd@ - P+ Pmoc®| ¥ (11.5.1)

mit dem 4-Spinor W. In Kapitel 1.4.2 haben wir die Losung dieser Gleichung bestimmt:

(7, 1) = w;(p)er @™ (11.5.2)
mit
e cip =
wip@) = g o ), wsa@) = FtmeE 2], (115.3)
B, +moc2 €1/2 ’ €1/2
p+moc

Bir unterdriicken dabei wieder den Index (%, A).
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Dabei ist e; = ((1)) und & = ((1)) und die Energien

EW=E® = 1E = /c¢2p2 + m2ct, E® =E"®=_E,. (11.5.4)

Die allgemeine Losung der freien Dirac-Gleichung ist daher

U (7, 1) \/_Z,/m"c (") gy, () PT=E) (11.5.5)

mit den Entwicklungskoeffizienten bg”).
Die Quantisierung muf nun so erfolgen, daR die Antisymmetrie der Zustédnde unter Teilchenver-
tauschung und das Pauli-Verbot folgen. Wir ersetzen daher die Entwicklungskoeffizienten bg)

durch Operatoren®* Bg) mit fermionischen Antikommutatoren

{b(r) ) } = 85.00s. (11.5.6)

Alle anderen Antikommutatoren sind wieder gleich Null. Das Vakuum |0) definieren wir eben-
falls in Analogie zu unserem Vorgehen bei den bosonischen Theorien durch

2110y —
610) = 0. (11.5.7)

Wir kdnnen dann eine Basis des Hilbertraumes angeben:

)

P h =TI ()™ 1), (115.8)

p,r

wobei fur die Besetzungszahlen nur ng) = 0,1 moglich ist.
Wie friiher lassen sich alle relevanten Operatoren durch die Erzeuger und Vernichter ausdriicken.
Explizit erhalten wir:

Hamilton-Operator: H = ZE ( b(l) +b(2)+b b(3)+b(3) bl(f)+bz(f)) . (11.5.9)

Impuls: P :zz 750" b, (11.5.10)
Ladung:  Q :eZZb(”bT (11.5.11)
Helizitat: A, —Z (59700 — B2 1+ — o b0) . (115.12)

24Wie tiblich werden wir spéter auch fiir die Operatoren einfach bg) schreiben, statt Bg).
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Wenn wir den Ausdruck fiir den Hamilton-Operator naher betrachten féllt auf, daR das oben defi-
nierte Vakuum nicht der Zustand niedrigster Energie ist! Um dieses Problem zu 16sen, definieren
wir ein neues Vakuum |Vak) als den Zustand des Hilbertraumes, der die niedrigste Energie hat.
Offensichtlich ist dies der Zustand, in dem alle Einteilchen-Zustdnde mit Energie E < 0 besetzt
sind. Die Energie dieses Zustandes ist Evx = —oco. Wir verschieben daher den Energienullpunkt
und messen alle Energien relativ zu der des Vakuumzustandes |Vak).

Das weitere \orgehen ist analog zu den Uberlegungen bei der Betrachtung der Dirac-Gleichung
in 1. Quantisierung. Vernichtet man ein Elektron mit negativer Energie —E, < 0, Impus p,
Helizitdt A, und Ladung e = —|e| im Vakuum, so wird die Energie um den Betrag £, > 0 erhoht,
der Impuls @ndert sich um —p, die Helizitdt um —A, und die Ladung um —e. Die Vernichtung
eines Elektrons negativer Energie ist daher dquivalent zur Erzeugung eines Teilchens (Positrons)
mit Energie E, < 0, Impuls —p, Helizitat —A, und Ladung —e.

Formal kdnnen wir dies durch eine kanonische Transformation von den Fermionenoperatoren b,(f)
zu neuen Fermioperatoren c,(,’) erreichen, ndmlich der sogenannten Teilchen-Loch-Transformation

1) _ (1)
¢g’ = by

=5, D=, =" =¥ (115.13)
Man beachte, dal} eine solche Teilchen-Loch-Transformation nur fiir Fermionen kanonisch ist,
nicht flr Bosonen. Hierin liegt ein tieferer Grund dafir, dall die Dirac-Gleichung nicht in sinn-
voller Weise bosonisch quantisiert werden kann. Wie schon frither erwahnt, ist die Forderung
nach “Stabilitat” mitverantwortlich fir den fermionischen Teil des Spin-Statistik-Theorems.

Der Grund fur die Bezeichung “Teilchen-Loch-Transformation” ist aus (11.5.13) klar abzulesen

und zeigt sich auch bei den entsprechenden neuen Teilchenzahloperatoren ng):

=(3) _ (4) =(4) _ ®3)
s =1—nlg =1-—-n"" (11.5.14)

P —p?

wobei die sich die Operatoren fur » = 1,2 natirlich nicht andern. Mit der Hilfe der neuen
Operatoren kann man nun das neue Vakuum |Vak) in gewohnter Weise definieren:

e |Vak) = 0. (11.5.15)

Fur den Hamilton-Operator, Impuls, Ladung und Helizitdt ergeben sich folgende Darstellungen
durch die neuen Operatoren:

Hamilton-Operator: ~ H :ZZEpﬁg), (11.5.16)
I r
Impuls: P =YY #al), (115.17)
I r
Ladung: @ =eY 3 (A +al -l —al’), (1518)
D r
— h S(1) =), ~() _ =(4)
Helizitat: A, =2 > (Al —af +al —al’).  (15.19)
P
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Dabei haben wir beim Hamiltonoperator und der Ladung die divergenten Beitrdge —2 Zp E,
bzw. 2e > 1 ignoriert,
FUr den quantisierten Feldoperator erhédlt man im Heisenberg-Bild

U(rt) = \/_Z /moc 1)1)117)4—6 ”2(13)) (P Ept)

(cp vs () + ¥ v4(ﬁ)>e RO t>] (11.5.20)

mit

v1(P) = wi(p), va2(P) = wa(p), v3(P) = —wa(—p), wva(p)=ws(-p). (11.5.21)

1.6 Wechselwirkung von Teilchen mit Strahlung

Bisher haben wir nur freie Quantenfeldtheorien betrachtet. Wir werden nun Wechselwirkungen
berticksichtigen und uns dabei speziell mit dem relevanten Fall der Wechselwirkung elektroma-
gnetischer Felder mit Materie befassen.

Wir hatten friiher schon den Gesamthamiltonoperator eines Systems geladener Teilchen (z.B. ein
Atom) und der Strahlung abgeleitet:

L ez
H = Hracnen ({Fn = “A(7) } ) + Hoas + Har. (11.61)
Die Wechselwirkung zwischen Strahlung und Teilchen ist in Hrgjchen €nthalten, z.B.
. Y a- (ﬁn — gl(ﬁl)) relativistisch
HTeiIchen({n —A(7, )})Z ) . SN2 L o= . L
c >on DT (pn — §A(rn)) —edy - B(7,)| nicht-relativistisch.
(1.6.2)

Der nicht-relativistische Ausdruck ist anwendbar, wenn nur Ubergénge in atomaren Niveaus mit
|E,, — En| < moc? betrachtet werden, worauf wir uns im folgenden beschrénken wollen.
Wir nehmen nun eine weitere Aufteilung des Hamilton-Operators vor:

H=Hy,+ H', H' = H; + H, + Hj, (11.6.3)

mit dem ungestorten Anteil

2
Ho=Y [2pm"n + V(Fn)] + Heou + Hyro (11.6.4)

Dabei ist der Strahlungsanteil durch

Hsr =) wibl b, (11.6.5)
EA
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gegeben. Der Wechselwirkungsanteil H' setzt sich aus den Beitragen®

€ — o
H = —— ) b AT), (11.6.6)
r— __ % Nz .B(r
Hy = -5 3 B(#), (11.6.7)
H = i2,42(*) (11.6.8)
3 - 2m ,r'l'l U

zusammen. Bei der Umformung von Hj haben wir beriicksichtigt, da wegen A = A4, gilt
pA=A-p
Fur das weitere Vorgehen haben wir nun zwei Maglichkeiten;
a) Wir konnen das elektromagnetische Feld klassisch behandeln. Dies ist gerechtfertigt, wenn
die Energielibertrage grol3 gegen die Photonenergien und die Feldstérken groR sind. Dies
gilt z.B. fir die in der Vorlesung Quantenmechanik | behandelten homogenen Felder, den

Stark-Effekt, den Zeeman-Effekt und den Fall von Radiofeldern (d.h. kleinen Photonen-
energien).

b) Alternativ kdnnen wir den EinfluB von H' in Stérungstheorie behandeln. Dies ist gerecht-
fertigt, wenn die auftretenden Intensitaten klein sind (d.h. wenige Photonen beteiligt sind),
aber die Photonenenergie relativ grol? ist. Ein typischer Fall, bei dem diese Bedingungen
erfillt sind, ist die optische Spektroskopie von Atomen oder Molekiilen.

Im folgenden wollen wir den Fall b) betrachten. Der typische Entwicklungsparameter der Stérungs-
theorie ist dabei e? bzw. die Feinstrukturkonstante g—i R 1gm-
Als einfachsten Fall untersuchen wir nun Einphotonenprozesse. Wir nehmen an, daf auf Grund
der Wechselwirkung ein Ubergang von einem Zustand « in einen Zustand 3 stattfindet. Diese
Zustande seien Eigenzustande des nicht-wechselwirkenden Anteils Hy,. Sie lassen sich charakte-
risieren durch den Zustand p des Teilchenanteils und den Zustand {n,} des Strahlungsanteils.
Da wir uns auf Einphotonenprozesse konzentrieren wollen, geniigt zur Charakterisierung der
Zustande die Angabe der Besetzungszahl ny des entsprechenden Photonenzustandes®®. Damit

kdnnen wir Ausgangs- und Endzustand folgendermafen charakterisieren:

|a> = ‘,U,, nk)\>, ‘/8> = |/1‘I,In'k)\ + ]-> (“69)

Dabei ist in |3) fur Prozesse, bei denen das Atom ein Photon emittiert, n4, + 1 zu wahlen, und
flr Prozesse, bei denen ein Photon absorbiert wird, n;, — 1. Die Energien der Zusténde sind

B, = E,+ ) wyny, (11.6.10)
7B

E,B = Eﬂ' + Zwk,nk/’)\/ + wy. (“611)
kN

2SWir nehmen im folgenden an, daB alle Teilchen die Ruhemasse m,, = m haben.
%Die anderen Besetzungszahlen dndern sich im Laufe des Prozesses nicht und werden deshalb unterdriickt.
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E, und E, sind die Energien des Teilchenanteils vor bzw. nach dem Ubergang. Die Energie des
Strahlungsanteils dndert sich um die Energie wy, des absorbierten bzw. emittierten Photons (%, A).
Nach Fermis Goldener Regel ist die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit auf Grund der Stérung
H' gegeben durch

Warss = o |{BIE|e) * (B — B). (116.12)

Die Energieerhaltung wird durch die Delta-Funktion §( E, — Eg) sichergestellt. Somit folgt £, =
Es und daher fur die Energiednderung des Teilchensystems

>0  Absorption

.. (11.6.13)
<0 Emission.

EM,—Eu:j:wk:{

Zur Bestimmung der Ubergangsrate miissen wir also die Matrixelemente (3|H’|«) berechnen.
Dazu bendtigen wir das Vektorpotential in quantenfeldtheoretischer Sprache (vgl. (11.4.69)):

1= 2m L ik — ik
At =T i G (6% 7tz + e *b). (1.6.14)
kA
Hieraus sehen wir sofort, daR der Beitrag von Hj verschwindet:

(BHj|a) o< (B14%]a) o S (8] (b2 +bbt + b+ b+2) o) = 0. (11.6.15)

Dabei haben wir die beim Quadrieren von A auftretenden Terme nur skizziert. Die Betrage aller
vier Terme verschwinden, da sie die Photonenzahl im Zustand |a) um —2, 0 oder 42 &ndern. Da
sich die Photonenzahlen in den Zustdnden |«) und |3) aber um £1 unterscheiden, verschwinden
die entsprechenden Matrixelemente in allen Féllen. Somit bleibt also nur der Beitrag (3|H; +
H}|c) zu berechnen.

Bevor wir dies tun, betrachten wir Ubergénge in eine Gruppe B von Photonenzusténden hinein,
die in einem Energieintervall w < wy < w + dw der Breite dw um wj, herum liegen. AuRerdem
sollen die Richtungen der zugehdrigen k-Vektoren alle in einem Raumwinkelelement der GréRe
dQ, liegen. Dann folgt fiir den entsprechenden Beitrag zur Ubergangsrate unter Beriicksichti-
gung von wy = k:

2T ,
dwasp = Y [(B|H' ) 8(By — B, F w)

keB
v
= —(271')2ko /dk‘ k2 |<ﬁ‘H"a>‘2 5(E“: — EN F k) (“616)
und somit ] .
wa
0. = 4y [BH ) (11.6.17)

mitk = |E, — B,|.
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Wir berechnen nun die Matrixelemente explizit. Fiir den Beitrag von H; erhdlt man

e 2 N - e
(B|Hila) = - Z \V Ve W'y £ 1(Ekx - Pn) (em Tbea + e rbk+,,\) ITRC%Y

) :
_ o {Fa TR Absorption (11.6.18)

m F}\/ngx+1  Emission

ka

wobei .

Fl, = Y0 |(En - o) e ). (116.19)
nur noch ein Matrixelement bzg. des Teilchenanteils ist.
Eine analoge Rechnung liefert fur Hs:

o | F2 /iy Absorption
" a /", 11.6.20
(B|Halor) = mVVEk {FS\/W Emission ( )

mit
1 - k-7
2o =2 5 (0w (& pa)e ™ u). (11.6.21)

Insgesamt ergibt sich daher fiir die Ubergangsrate

dQdy ngx+1  Emission.

o Absorption
Warp _ |F, —iF2 P P (11.6.22)
27rm2

Wir wollen einige charakterische Merkmale dieses Ergebnisses diskutieren. Fir den Fall der
Emission ist die Ubergangsrate proportional zu ngx + 1. Insbesondere ist also eine spontane
Emission moglich, bei der ny , = 0 ist. Uberginge sind also auch dann méglich, wenn vorher
keine Photonen vorhanden sind. Die neue Energie des Atoms nach der Emission ist durch

E,=E,—k<BE, (11.6.23)

gegeben. Fur ng » > 0 spricht man von stimulierter Emission. Hier ist die Ubergangsrate propor-
tional zur Strahlungsintensitat.

Bei der Absorption ist die Ubergangsrate proportional zu ng,, also zur Intensitdt der Strah-
lung. Sie kann daher nur auftreten, wenn bereits Photonen vorhanden sind, die absorbiert werden
kdnnen. Die Energie des erhoht sich durch die Absorption des Photons:

Ey=E,+k>E,. (11.6.24)

FUr nicht zu kurzwelliges Licht ist die Bedingung (E ) < 1 erfillt. Dabei ist (r,) typischer-
weise von der GroRenordnung des Bohrschen Radius ao &~ 1078 cm, 5o daB (k - 7,) ~ 2 L1



1.6. WECHSELWIRKUNG VON TEILCHEN MIT STRAHLUNG 111

erfullt ist, falls die Wellenlange der Strahlung A > 10~7 cm. In diesem Falle kénnen wir in der
Gleichung fiir die F-Koeffizienten entwickeln e***™ ~ 1 4 ik - 7, und somit

Flom ) n Ba) ~ oo D En (T, (11.6.25)

wobei wir hier auf die Details der Rechnung, bei denen u.a. das Wigner-Eckart-Theorem ver-
wendet wurde, nicht eingehen wollen. Das Auftreten des Dipolmatrixelementes (r,,) zeigt, dal
der Koeffizient F, . im betrachteten Grenzfall die elektrische Dipolstrahlung liefert. Hohere Kor-
rekturen liefern dann die elektrische Quadrupolstrahlung usw. Der Beitrag von F,f,e 1kt sich
wegen

Fl ~ (on) - (k x &) (11.6.26)
als magnetische Dipolstrahlung interpretieren. Eine Abschdtzung des Verhéltnisses der Beitrage

Fie (on)'k k a

FZ,  [Bn) e A
zeigt, dal® der Anteil der elektrischen Diplostrahlung dominiert. Sukzessive ergibt sich so eine
Multipolentwicklung der Strahlung, mit der Wichtigkeit der Beitrdge:

<1 (11.6.27)

elektrische Diplostrahlung > magnetische Diplostrahlung > elektrische Quadrupolstrahlung.
(11.6.28)

Linienbreite und Lebensdauer

Wir haben gesehen, daR ein angeregtes atomares Niveau spontan zerfallen kann, obwohl keine
Strahlung vorhanden ist. Das heif3t aber, dal’ dieses Niveau nicht stabil ist und somit nicht scharf
definiert werden kann. Als Folge der endlichen Lebensdauer tritt eine Linienverbreitung auf, die
man als natiirliche Linienbreite bezeichnet.

Wir betrachten wieder den Hamiltonoperator H = Hy + H'. Es sei |A) ein Eigenzustand von H,

Hol\) = BN,  mit (\H']A) =0, (11.6.29)

wobei es sich bei £, um ein diskretes Niveau handeln soll. Es sei weiterhin Py der Projektions-
operator auf den Unterraum der Zusténde |\’') mit Energie E,.
Wir betrachten nun die Zeitentwicklung |1 (t)) eines Zustandes mit (¢ = 0)) = |A). Explizit
haben wir

[$(t)) = e |y (t = 0)) = e7|N), (11.6.30)

mit dem Zeitentwicklungsoperator _
U(t) = e *Ht, (11.6.31)

Auf Grund der Wirkung der Storung H' erwarten wir, dal} der Anfangszustand |A) im Laufe der
Zeit zerfallt. Dieser Zerfall wird beschrieben durch den Operator

U(t) = PU(t)P. (11.6.32)
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Dieser Operator kann explizit bestimmt werden. Dabei wird wesentlich die Darstellung

U(t) = _1 : dz e ™ [GT(z) — G~ ()] (11.6.33)
21 J_ oo
mit dem Resolventenoperator
1
() —
G2) = (11.6.34)

mit § — 0 verwendet. Auf die Details der Rechnung wollen wir hier nicht eingehen. Stattdessen
geben wir das Endergebnis an. N&herungsweise folgt

U(t) =~ e BT, (11.6.35)

Dabei ist E, = E, + 6E, ein Maf fur die Linienverschiebung, d.h. der natlrlichen Linienbreite.
Die Zerfallsrate &Rt sich aus dem Uberlapp des Zustandes |1(¢)) mit dem Zustand |¢(t = 0)) =
|A) ablesen. Dieser ist gegeben durch

(A (0)] = U@ = e T (11.6.36)

Der Zustand |)) zerféllt also exponentiell. Die typische Zerfallszeit des Zustandes |\) unter dem
EinfluR der Wechselwirkung H’ ist gegeben durch

1

=t (11.6.37)

T
Neben der spontanen Emission gibt es natiirlich noch andere Prozesse, die zu einer endlichen
Lebensdauer — und damit Linienbreite — betragen, inbesondere StoRe zwischen den Atomen.

Als nédchsten Schritt mifite man nun eine allgemeine Theorie fir wechselwirkende Systeme ent-
wickeln. Dies fiihrt auf die sogenannte Propagatortheorie. Der Propagator entspricht dabei der
Greenschen Funktion fir Differentialgleichung und somit eine Art Fundamentalldsung fir ein
System mit §-Wechselwirkung. AufRerdem kann er anschaulich interpretiert werden, da er die
Ausbreitung und Streuung eines Teilchens beschreibt. Auf der Basis der Propagatortheorie 1af3t
sich dann ein Formalismus fiir die Vielteilchen-Stérungstheorie entwickeln.



