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1 Einleitung

Im Rahmenvon interdisziplindren Fragestellungenspielenstochastishe Systemeeine im-
mer grévserwerdendeRolle. In den letzten Jahren sind sie erfolgreich zur Besdireibung
von biologisth motivierten Problemen (z.B. Immunologie [1], Evolution [2], Brownsde
Motoren [3]), soziologishen PhAnomenen(Meinungsbildung [1,4,5] etc.), Bérsenkursen
(.Econoptysics , siehez.B. [1,6]) und Stra¥%ewerkehr [7{9], um nur einige Anwendungen
zu nennen, herangezogerworden. Ein Grund fiv diesenErfolg ist, daVaselbst scheinbar
einfache stochastiste Systemeein erstaunlich komplexesVerhalten zeigenkénnen.

Stochastishe Systemegehdren i.a. zu den Nichtgleichgewihtssystemen. Dies madt
ihre Untersuchung zur gleichen Zeit interessan und sdwierig, denn im Gegensatzzur
Gleichgewittsphysik gibt es fiv das Nichtgleichgewidt keine ausgearleitete allgemeine
Theorie. Deshalbist ein exemplaristiesVorgehennotwendig, bei dem man ein konkretes
Modell im Detail untersucht, um daraus Réckschldsseauf das allgemeineVerhalten zu
ziehen. Ahnlich wie im Gleichgewidt ist das Verhalten niedrigdimensionaler Systeme
besonderanteressan, da hier Fluktuationen eine gro¥seBedeutungzukommt [10].

Eine wichtige Rolle unter den Nichtgleichgewiditssystemenspielendie sog., getriebe-
nen Systemé [11]. Fiv deren Verhalten ist das Wedselspielzwisten einer treibenden
Kraft und Dissipation verartwortlich. Ein Beispiel hierféy ist der Flu¥avon Sandin einer
vertikalen Rghre [12{14]. Die treibendeKraft ist dabei die Gravitation, die die Sandkbrner
bestleunigt. Auf der anderen Seite fédhren inelastishe StdYeder Kérner untereinander
oder mit den WAnden der Rghre zu Dissipation. Aus dem Bereich der Festkdrperphysik
sind dardber hinausionische Leiter [15,16] zu nennen.

In die Klasseder getriebenenSystemegehdren auch die hier im Mittelpunkt stehenden
Modelle zur Besdireibung von Stra¥euerkehr. Bber dessero®ensibtliche praktische Be-
deutung mu¥nicht viel gesagtwerden. Aus unserertAglichen Erfahrung wissenwir, da¥%
die Grenzender Belastbarkeit des Stra¥ennetzerkesbald erreicdht sind. Es sceint daher
dringend erforderlich, Methoden zur Optimierung desStra¥sewerkehrszu entwickeln. Hier-
bei kommt einfachen Modellen, z.B. bei der Verkehrsprognosegine herausragendeRolle
Zu.

Die Modellierung von Stra¥ewerkehr mit Methoden der Physik hat eine lange Tradi-
tion. Bereits in den fénfziger Jahren wurde intensiv begonnen,physikalische Modelle zur
Besdireibung von Verkehr zu ertwickeln. Dieselassensich grob in zwei Klasseneinteilen:
a) Mikroskopisthe Modelle und b) makroskopisdie Modelle.

Mikroskopisde Modelle unterscheiden zwisthen den einzelnenFahrzeugenund versu-
chen, deren Bewegungsgleibungen zu modellieren. Ein typischer Vertreter sind die sog.
Fahrzeugfolge-Mdelle [17]. Hier ist die Bestleunigung einesFahrzeugsproportional zur
Gestwindigkeitsdi®erenzzum Vordermann. Um allerdings unphysikalische E®ekté und
Unfalle zu vermeiden,mu¥zman die Reaktionszeitder Fahrer bendcksichtigen und die Pro-
portionalit Atskonstarte, die auch als Sensitivitdt bezeibinet wird, selbstzu einer Funktion
der Gestwindigkeit und desAbstandeszum Vordermannmachen. In jAngsterZeit sind vor

17.B. die Divergenz der mittleren Geschwindigkeit bei kleinen Dichten



allem sog.Optimum-Velccity-Modelle [18] untersudit worden. Hier ist nicht die Gesdwin-
digkeitsdi®erenzwisten aufeinanderfolgenderrahrzeugenausstilaggelend, sonderndie
Di®erenzder momertanen Gestwindigkeit zu einer Wunsdgestwindigkeit, die wiederum
vom Abstand zum Vordermann abhangt.

Makroskopisdhe Modelle verziditen auf eine Unterscheidung zwisden einzelnenFahr-
zeugen. Statt dessenwird eine Kontinuumsréherung durchgefdhrt. Man kommt so zu
einer Bestreibung durch kontinuierliche Gré¥enz.B. der Dichte p(z,t) und der mittle-
ren Geshwindigkeit v(z, t), die sehrstark der Hydrodynamik Ahnelt. Das erste Modell in
dieserKlasseder hydrodynamischenModelle wurde von Lighthill und Whitham [19] vor-
gestilagen. Die Zeitentwicklung der lokalen Dichte ergibt sich hier einfadh aus der Kon-
tinuit Atsgleidhuung und der Annahme, da¥der Strom .J(z,t) vollstAndig durch die lokale
Dichte p(z,t) bestimmt wird: J(z,t) = J(p(z,t)). Obwohl die Lighthill-Whitham-Theorie
in vielen Aspekten kein realistisdhesVerhalten liefert, hat siedoch zu dem wichtigen Kon-
zept der kinematischenWellen gefdhrt, die z.B. auch bei der Besdreibung von granularem
Flu¥aeine wichtige Rolle [20] spielen.

Um einerealististhere Bestireibung zu erhalten, wurde die Lighthill-Whitham-Theorie
im Laufe der Zeit durch weitere Wedselwirkungstermeergénzt. Man kommt soz.B. zum
Kerner-KonhAuser-Maell [21], dasim wesettlichen aus einer Navier-Stokes-Gleitung fv
eine kompressibleFl@ssigleit mit innerer Reibung besten.

Die oben vorgestelltenMethoden ertstammen aus dem Bereidh der klassistben Mecha-
nik. Da essich beim Stravsemerkehr um ein Vielteilchensystemhandelt, sind aber auch
Methoden aus dem Bereich der statistischen Physik angewendet worden. In erster Li-
nie wurde die Boltzmann-Gleichung berutzt, um eine mikroskopiste Begmndung fiév die
makroskopisthen Verkehrsmalelle zu gelben [22,23].

Alle Zugéngessind mit gewissenProblemenbehaftet, keiner kann alle Aspekte befrie-
digend bestireiben. Fi& Anwendungenist hAu g eine mikroskopiste Besdreibung vor-
zuziehen,da man einzelne Fahrzeugeunterscheiden m@dte, z.B. um deren Reisezeitzu
bestimmen. Die makroskopisten Modelle sind aber audch aus physikalischer Sicht unbe-
friedigend, da die Beziehung zwisden Strom und Dichte, das sog. Fundamenaldiagramm
(sieheKap. 2.2), eine Eingabegm¥seder Theorie ist. Auf der anderenSeite ist das Fun-
damertaldiagramm aber auch die wichtigste meYsbareKenngrévaeflr Stra¥sewerkehr und
sollte daher im Prinzip aus dem Modell ableitbar sein. In diesemSinne handelt es sich
um eine phAnomenologisice Theorie, die keine vollstAndige mikroskopisce Erkl Arung fiv
das Verhalten liefert. Ein weiteresProblem stellt die Tatsade dar, da¥«die Modelle recht
kompliziert sind und so nur wenig analytisch bekannt ist. Gleichzeitig sind sie aber auch
nicht besondergyut fi e+ziente Computersirulationen geeignet. Letzteresist wichtig fiv
Anwendungenim Bereich der Verkehrsprognosewenn man sehr gro¥seStra¥sennetzerke
schneller als in Echtzeit simulieren mgdte.

In den letzten Jahren sind ,moderna Methoden aus der statistischen Physik in Form
von Zellularautomaten [24] zur Besdreibung herangezogerworden. Zellularautomaten
sind dynamisde Systeme, die diskret in Raum, Zeit und Zustands\ariabler? (hier die

2Dies unterscheidet sie z.B. von diskretisierten Differentialgleichungen.



Gestwindigkeit) sind. Damit sind sie ideal filv Computersinulationen geeignet[25]. Mit
dem von Nagelund Sdredkerberg [26] vorgestilagenenModell (siehe Abschnitt 2.3) |AYat
sich z.B. mittlerw eile das gesante Autobahnnetz Deutsdlands mit bis zu 1 Millionen
Fahrzeugersdnelleralsin Echtzeit simulieren [27,28]. Damit hat man erstmalsein Modell
an der Hand, mit demim Prinzip gro¥sumige Verkehrsprognosemdglich sind.

Die obige Darstellung kann natérlich nur einen kurzen Bberblick geben. Die vor-
gestellten Modelle sind meist in vielen vershiedenenVarianten diskutiert worden. Fir
ausfhrlichere Darstellungenseideshalbauf die Literatur verwiesen[7{9, 22,29].

Obwohl die Fragestellungin ihrer Natur interdisziplindr ist, werdenhier die physikali-
schen Aspekte im Vordergrund stehen. Stra¥sewerkehr wird als ein physikalisches System
betrachtet, an dem man experimertell gewissePhAnomenebeobadtitet. Diesem@dchte man
dann mit Hilfe vontheoretisdhhen Modellensonvohl qualitativ alsauch quartitativ verstehen.
Letzteresist eine Grundvoraussetzungflr e®ektive verkehrsplanerisbe MaYsnahmen.Ein
gewisserUnterschied zur Physik besteh aber auf der experimertiellen Seite, denn hAug
ist es unmdglich, gezielte Experimerte zu machen, z.B. durch Variation der Parameter
(Dichte, H8chstgestwindigkeit etc.).

Auf der methodischen Seite stehenin vielen der hier vorgestellten Arb eiten analy-
tische Verfahrenim Vordergrund. Fér niedrigdimensionaleSystemespielen Fluktuatio-
nen eine wichtige Rolle. Mean-Field-AngAtze liefern daher hAu g keine guten Ergebnisse.
Auf Grund der intrinsischen Stochastizitat der hier untersuchten Modelle sind hochgenaue
Computersinulationen zur Bestimmung ihrer grundlegendenEigenshaften hdu g redt
aufwendig. Deshalbbestelt ein verstarkter Bedarf an exakten Aussagen.Aber selbst zu-
verlassigeanalytische Approximationen kédnnen{ geradeim Zusammenspiemit Computer-
simulationen { viele wertvolle Informationen liefern. Methodisch bestetlt deshalbbei vie-
len hier vorgestelltenArb eiten ein Zusammenhangnit meinenUntersuchungenvon hoch-
korrelierten Vielteilchensystemerder Festkdrperphysik, insbesonderedem Matrixpro dukt-
Ansatz bei Spinsystemen30{32] und Optimum-Grundzustandenvon Fermionenmalellen
[33{35]. Besondersdeutlich wird dieserZusammenhangm sog. Quantenformalisnus fi
stochastisde Systeme. Auf die Gemeinsamkiten und Unterschiedewird in Abschnitt 2.1
ausfhrlich eingegangen.

Obwohl hier die physikalischen Aspekte der Modellierung von Stra¥sewerkehr im Vor-
dergrund stehen, sei betont, da%die Modelle bereits zahlreiche praktische Anwendungen
gefundenhaben. Beispielhaft seienhier nur Simulationen desdeutsden Autobahnnetzes
[27,28] und des Stadtverkehrsin Duisburg [36] und Dallas/Fort Worth [37,38] genann.

Die vorliegendeSdirift ist in drei Themerbereide unterteilt. Die Gliederung erfolgte
nach physikalischen und methodischen Gesiditspunkten. In [lj IV] steht die analytische
Besdireibung des Nagel-Stredkerberg-Modells im Vordergrund, [V,VI] beshAftigen sich
mit dem Matrixpro dukt-Ansatz fiv stochastiste Systemeund [VI1j IX] untersuchen Pha-
sembergangein Verkehrsmalellen. Es gibt jedoch viele Querverbindungenund die meisten
der eingereititen Arb eiten kdnnen mehrerenThemerbereidhen zugeordnetwerden.



2 Grundlagen

In den folgendeAbsdnitten werdenkurz einige Punkte allgemeinerBedeutungangespro-
chen. Es geht dabei sovohl um den allgemeinenFormalismus bei der physikalisthen Be-
sdreibung, als auch um die grundlegendenexperimertellen Tatsaden aus der Verkehrs-
forschung. Sdilie¥litr wird das Nagel-Stiredkerberg-Maodell vorgestellt, dessenvarianten
in allen Arbeiten [l 1X] eineRolle spielen.

2.1 Die Mastergleic hung

Stochastishe Modelle sind i.a. durch die Bbergangsratenw(¢, ! &) von einem Zustand
¢, =fr,...,7Lgin einenZustand & = fm, ..., . gde niert. Hierbeiseibereitsvorwegge-
nommen,da¥dasbetrachtete Systemdiskret ist und aus L Gitterpl Atzen (Zellen) besteH.
Der Zustand der Zelle j werde dabei durch die Zustands\ariable 7; besdrieben. Im ein-
fachsten Falle knnendieseZustAnde durch die Besetzungszahh; charakterisiert werden.
HAuU g unterscheidet man nur zwiscen besetzten(n; = 1) und leeren(n; = 0) Zellen.
In diesemFalle hatte man esmit einem Zweizustandsmalell zu tun. Natglich sind auch
komplexereFAlle denkbar, z.B. indem man Mehrfachbesetzungerzuldvstoder Teilchen, die
noch eineninneren Freiheitsgrad (z.B. ihre Gestwindigkeit) besitzen.

Auf Grund der stochastisthen Natur der Dynamik ist eine Besdireibung des Systems
mit Hilfe einer geeignetenWahrsdeinlichkeitsverteilung sinnvoll. Die Wahrsdeinlichkeit,
das Systemzur Zeit ¢ in der Kon guration ¢ = fry,... , 7.9 zu nden, wird im folgenden
mit P(¢,,t) bezeitinet. Die zeitliche Entwicklung dieserWahrsdeinlichkeit wird fév einen
Markov-Proze¥in kontinuierlicher Zeit durch eine Mastergleichungder Form

; X X
DT wer apeni - we! 9P )

4 2

besdirieben.

DieseGleichung hat eineeinfacdhe ansdauliche Interpretation. Es handelt sich um eine
Gewinn-Verlust-Bilanz. Die erste SummeumfaXitalle Prozesse: ! ¢, bei denenZustande
& in den betrachteten Zustand ¢, Bbergehen(Gewinne), die zweite Summe dagegenalle
Prozessebei denender Zustand ¢, in einenanderenZustand ébergeh (Verluste).

Im RahmendieserArbeit steht die Untersuchung der stationaren ZustAnde stochasti-
scher Prozesseim Vordergrund, die durch die zeitunabhéngige LésungenP(¢) von (1)
gegelen sind. Aus (1) erhAlt man dann die stationdre Master-Gleichung

X
w(e! ¢)PE)=  wl! &)P@). (2)
(4 [

Die hier betrachteten Prozesseerfillen i.a. nicht die Bedingungdesdetaillierten Gleich-
gewichts bei der die Beziehung (2) fiv jeden Summandenseparat erflllt ware: w(g !
S)P(E) = w(e ! &)P(¢). Diesunterscheidet sie von Gleichgewiditssystemen. Sie lassen
sich i.a. auch nicht alsleicht ges#rte Gleichgewihtssystemeau®assenind z.B. im Rahmen
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der . linear responsé Theorie behandeln.In diesemSinnespricht man dann von Systemen
.fernab vom Gleichgewidt\ .

Um die Dynamik vollstAndig zu charakterisieren,mu¥aman angeken, in welcher Reihen-
folge die ZustAndeder einzelnendynamisden Variablen (T eilchen oder Zellen) aktualisiert
werden. Hier gibt esversdiedeneMgglichkeiten. Bei der zufallig-sequentielen (random-
saquential) Dynamik wird jeweils eine zuféllig ausgesuiate Zelle aktualisiert. Diese Dyna-
mik wird durch eine Mastergleidhung der Form (1) besdtirieben.

Neben dieser zeitkontinuierlichen Dynamik gibt es versdiedenezeitdiskrete Dynami-
ken. Hier wird ein Zeitschritt ¢! ¢+ 1 dadurch de niert, da%alle Zellen bzw. Teilchen
genaueinmal aktualisiert worden sind. Bei der parallelen Dynamik gestieht dies fiv al-
le Zellen gleichzeitig®. Daneken gibt es verstiedene Formen von geordnet-sguentielen
Dynamiken Hier wird die Aktualisierung in einer festenReihenfolge(z.B. von links nach
rechts) vorgenommen.

Die Mastergleicwung fiv die zeitdiskreten Dynamiken erhdlt man aus(1) durch Diskre-
tisierung der Zeitableitung:

X
P, t+ 1) = W(g! ¢)P(e,1) 3

1

wobeiW (! ¢)= w(e! ¢)® tdie Bbergangswhrsdeinlichkeitensindund P W !
&) = 1 benutzt wurde.

HAu g berutzt man Zellularautomaten um in einfacder Weise Nichtgleichgewihtssy-
steme zu modellieren [39,40]. Zellularautomaten sind Modelle, die in Raum, Zeit und
Zustands\ariable diskret sind*. Man kann sich dies so vorstellen, da¥zman den Raum in
Zellen unterteilt, die sich nur in endlich vielen ZustAndenbe nden kénnen.

Im folgendensoll ein kurzer Bberblick Bber densogenanten Quanten-Formalismus [41]
zur Besdireibung stochastisder Systemegegelen werden.

JederKon guration ¢ wird ein Vektor j¢i = jr1,...,7.i sozugeordnet,da¥die Menge
aller f ¢ g eine Orthonormalbasisdes Kon gurationsraumes bildet, d.h. man hat hgj¢i =
Ogie

Mit Hilfe der Gewichte P(¢,,t) de niert man nun die Zustands\ektoren

X
jpi = P, 0jel, (4)

d.h. esgilt P(¢,t) = hejP(t)i.

Mit diesenDe nitionen |AYatsich nun die Mastergleidung (1) in Form einer Schrédinger-
Gleichung in imaginarer Zeit umsdreiben:

Jip@i =M PO ©

3Eine Variante ist die Untergitter-parallele Dynamik, bei der verschiedene Untergitter nacheinander
parallel aktualisiert werden.

4Manchmal verwendet man den Begriff ,,Zellularautomat® nur fiir Modelle mit paralleler Dynamik.
Hier soll der Begriff aber etwas weiter gefafit werden.

7



mit einem stachastischen, Hamilton-OperatoA H, der i.a. nicht hermitesd ist. Er ist
durch seineMatrixelemerte in obiger Basisde niert:

hejHjei = i w(e! ¢) (6)
fiv die Au¥serdiagonaleleméee (¢, 6 &) und
X
hejHjei = w(e! &) (7
(8¢

fiv die Diagonalelemete. Man beadte, davadie Auvserdiagonaleleméa von H nicht-
positiv und alle Spaltensummengleich 0 sind. Matrizen mit diesenEigenstaften werden
aud als stechastischeMatrizen bezeitnet [42]. )

Fir stochastische Prozessedie durch homogene zeitunabhéngigeBbergangsraterzwi-
schen nAdsten Nachbarn de niert sind, |A%tsich der Hamilton-Operator H als Summe
lokaler Operatoren mit NAchst-Nadhbar-Wedselwirkung screiben [41]:

X
H = hija - (8)
j=1

Der stationAre Zustandj i deszugrundeliegenderstochastishen Prozesse&orrespon-
diert nun zum, Grundzustand desstochastisdhien Hamilton-OperatorsH mit der,, Grund-
zustandsenergie Ey = O:

HjFo = 0. 9)

Die speziellenEigensthaften von stochastistien Matrizen stellen sicher, da¥udie Realteile
der anderenEigenwerte £ von H nicht negativ sind [42]. Die Existenz des Eigenwertes
Ep = 0 folgt ausder Tatsade, d@}/z;man leicht einenlinken Eigenvektor® zu diesemEigen-
wert ‘nden kann, nAmlich h0j = .hej. Dagit lassensich Mittelw erte einer Obsenablen
A(¢) zur Zeit t ausdmdcken durch hAi(t) = A P(e,t) = A P(1)i.

Formal hat der oben vorgestellteFormalismus zur Bestireibung stochastisder Systeme
gro¥sefhnlichkeit mit dembekannten Formalismus der Quartenmedanik von Vielteilchen-
systemen.Es gibt jedoch eine Reihevon Unterschieden,auf die hier kurz hingewiesenwer-
densoll. Im Gegensatzur Quantenmedanik ist j P(t)i selbsteineWahrsdeinlichkeit (sie-
he (4)). Deshalbsind Erwartungswerte nicht durch hP(t)jAj P(t)i gegelen, sonderndurch
HOjAj P(t)i. Der stationdre Zustand entspricht zwar dem Grundzustand einesVielteilchen-
Hamiltonoperators, die zugehrige Fragestellungist jedoch etwasanders. Bei den quarten-
medanischen Problemenist man i.a. zunAchst daran interessiert,wie die Grundzustands-
energievon den Modellparametern(Kopplungskonstarten, Dichten etc.) abhAngt. Diesist
bei stochastisthhen Sytemenanders. Hier kennt man die ,, Grundzustandsenergie bereits.
Sieist 0 fir alle Werte der Systemparameter(siehe(9)). Im Vordergrundsteht deshalbdie

5Da H nicht hermitesch ist, muf man zwischen linken und rechten Eigenvektoren unterscheiden.



Beredinung von Erwartungswerten andererVariablen. Bei den hier betrachteten Modellen
ist diesi.a. der Strom im stationAren Zustand.

Im Quantenformalisnus fiv zeitlich diskrete Dynamiken fdhrt man statt eines sto-
chastishen Hamiltonoperators zwedkmAssigeneise eine Transfermatrix T ein. Fiv die
geordnet-sequetrellen Dynamikenist T ein Produkt aus lokalen Transfermatrizent; ., .
Allgemein hat die Mastergleidqiung dann die Gestalt

iP(t+ 1)i = TiP@)i, (10)

d.h. der stationdre Zustand ist geradeein Eigervektor von T zum Eigerwert 1.

2.2 Experimentelle Tatsachen aus der Verkehrsforsc hung

Im folgendenwerdenkurz einigewesetlic he empirische Beobattungen am StraYsewerkehr,
wie sieflr dasVerstAndniswichtig sind, skizziert. Ausfdhrlichere Darstellungen ndet man
z.B.in [9,43,44].

Die wichtigste Kenngrd¥sezur Charakterisierungvon Verkehrs°gissenist das sog. Fun-
damentaldiagamm. Hiermit bezeitinet man die Bezielung zwisden Fahrzeugdidite p
und dem Strom (Flu¥s) J. In der Praxis ist man nativlich an einer ,Optimierung\ des
Fundamenaldiagrammesinteressiert.

Bei kleinen Fahrzeugdiditen bewegensich die Autos nahezuwedselwirkungsfrei(Frei-
°u¥bkereid). Hier ist die Bezielung zwisden p und J linear und die Proportionalit Ats-
konstarte ist geradedie freie oder Wunsthgestiwindigkeit vqej der Autos. Bei mittleren
Dichten werdenWedselwirkungenwichtig und fdhren zu Abweichungenvom linearenVer-
halten. Der Flu¥serreidht ein Maximum und nimmt danad wieder ab. Es bilden sich
mehr und mehr Staus (gestauter Bereidh), die sdlie¥alith zum Zusammeimruch desFluYses
fédhren. Diese Bberlegungenbestimmen bereits die charakteristische Form eines Funda-
mentaldiagramms.

Abb. 1 (links) zeigt ein typisches experimentell bestimmtes Fundamenaldiagramm.
Dichte und Strom werden lokal gemessen.Jeder Punkt repraseniert die Mittelung Boer
Zeitintervalle von wenigenMinuten.

Bei der Untersudung von Verkehrsmalellen geit man bei der Bestimmung des Fun-
damertaldiagramms hAu g etwas andersvor. Man kann periodische Randbedingungen
berutzen und sodie Erhaltung der Teilchenzahlerzwingen. Damit wird die Dichte p zu ei-
ner globalenGré¥sedie durch die Wahl der Anfangsbedingungenkontrolliert werdenkann.
Natérlich kann man auch lokale Messungendurchfghren. Filr ergadische Systemeerwar-
tet man jedoch identische Ergebnisse.Im thermodynamisden Limes erhalt man dann die
idealisierte Form desFundamertaldiagrammes,wie in Abb. 1 (rechts) angedeutet. Unter
Verkehrsforstiern wird die idealisierte Form des Fundamenaldiagramms bis heute kon-
trovers diskutiert [45]. Neben einer stetig-di®erenzierbarerForm wie in Abb. 1 (rechts)
werdenhAu g Hinweiseauf einesog., Inverse-Lanbda -Form gefunden,die schematisd in
Abb. 2 dargestelltist. Das Besonderdst hier, da%/ keine eindeutigeFunktion der Dichte
ist. DiesesVerhaltenist engverknipft mit der Existenz von metastabilen Zustandenund
Hysteresee®ektennd wird in Abscnitt 5.2 ausfdhrlich diskutiert.
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Real Traffic Simulation
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Abbildung 1: links: Ein experimertelles Fundamernaldiagramm. redits: Ein Fundamen-
taldiagramm aus Monte-Carlo-Sinulationen desNaSd-Modells.
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Abbildung 2: Sdematishe Darstellung eines Fundamertaldiagramms mit , Inverser-
Lambda -Form.

Ein weiterescharakteristischesPhAnomenist die spontane Staubildung, der sog., Stau
aus dem Nichts\ . Hier erntsteht ein Stau ohne ersidhtlichen AuYsererGrund (Unfall, Bau-
stelle 0.A.) durch eine lokale Fluktuation. Bei einer hinreichend groYsenVerkehrsdidte
kann ein leichtes AbbremseneinesFahrzeugsdurch eine Kette von Bberreaktionen(nach-
folgendeFahrzeugebremsenetwas starker ab, als esidealerweisengdtig ware) dazu féhren,
da¥sdlievilit ein Auto stehenbleibt und soeinenStau ausBst. DiesesPhaAnomenist aus
Beobattungen an realemVerkehr seitlangembekannt. Ein klassistiesBeispielist in Abb.
3 gezeigt. Aus Luftb eobatitungen hat man die Trajektorien einzelnerFahrzeugeauf einer
Sdnellstra¥ebestimnt. Man erkennt deutlich den gestautenBereidh, der sich mit einer
charakteristischen Gestwindigkeit von etwa 15 km/h ertgegender Fahrtrichtung bewegt.

In letzter Zeit hat man bei Messungenan mehrspurigenStra¥serHinweiseauf die Exi-
stenz einer weiteren Phase gefunden,die man als ,,syndironisierten Verkeh bezeitinet

[47].

10



Abbildung 3: Experimertelle Beobaditung des, Stausausdem Nichts\ (aus [46]).

Verkehrsmalelle sollten in der Lage sein, die typische Form desFundamenaldiagram-
mesund das PhAnomender spontanen Staubildung zu reproduzieren. Dies ist nativlich
nur eineMinimalforderung an die Modelle. Fiv viele Anwendungenist eine mikroskopiste
Besdtireibung vorteilhaft. Aus theoretischer Sicht sind Modelle befriedigender,bei denen
nicht MeVagélsen(z.B. das Fundamertaldiagramm) Eingabeparametersind. Sdlie¥ilit
sollten die Modelle einfach gerug sein,um einesdnelle Simulation von gro¥erNetzwerken
zu ermdglichen, und °exib el gerug, um auf unterschiedliche Situationen angevandt werden
zu kénnen.

2.3 Das Nagel-Schreckenberg-Mo dell

Bei demvon Nagelund Scredkerberg (NaSd) vorgestilagenenModell [26] handelt essich

um einenprobabilistischen Zellularautomaten. Man stellt sich dabei vor, da¥die Stra¥san

Zellen einer festenLAngeunterteilt wird, die durch durch den Platzbedarf einesAutos im

dichtesten Stau festgelegtwird. Gewdhnlich setzt man die Zellenldngegleich 7.5 m. Jede
Zelle ist nun entweder leer oder durch ein Fahrzeugbesetzt. Der Zustand des Fahrzeugs
wird dabei durch seinemomertane Gestwindigkeit v; charakterisiert, die auf Grund der
Diskretheit von Raum und Zeit audh nur diskrete Werte v; = 0,1,... ,umax @annehmen
kann. Im einfachsten Fall ist die Héchstgesbwindigkeit vnax ik alle Fahrzeugegleich. Die

Zeitentwicklung einesZustandeswird durch die folgendenvier Regelnde niert, die jeweils
auf alle Fahrzeugegleichzeitig anzuvendensind (parallele Dynamik):

R1 Besdleunigung: v (t+ 1/3) = min(v;(t) + 1, vmax)
R2 Abbremsen: vi (t+ 2/3) = min(d; (t), v (t + 1/3))

11



R3 ,Trédeln : vi(t+ 1) 2 max( (t+ 2/3); 1,0) mit Wahrsdeinlichkeit p
R4 Fahren: Fahrzeug; bewegt sich v; (¢t + 1) Zellen weiter.

Hierbei bezeitinet d; (t) die Zahl der freien Zellen vor Fahrzeug, alsoden Abstand zum
Vordermann. Ein Zeitschritt ¢! ¢+ 1 erntspricht etwa einer Sekundein realer Zeit [26],
liegt alsoin der Grévzenordang der kleinsten relevanten Zeitskala, der Reaktionszeit.

Die Regeln R1{R4 haben eine einfathe ansdauliche Interpretation. R1 besdireibt
den VorwArtsdrang der Autofahrer, die versuden ihre Wunsdgesbtwindigkeit® vma zu
erreichen. Auf Grund dieser Regelgehdrt das NaSh-Modell zur Klasse der getriebenen
Systemefernab vom Gleichgewidit. Die Regel R2 dient der Vermeidungvon Unféllen.
Hierbei werden keine Antizipationse®ektebenicksichtigt, denn ein Fahrzeug bremst bei
einem zu kleinen Abstand unabhangig davon, ob der Vordermann sich vielleicht auch im
gleichen Zeitsahritt bewegt oder nicht. In dieserRegelist die Wedselwirkungzwisdenden
Fahrzeugererthalten. Die , Trédelregel R3ist fé dasstochastisthe VerhaltendesModells
verartwortlich. Hier verringert ein Fahrzeugmit der (Trddel-) Wahrsdeinlichkeit p seine
Gesdwindigkeit um eine Einheit. DieserSdritt modelliert eineVielzahl von E®ekten,die
bei realemVerkehr eine Rolle spielen,auf eine hdchst einface aber doch e®ektive Art und
Weise. In ihm spiegeltsich das nicht perfekte Fahrverhalten der Fahrer wieder, die auch
auf freier Stredke nicht konstart mit HAcstgestwindigkeit fahren. Statt dessentreten
Fluktuationen der Gestwindigkeit auf. Au%zerdembeinhaltet dieseRegelsold wichtige
E®ekte wie Bberreaktionen beim Bremsenoder verzégertes Bestileunigen. Gerade die
Modellierung der Bberreaktionen beim Bremsenist erntscheidend fér den Realisnus des
Modells, denn sie fédhren geradezum Auftreten des ,Staus aus dem Nichts\. Mu%zein
Fahrer auf Grund eineszu geringenAbstandeszum Vordermannabbremsen so kann dies
zu einer Kettenreaktion féhren. Auf Grund einer Kette von Bberreaktionenkann es bei
gendgend gro¥enVerkehrsdiditen passieren,da¥ein Fahrzeugsogar zum Stehenkommt
und damit einen spontanen Stau verursadit, indem es folgende Fahrzeugeebenfalls zum
Anhalten zwingt. Im letzten Teilsdiritt sdlie¥slit bewegensich die Fahrzeugeum die in
den Sdrritten R1{R3 bestimme neueGestwindigkeit weiter.

Die NaSd-Regelnsind minimal in dem Sinne, da¥aman kein realistisches Verhalten
(siehe Abschnitt 2.2) mehr erhdlt, wenn man eine von ihnen wegldvit. Selbst die Reihen-
folge der Regelnist wichtig. Vertaustit man z.B. R2 und R3, so gibt eskeine spontane
Staubildung mehr, da die Bberreaktionenbeim Bremsennicht mehr auftreten. In komple-
xerenSituationen, z.B. Mehrspurverkehr [48{52], ist esnativlich notwendig, den Regelsatz
um neue Regelnzu erweitern. AuY¥erdemist die Verwendung einer parallelen Dynamik
entscheidend. Fiv zufdllig-sequetielle Dynamik erhdlt man kein realististhes Verhalten

[1].

5Diese ist i.a. nicht gleich der Hochstgeschwindigkeit des Autos, sondern kann z.B. durch eine Geschwin-
digkeitsbeschrinkung gegeben sein.
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3 Analytisc he Beschreibung des NaSch-Mo dells

Zellularautomaten sind auf Grund ihrer diskreten Struktur ideal fév Computersinulatio-
nen geeignet[25]. Trotzdem sind analytische Bestreibungenaus versthiedenenGrinden
whnstensvert. Diesgilt insbesondereidy probabilistische Zellularautomaten. Auf Grund
ihrer intrinsischen StochastizitAt mu%man hier @ber sehrviele Kon gurationen mitteln, um
die Fluktuationen zu minimieren und hochgenaueMeYsergebnisseu erhalten. Zusammen
mit den anderenLimitierungen von Computersimulationen (z.B. durch nite-size-E®ekte)
madt esdieshdu g schwer, subtile E®ektezu erkennenund zu verstehen.In diesenFallen
sind exakte LAsungerbesondersviinsdensvert. Aber aud appraximativ e analytische Ver-
fahren kénnen hier wertvolle Hinweiseliefern. Beispielefidr ein e®ektives Zusammenspiel
von analytischen Methoden und Monte-Carlo-Sinulationen nden sich in den Abschnitten
5.1und 5.3.

Um die Physik desNaSt-Modells zu verstehen,wurde zunAdhst der stationAre Zustand
fiv periodiscthe Randbedingungenuntersucit. Dazu wurden in [I{l 1] versdhiedenemikro-
skopischeTheorien entwickelt. Dieseleiten sich { im Gegensatzzu phAnomenologisieen
Theorien { direkt ausder Mastergleihung fiév die mikroskopischen Zustands\ariablen ab.

Im folgendenwerden die grundlegendenideen dieserVerfahren kurz vorgestellt. Ab-
schnitt 3.4 erthAlt eine Diskussionder zugrundeliegendenPhysik, wie sie sich aus den
analytischen Ergebnissenund dem Vergleich mit Monte-Carlo-Sinulationen ableiten |AYat.

Obwohl alle Verfahrenim Prinzip auch zur Besdireibung der vollen Dynamik herange-
zogenwerdenk@nnen,wird im folgendennur der stationare Zustand betrachtet. Hier sind
die Obsenablen zeit- und auf Grund der Translationsinvarianz desstationdren Zustandes
aud ortsunabhéngig.

3.1 Die Cluster-Appro ximation

Die einfaciste mikroskopisthe Besdreibung des NaSd-Modells erhdlt man, wenn man
Korrelationen zwischen den ZustAndenbenadbarter ZellenvollstAndig vernadlAssigt. Die
zertralen Gré¥ereiner solthen Mean-Field-Theorie (MFT) sind die Wahrsdeinlichkeiten
P(7), eineZelleim Zustand 7 zu nden. Dabeiist 7 = v, wenndie Zelledurch ein Fahrzeug
mit Gesdwindigkeit v besetztist, und 7 = j 1 fik eineleereZelle.

Die P(7) lassensich im Rahmender MFT fiv beliebige Parameterverte vpyax, p und
p angelen [l]. Vergleithit man die hierausbestimmien Fundamertaldiagramme mit denen
aus Computersinulationen, so fallt auf, da¥.die MFT den FluY. deutlich unterschatzt.
Korrelationen spielendahereinewichtige Rolle. Da die MF-Fl Assezu klein sind, kann man
aud bereits qualitative Aussagendber die Natur der Korrelationen machen: Sie méAssen
zur Erhghung des Flussesbeitragen. Dies ist nur m@gglich, wenn die Wahrsdeinlichkeit,
vor einemFahrzeugeinenleerenPlatz zu nden, gegember der MF-Vorhersageerhdht ist.
Dieser E®ekt wird in Anlehnung an die Terminologie der Festkérperphysik als Teilchen-
Loch-Anziehungbezeidinet [53], [I]. Eine quartitativ e De nition wird in Abschnitt 3.4
gegeken.
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Die Cluster-Approximation ist eine systematistie Verbesserungder MFT, die kurz-
reichweitige Korrelationen zwisten den Zellen exakt berdcksichtigt [I]”. Bei der n-Cluster-
Approximation wird ein Cluster ausn benadbarten Zellenexakt behandelt. DieserCluster
wird dann auf selbstlonsisterie Weisean den Rest des Systemsangeloppelt.

Filr einennj Cluster, der ausn Zellenim Zustand ¢{"(£) = (5 (£),. .. , 7+ n; 1(£)) zur
Zeit t bestelt, kann man eine exakte Gleichung fir die Zeitentwicklung der Clusterwahr-
sdheinlichkeit P(7i(t),...,7+n; 1(t)) ableiten. Man mu¥adabei jeweils die vmax Zellen zur
linken und zur rechten diesesCluster bericksichtigen. Deren Zustand bestimmt, ob Au-
tos in den zertralen Cluster hineinfahren bzw. ihn verlassenk@nnen. Deshalb hangt der
Zustand ¢{" (¢ + 1) desCluster zur Zeit ¢ + 1 nicht nur von seinemeigenenZustand zur
t ab, sondernaud von (7j; vue (1), ..., 75 1(1)) und (754n(t), ..., T4ntvma i 2(2)). 1M
stationdren Zustand hat die Mastergleicung fir einennj Cluster die folgendeStruktur:

X
P(c',(n)) - W(C-’(n"'zvmax ) C-’(n))P(C-’(n"'ZVmax )). (11)

¢ (N+2 vmax )

Dabei ist ¢("2Vmx) = (7, ..., Tienevm ;1) Die Bbergangswahrseinlichkeiten
W (M2vmax) 1 ; (M) werden aus den Regeln R1-R4 bestimmt. Die Mastergleidung
fir einennj Cluster beinhaltet also (n + 2vmax)i Cluster-Wahrsdeinlichkeiten. In einem
translationsinvarianten stationarenZustand hAngendie Wahrsdeinlichkeiten P(¢, (t)) nicht
von j ab.

Um ausder Hierarchie von Mastergleihungen(11) fév vershiedeneClustergrdsereinen
Satz von gestilossenerGleichungenzu gewinnen,mu¥zman die (n + 2vmax )i Cluster durch
die nj Cluster-Wahrsdeinlichkeiten ausdmdcken. Dies gelt i.a. nur appraximativ. Man
faktorisiert daherin ein Produkt ausnj Clustern. Diesist in Abb. 4 fiv n = 1,2,3 und
Umax = 2 veransdaulicht.

Die Wahrsdheinlichkeit P(¢) das Systemin der Kon guration ¢ = (71,...,7.) zu
“nden, hat in der 1-Cluster-Naherungdie einfache Form

v
P(ry,...,1) = P(7). (12)
j=1

Diesentspricht geradeder Mean-Field-Theorie. Fir die 2-Cluster-Appraximation hat man
eine Faktorisierung der Form

P(r,...,7) 1 P(m1,12)P(12,13) CCCP (7, 1,7 ) P(7L, T1). (13)

Die 3-Cluster-Naherungist in Abb. 4c gra sch dargestellt.

l.a. liefert die Mastergleicung (vmax + 1)" nichtlineare Gleichungenfir die n-Cluster-
Approximation. DieseZahl kann mit Hilfe der sog. Kolmogorov-Konsistenzlkedingungen
[54] reduziert werden. Trotzdem ist eine L@sungdes Gleichungssystemg11) (mit fakto-
risierten Clusterwahrsdeinlichkeiten) nur fir relativ kleine Clustergmd/semgglich [I]. Die

"Erste Ergebnisse finden sich in [53].
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Abbildung 4: Die nj Cluster-Naherungfév a) n = 1 (d.h. Mean-Field), b) » = 2 und c)
n = 3. Gezeigtist jeweilsder zertrale nj Cluster, der auf Platz j beginrt, und alle anderen
Cluster, die in der Mastergleicwung (11) im Fall vma = 2 bemdcksichtigt werdenmissen.
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QualitAt der NAherungnimmt mit wachsendemn zu und fév n ! 1 wird dasn-Cluster-
Ergebnisexakt.

FIV vmax = 1ist allerdingsscon die 2-Cluster-Appraximation exakt [53],[l]. Dies Au¥sert
sich darin, da%alle héheren Approximationen identische Resultate liefern. Die Cluster-
wahrsdeinlichkeiten P(n;,nj+1) (mit den Besetzungszahlem;) im stationdren Zustand
sind explizit durch

P@0,0) = 1j pi P(1,0),

P(1,1) pi P(1,0), . (14)
1 h i

P(1,0)

Y
P(0,1) = % 1i  1i 4pLi p)
gegelen, mit p= 1 p. Mit Hilfe von kombinatorischen Argumenten kann man zeigen[l],
da¥«(13) und (14) den stationdren Zustand exakt besdreiben.
Mit J(p,p) = pP(1,0) erhAlt man fir den FluYa
1> p
Jpp) =5 i 1i 4p(Li p)p - (15)

Da fi\ vmax = 1 nur sehrkurzreichweitige Korrelationen existieren, liegt die Vermutung
nahe, da¥dieseauch flv vmax > 1 dominieren und deshalbdie Cluster-Approximation
gute Ergebnisseliefert. Allerdings erh@lt man flv vna = 2 sdcon fiv die 2-Cluster-
Approximation ein nichtlineares Gleichungssystemdasnur numerist geldst werdenkann.
Die mit der n-Cluster-Approximation (n = 1,... ,5) bestimmten Fundamenaldiagramme
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Abbildung 5: Vergleid von Simulationsergebnissemit der n-Cluster-Approximation (n =
1,...,5von unten nach oben) fiv das Fundamertaldiagramm fif vmax = 2 und p = 1/2.

werdenin Abb. 5 mit den Ergebnissenvon Monte Carlo Simulationen verglichen. Man
“ndet eine schnelle Konvergenzund schon fiv n = 4 ist die Di®erenzzwisthen den Simu-
lationsergebnissemund der Cluster-Approximation sehrklein.

3.2 Fahrzeug-orien tierte Mean-Field-Theorie

Die Fahrzeug-orientierteMean-Field-Theorie (car-oriented mean- eld, COMF) [l1] ist eine
andereMg@glichkeit, Korrelationen bei der analytischen Besdreibung zu bericksichtigen.

Die RegelnR1-R4 lassensich vollstAndig durch d; und v; ausdmcken. Deshalbkann
der Zustand des Systemsstatt durch Besetzungszahlen; auch durch die AbstAnde und
Geshwindigkeiten®. Eine solde Besdireibung ist bei Computersinulationen fiv kleine
Dichten sinnvoll [l], da man es dann mit einer kleineren Anzahl von Variablen { und
somit geringeremSpeicherbedarf und erhdhter Rechengeshwindigkeit { im Vergleid zur
Besetzungszahldarstellungu tun hat.

Die zertrale GréViebei COMF ist die Wahrsdeinlichkeit P,(v), da¥ein Auto mit Ge-
schwindigkeit v genaun freie Zellen vor sich ndet. Auf diese Art und Weise werden
gewissdangreichweitige Korrelationen berdcksichtigt. Das Weseitliche an COMF ist, da¥%
Korrelationen zwischenden AbstAndenvernadlassigtwerden.

FIN vmax = 1 erhAlt man aus der Mastergleicung folgendesGleichungssystem:

Po(t+ 1) = §(t) [Fo(t) + pP(D)],
Pi(t+1) = g(t)Po(t) + [by(t) + py()] Pr(t) + py(1) (1),
Pa(t+ 1) = pg(t)FPn; a(t) + [by(t) + py(O] Pu(t) + py(D) Prsa (D), (0, 2)  (16)

P
wobei g(t) = p n, 1 Ba(t) = pl1i Po(t)] die Wahrsdeinlichkeit bezeitinet, da¥ein Auto
im nAdsten Zeitschritt fahrt. &(¢t) = 1 ¢(¢) ist dann die Wahrsdeinlichkeit, da¥das

8Fiir eine vollstindige Aquivalenz mufl man noch die Position X; eines festen Fahrzeuges j = 1 angeben.
Aus X1, fd;jg und fv;g kann man dann eindeutig f ¢, bestimmen.
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Auto nicht fahrt. Als Beispiel betrachten wir die Gleichungenfiév n , 2. Da die Ge-
schwindigkeitsdi®erenzzweier Fahrzeugeh@dstens vna = 1 betrAgt, mu¥ein Abstand
von n Zellen zur Zeit t + 1 aus einem Abstand der LAngen i 1, n oder n + 1 im vori-
gen Zeitscritt hervorgegangensein. Ein Abstand n j 1 entwickelt sich in n, wenn nur
das erste Fahrzeugfahrt (das passiertmit Wahrsdeinlichkeit ¢(¢)) und das zweite Auto
im Trédelsdiritt bremst (mit Wahrsdeinlichkeit p), d.h. die Gesamwahrsdeinlichkeit fiv
diesenProzeVist pg(t) Py, 1(t). Auf Ahnliche Art erhAlt man die Wahrsdeinlichkeit, da¥a
sich der Abstand nicht Andert aus der Wahrsdeinlichkeit pg(t), da¥sbeide Autos fahren
und der Wahrsdeinlichkeit py(t), da¥beide Autos nicht fahren. Der Abstand verringert
sich um 1, wenn dashintere Auto fahrt, dasvordereaber nicht (Wahrsdeinlichkeit p¥(t)).

Dridckt man g(t) durch die P, aus, so erhdlt man ein Systemvon unendlich vielen
nichtlinearen Gleichungen. Dieseskann aber mit Hilfe von Erzeugendenfunktionergelbst
werden[ll]. F& vmax = 1 ndet man einerein exponertielle Abstands\erteilung P, = C2"
(n, 1), wobei C und z von p und p abhAngen. Fiv denFluYaJ(p, p) = pg wird dasexakte
Ergebnis(15) reproduziert.

Im Fall vmax = 2 erhdlt man zwei geloppelte Systemevom Typ (16), da man nun
zwisden P, (v = 1) und P,(v = 2) zu unterscheidenhat. Diese Systemekann man wieder
Idsen,man ndet aber nicht den exakten stationAren Zustand [l1].

3.3 Paradiesisc he Zust Ande

Ein wichtiger E®ektder parallelenDynamik ist die Existenzvon Kon gurationen, die durch
die Dynamik niemalserreicht werdenk@nnen[I11]. DieseKon gurationen bezeitinet man
als paradiesischezustande oder Garten Eden ZustAnde[55], da esfiév sie keinenVorgénger
gibt. Hat man sie einmal verlassen,so kann man nicht mehr zurdckkehren. Sie kénnen
dahernur in der Anfangskon guration auftreten. Ein einfachesBeispielim NaSd-Modell
ist in Abb. 6 gezeigt. Die Gesd&windigkeit einesFahrzeugesnspricht geradeder Zahl der
Zellen, um die essich im letzten Zeitsdritt bewegt hat. Fir die Kon guration aus Abb.

6 hei%stdas, da¥ssidh die beiden Fahrzeugeim vorherigenZeitsahritt in der gleichen Zelle
befundenhaben mi/sten.Da diesaber nicht erlaubt ist, kann sich einelokale Kon guration

wie die angegelenenicht unter der NaSt-Dynamik entwickeln.

1 2

M| M
(oo oo | 7

Abbildung 6: Ein paradiesisber Zustand im NaSd&-Modell mit vy , 2.

Solde Zustande waren in anderenModellen schon |Anger bekannt [55]. In [I11] wur-
de deren Existenz erstmals fiy analytische Rechnungen ausgemitzt. Die paradiesisben
ZustAndelassensich klassi zieren und aus dem Kon gurationsraum eliminieren. Die Fra-
ge, ob ein Zustand paradiesist ist oder nicht, |A%tsich durch die Untersuchung lokaler
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Kon gurationen ertscheiden. Fir vmax = 1 gibt eszwei lokale Garten Eden Zustande,
flN vmax = 2 sind es bereits zehn. In dem reduzierten Raum kann man dann eine ein-
fache Mean-Field-Appraximation durchfghren (paradiesischeMean-Field-Theorie, pMF).
Die Resultate der pMF stellen eine erhebliche Verbesserunggegember der einfachen MF-
Theorie dar [I11]. Bberrashienderveiseerhélt man filr vna = 1 das exakte Ergebnis (15).

3.4 Mikrosk opische Struktur des station Aren Zustandes

Wie bereits erwahnt, unterschatzt die MFT den FluYerheblidh. Die Diskrepanz wird
mit wachsendemuma grévser. Korrelationen spielen daher eine wichtige Rolle. Wie in
Kap. 3.1 erlautert, existiert eine Teilchen-Loch-Anziehung. Mathematisch |AYstsich diese
im Rahmen der 2-Cluster-Naherung fév den Fall vnax = 1 durch P(1,0) > P(1)P(0) =
p(1i p) ausdmcken. Um die Ursachender Teilchen-Loch-Anziehung zu verstehen,sind die
analytischen Verfahren sehrhilfreich.

FIN vmax = 1 sind alle vorgestellten Verfahren (2-Cluster, COMF und pMF) exakt.
Dies bedeutet, da%nur Korrelationen benahbarter Zellen wichtig sind. Besondersauf-
schlu¥areit ist die Tatsade, da¥spMF exakt ist. Es gibt daher keine ,,echten\ Korrela-
tionen, sondernderen Ursade liegt vollstAndig in der Existenz paradiesisber Zustande.
Zugleich verstelt man hiermit den Unterschied zur zufallig-sequetiellen Dynamik, bei der
bereitsdie MFT dasexakte Ergebnisliefert. In diesemFall ist der stationAre Zustand also
vollstAndig unkorreliert.

Die Situation Andert sich filr den Fall vy > 1. Hier ist pMF nicht mehr exakt®. Es
existierendaher ,edte\ Korrelationen. Dies erklart die in [I] gemadite Beobadhtung, da%
das NaSt-Modell fiv vmax = 1 und vmax > 1 qualitativ unterschiedliches Verhalten zeigt.
Auvserdemmadt esverstandlich, warum bisher eine exakte Bestimmung des stationdren
Zustandesfiv vmax > 1 nicht gelungenist.

Interessan ist auch die AbhAngigkeit der mikroskopischen Struktur des stationdren
Zustandsvom Tr@delparameterp. Um diesebesserzu verstehen,ist eshilfreich, die deter-
ministischen FAlle p = 0 und p = 1 zu untersuchen.

Fiv p = 0ist dasVerhalten vollstAndig durch den mittleren Abstand zum Vordermann
bestimmt [56]. Fév Dichten p - 1/(vmax + 1) arrangierendie Autos sich so, da¥salle
AbstAndegrésemls vma Sind. Im stationdren Zustand fahren sie daher mit der Gesdwin-
digkeit vmax. FIV Dichten p > 1/(vmax + 1) ist dies nicht mehr méglich. Hier wird die
Gestwindigkeit durch denmittleren Abstand d = SN = 1*zum Vordermannbestimnt.
Das Fundamertaldiagramm ist daher durch

(
() = Umax P TN p - 1/(vmax + 1),
1i p T p>1/(vmax + 1)

(17)

gegelen. Dabei ist zu beadhten, daYader stationare Zustand nicht eindeutig ist, sondern
durch die Anfangsbedingungbestimmt wird.

9Genausowenig ist die MFT exakt im Fall zufillig-sequentieller Dynamik.
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Fiv p = 0 gibt eskeinespontane Staubildung, denn Bberreaktionensind nicht méglich.
Das Verhalten wird durch einerein ,repulsive Wedhselwirkung zwisthen den Fahrzeugen
bestimmnt.

Der Fall p = 1 ist nicht Aquivalert zu einemModell mit HAchstgesbwindigkeit vmay i
1. Fiv diesenWert des Trédelparameterswird ein stehendesFahrzeug niemals fahren
kédnnen. Deshalbwird der Flu¥%im stationaren Zustand versdwinden, sobald ein Auto
mit Gesdwindigkeit O existiert. Dies kann auf Grund der Anfangsbedingung gestiehen
oder durch Wedselwirkungen. Allerdings existieren féy Dichten p - 1/3 und vmax > 1
metastabileZustAndemit nicht versewindendemFluYa. Soist z.B. fév p = 1/3 der Zustand
.1..1..1.. stationdr mit Flu¥aJ = 1/3. Allerdings sind dieseZustAndeinstabil unter lokalen
Stédrungen. Die Anderung der Gestwindigkeit einesFahrzeugeswuf 0 oder die Reduzierung
eines Abstandesauf 0 oder 1 gendgt, um den Flu¥szusammeibrecdhen zu lassen.

Das Verhalten fir 0 < p < 1 interpoliert zwischen diesenbeiden Grenzfallen. Beson-
dersinteressanm ist der Grenzfallp ! 0. Ein Vergleid der Ergebnissevon Monte-Carlo-
Simulationen mit den analytischen Resultaten zeigt, da¥sownvohl das COMF-Fundamerntal-
diagramm als auch jene aus der 3-Cluster-Appraximation asymptotisd exakt sind. Sdon
fir den ,realistischern Wert p = 0.1 ist die Bbereinstimmung exzellen [IV]. Die 2-Cluster-
NAherung kann dagegennicht alle Korrelationen richtig erfassen. Hier gibt es deutliche
Abweichungenim Limesp! 0.

Eine genauereUntersudung zeigt aber deutliche Unterschiede in der Qualitat von 3-
Cluster-Approximation und COMF [IV]. Es wurden starke Hinweisedarauf gefunden,da%a
die 3-Cluster-Naherung auch fiv andere MeYagél/senasymptotisch exakt ist. Bei COMF
dagegertreten bei einigen Obsenablen deutliche Abweichungenzu den Simulationsergeb-
nissenauf. So wird z.B. die Zahl der Fahrzeugemit Geshwindigkeit 1 @ber- und die
mit der Gesdwindigkeit 2 unterschétzt. Dies ist umso erstaunlicher, als die (gewidtete)
Summeaus diesenbeiden Grédvsend.h. der FluYa,richtig wiedergegebn wird. Der Grund
fiv diese Abweichungen liegt darin, da%aCOMF nicht in der Lageist, die lokale Struktur
des stationdren Zustandeszu erfassen[lV]. Insbesonderedie Stabilit At von Kon guratio-
nenvom Typ ".1.1.1." wird BbershAtzt. Diesesind aber instabil unter Fluktuationen des
Abstandes,die in COMF geradevernadlAssigtwerden.

Fiv kleine p wird die mikroskopisthe Struktur des stationAren Zustandesdurch die
repulsive Wedselwirkung zwisdhen den Fahrzeugendominiert. Mit wadchsendemp er-
kenrt man aber ein Tendenzzur Phasensepration in gestauteund Frei°u¥tereidie. Ein
stehendesFahrzeugkann hier auch bei niedrigen Dichten einen Stau aussen,da die An-
fahrwahrsdeinlichkeit relativ geringist. Die entstehendenStaussind typischerweisenicht
kompakt, sondernvon der Form ".0.0.0.', da ein auf den Stau au®ahrendeg-ahrzeugmit
gro¥eWahrsdeinlichkeit noch einmal tr ddelt. Insgesarh kann man sagen,da¥das Ver-
halten des NaSh-Modells flv 0 < p < 1 durch die Konkurrenz der beiden , Fixpunkte\
p=0und p= 1 bestimnt wird.
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4 Matrixpro dukt-Ansatz

Bei denin Kapitel 3 bestiriebenenMethodenhandelt essich im Prinzip um NAherungser-
fahren, diein Spezialfdllen zu exaktenErgebnisserfdhren. Esstellt sich nun die Frage,obes
mgdglich ist, systematistr nach exakten LAsungenzu sucen. Fi stochastisthe Systemein
einer Dimensiongibt estatsAdlich eine Tednik, die dieserlaubt, den sog.Matrixpro dukt-
Ansatz.

Die Bedeutung des Matrixpro dukt-Ansatzes fif Quantenspinketten wurde zuerst in
[30{32] erkannt (sieheaud [57,58]). Insbesonderen [32] konnte gezeigtwerden, da¥sder
MPA engmit demKonzept desOptimum-Grundzustande§OGZ) zusammenlngt. Dieses
Konzept wird in Abschnitt 4.1 ausihrlich vorgestellt. Ist der Grundzustand einesVielteil-
chensystemsein OGZ, so kann seineBestimmung auf ein lokales Problem zurickgefdhrt
werden.

Der Matrixpro dukt-Ansatz fi¢ OGZ hat sich mittlerw eile zu einem Standardverfahren
fiv Spinsystemeentwickelt. In jéngster Zeit hat er vor allem Anwendungenauf Leitersy-
steme[59,60] und zweidimensionaleSpinmadelle [61] gefundenund sowesetlich zu einem
vertieften VerstAndnis dieser Systemebeigetragen.

Die Bedeutung des Matrixpro dukt-Ansatzes wird audh dadurch unterstrichen, da¥a
sich bei der sogenanten Dichtematrix-Renormierung der Zustand asymptotish einem
Matrixpro dukt-Zustand nahert [62].

Die erstenAnwendungendesMatrixpro dukt-Ansatzesfiy stochastishe Systeme nden
sich in [57,63]. In denletzten Jahrenkonnte sogargezeigtwerden,da¥eineVerallgemeine-
rung desOGZ, der sogenante Caneelling-Mechanisnus'®, generist fé deren stationdre
ZustAndeist. Dieswird ausfdhrlich in Abschnitt 4.2 erlAutert.

4.1 Optim um-Grundzust Ande und MP A

Betrachten wir zunAdst eine Quartensplnkettebmlt periodischen Randbedingungen,die
durch einenHamilton-Operator der FormH =, hj;j+1 besdiriebenwird, wobei £; 1
ein lokaler hermitescherHamiltonian ist, der nur auf dle Spinsj und j + 1 wirkt.

Man kann durch Addition einer geeigneterKonstanten immer erreichen, da¥der klein-
ste Eigerwert von hj;+1 { die lokale Grundzustandsenergig gleich Null ist. Dann ist
hjj+1 positiv-semide nit und somit auch H als Summepositiv-semide niter Operatoren.
Deshalbist Null eine untere Schranke fix die (globale) GrundzustandsenergieF, von H,
d.h. E; , 0. Im Normalfall ist £, edt gré¥erals Null (E,; > 0) und lokal angereg-
te Zustdnde von k., tragen zum globalen Grundzustand bei. In diesemFall ist eine
explizite Konstruktion desglobalenGrundzustandesi.a. nicht méglich.

Im Spezialfall £, = 0 dagegenist

Hjyoi = 0 (18)

0Ty Ermangelung eines gebriuchlichen deutschen Ausdruckes wird im folgenden weiter die englische
Form verwendet.
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und deshalbgilt fir alle j
By Jtol = 0O, (19)

Ein Zustand jioi hei¥tOptimum-Grundzustandvon H genaudann, wenn die Bedingung
(19) erflllt ist. Diesbedeutetinsbesondereda¥die Grundzustandsenergieinabhangigvon
der Systemg@lidst, d.h. esgibt keine nite-size Korrekturen.

Die grundlegendeldee desMPA besteht nun darin, den Grundzustand als ein Produkt
von Matrizen (in einemHilfsraum) auszudicken:

j@[)ol = Spur(ml ¢77’L2 ¢ .. ¢mL) . (20)

Die Eintr Age(m; )e— der Matrix m; sind Linearkombinationen (m;)e.— = P N ALY )jnij der
BasiszusAnde jni; deslokalen Hilbertraumesam Platz j. '¢ bezeitinet die gewdhnliche
Matrixm ultiplik ation in Verbindung mit einem Tensorpralukt der Matrixelemente. Unter
einem MPA verstet man im engerenSinne einen Ansatz der Form (20) mit endlichdi-
mensionalenMatrizen m;. Man beadte, da%um, ¢m; ¢... ¢m_ die gleihe Dimensionwie
die Matrizen m; hat, aber die EintrAge sind nun komplizierte Linearkombinationen von
Tensorpralukt-Zustdnden. In [30{32] wurden z.B. Spin-1-Ketten untersuct. In diesem
Fall besteh die lokale Basisjni; ausden S?j Eigenzus@ndenj+ij, jOi; und jii j und die
m; sind 2£ 2j Matrizen.

Die Spur in (20) garartiert die Translationinvarianz des Grundzustandes. Fiv andere
Randbedingungenmu¥zsie durch eine geeigneteLinearkombination der Elemerte von m; ¢
mo C... ¢m ersetztwerden.

Die Bedingung(19) ist erflllt, falls

hij+1 (mj ¢mjs) = 0, (21)

d.h. alle Eintr Agevon m; ¢m; ., sind lokale GrundzustAndevon A1 .
Eine zu (20) Aquivalerte Darstellung ist

X
mj = Anjnlj (22)

n

mit geeignetenMatrizen A,. Im Gegensatzzu den m; sind die Elemerte von A, reelle
Zahlen.
Nadh Vertausdwung von Hilfs- und Zustandsraumkann (20) aud in der Form

joi = Spu(A- A- .- A) | (23)

gestirieben werden. A ist der Vektor mit den (matrixw ertigen) Komponerten A,. Die
Bedingung(21) nimmt die Form

hijoa (A- A) = 0, (24)

an. Esgibt alsozwei Aquivalerte Darstellungen(20) und (23) von jii und der zugehbrigen
Optimalit Atsbedingung(21) bzw. (24).

21



4.2 MP A fiv stochastische Prozesse

Im folgendenwird nun gezeigt,wie der MPA zur Konstruktion stationArer Zustande j Poi
stochastisher Prozesseberutzt werden kann. Im Gegensatzzum Fall der Quantenspin-
ketten ist die ,, Grundzustandsenergie desstochastishien Hamilton-OperatorsH de niert
durch (6) und (7) bereits bekannt. Aus (5) erkenrt man, da¥%HjFP,i = 0 und deshalb
ist die GrundzustandsenergieNull, und zwar unabhangig von der Systemgb¥se.Dies lie-
fert bereits einen ersten Hinweis auf die Anwendbarkeit des MPA und einer geeigneten
Verallgemeinerungdes OGZ-Konzeptes.

Hinrichsenet al. [64] haben erkannt, daYesfiv stochastishe Prozessesinnvoll ist, fiv
einenMPA der Form (23) die Bedingung(19) durch die allgemeinereBedingung

hj;j+1(A- A)=X- A| A - X, (25)

zu ersetzen. Der Vektor X ist i.a. versdiedenvon A, hat aber die gleiche Struktur. Fir
periodische Randbedingungensielt man sofort, da%sich die divergenzartigenTerme auf
der rechten Seitevon (25) bei Summation éber j weghelen.

FiF X = A reduziert sich (25) zu (24). Diesist z.B. immer fiy Quarntenspinketten mit
den Standardsymmetriender Fall. In diesemSinnekann man daher(25) als Verallgemeine-
rung desOGZ-Konzeptesansehen.Man bezeitinet (25) aus naheliegenderGrinden auc
als Cancelling-Mechanismus Er erlaubt es,die Bestimmung desstationaren Zustandesauf
ein lokales Problem zurickzufédhren.

Dadie Struktur desstationarenZustandesbekannt ist, lassersich allgemeineErgebnisse
ableiten. Sowurdenz.B. in [65]allgemeineZusammenkingezwishen Erwartungswerten ei-
nesModells mit geordnet-sequetreller und desgleichen Modells mit Untergitter-paralleler
Dynamik gefunden.

Fiv den Fall nicht-periodischer Randbedingungengarartiert (25) alleine nicht mehr
die StationaritAt und man bendtigt zusétzliche Bedingungenfiéy die RAnder. Fik einen
stochastisthen Hamilton-Operator der Form

5 1
H=hy+ hjj+1 + I (26)
j=1

ist diesleicht m@glich. Die Operatoren iy bzw. by wirken dabei nur auf den Randplatzen
1 bzw. L. Man @berprift leicht, da¥die Bedingungen

WVilA = ih WjX , (27)
WAV = XjVi (28)

mit geeigneterVektorenhi¥j und jVi sicherstellen,da¥die Stationarit Atsbedingungerfillt
ist. Der MPA hat in diesemFall nicht die Form (23), sondern

o 1 : N
| Pol = Z—hinA- ¢ee- AjVii (29)
L
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mit der Normierungslonstarten 7, . Dies spiegeltdie Tatsade wider, da¥der stationére
Zustand nicht mehr translationsinvariant ist. Die Klammern hh..ii sollen andeuten, da¥%
das Skalarprodukt in jeder Komponerte desVektors A- ...- A zu bilden ist.

Etwas expliziter haben die Gewichte P(¢) einer Kon guration ¢ = f7q,... ., 7.9 im
stationdren Zustand einesZweizustandsprozessesit A = (E, D)! die Form

1. ¥ o
P(ry,...,1) = Z—Lth [ D+ Qi 7)E]jVi. (30)

j=1

Damit hat man ein einfadhesRezeptzur Beredinung desGewidhtes einer beliebigenKon -
guration ¢,: Bbersetzedie Kon guration in ein Produkt von Matrizen durch Identi k ation
einesleerenPlatzes (r; = 0) mit £ und einesbesetztenPlatzes (r; = 1) mit D. Da-
mit korrespondiert z.B. die Kon guration 011001¢¢¢ mit dem Produkt EDDEED ¢¢¢=
ED?E?D ¢¢¢. Das Gewicht erhAlt man dann durch Bildung desMatrixelemertes mit den
Vektoren hwj und jui.

Setzt man die Matrixdarstellung der Operatoren hj;j+1, hy und by in (25), (27), (28)
ein, so erhAlt man ein System quadratischer Gleichungenin £, D, X; und X,, das man
als die Algebr des Ansatzes(25) bezeidinet. Die Dimensionder Matrizen ist durch den
Ansatz noch nicht bestimni.

Eine wichtige Anwendungdes MPA fir stochastisthe Systemeist die LAsungdessog.
asymmetrischenExklusionspozessegasymmetric simple exclusion process, ASEP). Hier-
bei handelt es sich im weseilichent! um ein NaSd-Modell mit vmax = 1 und o®enen
Randbedingungen. Im Inneren hipfen die Teilchen mit der Rate p nac redts auf einen
freien Platz'2. Ist der erste Platz unbesetzt, so wird dort mit der Rate o ein Teilchen
in das Systemgesetzt. Entsprechend werden Teilchen vom letzten Platz mit der Rate g
entfernt3, Im ASEP ist alsoim Gegensatzum NaSd-Modell die Teilchenzahlnicht mehr
erhalten.

Der ASEP ist nicht nur von theoretisdhem Interesse,z.B. als einfadhes Modellsystem
fiv randinduzierte Phasembergédnge(sieheAbscnitt 5.3). Er hat auch zahlreiche Anwen-
dungen, z.B. auf die Kinetik der Biopolymerisation [66], Ober®° Achenwachstum etc. [67].
Eine naheliegendeAnwendungim Bereich des Stra¥semerkehrs ist die sog. , Bottleneck-
Situation\ , wie man sie z.B. auf Grund von Baustellenantri®t. Dort kommt eshAu g zu
einer vordbergehendenvVerengungvon mehrerenFahrspuren auf eine einzige. Solde Si-
tuationen lassensich mit dem ASEP einfach besdireiben, wobei die Raten oo und 3 jeweils
die Bbergangslereiche zwiscen Ein- und Mehrspurverkehr modellieren.

Fiv den Fall des ASEP erhdlt man fiy eine geeigneteWahl von X die sogenante

"Tm engeren Sinne bezeichnet man mit ASEP den Proze mit zufillig-sequentieller Dynamik.

12Wir folgen hier der Konvention, die Hiipfwahrscheinlichkeit mit p zu bezeichnen. Dies entspricht einem
Trodelparameter 1§ p im NaSch-Modell.

13Fiir zeitlich diskrete Dynamiken sind p, ® und ~ Wahrscheinlichkeiten.
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.DEHP-Algebra [63]

pDE = D+ E | (31)
obWWE = WV (32)
BDjVi = jVi . (33)

Man kann explizite Darstellungenfiv D, E, hi¥j und jVi "nden [63]. Auf der Linie
at+ B=p (34)

existiereneindimensionaleDarstellungen,d.h. die Matrizen £ und D sind in diesemFalle
reelle Zahlen. In allen anderenFAllen sind die Matrizen aber unendlich-dimensional[63].

Die Anwendbarkeit desMPA ist nicht auf zufdllig-sequetielle Dynamik bestirdnkt. In
[68{70]und [V] wurde gezeigt,da¥eineVerallgemeinerungauf zeitlich diskrete Dynamiken
m@glich ist. Auch in diesenFAllen hat der stationdre Zustand die Form'# (29). Wie in
Abschnitt 2.1 ausgebhrt, ist die zertrale GréYsehier eine Transfermatrix. In den Fallen,
in denensich die Transfermatrix aus lokalen Transfermatrizent; ., aufbauenlavat, kann
man den Cancelling-Medanisnus einfach angeten. Fiv die geordnet-sequetielle Dynamik
(entgegender Bewegungsrititung) erhdlt man z.B. [69],[V]

tj;j+1 [A- X] = X- A, (35)
tAVE = XjVi, (36)
HVit X = HVjA. (37)

Bei der Aktualisierung wird zunAcst am rechten Ende der Kette ein ,Defekl X erzeugt
(siehe(36)), der dann sukzessie durch die ¢+, nad links transportiert und dort wieder
vernichtet wird (siehe(37)). Dabei erhalt man den Anfangszustandzuréck.

Die Bedeutung des MPA fiv eindimensionalestochastishe Systemewird durch ein
interessates Ergebnisvon Krebs und Sandav [71] besondersunterstrichen. Sie konnten
zeigen,da¥filr Prozessemit NAdst-Nadbar-Wedselwirkung, o®enenRandbedingungen
und zufallig-sequetieller Dynamik der stationAre Zustand generisti von der Form (29) mit
einem Cancelling-Metanisnus (25), (27), (28) ist.

Im Hinblick auf die Anwendungdes MPA auf Verkehrsmalelle mit v, > 1 ist eine
VerallgemeinerungdiesesResultatesauf langerreitiweitige Wedselwirkungeninteressan
Das Entscheidendehierbei ist nun, denrichtigen Cancelling-Metanisnmus zu nden. Dies
ist in [VI] gelungen. Zur Vereinfadwung wird im folgendennur der Fall der Wedselwir-
kung zwiscen @berndchsten Nachbarn diskutiert. Solde Prozessewerden durch einen
stochastisthen Hamiltonoperator der Form

5 2
H= hyp+ hij+1;+2 + hej 1 (38)
j=1

14Eine Ausnahme ist der Fall Untergitter-paralleler Dynamik. Dort spiegelt sich die Untergitterstruktur
im Ansatz wieder: jAgl = ZithA— X - - A- Xii:
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bestiriebent®. In [VI] konnte fiv einen MPA vom Typ (29) gezeigtwerden, da¥isich mit
einem Cancelling-Metanismus der Form

hijajw2(A- A- A) = X- Aj A- X, (39)
hiVihiA = jh WjiX , (40)
hLi 1L AJVI = XjVI (41)

eine zum Krebs-Sandev-Ergebnis analoge AussagebeweisenlAvat. Formal sieht dies dem
Mechanisnus (25), (27), (28) sehr ahnlich. Man beadte jedoch, da¥.der Vektor X nicht
mehr die gleiche Struktur wie der Vektor A haben mu¥%. Fiv mj Zustandsmalelle hat A
m Elemerte, X aber m?2.

(39){(41) enthAlt als Spezialfall einen Medchanisnus, der in [72] vorgestilagenwurde,
jedoch nur fix sehrspezielleModelle anwendbar ist.

ObigesErgebnisist nicht auf Wedselwirkungenzwischen BbernAcisten Nachbarn be-
schrénkt, sonderngilt in ertsprechenderVerallgemeinerundiv beliebigeWedselwirkungs-
reichweitenr , 2 [VI].

Als erste Anwendung konnte ein stochastisdhes Verkehrsmadell mit v > 1 exakt
gebst werden, ebensoein Modell mit vma = 1, bei dem die Trédelwahrsdeinlichkeit von
der Zahl der freien Zellen vor dem Fahrzeugabhangt [VI] (sieheaud [73]).

Fiv geordnet-sequetielle und Untergitter-parallele Dynamik lassensich mit geeigne-
ten Cancelling-Mebianismen ebenfalls Verallgemeinerungdes Krebs-Sandev-Ergebnisses
angelen [65,74]. Lediglich die parallele Dynamik hat sich bisher einem solden allgemei-
nen Zugangdurch den MPA versdhlossen. Zwar sind mittlerw eile spezielle LAsungen(fiv
den ASEP) bekannt [75,76], die Frage, wie ein allgemeinerCancelling-Me®anisnus fir
parallele Dynamik auszuseherhat, ist aber noch unbeartwortet.

5 PhasenbergAnge

Wie sthon mehrfad betont, gibt eskeineallgemeineTheorie desNichtgleichgewidits. Dies
gilt insbesonderefiy Phasembergdngein Systemenfern vom Gleichgewidt. Im Gegen-
satz zu Gleichgewihtsphasembergangen, wo solch wichtige Konzepte wie Universalitat,
Renormierungsgrupge etc. herangezogenverdenk@nnen, fehlt hier ein geeignetertheoreti-
scher Rahmen. Man mu¥daher ho®en,da¥die Untersucung geeignetemMModelle wertvolle
Informationen zum Verstandnis komplexer PhAnomeneliefert.

Im folgendenwerden Phasembergange zwiscen qualitativ versdiedenenstationdren
ZustAnden diskreter stochastisther Modelle untersucht. Man ndet ein reichhaltiges Re-
pertoire an Bbergangen(BbergAngeerster Ordnung, kritisches Verhalten, Crossaer) und
einige BberrasthiendeErgebnissedie man in dieserForm im Gleichgewidt nicht beobad-
tet.

5Es sind auch Dreiteilchenprozesse erlaubt.
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5.1 Phasen@bergang im NaSch-Mo dell

Im deterministischen Grenzfall p = 0 lassensich die stationaren Zustdnde des NaSd-
Modells leicht charakterisieren(siehe Abschnitt 3.4). Filv Dichten p - p® := 1/(vmax + 1)
ordnen sich die Fahrzeugeso an, davsalle mindestensvn,y freie Zellen vor sich haben.
Dann gibt eskeine Wedselwirkung zwiscen den Autos und sie bewegensid alle mit der
Gestwindigkeit v; = vmax. F#v Dichten p > p° ist eine solhe Anordnung nicht mehr
mdglich. Hier gibt eszwangsBu g Wedselwirkungenzwishen den Fahrzeugen.

Das qualitativ unterschiedliche Verhaltenin denbeiden,Phaseh |aYtsich durch einen
Ordnungsparametercharakterisieren. Eine geeigneteéwWahl ist [VI1]

nj le +1, (42)

die Anzahl der NAchst-Nacdhbar-Paare. Fir p - p° ist im stationdren Zustand m = 0, fiv
p > p®ist m > 0 (,Fahrzeugefahren aufeinanderaufi ). Damit kann man tatsAclich von
einem Phasembergang spretien. Dieserist von 2. Ordnung, denn bei p° divergiert die
Korrelationslange¢ der Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion [VI1]

— 1 X . . 21 i r=». 2
G(r) = I NjNj+r i P Ce P (43)
j=1

n; ist dabei die Besetzungszahter Zelle j, d.h. n; = 0 fir eineleereZelleund n; = 1 filv
eine besetzteZelle.

Was Andert sich an diesemBild, wenn man p > 0 betrachtet ? In diesemFalle bilden
sich bereitsfilv p - p° spontane Staus. Deshalbist der Ordnungsparameterm nicht mehr
exakt gleich Null. Diestri®t auch fiv alle anderenKandidaten einesOrdnungsparameters
zu [VI1], was die Vermutung nahelegt, da¥esfidv p > 0 keinen ,eciten\ Phasembergang
im NaSd-Modell gibt.

Zur Bestatigung dieserVermutung wurden in [VI1] umfangreihie Computersinulatio-
nen durchgefdhrt. VershiedeneMethoden zur Charakterisierung des Bbergangspunktes
pe(p) wurdenuntersudht [VI1], [77{83]. Eszeigtesich, da¥die Verfahrenkeineneindeutigen
Wert fiv pc(p) ergeten, obwohl immer p.(p) < p° zu gelten scheint.

AufschluYareit ist das Verhalten der Korrelationsldnge £(p). Sieiist fiv alle p > 0
endlich, divergiert aber im Grenzfallp ! 0 wie &(p) /' pi 2. Hier spielendie analytischen
Ergebnisseaus Abschnitt 3 eine wichtige Rolle, denn fiv den Fall v = 1 konnte dies
anhand der exakten L@sungauch analytisch nachgewiesenwerden[VI1,1V].

Messungerder Lebensdauernvon Staus® im NaSh-Modell haben gezeigt[77], daYes
einen Cuto® bei gro¥enZeiten gibt. Hierbei handelt es sich nicht um einen nite-size-
oder nite-time-E®ekt. Insgesan ergibt sich fiv p > 0 ein konsisteres Bild, wenn man

16Ein Problem hierbei ist, daf$ es viele Definitionen eines Staus gibt. In [77] sind alle die Fahrzeuge
gestaut, die nach dem Bremsschritt R2 eine Geschwindigkeit vV < V,,,4, haben.
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Abbildung 7: Zeitreihe einer Flu¥amessungaus [45]).

annimmt, da¥statt eines, echten\ Phasembergangesir ein Crossoverorliegt. Das Ver-
halten ist in vielen Aspekten analogzu einemPhasembergangin einemendlichen System.
Auch dort 'ndet man keine echten Divergenzen,sondernlediglich ausgepagte Extrema.
AuYserdenist die LagedieserExtrema gegember denkritischen Werten im thermodynami-
schen Limesverstoben. DieseVersdiebungkann fév untersciedliche GréYserversdieden
sein. GenaudiesesVerhalten ndet man fév das NaSh-Modell. Andere Arb eitsgruppen
[77,79,83] sind zu Ahnlichen Scldssengekommen. Lediglich in [81]wird noch die Meinung
vertreten, da¥.essich um einenediten kritischen Punkt handelt, an dem Phasenseparati-
on vorliegt. Allerdings sind dort vorgestellten numerisdien Methoden nicht in der Lage,
die subtilen Unterschiede zwisden einem Crossaer und einemedten Phasembergangzu
erfassen.

5.2 Metastabile Zust Ande

Gemessengeitgemittelte Fundamertaldiagrammehabenhau g nicht eineeinface Gestalt
wie z.B. in Abb. 1 (rechts) oder Abb. 5, sondern Ahneln eher der in Abb. 2 gezeigten
sthematistien Form. In einem Dichtebereid p; < p < p, ist die Flu¥a{Dichte{Beziehung
nicht eindeutig, sondernbestelt aus zwei Asten. Messungenan realem Verkehr haben
audh gezeigt,da¥in diesemBereith Hysterese-E®ektauftreten. Abb. 7 zeigt die Zeitreihe
einer MessungdesFundamertaldiagrammes. Der erste MeYavert be ndet sich auf dem Ast
mit hohemFlu¥a. Mit zunehmendemichte wird der Flu¥zkleiner. Danad verringert sich
die Dichte wieder und der Flu¥asteigt an, erreicht jedoch nicht wieder den Ausgangsvert,
sonderneinendeutlich niedrigerenFluYa. Die ZustAnde auf dem Hoch°u¥sastsind i.a. nicht
stabil unter Stdrungen. Trotzdem zeigensie hAu g sehrlange Lebensdauern. In diesem
Sinne spricht man audh von metastabilenZustanden

Ein mikroskopistes Verkehrsmalell sollte in der Lage sein, ein soldes Verhalten zu
besdreibenund die Bedingungenfi seinAuftreten zu charakterisieren. Es stellt sich her-
aus, da¥das NaSh-Modell in seinerursprénglichen Form nicht in der Lageist, das oben
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besdiriebene Verhalten zu reproduzieren. Deshalbwurde in [VIII] systematistr nach mi-
nimalen ErweiterungendesNaSdh-Modells gesutit, die diesk@dnnen. Zwei Modelle [84,85]
waren bereits vorher in einem anderenZusammenhangvorgestlagenworden. Allerdings
wurde dort nicht erkannt, da¥sin diesenModellen Hysterese-E®ekteédhnlich den in rea-
lem Verkehr beobaditeten auftreten. Erste Hinweise hierauf wurden in [86] gefunden.
Demnad lassensich Hysterese-E®ektenit Hilfe sogenanter Slow-to-star{Regeln imple-
mertieren. Darunter fa¥itman alle Regelnzusammen die zu einemverzdgerten Anfahren
stehenderFahrzeugefihren. Man kann versthiedeneKlassenunterscheiden: a) rAumliche
Regeln: StehendeFahrzeugebendtigen mehr Platz zum Anfahren [84,86]; b) zeitliche Re-
geln: StehendeFahrzeugefahren nicht direkt bei der ersten Mgglichkeit los [85{87] und
c) gestiwindigkeitsabhAngige Regeln. Letztere wurden in [VIII] entwickelt und sind ei-
ne einface Verallgemeinerungder NaSd-Regeln. Im sogenanten VDR{Mo dell ist der
Trédelparameterp keine Konstante mehr, sondern hangt von der Gesdwindigkeit des
Fahrzeugeshadh dem vorherigenZeitsdiritt ab. Die NaSd-RegelnR1 { R4 werdenum
eineRegelRO ergAnzt, die vor R1 auszufihren ist:

RO Trédelparameter: Bestimmefir jedesFahrzeugp; = p(vj (t)).

Im einfachsten Fall einer slov-to-start Regelwahlt man

(
Do falls v = 0

44
P fallsv > 0 (44)

p(v) =

mit po > p. Fi\ stehendeFahrzeugeist der Trédelparameteralso grévserals fir fahrende.
Dieseeinfache Anderung hat dramatische Konsequenzen.

Um die Unterschiedezum NaSd-Modell besondersieutlich zu macdhen, wird im folgen-
denderFall p ¢ po betrachtet. Man erhdlt dann ein Fundamenaldiagramm wie in Abb. 2
gezeigt[VI11]. Auf dem Hoch°u¥sastéhnelt die mikroskopiste Struktur der ZustAnde der
desNaSh-Modells. Siesind sehrhomogenund der Flu%ist in sehrguter NAherungdurch

Jhom(p) = p(Vmax i D) (45)

gegelen. Auf dem anderenAst haben die Zustande jedoch eine gAnzlich andereStruktur.
Hier ndet man Phasenseparationin einen grovsengestauten Bereich und ein Frei°u¥-
Regime. Ein einfaches phAnomenologisices Argument [VII1] liefert in diesemBereich fiv
den FluYa

Jsep(p) = (1§ po)(Li p). (46)

Die Phasenseparationst eine Folge der Slow-to-Start-Regel, die zu einer Verringerung
desAus°u¥ses/,,s auseinemStau fdhrt. Im NaSd-Modell ist dieserAus®uYasfast identisch
mit dem maximal méglichen FIuY4Jnax , d.h. dem Maximum desFundamertaldiagramms.
Die Slow-to-Start-Regel verringert ihn aber erheblich und tr Agt so zur Stabilisierung des
Stausbei. Experimertell ndet man Jmax / Jaus ¥2 1.5 [88].
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Zum Nachweis der Hysterese-E®ektevariiert man die Dichte langsam(,,adiabatisd\ )
durch Hinzufdgen oder Entfernen von Fahrzeugenim station4dren Zustand. Startet man
mit einemrelativ homogenerZustand auf dem Hoch°u¥astso erhdlt man tatsAdlich Kur-
ven, die denenin Abb. 7 Ahneln. Alternativ kann man bei fester TeilchenzahlSimulationen
mit unterschiedlichen Anfangsbedingungendurchfdhren. Startet man mit einemhomoge-
nen Zustand, bei dem alle Autos im weseilichen den gleichen Abstand zum Vordermann
haben, so erhdlt man einen Zustand mit hohem Flu¥.. Beginnt man andererseitsmit ei-
nem Megastau,bei dem alle Fahrzeugedirekt hintereinanderstehen,soentwickelt sich ein
phasenseparierteZustand.

Obige Ergebnissesind audh von gro¥%erpraktischer Relevanz. Bereits in den setziger
Jahren hat man die Tunnel, die Manhattan mit New Jerseyverbinden, mit einem Am-
pelsystemausgestattet, um die Zahl der einfahrendenFahrzeugezu steuern. Auf diese
Weiselie¥zsich der Hoch°uYsaststabilisierenund der Durch®u¥aum 20% steigern[89]. Mit
dem VDR-Modell konnte nun eine mikroskopiste Begmindung fév diesenE®ekt gegelen
werden[VI11], [90].

5.3 Das Phasendiagramm des ASEP

Die Tatache, da¥die hier betrachteten Modelle sich nicht im Gleichgewict be nden, féhrt
zu einigen Bberrashienden Ergebnissen,die man so aus der Gleichgewihtsphysik nicht
kenrt. Man ist z.B. gewohnt, da%im thermodynamisden Limes die Randbedingungen
das Verhalten im Innern nicht beein°u¥en. Dies ist bei getriebenen Systemenanders.
Es gibt sogar Phasemibergdnge, die durch einfacdhe Anderungen der Randbedingungen
induziert werden, sog.randinduzierte Phasemergdnge[91,92]. Dies |A¥stsich am Beispiel
des ASEP veranstaulichen, der ein reichhaltiges Phasendiagrammaufweist. Es besteh
ausdrei PhasenA, B und C, die durch die funktionale AbhAngigkeit desStromesvon den
Bbergangsratencharakterisiert sind.

In der Niedrigdichtephase A (a < 3, ac(p)) ist der Strom unabhéngig von 3. Die
Teilchenwerdenhier sehre®ektivim Innerender Kette transportiert und am rechten Rand
ertfernt. Der limitierende Faktor fér den Strom ist daherdie Rate «, mit der Teilchendem
Systemzugefdhrt werden. Ein analogesVerhalten ndet man in der HochdichtephaseB
(B < a, Bc(p)). Hier ist die Rate 3, mit der die Teilchen ausdem Systemertfernt werden,
der limitierende Faktor und der Strom hAngt nicht von a ab. Im Inneren der Kette bildet
sich ein Dichtepro I mit einerrelativ hohenDichte aus.

In der HAchst°uYaphaseC sdlieVilit ist der Strom unabhéngig von den Randraten o
und 3. Hier ist die TransportfAhigkeit im Inneren der Kette der limitierende Faktor, denn
der Strom erreicht hier den maximalen Wert, der in einem periodischen System m@glich
ist (Maximum desFundamenaldiagramms).

Die PhasenA und B lassensidh in zwei UnterphasenAl und All bzw. Bl und Bl
unterteilen, die sich durch das asymptotische Verhalten der Dichtepro le an den RAndern
unterscheiden[93]. Die Phasengrenzewisten Al und All (bzw. Bl und BIl) ist durch
die Gerade = B.(p) (W 0+ o - o) bzw. o= ac(p) v 0. 3 - [c) gegelen.
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Abbildung 8: Das Phasendiagrammdes ASEP mit paralleler Dynamik. Auf der gestri-
chelten Linie ist die 2-Cluster-Appraximation exakt. Auvserdenwird die charakteristische
Form desDichtepro Is in den jeweiligen Phasengezeigt.

In [V] wurde mit Hilfe desMPA und von Computersinrulationen gezeigt,da¥das Pha-
sendiagrammfiy alle untersuchten Dynamiken (zufallig-sequetiell, geordnet-sequetiell,
Untergitter-parallel und parallel) qualitativ identisch ist.

Die BbergdngezwishendeneinzelnenPhasenlassersich durch zwei Korrelationslangen
£e und & charakterisieren, die (fiév festesp) nur von o bzw. 3 abhéngen. Mit Hilfe der
LAsungdurch einen MPA ist es m@glich, diese Gravserexplizit zu bestimmen. Neben &g
und & spielt einedritte LAngenskla eineRolle, nAmlich ¢ * = jeiti &L,

Der Bbergangvon Al (bzw. Bll) in die PhaseC ist kontinuierlich. Er wird durch die
Divergenzder LAngenshkla & (bzw. &) getrieben.

Der Bbergangzwisden der Hoch- und der Niedrigdichtephaseist dagegenvon 1. Ord-
nung. & und & bleiben hier endlich, aber ¢ divergiert. Auf der Bbergangslinie ndet
man ein linearesDichtepro 1, dasdurch die Di®usioneiner DomAnerwand zwisden einem
Niedrigdichtebereidh am linken Ende und einem Hochdichtebereith am rechten Ende der
Kette erzeugtwird.

In [V] konnten auch erstmals quartitativ e Aussagenfiv den Fall paralleler Dynamik
gemadit werden. Dies war m@glich durch die Kombination von analytischen und numeri-
schen Methoden. Im Phasendiagrammexistiert einespezielleLinie (1 «)(1j 38) = 1j p
mit °achem Dichtepro I, die durch alle drei Phasengeh. Auf dieserLinie wird die 2-
Cluster-Approximation aus Abschnitt 3.1 exakt und erlaubt daher quartitativ e Aussagen
fiv dasgesante Phasendiagrammgie mit Hilfe von Computersinulationen veri ziert wur-
den. Mittlerw eile existierenvollstAndige LAsungenfiy alle Parameterwerte [75,76], die die
Vorhersageraus [V] bestatigen.

Die allgemeineStruktur desPhasendiagrammasst inzwischen noch besserverstanden.
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In [94] wurde einephAnomenologisice Theorie entwickelt, bei der dasPhasendiagrammaus
der Dynamik von DomaAnerwAndenbestimmt wird (sieheaud [95]). Diesesanspretiende
physikalische Bild erlaubt quartitativ e Vorhersagenaus dem Fundamertaldiagramm und
konnte z.B. fir das allgemeineNaSh-Modell (vmax > 1) mit o®enenRAndern besttigt
werden [96]. Da sich die Struktur desPhasendiagrammsauf das Fundamertaldiagramm
des periodischen Systems zuréckfdhren 1Av4t7, madt diese phAnomenologisice Theorie
verstandlich, warum sie unabhdngig von der Dynamik ist. _

Absdlievsendsoll noch erwdhnt werden,da¥nicht nur Anderungender Randbedingun-
genPhasembergAngeinduzierenk@nnen. Einzelne Defekte kdnneneine Ahnliche Wirkung
haben. So kann z.B. ein Fahrzeugmit erhdhtem Trddelparameterbereits bei geringen
Dichten einen Stau induzieren[97{101]. Hier gibt esgewisseAnalogien zur Bose-Einstein-
Kondensation[98]. Ein ortsfester Defekt, z.B. durch lokale erhghte Trédelparameter,kann
zur Phasensepration in Hoch- und Niedrigdichtephasenfahren [96,102{106].

5.4 Staubildung im Stadtv erkehr

Etwa zeitgleidh mit dem NaSd-Modell wurde von Biham, Middleton und Levine (BML)
[107]ein einfachesModell fiv Stadtverkehr vorgestellt. Beim BML-Mo dell steht allerdings
nicht einedetaillierte und realististhe Besdreibung der Fahrzeugdynamikim Vordergrund.
Statt desserwird die Dynamik durch Ampelnkontrolliert. Im BML-Mo dell betrachtet man
ein Stra¥sennetzerk aus N parallelenStra%erin Siid-Nord-Richtung (positive z-Richtung)
dievon N Stra¥enn West-Ost-Rittung (positive y-Richtung) gekreuztwerden. Fahrzeuge
kédnnensich nur von einer Kreuzung zur nAchsten bewegen(vmax = 1). Ein Abbiegenoder
Wedhseln der Stra%eist im einfadisten Fall nicht erlaubt. Die Dynamik der Fahrzeuge
wird durch syndronisierte Ampeln gesteuert,die alternierend eine SAd-Nord- oder West-
Ost-Bewegungzulassen. Die Wedselwirkung zwischen den Fahrzeugenkommt wie beim
NaSd-Modell durch das AussdluYaprinzip zustande. Ansonstenist die Dynamik aber
deterministisch, d.h. esgibt keinen Trddelparameter. Stochastizitat kommt lediglich Boer
die Anfangsbedingungenins Spiel.

Das BML-Mo dell |A¥4tsich als deterministischer 3-Zustands-Zellularautomatau®assen.
Die Zellen entsprechen den Kreuzungenund kénnen entweder leer oder durch ein nac
Norden oder ein nadh Osten fahrendesAuto besetztsein.

Die ParameterdesModells sind nebender Zahl N £ N der Kreuzungen,die Dichten py
und p, auf den West-Ost- bzw. SAd-Nord-Stra¥sendie fiv alle Stra¥zergleich seinsollen.

Das BML-Mo dell zeigt einen Phasembergang 1. Ordnung von einer Frei°u¥s-zu einer
gestautenPhase[107]. Der Ordnungsgarameterist die (Aber Anfangsbedingungengemit-
telte) mittlere Gesdwindigkeit b = = ; vj, wobei v = 1, wenn sich dasAuto im letzten
Zeitsdritt bewegt hat, und v; = 0 sonst. ¥ versdwindet bei einer kritischen Fahrzeug-
dichte p. diskontin uierlich.

Es sind zahlreidhe Verallgemeinerungendes BML-Mo dells untersudit worden. Man
kann z.B. Abbiegenerlauben [108] oder mit Hilfe sequetieller Dynamik ,, Grdne Wellen

1"Eine wesentliche Rolle spielt z.B. die Zahl der lokalen Maxima des Fundamentaldiagramms.
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Abbildung 9: Eine vollstAndig gestauteKon guration im Modell fv Stadtverkehr.

simulieren [109].

In [IX] wurde ein realististheresModell erntwickelt, das die wesetlichen Elemerte des
NaSd- und des BML-Mo dells vereinigt. Das Modell bestelt wie das BML-Mo dell aus
einemSystemvon N £ N Kreuzungen. Diesesind jedoch durch endliche Stra¥senabsmitte
aus D j 1 Zellen mit NaSh-Dynamik verbunden(siehe Abb. 9). Die LAngejeder Stra%se
betrAgt daher L = ND Zellen. Fiv D = 1 erhdlt man das BML-Mo dell.

Die Dynamik an den Kreuzungenwird im einfacsten Fall wiedervon syndronisierten
Ampeln gesteuert. Als neueZeitskala tritt dabei die LAngeT einer Grdn- (Rot-)phaseauf.
Als relevante Parameter hat man neben den Parametern py, py, N desBML-Mo dells und
umax,, p desNaSh-Modells die neueZeitskala 7" und den Abstand D zweier Kreuzungen.

Ahnlich wie im BML-Mo dell komnt esbei einerhinreichend grovsemichte p.(D, T) zur
Bildung vollstAndig gestauter Kon gurationen (siehe Abb. 9). Der Medhanisirus ist aber
etwas andersals im BML-Mo dell, dennim deterministischen Fall p = 0 gibt esfiv p < 1
keinenvollstAndigenStau. Ein Fahrzeugwird nicht lange gerug auf der Kreuzung stehen,
um die Fahrzeugeder anderenFahrtrichtung zu blockieren, dennesfahrt los, sobaldeseine
freie Zelle vor sich hat. Anders alsim BML-Mo dell ist also die Existenz einesvollstandig
gestautenZustandeswesetlich mit dem Trédelparameterp > 0 verbunden.

Der durchsdnittlic he Flu¥zim Systemhangt wesettlich von der LAngeder Ampelphase
T ab. Interessaterweiseist die Dichte, bei der der Flu¥a maximal wird, keine mono-
tone Funktion von T [IX]. Dies spiegelt das komplexe Wedselspielvon Ampeldynamik
und Fahrzeugdynamikwider. Fir gro¥€l’ bilden sich waAhrend der Rotphaselange Staus
vor den Ampeln. Die GrAnphaseist aber lang gerug, damit die Fahrzeugeihre optimale
Gesdwindigkeit vope (= mittlere Gesdwindigkeit im NaSd-Modell = J(p)/p) erreidhen
kédnnen. Fir kleine T kommennicht alle Fahrzeugevor den Ampeln zum Stillstand. Al-
lerdings ist die Grinphaseaud kivzer als die Relaxationszeitim NaSd-Modell und die
Autos erreichen nicht die optimale Gesdwindigkeit vgp.

Die Untersuchung desModellesin seinereinfadisten Versionzeigt bereits ein sehrkom-
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plexes Verhalten des Systems. In geradebegonnenenArbeiten steht das Verhalten fiv
nicht-synchronisierte Ampelsdaltungenim Vordergrund, z.B. im Hinblick auf ,, Grine Wel-
len\ . DieseErgebnissewerdenvon gro¥empraktischer Bedeutungfiér die Optimierung des
Stadtverkehrs sein.

6 Zusammenfassung und Ausblic k

Die in dieserSdrift zusammengestellterArb eiten dokumertieren die Fortschritte, die in
den letzten Jahren savohl beim Verstandnis von getriebenenNichtgleichgewihtssystemen
als audh bei deren Anwendungenim Bereich der Verkehrsforstiung gemait wurden.

Das Nagel-Stredkerberg-Modell hat sich mittlerw eile zum Standardmadell fiv die
Computersimulation von grovserVerkehrsnetzverken erntwickelt. Es ist deshalbbesonders
wichtig, die Eigensdaften diesesModellsim Detail zu verstehen.Mit denhier vorgestellten
analytischen Methoden, die die Computersinulation e®ektivergAnzen,wurde ein vertieftes
VerstAndnis der zugrundeliegendemmikroskopiscen Physik erzielt.

DiesesVerstandnis wiederum konnte zur Weiterertwicklung der Modelle gerutzt wer-
den. Ein Beispiel hierfik ist das VDR-Modell aus Abschnitt 5.2, dasin natévlicher Weise
Mg@glichkeiten zur FluYzoptimierungaufzeigt.

Obwohl in erster Linie die Terminologieder , Verkehrsplysik benutzt wurde, um ein
eingAngigesBild von den Vorgangenzu erhalten, sind die hier gewonnenenErkenrtnisse
doch von allgemeinerBedeutungfiv die Physik getriebener Systemeweit ab vom Gleichge-
wicht. Die vorgestelltenanalytischenVerfahrensind nicht nur auf dasNagel-Stredkenberg-
Modell anwendbar. Eine besondereBedeutungkommt dem Matrixpro dukt-Ansatz zu, da
er in gewisseWeisedie generisbe Form desstationaren Zustandeseindimensionalersto-
chastisther Systemedarstellt. Damit hat man fir dieseNichtgleichgewidhtsmodelle einen
Sdritt in Richtung eineseinheitlichen mathematisthen Rahmensgetan, der die Ableitung
allgemeinerErgebnisseermdglicht.

Zusammenfassend@stsich sagen,da¥die Synergievon Verkehrsforstiuung und stati-
stischer Physik wichtige Einblicke ermdglicht hat, von der beide Disziplinen gleicherma¥en
pro tieren. Angesidts vieler o®enerFragen und praktischer Probleme sind hier aud in
Zukunft noch viele interessarte Resultate zu erwarten.
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