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1 Einleitung

Im Rahmenvon interdisziplinÄaren Fragestellungenspielenstochastische Systemeeine im-
mer grÄo¼erwerdendeRolle. In den letzten Jahren sind sie erfolgreich zur Beschreibung
von biologisch motivierten Problemen (z.B. Immunologie [1], Evolution [2], Brownsche
Motoren [3]), soziologischen PhÄanomenen(Meinungsbildung [1,4,5] etc.), BÄorsenkursen
(
"
Econophysics\ , siehez.B. [1,6]) und Stra¼enverkehr [7{9], um nur einigeAnwendungen

zu nennen,herangezogenworden. Ein Grund fÄur diesenErfolg ist, da¼selbst scheinbar
einfache stochastische Systemeein erstaunlich komplexesVerhalten zeigenkÄonnen.

Stochastische SystemegehÄoren i.a. zu den Nichtgleichgewichtssystemen. Dies macht
ihre Untersuchung zur gleichen Zeit interessant und schwierig, denn im Gegensatzzur
Gleichgewichtsphysik gibt es fÄur das Nichtgleichgewicht keine ausgearbeitete allgemeine
Theorie. Deshalbist ein exemplarischesVorgehennotwendig, bei dem man ein konkretes
Modell im Detail untersucht, um daraus RÄuckschlÄusseauf das allgemeineVerhalten zu
ziehen. ÄAhnlich wie im Gleichgewicht ist das Verhalten niedrigdimensionalerSysteme
besondersinteressant, da hier Fluktuationen einegro¼eBedeutungzukommt [10].

Eine wichtige Rolle unter den Nichtgleichgewichtssystemenspielendie sog.
"
getriebe-

nen Systeme\ [11]. FÄur deren Verhalten ist das Wechselspielzwischen einer treibenden
Kraft und Dissipation verantwortlich. Ein Beispiel hierfÄur ist der Flu¼von Sand in einer
vertikalenRÄohre [12{14]. Die treibendeKraft ist dabei die Gravitation, die die SandkÄorner
beschleunigt. Auf der anderenSeite fÄuhren inelastische StÄo¼eder KÄorner untereinander
oder mit den WÄanden der RÄohre zu Dissipation. Aus dem Bereich der FestkÄorperphysik
sind darÄuber hinaus ionische Leiter [15,16] zu nennen.

In die Klasseder getriebenenSystemegehÄoren auch die hier im Mittelpunkt stehenden
Modelle zur Beschreibung von Stra¼enverkehr. ÄUber desseno®ensichtliche praktische Be-
deutung mu¼nicht viel gesagtwerden. Aus unserertÄaglichen Erfahrung wissenwir, da¼
die Grenzender Belastbarkeit desStra¼ennetzwerkesbald erreicht sind. Es scheint daher
dringenderforderlich, Methodenzur Optimierung desStra¼enverkehrszu entwickeln. Hier-
bei kommt einfachen Modellen, z.B. bei der Verkehrsprognose,eine herausragendeRolle
zu.

Die Modellierung von Stra¼enverkehr mit Methoden der Physik hat eine lange Tradi-
tion. Bereits in den fÄunfziger Jahren wurde intensiv begonnen,physikalische Modelle zur
Beschreibung von Verkehr zu entwickeln. Dieselassensich grob in zwei Klasseneinteilen:
a) Mikroskopische Modelle und b) makroskopische Modelle.

Mikroskopische Modelle unterscheiden zwischen den einzelnenFahrzeugenund versu-
chen, deren Bewegungsgleichungen zu modellieren. Ein typischer Vertreter sind die sog.
Fahrzeugfolge-Modelle [17]. Hier ist die Beschleunigung einesFahrzeugsproportional zur
Geschwindigkeitsdi®erenzzum Vordermann. Um allerdings unphysikalische E®ekte1 und
UnfÄalle zu vermeiden,mu¼man die Reaktionszeitder Fahrer berÄucksichtigen und die Pro-
portionalit Äatskonstante, die auch als SensitivitÄat bezeichnet wird, selbstzu einer Funktion
der Geschwindigkeit und desAbstandeszumVordermannmachen. In jÄungsterZeit sind vor

1Z.B. die Divergenz der mittleren Geschwindigkeit bei kleinen Dichten
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allem sog.Optimum-Velocity-Modelle [18] untersucht worden. Hier ist nicht die Geschwin-
digkeitsdi®erenzzwischen aufeinanderfolgendenFahrzeugenausschlaggebend, sonderndie
Di®erenzder momentanen Geschwindigkeit zu einerWunschgeschwindigkeit, die wiederum
vom Abstand zum VordermannabhÄangt.

Makroskopische Modelle verzichten auf eine Unterscheidung zwischen einzelnenFahr-
zeugen. Statt dessenwird eine KontinuumsnÄaherung durchgefÄuhrt. Man kommt so zu
einer Beschreibung durch kontinuierliche GrÄo¼en,z.B. der Dichte ρ(x, t) und der mittle-
ren Geschwindigkeit v(x, t), die sehrstark der Hydrodynamik Äahnelt. Das ersteModell in
dieserKlasseder hydrodynamischenModelle wurde von Lighthill und Whitham [19] vor-
geschlagen. Die Zeitentwicklung der lokalen Dichte ergibt sich hier einfach aus der Kon-
tinuit Äatsgleichung und der Annahme, da¼der Strom J(x, t) vollstÄandig durch die lokale
Dichte ρ(x, t) bestimmt wird: J(x, t) = J(ρ(x, t)). Obwohl die Lighthill-Whitham-Theorie
in vielen Aspekten kein realistischesVerhalten liefert, hat siedoch zu dem wichtigen Kon-
zept der kinematischenWellen gefÄuhrt, die z.B. auch bei der Beschreibungvon granularem
Flu¼einewichtige Rolle [20] spielen.

Um einerealistischereBeschreibung zu erhalten, wurde die Lighthill-Whitham-Theorie
im Laufe der Zeit durch weitere WechselwirkungstermeergÄanzt. Man kommt so z.B. zum
Kerner-KonhÄauser-Modell [21], das im wesentlichen auseiner Navier-Stokes-Gleichung fÄur
einekompressibleFlÄussigkeit mit innerer Reibung besteht.

Die oben vorgestelltenMethoden entstammen ausdem Bereich der klassischen Mecha-
nik. Da es sich beim Stra¼enverkehr um ein Vielteilchensystemhandelt, sind aber auch
Methoden aus dem Bereich der statistischen Physik angewendet worden. In erster Li-
nie wurde die Boltzmann-Gleichung benutzt, um einemikroskopische BegrÄundung fÄur die
makroskopischen Verkehrsmodelle zu geben [22,23].

Alle ZugÄangesind mit gewissenProblemenbehaftet, keiner kann alle Aspekte befrie-
digend beschreiben. FÄur Anwendungenist hÄau¯g eine mikroskopische Beschreibung vor-
zuziehen,da man einzelneFahrzeugeunterscheiden mÄochte, z.B. um deren Reisezeitzu
bestimmen. Die makroskopischen Modelle sind aber auch aus physikalischer Sicht unbe-
friedigend, da die Beziehung zwischen Strom und Dichte, dassog.Fundamentaldiagramm
(sieheKap. 2.2), eine EingabegrÄo¼eder Theorie ist. Auf der anderenSeite ist das Fun-
damentaldiagramm aber auch die wichtigste me¼bareKenngrÄo¼efÄur Stra¼enverkehr und
sollte daher im Prinzip aus dem Modell ableitbar sein. In diesemSinne handelt es sich
um eine phÄanomenologische Theorie, die keine vollstÄandigemikroskopische ErklÄarung fÄur
das Verhalten liefert. Ein weiteresProblem stellt die Tatsache dar, da¼die Modelle recht
kompliziert sind und so nur wenig analytisch bekannt ist. Gleichzeitig sind sie aber auch
nicht besondersgut fÄur e±ziente Computersimulationen geeignet.Letzteresist wichtig fÄur
Anwendungenim Bereich der Verkehrsprognose,wenn man sehr gro¼eStra¼ennetzwerke
schneller als in Echtzeit simulieren mÄochte.

In den letzten Jahren sind
"
moderne\ Methoden aus der statistischen Physik in Form

von Zellularautomaten [24] zur Beschreibung herangezogenworden. Zellularautomaten
sind dynamische Systeme,die diskret in Raum, Zeit und Zustandsvariablen2 (hier die

2Dies unterscheidet sie z.B. von diskretisierten Differentialgleichungen.
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Geschwindigkeit) sind. Damit sind sie ideal fÄur Computersimulationen geeignet[25]. Mit
dem von Nagel und Schreckenberg [26] vorgeschlagenenModell (sieheAbschnitt 2.3) lÄa¼t
sich z.B. mittlerw eile das gesamte Autobahnnetz Deutschlands mit bis zu 1 Millionen
Fahrzeugenschnellerals in Echtzeit simulieren [27,28]. Damit hat man erstmalsein Modell
an der Hand, mit dem im Prinzip gro¼rÄaumigeVerkehrsprognosenmÄoglich sind.

Die obige Darstellung kann natÄurlich nur einen kurzen ÄUberblick geben. Die vor-
gestellten Modelle sind meist in vielen verschiedenenVarianten diskutiert worden. FÄur
ausfÄuhrlichereDarstellungensei deshalbauf die Literatur verwiesen[7{9, 22,29].

Obwohl die Fragestellungin ihrer Natur interdisziplinÄar ist, werdenhier die physikali-
schen Aspekte im Vordergrund stehen. Stra¼enverkehr wird als ein physikalischesSystem
betrachtet, an dem man experimentell gewissePhÄanomenebeobachtet. DiesemÄochte man
dannmit Hilfe von theoretischenModellensowohl qualitativ alsauch quantitativ verstehen.
Letzteres ist eine GrundvoraussetzungfÄur e®ektive verkehrsplanerische Ma¼nahmen.Ein
gewisserUnterschied zur Physik besteht aber auf der experimentiellen Seite, denn hÄau¯g
ist es unmÄoglich, gezielte Experimente zu machen, z.B. durch Variation der Parameter
(Dichte, HÄochstgeschwindigkeit etc.).

Auf der methodischen Seite stehen in vielen der hier vorgestellten Arbeiten analy-
tische Verfahren im Vordergrund. FÄur niedrigdimensionaleSystemespielen Fluktuatio-
nen eine wichtige Rolle. Mean-Field-AnsÄatze liefern daher hÄau¯g keine guten Ergebnisse.
Auf Grund der intrinsischen StochastizitÄat der hier untersuchten Modellesind hochgenaue
Computersimulationen zur Bestimmung ihrer grundlegendenEigenschaften hÄau¯g recht
aufwendig. Deshalbbesteht ein verstÄarkter Bedarf an exakten Aussagen.Aber selbst zu-
verlÄassigeanalytischeApproximationen kÄonnen{ geradeim Zusammenspielmit Computer-
simulationen { viele wertvolle Informationen liefern. Methodisch besteht deshalbbei vie-
len hier vorgestelltenArbeiten ein Zusammenhangmit meinenUntersuchungenvon hoch-
korrelierten Vielteilchensystemender FestkÄorperphysik, insbesonderedem Matrixpro dukt-
Ansatz bei Spinsystemen[30{32] und Optimum-GrundzustÄandenvon Fermionenmodellen
[33{35]. Besondersdeutlich wird dieserZusammenhangim sog.Quantenformalismus fÄur
stochastische Systeme.Auf die Gemeinsamkeiten und Unterschiedewird in Abschnitt 2.1
ausfÄuhrlich eingegangen.

Obwohl hier die physikalischen Aspekte der Modellierung von Stra¼enverkehr im Vor-
dergrund stehen,sei betont, da¼die Modelle bereits zahlreiche praktische Anwendungen
gefundenhaben. Beispielhaft seienhier nur Simulationen desdeutschen Autobahnnetzes
[27,28] und desStadtverkehrs in Duisburg [36] und Dallas/Fort Worth [37,38] genannt.

Die vorliegendeSchrift ist in drei Themenbereiche unterteilt. Die Gliederung erfolgte
nach physikalischen und methodischen Gesichtspunkten. In [I¡ IV] steht die analytische
Beschreibung desNagel-Schreckenberg-Modells im Vordergrund, [V,VI] beschÄaftigen sich
mit demMatrixpro dukt-Ansatz fÄur stochastische Systemeund [VI I¡ IX] untersuchenPha-
senÄubergÄangein Verkehrsmodellen. Esgibt jedoch vieleQuerverbindungenund die meisten
der eingereichten Arbeiten kÄonnenmehrerenThemenbereichen zugeordnetwerden.

5



2 Grundlagen

In den folgendeAbschnitten werdenkurz einigePunkte allgemeinerBedeutungangespro-
chen. Es geht dabei sowohl um den allgemeinenFormalismus bei der physikalischen Be-
schreibung, als auch um die grundlegendenexperimentellen Tatsachen aus der Verkehrs-
forschung. Schlie¼lich wird das Nagel-Schreckenberg-Modell vorgestellt, dessenVarianten
in allen Arbeiten [I¡ IX] eineRolle spielen.

2.1 Die Mastergleic hung

Stochastische Modelle sind i.a. durch die ÄUbergangsratenw(¿ ! ~¿) von einem Zustand
¿ = f τ1, . . . , τL g in einenZustand ~¿ = f ~τ1, . . . , ~τL g de¯niert. Hierbei seibereitsvorwegge-
nommen,da¼dasbetrachtete Systemdiskret ist und ausL Gitterpl Äatzen (Zellen) besteht.
Der Zustand der Zelle j werde dabei durch die Zustandsvariable τj beschrieben. Im ein-
fachsten Falle kÄonnendieseZustÄandedurch die Besetzungszahlnj charakterisiert werden.
HÄau¯g unterscheidet man nur zwischen besetzten(nj = 1) und leeren (nj = 0) Zellen.
In diesemFalle hÄatte man esmit einemZweizustandsmodell zu tun. NatÄurlich sind auch
komplexereFÄalle denkbar,z.B. indem man MehrfachbesetzungenzulÄa¼toder Teilchen, die
noch eineninneren Freiheitsgrad(z.B. ihre Geschwindigkeit) besitzen.

Auf Grund der stochastischen Natur der Dynamik ist eine Beschreibung desSystems
mit Hilfe einer geeignetenWahrscheinlichkeitsverteilung sinnvoll. Die Wahrscheinlichkeit,
das Systemzur Zeit t in der Kon¯guration ¿ = f τ1, . . . , τL g zu ¯nden, wird im folgenden
mit P (¿, t) bezeichnet. Die zeitliche Entwicklung dieserWahrscheinlichkeit wird fÄur einen
Markov-Proze¼in kontinuierlicher Zeit durch eineMastergleichungder Form

∂P (¿, t)
∂t

=
X

~¿

w(~¿ ! ¿)P (~¿, t) ¡
X

~¿

w(¿ ! ~¿)P (¿, t) (1)

beschrieben.
DieseGleichung hat eineeinfache anschauliche Interpretation. Es handelt sich um eine

Gewinn-Verlust-Bilanz. Die ersteSummeumfa¼talle Prozesse~¿ ! ¿, bei denenZustÄande
~¿ in den betrachteten Zustand ¿ Äubergehen(Gewinne), die zweite Summedagegenalle
Prozesse,bei denender Zustand ¿ in einenanderenZustand Äubergeht (Verluste).

Im RahmendieserArbeit steht die Untersuchung der stationÄaren ZustÄande stochasti-
scher Prozesseim Vordergrund, die durch die zeitunabhÄangige LÄosungenP (¿) von (1)
gegeben sind. Aus (1) erhÄalt man dann die stationÄare Master-Gleichung

X

~¿

w(~¿ ! ¿)P (~¿) =
X

~¿

w(¿ ! ~¿)P (¿). (2)

Die hier betrachteten ProzesseerfÄullen i.a. nicht die Bedingungdesdetaillierten Gleich-
gewichts, bei der die Beziehung (2) fÄur jeden Summandenseparat erfÄullt wÄare: w(~¿ !
¿)P (~¿) = w(¿ ! ~¿)P (¿). Dies unterscheidet sie von Gleichgewichtssystemen.Sie lassen
sich i.a. auch nicht als leicht gestÄorte Gleichgewichtssystemeau®assenund z.B. im Rahmen
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der
"
linear response\ Theorie behandeln. In diesemSinnespricht man dann von Systemen

"
fernab vom Gleichgewicht\ .

Um die Dynamik vollstÄandig zu charakterisieren,mu¼man angeben, in welcher Reihen-
folgedie ZustÄandeder einzelnendynamischenVariablen (Teilchenoder Zellen) aktualisiert
werden. Hier gibt esverschiedeneMÄoglichkeiten. Bei der zufÄallig-sequentiellen (random-
sequential) Dynamik wird jeweils einezufÄallig ausgesuchte Zelle aktualisiert. DieseDyna-
mik wird durch eineMastergleichung der Form (1) beschrieben.

Neben dieserzeitkontinuierlichen Dynamik gibt es verschiedenezeitdiskrete Dynami-
ken. Hier wird ein Zeitschritt t ! t + 1 dadurch de¯niert, da¼alle Zellen bzw. Teilchen
genaueinmal aktualisiert worden sind. Bei der parallelen Dynamik geschieht dies fÄur al-
le Zellen gleichzeitig3. Daneben gibt es verschiedeneFormen von geordnet-sequentiellen
Dynamiken. Hier wird die Aktualisierung in einer festenReihenfolge(z.B. von links nach
rechts) vorgenommen.

Die Mastergleichung fÄur die zeitdiskretenDynamiken erhÄalt man aus(1) durch Diskre-
tisierung der Zeitableitung:

P (¿, t + 1) =
X

~¿

W (~¿ ! ¿)P (~¿, t) (3)

wobeiW (~¿ ! ¿) = w(~¿ ! ¿)¢¢ t die ÄUbergangswahrscheinlichkeitensindund
P

~¿ W (¿ !
~¿) = 1 benutzt wurde.

HÄau¯g benutzt man Zellularautomaten, um in einfacher WeiseNichtgleichgewichtssy-
steme zu modellieren [39,40]. Zellularautomaten sind Modelle, die in Raum, Zeit und
Zustandsvariable diskret sind4. Man kann sich dies so vorstellen, da¼man den Raum in
Zellen unterteilt, die sich nur in endlich vielen ZustÄandenbe¯nden kÄonnen.

Im folgendensoll ein kurzer ÄUberblick Äuber densogenannten Quanten-Formalismus [41]
zur Beschreibung stochastischer Systemegegeben werden.

Jeder Kon¯guration ¿ wird ein Vektor j¿i = jτ1, ..., τL i so zugeordnet,da¼die Menge
aller f ¿g eine OrthonormalbasisdesKon¯gurationsraumes bildet, d.h. man hat h~¿j¿i =
δ~¿ ;¿.

Mit Hilfe der Gewichte P (¿, t) de¯niert man nun die Zustandsvektoren

jP (t)i =
X

¿

P (¿, t)j¿i , (4)

d.h. esgilt P (¿, t) = h¿jP (t)i .
Mit diesenDe¯nitionen lÄa¼tsich nun die Mastergleichung (1) in Form einerSchrÄodinger-

Gleichung in imaginÄarer Zeit umschreiben:

∂

∂t
jP (t)i = ¡H jP (t)i (5)

3Eine Variante ist die Untergitter-parallele Dynamik, bei der verschiedene Untergitter nacheinander
parallel aktualisiert werden.

4Manchmal verwendet man den Begriff
”
Zellularautomat“ nur für Modelle mit paralleler Dynamik.

Hier soll der Begriff aber etwas weiter gefaßt werden.
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mit einem stochastischen
"
Hamilton-Operator\ H , der i.a. nicht hermitesch ist. Er ist

durch seineMatrixelemente in obiger Basisde¯niert:

h¿jH j~¿i = ¡ w(~¿ ! ¿) (6)

fÄur die Au¼erdiagonalelemente (¿ 6= ~¿) und

h¿jH j¿i =
X

¿6= ~¿

w(¿ ! ~¿) (7)

fÄur die Diagonalelemente. Man beachte, da¼die Au¼erdiagonalelemente von H nicht-
positiv und alle Spaltensummengleich 0 sind. Matrizen mit diesenEigenschaften werden
auch als stochastischeMatrizen bezeichnet [42].

FÄur stochastische Prozesse,die durch homogene,zeitunabhÄangigeÄUbergangsratenzwi-
schen nÄachsten Nachbarn de¯niert sind, lÄa¼tsich der Hamilton-Operator H als Summe
lokaler Operatorenmit NÄachst-Nachbar-Wechselwirkungschreiben [41]:

H =
LX

j =1

hj ;j +1 . (8)

Der stationÄareZustand jP0i deszugrundeliegendenstochastischenProzesseskorrespon-
diert nun zum

"
Grundzustand\ desstochastischenHamilton-OperatorsH mit der

"
Grund-

zustandsenergie\ E0 = 0:

H jP0i = 0. (9)

Die speziellenEigenschaften von stochastischen Matrizen stellen sicher, da¼die Realteile
der anderenEigenwerte E¸ von H nicht negativ sind [42]. Die Existenz desEigenwertes
E0 = 0 folgt ausder Tatsache, da¼man leicht einenlinken Eigenvektor5 zu diesemEigen-
wert ¯nden kann, nÄamlich h0j =

P
¿h¿j. Damit lassensich Mittelw erte einer Observablen

A(¿) zur Zeit t ausdrÄucken durch hAi (t) =
P

¿ A(¿)P (¿, t) = h0jAj P (t)i .
Formal hat der obenvorgestellteFormalismus zur Beschreibungstochastischer Systeme

gro¼eÄAhnlichkeit mit dembekannten Formalismusder Quantenmechanik von Vielteilchen-
systemen.Es gibt jedoch eineReihevon Unterschieden,auf die hier kurz hingewiesenwer-
densoll. Im Gegensatzzur Quantenmechanik ist jP (t)i selbsteineWahrscheinlichkeit (sie-
he (4)). Deshalbsind Erwartungswerte nicht durch hP (t)jAj P (t)i gegeben, sonderndurch
h0jAj P (t)i . Der stationÄare Zustand entspricht zwar dem GrundzustandeinesVielteilchen-
Hamiltonoperators,die zugehÄorigeFragestellungist jedoch etwasanders.Bei denquanten-
mechanischen Problemenist man i.a. zunÄachst daran interessiert,wie die Grundzustands-
energievon denModellparametern(Kopplungskonstanten, Dichten etc.) abhÄangt. Dies ist
bei stochastischen Sytemenanders. Hier kennt man die

"
Grundzustandsenergie\ bereits.

Sieist 0 fÄur alle Werte der Systemparameter(siehe(9)). Im Vordergrundsteht deshalbdie

5Da H nicht hermitesch ist, muß man zwischen linken und rechten Eigenvektoren unterscheiden.
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Berechnung von Erwartungswerten andererVariablen. Bei denhier betrachteten Modellen
ist dies i.a. der Strom im stationÄaren Zustand.

Im Quantenformalismus fÄur zeitlich diskrete Dynamiken fÄuhrt man statt eines sto-
chastischen Hamiltonoperators zweckmÄassigerweise eine Transfermatrix T ein. FÄur die
geordnet-sequentiellen Dynamiken ist T ein Produkt aus lokalen Transfermatrizentj ;j +1 .
Allgemein hat die Mastergleichung dann die Gestalt

jP (t + 1)i = T jP (t)i , (10)

d.h. der stationÄare Zustand ist geradeein Eigenvektor von T zum Eigenwert 1.

2.2 Exp erimen telle Tatsachen aus der Verk ehrsforsc hung

Im folgendenwerdenkurz einigewesentlicheempirischeBeobachtungenam Stra¼enverkehr,
wie siefÄur dasVerstÄandniswichtig sind, skizziert. AusfÄuhrlichereDarstellungen¯ndet man
z.B. in [9,43,44].

Die wichtigste KenngrÄo¼ezur Charakterisierungvon Verkehrs°Äussenist das sog.Fun-
damentaldiagramm. Hiermit bezeichnet man die Beziehung zwischen Fahrzeugdichte ρ
und dem Strom (Flu¼) J . In der Praxis ist man natÄurlich an einer

"
Optimierung\ des

Fundamentaldiagrammesinteressiert.
Bei kleinen Fahrzeugdichten bewegensich die Autos nahezuwechselwirkungsfrei(Frei-

°u¼bereich). Hier ist die Beziehung zwischen ρ und J linear und die Proportionalit Äats-
konstante ist geradedie freie oder Wunschgeschwindigkeit vfrei der Autos. Bei mittleren
Dichten werdenWechselwirkungenwichtig und fÄuhren zu Abweichungenvom linearenVer-
halten. Der Flu¼ erreicht ein Maximum und nimmt danach wieder ab. Es bilden sich
mehr und mehr Staus(gestauterBereich), die schlie¼lich zum Zusammenbruch desFlu¼es
fÄuhren. Diese ÄUberlegungenbestimmen bereits die charakteristische Form einesFunda-
mentaldiagramms.

Abb. 1 (links) zeigt ein typisches experimentell bestimmtes Fundamentaldiagramm.
Dichte und Strom werden lokal gemessen.Jeder Punkt reprÄasentiert die Mittelung Äuber
Zeitintervalle von wenigenMinuten.

Bei der Untersuchung von Verkehrsmodellen geht man bei der Bestimmung desFun-
damentaldiagramms hÄau¯g etwas anders vor. Man kann periodische Randbedingungen
benutzen und sodie Erhaltung der Teilchenzahlerzwingen.Damit wird die Dichte ρ zu ei-
ner globalenGrÄo¼e,die durch die Wahl der Anfangsbedingungenkontrolliert werdenkann.
NatÄurlich kann man auch lokale MessungendurchfÄuhren. FÄur ergodische Systemeerwar-
tet man jedoch identische Ergebnisse.Im thermodynamischen Limes erhÄalt man dann die
idealisierte Form desFundamentaldiagrammes,wie in Abb. 1 (rechts) angedeutet. Unter
Verkehrsforschern wird die idealisierte Form des Fundamentaldiagramms bis heute kon-
trovers diskutiert [45]. Neben einer stetig-di®erenzierbarenForm wie in Abb. 1 (rechts)
werdenhÄau¯g Hinweiseauf einesog.

"
Inverse-Lambda\ -Form gefunden,die schematisch in

Abb. 2 dargestellt ist. Das Besondereist hier, da¼J keineeindeutigeFunktion der Dichte
ist. DiesesVerhalten ist engverknÄupft mit der Existenz von metastabilenZustÄandenund
Hysteresee®ektenund wird in Abschnitt 5.2 ausfÄuhrlich diskutiert.
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Abbildung 1: links: Ein experimentelles Fundamentaldiagramm. rechts: Ein Fundamen-
taldiagramm ausMonte-Carlo-Simulationen desNaSch-Modells.

J(ρ)

ρρ ρ
1 2 

J(ρ )
2 

J(ρ )
1 

Abbildung 2: Schematische Darstellung eines Fundamentaldiagramms mit
"
Inverser-

Lambda\ -Form.

Ein weiterescharakteristischesPhÄanomenist die spontane Staubildung, der sog.
"
Stau

aus dem Nichts\ . Hier entsteht ein Stau ohne ersichtlichen Äau¼erenGrund (Unfall, Bau-
stelle o.Äa.) durch eine lokale Fluktuation. Bei einer hinreichend gro¼enVerkehrsdichte
kann ein leichtes AbbremseneinesFahrzeugsdurch eineKette von ÄUberreaktionen(nach-
folgendeFahrzeugebremsenetwasstÄarker ab, als esidealerweisenÄotig wÄare) dazu fÄuhren,
da¼schlie¼lich ein Auto stehenbleibt und soeinenStau auslÄost. DiesesPhÄanomenist aus
Beobachtungenan realemVerkehr seit langembekannt. Ein klassischesBeispielist in Abb.
3 gezeigt.Aus Luftb eobachtungen hat man die Trajektorien einzelnerFahrzeugeauf einer
Schnellstra¼ebestimmt. Man erkennt deutlich den gestautenBereich, der sich mit einer
charakteristischen Geschwindigkeit von etwa 15 km/h entgegender Fahrtrichtung bewegt.

In letzter Zeit hat man bei Messungenan mehrspurigenStra¼enHinweiseauf die Exi-
stenz einer weiteren Phasegefunden,die man als

"
synchronisierten Verkehr\ bezeichnet

[47].
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Abbildung 3: Experimentelle Beobachtung des
"
Stausausdem Nichts\ (aus [46]).

Verkehrsmodelle sollten in der Lagesein,die typische Form desFundamentaldiagram-
mesund das PhÄanomender spontanen Staubildung zu reproduzieren. Dies ist natÄurlich
nur eineMinimalforderung an die Modelle. FÄur vieleAnwendungenist einemikroskopische
Beschreibung vorteilhaft. Aus theoretischer Sicht sind Modelle befriedigender,bei denen
nicht Me¼grÄo¼en(z.B. das Fundamentaldiagramm) Eingabeparametersind. Schlie¼lich
sollten die Modelleeinfach genug sein,um eineschnelleSimulation von gro¼enNetzwerken
zu ermÄoglichen,und °exibel genug, um auf unterschiedlicheSituationen angewandt werden
zu kÄonnen.

2.3 Das Nagel-Sc hreckenberg-Mo dell

Bei demvon Nagelund Schreckenberg(NaSch) vorgeschlagenenModell [26]handelt essich
um einenprobabilistischen Zellularautomaten. Man stellt sich dabei vor, da¼die Stra¼ein
Zellen einer festenLÄangeunterteilt wird, die durch durch den Platzbedarf einesAutos im
dichtesten Stau festgelegtwird. GewÄohnlich setzt man die ZellenlÄangegleich 7.5 m. Jede
Zelle ist nun entweder leer oder durch ein Fahrzeugbesetzt. Der Zustand desFahrzeugs
wird dabei durch seinemomentane Geschwindigkeit vj charakterisiert, die auf Grund der
Diskretheit von Raum und Zeit auch nur diskrete Werte vj = 0,1, . . . , vmax annehmen
kann. Im einfachstenFall ist die HÄochstgeschwindigkeit vmax fÄur alle Fahrzeugegleich. Die
Zeitentwicklung einesZustandeswird durch die folgendenvier Regelnde¯niert, die jeweils
auf alle Fahrzeugegleichzeitig anzuwendensind (parallele Dynamik):

R1 Beschleunigung: vj (t + 1/3) = min(vj (t) + 1, vmax )

R2 Abbremsen: vj (t + 2/3) = min(dj (t), vj (t + 1/3))

11



R3
"
TrÄodeln\ : vj (t + 1)

p
= max(vj (t + 2/3) ¡ 1,0) mit Wahrscheinlichkeit p

R4 Fahren: Fahrzeugj bewegt sich vj (t + 1) Zellen weiter.

Hierbei bezeichnet dj (t) die Zahl der freien Zellen vor Fahrzeugj, also den Abstand zum
Vordermann. Ein Zeitschritt t ! t + 1 entspricht etwa einer Sekundein realer Zeit [26],
liegt also in der GrÄo¼enordnung der kleinsten relevanten Zeitskala, der Reaktionszeit.

Die Regeln R1{R4 haben eine einfache anschauliche Interpretation. R1 beschreibt
den VorwÄartsdrang der Autofahrer, die versuchen ihre Wunschgeschwindigkeit6 vmax zu
erreichen. Auf Grund dieserRegelgehÄort das NaSch-Modell zur Klasseder getriebenen
Systemefernab vom Gleichgewicht. Die Regel R2 dient der Vermeidung von UnfÄallen.
Hierbei werden keine Antizipationse®ekteberÄucksichtigt, denn ein Fahrzeug bremst bei
einem zu kleinen Abstand unabhÄangig davon, ob der Vordermann sich vielleicht auch im
gleichenZeitschritt bewegt oder nicht. In dieserRegelist die Wechselwirkungzwischenden
Fahrzeugenenthalten. Die

"
TrÄodelregel\ R3 ist fÄur dasstochastischeVerhaltendesModells

verantwortlich. Hier verringert ein Fahrzeugmit der (TrÄodel-) Wahrscheinlichkeit p seine
Geschwindigkeit um eineEinheit. DieserSchritt modelliert eineVielzahl von E®ekten,die
bei realemVerkehr eineRolle spielen,auf einehÄochst einfache aber doch e®ektive Art und
Weise. In ihm spiegelt sich das nicht perfekte Fahrverhalten der Fahrer wieder, die auch
auf freier Strecke nicht konstant mit HÄochstgeschwindigkeit fahren. Statt dessentreten
Fluktuationen der Geschwindigkeit auf. Au¼erdembeinhaltet dieseRegelsolch wichtige
E®ekte wie ÄUberreaktionen beim Bremsenoder verzÄogertesBeschleunigen. Gerade die
Modellierung der ÄUberreaktionen beim Bremsenist entscheidend fÄur den Realismus des
Modells, denn sie fÄuhren geradezum Auftreten des

"
Staus aus dem Nichts\ . Mu¼ ein

Fahrer auf Grund eineszu geringenAbstandeszum Vordermannabbremsen,so kann dies
zu einer Kettenreaktion fÄuhren. Auf Grund einer Kette von ÄUberreaktionenkann es bei
genÄugend gro¼enVerkehrsdichten passieren,da¼ein Fahrzeugsogarzum Stehenkommt
und damit einen spontanen Stau verursacht, indem es folgendeFahrzeugeebenfalls zum
Anhalten zwingt. Im letzten Teilschritt schlie¼lich bewegensich die Fahrzeugeum die in
den Schritten R1{R3 bestimmte neueGeschwindigkeit weiter.

Die NaSch-Regeln sind minimal in dem Sinne, da¼man kein realistisches Verhalten
(sieheAbschnitt 2.2) mehr erhÄalt, wenn man eine von ihnen weglÄa¼t. Selbst die Reihen-
folge der Regeln ist wichtig. Vertauscht man z.B. R2 und R3, so gibt es keine spontane
Staubildung mehr, da die ÄUberreaktionenbeim Bremsennicht mehr auftreten. In komple-
xerenSituationen, z.B. Mehrspurverkehr [48{52], ist esnatÄurlich notwendig,denRegelsatz
um neue Regeln zu erweitern. Au¼erdemist die Verwendung einer parallelen Dynamik
entscheidend. FÄur zufÄallig-sequentielle Dynamik erhÄalt man kein realistisches Verhalten
[I].

6Diese ist i.a. nicht gleich der Höchstgeschwindigkeit des Autos, sondern kann z.B. durch eine Geschwin-
digkeitsbeschränkung gegeben sein.
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3 Analytisc he Beschreibung des NaSch-Mo dells

Zellularautomaten sind auf Grund ihrer diskreten Struktur ideal fÄur Computersimulatio-
nen geeignet[25]. Trotzdem sind analytische Beschreibungenaus verschiedenenGrÄunden
wÄunschenswert. Dies gilt insbesonderefÄur probabilistische Zellularautomaten. Auf Grund
ihrer intrinsischenStochastizitÄat mu¼manhier Äuber sehrvieleKon¯gurationen mitteln, um
die Fluktuationen zu minimieren und hochgenaueMe¼ergebnissezu erhalten. Zusammen
mit den anderenLimitierungen von Computersimulationen (z.B. durch ¯nite-size-E®ekte)
macht esdieshÄau¯g schwer, subtile E®ektezu erkennenund zu verstehen.In diesenFÄallen
sind exakteLÄosungenbesonderswÄunschenswert. Aber auch approximativeanalytischeVer-
fahren kÄonnen hier wertvolle Hinweiseliefern. BeispielefÄur ein e®ektivesZusammenspiel
von analytischen Methoden und Monte-Carlo-Simulationen ¯nden sich in den Abschnitten
5.1 und 5.3.

Um die Physik desNaSch-Modellszu verstehen,wurdezunÄachst der stationÄareZustand
fÄur periodische Randbedingungenuntersucht. Dazu wurden in [I{I I I] verschiedenemikro-
skopischeTheorien entwickelt. Diese leiten sich { im Gegensatzzu phÄanomenologischen
Theorien { direkt ausder Mastergleichung fÄur die mikroskopischen Zustandsvariablen ab.

Im folgendenwerden die grundlegendenIdeen dieserVerfahren kurz vorgestellt. Ab-
schnitt 3.4 enthÄalt eine Diskussion der zugrundeliegendenPhysik, wie sie sich aus den
analytischen Ergebnissenund dem Vergleich mit Monte-Carlo-Simulationen ableiten lÄa¼t.

Obwohl alle Verfahrenim Prinzip auch zur Beschreibung der vollen Dynamik herange-
zogenwerdenkÄonnen,wird im folgendennur der stationÄare Zustand betrachtet. Hier sind
die Observablen zeit- und auf Grund der Translationsinvarianz desstationÄaren Zustandes
auch ortsunabhÄangig.

3.1 Die Cluster-Appro ximation

Die einfachste mikroskopische Beschreibung des NaSch-Modells erhÄalt man, wenn man
Korrelationen zwischendenZustÄandenbenachbarter ZellenvollstÄandig vernachlÄassigt. Die
zentralen GrÄo¼eneiner solchen Mean-Field-Theorie (MFT) sind die Wahrscheinlichkeiten
P (τ ), eineZelleim Zustandτ zu ¯nden. Dabei ist τ = v, wenndie Zelledurch ein Fahrzeug
mit Geschwindigkeit v besetzt ist, und τ = ¡ 1 fÄur eine leereZelle.

Die P (τ ) lassensich im Rahmen der MFT fÄur beliebigeParameterwerte vmax , p und
ρ angeben [I]. Vergleicht man die hierausbestimmten Fundamentaldiagramme mit denen
aus Computersimulationen, so fÄallt auf, da¼die MFT den Flu¼ deutlich unterschÄatzt.
Korrelationen spielendahereinewichtige Rolle. Da die MF-Fl Äussezu klein sind, kann man
auch bereits qualitativ e AussagenÄuber die Natur der Korrelationen machen: Sie mÄussen
zur ErhÄohung des Flussesbeitragen. Dies ist nur mÄoglich, wenn die Wahrscheinlichkeit,
vor einemFahrzeugeinenleerenPlatz zu ¯nden, gegenÄuber der MF-VorhersageerhÄoht ist.
Dieser E®ekt wird in Anlehnung an die Terminologieder FestkÄorperphysik als Teilchen-
Loch-Anziehungbezeichnet [53], [I]. Eine quantitativ e De¯nition wird in Abschnitt 3.4
gegeben.
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Die Cluster-Approximation ist eine systematische Verbesserungder MFT, die kurz-
reichweitige Korrelationen zwischendenZellenexakt berÄucksichtigt [I]7. Bei der n-Cluster-
Approximation wird ein Cluster ausn benachbarten Zellenexakt behandelt. DieserCluster
wird dann auf selbstkonsistente Weisean den Rest desSystemsangekoppelt.

FÄur einenn¡ Cluster, der ausn Zellen im Zustand ¿(n)
j (t) = (τj (t),. . . , τj + n¡ 1(t)) zur

Zeit t besteht, kann man eine exakte Gleichung fÄur die Zeitentwicklung der Clusterwahr-
scheinlichkeit P (τj (t), . . . , τj + n¡ 1(t)) ableiten. Man mu¼dabei jeweils die vmax Zellen zur
linken und zur rechten diesesCluster berÄucksichtigen. Deren Zustand bestimmt, ob Au-
tos in den zentralen Cluster hineinfahren bzw. ihn verlassenkÄonnen. DeshalbhÄangt der
Zustand ¿(n)

j (t + 1) desCluster zur Zeit t + 1 nicht nur von seinemeigenenZustand zur
t ab, sondern auch von (τj ¡ vmax (t), . . . , τj ¡ 1(t)) und (τj + n (t), . . . , τj + n+ vmax ¡ 1(t)). Im
stationÄaren Zustand hat die Mastergleichung fÄur einenn¡ Cluster die folgendeStruktur:

P (¿(n)) =
X

¿ ( n +2 vmax )

W (¿(n+2 vmax ) ! ¿(n))P (¿(n+2 vmax )). (11)

Dabei ist ¿(n+2 vmax ) = (τj ¡ vmax , . . . , τj + n+ vmax ¡ 1). Die ÄUbergangswahrscheinlichkeiten
W (¿(n+2 vmax ) ! ¿(n)) werden aus den Regeln R1-R4 bestimmt. Die Mastergleichung
fÄur einenn¡ Cluster beinhaltet also (n + 2vmax )¡ Cluster-Wahrscheinlichkeiten. In einem
translationsinvarianten stationÄarenZustandhÄangendie WahrscheinlichkeitenP (¿(t)) nicht
von j ab.

Um ausder Hierarchie von Mastergleichungen(11) fÄur verschiedeneClustergrÄo¼eneinen
Satzvon geschlossenenGleichungenzu gewinnen,mu¼man die (n+ 2vmax )¡ Cluster durch
die n¡ Cluster-Wahrscheinlichkeiten ausdrÄucken. Dies geht i.a. nur approximativ. Man
faktorisiert daher in ein Produkt aus n¡ Clustern. Dies ist in Abb. 4 fÄur n = 1,2,3 und
vmax = 2 veranschaulicht.

Die Wahrscheinlichkeit P (¿) das System in der Kon¯guration ¿ = (τ1, . . . , τL ) zu
¯nden, hat in der 1-Cluster-NÄaherungdie einfache Form

P (τ1, . . . , τL ) =
LY

j =1

P (τj ). (12)

Diesentspricht geradeder Mean-Field-Theorie.FÄur die 2-Cluster-Approximation hat man
eineFaktorisierung der Form

P (τ1, . . . , τL ) / P (τ1, τ2)P (τ2, τ3) ¢¢¢P (τL ¡ 1, τL )P (τL , τ1). (13)

Die 3-Cluster-NÄaherungist in Abb. 4c gra¯sch dargestellt.
I.a. liefert die Mastergleichung (vmax + 1)n nichtlineare GleichungenfÄur die n-Cluster-

Approximation. DieseZahl kann mit Hilfe der sog. Kolmogorov-Konsistenzbedingungen
[54] reduziert werden. Trotzdem ist eine LÄosungdes Gleichungssystems(11) (mit fakto-
risierten Clusterwahrscheinlichkeiten) nur fÄur relativ kleine ClustergrÄo¼enmÄoglich [I]. Die

7Erste Ergebnisse finden sich in [53].

14



���
���

���
���

���
���

���
���

���
���

� � � � �
����	�
 ����	
� ��� ������� ������


���

�
�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�
�

�
�� � � � � �

����	�
 ����	
� ��� ������� ������
 �������

� �

�
�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�
�

�
�� � � � � � �� ��	�
 � ��	�� � � � ����� � ���

 � � �
� � ���
�

���

Abbildung 4: Die n¡ Cluster-NÄaherung fÄur a) n = 1 (d.h. Mean-Field), b) n = 2 und c)
n = 3. Gezeigtist jeweilsder zentrale n¡ Cluster, der auf Platz j beginnt, und alle anderen
Cluster, die in der Mastergleichung (11) im Fall vmax = 2 berÄucksichtigt werdenmÄussen.

QualitÄat der NÄaherungnimmt mit wachsendemn zu und fÄur n ! 1 wird dasn-Cluster-
Ergebnisexakt.

FÄur vmax = 1 ist allerdingsschon die 2-Cluster-Approximation exakt [53],[I].DiesÄau¼ert
sich darin, da¼alle hÄoherenApproximationen identische Resultate liefern. Die Cluster-
wahrscheinlichkeiten P (nj , nj +1 ) (mit den Besetzungszahlennj ) im stationÄaren Zustand
sind explizit durch

P (0,0) = 1 ¡ ρ ¡ P (1,0),

P (1,1) = ρ ¡ P (1,0), (14)

P (1,0) = P (0,1) =
1
2¹p

h
1 ¡

p
1 ¡ 4¹pρ(1 ¡ ρ)

i
,

gegeben, mit ¹p = 1¡ p. Mit Hilfe von kombinatorischen Argumenten kann man zeigen[I],
da¼(13) und (14) den stationÄaren Zustand exakt beschreiben.

Mit J(ρ, p) = ¹pP (1,0) erhÄalt man fÄur den Flu¼

J(ρ, p) =
1
2

³
1 ¡

p
1 ¡ 4¹p(1 ¡ ρ)ρ

´
. (15)

Da fÄur vmax = 1 nur sehrkurzreichweitige Korrelationen existieren,liegt die Vermutung
nahe, da¼dieseauch fÄur vmax > 1 dominieren und deshalb die Cluster-Approximation
gute Ergebnisseliefert. Allerdings erhÄalt man fÄur vmax = 2 schon fÄur die 2-Cluster-
Approximation ein nichtlinearesGleichungssystem,dasnur numerisch gelÄost werdenkann.
Die mit der n-Cluster-Approximation (n = 1, . . . ,5) bestimmten Fundamentaldiagramme
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Abbildung 5: Vergleich von Simulationsergebnissenmit der n-Cluster-Approximation (n =
1, . . . ,5 von unten nach oben) fÄur dasFundamentaldiagramm fÄur vmax = 2 und p = 1/2.

werden in Abb. 5 mit den Ergebnissenvon Monte Carlo Simulationen verglichen. Man
¯ndet eine schnelle Konvergenzund schon fÄur n = 4 ist die Di®erenzzwischen den Simu-
lationsergebnissenund der Cluster-Approximation sehrklein.

3.2 Fahrzeug-orien tierte Mean-Field-Theorie

Die Fahrzeug-orientierteMean-Field-Theorie (car-oriented mean-¯eld, COMF) [I I] ist eine
andereMÄoglichkeit, Korrelationen bei der analytischen Beschreibung zu berÄucksichtigen.

Die RegelnR1-R4 lassensich vollstÄandig durch dj und vj ausdrÄucken. Deshalbkann
der Zustand des Systemsstatt durch Besetzungszahlenτj auch durch die AbstÄande und
Geschwindigkeiten8. Eine solche Beschreibung ist bei Computersimulationen fÄur kleine
Dichten sinnvoll [I], da man es dann mit einer kleineren Anzahl von Variablen { und
somit geringeremSpeicherbedarf und erhÄohter Rechengeschwindigkeit { im Vergleich zur
Besetzungszahldarstellungzu tun hat.

Die zentrale GrÄo¼ebei COMF ist die Wahrscheinlichkeit Pn (v), da¼ein Auto mit Ge-
schwindigkeit v genau n freie Zellen vor sich ¯ndet. Auf dieseArt und Weise werden
gewisselangreichweitige Korrelationen berÄucksichtigt. Das Wesentliche an COMF ist, da¼
Korrelationen zwischenden AbstÄandenvernachlÄassigtwerden.

FÄur vmax = 1 erhÄalt man ausder Mastergleichung folgendesGleichungssystem:

P0(t + 1) = ¹g(t) [P0(t) + ¹pP1(t)] ,

P1(t + 1) = g(t)P0(t) + [¹pg(t) + p¹g(t)] P1(t) + ¹p¹g(t)P2(t),

Pn (t + 1) = pg(t)Pn¡ 1(t) + [¹pg(t) + p¹g(t)] Pn (t) + ¹p¹g(t)Pn+1 (t), (n ¸ 2) (16)

wobei g(t) = ¹p
P

n¸ 1 Pn (t) = ¹p[1 ¡ P0(t)] die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, da¼ein Auto
im nÄachsten Zeitschritt fÄahrt. ¹g(t) = 1 ¡ g(t) ist dann die Wahrscheinlichkeit, da¼das

8Für eine vollständige Äquivalenz muß man noch die Position x1 eines festen Fahrzeuges j = 1 angeben.
Aus x1, f djg und f vjg kann man dann eindeutig f ¿jg bestimmen.
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Auto nicht fÄahrt. Als Beispiel betrachten wir die Gleichungen fÄur n ¸ 2. Da die Ge-
schwindigkeitsdi®erenzzweier FahrzeugehÄochstens vmax = 1 betrÄagt, mu¼ein Abstand
von n Zellen zur Zeit t + 1 aus einem Abstand der LÄangen ¡ 1, n oder n + 1 im vori-
gen Zeitschritt hervorgegangensein. Ein Abstand n ¡ 1 entwickelt sich in n, wenn nur
das erste FahrzeugfÄahrt (das passiert mit Wahrscheinlichkeit g(t)) und das zweite Auto
im TrÄodelschritt bremst (mit Wahrscheinlichkeit p), d.h. die Gesamtwahrscheinlichkeit fÄur
diesenProze¼ist pg(t)Pn¡ 1(t). Auf Äahnliche Art erhÄalt man die Wahrscheinlichkeit, da¼
sich der Abstand nicht Äandert aus der Wahrscheinlichkeit ¹pg(t), da¼beide Autos fahren
und der Wahrscheinlichkeit p¹g(t), da¼beide Autos nicht fahren. Der Abstand verringert
sich um 1, wenn dashintere Auto fÄahrt, dasvordereaber nicht (Wahrscheinlichkeit ¹p¹g(t)).

DrÄuckt man g(t) durch die Pn aus, so erhÄalt man ein System von unendlich vielen
nichtlinearen Gleichungen. Dieseskann aber mit Hilfe von ErzeugendenfunktionengelÄost
werden[I I]. FÄur vmax = 1 ¯ndet man einerein exponentielle Abstandsverteilung Pn = Czn

(n ¸ 1), wobei C und z von ρ und p abhÄangen.FÄur den Flu¼J(ρ, p) = ρg wird dasexakte
Ergebnis(15) reproduziert.

Im Fall vmax = 2 erhÄalt man zwei gekoppelte Systemevom Typ (16), da man nun
zwischenPn (v = 1) und Pn (v = 2) zu unterscheidenhat. DieseSystemekann man wieder
lÄosen,man ¯ndet aber nicht den exakten stationÄaren Zustand [I I].

3.3 Paradiesisc he Zust Äande

Ein wichtiger E®ektder parallelenDynamik ist die Existenzvon Kon¯gurationen, die durch
die Dynamik niemalserreicht werdenkÄonnen[I I I]. DieseKon¯gurationen bezeichnet man
als paradiesischeZustÄandeoder Garten Eden ZustÄande[55], da esfÄur siekeinenVorgÄanger
gibt. Hat man sie einmal verlassen,so kann man nicht mehr zurÄuckkehren. Sie kÄonnen
daher nur in der Anfangskon¯guration auftreten. Ein einfachesBeispiel im NaSch-Modell
ist in Abb. 6 gezeigt.Die Geschwindigkeit einesFahrzeugesentspricht geradeder Zahl der
Zellen, um die essich im letzten Zeitschritt bewegt hat. FÄur die Kon¯guration aus Abb.
6 hei¼tdas, da¼sich die beiden Fahrzeugeim vorherigenZeitschritt in der gleichen Zelle
befundenhabenmÄu¼ten.Da diesaber nicht erlaubt ist, kann sich einelokaleKon¯guration
wie die angegebenenicht unter der NaSch-Dynamik entwickeln.

�

� �� �� �
�

� �� �� � ���

Abbildung 6: Ein paradiesischer Zustand im NaSch-Modell mit vmax ¸ 2.

Solche ZustÄande waren in anderenModellen schon lÄanger bekannt [55]. In [I I I] wur-
de deren Existenz erstmals fÄur analytische Rechnungen ausgenutzt. Die paradiesischen
ZustÄande lassensich klassi¯zierenund ausdem Kon¯gurationsraum eliminieren. Die Fra-
ge, ob ein Zustand paradiesisch ist oder nicht, lÄa¼tsich durch die Untersuchung lokaler
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Kon¯gurationen entscheiden. FÄur vmax = 1 gibt es zwei lokale Garten Eden ZustÄande,
fÄur vmax = 2 sind es bereits zehn. In dem reduzierten Raum kann man dann eine ein-
fache Mean-Field-Approximation durchfÄuhren (paradiesischeMean-Field-Theorie, pMF).
Die Resultate der pMF stellen eineerhebliche VerbesserunggegenÄuber der einfachen MF-
Theorie dar [I I I]. ÄUberraschenderweiseerhÄalt man fÄur vmax = 1 dasexakte Ergebnis(15).

3.4 Mikrosk opische Struktur des station Äaren Zustandes

Wie bereits erwÄahnt, unterschÄatzt die MFT den Flu¼ erheblich. Die Diskrepanz wird
mit wachsendemvmax grÄo¼er. Korrelationen spielen daher eine wichtige Rolle. Wie in
Kap. 3.1 erlÄautert, existiert eine Teilchen-Loch-Anziehung. Mathematisch lÄa¼tsich diese
im Rahmen der 2-Cluster-NÄaherung fÄur den Fall vmax = 1 durch P (1,0) > P (1)P (0) =
ρ(1¡ ρ) ausdrÄucken. Um die Ursachender Teilchen-Loch-Anziehung zu verstehen,sind die
analytischen Verfahrensehrhilfreich.

FÄur vmax = 1 sind alle vorgestellten Verfahren (2-Cluster, COMF und pMF) exakt.
Dies bedeutet, da¼nur Korrelationen benachbarter Zellen wichtig sind. Besondersauf-
schlu¼reich ist die Tatsache, da¼pMF exakt ist. Es gibt daher keine

"
echten\ Korrela-

tionen, sondernderen Ursache liegt vollstÄandig in der Existenz paradiesischer ZustÄande.
Zugleich versteht man hiermit den Unterschied zur zufÄallig-sequentiellen Dynamik, bei der
bereitsdie MFT dasexakteErgebnisliefert. In diesemFall ist der stationÄare Zustand also
vollstÄandig unkorreliert.

Die Situation Äandert sich fÄur den Fall vmax > 1. Hier ist pMF nicht mehr exakt9. Es
existierendaher

"
echte\ Korrelationen. Dies erklÄart die in [I] gemachte Beobachtung, da¼

dasNaSch-Modell fÄur vmax = 1 und vmax > 1 qualitativ unterschiedlichesVerhalten zeigt.
Au¼erdemmacht esverstÄandlich, warum bisher eine exakte Bestimmung desstationÄaren
ZustandesfÄur vmax > 1 nicht gelungenist.

Interessant ist auch die AbhÄangigkeit der mikroskopischen Struktur des stationÄaren
Zustandsvom TrÄodelparameterp. Um diesebesserzu verstehen,ist eshilfreich, die deter-
ministischen FÄalle p = 0 und p = 1 zu untersuchen.

FÄur p = 0 ist dasVerhalten vollstÄandig durch den mittleren Abstand zum Vordermann
bestimmt [56]. FÄur Dichten ρ · 1/(vmax + 1) arrangieren die Autos sich so, da¼alle
AbstÄandegrÄo¼erals vmax sind. Im stationÄarenZustand fahrensiedahermit der Geschwin-
digkeit vmax . FÄur Dichten ρ > 1/(vmax + 1) ist dies nicht mehr mÄoglich. Hier wird die
Geschwindigkeit durch denmittleren Abstand ¹d = L ¡ N

N = 1¡ ½
½ zum Vordermannbestimmt.

Das Fundamentaldiagramm ist daher durch

J(ρ) =

(
vmax ρ fÄur ρ · 1/(vmax + 1),

1 ¡ ρ fÄur ρ > 1/(vmax + 1)
(17)

gegeben. Dabei ist zu beachten, da¼der stationÄare Zustand nicht eindeutig ist, sondern
durch die Anfangsbedingungbestimmt wird.

9Genausowenig ist die MFT exakt im Fall zufällig-sequentieller Dynamik.
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FÄur p = 0 gibt eskeinespontane Staubildung, denn ÄUberreaktionensind nicht mÄoglich.
Das Verhalten wird durch eine rein

"
repulsive\ Wechselwirkung zwischen den Fahrzeugen

bestimmt.
Der Fall p = 1 ist nicht Äaquivalent zu einemModell mit HÄochstgeschwindigkeit vmax ¡

1. FÄur diesenWert des TrÄodelparameterswird ein stehendesFahrzeug niemals fahren
kÄonnen. Deshalb wird der Flu¼ im stationÄaren Zustand verschwinden, sobald ein Auto
mit Geschwindigkeit 0 existiert. Dies kann auf Grund der Anfangsbedingung geschehen
oder durch Wechselwirkungen. Allerdings existieren fÄur Dichten ρ · 1/3 und vmax > 1
metastabileZustÄandemit nicht verschwindendemFlu¼.Soist z.B. fÄur ρ = 1/3 der Zustand
..1..1..1.. stationÄar mit Flu¼J = 1/3. Allerdings sind dieseZustÄandeinstabil unter lokalen
StÄorungen. Die ÄAnderungder Geschwindigkeit einesFahrzeugesauf 0 oder die Reduzierung
einesAbstandesauf 0 oder 1 genÄugt, um den Flu¼zusammenbrechen zu lassen.

Das Verhalten fÄur 0 < p < 1 interpoliert zwischen diesenbeiden GrenzfÄallen. Beson-
ders interessant ist der Grenzfall p ! 0. Ein Vergleich der Ergebnissevon Monte-Carlo-
Simulationen mit den analytischen Resultatenzeigt, da¼sowohl dasCOMF-Fundamental-
diagramm als auch jeneausder 3-Cluster-Approximation asymptotisch exakt sind. Schon
fÄur den

"
realistischen\ Wert p = 0.1 ist die ÄUbereinstimmung exzellent [IV]. Die 2-Cluster-

NÄaherung kann dagegennicht alle Korrelationen richtig erfassen. Hier gibt es deutliche
Abweichungenim Limes p ! 0.

Eine genauereUntersuchung zeigt aber deutliche Unterschiede in der QualitÄat von 3-
Cluster-Approximation und COMF [IV]. Es wurden starke Hinweisedarauf gefunden,da¼
die 3-Cluster-NÄaherung auch fÄur andereMe¼grÄo¼enasymptotisch exakt ist. Bei COMF
dagegentreten bei einigenObservablen deutliche Abweichungenzu den Simulationsergeb-
nissenauf. So wird z.B. die Zahl der Fahrzeugemit Geschwindigkeit 1 Äuber- und die
mit der Geschwindigkeit 2 unterschÄatzt. Dies ist umso erstaunlicher, als die (gewichtete)
Summeaus diesenbeidenGrÄo¼en,d.h. der Flu¼,richtig wiedergegeben wird. Der Grund
fÄur dieseAbweichungen liegt darin, da¼COMF nicht in der Lage ist, die lokale Struktur
desstationÄaren Zustandeszu erfassen[IV]. Insbesonderedie Stabilit Äat von Kon¯guratio-
nen vom Typ `.1.1.1.' wird ÄuberschÄatzt. Diesesind aber instabil unter Fluktuationen des
Abstandes,die in COMF geradevernachlÄassigtwerden.

FÄur kleine p wird die mikroskopische Struktur des stationÄaren Zustandesdurch die
repulsive Wechselwirkung zwischen den Fahrzeugendominiert. Mit wachsendemp er-
kennt man aber ein Tendenzzur Phasenseperation in gestauteund Frei°u¼bereiche. Ein
stehendesFahrzeugkann hier auch bei niedrigenDichten einenStau auslÄosen,da die An-
fahrwahrscheinlichkeit relativ gering ist. Die entstehendenStaussind typischerweisenicht
kompakt, sondernvon der Form `.0.0.0.', da ein auf den Stau au®ahrendesFahrzeugmit
gro¼erWahrscheinlichkeit noch einmal tr Äodelt. Insgesamt kann man sagen,da¼das Ver-
halten des NaSch-Modells fÄur 0 < p < 1 durch die Konkurrenz der beiden

"
Fixpunkte\

p = 0 und p = 1 bestimmt wird.
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4 Matrixpro dukt-Ansatz

Bei denin Kapitel 3 beschriebenenMethodenhandelt essich im Prinzip um NÄaherungsver-
fahren,die in SpezialfÄallenzu exaktenErgebnissenfÄuhren. Esstellt sich nun dieFrage,ob es
mÄoglich ist, systematisch nach exaktenLÄosungenzu suchen. FÄur stochastische Systemein
einerDimensiongibt estatsÄachlich eineTechnik, die dieserlaubt, densog.Matrixpro dukt-
Ansatz.

Die Bedeutung des Matrixpro dukt-Ansatzes fÄur Quantenspinketten wurde zuerst in
[30{32] erkannt (sieheauch [57,58]). Insbesonderein [32] konnte gezeigtwerden,da¼der
MPA engmit demKonzept desOptimum-Grundzustandes(OGZ) zusammenhÄangt. Dieses
Konzept wird in Abschnitt 4.1 ausfÄuhrlich vorgestellt. Ist der GrundzustandeinesVielteil-
chensystemsein OGZ, so kann seineBestimmung auf ein lokalesProblem zurÄuckgefÄuhrt
werden.

Der Matrixpro dukt-Ansatz fÄur OGZ hat sich mittlerw eile zu einemStandardverfahren
fÄur Spinsystemeentwickelt. In jÄungster Zeit hat er vor allem Anwendungenauf Leitersy-
steme[59,60] und zweidimensionaleSpinmodelle [61] gefundenund sowesentlich zu einem
vertieften VerstÄandnis dieserSystemebeigetragen.

Die Bedeutung des Matrixpro dukt-Ansatzes wird auch dadurch unterstrichen, da¼
sich bei der sogenannten Dichtematrix-Renormierung der Zustand asymptotisch einem
Matrixpro dukt-Zustand nÄahert [62].

Die erstenAnwendungendesMatrixpro dukt-AnsatzesfÄur stochastischeSystemē nden
sich in [57,63]. In den letzten Jahrenkonnte sogargezeigtwerden,da¼eineVerallgemeine-
rung desOGZ, der sogenannte Cancelling-Mechanismus10, generisch fÄur deren stationÄare
ZustÄandeist. Dies wird ausfÄuhrlich in Abschnitt 4.2 erlÄautert.

4.1 Optim um-Grundzust Äande und MP A

Betrachten wir zunÄachst eine Quantenspinkette mit periodischen Randbedingungen,die
durch einenHamilton-Operator der Form H =

P L
j =1 hj ;j +1 beschrieben wird, wobei hj ;j +1

ein lokaler hermitescherHamiltonian ist, der nur auf die Spinsj und j + 1 wirkt.
Man kann durch Addition einergeeignetenKonstanten immer erreichen, da¼der klein-

ste Eigenwert von hj ;j +1 { die lokale Grundzustandsenergie{ gleich Null ist. Dann ist
hj ;j +1 positiv-semide¯nit und somit auch H als Summepositiv-semide¯niter Operatoren.
Deshalb ist Null eine untere Schranke fÄur die (globale) GrundzustandsenergieE0 von H,
d.h. E0 ¸ 0. Im Normalfall ist E0 echt grÄo¼erals Null (E0 > 0) und lokal angereg-
te ZustÄande von hj ;j +1 tragen zum globalen Grundzustand bei. In diesemFall ist eine
explizite Konstruktion desglobalenGrundzustandesi.a. nicht mÄoglich.

Im Spezialfall E0 = 0 dagegenist

H jψ0i = 0 (18)

10In Ermangelung eines gebräuchlichen deutschen Ausdruckes wird im folgenden weiter die englische
Form verwendet.
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und deshalbgilt fÄur alle j

hj ;j +1 jψ0i = 0. (19)

Ein Zustand jψ0i hei¼tOptimum-Grundzustandvon H genaudann, wenn die Bedingung
(19) erfÄullt ist. Diesbedeutetinsbesondere,da¼die GrundzustandsenergieunabhÄangigvon
der SystemgrÄo¼eist, d.h. esgibt keine¯nite-size Korrekturen.

Die grundlegendeIdeedesMPA besteht nun darin, den Grundzustandals ein Produkt
von Matrizen (in einemHilfsraum) auszudrÄucken:

jψ0i = Spur(m1 ¢m2 ¢. . . ¢mL ) . (20)

Die Eintr Äage(mj )®;¯ der Matrix mj sind Linearkombinationen (mj )®;¯ =
P

n A
(®;¯ )
n jni j der

BasiszustÄande jni j des lokalen Hilbertraumesam Platz j. '¢' bezeichnet die gewÄohnliche
Matrixm ultiplik ation in Verbindung mit einemTensorprodukt der Matrixelemente. Unter
einem MPA versteht man im engerenSinne einen Ansatz der Form (20) mit endlichdi-
mensionalenMatrizen mj . Man beachte, da¼m1 ¢m2 ¢... ¢mL die gleiche Dimension wie
die Matrizen mj hat, aber die Eintr Äage sind nun komplizierte Linearkombinationen von
Tensorprodukt-ZustÄanden. In [30{32] wurden z.B. Spin-1-Ketten untersucht. In diesem
Fall besteht die lokale Basis jni j aus den Sz¡ EigenzustÄandenj+ i j , j0i j und j¡i j und die
mj sind 2 £ 2¡ Matrizen.

Die Spur in (20) garantiert die Translationinvarianz desGrundzustandes.FÄur andere
Randbedingungenmu¼siedurch einegeeigneteLinearkombination der Elemente von m1 ¢
m2 ¢... ¢mL ersetzt werden.

Die Bedingung(19) ist erfÄullt, falls

hj ;j +1 (mj ¢mj +1 ) = 0 , (21)

d.h. alle Eintr Äagevon mj ¢mj +1 sind lokale GrundzustÄandevon hj ;j +1 .
Eine zu (20) Äaquivalente Darstellung ist

mj =
X

n

An jni j (22)

mit geeignetenMatrizen An . Im Gegensatzzu den mj sind die Elemente von An reelle
Zahlen.

Nach Vertauschung von Hilfs- und Zustandsraumkann (20) auch in der Form

jψ0i = Spur(A ­ A ­ ... ­ A) , (23)

geschrieben werden. A ist der Vektor mit den (matrixwertigen) Komponenten An . Die
Bedingung(21) nimmt die Form

hj ;j +1 (A ­ A) = 0 , (24)

an. Es gibt alsozwei Äaquivalente Darstellungen(20) und (23) von jψ0i und der zugehÄorigen
Optimalit Äatsbedingung(21) bzw. (24).

21



4.2 MP A fÄur sto chastisc he Prozesse

Im folgendenwird nun gezeigt,wie der MPA zur Konstruktion stationÄarer ZustÄande jP0i
stochastischer Prozessebenutzt werden kann. Im Gegensatzzum Fall der Quantenspin-
ketten ist die

"
Grundzustandsenergie\ desstochastischen Hamilton-Operators H de¯niert

durch (6) und (7) bereits bekannt. Aus (5) erkennt man, da¼HjP0i = 0 und deshalb
ist die GrundzustandsenergieNull, und zwar unabhÄangig von der SystemgrÄo¼e.Dies lie-
fert bereits einen ersten Hinweis auf die Anwendbarkeit des MPA und einer geeigneten
VerallgemeinerungdesOGZ-Konzeptes.

Hinrichsenet al. [64] haben erkannt, da¼esfÄur stochastische Prozessesinnvoll ist, fÄur
einenMPA der Form (23) die Bedingung(19) durch die allgemeinereBedingung

hj ;j +1 (A ­ A) = X ­ A ¡ A ­ X , (25)

zu ersetzen.Der Vektor X ist i.a. verschiedenvon A, hat aber die gleiche Struktur. FÄur
periodische Randbedingungensieht man sofort, da¼sich die divergenzartigenTerme auf
der rechten Seitevon (25) bei Summation Äuber j wegheben.

FÄur X = A reduziert sich (25) zu (24). Dies ist z.B. immer fÄur Quantenspinketten mit
denStandardsymmetriender Fall. In diesemSinnekann man daher(25) alsVerallgemeine-
rung desOGZ-Konzeptesansehen.Man bezeichnet (25) ausnaheliegendenGrÄunden auch
als Cancelling-Mechanismus. Er erlaubt es,die Bestimmung desstationÄarenZustandesauf
ein lokalesProblem zurÄuckzufÄuhren.

Da dieStruktur desstationÄarenZustandesbekannt ist, lassensich allgemeineErgebnisse
ableiten. Sowurdenz.B. in [65]allgemeineZusammenhÄangezwischenErwartungswertenei-
nesModells mit geordnet-sequentieller und desgleichen Modells mit Untergitter-paralleler
Dynamik gefunden.

FÄur den Fall nicht-periodischer Randbedingungengarantiert (25) alleine nicht mehr
die StationaritÄat und man benÄotigt zusÄatzliche BedingungenfÄur die RÄander. FÄur einen
stochastischen Hamilton-Operator der Form

H = h1 +
L ¡ 1X

j =1

hj ;j +1 + hL (26)

ist dies leicht mÄoglich. Die Operatorenh1 bzw. hL wirken dabei nur auf den RandplÄatzen
1 bzw. L. Man ÄuberprÄuft leicht, da¼die Bedingungen

hW jh1A = ¡h W jX , (27)

hLAjV i = X jV i (28)

mit geeignetenVektorenhW j und jV i sicherstellen,da¼die Stationarit ÄatsbedingungerfÄullt
ist. Der MPA hat in diesemFall nicht die Form (23), sondern

jP0i =
1
ZL

hhW jA ­ ¢¢¢­ AjV ii , (29)
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mit der Normierungskonstanten ZL . Dies spiegeltdie Tatsache wider, da¼der stationÄare
Zustand nicht mehr translationsinvariant ist. Die Klammern hh...ii sollen andeuten,da¼
dasSkalarprodukt in jeder Komponente desVektorsA ­ ... ­ A zu bilden ist.

Etwas expliziter haben die Gewichte P (¿) einer Kon¯guration ¿ = f τ1, . . . , τL g im
stationÄaren Zustand einesZweizustandsprozessesmit A = (E,D) t die Form

P (τ1, . . . , τL ) =
1
ZL

hW j
LY

j =1

[τj D + (1 ¡ τj )E] jV i . (30)

Damit hat man ein einfachesRezeptzur Berechnung desGewichtes einerbeliebigenKon¯-
guration ¿: ÄUbersetzedie Kon¯guration in ein Produkt von Matrizen durch Identi¯k ation
eines leeren Platzes (τj = 0) mit E und einesbesetztenPlatzes (τj = 1) mit D. Da-
mit korrespondiert z.B. die Kon¯guration 011001¢¢¢ mit dem Produkt EDDEED ¢¢¢=
ED2E2D ¢¢¢. Das Gewicht erhÄalt man dann durch Bildung desMatrixelementes mit den
Vektoren hwj und jvi .

Setzt man die Matrixdarstellung der Operatoren hj ;j +1 , h1 und hL in (25), (27), (28)
ein, so erhÄalt man ein System quadratischer Gleichungen in E,D,X1 und X2, das man
als die Algebra desAnsatzes(25) bezeichnet. Die Dimension der Matrizen ist durch den
Ansatz noch nicht bestimmt.

Eine wichtige AnwendungdesMPA fÄur stochastische Systemeist die LÄosungdessog.
asymmetrischenExklusionsprozesses(asymmetric simple exclusionprocess,ASEP). Hier-
bei handelt es sich im wesentlichen11 um ein NaSch-Modell mit vmax = 1 und o®enen
Randbedingungen. Im Inneren hÄupfen die Teilchen mit der Rate p nach rechts auf einen
freien Platz12. Ist der erste Platz unbesetzt, so wird dort mit der Rate α ein Teilchen
in das Systemgesetzt. Entsprechend werden Teilchen vom letzten Platz mit der Rate β
entfernt13. Im ASEP ist alsoim Gegensatzzum NaSch-Modell die Teilchenzahlnicht mehr
erhalten.

Der ASEP ist nicht nur von theoretischem Interesse,z.B. als einfachesModellsystem
fÄur randinduzierte PhasenÄubergÄange(sieheAbschnitt 5.3). Er hat auch zahlreiche Anwen-
dungen, z.B. auf die Kinetik der Biopolymerisation [66], Ober°Äachenwachstum etc. [67].
Eine naheliegendeAnwendung im Bereich des Stra¼enverkehrs ist die sog.

"
Bottleneck-

Situation\ , wie man sie z.B. auf Grund von Baustellenantri®t. Dort kommt eshÄau¯g zu
einer vorÄubergehendenVerengungvon mehrerenFahrspuren auf eine einzige. Solche Si-
tuationen lassensich mit dem ASEP einfach beschreiben, wobei die Raten α und β jeweils
die ÄUbergangsbereiche zwischen Ein- und Mehrspurverkehr modellieren.

FÄur den Fall des ASEP erhÄalt man fÄur eine geeigneteWahl von X die sogenannte

11Im engeren Sinne bezeichnet man mit ASEP den Prozeß mit zufällig-sequentieller Dynamik.
12Wir folgen hier der Konvention, die Hüpfwahrscheinlichkeit mit p zu bezeichnen. Dies entspricht einem

Trödelparameter 1 ¡ p im NaSch-Modell.
13Für zeitlich diskrete Dynamiken sind p, ® und ¯ Wahrscheinlichkeiten.
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"
DEHP-Algebra\ [63]

pDE = D + E , (31)

αhW jE = hW j , (32)

βDjV i = jV i . (33)

Man kann explizite DarstellungenfÄur D, E, hW j und jV i ¯nden [63]. Auf der Linie

α + β = p (34)

existiereneindimensionaleDarstellungen,d.h. die Matrizen E und D sind in diesemFalle
reelleZahlen. In allen anderenFÄallen sind die Matrizen aber unendlich-dimensional[63].

Die Anwendbarkeit desMPA ist nicht auf zufÄallig-sequentielle Dynamik beschrÄankt. In
[68{70] und [V] wurde gezeigt,da¼eineVerallgemeinerungauf zeitlich diskreteDynamiken
mÄoglich ist. Auch in diesenFÄallen hat der stationÄare Zustand die Form14 (29). Wie in
Abschnitt 2.1 ausgefÄuhrt, ist die zentrale GrÄo¼ehier eine Transfermatrix. In den FÄallen,
in denensich die Transfermatrix aus lokalen Transfermatrizentj ;j +1 aufbauenlÄa¼t,kann
man denCancelling-Mechanismuseinfach angeben. FÄur die geordnet-sequentielle Dynamik
(entgegender Bewegungsrichtung) erhÄalt man z.B. [69],[V]

tj ;j +1 [A ­ X] = X ­ A , (35)

tLAjV i = X jV i , (36)

hW jt1X = hW jA . (37)

Bei der Aktualisierung wird zunÄachst am rechten Ende der Kette ein
"
Defekt\ X erzeugt

(siehe(36)), der dann sukzessive durch die tj ;j +1 nach links transportiert und dort wieder
vernichtet wird (siehe(37)). Dabei erhÄalt man den AnfangszustandzurÄuck.

Die Bedeutung des MPA fÄur eindimensionalestochastische Systemewird durch ein
interessantes Ergebnis von Krebs und Sandow [71] besondersunterstrichen. Sie konnten
zeigen,da¼fÄur Prozessemit NÄachst-Nachbar-Wechselwirkung, o®enenRandbedingungen
und zufÄallig-sequentieller Dynamik der stationÄareZustandgenerisch von der Form (29) mit
einemCancelling-Mechanismus (25), (27), (28) ist.

Im Hinblick auf die Anwendung desMPA auf Verkehrsmodelle mit vmax > 1 ist eine
VerallgemeinerungdiesesResultatesauf lÄangerreichweitige Wechselwirkungeninteressant.
Das Entscheidendehierbei ist nun, den richtigen Cancelling-Mechanismus zu ¯nden. Dies
ist in [VI] gelungen. Zur Vereinfachung wird im folgendennur der Fall der Wechselwir-
kung zwischen ÄubernÄachsten Nachbarn diskutiert. Solche Prozessewerden durch einen
stochastischen Hamiltonoperator der Form

H = h1;2 +
L ¡ 2X

j =1

hj ;j +1 ;j +2 + hL ¡ 1;L (38)

14Eine Ausnahme ist der Fall Untergitter-paralleler Dynamik. Dort spiegelt sich die Untergitterstruktur
im Ansatz wieder: jÃ0i = 1

ZL

hhA ­ X ­ ::: ­ A ­ X ii :
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beschrieben15. In [VI] konnte fÄur einen MPA vom Typ (29) gezeigtwerden, da¼sich mit
einemCancelling-Mechanismus der Form

hj ;j +1 ;j +2 (A ­ A ­ A) = X ­ A ¡ A ­ X , (39)

hW jh1;2A = ¡h W jX , (40)

hL ¡ 1;LAjV i = X jV i (41)

eine zum Krebs-Sandow-ErgebnisanalogeAussagebeweisenlÄa¼t. Formal sieht dies dem
Mechanismus (25), (27), (28) sehr Äahnlich. Man beachte jedoch, da¼der Vektor X nicht
mehr die gleiche Struktur wie der Vektor A haben mu¼. FÄur m¡ Zustandsmodelle hat A
m Elemente, X aber m2.

(39){(41) enthÄalt als Spezialfall einen Mechanismus, der in [72] vorgeschlagen wurde,
jedoch nur fÄur sehrspezielleModelle anwendbar ist.

ObigesErgebnis ist nicht auf Wechselwirkungenzwischen ÄubernÄachsten Nachbarn be-
schrÄankt, sonderngilt in entsprechenderVerallgemeinerungfÄur beliebigeWechselwirkungs-
reichweiten r ¸ 2 [VI].

Als erste Anwendung konnte ein stochastisches Verkehrsmodell mit vmax > 1 exakt
gelÄost werden,ebensoein Modell mit vmax = 1, bei dem die TrÄodelwahrscheinlichkeit von
der Zahl der freien Zellen vor dem FahrzeugabhÄangt [VI] (sieheauch [73]).

FÄur geordnet-sequentielle und Untergitter-parallele Dynamik lassensich mit geeigne-
ten Cancelling-Mechanismenebenfalls Verallgemeinerungdes Krebs-Sandow-Ergebnisses
angeben [65,74]. Lediglich die parallele Dynamik hat sich bisher einemsolchen allgemei-
nen Zugangdurch den MPA verschlossen.Zwar sind mittlerw eile spezielleLÄosungen(fÄur
den ASEP) bekannt [75,76], die Frage, wie ein allgemeinerCancelling-Mechanismus fÄur
paralleleDynamik auszusehenhat, ist aber noch unbeantwortet.

5 Phasen Äub ergÄange

Wie schon mehrfach betont, gibt eskeineallgemeineTheorie desNichtgleichgewichts. Dies
gilt insbesonderefÄur PhasenÄubergÄange in Systemenfern vom Gleichgewicht. Im Gegen-
satz zu GleichgewichtsphasenÄubergÄangen, wo solch wichtige Konzepte wie UniversalitÄat,
Renormierungsgruppe etc. herangezogenwerdenkÄonnen,fehlt hier ein geeignetertheoreti-
scher Rahmen. Man mu¼daherho®en,da¼die Untersuchung geeigneterModellewertvolle
Informationen zum VerstÄandnis komplexerPhÄanomeneliefert.

Im folgendenwerden PhasenÄubergÄangezwischen qualitativ verschiedenenstationÄaren
ZustÄanden diskreter stochastischer Modelle untersucht. Man ¯ndet ein reichhaltiges Re-
pertoire an ÄUbergÄangen( ÄUbergÄangeerster Ordnung, kritischesVerhalten, Crossover) und
einigeÄuberraschendeErgebnisse,die man in dieserForm im Gleichgewicht nicht beobach-
tet.

15Es sind auch Dreiteilchenprozesse erlaubt.
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5.1 Phasen Äub ergang im NaSch-Mo dell

Im deterministischen Grenzfall p = 0 lassensich die stationÄaren ZustÄande des NaSch-
Modells leicht charakterisieren(sieheAbschnitt 3.4). FÄur Dichten ρ · ρ¤ := 1/(vmax + 1)
ordnen sich die Fahrzeugeso an, da¼alle mindestensvmax freie Zellen vor sich haben.
Dann gibt eskeineWechselwirkungzwischen den Autos und siebewegensich alle mit der
Geschwindigkeit vj = vmax . FÄur Dichten ρ > ρ¤ ist eine solche Anordnung nicht mehr
mÄoglich. Hier gibt eszwangslÄau¯g Wechselwirkungenzwischen den Fahrzeugen.

Dasqualitativ unterschiedliche Verhalten in den beiden
"
Phasen\ lÄa¼tsich durch einen

Ordnungsparametercharakterisieren. Eine geeigneteWahl ist [VI I]

m =
1
L

LX

j =1

nj nj +1 , (42)

die Anzahl der NÄachst-Nachbar-Paare. FÄur ρ · ρ¤ ist im stationÄaren Zustandm = 0, fÄur
ρ > ρ¤ ist m > 0 (

"
Fahrzeugefahren aufeinanderauf\ ). Damit kann man tatsÄachlich von

einem PhasenÄubergangsprechen. Dieser ist von 2. Ordnung, denn bei ρ¤ divergiert die
KorrelationslÄangeξ der Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion [VI I]

G(r) =
1
L

LX

j =1

nj nj + r ¡ ρ2 ' Ce¡ r =» ¡ ρ2. (43)

nj ist dabei die Besetzungszahlder Zelle j, d.h. nj = 0 fÄur eine leereZelle und nj = 1 fÄur
einebesetzteZelle.

Was Äandert sich an diesemBild, wenn man p > 0 betrachtet ? In diesemFalle bilden
sich bereits fÄur ρ · ρ¤ spontane Staus. Deshalbist der Ordnungsparameterm nicht mehr
exakt gleich Null. Dies tri®t auch fÄur alle anderenKandidaten einesOrdnungsparameters
zu [VI I], was die Vermutung nahelegt,da¼esfÄur p > 0 keinen

"
echten\ PhasenÄubergang

im NaSch-Modell gibt.
Zur BestÄatigung dieserVermutung wurden in [VI I] umfangreiche Computersimulatio-

nen durchgefÄuhrt. VerschiedeneMethoden zur Charakterisierung des ÄUbergangspunktes
ρc(p) wurdenuntersucht [VI I], [77{83]. Eszeigtesich, da¼die Verfahrenkeineneindeutigen
Wert fÄur ρc(p) ergeben, obwohl immer ρc(p) < ρ¤ zu gelten scheint.

Aufschlu¼reich ist das Verhalten der KorrelationslÄange ξ(p). Sie ist fÄur alle p > 0
endlich, divergiert aber im Grenzfall p ! 0 wie ξ(p) / p¡ 1=2. Hier spielendie analytischen
Ergebnisseaus Abschnitt 3 eine wichtige Rolle, denn fÄur den Fall vmax = 1 konnte dies
anhand der exakten LÄosungauch analytisch nachgewiesenwerden[VI I,IV].

Messungender Lebensdauernvon Staus16 im NaSch-Modell haben gezeigt[77], da¼es
einen Cuto® bei gro¼enZeiten gibt. Hierbei handelt es sich nicht um einen ¯nite-size-
oder ¯nite-time-E®ekt. Insgesamt ergibt sich fÄur p > 0 ein konsistentes Bild, wenn man

16Ein Problem hierbei ist, daß es viele Definitionen eines Staus gibt. In [77] sind alle die Fahrzeuge
gestaut, die nach dem Bremsschritt R2 eine Geschwindigkeit v < vmax haben.
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Abbildung 7: Zeitreihe einer Flu¼messung(aus [45]).

annimmt, da¼statt eines
"
echten\ PhasenÄubergangesnur ein Crossovervorliegt. Das Ver-

halten ist in vielen Aspekten analogzu einemPhasenÄubergangin einemendlichen System.
Auch dort ¯ndet man keine echten Divergenzen,sondernlediglich ausgeprÄagte Extrema.
Au¼erdemist die LagedieserExtrema gegenÄuber denkritischenWerten im thermodynami-
schenLimesverschoben. DieseVerschiebungkann fÄur unterschiedliche GrÄo¼enverschieden
sein. Genau diesesVerhalten ¯ndet man fÄur das NaSch-Modell. Andere Arbeitsgruppen
[77,79,83]sind zu ÄahnlichenSchlÄussengekommen. Lediglich in [81]wird noch die Meinung
vertreten, da¼essich um einenechten kritischen Punkt handelt, an dem Phasenseparati-
on vorliegt. Allerdings sind dort vorgestelltennumerischen Methoden nicht in der Lage,
die subtilen Unterschiedezwischen einemCrossover und einemechten PhasenÄubergangzu
erfassen.

5.2 Metastabile Zust Äande

Gemessene,zeitgemittelte FundamentaldiagrammehabenhÄau¯g nicht eineeinfacheGestalt
wie z.B. in Abb. 1 (rechts) oder Abb. 5, sondern Äahneln eher der in Abb. 2 gezeigten
schematischen Form. In einem Dichtebereich ρ1 < ρ < ρ2 ist die Flu¼{Dichte{Beziehung
nicht eindeutig, sondern besteht aus zwei ÄAsten. Messungenan realem Verkehr haben
auch gezeigt,da¼in diesemBereich Hysterese-E®ekteauftreten. Abb. 7 zeigt die Zeitreihe
einerMessungdesFundamentaldiagrammes.Der ersteMe¼wert be¯ndet sich auf dem Ast
mit hohemFlu¼. Mit zunehmenderDichte wird der Flu¼kleiner. Danach verringert sich
die Dichte wieder und der Flu¼steigt an, erreicht jedoch nicht wieder den Ausgangswert,
sonderneinendeutlich niedrigerenFlu¼. Die ZustÄandeauf dem Hoch°u¼astsind i.a. nicht
stabil unter StÄorungen. Trotzdem zeigensie hÄau¯g sehr lange Lebensdauern. In diesem
Sinnespricht man auch von metastabilenZustÄanden.

Ein mikroskopisches Verkehrsmodell sollte in der Lage sein, ein solches Verhalten zu
beschreiben und die BedingungenfÄur seinAuftreten zu charakterisieren.Es stellt sich her-
aus, da¼das NaSch-Modell in seinerursprÄunglichen Form nicht in der Lage ist, das oben
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beschriebeneVerhalten zu reproduzieren. Deshalbwurde in [VI I I] systematisch nach mi-
nimalen ErweiterungendesNaSch-Modells gesucht, die dieskÄonnen. Zwei Modelle [84,85]
waren bereits vorher in einemanderenZusammenhangvorgeschlagenworden. Allerdings
wurde dort nicht erkannt, da¼in diesenModellen Hysterese-E®ekteÄahnlich den in rea-
lem Verkehr beobachteten auftreten. Erste Hinweise hierauf wurden in [86] gefunden.
Demnach lassensich Hysterese-E®ektemit Hilfe sogenannter Slow-to-start{Regeln imple-
mentieren. Darunter fa¼tman alle Regelnzusammen,die zu einemverzÄogertenAnfahren
stehenderFahrzeugefÄuhren. Man kann verschiedeneKlassenunterscheiden: a) rÄaumliche
Regeln: StehendeFahrzeugebenÄotigen mehr Platz zum Anfahren [84,86]; b) zeitliche Re-
geln: StehendeFahrzeugefahren nicht direkt bei der ersten MÄoglichkeit los [85{87] und
c) geschwindigkeitsabhÄangige Regeln. Letztere wurden in [VI I I] entwickelt und sind ei-
ne einfache Verallgemeinerungder NaSch-Regeln. Im sogenannten VDR{Mo dell ist der
TrÄodelparameterp keine Konstante mehr, sondern hÄangt von der Geschwindigkeit des
Fahrzeugesnach dem vorherigenZeitschritt ab. Die NaSch-RegelnR1 { R4 werden um
eineRegelR0 ergÄanzt, die vor R1 auszufÄuhren ist:

R0 TrÄodelparameter: BestimmefÄur jedesFahrzeugpj = p(vj (t)).

Im einfachsten Fall einer slow-to-start RegelwÄahlt man

p(v) =

(
p0 falls v = 0

p falls v > 0
(44)

mit p0 > p. FÄur stehendeFahrzeugeist der TrÄodelparameteralso grÄo¼erals fÄur fahrende.
Dieseeinfache ÄAnderung hat dramatische Konsequenzen.

Um die Unterschiedezum NaSch-Modell besondersdeutlich zu machen,wird im folgen-
dender Fall p ¿ p0 betrachtet. Man erhÄalt dann ein Fundamentaldiagramm wie in Abb. 2
gezeigt[VI I I]. Auf dem Hoch°u¼astÄahnelt die mikroskopische Struktur der ZustÄandeder
desNaSch-Modells. Siesind sehrhomogenund der Flu¼ist in sehrguter NÄaherungdurch

Jhom(ρ) = ρ(vmax ¡ p) (45)

gegeben. Auf dem anderenAst haben die ZustÄandejedoch einegÄanzlich andereStruktur.
Hier ¯ndet man Phasenseparationin einen gro¼engestauten Bereich und ein Frei°u¼-
Regime. Ein einfachesphÄanomenologischesArgument [VI I I] liefert in diesemBereich fÄur
den Flu¼

Jsep(ρ) = (1 ¡ p0)(1 ¡ ρ). (46)

Die Phasenseparationist eineFolgeder Slow-to-Start-Regel,die zu einer Verringerung
desAus°u¼esJaus auseinemStau fÄuhrt. Im NaSch-Modell ist dieserAus°u¼fast identisch
mit dem maximal mÄoglichen Flu¼Jmax , d.h. dem Maximum desFundamentaldiagramms.
Die Slow-to-Start-Regel verringert ihn aber erheblich und tr Äagt so zur Stabilisierung des
Stausbei. Experimentell ¯ndet man Jmax /Jaus ¼ 1.5 [88].
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Zum Nachweis der Hysterese-E®ektevariiert man die Dichte langsam(
"
adiabatisch\ )

durch HinzufÄugen oder Entfernen von Fahrzeugenim stationÄaren Zustand. Startet man
mit einemrelativ homogenenZustand auf demHoch°u¼astsoerhÄalt man tatsÄachlich Kur-
ven, die denenin Abb. 7 Äahneln. Alternativ kann man bei festerTeilchenzahlSimulationen
mit unterschiedlichen AnfangsbedingungendurchfÄuhren. Startet man mit einemhomoge-
nen Zustand, bei dem alle Autos im wesentlichen den gleichen Abstand zum Vordermann
haben, so erhÄalt man einen Zustand mit hohem Flu¼. Beginnt man andererseitsmit ei-
nem Megastau,bei dem alle Fahrzeugedirekt hintereinanderstehen,soentwickelt sich ein
phasenseparierterZustand.

Obige Ergebnissesind auch von gro¼erpraktischer Relevanz. Bereits in den sechziger
Jahren hat man die Tunnel, die Manhattan mit New Jerseyverbinden, mit einem Am-
pelsystemausgestattet, um die Zahl der einfahrendenFahrzeugezu steuern. Auf diese
Weiselie¼sich der Hoch°u¼aststabilisierenund der Durch°u¼um 20%steigern[89]. Mit
dem VDR-Modell konnte nun eine mikroskopische BegrÄundung fÄur diesenE®ekt gegeben
werden[VI I I], [90].

5.3 Das Phasendiagramm des ASEP

Die Tatache, da¼die hier betrachteten Modellesich nicht im Gleichgewicht be¯nden, fÄuhrt
zu einigen Äuberraschenden Ergebnissen,die man so aus der Gleichgewichtsphysik nicht
kennt. Man ist z.B. gewohnt, da¼im thermodynamischen Limes die Randbedingungen
das Verhalten im Innern nicht beein°u¼en. Dies ist bei getriebenen Systemenanders.
Es gibt sogar PhasenÄubergÄange, die durch einfache ÄAnderungen der Randbedingungen
induziert werden,sog.randinduziertePhasenÄubergÄange[91,92]. Dies lÄa¼tsich am Beispiel
des ASEP veranschaulichen, der ein reichhaltiges Phasendiagrammaufweist. Es besteht
ausdrei PhasenA, B und C, die durch die funktionale AbhÄangigkeit desStromesvon den
ÄUbergangsratencharakterisiert sind.

In der NiedrigdichtephaseA (α < β, αc(p)) ist der Strom unabhÄangig von β. Die
Teilchenwerdenhier sehre®ektivim Innerender Kette transportiert und am rechten Rand
entfernt. Der limitierende Faktor fÄur denStrom ist daherdie Rateα, mit der Teilchendem
SystemzugefÄuhrt werden. Ein analogesVerhalten ¯ndet man in der HochdichtephaseB
(β < α, βc(p)). Hier ist die Rate β, mit der die Teilchen ausdem Systementfernt werden,
der limitierende Faktor und der Strom hÄangt nicht von α ab. Im Inneren der Kette bildet
sich ein Dichtepro¯l mit einer relativ hohenDichte aus.

In der HÄochst°u¼phaseC schlie¼lich ist der Strom unabhÄangig von den Randraten α
und β. Hier ist die TransportfÄahigkeit im Inneren der Kette der limitierende Faktor, denn
der Strom erreicht hier den maximalen Wert, der in einem periodischen SystemmÄoglich
ist (Maximum desFundamentaldiagramms).

Die PhasenA und B lassensich in zwei UnterphasenAI und AI I bzw. BI und BI I
unterteilen, die sich durch dasasymptotische Verhalten der Dichtepro¯le an den RÄandern
unterscheiden [93]. Die Phasengrenzezwischen AI und AI I (bzw. BI und BI I) ist durch
die Geradeβ = βc(p) (fÄur 0 · α · αc) bzw. α = αc(p) (fÄur 0 · β · βc) gegeben.
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Abbildung 8: Das Phasendiagrammdes ASEP mit paralleler Dynamik. Auf der gestri-
chelten Linie ist die 2-Cluster-Approximation exakt. Au¼erdemwird die charakteristische
Form desDichtepro¯ls in den jeweiligen Phasengezeigt.

In [V] wurde mit Hilfe desMPA und von Computersimulationen gezeigt,da¼dasPha-
sendiagrammfÄur alle untersuchten Dynamiken (zufÄallig-sequentiell, geordnet-sequentiell,
Untergitter-parallel und parallel) qualitativ identisch ist.

Die ÄUbergÄangezwischendeneinzelnenPhasenlassensich durch zwei KorrelationslÄangen
ξ® und ξ¯ charakterisieren,die (fÄur festesp) nur von α bzw. β abhÄangen. Mit Hilfe der
LÄosungdurch einen MPA ist es mÄoglich, dieseGrÄo¼enexplizit zu bestimmen. Neben ξ®

und ξ¯ spielt einedritte LÄangenskala eineRolle, nÄamlich ξ¡ 1 = jξ¡ 1
® ¡ ξ¡ 1

¯ j.
Der ÄUbergangvon AI I (bzw. BI I) in die PhaseC ist kontinuierlich. Er wird durch die

Divergenzder LÄangenskala ξ® (bzw. ξ¯ ) getrieben.
Der ÄUbergangzwischen der Hoch- und der Niedrigdichtephaseist dagegenvon 1. Ord-

nung. ξ® und ξ¯ bleiben hier endlich, aber ξ divergiert. Auf der ÄUbergangslinie¯ndet
man ein linearesDichtepro¯l, dasdurch die Di®usioneiner DomÄanenwand zwischen einem
Niedrigdichtebereich am linken Ende und einem Hochdichtebereich am rechten Ende der
Kette erzeugtwird.

In [V] konnten auch erstmals quantitativ e AussagenfÄur den Fall paralleler Dynamik
gemacht werden. Dies war mÄoglich durch die Kombination von analytischen und numeri-
schen Methoden. Im Phasendiagrammexistiert einespezielleLinie (1 ¡ α)(1 ¡ β) = 1 ¡ p
mit °achem Dichtepro¯l, die durch alle drei Phasengeht. Auf dieser Linie wird die 2-
Cluster-Approximation aus Abschnitt 3.1 exakt und erlaubt daher quantitativ e Aussagen
fÄur dasgesamte Phasendiagramm,die mit Hilfe von Computersimulationen veri¯ziert wur-
den. Mittlerw eile existierenvollstÄandigeLÄosungenfÄur alle Parameterwerte [75,76], die die
Vorhersagenaus [V] bestÄatigen.

Die allgemeineStruktur desPhasendiagrammsist inzwischen noch besserverstanden.
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In [94]wurde einephÄanomenologischeTheorieentwickelt, bei der dasPhasendiagrammaus
der Dynamik von DomÄanenwÄandenbestimmt wird (sieheauch [95]). Diesesansprechende
physikalische Bild erlaubt quantitativ e Vorhersagenaus dem Fundamentaldiagramm und
konnte z.B. fÄur das allgemeineNaSch-Modell (vmax > 1) mit o®enenRÄandern bestÄatigt
werden [96]. Da sich die Struktur desPhasendiagrammsauf das Fundamentaldiagramm
des periodischen SystemszurÄuckfÄuhren lÄa¼t17, macht diese phÄanomenologische Theorie
verstÄandlich, warum sie unabhÄangig von der Dynamik ist.

Abschlie¼endsoll noch erwÄahnt werden,da¼nicht nur ÄAnderungender Randbedingun-
genPhasenÄubergÄangeinduzierenkÄonnen. EinzelneDefektekÄonneneineÄahnliche Wirkung
haben. So kann z.B. ein Fahrzeug mit erhÄohtem TrÄodelparameterbereits bei geringen
Dichten einenStau induzieren[97{101]. Hier gibt esgewisseAnalogienzur Bose-Einstein-
Kondensation[98]. Ein ortsfesterDefekt, z.B. durch lokale erhÄohte TrÄodelparameter,kann
zur Phasenseperation in Hoch- und NiedrigdichtephasenfÄuhren [96,102{106].

5.4 Staubildung im Stadtv erk ehr

Etwa zeitgleich mit dem NaSch-Modell wurde von Biham, Middleton und Levine (BML)
[107]ein einfachesModell fÄur Stadtverkehr vorgestellt. Beim BML-Mo dell steht allerdings
nicht einedetaillierte und realistischeBeschreibungder Fahrzeugdynamikim Vordergrund.
Statt dessenwird die Dynamik durch Ampeln kontrolliert. Im BML-Mo dell betrachtet man
ein Stra¼ennetzwerk ausN parallelenStra¼enin SÄud-Nord-Richtung (positivex-Richtung)
die vonN Stra¼enin West-Ost-Richtung (positivey-Richtung) gekreuztwerden. Fahrzeuge
kÄonnensich nur von einer Kreuzung zur nÄachsten bewegen(vmax = 1). Ein Abbiegenoder
Wechseln der Stra¼eist im einfachsten Fall nicht erlaubt. Die Dynamik der Fahrzeuge
wird durch synchronisierte Ampeln gesteuert,die alternierend eineSÄud-Nord- oder West-
Ost-Bewegungzulassen.Die Wechselwirkung zwischen den Fahrzeugenkommt wie beim
NaSch-Modell durch das Ausschlu¼prinzip zustande. Ansonsten ist die Dynamik aber
deterministisch, d.h. esgibt keinenTrÄodelparameter.StochastizitÄat kommt lediglich Äuber
die Anfangsbedingungenins Spiel.

Das BML-Mo dell lÄa¼tsich als deterministischer 3-Zustands-Zellularautomatau®assen.
Die Zellen entsprechen den Kreuzungen und kÄonnen entweder leer oder durch ein nach
Norden oder ein nach Osten fahrendesAuto besetztsein.

Die ParameterdesModells sind neben der Zahl N £ N der Kreuzungen,die Dichten ρx

und ρy auf den West-Ost- bzw. SÄud-Nord-Stra¼en,die fÄur alle Stra¼engleich seinsollen.
Das BML-Mo dell zeigt einenPhasenÄubergang1. Ordnung von einer Frei°u¼-zu einer

gestautenPhase[107]. Der Ordnungsparameterist die (Äuber Anfangsbedingungengemit-
telte) mittlere Geschwindigkeit ¹v = 1

N

P
j vj , wobei vj = 1, wenn sich dasAuto im letzten

Zeitschritt bewegt hat, und vj = 0 sonst. ¹v verschwindet bei einer kritischen Fahrzeug-
dichte ρc diskontinuierlich.

Es sind zahlreiche Verallgemeinerungendes BML-Mo dells untersucht worden. Man
kann z.B. Abbiegenerlauben [108] oder mit Hilfe sequentieller Dynamik

"
GrÄune Wellen\

17Eine wesentliche Rolle spielt z.B. die Zahl der lokalen Maxima des Fundamentaldiagramms.
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Abbildung 9: Eine vollstÄandig gestauteKon¯guration im Modell fÄur Stadtverkehr.

simulieren [109].
In [IX] wurde ein realistischeresModell entwickelt, das die wesentlichen Elemente des

NaSch- und des BML-Mo dells vereinigt. Das Modell besteht wie das BML-Mo dell aus
einemSystemvonN £ N Kreuzungen.Diesesind jedoch durch endlicheStra¼enabschnitte
ausD ¡ 1 Zellen mit NaSch-Dynamik verbunden(sieheAbb. 9). Die LÄangejeder Stra¼e
betrÄagt daherL = ND Zellen. FÄur D = 1 erhÄalt man dasBML-Mo dell.

Die Dynamik an den Kreuzungenwird im einfachsten Fall wiedervon synchronisierten
Ampeln gesteuert.Als neueZeitskala tritt dabei die LÄangeT einerGrÄun- (Rot-)phaseauf.
Als relevante Parameterhat man neben den Parameternρx , ρy, N desBML-Mo dells und
vmax , p desNaSch-Modells die neueZeitskala T und den Abstand D zweier Kreuzungen.

ÄAhnlich wie im BML-Mo dell kommt esbei einerhinreichendgro¼enDichte ρ¤(D,T ) zur
Bildung vollstÄandig gestauterKon¯gurationen (sieheAbb. 9). Der Mechanismus ist aber
etwas andersals im BML-Mo dell, denn im deterministischen Fall p = 0 gibt es fÄur ρ < 1
keinenvollstÄandigenStau. Ein Fahrzeugwird nicht langegenug auf der Kreuzung stehen,
um die Fahrzeugeder anderenFahrtrichtung zu blockieren,dennesfÄahrt los, sobaldeseine
freie Zelle vor sich hat. Anders als im BML-Mo dell ist also die Existenz einesvollstÄandig
gestautenZustandeswesentlich mit dem TrÄodelparameterp > 0 verbunden.

Der durchschnittlic he Flu¼im SystemhÄangt wesentlich von der LÄangeder Ampelphase
T ab. Interessanterweise ist die Dichte, bei der der Flu¼ maximal wird, keine mono-
tone Funktion von T [IX]. Dies spiegelt das komplexe Wechselspielvon Ampeldynamik
und Fahrzeugdynamikwider. FÄur gro¼eT bilden sich wÄahrend der RotphaselangeStaus
vor den Ampeln. Die GrÄunphaseist aber lang genug, damit die Fahrzeugeihre optimale
Geschwindigkeit vopt (= mittlere Geschwindigkeit im NaSch-Modell = J(ρ)/ρ) erreichen
kÄonnen. FÄur kleine T kommennicht alle Fahrzeugevor den Ampeln zum Stillstand. Al-
lerdings ist die GrÄunphaseauch kÄurzer als die Relaxationszeit im NaSch-Modell und die
Autos erreichen nicht die optimale Geschwindigkeit vopt .

Die Untersuchung desModellesin seinereinfachstenVersionzeigt bereitsein sehrkom-
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plexes Verhalten des Systems. In geradebegonnenenArbeiten steht das Verhalten fÄur
nicht-synchronisierteAmpelschaltungenim Vordergrund,z.B. im Hinblick auf

"
GrÄuneWel-

len\ . DieseErgebnissewerdenvon gro¼erpraktischer BedeutungfÄur die Optimierung des
Stadtverkehrssein.

6 Zusammenfassung und Ausblic k

Die in dieserSchrift zusammengestelltenArbeiten dokumentieren die Fortschritte, die in
den letzten Jahren sowohl beim VerstÄandnis von getriebenenNichtgleichgewichtssystemen
als auch bei derenAnwendungenim Bereich der Verkehrsforschung gemacht wurden.

Das Nagel-Schreckenberg-Modell hat sich mittlerw eile zum Standardmodell fÄur die
Computersimulation von gro¼enVerkehrsnetzwerken entwickelt. Es ist deshalbbesonders
wichtig, die Eigenschaften diesesModellsim Detail zu verstehen.Mit denhier vorgestellten
analytischenMethoden,die die Computersimulation e®ektivergÄanzen,wurde ein vertieftes
VerstÄandnis der zugrundeliegendenmikroskopischen Physik erzielt.

DiesesVerstÄandnis wiederum konnte zur Weiterentwicklung der Modelle genutzt wer-
den. Ein Beispiel hierfÄur ist das VDR-Modell aus Abschnitt 5.2, das in natÄurlicher Weise
MÄoglichkeiten zur Flu¼optimierungaufzeigt.

Obwohl in erster Linie die Terminologieder
"
Verkehrsphysik\ benutzt wurde, um ein

eingÄangigesBild von den VorgÄangenzu erhalten, sind die hier gewonnenenErkenntnisse
doch von allgemeinerBedeutungfÄur die Physik getriebenerSystemeweit ab vom Gleichge-
wicht. Die vorgestelltenanalytischenVerfahrensindnicht nur auf dasNagel-Schreckenberg-
Modell anwendbar. Eine besondereBedeutungkommt dem Matrixpro dukt-Ansatz zu, da
er in gewisserWeisedie generische Form desstationÄaren Zustandeseindimensionalersto-
chastischer Systemedarstellt. Damit hat man fÄur dieseNichtgleichgewichtsmodelle einen
Schritt in Richtung eineseinheitlichen mathematischen Rahmensgetan,der die Ableitung
allgemeinerErgebnisseermÄoglicht.

ZusammenfassendlÄa¼tsich sagen,da¼die Synergievon Verkehrsforschung und stati-
stischer Physik wichtige Einblicke ermÄoglicht hat, von der beideDisziplinen gleicherma¼en
pro¯tieren. Angesichts vieler o®enerFragen und praktischer Probleme sind hier auch in
Zukunft noch viele interessante Resultate zu erwarten.
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