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Vorbemerkungen

Das vorliegende Skript zum theoretischen Teil der Vorlesung Physik | ersetzt nicht den re-
gelmadssigen Besuch der Vorlesungen. Es ist als Ergdnzung gedacht, zum Nacharbeiten oder zur
Vorbereitung auf Klausuren und Priifungen. Deshalb sollten alle Formeln und Aussagen immer
kritisch betrachtet werden, es konnten noch Druckfehler enthalten sein!

Wesentlicher Bestandteil der Vorlesung Physik | sind die Ubungen. Gerade in den ersten Se-
mestern ist es unbedingt erforderlich, den Stoff durch eigenstandiges Bearbeiten von Ubungs-
aufgaben zu vertiefen.

Die Vorlesung soll einen Einblick in die Arbeitsweise der theoretischen Physik geben. Ihr Auf-
bau orientiert sich dabei an physikalischen Fragestellungen. Wenn dies zur Beschreibung der
Ph@nomene notwendig ist, wird in den entsprechenden Abschnitten zunéchst eine Einfihrung in
die notwendigen mathematischen Techniken gegeben.

Fur Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschlédge bin ich jederzeit dankbar. Sie kdnnen auch
per email an mich (as@ hp. uni - koel n. de) geschickt werden. Die jeweils aktuellste Versi-
on des Skripts ist im Internet Giber meine Homepage

http://ww. t hp. uni - koel n. de/ ~as/ as. htm

verfugbar.

Fur Ihre Hilfe bei der Erstellung dieser Ausarbeitung des Skriptes bedanke ich mich bei Marc
André Ahrens, Erik Bartel, Frank Briicher, Carsten Burstedde, Sascha Grabolus, Andreas Kem-
per und Alexander Reischl.

Andreas Schadschneider



Literaturempfehlungen

Im folgenden finden Sie eine kommentierte Auswahl der populérsten Lehrbiicher. Die Vorle-
sung orientiert sich nicht speziell an einem Buch. Ich empfehle Ihnen deshalb, sich vor einem
eventuellen Kauf zunéchst die einzelnen Werke griindlich anzusehen. Die meisten sind in der
Studentenbibliothek vorhanden.

e S. GroBmann: Mathematischer Einfuhrungskurs fur die Physik (Teubner-Verlag)

Sehr empfehlenswerte, preiswerte Einfihrung in die wichtigsten mathematischen Techni-
ken, von einem Physiker furr Physiker geschrieben. Kann wéhrend des gesamten Studiums
verwendet werden, insbesondere als Nachschlagewerk.

e R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands: Feynman Vorlesungen iiber Physik (Oldenbourg)

Ein eher ungewdhnliches Lehrbuch! Sehr empfehlenswert als Erganzung zur Vorlesung,
um einen alternativen Zugang kennenzulernen, insbesondere in der zweisprachigen (deutsch-
englisch) Ausgabe.

e W. Nolting: Grundkurs: Theoretische Physik, Band 1: Klassische Mechanik (Verlag Zim-
mermann-Neufang)
Sehr gut strukturiertes Lehrbuch mit einer guten Einfiihrung auch in die mathematischen
Techniken. Enthélt zahlreiche Aufgaben und Kontrollfragen und deckt zusammen mit
Band 2 im Wesentlichen auch den Stoff der Vorlesung Theoretische Physik 1 ab.

e C. Kittel, W.D. Knight, M.A. Ruderman, A.C. Helmholz, B.J. Moyer: Berkeley Physik
Kurs 1: Mechanik (Vieweg)

Sehr ubersichtliches Buch, das den Stoff der Vorlesung weitgehend abdeckt. Die Themen
werden ausfiihrlich und auf relativ einfachem Niveau diskutiert.

e W. Greiner: Theoretische Physik, Band 1: Mechanik I; Band 2: Mechanik Il (Harri Deutsch)

Die ersten beiden Bande einer sehr populédren Reihe. Alle Bande enthalten zahlreiche Auf-
gaben mit Losungen! Band 1 und 2 decken zusammen allerdings nicht den Inhalt der Vor-
lesung Theoretische Physik 1 ab.
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1 Physikalische und mathematische Grundgroéf3en

Zundéchst stellen Sie sich vielleicht die Frage “Was ist tiberhaupt theoretische Physik?”

Im experimentellen Teil der Vorlesung haben Sie gehort, dal} man durch die Beobachtung von
physikalischen GroRen GesetzmaRigkeiten feststellt und so zur Formulierung von physikali-
schen Gesetzen kommt. Ziel der theoretischen Physik ist eine einheitliche Erklarung dieser Ge-
setzmaligkeiten. Zusatzlich erwartet man von einer “guten” Theorie auch, daf sie (neue) Vorher-
sagen macht, die einer experimentellen Priifung unterzogen werden konnen. Die Formulierung
der Gesetze erfolgt in der Sprache der Mathematik.

1.1 Physikalische GroRRen

Um eine physikalische GroRe zu definieren, bendétigt man die Angabe einer MeRvorschrift. Es
liegt immer Zahl und Einheit zusammen vor. Mdgliche Dimensionen der Einheit sind z.B. Lénge,
Zeit oder Masse. Man schreibt dann z.B. dim s =L, wenn es sich bei der GroRRe s um eine Lange
handelt. Wird s in Metern gemessen, so schreibt man [s] = m fur seine Einheit. In vielen Féllen
kann eine Dimensionsanalyse zur Kontrolle hilfreich sein (siehe Aufgabe 1). Es haben sich un-
terschiedliche Malsysteme entwickelt, die die Basiseinheiten festlegen. So ist das SI-System ge-
setzlich vorgeschrieben, wéhrend in der theoretischen Physik gerne das cgs-System (cm, g, sec)
verwendet wird.

Zunéchst ein Uberblick tiber die GréRenordnungen, mit denen wir es in der Physik zu tun haben:

e Planck-L&nge (~ 10~35m): Entspricht in etwa der Lange eines Superstrings. Unterhalb der
Planck-Lénge bricht unser heutiges Wissen (ber die Struktur der Raumzeit zusammen, da
hier Effekte der Quantengravitation wesentlich werden. In Aufg. 7 (iii) (2. Ubung) lernen
Sie, wie sich die Planck-Lange durch bekannte Naturkonstanten ausdriicken IaRt.

e Radius des Universums (> 10 Milliarden Lichtjahre ~ 1026m): Die groRte physikalische
Lange entspricht der Ausdehnung des Universums.

Die kleinste und die groRte relevante Lange unterscheiden sich also um mehr als 60 Grof3enord-
nungen! Man kann diese Ldngen auch in Zeiten umrechnen. Der Umrechnungsfaktor ist dabei
die Lichtgeschwindigkeit:

e Planck-Zeit (~ 10~*3sec): Entspricht der Zeit, die Licht bendtigt, um die Planck-Lénge
zuriickzulegen.

e Alter des Universums (> 10 Milliarden Jahre ~ 10'7sec)

1.2 \ektoren

Vektoren sind gerichtete GroRen. Sie beinhalten Informationen tiber Lange (Zahl) und Richtung.
Vektoren konnen auch dimensionsbehaftete Grofen sein. Dann haben sie auch eine Einheit.
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Abbildung 1.1: Verschiebungen lassen sich durch Vektoren charakterisieren.

Ein typischer Vektor ist eine Verschiebung (siehe Abb. 1.1). Damit lautet eine erste, intuitive
Definition fir einen Vektor:

GroRen, die sich wie eine Verschiebung verhalten, bezeichnet man als Vektoren.

Man schreibt @, a, a, . . ..

Im Rahmen der Vorlesung und in diesem Skript verwenden wir die Notation a. Dies ist vor allem
dann bequem, wenn man mit der Hand schreibt.

Eine mathematisch formalere Definition eines Vektors ist folgende:

Definition 1.1 (Mektorraum, Vektor). Eine Menge von Elementen V' = {a, b, ... } heil3t Vektor-
raum und a, b, . .. Vektoren, wenn fiir alle a, b, ¢, --- € V qilt:

Abgeschlossenheit: a+b € V und Aa € V (fiiralle A € R; X bezeichnet man auch als Skalar)
Assoziativitit: a + (b +c¢) = (a + b) + ¢

Neutrales Element: Es existiert0 € V mita+0=a firallea eV

A w0 o

Inverse: Fiir alle a € V existiert a € V mita + a = 0. a bezeichnet man als inverses
Element. Man schreibt auch —a.

o

Kommutativitdt:a +b=b+a
6. Furalle \, u € R qilt:

(@) (A+p)a=ra+pa
(b) (Au)a = A(ua)
(©) Ala+b) = (Aa) + (Ab)

7.1-a=a

Die Addition zweier Vektoren a und b kann man sich wie folgt veranschaulichen (siehe Abb. 1.2a):
Der Vektor b wird parallel an das Ende des Vektors a verschoben. a + b ist dann die Verbindung
des Anfangspunktes von a mit dem Endpunkt des verschobenen \ektors b.

Die anschauliche Bedeutung des Multiplikation mit einem Skalar werden wir spdter in diesem
Abschnitt diskutieren.
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Abbildung 1.2: Veranschaulichung der Addition von Vektoren (links) und des inversen Elements
a = —a (rechts).

a)

Abbildung Abb. 1.2b veranschaulicht das inverse Element @ = —a. —a hat die gleiche Lange,
aber die entgegengesetzte Richtung von a. Damit 4Rt sich auch die Subtraktion von Vektoren als
Addition des Inversen definieren.

Beispiel 1.1.
R? mita = ( = ), wobei a1,as € R

a2

mit der Addition und skalaren Multiplikation: a + Ab = ( s + by

ap + )\b1 )

Verallgemeinerung: R"
speziell fir n = 1 erhdlt man die bekannten Rechenregeln fiir die reellen Zahlen.

Definition 1.2 (Betrag eines Vektors). Den Betrag bzw. die Lange oder auch Norm eines Vektors
a bezeichnet man mit
la| = a.

Spater werden wir immer die Schreibweise a verwenden, sofern keine Verwechslungsgefahr be-

steht.
Speziell gilt: |0 = 0.

(2)|-va==
Im folgenden wollen wir drei verschiedene Multiplikationen von Vektoren definieren.
Definition 1.3 (Skalare Multiplikation). b = Aa  (Vektor=Skalar - Vektor)

a) A >0: aundbzeigen in die gleiche Richtung (parallel): a || b
b) A < 0: aundbentgegengesetzt (antiparallel).

Fur das obige Beispiel 1.1 des R? bestimmt man den Betrag aus

Die Regeln fir die skalare Multiplikation sind durch die Vektorraum-Axiome festgelegt.
Definition 1.4 (Skalarprodukt). Vektor-Vektor=Skalar (Zahl)

DefinitionimR2:  a-b = a;b; + asb,

Die Verallgemeinerung auf den R"™ ist offensichtlich.

geometrische Definition: a - b = |a| - [b] - cos ¢

Diese geometrische Deutung impliziert nun:

a-b=0% ¢ =+m/2 < asenkrechtaufb (a L b)

Die Projektion von b auf a ist |b| cos ¢ (siehe Abb. 1.3).
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b] - cos ¢

Abbildung 1.3: Die Projektion von b auf a.

Definition 1.5 (Kreuzprodukt (Vektorprodukt, duBeres Produkt)). Vektor x Vektor = Vektor

Im Gegensatz zur skalaren Multiplikation und dem Skalarprodukt ist das Kreuzprodukt ¢ =
a x b € R3 zweier Vektoren a, b € R? nur im R3 definiert.

Anschauliche Definition: ¢ = a x b hat den Betrag |c| = |a| - |b| sin ¢ und steht senkrecht auf a
und b: ¢ L a,c L b. Dabei bilden a, b, c ein Rechtssystem (Rechte-Hand-Regel).
Bem: Daraus folgt sofort: a x b = —b x a (antikommutativ).

Komponentenweise Definition:

0,2b3 — (1,3b2
axb= aszb, — a;b3
a1b2 — (Zzbl

Weitere Rechenregeln fiir Skalar-und Kreuzprodukt lernen Sie in den Ubungen kennen!

Wichtige Bemerkung: Im Gegensatz zur Multiplikation von reellen Zahlen lassen sich die Mul-
tiplikationen von Vektoren i.a. nicht umkehren. M.a.W.: Es gibt keine Division durch Vektoren!

1.3 Koordinatensysteme

Definition 1.6 (Basis, Dimension, Koordinatensystem). Es ist zweckmassig, in einem Vektor-
raum gewisse Vektoren e, e,, . . ., €, auszuzeichnen, mit deren Hilfe sich alle anderen Vektoren

a€Vals
n
a=) e
j=1

darstellen lassen®. Die minimale Anzahl n von Vektoren, die dies erfiillen, bezeichnet man als

Dimension von V und die Menge e, e,, ..., ¢, als Basis von V. Die A; sind die Komponenten

oder Koordinaten von a bzgl. der Basis e, e,, .. .,¢e,. In der Physik spricht man deshalb auch

davon, daB e, e,, - - ., €,, €in Koordinatensystem bilden.

Bem.: n kann auch unendlich sein. In diesem Fall spricht man von einem unendlich-dimensionalen
Vektorraum.

Bem.: Nimmt man zu einer Basis e, e,, - . -, e,, zum Beispiel noch den Vektor e, ; = e; + 2e,
hinzu, so lassen sich natiirlich immer noch alle a in obiger Weise darstellen. Ein solche nicht-

IMan sagt: a ist eine Linearkombination der Vektoren e, , e,, - - -, €

n*

8



Abbildung 1.4: Kartesisches Koordinatensystem.

minimale Menge von Vektoren, die den Vektorraum aufspannen, bezeichnet man als Erzeugen-
densystem.

Beispiel 1.2.
1 0 0
€ = 0 ’ €y = 1 ) €3 = 0
0 0 1

ist eine Basis des R3.
Allgemein hat der R™ die Dimension n.

Haufig ist es zweckmassig, die Basisvektoren moglichst “einfach” zu wahlen. l.a. normiert man
ihre Lange auf 1 (d.h. ¢; - e; = 1) und wahlt die Vektoren paarweise orthogonal: e; - ¢, = 0 fur
alle ¢ # 5. Man spricht dann von einer Orthonormalbasis.

Definition 1.7 (Einheitsvektor). Einheitsvektoren sind Vektoren der Lange 1. Zu einem beliebi-
gen Vektor a € V (a # 0) kann man einen Einheitsvektor gleicher Richtung definieren:
i=2 A la=1

lal

Speziell fir die Einheitsvektoren in z, y, z-Richtung schreibt man: z, g, Z oder e, e, €

=z Zy) =zt

Die Wahl einer Basis eines Vektorraumes ist nicht eindeutig. Man wahlt i.a. die Basis, die fur ein
gegebenes Problem am zweckmaéssigsten erscheint. Im folgenden werden wir die fiir die Physik
wichtigsten Basen (Koordinatensysteme) des R? und R? diskutieren.

1.3.1 Zweidimensionale Koordinatensysteme

Die einfachste Wahl einer Basis des IR? fiihrt auf das sog. kartesische Koordinatensystem. Hier
wahlt man Einheitsvektoren e,, e, in z— und y—Richtung als Basisvektoren und kommt so zu

der bekannten Darstellung a = a.e,, + aye, bzw. a = ( Zm ) :
Yy

Das zweite haufig verwendete Koordinatensystem in zwei Dimensionen sind die (ebenen) Po-
larkoordinaten (|a|, ¢). Die Koordinaten sind hier nicht durch die Projektionen auf die z— und



Abbildung 1.5: Zylinderkoordinaten

y—Achse gegeben, sondern durch die Lange a des Vektors a und den Winkel ¢, den er mit der
x—Achse einschliel3t. Daraus ergibt sich der folgende Zusammenhang zwischen den kartesischen
und den Polarkoordinaten:

a; = acosgb} {a Vaz + a2

a, = asing tang = ¥

Bem: Ein Vektor g an sich ist unabhéngig vom Koordinatensystem. Erst die Komponenten eines
Vektors sind von der Wahl des Koordinatensystems abhangig.

1.3.2 Dreidimensionale Koordinatensysteme

Ublicherweise arbeitet man hier in einem dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem.
Bei Problemen mit bestimmten Rotationssymmetrien kdnnen jedoch daran angepaf3te Koordina-
tensysteme weiterhelfen.

In Zylinderkoordinaten werden zweidimensionale ebene Polarkoordinaten in der z-y-Ebene mit
einer z-Koordinate kombiniert (siehe Abb. 1.5). ¢’ = (a,, ay, 0) ist die Projektion von g in die
x — y—Ebene und ¢ der Winkel zwischen a’ und der z—Achse. Dabei hat man zu beachten, dal
das urpriingliche kartesische Koordinatensystem rechtshandig ist, d.h. die Rechte-Hand-Regel
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Abbildung 1.6: Kugelkoordinaten

erfilllt?. Als Koordinaten erhdlt man r = |a’|, ¢ und a, mit folgender Umrechnungsvorschrift:

a; = TCOS¢Q r = /a2 +a’
— : — Gy

ay = rsing — tang = ¥

a, a,

In Kugelkoordinaten benutzt man auler der Ldnge a = |a| des Vektors a zwei Winkel ¢, 6 (siehe
Abb. 1.6). Der Winkel 8 ist dabei der Winkel zwischen dem Vektor a und der z—Achse. Um von
den Zylinderkoordinaten zu den Kugelkoordinaten tiberzugehen, muf3 man die Projektionen a’ in
die z — y—Ebene und a, auf die z—Achse durch die Lange a und den Winkel € ausdriicken. Mit
a' = asinf und a, = a cos § erhalt man:

: - R S
a, = asinfcos¢ a = \a/az+ay+a’z_‘g|
. . — 2y
a, = asinfsing — tang = *
2 2
a, = acosf tand = V%1%

az

Wir werden spéter sehen, da man durch geschickte Wahl des Koordinatensystems oftmals ein
Problem stark vereinfachen kann. Dabei hat man sich an den Symmetrien des Problems zu orien-
tieren. Bei einer Kreisbewegung ist z.B. der Radius konstant und nur der Winkel ¢ verandert sich
in einer Polarkoordinatendarstellung. In kartesischen Koordinaten wiirden sich dagegen sowohl
die z— als auch die y—Koordinate zeitlich &ndern.

2Der Daumen zeigt in Richtung der z—Achse, der Zeigefinger in y—Richtung und der Mittelfinger in Richtung
der z—Achse.
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2 Grundlagen der Kinematik

Zur Begriffsklarung:
e Die Kinematik beschreibt die Bahn einer Bewegung.
e Die Dynamik untersucht physikalische Ursachen einer Bewegung.

e Die Statik gibt Bedingungen an, unter denen keine Bewegung auftritt.

2.1 Funktionen und Differentiation

Definition 2.1 (Funktion). Eine Funktion ist eine Zuordnung von zwei Variablen mit einer \or-
schrift fir die Verkniipfung:

y=f(z) oder y=y(x)
Hier kdnnen z und y auch Vektoren sein. Die Schreibweise y(z) soll andeuten, da man in der
Physik hdufig nicht zwischen der Funktion f (also der Zuordnungsvorschrift) und der abhéngigen

Variablen y unterscheidet.
Eine stetige Funktion hat einen Kurvenverlauf ohne Sprung?.

Definition 2.2 (Ableitung, Differentiation). Der Zuwachs y — y + Ay, wenn x — = + Az ist
ein Mal flr die Verdnderung einer Funktion (siehe Abb. 2.1):

Ay _ y(z+ Az) — y(x)
Ax Azx

Dies ist also die Steigung der Geraden durch die Punkte (z,y(z)) und (z + Az, y(z + Ax))
(siehe Abb. 2.1).

Die Ableitung y'(z) einer Funktion y(z) ist dann die momentane Verénderung der Funktion, die
durch den Grenzwert

gegeben ist. Man schreibt auch y' = j—g mit den Differentialen dz, dy.
Hohere Ableitungen sind rekursiv definiert: ¢” = (y')’, y™+1 = (y(™)’, etc.

Bemerkung: Streng genommen ist g—g kein Quotient zweier GroRen und kann nicht auseinander-
gerissen werden. Trotzdem macht man dies in der Physik haufig! Dahinter steckt die Vorstellung,
dal? man mit den Verdnderungen Ay, Az rechnet und am Ende erst den Grenziibergang Az — 0
vollzieht.

Beispiel 2.1.

yiz)=2" ~ y(z)=na""

SWir verzichten hier auf eine streng mathematische Definition zu Gunsten der intuitiven Vorstellung.
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y(z + Az)

y()

Abbildung 2.1: Zur Ableitung

Im folgenden stellen wir die wichtigsten Rechenregeln zusammen, mit denen sich aus bekannten
Ableitungen weitere Ableitungen bestimmen lassen:

1 y(z) =u(z)v(z) = 9y'(z)=1u(z)v(z)~+u(z)'(z) (Produktregel)
2. y(z) = 1;((“;) = y(z)= ”'(“)”(?(;)“2(“”)”' () (Quotientenregel)
3. y=flwu=ulz) = ylz)=7(u(2)

= y=% o Wdu — f1(y(z)) v (z) (Kettenregel)

4. Ableitung der Umkehrfunktion z = f~!(y) von y = f(z):
1
—1\/ - ’
z) = —i, bzw. in Kurzform === .
)@= ) Y wTZ
Dies beweist man z. B. tiber die Kettenregel, da f(f~!(z)) = z. Man beachte, daR man
die Ableitung von f’ an der Stelle f=1(x) zu nehmen hat (siehe folgendes Beispiel).

Beispiel 2.2.
Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion f(z) = e® ist bekanntlich der (natiirliche) Loga-
rithmus f~!(z) = Inz. Da f'(z) = €® erhdlt man als Ableitung des Logarithmus
dlnz 1\ _ 1 _ 1 _ 1
dr (f ) (z) = f'(f(x)) T oelnz T 2t
Definition 2.3 (Ableitung von Vektoren).

dy 1

Die Ableitung von Vektoren ist komponentenweise erkldrt: Sei a(t) = ( Zl(t
2

)
(®)

) eine vektor-
wertige Funktion und a(t + At) = a(t) + Aa(t) deren Anderung. Dann ist

da _ . A@(t):<d%)-

dt T AtSo At S
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f(tl + At)

Abbildung 2.2: Zur Bahnkurve

Definition 2.4 (Partielle Ableitungen). Die Ableitung vony = f(z1,z5) nach z; wird berechnet,
indem man z, festhalt und dann wie oben mit z = z; ableitet. Schreibweise:

Of (x1, ) bzw Of (x1,2)
6.’131 . 6332

Beispiel 2.3.
Wir betrachten die Funktion f(z;, z2) = z;z3 der Variablen z; und z,. Als partielle Ableitungen
erhédlt man dann
0 0
9 _ 2 ung Y

= T, — = 211Z5.
6.’E1 61'2

Bem.: Man beachte, daR

o0’ f of (5f ) of <3f> o’ f
— = 2xy = —.

6.’1)28171 T 8.172 6331 - 8.731 6302 o 6.’1)18172.

Diese Regel fir die Vertauschbarkeit der Reihenfolge partieller Ableitungen gilt und recht allge-
meinen Bedingungen. Wir werden spéater darauf zurtickkommen.

2.2 Geschwindigkeit und Beschleunigung
2.2.1 Bewegung eines Massenpunktes

Es sei r(t) der Ortsvektor eines Massenpunktes (keine Ausdehnung) zur Zeit ¢. Man bezeichnet
die Funktion r(¢) auch als die Bahnkurve des Massenpunktes.
In 3 Dimensionen kann man die Bahnkurve z.B. in kartesischen Koordinaten angeben:

x(t)

r(t) = | wy(¢t) | mitdrei Funktionen z(t), y(t) und z(t).
z(t)

Im vorigen Abschnitt 2.1 haben wir die Differentiation von Vektoren definiert. Dies wollen wir

nun benutzen, um mit Hilfe der Bahnkurve verschiedene Geschwindigkeiten und die Beschleu-
nigung zu definieren.
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Definition 2.5 (Geschwindigkeit, Beschleunigung). Die mittlere Geschwindigkeit zwischen ¢
und ¢ + At ist := 2% (siehe Abb. 2.2).
Als momentane Geschwindigkeit definiert man

Ar dr

W= A ~a

Die Beschleunigung ist die Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit:

Ay dv o
@O=Jma =g =0
Die Zeitableitung wird tblicherweise durch einen Punkt gekennzeichnet, um sie von anderen
Ableitungen zu unterscheiden. Man kann also auch schreiben:

T Vg I
v=| vy und a=| v, | =| ¥
z U, z

2.2.2 Beispiele

1-dimensionale Bewegung mit konstanter Beschleunigung Wir betrachten zunéchst eine
eindimensionale Bewegung mit konstanter Beschleunigung a = a, = const. Dann folgt:

. 1,
t=a = v{t)=at+vy = x(t)ziat + vt + xg

Dabei bezeichnen vy und z, die Werte von v und z zur Zeit ¢ = 0. Diese GroRen tauchen auf,
weil wir hier zweimal integriert und somit jedesmal eine Integrationskonstante erhalten haben
(siehe Kap. 3.1).

Anwendung: Freier Fall

Die Erdoberflache sei die z-y-Ebene. Die z—Koordinate gibt dann die Hohe des Korpers tber
der Erdoberflache an: z(¢) = h(t). Auf den Korper wirkt die Gravitation und er erfahrt so eine
Beschleunigung a = (0,0, —g) mit g = 9.817. Mit der Anfangshohe: z(t = 0) = 2z, = h und
der Anfangsgeschwindigkeit v, = v(t = 0) = 0 ergibt sich dann:



Abbildung 2.3: Kreisbewegung

Die Aufschlaggeschwindigkeit ergibt sich zu

Vga = —’U(tA) = gtA = \/2 h.

Kreisbewegung (2-dimensional) Wir betrachten nun einen Korper, der sich auf einer Kreis-
bahn mit dem Radius R bewegt (siehe Abb. 2.3). Die entsprechende Bahnkurve ist dann gegeben
durch

[ z(t) \ _ [ Recos¢(t)
=3 ) = (Rt )
Wie man sieht, istr = |r| = R.

Die zeitliche Anderung des Winkels ¢(t) bezeichnet man als Winkelgeschwindigkeit: w(t)
i — g1
dt !

Die Geschwindigkeit in z— und y—Richtung des Korpers auf der Kreisbahn ist durch

Ve = & = —Rsin(¢) - ¢ = —wy,
vy =y = Rcos(¢) ch=wz

16



gegeben, d.h.
o) = R o).

cos ¢

v = |v| = Rlw|y/(—sin @)? + cos? ¢ = R|w|.

Somitistv - r = 0, d.h. zu jedem Zeitpunkt istv L 7.
Fur die Beschleunigung ergibt sich analog:

a=v=Rw —sing + Ruw? —cosg
= = cos ¢ —sing /)’
a = |a] = VR>w? + R?w* = RVw* + w2

Speziell: GleichméRige Kreisbewegung, d.h. w = 0.
Dann ist w = const und ¢(t) = wt (wenn ¢(t = 0) = 0).

B cos(wt) B
E_R(sin(wt)> r="nh
v = Rw < _cilsl(lc(::;) ) v = r|w| = const
o2 cos(wt) _ 9 . 2_”_2
a=—Rw <sin(wt)>_ wr a = Rw =5

Dabei ist a (anti-)parallel zu r und v senkrecht dazu (siehe Abb. 2.4). Die Tatsache, dalR » L v ist,
kann man sich auch direkt klar machen. Da bei der Kreishewegung der Betrag r(¢) konstant ist,
istauch r%(t) = r - r = const. Differenziert man dies nach der Zeit, so folgt0 = 2r-7 =27r-.
Das Skalarprodukt von Ortsvektor und Geschwindigkeitsvektor verschwindet also, d.h. diese
Vektoren stehen senkrecht aufeinander.

Bem.: Die Kreishbewegung ist also eine beschleunigte Bewegung, da ¢ # 0, obwohl |v| = v
konstant ist !

17



....\_‘“Q(W < 0)

Abbildung 2.4: Richtung von Geschwindigkeit und Beschleunigung bei der gleichmaligen
Kreisbewegung.

3 Dynamik eines Massenpunktes, Krafte

3.1 Integration und Differentialgleichungen

Eine héufig auftauchende Frage lautet: Wie bestimmt man z(¢) wenn v(t) = 9 bekannt ist ?
Die zur Beantwortung dieser Frage notige Umkehrung der Differentiation bezeichnet man als
Integration.
Bemerkung: Ist Z(¢) eine beliebige Losung mit v(t) = dt, dann hat die allgemeine Losung die
Form

z(t) =Z(t) + ¢

mit ¢ =const. (Integrationskonstante).

Eine andere Motivation der Integration ist die Fldchenberechnung. Man spricht auch von be-
stimmten Integralen. Fiir die Flache die vom Graphen f(z) der Funktion f mit der z—Achse
zwischen z = a und z = u eingeschlossene Flache (schraffierter Bereich in Abb. 3.1) schreibt

man auch:
/ f(

Man fragt sich nun: Wie sieht F'(u) aus, wenn f(z) bekannt ist?
Zu ihrer Beantwortung vergrof3ern wir den Integrationsbereich um ein Stiick Au (siehe Abb. 3.1):

Fu+Au) = F(u)+ f(u)Au+ AR,
AR ~ AuAf.

18



f(x)

AR

f(u+ Au)
f(u)

Af

a u utAu X

Abbildung 3.1: Das Integral

Die Flache AR haben wir nur sehr grob durch AuA f approximiert. l.a. wird hier noch ein Ko-
effizient o auftreten, d.h. AR = aAuAf. In dem Beispiel in Abb. 3.1 wdre eine Approximation
des Bereichs AR durch ein Dreieck (d.h. o = 1/2) sicher genauer. Wir werden aber gleich se-
hen, dal3 es darauf gar nicht ankommt. Wichtig ist nur, daB AR gegen Null geht, wenn Aw oder
A f gegen Null gehen.
Nun ergibt sich durch einfache Umformung:

Fu+ Au) — F(u) f(u)Au+ AR

Au - Au ~ fw)+Af

und somit fir Au — 0:
. F(u+ Au) — F(u)
lim
Au—0 A’LL
Dabei haben wir ausgenutzt, dald lima,_,o Af = 0.
Insgesamt haben wir also:

= f(u)

Flu) = 2

Man nennt deshalb F auch Stammfunktion von f.
Die Menge aller Stammfunktionen* bezeichnet man als unbestimmtes Integral:

Flz) = / f(z)dz

Das unbestimmte Integral von f ist also eine Funktion (bzw. eine Schar von Funktionen).
Die Bedingung F(u = a) = 0 legt Integrationskonstante fest. So kommt man zum bestimmten
Integral:

= F'(u)

u

/ " Fo)ds = F(u) — F(a) = F(z)

a

4Man beachte, daB mit F immer auch F + ¢ mit einer beliebigen Konstanten ¢ (Integrationskonstante) eine
Stammfunktion von f ist, wie man durch Differentiation leicht nachprift.
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Das bestimmte Integral von f zwischen a und w ist also eine Zahl!

Beispiel 3.1.
Als einfaches Beispiel betrachten wir die Funktion z™. Das unbestimmte Integral ist gegeben

durch

xn+1
F(z) = "dx = .
(z) /:r x n+1+c

Das bestimmte Integral zwischen a und w ist

/ Corde = A
a n+1 n+1

Speziell fir a = 1 und v = 2 ergibt sich

In der Praxis muflR man eine gewisse Menge elementarer (unbestimmter) Integrale auswendig
kdnnen. Aus diesen kann man sich durch Anwendung geeigneter Regeln viele Integrale herleiten.
Im folgenden wollen wir zwei wichtige Regeln vorstellen:

Partielle Integration: Die partielle Integration ist gewissermalien die Umkehrung der Pro-
duktregel der Differentiation.
Sei f(z) = v/(z)v(z). Da & (uwv) = v'v + wv’ folgt:

f@)de = [ | L) —w'| dz = uo — [ wde
dz

Der Nutzen dieser Regel liegt darin, da8 manchmal das Integral J wv'dz einfacher auszu-
rechnen istals [ u'vdz. Beispiele hierfiir werden in den Ubungen (Aufg. 14) diskutiert.

Substitutionsregel: Die Substitutionsregel ist die Umkehrung der Kettenregel der Substitu-
tion.
Sei u = u(z), v’ = % Dann ist

[t = [ e

Dies kann man sich leicht merken, wenn man du = wu'dz schreibt und dies einfach in
J f(u)u'dz einsetzt.

Die Substitutionsregel kann man in beide Richtungen (von links nach rechts oder von
rechts nach links) anwenden. Manchmal ist es niitzlich, durch Substition mit einer geeigne-
ten Funktion u(z) zum scheinbar schwierigeren Integral auf der linken Seite tiberzugehen.
Auch hierzu wird es Beispiele in den Ubungen geben.

20



Bemerkung: Bei bestimmten Integralen sind die Integrationsgrenzen mitzutransformieren!

b u(b)
u(z))u' (z)dz = u)du.
|t /u(a)f()
Beispiel 3.2.

/ e ¥cosrdr = / e'du = e = ™"
u=smae

du=cos zdz

' d
/u(x)d:r - Zu:ln\u\zln\u(xﬂ.

’U,(ZL') du:_u’d:c

Differentialgleichungen (DGL)

Als Verallgemeinerung der Integration werden uns im folgenden immer sogenannte Differenti-
algleichungen (DGL) begegnen. In erster Linie werden wir es mit zwei Typen zu tun haben, den
sog. DGL 1. Ordnung: y'(z) = f(z,y) undden DGL 2. Ordnung: y"(z) = f(z,y,y’).

Wir wollen dies zundchst an Hand von Beispielen erldautern.

Beispiel 3.3.

1. Der einfachste Fall einer DGL 1. Ordnung ist y' = f(z). Die allgemeine Ldsung dieser
DGL isty(z) = [ f(z)dz, d.h. dieser Fall entspricht gerade der Integration.

2. Wir betrachten eine DGL der Form

y' = g(z)h(y)

Man bezeichnet diesen Typ als eine DGL mit getrennten Variablen. Fir solche DGL lait
sich ein allgemeines Lésungsverfahren angeben®:

r_d

y=4 dy

= X )axr % ﬂ: X |ax
hy) ~ 9 / hy) [ st

und daraus durch Auflésen nach y = y(z) die Losung. Das oben dargestellte Verfahren
bezeichnet man auch als “Trennung der Variablen”.

Somit erhdlt man

SDas ist nur fiir die wenigsten DGL-Typen mdglich!

21



Beispiel 3.4.
Wir betrachten als Beispiel folgende DGL mit getrennten Variablen: o' (z) = —2zy?(z).

Wir haben p
/y_i/ = /(—2):cd:c =222 +¢

dy 1 1 9 1
— = = = —— =T +c N T)=
vy y(z) v = e

Andererseits:

Mit Anfangsbedingung y(1) = 1 ergibt sich die Integrationskonstante zu ¢ = 0 und man erhélt
die Losung y(z) = —;. Das dies tatséchlich eine Losung der DGL y'(z) = —2zy?(z) Uberpriift
man leicht durch Differenzieren.

Bemerkung: Wie wir an den Beispielen gesehen haben, enthalten Losungen von DGL 1. Ord-
nung eine offene Konstante, mit der man die Anfangsbedingung y(zo) = y, erfullen kann.

Bei DGL 2. Ordnung treten dementsprechend immer zwei Konstanten auf, die durch zwei An-
fangsbedingungen festgelegt werden, z.B. y(xo) = o, ¥'(z0) = 0.

Weitere Typen von DGL werden in den Ubungen besprochen. Wir wollen sie hier der Vollstandig-
keit halber mit auffiihren.

1. homogene, lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:
ay" () + a1y (z) + aoy(z) =0 = Ypom(z) = C1eM* + Cre™?

Die ); sind die Nullstellen der charakteristischen Gleichung, die man durch Einsetzen des
Ansatzes y(z) = e erhdlt.

2. inhomogene DGL: (b = const)
a2y"(z) + a1y’ () + aoy(z) =0 = Y(2) = Yape:(T) + Ynom(2)

Yspez(2) ist eine spezielle Losung der inhomogenen DGL (b # 0), Yrom () die allgemeine
Losung der homogenen DGL (b = 0).

3. Variation der Konstanten:
y'(z) + g(x)y(x) = h(z).

Zuerst 16st man die homogene DGL (h(z) = 0) und ersetzt dann die auftretende Integra-
tionskonstante C' durch eine Funktion C(z). Diesen Ansatz setzt man in die inhomogene
DGL (h(z) # 0) ein.
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3.2 Grundlagen der Dynamik, Krafte
3.2.1 Newtonsche Gesetze (Axiome)

In seiner “Philosophiae naturalis principia mathematica” hat Newton 1687 drei Axiome for-
muliert, die die Grundlage der (nichtrelativistischen) Mechanik bilden. Diese Axiome sind aus
Beobachtungen abgeleitete Erfahrungstatsachen, die nicht weiter begriindet werden kénnen®.

e 1. Newtonsches Gesetz: Tragheitsgesetz

Ein Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichféormigen Bewegung (keine Be-
schleunigung), falls keine dueren Krafte auf ihn wirken:

a=0 falls F=0

Bem.: Die gleichférmige Bewegung entspricht also dem natirlichen Bewegungszustand
eines Korpers. Da keine Beschleunigung auftritt, ist sie insbesondere geradlinig. Wir hat-
ten ja schon friiher gesehen, daB z.B. die Kreisbewegung beschleunigt ist, auch wenn der
Betrag der Geschwindigkeit konstant bleibt.

e 2. Newtonsches Gesetz: dynamische Grundgleichung (Bewegungsgleichung)

Greift an einem Korper der Masse m eine (duBere) Kraft £ an und bewegt sich dieser
infolge der Krafteinwirkung mit der Geschwindigkeit v, dann ist

dp

F: = =
o dtt 7 dt

p = my bezeichnet man als den Impuls des Korpers.

Bemerkung: Die obige Gleichung ist zugleich Definition und Gesetz. Sie definiert, was
man unter einer dynamischen Kraft versteht. Andererseits legt sie fest, wie die Kraft vom
Impuls abhangt, namlich Uber p = F und nicht z.B. in der Form 1_52 =F.

e 3. Newtonsches Gesetz: Wechselwirkungsgesetz (mehrere Korper)

Bei der Wechselwirkung zweier Korper ist die Kraft F,,, die Korper 1 auf Korper 2 austbt,
entgegengesetzt gleich der Kraft F',, von Korper 2 auf Korper 1:

F,=-F, (actio=reactio)

e 4. Axiom: Superpositionsprinzip

Wirken auf einen Massenpunkt gleichzeitig mehrere Kréfte F',, F,, ..., so ist ihre Ge-
samtwirkung durch

6Man mache sich klar, welche Abstraktionsleistung hinter der Formulierung dieser Axiome steht. So setzen sie
z.B. Dinge voraus (z.B. Kréftefreiheit), die sich experimentell niemals vollsténdig realisieren lassen!
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Eges:E1+E2+"'

gegeben.

Bemerkung: Dieses Axiom ist so nicht von Newton formuliert worden. Aus heutiger Sicht
mufR diese Tatsache aber der Vollstandigkeit halber als Axiom hinzugefiigt werden.

Definition 3.1 (Inertialsystem). Ein Bezugssystem (Koordinatensystem), in dem die obigen Axio-
me gelten, nennen wir Inertialsystem. Diese sind somit ausgezeichnete Bezugssysteme, in denen
die physikalischen Gesetze in ihrer einfachsten Form gelten.

Bemerkungen: Hat man ein Inertialsystem gefunden, so ist jedes andere Bezugssytem, das sich
relativ zu diesem mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, ebenfalls ein Inertialsystem.

Man kann sich die Frage stellen, ob das 1. Axiom nicht einfach ein Spezialfall des 2. Axioms
ist. In der Tat hat dies die Wissenschaftstheorie lange beschaftigt. Aus heutiger Sicht sind die
Axiome aber unabhéngig. Die wesentliche Aussage des 1. Axioms ist, dal es tiberhaupt ein In-
ertialsystem gibt.

Voraussetzungen und Annahmen

e Absolute Zeit: Die Zeit ist in allen Koordinatensystemen gleich, d.h. invariant. Da die
Zeitnullpunkte unterschiedlich sein konnen, gilt die Gleichheit strenggenommen nur fiir
Zeitdifferenzen: At = At'.

Bemerkung. Die Bestimmung der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse ist moglich, da un-
endliche Signalgeschwindigkeit erlaubt wird.

e Absoluter Raum: Es gibt einen absoluten Raum in dem Sinne, dal} L&ngen, Abstidnde
und Winkel unabhéngig vom Bezugssystem festliegen. Es ist jedoch kein Inertialsystem
ausgezeichnet, das angibt, was “in Ruhe” absolut bedeutet.

Bemerkung. Jedes Bezugssystem, das sich beziiglich eines Inertialsystems mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt, ist selbst ein Inertialsystem. Die auf einen Korper wirkende Kraft
ist fiir alle Beobachter gleich, d.h. sie ist invariant (klassisches Relativitatsprinzip). Dies
gilt aber nicht fur z.B. Geschwindigkeiten!

Beschleunigte Bezugssysteme sind keine Inertialsysteme. Mdchte man in ihnen in Ruhe
bleiben, so mulR man Kréfte ausiiben. Z.B. muf3 man sich in einem Karussell festhalten!

3.3 Beispiele fur spezielle Krafte
3.3.1 Schwerkraft

Die Erdanziehungskraft, d.h. die Gravitationskraft an der Erdoberfldche, auf einen Kérper der
Masse m; ist bekanntlich
Q =msg = _ms(oa O,Q)
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Dabei ist m, die sogenannte schwere Masse, d.h. die Masse, die die Gravitation “sptrt”. In der
Bewegungsgleichung tritt dagegen die trage Masse m, auf, die den Widerstand gegen Anderun-
gen des Bewegungszustandes beschreibt. Es hat sich aber keine Notwendigkeit ergeben, diese
beiden Massen zu unterscheiden. Man setzt daher m, = m; =: m und spricht nur von der
Masse. Sie fallt dann aus der Bewegungsgleichung heraus und deren Losung ergibt sich zu

1
z(t) = —Egt2 + vt + 2.

Dies haben wir ja bereits in Kap. 2.2.2 diskutiert.

3.3.2 Elastische Krafte

Elastische Krafte haben die Form
Eelast = Eelast(f) = —kr.

Speziell in einer Dimension gilt dann die Bewegungsgleichung m# = —kz. Ein wichtiges Bei-
spiel fur das Auftreten solcher elastischen Krafte ist die Ruckstellkraft einer Feder.
Setzt man k = mw?, so erhélt man folgende DGL 2. Ordnung

oo 2
I = —wyzT.

Diese Gleichung bezeichnet man auch als Schwingungsgleichung. Analoge Gleichungen gelten
fur die anderen Komponenten y und z.

Diese DGL ist eine Gleichung, die sehr hdufig in der Physik auftritt. Sie ist eng mit Schwin-
gungsphanomenen verknipft (siehe spater) und hat die Ldsungen

r = COS((.U()t) (denn: I1 = —wpsin (wot), Tg = —wg CcOoSs (a)ot)),

zo = sin(wot) (denn: &1 =  wpcos (wot), F» = —wj sin (wot)).
Als allgemeine Losung erhélt man daher’
z(t) = Asinwgt + B cos wyt

mit den beiden Integrationskonstanten A, B.
Eine alternative Darstellung dieser Losung ist

z(t) = C cos (wot — ¥y) ,

mit den Integrationskonstanten C' und ¢o. Den Zusammenhang mit der ersten Losung erkennt
man unter Benutzung des Additionstheorems

C cos (wot — g) = C cos (wpt) cos (¢o) + C'sin (wpt) sin (o)

"Statt sin(wot) schreibt man i.a. einfach sinwgt. Aus dem Zusammenhang ist klar, da damit nicht ¢ sin wy
gemeint ist, da z.B. das Argument des Sinus dimensionslos sein muR.
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fur die Kosinusfunktion. Hieraus kann man durch Vergleich sofort den Zusammenhang zwischen
den beiden Sdtzen von Integrationskonstanten ablesen:

Ccospg=B, Csingg=A = tanyy= %, C?*= A%+ B

Wie Ublich werden die Integrationskonstante durch die Anfangsbedingungen festgelegt. Speziell
fir (¢t = 0) = zo und &(¢t = 0) = v, erhalten wir dann

zo=2z(t=0) ~ B=u

vo =%(t =0) =wp [Acoswot — Csinwpt],_y =wpd ~ A= Yo
Wo
Somit erhalten wir als Lésung

Vo .
z(t) = x cos wot + — sin wyt
Wo

2

v : v
=/x% + w_oz cos (wot — o) (mlt tan g = wooxo) :
0

3.3.3 Zwangskrafte

Zwangskrafte werden eingefiihrt, um Zwangsbedingungen zu erfiillen. Ein Korper, der auf ei-
nem Tisch steht, spiirt natiirlich die Erdanziehungskraft. Trotzdem bewegt er sich nicht. Nach
den Newtonschen Gesetzen muf3 daher die Gesamtkraft, die auf ihn wirkt, verschwinden. Die
Erdanziehungskraft wird also gerade durch eine entgegengerichtete Zwangskraft kompensiert
(siehe Beispiel (i)).

N

(ii): Das zweite Beispiel sind zwei Massen, die Uber einen (straffen) Faden miteinander
verbunden sind (siehe Abb. 3.2). Die Fadenspannung sei dabei 7" und N, die Zwangskraft
auf Korper 1.

In Abb. 3.3) sind die Kréfte dargestellt, die auf die beiden Massen wirken. Die Bewegungs-
gleichungen lauten daher:

Ny = mag,
T = mia,,
Malgy = T — mag. (*)
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Abbildung 3.2: Zwei Uber einen straffen Faden gekoppelte Massen.

s V; '\ T

Y
N

Abbildung 3.3: Kréfte, die auf die beiden Massen wirken.

Da der Faden immer straff sein soll, ist a;, = —ay, und somit

T
— = Q1 = —Q
my

Hieraus folgt dann:

(%) ~ —@TzT—mw

my
mime
N T=———7"-9g<myg =G>
mi + me
mag
g = —Qgy = —— <
1z 2y my + mo g

Die beiden Korper erfahren also eine Beschleunigung, die kleiner ist als die Erdbeschleu-
nigung g.

3.3.4 Reaktionskrafte, Reibung

Wie der Name schon andeutet, sind Reaktionskrafte i.a. die Antwort auf duRere EinfliiRe, z.B.
den Kontakt zweier Korper (Beispiel (i), (ii)) oder Bewegung (Beispiel (ii), (iii)).

(i): Haftreibung (Korper bewegt sich nicht)

27



(ii):

(iii):

N =|N|=Gcosa
Fj=|E)| = Gsina

Solange sich der Korper nicht bewegt, wird die Kraft F}j = G sin«, die den Korper die
Ebene heruntertreiben mdchte, durch die sog. Haftreibungskraft Ry = |Ry| = paN
kompensiert:

Ry =-F| falls Fj < ugN

Die Haftreibung ist also parallel zur Kontaktflache der sich beriihrenden Korper. Die Ma-
terialkonstante .y wird als Haftreibungskoeffizient bezeichnet. l.a. ist gy < 1.

Wird Fy > pgN, beginnt der Korper zu rutschen (siehe (ii)). Durch Messung des maxi-
malen Winkels a., bei dem sich die Masse noch nicht bewegt, kann man p g experimentell
bestimmen.

Gleitreibung (Korper bewegt sich)
Auf den rutschenden Korper wirkt die Gleitreibungskraft

Rg = |Rg| = peN
bzw. Rg; = —peNv

Der Gleitreibungskoeffizient u¢ ist wieder eine Materialkonstante. Allgemein ist ug < pg.

Stokessche Reibung: Widerstand bei Bewegung durch ein zdhes Medium

zahe Flissigkeit

Aus Erfahrung weill man, dal? die Reibungskraft R, die ein Korper erfahrt, der sich mit
der Geschwindigkeit v durch ein zdhes Medium bewegt, proportional zur Geschwindigkeit
ist®: R, o v. Dieses Gesetz gilt, solange v nicht zu groR oder zu klein wird. In vektorieller
Form hat man

E = =7,

S

8f(x,y,...) o< x bedeutet “ f ist proportional zu z”, d.h. % ist unabhéngig von z.
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t
Abbildung 3.4: Relaxationsverhalten.

da die Reibungskraft der Geschwindigkeit entgegengerichtet ist.

Speziell in einer Dimension erhédlt man fir ein Teilchen der Masse m, auf das sonst keine
weiteren Krafte mehr wirken, folgende Bewegungsgleichung:

1 .1
my = —yv bzw. v=——v (mlt - = l)
T T m
Dies ist einer der wichtigsten DGL-Typen. Da wir wissen, dall die die Ableitung einer
Exponentialfunktion wieder eine Exponentialfunktion ist, machen wir folgenden Ansatz
zur Losung der obigen Bewegungsgleichung:

1
v=Ae® ~ =X MeM=v ~ I=-=
-

Die allgemeine Losung der Gleichung o = —}v ist also
v=Ae .

Speziell fur die Anfangsbedingung v(t = 0) = v, erhdlt man dann

V=1p€e 7.
Diese Losung beschreibt das sog. Relaxationsverhalten. Die Geschwindigkeit nimmt mo-
noton ab und geht fiir £ — oo gegen 0 (siehe Abb. 3.4). Der Abfall erfolgt umso schneller,
je kleiner die sog. Relaxationszeit 7 ist. Zur Zeit t = 7 ist die Geschwindigkeit auf das
1/e—fache® ihres Ausgangswertes v, abgefallen.

4  Arbeit und Energie

4.1 \ektoranalysis und Wegintegrale

4.1.1 Vektoranalysis

Zu Beginn sei noch einmal an die Definition der partiellen Ableitung (siehe Kap. 2.1) erinnert:

0 d
8—301]0(931,932) = %f(wl = z,1y = CONSt.) etc..

°1 /e ~ 0.367879.
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Eine wichtige Eigenschaft, von der wir uns bereits an einem konkreten Beispiel iberzeugt haben,
ist die Vertauschbarkeit von partiellen Ableitungen:

8f 8 (df\ . 8 [of\ _ Of
(9.’E26.’L‘1 T 6.’L‘2 8.’131 N (9.’E1 6.’L‘2 o 8.’1716$2

Definition 4.1 (Skalares Feld). Skalares Feld f(z, z, z)

Xz
Jedem Raumpunkt r = ( Y ) wird ein Skalar f(z,y, z) zugeordnet.
z

Wir betrachten nun eine Funktion f(¢) = f(z(¢t),y(t), 2(¢)). Hierbei kann ¢ z.B. die Zeit sein,
z(t),y(t), z(t) die Koordinaten eines Massenpunktes zur Zeit ¢ und f die auf das Teilchen wir-
kende Kraft. Diese ist i.a. als Funktion des Ortes r gegeben, wird aber bei Einsetzen der Bahn-
kurve zu einer Funktion f(¢) der Zeit.

Der Gesamtzuwachs der Funktion f(¢) ist dann gegeben durch

if = f(z+dz,y+dy,z+dz)— f(z,y,2)
8—fdx+ a—fdy-l— 8—fdz
ox oy

0z
df bezeichnet man auch als totales Differential.
Die Ableitung von f nach dem Parameter ¢ bestimmt sich dann aus

df Ofde 9fdy  Ofdz

dt ~ Oz dt +8_ydt+$dt'

Wie erwartet gehen dabei natirlich auch die ¢—Abhéngigkeiten der Funktionen z(t), y(¢), z(t)
Definition 4.2 (Gradient). (eines skalaren Feldes)
Zu einem skalaren Feld f(z,y, z) definieren wir

ein.
gradf := ( ) i

Dieses Vektorfeld bezeichnet man als den Gradienten von f.

PSSR

Mit Hilfe des Gradienten lai3t sich das totale Differential von f schreiben als

dz
df = (gradf) - dr mit dr = | dy
dz
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f(Z) =C2
f(ﬁ) =G

gradf

Abbildung 4.1: grad f steht senkrecht auf der Fldche f(r) = const.

Definition 4.3 (Nabla-Operator). Der sog. Nabla-Operator V ist definiert als

Vi
V=1 3 (\Vektoroperator).

Damit kann man den Gradienten von f auch schreiben als
gradf = Vf.

Der Gradient gradf eines skalaren Feldes f hat auch eine anschauliche Bedeutung.

(i): gradf steht senkrecht auf der Flache f(r) = const. (siehe Abb. 4.1).

Dies sieht man, da auf diesen Flachen per Definition df = 0, also (gradf) - dr = 0, d.h. gradf
steht senkrecht auf dr, wobei dr entlang von einem Punkt r der Flache f(r) = const. zu einem
infinitesimal benachbarten Punkt » + dr zeigt.

(ii): Der Vektor gradf(r,) = (gradf)(r,) zeigt in Richtung des stérksten Anstieges von f am
Punkt r,,.

Dies ist klar, da df in der Richtung dr des starksten Anstieges maximal wird. Offensichtlich wird
das Skalarprodukt (gradf) - dr genau dann maximal, wenn gradf parallel zu dr ist. (iii): Der
Betrag |gradf| misst die Stérke der Anderung von f senkrecht zu den Fldchen f(r) = const.

Beispiel 4.1.
Die beiden oben genannten Eigenschaften kann man sich an folgendem Beispiel unmittelbar klar
machen:

gradf

fle,y) = 2249

gradf=2(z)=2r @

Die Kurven f(r) = ¢ = const. sind hier Kreise vom Radius R = /c. Das Gradientenfeld zeigt
radial nach aul’en und steht senkrecht auf diesen Kurven.
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Abbildung 4.2: FluB durch AV

Definition 4.4 (Vektorfeld). Vektorfeld F(r)
Jedem Raumpunkt r wird ein Vektor F'(r) zugeordnet.

Definition 4.5 (Divergenz). Die Divergenz eines Vektorfeldes F'(r) ist definiert als

OF, dF, OF,
9% (r) + By (r) + P (r)-

Man erhélt also div F' indem man formal das Skalarprodukt des Nabla-Vektors mit dem Vektor-
feld bildet! Die Divergenz eines Vektorfeldes ist also ein Skalarfeld.

Die Divergenz gibt Auskunft Gber die Quellen und Senken eines Feldes. Dies wird uns noch
ausfihrlich in der Elektrodynamik (Physik 1) beschaftigen.

Eine andere Interpretation der Divergenz erhédlt man durch Betrachtung des sog. Flusses durch
ein Volumenelement AV (siehe Abb. 4.2):

divF:=V-F =

. . FlulR durch AV
divE = lim ——%

Definition 4.6 (Rotation).
In 3 Dimensionen kdnnen wir die Rotation eines Vektorfeldes F(r) durch

oF. _ 0F

BFu 0z

tF=VxF=| 8=_9F
= —_— " = 0z oz
oFy _ oF,

oz oy

definieren. Formal ergibt sie sich also aus dem Kreuzprodukt des Nabla-Operators mit dem \Vek-
torfeld. Die Rotation eines Vektorfeldes ist also wieder ein Vektorfeld. Sie gibt Auskunft Giber
die Wirbel des Feldes.

4.1.2 Wegintegrale

Definition 4.7 (Wegintegral). Das Integral eines Vektorfeldes F'(r) 1angs eines \Weges vom Punkt
P zum @ ist definiert durch

Q
/}; E(f) -dr = A]:tj[go : E(fz) . Afi = AI:EOZF(KZ)ATZ Cos ¢;.

32



‘] Azl
c

Abbildung 4.3: Wegintegral

s

Im Gegensatz zum friiher definierten Integral Giber eine vektorwertige Funktion werden hier also
nur die Projektionen F(r;) - Ar, des Vektorfeldes F'(r) auf die Richtung Ar, des Weges aufsum-
miert (siehe Abb. 4.3). Man muB dabei beachten, dall der Wert des Integrales i.a. vom genauen
Verlauf des Weges zwischen P und @ abhangt. Dieser muf daher immer spezifiziert werden.

Die praktische Berechnung von Wegintegralen fl? F - dr geschieht i.a. so:
1) Bestimme eine Parametrisierung ¢(t) des Weges von P nach Q:

c(t) = (ca(t), cy(t)) mit c(to) = rp, c(t1) = rq.

2) Diese Parametrisierung wird dann in den Integranden eingesetzt und das Wegintegral somit
zu einem Integral Uber den Parameter ¢:

Q t1
/ F(r) dr = / Fles(t), cy(t)) - &(t) dt

P to
deg de,

- /tl [Fm(cz(t),Cy(t))E(t) + Fylea(t), ()5 (1)

Damit haben wir die Berechung von Wegintegrale auf die Berechnung eines eindimensionalen
Integrals zuriickgefiihrt. Dies kann man als Verallgemeinerung der Substitutionsregel ansehen.
Das Vorgehen in 3 Dimensionen ist vollkommen analog zum obigen zweidimensionalen Bei-
spiel!

Beispiel 4.2. Im folgenden geben wir die wichtigsten Beispiele fiir Parametrisierungen an:

1. Gerade von P nach Q:

33



Offensichtlich beschreibt dies eine Gerade mit ¢(0) = rp und ¢(1) = r,.

2. Kreisbogen:
¢(t) = R(cost,sint)
mit R = |rp| = |rg| und t € [tp,tq]

Dabei sind tp und tq die Winkel, die die Ortsvektoren rp und r, von P und @ mit der
x—Achse bilden, und R der Radius des Kreisbogens. Bei solchen Wegen miissen natirlich

P und @ den gleichen Abstand R vom Ursprung haben.

Definition 4.8 (Geschlossener Weg).
Bei einem Wegintegral kénnen Anfangs- und Endpunkt auch identisch sein (P = @). Fur solche

Wegintegrale fiihrt mein ein spezielles Symbol ein:

P=Q
$F-dr
l.a. wird fE - dr # 0 sein. Fur den Weg, der nur aus dem Punkt P = @ besteht, ist nattrlich
immer ¢ F - dr = 0.

34



Beispiel 4.3.

z
Wir wollen das Wegintegral des Vektorfeldes F(r) = | zy | langs eines geraden Weges von
xz
0 3
0 | nach | 1 | berechnen. Zundchst bestimmen wir eine Parametrisierung des Weges:
0 0

3 3
aty=t| 1], eam=|1
0 0

Durch Einsetzen dieser Parametrisierung folgt dann:

/Qﬁ(z) dr = /0 F(e(t)) - édt

P
1 0 3
= / 3t-t 1 dt
0 3t 0

1
= /(0+3t2+0)dt:t3|(1):1
0

Eine wichtige Frage lautet nun: Wann existiert zu vorgegebenem Vektorfeld F ein Skalarfeld f
mit I = —gradf ?

Definition 4.9 (Potential).
Existiert zu einem Vektorfeld F(r) ein Skalarfeld f mit F = —gradf, dann nennt man f ein
Potential von F.

Ein Potential f ist nicht eindeutig bestimmt, da auch f + ¢ mit einer beliebigen Konstanten ¢ ein
Potential ist. Haufig wahlt man ¢ geeignet, um z.B. gewisse Nebenbedingungen zu erfillen.

Wie bereits erwahnt, hangt der Wert des Wegintegrals fI? F'-dr i.a. vom gewdhlten Weg zwischen
P und @ ab. Die Frage, wann das Integral unabhdngig vom expliziten Weg ist, ist eng verknupft
mit der Frage nach der Existenz eines Potentials. Wir geben nun (ohne vollstandigen Beweis)
wichtige Kriterien fiir die Wegunabhangigkeit bzw. die Existenz von Potentialen an:

Satz 4.1. Folgende drei Aussagen sind dquivalent:
1) [? F - dr ist wegunabhingig
2)  Esexistiert ein Potential f von F, d.h. FF = —gradf
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3) rot F =0 (+ Definitionsbereich von F ist einfach-zusammenhangend)

Der Beweis zu “2) = 3)” ist leicht, denn rot(gradf) = 0 gilt nach Aufg. 25 fur beliebige f. Die
anderen Beweise wollen wir hier nicht angeben.

Existiert ein Potential von F, so kann man es aus

£() = f(ry) - / Fedr

To

bestimmen, wobei der Integrationsweg zwischen den fest gewahlten (beliebigen) Punkten r, und
r beliebig ist.

Definition 4.10 (einfach-zusammenhangend).

Eine Menge M C R™ heildt einfach-zusammenhdngend, wenn sich jeder geschlossene Weg
durch kontinuierliche Deformation ganz in M auf einen Punkt zusammenziehen lalt. AulRerdem
mul M wegzusammenhdngend sein, d.h. zwei beliebige Punkte missen sich durch einen Weg
ganz in M miteinander verbinden lassen.

Diese Definition wollen wir durch zwei Beispiele illustrieren:

Beispiel 4.4.

1. Sei M = R?\ {0}, also die z — y—Ebene ohne den Ursprung. Betrachten wir einen
geschlossenen Weg, der den Ursprung umschliefl3t, z.B. einen Kreis vom Radius R. Die-
ser 1aRt sich nicht auf einen Punkt zusammenziehen, da man beim Zusammenziehen im-
mer am Ursprung 0 “hdngenbleibt”, der ja nicht zu M gehort. M ist also nicht einfach-
zusammenhadngend.

2. Sei M = R?\ {0}, also der dreidimensionale Raum ohne den Ursprung. Hier lassen sich
die im vorigen Beispiel betrachteten Wege auf einen Punkt zusammenziehen, da man sie
zundchst aus der z —y—Ebene anheben kann. Man kann zeigen, da M = R3\ {0} einfach-
zusammenhdangend ist. In drei Dimensionen muf3 man typischerweise eindimensionale Ge-
biete (z.B. Geraden) entfernen, damit der einfache Zusammenhang verloren geht.

In Aufg. 27 der Ubungen wird ein Beispiel diskutiert, das zeigt, daR die Bedingung Uber den
einfachen Zusammenhang des Definitionsbereichs tatséchlich erfillt sein mu, um aus rot ¥ = 0
auf die Existenz eines Potentials schlielen zu kdnnen.

4.2 Arbeit und Energie

In diesem Abschnitt setzen wir generell voraus, dal m = const und die Kraft F¥ = F(r) un-
abhdngig von v und ¢ ist.
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Definition 4.11 (Arbeit (Iangs eines Weges)).

F(r) Die Kraft F(r) bewirkt eine Verschie-
bung dr eines Massenpunktes

dA = F - dr ist die infinitesimale Arbeit,
r+dr die am Objekt geleistet wurde.

Die Arbeit, die von der Kraft £(r) bei endlicher Verschiebung langs eines Wegs c geleistet wird:

AI/E'dE.

Man beachte, daB diese Arbeit i.a. von der expliziten Wahl des Weges abhéngt !

Eine eng verwandte GroRe ist die (momentane) Leistung: P = % =F-v

Es stellt sich die Frage, ob es Krafte gibt, fir die die geleistete Arbeit nicht wegabhéngig ist.

Definition 4.12 (konservative Kréfte).
Eine Kraft F(r) heil3t konservativ, wenn die geleistete Arbeit bei Verschiebung von einem belie-
bigen Punkt P zu einem beliebigen Punkt Q unabhdngig vom Weg zwischen P und Q ist.

Warum man solche Kréfte als “konservativ” (erhaltend) bezeichnet, wird weiter unten klar wer-
den!

Aus Kap. 4.1.2 wissen wir, dal zu einer konservativen Kraft ein Potential V'(r) mit F = —grad V (r)
existiert. Flr die geleistete Arbeit ergibt sich in diesem Fall:

Q Q
Az/ E-dﬁZ—/ grad V-dr =V(rp) = V(rg) (= Ve—Vy)
P P

Fur die geleistete Arbeit ist also nur die Potentialdifferenz relevant. D.h. insbesondere, dal} die
additive Konstante V'(r), die bei der Berechnung des Potentials auftritt, herausféllt und somit
keine physikalische Bedeutung hat. Sie kann also frei gewahlt werden.

d.h. die Arbeit langs geschlossener Wege verschwindet.

Inshesondere folgt fiir P = Q
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Definition 4.13 (Kinetische Energie).
Ein Korper der Masse m, der sich mit der Geschwindigkeit v bewegt (und somit den Impuls
p = my hat), besitzt die kinetische Energie

T ist also eine skalare Grole.
Die zeitliche Anderung der kinetischen Energie ist

dT

o mei=uF

wobei wir die Newtonsche Gleichung ausgenutzt haben. Somit ergibt sich wegen v = % fiir das
totale Differential der kinetischen Energie

dT = F - dr = dA.

|

Die totale Anderung der kinetischen Energie ist also gleich der am Korper geleisteten Arbeit.

Definition 4.14 (Potentielle Energie).
Zu einer konservativen Kraft F(r) definiert man die potentielle Energie

r

V(r) = V(ry) - / F(r)-dr,

To

wobei der Integrationsweg zwischen dem Bezugspunkt r, und r beliebig gewéhlt werden kann.
Fur das so definierte Potential gilt dann offensichtlich £ = —grad V.

Im folgenden wollen wir ein sehr wichtiges Resultat ableiten, den Energiesatz.
Es sej F eine konservative Kraft mit I = —grad V.
Die Anderung der potentiellen Energie ist gegeben durch

dV =gradV -dr = —F - dr = —dT.

Die erste Identitdt folgt aus dem allgemeinen Zusammenhang von totalen Differentialen mit dem
Gradienten, im zweiten Schritt haben wir die Tatsache ausgenutzt, dal F' konservativ ist und im
letzten Schritt die oben abgeleitete Identitét fiir die Anderung der kinetischen Energie.

Fiir die Anderung der Gesamtenergie E = T + V ergibt sich damit

d : ,
dE=d(T+V)=0 ~ %(T—i—V):O ~ T4V = const. (inder Zeit)

Energieerhaltungssatz:
Fiir ein Teilchen der Masse m, das sich in einem konservativen Kraftfeld mit Potential V' (r) be-

wegt, ist die Gesamtenergie | E = tmv® + V (r) | zeitlich konstant.
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Hier seien noch einmal die bei der Ableitung benutzten Voraussetzungen zusammengestellt:
1) Newtonsche Gesetze (mit m =const.),
2) F konservativ, FF = —grad V.

Der Energieerhaltungssatz ist also die Motivation fir die Bezeichung “konservative Kraft” !

Allgemein spielen Erhaltungssatze in der Physik eine wichtige Rolle, nicht nur in der Mechanik
(z.B. Ladungserhaltung).

Erhaltungssatze

sind von Einzelheiten der Teilchenbahn unabhéngig, oft auch von Einzelheiten der wirken-
den Krafte [d.h. sie sind Ausdruck sehr allgemeiner Folgerungen aus den Bewegungsglei-
chungen]

lassen erkennen, dass gewisse Vorgange unmdoglich sind

lassen sich auch ohne Kenntnis der ursdachlichen Kréfte anwenden (z.B. in der Elementarteilchen-
Physik)

sind eng mit Invarianzen und Symmetrien verkniipftl®, z.B. folgt der Energiesatz aus der
Invarianz der Gesetze unter zeitlicher \erschiebung ¢ — ¢ + ¢,

erleichtern explizite Rechnungen, denn die Bewegungsgleichung ist eine DGL 2. Ordnung
(m# = F), der Energiesatz fiihrt auf eine DGL 1. Ordnung (s.u.).

Beispiel 4.5.

1.

Elastische Kraft F'(z) = —kz in einer Dimension:
Hier kdnnen wir durch Integration schnell ein Potential bestimmen:

V(z) = V(xo) — /:c F(z)dz = V(x0) + %k(mz — ).

Zo

Wahlen wir speziell die Nebenbedingung V(z, = 0) = 0, so erhalten wir

1
V(z) = Ekxz
und damit furr die Gesamtenergie
1 1
FE = §mv2 + 5’”2'
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Vv(n)

ungebundene Bew.

U s

Abbildung 4.4: a) Potential einer Feder, b) Potential eines 2-atomigen Molekiils

r

Das Potential ist in Abb. 4.4a grafisch dargestellt.

Da die kinetische Energie T = 2v? > 0 ist, folgt: kz?> < E.
Diese Ungleichung legt die erlaubten Werte von z fest: —z,,0. < = < Ty, WObeI

2E
Tmaz = &

Man spricht hier von einer gebundenen Bewegung, da sich das Teilchen nur in einem end-
lichen Raumbereich |z| < z.,,, aufhalten kann.

2. Potentielle Energie eines zweiatomigen Molekiils:
Die Atome eines zweiatomigen Molekiils konnen gegeneinander schwingen. Die typische
Form des Potentials, das sie dabei als Funktion ihres Abstandes r spiren, ist dabei in
Abb. 4.4b dargestellt!!. Die Gesamtenergie ist dann
m m
E = 711)% + 721)% + V(r).

Man kann zwei Bereiche unterscheiden: Fiir E < 0 ist nur eine gebundene Bewegung
moglich. Fir E > 0 ist die Bewegung ungebunden, denn die Teilchen kdnnen sich belie-
big weit voneinander entfernen. Dies entspricht dem Zerfall des Molekils.

Obige Uberlegungen lassen sich natiirlich verallgemeinern. Da T > 0 ist, folgtaus E = T + V:
V(r) < E.

Diese Ungleichung legt fest, in welchen Raumbereichen Bewegung stattfinden kann!

19Das sog. Noether-Theorem fait diese Aussage in einer mathematisch prazisen Form.
1Haufig verwendet man das sog. Lennard-Jones-Potential V (r) = —,,Ae + T%.
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Der Energiesatz £ = %mv2 + V(r) entspricht einer ersten Integration der Newton-Gleichung
mv = F(r), die ja eine DGL 2. Ordnung ist, mit der Integrationskonstanten E:

_d (1 _ ) dr .
O—E(gmv +V(£))—my o+ (grad V). - = (mo — F) - v

Dies ist genau dann erfuillt, wenn die Newton-Gleichung F' = my gilt.

In diesem Sinne erleichtert der Energiesatz also explizite Rechnungen, da man es (bei der Be-
stimmung der Bahnkurve aus der Energie) nur noch mit einer DGL 1. Ordnung zu tun hat.

Wir wollen den wichtigen Spezialfall einer eindimensionalen Bewegung im Potential V = V(z)
betrachten. Aus dem Energieerhaltungssatz

E = %ma’cz +V(z)

folgt durch Auflésen nach v = z:

dx 2

=44/ Z(E =

=+ (B~ V()
und hieraus 4

dt = + ? .

(B = V(2))

Diese Gleichung kann man (unter der Randbedingung z(t) = xo bzw. deren Umkehrung ¢(zy) =

to) sofort integrieren:
t—ty = (&) / do .
w0 /2 (B~ V(z))

Wir kennen somit die Funktion ¢ = ¢(z), aus der wir durch Invertieren die Bahnkurve z = z(¢)
erhalten.

Wir haben damit die allgemeine Losung des Newton-Problems fiir konservative Kréfte in einer
Dimension bestimmt !

Beispiel 4.6.
Ein wichtiger Spezialfall, mit dem man es hdufig zu tun hat, sind Kréfte, die nur vom Abstand
r = |r| abhdngen und in radiale Richtung zeigen:

ro = (1= 2)
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Solche Kréfte bezeichnet man als Zentralkrafte oder Radialkréafte.
Eine wichtige Eigenschaft dieser Krafte ist, daR sie immer konservativ sind. In Aufg. 25 haben
wir ndmlich gezeigt, daf? durch

V(r)= —/f(r)dr

ein Potential von F(r) = f(r)7 gegeben ist.

Typische Beispiele fir Zentralkréfte sind:
elastische Kraft: F

L elast — —kf = —k’l"’/',
mims .
7

Gravitation: F = -G ST

=grav

Als einfache Faustregel kann man feststellen: Die meisten aktiven Kréfte sind konservativ.
Aktive Kréfte sind dabei z.B. von Reaktionskréften (siehe Kap. 3.3.4) wie der Reibung zu unter-
scheiden.

Im folgenden wollen wir nun den EinfluR einer Reaktionskraft, ndmlich der Reibung, genauer
untersuchen. Wir betrachten ein Teilchen der Masse m, daf? sich unter dem EinfluR der Gesamt-
kraft

F=F,—yv
bewegt, wobei F, konservativ sei: F, = V. Die Reibungskraft —yw ist nattrlich nicht
konservativ. Wir berechnen zunéchst die zeitliche Anderung der mechanischen Energie T + V:
d
G T tVo)=my-d—Fo-v=u-(mi—FE)

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir die Newton-Gleichung F' = mo benutzt. Wir sehen
also, dal die mechanische Energie T' + V;, abnimmt.

Was passiert mit dem Verlust an mechanischer Energie ? Aus Erfahrung wissen wir, dal} sich
Korper unter Reibung erwarmen.
Erwarmt sich der Korper in der Zeit At um AT (= Temperaturdnderung'?), so entspricht einer
Zufuhr an Wérmeenergie von

Q = CAT,

wobei die Warmekapazitit C' eine Materialkonstante ist. Die zeitliche Anderung der Warme-
energie ist also
dQ

- = 2
dt 7’07

2Hier zeigt sich wieder die Vorliebe der Physiker fiir bestimmte Buchstaben. Um die Temperatur 7~ von der
kinetischen Energie T' unterscheiden zu kénnen, wéhlen wir fiir die Temperatur die kaligraphische Schreibweise.
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wobei wir im letzten Schritt angenommen haben, dal der gesamte “Verlust” an mechanischer
Energie durch Reibung in Warmeenergie umgewandelt wird. Insgesamt ergibt sich daher fir die

Anderung der Gesamtenergie
d
— (T +V, =0.
dt( +W+Q)
Unter der Annahme der Umwandlung von mechanischer Energie in Warmeenergie ist also die

Gesamtenergie T + V; + @ konstant.

Dies ist nur ein Beispiel dafiir, dal die Energieerhaltung auch tber die Mechanik hinaus gltig
ist. Man kann den allgemeinen Energiesatz folgendermaRen formulieren:

‘Summe aller Energieformen = konstant

5 Schwingungen

5.1 Komplexe Zahlen

Beim Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren und Potenzieren von reellen Zahlen
bleiben wir im Bereich der reellen Zahlen. Beim Wurzelziehen stoRen wir auf einen neuen Zah-
lentyp.

Problem: 2% = —1 hat keine reelle Losung

Man definiert daher (Euler 1777): i := +/—1.
1 wird als imaginare Einheit bezeichnet.

Eine allgemeine imagindre Zahl ist dann von der Form b - < mit reellem b, also z.B. 23, i, etc.
Wir Ubertragen nun die tblichen Rechenregeln der reellen Zahlen auf die imagindren Zahlen
(unter Beachtung von 52 = —1):

bii + bai = (by + by)i

(b14)(bgi) = byboi® = —byby

i3 =i%=—i etc.

Definition 5.1 (komplexe Zahlen).
Allgemeine komplexe Zahlen sind von der Form

z=x+1y

mit reellen Zahlen z und y. x bezeichnet man auch als den Realteil von z und y als den Ima-
ginéerteil. Man schreibt dann auch:

z = Re(z) +ilm(z).
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Wie fiir die rein imagindren Zahlen tibertragen wir auch fiir die komplexen Zahlen die bekannten
Rechenregeln. Man erhélt so den Korper C der komplexen Zahlen.

Addition: 23 = 21+ 2= ($1 + zyl) + (1‘2 + Zyz) = (371 + .’Ez) + z(yl + yz)
Re(z3) = Re(z1)+ Re(z2) und Im(z3) = Im(z1) + Im(22)

Multiplikation: Z1R%9 = (.Tl + z'yl)(xz + zy2) = (.’131332) + i(d?lyz) + i(ylxz) + ’i2(y1y2)
= (T122 — Y1y2) + i(T1Y2 + T2Y1)

Speziell fir reelles A gilt:
Az = Mz +1y) = (Az) +i(Ay)

Definition 5.2 (Komplexe Konjugation).
z* := x — iy heillt komplex-konjugiert zu z = = + iy, d.h. die Operation * bedeutet Vorzeichen-
wechsel beim Imaginarteil.

Fir das Produkt einer komplexen Zahl z mit ihrem komplex-konjugierten
22" = (z +iy)(z — iy) = 2° + 3

ist also immer reell und groier gleich Null.
Ntzlich ist das Komplex-Konjugierte auch bei der Division durch komplexe Zahlen:

1 2z T —1y T Y

= = — 1 .
z zZ . 2* x2+y2 -'L'2+y2 -'L'2+y2

Hiermit ist die Division in C auf eine Multiplikation zurtickgefuhrt.
Es bietet sich an, Real- und Imaginarteil als Komponenten eines zweidimensionalen \ektors
zu interpretieren. Man kommt so zu der zweidimensionalen Darstellung in der sog. komplexen
Ebene (siehe Abb. 5.1):

z=z+1iy — (z,y)

wobei nun (z, y) ein zweidimensionaler Vektor ist. Nun kann man wieder zu ebenen Polarkoor-
dinaten z = r cos ¢ und y = 7 sin ¢ Ubergehen und erhélt

z =1z +1iy =r(cos¢ + isin ).

Definition 5.3 (Betrag).
Unter dem Betrag |z| einer komplexen Zahl z versteht man die L&nge des zugehdrigen Vektors
in der komplexen Ebene: r» = |z|. Dar = /2% + y2 kann man dies auch schreiben als

|z| = Vzz*.

Den Winkel ¢ in der Polarkoordinatendarstellung bezeichnet man auch als Argument von z:

¢ = arg(z)

44



Abbildung 5.1: Die komplexe Ebene.
Wir werden spéter sehen, daf |z; - 23| = |21] - |22] und arg(zy - z2) = arg(z;) + arg(zz) gilt.

Mit komplexen Zahlen kann man komplexe Funktionen bilden: f(2) € C, z.B. f(z) = 222 + 2.

Beispiel 5.1. Wir betrachten im folgenden ein firr die Praxis sehr wichtiges Beispiel fir eine
komplexwertige Funktion. Sei ¢ reell. Dann gilt

e = cos ¢ + isin ¢ (%)

d.h. die komplexe Zahl e** mit ¢ € R liegt auf dem Einheitskreis (da [e*?| = 1) mit Winkel ¢.

Beweis®® von (*): Durch zweimalige Differenzieren tiberzeugt man sich, daf die Funktion f(¢) =

e die DGL f" = % = —f erfillt. In Kap. 3.1 hatten wir gesehen, daR die allgemeine Losung

dieser DGL lautet:
f(#) = acos ¢+ bsin ¢.

Die Parameter a und b werden durch die Randbedingungen festgelegt. Fur f(¢) = e haben wir

fo
fl(¢

Damit die allgemeine Losung a cos ¢ + bsin ¢ diese Randbedingungen erfullt, muBa = b =1
sein. Da die Losung der DGL eindeutig ist, folgt die Identitat (x).

0) = e¥=¢e"=1,

) = e =i,

Wir konnen daher fir reelle Argumente ¢ den Real- und Imaginérteil der Exponentialfunktion
bestimmen:

Re(e) = cos ¢,

Im(e*?) = sin ¢.

13Die folgende Beweisstrategie tiber DGL wird hdufig eingesetzt. Man kann () natiirlich auch anders beweisen,
z.B. Uiber die Taylorreihen von exp, cos und sin. Dies ist Gegenstand von Aufgabe 34.
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Mit dem Resultat aus dem vorangegangenen Beispiel kdnnen wir nun eine beliebige komplexe
Zahl darstellen als

z = r(cos¢+ ising) = re*
= |z|e®.

Mit dieser Darstellung macht man sich sofort die bereits oben erwédhnten Rechenregeln fur den
Betrag und das Argument klar:

212 = |21]€ - | 2|ei? = |z 20| 1190,
Speziell fr das Komplex-Konjugierte folgt:
2* = r(cos ¢ — isin @) = r(cos(—¢) + isin(—¢)) = re”*

Allgemein gilt folgende Aussage:
Ist f(x) fur alle z € R reellwertig, so gilt: f(z*) = (f(2))*.

Man kann nun auch die Winkelfunktionen durch die komplexe Exponentialfunktion darstellen.
Da e = cos ¢ + isin ¢ und e~*® = cos(—¢) + isin(—¢) = cos ¢ — i sin ¢, folgt

1, . . 1 . .
cosp = — (e +e ") und sing = — (e — e ).
2 2t
Bem.: Ist z = = + 4y, so gilt:

e = @) — Y — ¢~Y(cosz + isin ).

Als Anwendung betrachten wir nun eine DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Diese
hatten wir bereits in Kap. 3.1 untersucht. Im folgenden wird sich zeigen, dal? die Behandlung mit
Hilfe der komplexen Zahlen einfacher, eleganter und in gewissem Sinne auch allgemeiner ist.

ay’ +by +cy = 0 homogene DGL
ay" +by +cy = f(z) inhomogene DGL

mita,b,c € C.
Wir nehmen nun 0.B.d.A. an, da a = 1 ist. Wir konnen eine beliebige Gleichung mit a # 0

immer auf diesen Fall zurlickfuhren, indem wir die Gleichung durch a dividieren und b — g
¢ — £, f(z) — 1f(z) ersetzen. Wir untersuchen daher zunéchst die homogene Gleichung

y' +by +cy=0.
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Zur Losung machen wir den Ansatz
y(z) = Ae,

den wir in die DGL einsetzen. Somit erhadlt man mit y'(z) = AAe*® und y"(z) = A2 Ae?®
Aer (X2 + b +¢) = 0.
Da A # 0 (wir sind schlieRlich an einer nichttrivialen Losung interessiert!) und e*® # 0, folgt

MN4+br+c=0

b b?
=—- 2t/ —c
)\:I: 9 1 C

Wir nehmen nun an, dal? b, ¢ reell sind. Dann ist
/b2 reell, falls & — ¢ > 0,
——c
4 imagindr, falls % —c<0.

Deshalb sind A fir % — ¢ < 0 komplex:

und somit

b2

b .
)\i=—§:|:2 C—Z,

d.h. insbesondere ist A, = (A )*.
Fiir & — ¢ > 0 haben wir zwei verschiedene reelle Lésungen X, und X_.

Far % —c = 0ist Ay = A_. Dann existiert aber eine weitere Losung y = ze*®. Diesen Fall
werden wir in den Ubungen (Aufgabe 59) genauer untersuchen.

Zusammenfassend lautet also die allgemeine Ldsung der homogenen Gleichung im Fall % #*c
y(z) = A eM® + A_er®

mit zwei Integrationskonstanten A, die durch die Anfangsbedingung festgelegt werden.

Wenn y aus physikalischen Griinden reell sein muf3, kénnen wir den Realteil (oder auch den

Imaginérteil) der obigen Losung nehmen, der auf Grund der Linearitdt der Gleichung im Falle
reeller Koeffizienten b, ¢ auch eine Losung darstellt:

y(z) = Re (A eM* + A_e* 7).

Wir betrachten nun die inhomogene DGL. Sei daher 3 eine beliebige Ldsung der inhomogenen
DGL, die wir uns auf irgendeine Art und Weise verschafft haben, z.B. durch Raten oder Variation
der Konstanten. Dann ist

y(z) = y(z) + Re (A1 e™M* + A_e*7)
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Abbildung 5.2: Angetriebener Oszillator.

die allgemeine Losung der inhomogenen DGL.

Oft findet man leicht eine spezielle Losung der inhomogenen DGL (z.B. ¥ = konst.). Diese
erfullt i.a. aber nicht die gewiinschten Anfangsbedingungen. Deshalb bendtigt man die allgemei-
ne Losung.

5.2 Schwingungsvorgange

Wir wollen nun die Erkenntnisse tiber DGL aus dem vorigen Abschnitt zur Beschreibung von
Schwingungsvorgange verwenden. Wir betrachten dazu das System in Abb. 5.2. Eine Feder wer-
de durch einen Motor in z—Richtung ausgelenkt, wobei die Ruhelage der Feder x = 0 entspre-
chen soll. Neben der Motorkraft Fyoor und der Rickstellkraft Freger SOl Noch eine Reibungskraft
Freinung Wirken. Die Newton-Gleichung lautet dann

mE = Freder + FReibung + Fuotor,

. 2
Freger = —kz =: —muwjqz,
. m,
FReibung = YT = _?-'L'a

Fyotor = m.f(t)

Dies fuhrt auf folgende inhomogene lineare DGL 2. Ordnung:

1
T+ ;ZE +wiz = f(t).

Ein analoges Problem werden wir im néchsten Semester kennenlernen, ndmlich den elektrischen
Schwingkreis mit den Identifikationen z(t) — Ladung Q(¢), Feder — Kondensator, Reibung —
Widerstand, Tragheit — Spule.
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Die allgemeine Losung der homogenen DGL lautet

; 1 1
z(t) =Re (At + A ) mit AL = ~or + 2 Wy
Wir betrachten nun wieder drei Félle:
1. Fall: wy > 5= (schwache Dampfung)

Dannist Ay = —5- + iw’ mitdem reellen ' =y /w? — ;5
Wir haben also zwei komplexe Ldsungen

zi(t) = Are 2 et

und die allgemeine Losung ist dann z(t) = z,(¢t) + z_(t). Mit A = |Ale" folgt z,. =
| A |e~2reX't+i9x und daraus erhalten wir wegen Re(|A|ei«'t+4)) = |A| cos(w't + ¢) die all-
gemeine reelle Losung
z(t) = |A| cos(w't + @) e 2.

Man beachte, daR die beiden Teillésungen z, und z_ zur gleichen reellen Losung fiihren. Die
allgemeine reelle Losung ist in Abb. 5.3a dargestellt und hat nattrrlich zwei Integrationskonstan-
ten, ndmlich die Amplitude a = | A| und den Phasenwinkel ¢. Bei der Ldsung handelt es sich um
eine gedampfte Schwingung. Man bezeichnet daher den Fall wq > % auch als Schwingfall.

2. Fall: wy < o (starke Dampfung)
Hierist AL = —%i,/ﬁ — w2 reell und offensichtlich 0 > A, > A_. Die allgemeine Lésung*

z(t) = Ape Pt A eIt
¢ . 1
= e > (A + A_e™) mit A= o w

ist nicht (quasi-)periodisch und entspricht deshalb keiner Schwingung (siehe Abb. 5.3b). Man
spricht daher auch vom Kriechfall.

3. Fall: wy = % (aperiodischer Grenzfall)
In diesem Fall lautet die allgemeine Losung:

z(t) = (A + Bt)e 7,

die wir in den Ubungen (siehe Aufg. 59) genauer untersuchen werden.

1Hier haben wir ausgenutzt, daf wegen 0 > Ay gilt: |[AL| = —Ax.
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Abbildung 5.3: Losung fur den a) Schwingfall und b) Kriechfall.

Wir betrachten nun die erzwungene Schwingung, d.h. die Schwingung unter dem EinfluR einer
dueren Kraft Fyoor = mf(t). In diesem erhdlt man die inhomogene DGL

1
i+;¢+%x:f@.

Es ist zweckmaRig, den Differentialoperator®® L[y] := y” + by’ +cy einzufiihren. Dieser Operator
ist linear, d.h. L]y + z] = L[y] + L[z]. Dies folgt sofort aus den bekannten Rechenregeln fur das
Differenzieren.

Wie sieht die allgemeine Losung von " + by’ + cy = g (d.h. L]y] = g) aus?

Die allgemeine Losung mul} zwei Integrationskonstanten enthalten, die durch die Anfangsbedin-
gungen bestimmt werden.

Sei ynom die allgemeine Losung der homogenen Gleichung, also L[yn.m] = 0, und g eine spezi-
elle Losung der inhomogenen DGL: L[y] = g. Dann ist y = ynom + ¥ die allgemeine Ldsung der
inhomogenen DGL, denn

Lly] = L{yhom + 7] = L[ynom] + L[g] =0+ g = g,

d.h. y erfiillt die inhomogene DGL und y enthalt zwei Integrationskonstanten (da ynom zwei In-
tegrationskonstanten enthalt).

Fur die Schwingungsgleichung mit einer konstanten duf3eren Kraft

f(t):fo

15Ein Operator ist eine Abbildung, die eine Funktion auf eine andere Funktion abbildet. Typische Beispiele sind
Differentialoperatoren, bei denen eine Funktion auf eine Kombination ihrer Ableitungen abgebildet wird.
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(z.B. die Gravitationskraft mg) finden wir leicht eine spezielle Losung, némlich die konstante
Funktion

_f

-2

z(t) 2

Diesen Fall wollen wir hier aber nicht weiter betrachten.
Wir werden nun die Schwingungsgleichung mit einer periodischen Kraft

f(t) = focos(wt)
genauer untersuchen. Dazu arbeiten wir wieder mit komplexen Zahlen und setzen
z=x 41y mit x = Re z = Auslenkung
und )
Pt i+ wiz = foe't.

Der Realteil dieser Gleichung ist gerade unsere Schwingungsgleichung mit periodischer Kraft!

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung kennen wir schon:

Zhom = A+€)‘+t + A,B)‘*t

; 2__1 s 2 1
_ e_% <A+ez,/w0 mt+A,e 14 /wg mt)
wobei wir im folgenden annehmen, dal? wir uns im Schwingfall wy > % befinden.

znhom Tallt fiir groBRe Zeiten exponentiell ab (| zhom| — 0 fiir ¢ — oo), denn wir haben es ja mit einer
gedampften Schwingung zu tun. Wir brauchen daher fur groRe Zeiten nur die spezielle Lésung
Z zZu betrachten:

_ t—o00 _
Z = Znom + 2 — Z.

Im folgenden zeigen wir, da
Z = ae™!

mit einem geeignet zu bestimmenden a eine spezielle Ldsung ist.
Dies sieht man leicht ein, da wegen z = iwae™? und z = —w?ae™ folgt:

ae™t(—w? + % + wg) = foe™" (%).

Diese Gleichung ist offensichtlich erfillt, falls

Jo
= - =R

mit der Response—Funktion



Sie beschreibt die Antwort (Reaktion) des schwingfahigen Systems auf die dul3ere periodische
Kraft foe™t: _
Z(t) = R(w) foe™".

Mit'® R = |R|e™* ist 2(t) = |R| foe'“*~%) und somit
z(t) = Re Z = |R| fy cos(wt — ¢).

Dies beschreibt die periodische Antwort des Systems auf die &uRRere Kraft f, cos(wt). Die Ampli-
tude (maximale Auslenkung) ist dabei |R| f, und die Auslenkung ist um die Phase ¢ gegeniber

der &uReren Kraft verschoben. Explizit haben wir fur die Amplitude wegen |R| = |ajib
atm = Ve Mite =w§ —w’und b =2

Fir die Phase ergibt sich mit R~ = |R|'e" = (w§ — w?) +i%:

Im folgenden wollen wir das Verhalten von |R| und ¢ als Funktion der Antriebsfrequenz w dis-
kutieren. Die Ergebnisse sind in Abb. 5.4 grafisch zusammengefalit.

Als Erstes betrachten wir den Fall kleiner w, genauer w — 0. Hier findet man

1
|IR|(w=10)= 2 und tangp(w =0) =0, dh. ¢(w=0)=0.
0
Die Auslenkung in diesem Grenzfall geschieht also ohne Phasenverschiebung mit der Kraft, d.h.
die Auslenkung ist ,,in Phase” mit der Kraft. Sie ist explizit durch

2(t) = 5—%

gegeben. Dies kann man sich z.B. klar machen, indem man in Gleichung (x) den Limes w — 0
ausfuihrt. Auf der linken Seite Uberlebt nur der Term, der von der elastischen Kraft kommt, die
also im Fall w — 0 das Verhalten bestimmt.

Als néchstes untersuchen wir den Fall grof3er w, d.h. w — oo. Hier ist

|R|(w — o0) =0, und tangp(w — 00) 10, d.h ¢(w— o0)=m.

18Konventionell benutzt man hier ¢ = arg(%) = —arg(R).
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Die Phasenverschiebung ist dabei 7 (und nicht 0), da cos ¢ (also i.w. der Realteil der Response-
funktion) fir groRe w negativ ist. Im Fall w — oo spielen die elastische Kraft und die Reibung
keine Rolle. Dies sieht man wieder an (), wo fir w — oo auf der linken Seite der w?—Term
dominiert, der ja von z stammt. Die Gleichung (x) filhrt also auf (¢) = f, cos(wt) und somit

z(t) = g cos(wt — ).

Die Phasenverschiebung nimmt also hier ihren maximal moglichen Wert 7 an.

SchlieBlich bestimmen wir noch das Maximum von |R|. Dazu missen wir das Minimum des
Nenners finden. Mit der Abkiirzung z = w? haben wir f(z) = (z — w§)®> + % und f'(z) =

2z —wd) + 5 = 0. Hieraus folgt, daR die Amplitude fiir

— 2 1
Wres = A/ Wy — 2—7_2
maximal wird. Man spricht auch von Resonanz. Im Fall schwacher Dampfung ist w3 > # und
somit wyes ~ wp Und ¢ = 7. Die Amplitude im Resonanzfall bei schwacher Dampfung ist dann
|R|res ==,

w

Explizit lautet die Losung fir die Auslenkung in diesem Fall

z(t) = wlofo cos(wt — %)

und somit fiir die Geschwindigkeit 7 = o fosin(wt — §) = 72 fo cos(wt). Wir sehen also, daf
bei Resonanz Kraft und Geschwindigkeit in Phase sind !

Bei schwacher Dampfung (wo7 > 1) entwickeln wir R(w) in der Umgebung von wy:

wy —w? = (W — w)(wo+ w) = 2wp(wy — w),
w . @
T T

Mit diesen Naherungen ergibt sich fiir die Responsefunktion:

1 1 1
R(w) = —

2 _ 2 w
Wy —w+ 7

) i
2wy wo W+ 5

bzw. ihren Betrag und ihr Argument

1 1
RJ? . ,
IRl 4wi (w—wo)?+ 1
1
tanp ~ —m .
27(wp — w)
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Abbildung 5.4: Verlauf von Amplitude und Phasenverschiebung als Funktion der Antriebsfre-
quenz.

Der Betrag (bzw. sein Quadrat) hat die fiir Resonanzen typische Form einer Lorentzkurve (siehe

Abb. 5.5) .
@)= are

% heilt Halbwertsbreite, da es die Breite der Resonanzkurve beim halben Maximalwert angibt
(siehe Abb. 5.5).

Fir schwache Reibung (7 — oo) fulhren Anregungen bei der Eigenfrequenz wq zu einer sehr star-
ken Reaktion des Systems, da | R| dann sehr groR. Dies ist die sogenannte Resonanzkatastrophe,
die sogar zur Zerstorung des Schwingers fuhren kann (Zersingen von Glésern, Zusammenbruch
der Tacoma-Bridge).

Bemerkung. Das hier diskutierte Resonanzverhalten eines schwingungsféahigen Systems tritt in
vielen Bereichen der Physik auf, z.B. in der Atomphysik, Molekdlphysik, Kernphysik, Festkorper-
physik usw.

Energie und Leistung:

Im folgenden wollen wir uns die Energiebilanz der getriebenen Schwingung genauer ansehen.
Auf Grund der Reibung geht mechanische Energie verloren. Wenn ein Schwinger von aufen
angeregt wird, so nimmt er Energie auf (Energieabsorption), die von der dufReren Energiequelle
geliefert wird.

Die Newton-Gleichung lautet:

mi + v+ mwiz = F coswt =: F(t).
T
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Abbildung 5.5: Lorentzkurve

Nach Multiplikation mit v(¢) ergibt sich hieraus

dm, m 5, m o _
EJEU+?W:+?v_mm@_P@

wobei wir die momentane Leistung P(t) eingefiihrt haben.
Bei periodischen Systemen ist es zweckmassig, die Uber eine Periode T' gemittelte Leistung zu
betrachten, wobei w = 2 und deshalb cos(wt + wT') = cos wt.

Definition 5.4 (Mittelwert Uber eine Periode).
Der Mittelwert Uiber eine Periode T einer periodischen Funktion f(t) ist definiert durch

_ 1 [T
ﬁ:TAfwﬁ

Um mit dieser Definition die mittlere Leistung zu bestimmen, ist zundchst folgende Beobachtung
nutzlich:

T
d m m
/ i |:_IU2 + _ngz] dt = Emech(T) - Emech(o) = 0,
0 -

-

wobei wir benutzt haben, dal nach der Zeit T die (periodischen) Variablen » und z, und somit
auch Emecn(t) wieder den gleichen Wert wie zur Zeit ¢t = 0 annehmen. Somit erhalten wir fur die
mittlere Leistung

— m

P =Fp(t) = ~o(0).

Hierbei beachte man, daf i.a. v2(¢t) # v(t)2 ist!
Die absorbierte Energie wird durch die Dampfung verbraucht (Warmeverlust).
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Dav = & = —|R| fowsin(wt — ¢) folgt explizit:

— 1 [T
P = T/o ?|R|2fgw2sin2(wt—<p)dt

m
= ;f@wz\Rlz-

Bei der Rechnung haben wir die Identitat

1 1
sin?(wt — ) = cos?(wt — @) = 3 [sin®(wt — @) + cos?(wt — p)] = 3

benutzt, von der man sich selbst durch Nachrechnen tiberzeuge (siehe Aufgabe 41).

Da ImR(w) = —m = —2|R}? folgt:

2
o —%f"lm R(w),

d.h. Im R(w) bestimmt die Leistung!
Man kann zeigen, daB die Energieaufnahme bei Resonanz maximal wird, d. h.

ﬁ == _Pmax fur W = Wres = Wo-

5.3 Fourierreihen und Fourierintegrale

Im folgenden wollen wir uns ausfiihrlicher mit periodischen Vorgangen und ihrer mathema-
tischen Beschreibung befassen. Die Hauptmotivation dabei ist die Tatsache, dal periodische
Vorgange wie Schwingungen und Wellen in vielen Bereichen der Physik eine wichtige Rolle

spielen.

Definition 5.5 (Periodische Funktionen).
Die f(¢) ist heiRt periodisch mit der Periode T' (T" > 0), wenn fur alle ¢ gilt:

fE+T) = f(2).

Der kleinste Wert von T > 0, der dies erfillt, heilt kleinste Periode oder einfach nur die Periode

von f(t).

Beispiel 5.2 (Periodische Funktionen).

a) sinwt, coswt haben die Periode T' = 2= (bzw. Frequenz w = %7).

b) sin(nwt), cos(nwt) haben fir n > 1 die Periode 2= = T;,, sind aber auch periodisch mit

T =2r

w
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c) Die konstante Funktion f(¢) = C' hat jede positive Zahl als Periode.

Im folgenden werden wir zur Vereinfachung z := wt als Variable wahlen, d.h. wir betrachten nur
die normierte Periode T' = 27 der Funktionen sin z, cos z. Am Ende des Abschnittes werden wir
dann der Vollstandigkeit halber die allgemeinen Formeln fiir beliebige Perioden T" angeben.

Definition 5.6 (Fourierreihen).
Eine Reihe der Form

o
% + ; [ay, cos nz + by, sin n

bezeichnet man als Fourierreihe. Man beachte, dal? diese Reihe 27-periodisch ist.

Im folgenden wollen wir die Frage untersuchen, wann sich eine periodische Funktion als Fou-
rierreihe darstellen I40t.

Satz 5.1 (Fourierreihendarstellung periodischer Funktionen).
Die Funktion f(x) sei im Intervall [—m, ] definiert. Weiterhin sollen die sog. Dirichlet-Bedingungen
erfullt sein:

a) f(zx) ist 2zw-periodisch, d.h. f(z + 27) = f(z)

b) f(z)und f'(z) stlickweise stetig in [—m, 7]

Durch die Bedingung a) ist f(x) fir alle reellen Zahlen z eindeutig definiert. Bedingung b) be-
deutet, daB f(z) und f'(z) im Intervall [—m, 7] bis auf endlich viele Punkte stetig sind.

Sind die Dirichlet-Bedingungen erfullt, dann gilt: f(x) ist darstellbar als Fourierreihe, d.h.
f(z) = % + ; [ay, cos nz + by, sin nz|
mit den Koeffizienten (Fourier-Koeffizienten)
1 ™
a, = —/ f(z)cosnz dz (n=0,1,...),
T -7

1 ™
b, = ;/ f(z)sinnz dz (n=1,2,...).

Das heilit: Die Fourierreihe konvergiert gegen den Wert

o0
a :
70 + E [an, cosnz + b, sinnz] —

n=1

f(z), wenn f stetig bei z ist
Het0 @20 wenn f unstetig bei  ist.

Dabei bezeichnen f(xz+0) und f(z—0) den rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert (siehe Abb. 5.6).
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J;(w Zo)l M

Z

Abbildung 5.6: Unstetige Funktion

Bemerkungen:

1. Die Dirichlet-Bedingungen sind hinreichend, aber nicht notwendig. Fir die physikalische
Praxis reicht dies i.a. aus.

2. Als Periodenintervall kann jedes Intervall [z, zo + 27| gewdhlt werden, z. B. auch [0, 27].

3. Das Intervall [—, 7] ist aber zweckméRig, da symmetrisch um 0. Denn man sieht sofort:

an =0, wenn f(z) = —f(—z) (ungerade Funktion)
b, =0, wenn f(z) = f(—z) (gerade Funktion).

Das Interessante an obigem Satz ist ist, da sich jede periodische Funktion (mit Dirichlet-Bedingungen)
durch eine Reihe mit cos nz und sin nz darstellen lait (Beweis: — Mathematik).

Definition 5.7 (vollstandiges Funktionensystem).
Ein solches Funktionensystem, d. h. die Menge {cos nz,sinnz (n = 0,1, ...)} heiBt vollstandig
(zur Darstellung periodischer Funktionen).

Man kann auch die Taylorentwicklung analytischer Funktionen in diesem Sinne verstehen. Statt
nach den (vollstandigen) periodischen Funktionen cos nz und sin nz zu entwickeln, entwickelt
man hier nach den Funktion z™.

Vielfach ist eine komplexe Darstellung der Fourierreine zweckméRig und einfacher. Mit den
bekannten Beziehungen

et = cosnz =+ isinnz,

1 . . 1 . .
cosnr = E(e"“” +e7'"), sinnz = —(e™* — e7*"),

21
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sieht man sofort ein, da auch {e*® (n = —c0, ..., 00)} vollstandig ist. Es gilt:

1)
f(a:)z Z Cneinz
mit

1 [7 ,
Cn = oo /_7r f(z)e™*"dz.

Die reelle und die komplexe Darstellung lassen sich leicht ineinander umrechnen:

o0

f(z) = Z €™

n=—oo

[e%s)
— CO+§ :[cnemz_i_cinefmw]
n=1
[e5s)

= ¢p+ Z[cn (cosnz + isinnz) + c_,(cosnz — isinnc))

n=1

x
= ¢p+ Z[(cn + c_p) cosnz + i(c, — c_y,)sinnz)]

n=1

woraus folgt

1 .
Co = 500, Qp = Cp + C_p, b, = i(cp, — ¢ p)-

Die Funktionen e* haben eine sehr wichtige Eigenschaft:

1 [™ 1 i(n—m)z |7 i(n—m)r __ ,—i(n—m)w
n#Em: — drefn—mz — — .e = ¢ ¢ =0
2J) . 2mi(n —m)|_. i(ln —m)
1 K
n=m —/ dz iz — 1
2

Dieses Ergebnis lait sich mit Hilfe des Kronecker-Symbols

5 . 1 n=m
P10 n#m

kompakt zusammenfassen:
1 K

— MM dr = 6pm.
2 J_, ’

Man sagt: Die Funktion e**® stehen orthogonal aufeinander.
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Definition 5.8 (orthogonale Funktionen).
f(z) und g(x) sind orthogonal in [a, b], wenn

/ ' Fe)a (@) = 0

Die obige Rechnung zeigt, daR e und e™ fiir n # m in [—m, ] orthogonal sind, denn
fi"ﬂ. gine (ezma;)* dr = fjﬂ' einT o—ime J,. — fjﬂ e’i(nfm)a:dx =0.

Wir wollen nun die Fourierdarstellung beweisen. Genauer werden wir zeigen, dal} unter der An-
nahme, daR sich die Funktion f(z) als eine Fourierreihe schreiben I&3t, die Entwicklungskoeffi-
zienten gerade die in dem obigen Satz behauptete Form haben:

1 " —imz 1 " = inT —imz
%/_ﬂd:rf(m)e = E/_,,dx(z Cne€ >€

o

= E Cnlnm = Cm.-

n=—oo

Dabei haben wir im ersten Schritt ausgenutzt, daR sich f(z) als Fourierreihe schreiben laRt.
Beim Ubergang zur zweiten Zeilen wurden die Reihenfolge von Integration und Reihenbildung
vertauscht!’.

Beispiel 5.3. Wir betrachten die Funktion f(z) = z in [0, 27], die wir uns 2z-periodisch auf
ganz R fortgesetzt denken (siehe Abb. 5.7)8. Der Graph von f(z) ahnelt dann einem Sagezahn.

27 —q 2w o .
1 . e e 1 w 1 1
n#0: ¢, = — ze "™dr = - + — e ""dy = — = —
2 Jo —2min|, 2min J, —in  n
=0
2
1 27 $2 0
n=0: ¢ = — rdr=—| =7
2r Jo 4|,

Also haben wir folgende Darstellung von f als Fourierreihe:

i > 2
T =7+ E —e"™ =7 — E — sin(nx),
2m-periodisch n#£0 n n=1 n

17Aus den Dirichlet-Bedingungen kann man folgern, daf dies erlaubt ist.
1BNatirlich ist f auch periodisch mit Periodizitatsintervall [, 7r]. Die folgenden Rechnungen sind aber einfacher
in [0, 27r].
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wobei wir bei der letzten Umformung die Terme zu n und —n zusammengefal3t haben. Man
beachte, dal’ die Reihe an den Unstetigkeitspunkten z = 0 mod 27 (d. h. z ist ein Vielfaches
von 2r) tatschlich den Wert ZEH04/@=0 _ 0421 _ 7 jnterpoliert!

f(z)

Abbildung 5.7: Sdgezahn

Bemerkung:

Verwendet man statt der vollen Fourierreihe nur endlich viele Funktionen e™®, so liefert dies
eine Approximation der periodischen Funktion. Diese wird umso schlechter, je schneller sich die
Funktion bei z &ndert. Insbesondere an Unstetigkeiten tritt das sogenannte Gibbs-Phdanomen auf.

Satz 5.2 (Parseval-Identitat).
i/7rf2(.7:)ci:r:: i CnC
2 J_, = nen

Beweis:

% 7" f2(£L')d-7; — % _:rr f(:l?) ( i cneinz> dx

n=—oo

'S} 1 p- ' %)
= Z cn%/ f(z)e'™dz = Z CrnCop

n=—oo n=—oo

C—n

Bemerkung: Man kann die Parseval-ldentitdt auch fur die reelle Darstellung der Fourierreihe
angeben:

00 00 a2 1 o0
Z CnCp = Co° + 2 chc,n = % + 2 Zj(an2 +b,%)
n=-—00 n=1 n=1
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Beispiel 5.4. Wir betrachten nun die Funktion f(z) = z?in [0, 27|, die wir wieder 27-periodisch
auf ganz R fortsetzen. Dies ist also gerade das Quadrat der in Beispiel 5.3 betrachten Funktion.

1 [ , 2 2mi
n#0: ¢ = — x2e_'mdx:_2+i,
2 Jo n n
4m?
n=0: ¢ = =
Somit ergibt sich die Fourierreihe
42 X (2w 2\
z’ = —+Z<—+—2>em
2m-periodisch 3 n=—oo n n
(n0)
42 N[ 4 4t
= — — COSNTr — — SInne
3 * ; [nz n }

Speziell gilt: Bei z = 0 mod 27 ist f(z) = 272, also

472 > 4 1 2
2 § § _
2 - T 1 _“/2 i 1 _7112 N F
n— n—=

Man sieht, daB man mit Hilfe der Fourierdarstellung elegant komplizierte Reihen bestimmen
kann.

Dieses Ergebnis folgt auch mit Hilfe der Parseval-ldentitdt und der Resultate aus Beispiel 5.3.
Mit f(.’L‘) = "E|27r-periodisch g”t:

472

1 (™ ., 1 [,
%/Wf (z)dz = g/nx |27r-peri0dischdx -~ 3

Andererseits gilt nach Parseval

1 g et o0 o) 1
o | f@)de= > Ené,nzég+225né,n:7r2+2zﬁ,
o n=1 n=1

n=—oo

wobei &, = £ die in Beispiel 5.3 bestimmten Fourierkoeffizienten von f(z) sind.

o 1 _
n=1n2 "~ 6"

= x|27r-peri0disch
Durch Umformung erhalten wir wieder >

Zum Abschluf3 wollen wir noch die Fourierdarstellung einer beliebigen T'—periodischen Funkti-
on (T > 0) angeben.

Satz 5.3 (Fourierreihendarstellung 7'—periodischer Funktionen).
T

Die Funktion f(z) sei T—periodisch und erfiille die Dirichlet-Bedingungen im Intervall [-Z, Z].
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Dann hat f(z) folgende Fourierdarstellung:

flz) =

e e]
i 2wina
= E cne T

mit den Fourier-Koeffizienten

Wie man sieht, geht dies fir den Spezialfall T = 27 in die bekannten Formeln uber.

an

bn

Cn

9 [T/2

— f(z) cos ( )
T J 1 )

9 [T/

— f(z)sin ( >
T J 1) )

1 T/2 21rna:

— f(z)e T

7 ) 1, (z)

5.4 Fourier-Transformation

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dal3 sich periodische Funktionen als Fourierreihen dar-
stellen lassen. Was passiert aber fur Funktionen, die gar nicht periodisch sind ? Dieser Fall ent-

spricht gerade dem Grenziibergang T' — oo.

Wir betrachten zunéchst die Funktion cos nwt = cos(%t), die periodisch mit Periode T ist.
Wenn T — oo liegen die Punkte w,, = 2”" immer dichter. Der Limes T' — oo entspricht dann
dem Ubergang von einer Fourler-Summe zu einem Fourier-Integral. Dies wollen wir im folgen-
den genauer betrachten.

Satz 5.4 (Fourier-Transformation).
Die Funktion f(z) erfllle folgende Voraussetzungen:

o0
a 2mnx
?0 + ng_l [an COos T +

b 2rnz

sin

" T
(n=0,1,
(n=1,2,

(n = —o0,

1) f(z) genigt den Dirichlet-Bedingungen im Intervall | — oo, 00|,

2) [

|f(z)|?dz < .

Unter diesen Voraussetzungen gilt:




mit der sog. Fourier-Transformierten

F(w) = \/% /_00 f(z)e ™“*dx

Man beachte, dal? die oben genannten Voraussetzungen hinreichend, aber nicht notwendig sind.
In der Praxis sind sie aber meist erfllt.
Bemerkung. F' ist Fourier-Transformierte von f und f ist Fouriertransformierte von F'!

Bemerkung. Wir haben hier eine symmetrische Aufteilung der Koeffizienten (d. h. #) vor dem
Integral gewdhlt. Haufig werden andere Konventionen verwendet, d. h.

f(x) = /_oodw... und F(w):%/j’odw...
oder f(z) = % oodw... und F(w):/oodx...

Die entsprechenden Fourier-Transformierten unterscheiden sich um einen Faktor (\%2_” bzw. v/27).
Dies mufR man z. B. beim Nachschlagen in Tabellen immer beachten.

Im folgenden zeigen wir, wie sich die Fourier-Transformation aus dem Grenzfall T — oo der
Fourier-Reihe

o
. ) 2
flz) = Z Cpe™n® mit wn:$,
n=—00
1 2 —iWnT
& = 7 7Zf(x)e "Tdx
2

ergibt, wobei f(z) = f(z +T).

Wir machen nun den Grenziibergang T — oo und n — oo so, daB w,, = w konstant gehalten
wird. Dann ist auch Aw,, = wpy1 — w, = %’r =: Aw konstant und beim Grenziibergang geht
Aw — dw. Fir die Fourierreihe folgt:

00 T 1 o0 _
r) = Cp, —e“ T Aw = —— F(w,)e*“"*Aw
fl@) = D e 7 2 Flww)

n——oo n——oo

1 *© )
- — F(w)e™*dw

wobei wir definiert haben

F(wy) : R o F(w).

T 1 [z
:\/—2_7rcn:\/—2_7r/%f(x)e

Damit haben wir gezeigt, dal? sich die Fourier-Transformierte als Grenzfall der Fourierreihe einer
Funktion mit unendlicher Periode ergibt.
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Bemerkung. In der Physik interessieren uns haufig nur reelle Funktionen f(z).
Dann gilt: F(w)" = F(~w)
Beweis:

ror = (i [ = i

f(z) etwe
1 * -
= — z)e?dr = F(—w
= =)

Definition 5.9 (Delta-Funktion).
Wir definieren die sog. Delta-Funktion durch folgende Eigenschaften:

d(z —xo) =0 furalle z # z,

und / " F@)5(e — w0)dz = f(zo)

wobei die zweite Eigenschaft fiir alle Funktionen f(x) gelten soll, die stetig bei z, sind.

Bem.: Fur analytische Funktionen f(z) genugt die zweite Bedingung in der Form ff"oo d(z —
zo)dz + 1.

Die ist eine heuristische Definition. Eigentlich ist § keine Funktion, sondern eine sogenannte
Distribution (— Mathematik): Der Funktion f wird ihr Funktionswert f(z,) an der Stelle zg
zugeordnet. Als Funktion ist §(z — z,) hochgradig singulér, da sie nur an einem Punkt z4 von
Null verschieden ist, aber trotzdem ein endliches Integral besitzt. 6(z — o) kann deshalb in
xo keinen endlichen Wert annehmen, sondern wird dort unendlich. In Abb. 5.8 ist angedeutet,
wie man sich §(z — x,) vorzustellen hat. Man kann die Delta-Funktion als das kontinierliche
Analogon des Kronecker-Deltas ansehen, insbesondere wenn man beachtet das 0,5 = dq—p,0-

Die Delta-Funktion spielt eine wichtige Rolle in der Physik, denn sie hat viele Anwendungen.
Ein Beispiel hierflr liefern die Punktmassen, von denen wir sehr oft gesprochen haben.
Fir die Massendichte p(z) einer Punktmasse m am Ort z, gilt:

pz) = 0 fir z # xo,
aber m = / p(z)dz.

o0

Somit sieht man, dal die Massendichte einer Punktmasse durch
p=md(z — xo)

gegeben ist. Mit Hilfe der Deltafunktion kann man also im Prinzip diskrete und kontinuierliche
Systeme in einheitlicher Weise beschreiben.
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Abbildung 5.8: ,,Graph” von §(z — x)

Das Fourier-Integral fuhrt auf eine ,,Darstellung* der §-Funktion:

f@) = [ eer) = [~ e [ e

/ e [ / Wwdw} dy - f(a).

Hieraus liest man das wichtige Ergebnis

I

1 [ .
o e“CVdy = §(z —y)

ab. Die doppelte Fourier-Transformation fiihrt also auf eine §-Funktions-Integration.

Beispiel 5.5.
Im folgenden wollen wir einige Beispiele betrachten, bei denen die Deltafunktion auftritt.

1. Ein Integral der Form [ f(z — y)g(y)dy bezeichnet man als Faltungsintegral bzw. als
Faltung der Funktionen f und g. Es gilt folgender Zusammenhang des Faltungsintegrals
mit den Fouriertransformierten F' und G von f bzw. g:

/ fe =gy = [ F@)Gw)erds

o0

Dies kann man auch so formulieren: Die Fourier-Transformierte des Faltungsintegrals ist
das Produkt der Transformierten der gefalteten Funktionen:

— _Z [ /_ Z fl@— y)g(y)dy} e “*dw = F(w)G(w).
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Der Beweis der ersten Aussage folgt durch Einsetzen der jeweiligen Fouriertransformierten
in das Faltungsintegral und anschlieRender Vertauschung der Integrationsreihenfolge:

© dwdw -
/ f(z - y)gy)dy = / dy / / F(w)e*@ G (u)e'y

-

27r6(w’ —w)

= /_: dwF (w)e™® /_: dw'G(W")(w' — w)

_ / Z o F () G(w)e,

Die zweite Aussage erhélt man, indem mna die erste Fouriertransformiert:

_ . |:/'oo f(CC - y)g(y)dy] e_iuﬂ'dw = % N |:/oo F(wl)G(wl)eiw’mdwl] e—iwzdx

1 (o o]
— ! / ! W' —w)z
o /oo dw'F(w )G(w)/ dzel

7

276 (w' —w)

_ /_ " A F (W) G — w)
= F(w)G(w).

. Als zweites Beispiel wollen wir die Fouriertransformierte der Blockfunktion (siehe Abb. 5.9)

Fa) = {1 z| < a

0 |z|>a

berechnen:

1 00 ) 1 a
Flw) = \/—2_7r/_ f(z)e™®dx = \/—2_71_/_ e“rdx
= \/LQ_W/OG cos(wz)dz

_ \/gsin(wx) a_\/gsin(wa)
VT w |, Vroow

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, daB das Integral {iber den Ima-
gindrteil sin(wz) verschwindet, da der Sinus ungerade ist. Abb. 5.10 zeigt die Form der
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—a a z
Abbildung 5.9: Blockfunktion
Peak ]'T(w)
/w
EVZJ 3m
N

Wiggle

Abbildung 5.10: Fouriertransformierte der Blockfunktion
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Fouriertransformierten. Das Maximum bei z = 0 bezeichnet man manchmal auch mit dem
englischen Ausdruck Peak und die kleineren Maxima im oszillierenden Teil als Wiggle.

Speziell fur z = 0 haben wir:

1 o0 1 o0 : 2 o0 :
- L / Flw)do = 1 / sin(wa) = 2 / sin(wa) ,,
V2T J o T oo W T Jo w

0o -

u—wa 2 sin u

= - du
T Jo U

0o -
Sin u m
du = —.

0 u 2

Ahnlich wie die Fourierreihe bei der Berechnung komplizierter Reihen hilfreich sein kann,
hilft die Fouriertransformation manchmal bei der Berechnung von Integralen.

und somit

Zum Abschluf wollen wir noch eine weitere Darstellung von é(x) angeben. Die Funktionenfolge

(00)e Mit
1 [ ; 1 2«
5 - dwe® —alw| _
o(2) 2 / we e 2w o? + ?

konvergiert ndmlich fur « — 0 gegen die Deltafunktion 6(z). Dies kann man zeigen, indem man
verifiziert, dal fur « — 0 die beiden definierenden Eigenschaften der Deltafunktion erfullt sind.
Dies wird in den Ubungen genauer betrachtet.

—o0

6 Impuls, viele Teilchen

Bisher haben wir immer nur ein einzelnes Teilchen betrachtet, das sich unter dem EinfluB einer
duleren Kraft bewegt. I.a. hat man es aber mit Systemen aus vielen Teilchen zu tun, die mitein-
ander wechselwirken. Zusétzlich konnen dann noch duRere Krafte wirken. In diesem Abschnitt
wollen wir uns mit den grundlegenden Eigenschaften solcher Systeme beschaftigen.

6.1 Schwerpunkt und Relativkoordinaten

Ein Teilchen:

Der Impuls fur ein Teilchen berechnet sich wie bekannt tiber p = muw, die Newton-Gesetze for-
dern F = p. Wenn also keine Kréfte auf das Teilchen wirken (F = 0), folgt, daR der Impuls
konstant sein muf: p(t) = p, .

Viele Teilchen:

Gegeben seien n Teilchen mit zeitlich konstanten Massen my, . .., m,, den Koordinaten r,(t)
und den Impulsen P, = m;y; furj=1,...,n.
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Die Teilchen Uiben innere Kréfte aufeinander

aus, wobei die Kraft F;;von Teilchen [ auf Teil-
_ it chen j wirkt.
J

Nach dem dritten Newtonschen Gesetz (actio=reactio) gilt somit F';, = —F';;. Werden noch
auBere Krafte F'** (=Kraft der Umgebung auf Teilchen j) dazugenommen, so lautet das zweite
Newtonsche Gesetz:

— F(ges)

F¢ = F LN Ry firj=1,...,n
I

3.

Definition 6.1 (Schwerpunkt, Massenmittelpunkt). Mit den obigen Benennungen gilt fiir den
Schwerpunkt einer Menge von Massen

:72‘7 1m] = :—Zm
Z] 1My ]_]

=

mit der Gesamtmasse

j=1
Fur die Schwerpunktsgeschwindigkeit V' erhalt man durch Ableiten

1 Vid
_:E:M;mﬂ‘] M : BJ M
mit dem Gesamtimpuls
P=)>1p

6.2 Impulssatz

Ausgehend von den GroRen des Gesamtsystems aus Definition 6.1 ergibt sich zunéchst

P=M-V
und hieraus durch Differentiation nach der Zeit

Z_] 3. NG Z F (ges) Zﬂgezt Z Z ezt)
J

=11 11;&; =1
\—/_/

(*)
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Dabei haben wir ausgenutzt, daf die Summe (x), die ausgeschrieben folgendermafen aussieht
(#)=Fp+Fs+... )+ (Fa+Fyu+...)+FEy+Fpt...)+---=0.

Sie verschwindet, da nach dem 3. Newtonschen Gesetz F',, = —F,, etc.
Der Schwerpunkt R = % Z]. myr; eines Systemes bewegt sich also wie die in ihm vereinig-

te Gesamtmasse M = »_,m; unter dem Einfluf der Summe aller duBeren Krifte Flet —
>, FE™ dh.
P — E(ezt)-

Satz 6.1 (Impulserhaltungssatz).
Verschwindet die Summe der duReren Krifte, d.h. gilt F(¢*) = >, E;.e’”t) = 0, 50 ist der Gesam-
timpuls P = 3 p, erhalten: P=0 ~ P(t)=Dh,.

Beispiel 6.1 (2-Korper-Problem (n=2)).
Wir wollen nun den Fall n = 2 zweier Teilchen genauer betrachten. Die Gesamtmasse ist M =
my + mey. Zusatzlich definieren wir die reduzierte Masse

. Mmimy
/“L T M

Der Schwerpunkt ist gegeben durch

1

= M(mlﬁ + mary).

Durch Einfiihrung der Relativkoordinate r := r; — r, kann man das Problem auf den Einkdrper-
fall zurlickfuhren. Dazu stellen wir zunédchst fir beide Massen die Bewegungsgleichung nach
Newton auf:

1) mif; = Egezt)‘FEu
2) Maly = Egezt) +Fy

Addiert man Gleichung 1) und 2) so folgt wegen F',, = —F,,
ME — E(ezt) mit E(ezt) — Egezt) +Eg€zt)-

Speziell fiir £ = F&) = 0 folgt dann
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Durch Bildung der Differenz 1)—2) der beiden Ausgangsgleichungen ergibt sich

mify —mafy = Fiy — Fyy =2F mit F:=Fy =—F,,.
—_———

(*)

Da
mo ma ..
Ty —E+ﬁ£ ~ L=t
r,=R—-"2p A fy=-—2
12 =2 M_ L, M_
folgt
(*) mims . m2m17‘ — 9
R Ve
und somit
pit = F
Die Bewegungsgleichung in Relativkoordinaten » = r, — r, hat die also Form der Newton-
Gleichung mit reduzierter Masse p = =472 und der inneren Kraft F = F',, = —F,,. Fur die

kinetische Energie gilt T = im;v? + Imyv? = IMVZ + Lo

Man kann die obige Problematik auf den Fall
ausgedehnter Korper verallgemeinern, indem man
diese als Ansammlung von Massenpunkten auffal3t
und den Grenziibergang macht:

” ME:ZAmjszm—j_;o/fdm
ié "
= / r-p(r) dV

K érpervolumen
wobei dm = p dV mit der Dichte
dm . Am
plr) = v = dim, av

6.3 Integration in allgemeinen Koordinaten, Volumenintegrale

Definition 6.2 (Volumenintegral).
Mehrdimensionale Volumenintegrale sind durch den Grenziibergang zu infinitesimalen Volumen-

elementen definiert:

AVk—)O

f(r)dV = lim Zf(fk).m/k_

Volumen
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a)

Abbildung 6.1: Veranschaulichung der Integration tber einen Viertelkreis flir verschiedene In-
tegrationsreihenfolgen. a) Erst z—Integration, dann y—Integration; b) erst y—Integration, dann
x—Integration

Analog dazu definiert man Flachenintegrale

f(r) dF.

Flache

In kartesischen Koordinaten schreibt man Volumenintegrale ausfihrlicher als

z1 | y1(2) | 21(y:2)

///f(fl?,y,Z)dxdydz:/ / / f(z,y,2)dz p dy| dz

\olumen 20 |yo(z) \@o(¥,2)

Man beachte, daR die Integrationsgrenzen noch von den Koordinaten abhédngen konnen, tber
die noch nicht integriert wurde. Die Reihenfolge der Integrationen ist dabei i.a. unwichtig. Man
hat aber zu beachten, dal} sich die Integrationsgrenzen natirlich &ndern kénnen, wenn man die
Reihenfolge vertauscht (siehe das folgende Beispiel).

Beispiel 6.2 (Viertelkreis in 2 Dimensionen).

Als Beispiel wollen wir das Integral der Funktion f(z,y) = x Uber einen Viertelkreis integrieren.
Dabei wollen wir verschiedene Integrationsreihenfolgen betrachten.

a) Zuerst soll y von 0 bis 1 laufen und x dementsprechend gewahlt werden. Zu festem y lduft
dann die z—Integration bis /1 — 42 (siehe Abb. 6.1).

1 \/1-y2 14 1—y2
rdzxdy = / / rdz dy:/ —z? dy
_ _ 0 0 o |2 g
Viertelkreis
11 1 1. 12 1
= 21— dy=(y—=¢3 ==2.2=C
/02( y)dy = 5(y 3y)0 53~ 3
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\/ ¢+do X
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|
a) X X+dx X b) roor+dr x

Abbildung 6.2: Flachenzerlegung in a) kartesischen Koordinaten bzw. b) ebenen Polarkoordina-
ten.

b) Mit der umgekehrten Reihenfolge der Integrationen (erst y—, dann z—Integration) ergibt sich

analog:
1 122 1 Vi-z?
rdrxdy = / / rdy dx:/ -y dz
. . 0 0 0 0
Viertelkreis

L 1 Yo

= / V1 —22dz = —=(1-2%)*? ==

0 3 0o 3

Die allgemeine Vorgehensweise fiir die Berechnung von Flachen- (und Volumen-) integralen ist
in Abb. 6.2a) dargestellt. In kartesischen Koordinaten findet eine Zerlegung der Flache in infini-
tesimale Quadrate der Flache dz dy statt. Diese erdlt man, indem man die beiden Koordinaten z
und y infinitesimal variiert, aus der eingeschlossenen Flache (siehe Abb. 6.2a)).

Bei der Integration in kartesischen Koordinten ergeben sich i.a. Probleme mit der Wahl der In-
tegrationsgrenzen, wenn der Korper nicht rechteckig ist. Durch passende Wahl des Koordinaten-
systemes 1&Bt sich dieses Problem in vielen Féllen umgehen, z. B. mit Polarkoordinaten:

/f(w,y)dxdy:/f(rcosqb,rsingb)rdrdqb

Wir wollen dies an unserem Beispiel etwas genauer untersuchen.

Beispiel 6.3 (Viertelkreis in Polarkoordinaten).
Ideal geeignet fiir die Integration ber den Viertelkreis sind Polarkoordinaten. Wir wollen wie-

der [z dF berechnen, wobei in Polarkoordinaten z = rcos ¢ ist. Durch eine analoge
Viertelkreis

Konstruktion®® wie bei der Bestimmung des Flachenelements dF = dz dy in kartesischen Koor-
dinaten erkennt man, dal3 in Polarkoordinaten gilt (siehe Abb. 6.2b))

dF = rdrdo.

19d.h. durch infinitesimale Variation von r und ¢ erhalt man wieder dF als eingeschlossen Flache, siehe Abb. 6.2
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Um einen Viertelkreis vom Radius 1 zu beschreiben, mul? » zwischen 0 und 1 variieren und
¢ zwischen 0 und 3. Man beachte dabei, daB flr jedes » der Winkel ¢ Gber das volle Intervall
variieren muf3 (und umgekehrt), d.h. die Integrationsgrenzen sind unabhéngig von r und ¢. Damit
ergibt sich:

1 pr/2 1
/rc0s¢rd¢dr=/ / rzcosqﬁdqﬁdr:/ r?sin ¢
0o Jo 0

VK

w/2 1 1
dr ==
T 37"

s 1

0 0

Das Ergebnis stimmt natiirlich mit dem in kartesischen Koordinaten (iberein. Der grofRe Vorteil
bei der obigen Integration ist natirlich, daf} das zweidimensionale Integral in zwei eindimensio-
nale Integrale faktorisiert, da die Integrationsgrenzen unabhéngig von den Integrationsvariablen

sind:
1 pr/2 1 m/2
/ / r?cospdpdr = [/ rzdr} l/ cos¢d¢] .
o Jo Grenzen fest 0 0

Das gilt nattrlich nicht allgemein, siehe z.B. die entsprechende Integration in kartesischen Ko-
ordinaten.

Satz 6.2 (Transformationssatz). Eine Verallgemeinerung der Substitutionsregel fir eindimen-
sionale Integrale auf mehrdimensionale Integtale ist der Transformationssatz. Gegeben sei eine
Koordinatentransformation

(z,y,2) = (u,v,w) mit z=z(u,v,w) etc.

Dann transformiert sich ein Volumenintegral entsprechend

o(z,y, 2)

/f(m,y,z) dxdydz:/f(:v(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))-

mit der Funktionaldeterminante

dr Oz
d(z,y, 2) Qu B v
det [ L2l ) —det [ Qv 9 v
) (aw,v,w) g 2 o
ou Ov

Wie bei der bekannten Substitutionsregel @ndert sich natirlich der Bereich, tiber den zu integrie-
ren ist (hier von V nach V). In einer Dimension andert sich i.a. nur die Lange des Integrationsin-
tervalls, in hoheren Dimensionen dndert sich dartiber hinaus i.a. die Form des Volumens. Da bei
der Substitutionsregel auch die Ableitung der substituierten Funktion auftritt ist es nicht tiberra-
schend, daR dies hier auch passiert. Da wir es mit Funktionen mehrerer Variablen zu tun haben,
treten natirlich alle partiellen Ableitung auf. Warum diese gerade in einer speziellen Kombinati-
on, ndmlich der Funktionaldeterminante, auftreten, soll hier nicht diskutiert werden.
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Definition 6.3 (Determinante). An dieser Stelle seien zwei- und dreidimensionale Determinanten
definiert, spater wird der allgemeine Fall folgen.

a;; Q2
det = Q11022 — G120921,
az1 Q22
aix aiz2 a3 a a
22 (23
det | a1 agn ass = aq -det
aza2 Q33
az1 Qg2 0ass
a21 Q23 Q21 Q22
— aq9-det + aq3 - det .
a31 a33 az; asz

Wir haben hier dreidimensionale Determinanten rekursiv auf zweidimensionale zuriickgeftihrt.
Man kann dies natirlich auch explizit ausschreiben, was eine Summe mit 6 Summanden ergibt.
Die Rekursionsregel kann man sich relativ leicht merken. Man nimmt jedes Element a,; der
ersten Zeile und streicht die erste Zeile und j—te Spalte. Von den vier tibrigbleibenden Elementen
hat man dann die (zweidimensionale) Determinante zu bilden. Dies macht man fir alle drei
Elemente a,; und addiert die Beitrdge dann mit dem korrekten Vorzeichen. Dieses erhalt man
durch Addition der Indizes von ay;: Ist 1 + j gerade, so ist das Vorzeichen ‘+’ zu wahlen, ist
1+ 7 ungerade, so wahlt man “—’.

Beispiel 6.4 (Ebene Polarkoordinaten). Wir wollen uns am Beispiel der ebenen Polarkoordinaten
davon Uiberzeugen, daR das transformierte Flachenelement tatédchlich genau die Form hat, die wir
vorher schon anschaulich aus Abb. 6.2 abgeleitet haben. Mit z = r cos ¢ und y = rsin ¢ folgt
fur die Funktionaldeterminante

o(z,y) _ % S—f; . cos¢ —rsing
det(B(r,qﬁ)) = det(% 3—2’5 = det sing rcosd

= rcos?¢p+rsinfp=r

und damit

0(z,y)
o(r, ¢)

dF = det ( ) drd¢ = rdrde.

Die Determinante det (%) beschreibt die Verzerrung des infinitesimalen Volumenelemen-

tes unter der Koordinatentransformation. Speziell fiir die bereits bekannten Koordinatensysteme
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Abbildung 6.3: Infinitesimales Volumenelement in Kugelkoordinaten.

ergibt sich:
Kartesisch: dV =dxdydz N /f(:c, y,2z) dedydz
Ebene Polarkoordinaten: dF = rdrd¢ ~N / f(rcos ¢, rsing) rdrde
Zylinderkoordinaten: dV =rdrd¢dz ~ /f(r cos ¢, rsin g, z) rdrdedz
Kugelkoordinaten: dV =r?sinf drdg¢dd ~ / f(r,$,6) r? sin 6 dr d¢ df

wobei f(r, $,68) = f(r cos $sin 6, r sin ¢ sin 8,  cos 6).

Die Form des infinitesimalen Volumenelements in Zylinderkoordinaten kann man sich leicht
vorstellen, z.B. durch (kartesische) Fortsetzung des Flachenelements in ebenen Polarkoordina-
ten (Abb. 6.2b). Es dhnelt einem Tortenstiick, von dem man die Spitze abgeschnitten hat. Das
infinitesimale Volumenelement in Kugelkoordinaten ist schwerer vorzustellen. Es ist in Abb. 6.3
dargestellt?.

7 Rotationsbewegung und starre Korper

7.1 Rotationsdynamik

Wir zerlegen den Geschwindigkeitsvektor v in eine radiale Komponente v, (Radialgeschwindig-
keit) parallel zum Ortsvektor r und eine tangentiale Komponente v, (Tangentialgeschwindigkeit)

2Im Druck gibt es verschiedene Darstellungen fiir die griechischen (Klein-)Buchstaben phi (¢ = ) und theta
@ =19).

77



e

r(t+At) do

v/

b) )

rdp =y dt

a)

Abbildung 7.1: a) Zerlegung der Geschwindigkeit in einen radialen und einen tangentialen An-
teil; b) Zur Definition der Winkelgeschwindigkeit.

senkrecht zu r (siehe Abb. 7.1a). Die Bewegung tangential zum Radius laRt sich als Rotation
um eine Drehachse durch den Ursprung und senkrecht zur aus r und » aufgespannten Ebene
auffassen. Der Betrag der Winkelgeschwindigkeit ist gegeben durch w = ‘Z—‘f = ¢. Aus Abb. 7.1b
entnimmt man, daB v, = 722 ist und somit

Ut
W= —.

T
Definition 7.1 (Vektor der Winkelgeschwindigkeit).
Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit w hat den Betrag w = |w| = ¢. Seine Richtung be-
stimmt sich folgendermassen: Erfolgt die Winkelbewegung gegen den Uhrzeigersinn, dann steht
w senkrecht auf der Bewegungsebene und zeigt nach oben (rechte-Hand-Regel??).
Daraus folgt

Vy=wXr

womit offensichtlich v, - » = 0 und die rechte-Hand-Regel erfullt sind.

Definition 7.2 (Drehimpuls).
Der Drehimpuls L eines Teilchens mit Impuls p am Ort r ist definiert als

L=rxp=mrxu.

Der Drehimpulsvektor steht also senkrecht auf der Ebene, die durch r und v aufgespannt wird.
Man beachte, dal} der Drehimpuls abhéngig vom Bezugspunkt ist! Genauer muf? man daher vom
Drehimpuls um einen Punkt sprechen.

Als Beispiel fuir die Abhéngigkeit des Drehimpulses vom Bezugspunkt betrachten wir die Situa-
tion in Abb. 7.2. Im linken Bild ist L = 0,da r || v, im rechten L = amuv # 0.

Definition 7.3 (Drehmoment).
Auf ein Teilchen, das am Ort 7 die Kraft F spiirt, wirkt ein Drehmoment 22

N=rxF.

21Der abgespreizte Daumen zeigt in Richtung von w, wenn die anderen Finger in Bewegungsrichtung zeigen.
22Im Englischen heit das Drehmoment torque, der Drehimpuls angular momentum. Hier muB man also vorsich-
tig sein, da es sonst schnell zu Verwechslungen kommen kann.
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Abbildung 7.2:

Dann gilt:

e~

N=rxF=fr)rxr7=0,

da 7 || r und deshalb r x # = 0 ist. Somit folgt die Drehimpulserhaltung in Zentralkraftfeldern:
L = konstanter Vektor.

Diesen wichtigen Erhaltungssatz werden wir z.B. in Kap. 9 bei der Beschreibung der Planeten-
bewegung ausnutzen.

Wir betrachten nun wieder Systeme, die aus vielen Teilchen mit den Ortsvektoren T; und den
Impulsen p; (j = 1...N) bestehen. Wir definieren den Drehimpuls des j—ten Teilchens durch

Lj =5 XI_)]"

Dann definiert man den Gesamtdrehimpuls L = Z;.Vzl L, und das Gesamtdrehmoment: N =
SN, mit

_ (ges) _ (ext)
N;j=r; x Ff =r;x |F™ + Y Fy
(#4)

Wir nehmen nun an (diese Annahme ist i. a. erfllt), daf die inneren Krafte F';, Zentralkrafte
sind:
Fj = f(rj)(r; — ),
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wobei rj; = [r; — r;|. Dann gilt:

ZZ]- X Z F; = Z Z r; X (r; — ) f(rjn)
j U(#5) '

= 0.

Die letzte Gleichheit folgt, da der Term in eckigen Klammern gleich (r; — ;) x (r;

ist.

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, daR wir in der Doppelsumme die Sum-
mationsindizes umbenennen kénnen, und zwar speziell j <+ . Deshalb ist

Z Z rj X (r; =) f(rjn) Z Z T X )f(rig) = Z ry % (1 = 15) £ (7)),

wobei wir r;; = r;; ausgenutzt haben.
Sind die inneren Krafte Zentralkrafte, so tragen sie nicht zum Gesamtdrehmoment bei. Die zeit-
liche Anderung des Drehimpulses ist dann

=Y Li=3 N;=> r;x F{™ = Ne,
j j j

wobei N(**) das gesamte duBere Drehmoment (analog zu P = F(¢2Y) ist.
Speziell furr den Fall, daB das gesamte duBere Drehmoment verschwindet (V¢ = 0) folgt also:

L = konstant,

also die Drehimpulserhaltung.

7.2 Bewegung eines starren Korpers

Im folgenden wollen wir die Bewegung eines Systems aus Massenpunkten genauer betrachten.
Speziell interessieren wir uns fiir sog. starre Korper.

Definition 7.4 (starrer Korper).

Ein starrer Korper ist ein System aus Massenpunkten, bei denen die Positionen der Teilchen re-
lativ zueinander fixiert sind, d.h. alle Abstdnde zwischen den Teilchen sind konstant. Der Korper
ist starr und kann sich nur als Ganzes bewegen.

Definition 7.5 (Freiheitsgrade).
Unter der Zahl der Freiheitsgrade versteht man die Zahl der Koordinaten, die notwendig sind,
um die Position eines System aus einem oder mehreren Massepunkten zu beschreiben.
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Abbildung 7.3: Rotation eines starren Korpers um eine feste Achse.

Beispiel 7.1. (Freiheitsgrade)

1 Massenpunkt: Die Lage des Massenpunktes ist durch den Ortsvektor r = (z,y, z) vollstdndig
bestimmt. Ein einzelner Massenpunkt hat daher drei Freiheitsgrade.

N Massenpunkte: Die N Ortsvektoren r; (j = 1,...,N) bestimmen die Lage des Systems
vollstandig, d.h. ein System aus N Massenpunkten hat 3V Freiheitsgrade.

Ein starrer Korper, der aus N Massenpunkten besteht, hat weniger als 3N Freiheitsgrade, da
die Bewegungen der Teilchen relativ zueinander nicht moglich sind. Tatséchlich hat er 6 Frei-
heitsgrade (vgl. Aufg. 46). Die erlaubten Bewegungen sind ndmlich Translationen des gesamten
Systems (3 Freiheitsgrade, z.B. die Lage des Schwerpunktes) und Rotationen des gesamten Sy-
stems (3 Freiheitsgrade, z.B. Lage der Drehachse). M.a.W.: Durch die Angabe von 6 GroRen
18Rt sich die Lage eines jeden Massenpunktes, aus denen sich der starre Korper zusammensetzt,
bestimmen. Die restlichen 3N — 6 Freiheitsgrade, die ein beliebiges (nicht starres) System aus
N Teilchen hétte, bezeichnet man auch als innere Freiheitsgrade. Sie entsprechen z.B. Schwin-
gungen und spielen in der Molekiil- und Festkorperphysik eine wichtige Rolle.

Die allgemeine Beschreibung der Bewegung von starren Kdrpern (z.B. die Kreiselbewegung) ist
schwierig und wird in der theoretischen Mechanik behandelt. Wir betrachten im folgenden nur
zwei wichtige Spezialfalle.

7.2.1 Rotation um eine feste Achse

Wir betrachten den Fall, in dem eine feste Achse existiert, um die sich der Korper bewegt
(Abb. 7.3). Die Rotation ist also eindimensional und kann durch w = w(t) charakterisiert werden.
Da der Korper starr ist, bewegen sich alle Punkte mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit.
Im Folgenden nehmen wir 0. B. d. A. an, dal? die feste Drehachse in z-Richtung liegt. Fir jeden
Punkt gilt dann v; = (vjg, vjy, 0), da er sich nur in der z — y-Ebene bewegt, und v; ,,,, = v;, 2;
ist rein tangential. Somit

Vjtang = WTj, 1

wobei r;; = 4/x7 4y der Abstand des Punktes j von der Achse ist. Man beachte, daf i.a.
7j,L # |r;| ist. Auf Grund der Starrheit ist r; | = const und unabhangig von ¢.
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Ej,tang

I =

Abbildung 7.4: Tangentialkraft

Damit lautet die Newton-Gleichung in tangentialer Richtung

d’U't
F; = m;—2
tan
J,tang J dt
= MjWrTj1

und somitwegen N =r x F
2 .
miT; | W= Nj tang

wobei wir ausgenutzt haben, daB . senkrecht auf r; steht (Abb. 7.4). N; ;an, ist das tangen-

. J,tang
tiale Drehmoment.
Dies ergibt fur den gesamten starren Korper

Nt(;ﬁ_;) = Z N',tang = (Z mjrgz',J_) w=Iw
J J

Dabei ist das Tragheitsmoment I wie folgt definiert:

Definition 7.6 (Trdgheitsmoment).
Ein System aus Massenpunkten der Masse m; mit Abstand r; ; von der Drehachse hat das

Tragheitsmoment
I = Zm] T?,L'
j

Wie ublich kann man hier wieder zu einer kontinierlichen Massenverteilung der Dichte p(r)
ubergehen:

I= /ridm: /Tip(f)dv.

Speziell fir den Fall, daB die Drehachse gleich der z-Achse ist, ergibt sich dann:
L= /(372 + y2)p($a Y, Z)dV

Tragheitsmomente lassen sich i.a. dann besonders leicht berechnen, wenn die Drehachse mit
einer Symmetrieachse des Korpers zusammenféllt. Folgender Satz macht eine Aussage tber den
Zusammenhang zwischen dem Tragheitsmoment bzgl. einer Achse durch den Schwerpunkt und
einer beliebigen dazu parallelen Achse:
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Satz 7.1 (Steinerscher Satz).
Das Tragheitsmoment 14 bzgl. einer Achse A hangt folgendermalRen mit dem Tragheitsmoment
I 45 bzgl. einer zu ihr parallelen Achse durch den Schwerpunkt zusammen:

Iy =Isg+ Md?

wobei M die Masse des Korpers ist und d der Abstand der Achse A von der Schwerpunktsachse.
Beweis: Ubung

Wir wollen noch die Rotationsenergie bzgl. einer festen Drehachse bestimmen. In diesem Fall
gilt fir die kinetische Energie eines Systems aus Massenpunkten m;:

1 2 1 2 mj 5 o 1.,
TZZQmj j:ZQmi”j,t227 e = glw
J J J

wobei v;; die Tangentialgeschwindigkeit von Teilchen j ist, das den (festen) Abstand r; ; von
der Drehachse hat. In diesem Fall steckt also die gesamte kinetische Energie in der Rotation,
weshalb man auch von rotationskinetischer Energie spricht.

Fur einen rollenden Zylinder setzt sich die Bewegung aus einer Rotation bzgl. einer Achse und
einer Translationsbewegung der Achse selbst zusammen. In diesem Fall ist die gesamte kineti-
sche Energie gegeben durch

M 1
T = TTransl + TRot = 7V,5? + EIS(“P-

Dabei ist Vs die Schwerpunktsgeschwindigkeit und Is das Tragheitsmoment bzgl. der Schwer-
punktsachse.

8 Rotierende Bezugssysteme

8.1 Kaoordinatentransformationen, Drehungen

Im folgenden wollen wir untersuchen, was bei Koordinatentransformationen, insbesondere durch
Drehungen der Basisvektoren, geschieht. Wir betrachten daher den Basiswechsel

I
€1,€9,3 —  €1,€9,E3,

wobei die neuen Basisvektoren e; z.B. durch eine Drehung um eine Achse aus den alten Vektoren
€; hervorgehen. Bei solchen Basistransformationen bleibt ein Vektor r unverdndert, aber seine
Koordinaten z; andern sich nattrlich (in z7):

! 1 ! 1 ! 1
T = T1€; + X2y + T3e3 = T1€; + Ty + T3€3
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Wir betrachten nun speziell die Komponentendarstellung der neuen Einheitsvektoren e; im alten
System e;:

e; = djie; + djaes + djses (j=1,2,3)
Die 3 x 3 Zahlen d;; (4,1 = 1,2, 3) kennzeichnen das neue System quantitativ. Man schreibt auch
kompakt

di1 dia dis
Q = |dau d da (dzj)]: 1,2,3
d31 d3p ds3 =1,2,3

D bezeichnet man auch als Transformationsmatrix. Bevor wir uns weiter mit Koordinatentrans-
formationen beschaftigen, wollen wir die wichtigsten Regeln fiir das Rechnen mit Matrizen zu-
sammenstellen.

Definition 8.1 (Rechnen mit Matrizen).
Seien
ann - aln\ a1 - Gip

A= und

Am1 amn} alml dmn

[l
I

m X n-Matrizen und
( 511 -+ b
é . .

\bml Tt mn
eine n x p-Matrix?. Dann definiert man die Addition zweier Matrizen elementweise durch

a1 +ai1 o Qip + Gip

A+

||h>z

= (aj + an);
am1 + a'ml *c Omn + dmn

und die Multiplikation mit einem Skalar A € R durch

Aayp - Aai,

>~
IS
i

: = ()\a’jl)jl .
/\aml Tt )\amn

Man beachte, dal3 die Summe also nur fiir Matrizen der gleichen GroRe definiert ist !

Das Matrixprodukt C' := A - B ist eine m x p-Matrix mit den Elementen

n
i = E aiby;.
=1

Damit man zwei Matrizen multiplizieren kann, muB die Zeilenzahl der zweiten Matrix gleich der
Zahl der Spalten der ersten Matrix sein !

ZDie Menge aller m x n-Matrizen bezeichnen wir im folgenden auch mit M (m, n).
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Bemerkung. Im allgemeinen ist
A-B#B-A

Z.B. ist das rechte Produkt fiir m # p Uberhaupt nicht definiert.

Wichtiger Spezialfall: n x 1-Matrizen, also Matrizen mit nur einer Spalte, identifiziert man mit
Vektoren. Die Multiplikation eines Vektors b € M(n, 1) mit einer Matrix A € M(n,n) ist dann
gegeben durch?*

a1 cef Qip bl a11b1+012b2+"'+alnbn
Ab=| 1 o ] ]= :

aml o amn bn amlbl + am2b2 + e + amnbn

Im folgenden wollen wir einige wichtige Matrixtypen definieren.

Definition 8.2.
Die n x n-Einheitsmatrix ist definiert durch
10 --- 0
01 ---0
= = : : . : = (5jl)j,l:1,...,n = ]]. = £
00 1

mit dem sog. Kronecker-Symbol

1 fallsj=1
5]'1 =
0 sonst
Die Einheitsmatrix ist eine spezielle Diagonalmatrix, bei denen nur die Elemente a;; auf der
Diagonalen von Null verschieden sein kdnnen.
Man uberlegt sich leicht, daf fur eine beliebige Matrix A € M(n,n) gilt:

A-E=E-A=A

Die transponierte Matrix A’ einer Matrix A € M (m,n) ist die n x m-Matrix

aixz - am
t . . . t
A - : ., : y d.h. a]-l - a,l]‘,

A1p - Gnm

die aus A durch Spiegelung an der Diagonalen, d.h. durch Vertauschung von Zeilen und Spalten,
hervorgeht.

2 b kann natiirlich allgemeiner mit einer Matrix A € M (m,n) multipliziert werden. Der Spezialfall m = n ist
aber fiir die Praxis der wichtigste, z.B. flr die Koordinatentransformationen.
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Inverse Matrix: Sei é eine n x n-Matrix. Existiert eine Matrix é‘l mit

A-A'=E=A4"-4

so bezeichnet man diese als zu A inverse Matrix.

An dieser Stelle wollen wir noch kurz auf die sog. Einsteinsche Summenkonvention hinweisen,
die in manchen Biichern?® verwendet wird. Hierbei IaRt man das Summenzeichen $_ weg und
vereinbart, daB tber alle Indizes, die mehrmals auftauchen, summiert wird. a;;b;; bedeutet also
>, aabij. Der Wertebereich des Summationsindex (hier 7) ist dabei i.a. aus dem Zusammenhang
zu erschlieBen. Diese Konvention hat ihren Ursprung in der allgemeinen Relativitatstheorie, wo
sehr viele GroRen mit zwei (d.h. Matrizen) oder gar mehr (sog. Tensoren) Indizes auftauchen
und die Formeln durch viele Summenzeichen noch unibersichtlicher werden.

Anwendung auf Basiswechsel

Wir wollen nun zu unserer urspriinglichen Fragestellung zurickkommen und die oben zusam-
mengestellten Definitionen und Operationen von Matrizen auf die Beschreibung von Basiswech-
selne; — g;. mit

3
¢ =Y die (*)
=1

anwenden.
Zunéchst stellt sich die Frage, welche Eigenschaften eine Transformationsmatrix D = (dj;) hat.
Seien daher ¢, ,e,,e; und e} ,e5,e53 Orthonormalbasen, d.h.

ejrg=03 und  g;-g=20;

Hier haben wir das oben eingefiihrte Kronecker-Symbol benutzt, ob die Orthonormalitét der
Basen in kompakter Form auszudriicken. Flr j = [ ist ndmlich ¢; - e; = 1, was die Normiertheit
der Vektoren zeigt, und fir j # [ ist e; - ¢, = 0 auf Grund der Orthogonalitdt. Im folgenden
wollen wir nun die wichtigsten Eigenschaften der Transformationsmatrix herleiten.

1) Wir betrachten zunéchst das Skalarprodukt zwischen einem alten Basisvektor e; und einem
neuen Basisvektor ej:

€; - ¢ © Zdﬂél € = Zdjl5il = dj;.
I I

Es entspricht also gerade dem Element d;; der Transformationsmatrix! Eine anschauliche
Interpretation folgt aus®

!
€

€; - € = COS Pji,

257.B. dem von GroBmann aus den Literaturempfehlungen
#Denn nach den bekannten Eigenschaften des Skalarprodukts ist €/, - e; = |e}| - |e;| cos ;; mit |e}] = |e;| = 1.
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wobei ¢;; der Winkel zwischen alter ¢-Richtung und neuer j-Richtung ist. Hieraus folgert
man sofort
|dji| = [cos pji| <1,

d.h. alle Matrixelemente der Transformationsmatrix sind betraglich kleiner oder gleich
Eins.

2) Da die neuen Basisvektoren wieder normiert sein sollen, folgt

g (z d) - (zd) ey = Y =
1 k k1l Y 1

=01k

Auch hieraus folgt wieder |d;;| < 1. Die Bedingung ist aber sogar noch strenger, denn aus
ihr folgt z.B. das in jeder Zeile hochstens ein Element gleich 1 sein kann (und dann sind
die anderen sogar 0).

3) Schliellich nutzen wir noch die Orthogonalitét der neuen Basisvektoren, um etwas tber
die Eigenschaften der Transformationsmatrix zu erfahren. Fir j # 4 ergibt sich

= (Z djl§k> : (Z dika) Z d]ldzk 61 €p = Z d]ldzl
l k

6

2) und 3) lassen sich kompakt mit Hilfe des Kronecker-Symbols zusammenfassen:

;dﬂ dy = ;dﬂd; =6 (i,j=1,2,3).

Hierbei haben wir schon die Matrixelemente dZ, der transponierten Matrix D* = (d;,)jl = (dyy),
eingefihrt. Dies ist niitzlich, da man dann die Bedingungen 2) und 3) sehr kompakt als

D-D'=E=D'"-D

schreiben kann?’. Hier folgt nun
D! =Dt

Eine Matrix, deren Inverses gleich ihrer Transponierten ist, bezeichnet man auch als orthogonale
Matrix. Orthogonale n x n-Matrizen bilden eine Gruppe, die sog. orthogonale Gruppe O(n). Die
zugehorige Verknupfung ist die Matrizenmultiplikation, d.h. sind D_,D, D, € O(n), so gilt:

1) D,-D, € O(n)
2) (21'22)'23221'(2 -D,)

—2 =3

2I\\obei wir hier natiirlich nur das erste Gleichheitszeichen bewiesen haben!
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3) E€O(n)

. . -1 -1 _ t
4) Mit D istauchD ~ € O(n) (D, = D)).
Da allgemein gilt det(A- B) = (det A)(det B) und det A = det A", folgtaus D- D* = E wegen
det E = 1 sofort:
(det D)* = 1.

Unter (echten) Drehungen geht ein rechtshdandiges Koordinatensystem in ein rechtshandiges
uber. Dann gilt:
det D = 1.

Die Menge aller orthogonalen Matrizen mit Determinante 1 bildet ebenfalls eine Gruppe, die
sog. spezielle orthogonale Gruppe:

S0(n) ={D € O(n)| det D =1}.

Ist det D = —1, so wird durch die entsprechende Transformation die Handigkeit geéndert, dh.
ein rechtshandiges Koordinatensystem wird in ein linkshandiges tberfuhrt.

Beispiel 8.1 (Drehung um z-Achse). Wir betrachten die Drehung eines Koordinatensystem um
die z-Achse. Somit sind die alte und die neue z-Achse identisch und wir haben e; = e; und
Som|t D31 = D32 == 0 Und D33 = 1

Ve
! . .
€, COS €] = COoS ey + Sin ae,
e, = — sin e, + Cos ae,
SSna e} :
T cosa sina 0
; = D@(a)= | —sina cosa 0
; . (e L e 0 0 1
—e; Sino €, Cos o

(4]

D@(q) erfiillt die Eigenschaften 1) - 3) und

det Q(Z) (@) = cos’a +sin’a = 1.

Fuhrt man zwei Drehungen um z-Achse nacheinander aus, so entspricht dies natirlich einer
einzigen Drehung. Tatsdchlich gilt

D®(a)-D¥(8) = D& (a+ B)

wie man leicht nachrechnet. Insbesondere ist hier die Reihenfolge, in der die Drehungen aus-
gefiihrt werden, egal. Dies gilt bei Drehungen um verschiedene Achsen i.a. nicht mehr!!
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AbschlieRend wollen wir nun herleiten, wie sich die Koordinaten eines Vektors transformieren.
r=) we =) e -¢

l l
= ) “mieej =) me-e)=1
! — !

n o
= iL'; = E dﬂZL‘l
l

!
T3

Mit z = (Eg) und 2’ = (m;) 1Rkt sich daher die Transformation der Koordinaten kompakt
schreiben als

=D -z

Sind die Koordinaten z; eines Vektors bekannt, so kann man seine Koordinaten in einem ge-
drehten System einfach mit Hilfe der Transformationsmatrix D bestimmen. Die Umkehrung
funktioniert natirlich auch, und zwar mit

_1'£I:Dt'£1.

&:

I

Als Ubung kann man sich explizit durch Betrachtung der transformierten Koordinaten z’ = D-z
davon uiberzeugen, daR?®

1. die Lénge eines Vektors sich unter Drehungen nicht &ndert, d.h. 72 = >, 22 = Y, 27,

2. Skalarprodukte invariant unter Drehungen sind, d.h.a- b= >, aiby = )Y, ajb}.

AbschlieRend sei noch darauf hingewiesen, dal man zwischen aktiven Drehungen, bei denen der
Vektor gedreht wird, und den hier betrachteten passiven Drehungen, bei denen die Basis gedreht
wird, unterscheiden kann. Es ist aber anschaulich Kklar, daf3 eine aktive Drehung einer passiven
Drehungen in die entgegengesetzte Richtung entspricht.

8.2 Newton-Gleichung in rotierenden Koordinatensystemen

Wir betrachten ein Koordinatensystem R, das gegentiber dem im (absoluten) Raum ruhenden
Koordinatensystem F' rotiert. Ein ruhender Beobachter in R mifit die zeitliche Anderung %

einer vektoriellen GroRe A(t). Diese héngt folgendermaBen mit der Anderung ‘z—%
die ein in F' ruhender Beobachter mif3t:

dA|  dA

@), @

»

\ » Zusammen,

+wx A (*)
R

2Die erste Aussage ist natiirlich ein Spezialfall der zweiten.
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Man beachte, daB R kein Inertialsystem ist?®. w ist die Winkelgeschwindigkeit des bewegten
Systems relativ zum raumfesten System F.

Wir wollen die Gleichung () hier nicht im Detail beweisen. Man kann sie explizit mit Hilfe der
Ergebnisse aus dem vorigen Abschnitt 8.1 nachrechnen. Der Vektor A hat im ruhenden System
die Darstellung A = Z A; jej- Im rotierenden System sind die Basisvektoren ej zeitabhéngig.
Daher mul? man bei der Zeltableltung in diesem System nicht nur die Koeffizienten A;(t) diffe-
renzieren, sondern auch die Einheitsvektoren. Die Zeitabhangigkeit der Koeffizienten Ilefert den
ersten Term in (x). Der zweite Term folgt aus der Zeitabhéngigkeit der Einheitsvektoren. Man
beachte, dal aus e; - e; = 1 folgt: ¢; - e; = 0, d.h. die Zeitableitung eines Einheitsvektors steht
senkrecht auf diesem. AuRerdem folgt aus e, - ¢, = 0 analog: ¢; - ¢, = —e; - ¢;. Mit diesen beiden
Identitdten kann man dann den zweiten Term in (x) herleiten.

Fir die Beschleunigungen folgt aus (x):

d?r

d’r _d’r
» A2,

dt?

X r+ 2w X dr
T w X —
- = dt

twx (wxr) (%)

dt i

Denn: Seien Dy, Dy die Operatoren fir die zeitliche Ableitung in F bzw. R, d.h. Dy = %
und Dy = Dann entspricht (x) der Operatorgleichung

F
R

Dir = Dp(Drr+wxr)=Dp(Drr)+ Dp (wxr)
(Dr+wx)Dpr+ (Dp w) xr+w x (Dp r)
= Dir+wx(Drr)+(Drw+wxw)xr+wx (Drr+wxr)
= Dipr+(Drw) xr+2wx (Drr)+wX (wxr)

Dies ist gerade Gleichung (*x). Dabei wurde bei der Umformung zur letzten Zeile w x w = 0
verwendet. Die auftretenden Terme haben folgende Bedeutung:

dt2 |F ist die Beschleunigung relativ zum raumfesten System.

dt2 |R ist die Beschleunigung relativ zum rotierenden System.

‘fi—ﬂR x r ist die Linearbeschleunigung.
—2w x Z|_ist die Coriolisbeschleunigung.

—w X (w x r) ist die Zentrifugalbeschleunigung.

2Wir hatten ja schon in Kap. 2.2 gesehen, daB eine Kreisbewegung immer eine beschleunigte Bewegung ist.
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Die letzten drei Terme ergeben sich aus der Beschleunigung des bewegten Systems relativ zum
raumfesten System.

Das rotierende System ist kein Inertialsystem. Deshalb muf dort die Newton-Gleichung modifi-
ziert werden. Mit F = m%\p folgt aus (*x) die Newton-Gleichung im rotierenden Koordina-
tensystem:

mi=F-mwxr—2mwXxv—muwX (wXr)

Hierbei haben wir den Index R unterdriickt.

Die letzten drei Terme auf der linken Seite der Gleichung sind neu gegeniiber der Newton-
Gleichung in Inertialsystemen. Sie existieren nur, da das Bezugsystem beschleunigt ist. Man
bezeichnet sie deshalb auch als Scheinkréfte. Rotiert das System mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit w, so ist w = 0 und es treten nur die beiden letzten Terme auf. —2m w x v heillt Corio-
liskraft und —m w x (w x r) Zentrifugalkraft *°.

Die Corioliskraft macht sich vor allem bei groraumigen Wind- und Wasserbewegungen auf der
Erde bemerkbar und beeinfluBt z.B. die Richtung von Wirbeln. Die Zentrifugalkraft spiiren wir
auf einem schnell rotierenden Karussel. Ein aul’en ruhender Beobachter RiehtRie dagegen nicht.
Fur ihn ist diese scheinbar wirkende Kraft nichts anderes als eine Manifestation der Newtonschen
Gesetze.

9 Zweikdrperproblem und Gravitation

Im folgenden wollen wir das Zweikdrperproblem im Gravitationsfeld néher untersuchen. Wir
stellen uns dabei vor, daB einer der Korper die Sonne ist, und der andere ein Planet.

In Kap. 6.2 haben wir das Zweikdrperproblem schon in relativ allgemeiner Form untersucht.
Wirken keine dulReren Kréfte, so gelten folgende Bewegungsgleichungen fiir die beiden Massen:

myfy; = Fp,, MaTy = Foy

mit der Wechselwirkungskraft £y, = —F,, =: F.
Wir separieren wieder in Schwerpunkts- (R = - (mir; + mar,)) und Relativbewegung (r :=

Ty —Ty): m
_27«,

s
mit der Gesamtmasse M = m; + my. Dann gilt (vgl. Kap. 6.2):

my
r

=R
r=hn+ M

ro =R+

MR =0 = R =V = const.,
wobei wir im folgenden annehmen, dall V' = 0 ist, und

mi = F(r)

0w x (w x r) wird auch als Zentripetalbeschleunigung und m w x (w x r) als Zentripetalkraft bezeichnet.
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mit der reduzierten Masse m = ™72, Der zweite Korper bewegt sich also relativ zum ersten
wie ein Teilchen der Masse m im Kraftfeld . Damit haben wir das Zweikorperproblem auf ein
Einkdrperproblem reduziert!

Wir betrachten nun speziell Zentralkrafte, insbesondere die Gravitationskraft

mimsy

F .=—-G

=grav

r2

d.h. [F | o 5.

Fur eine Zentralkraft gilt aber (vgl. Kap. 7.1) N = 0 und somit fir den Drehimpuls L = const.
Wir nehmen nun 0.B.d.A. an, daB8 der Drehimpuls in z—Richtung zeigt: L = (0,0, L). Da
L = mr x v, dh L L r,v folgt, daB » und v immer in der x — y—Ebene liegen. Die ge-
samte Bewegung findet also nur in der z — y-Ebene statt!

Wir konnen also feststellen: Wechselwirken die beiden Massen Uiber Zentralkrafte, so haben wir
es mit einer ebenen Bewegung (senkrecht zum Drehimpuls) zu tun. Das Zweikorperproblem re-
duziert sich also auf eine zweidimensionales Problem!

Im folgenden wollen wir diese Bewegung auch quantitativ beschreiben. Zunéchst erinnern wir
uns darin, dal® wir die Bewegung immer in einen tangentialen Anteil und einen radialen Anteil
aufspalten konnen. Fir die tangentiale Geschwindigkeit v; gilt dann

d¢

= mit =¢=—.
Vg = Wr w=¢ 7
Aufgrund der Drehimpulserhaltung ist auch % konstant und es folgt

L 1 ;
Const_: — = ‘EXE' = |£Xy‘ :TUtZWT2:¢T2’

m_  m
wobei wir |r x v| = rusinf = rv; benutzt haben, mit dem Winkel § zwischen r und v. Somit
erhalten wir das wichtige Resultat

. L
0=
bzw. I
r’d¢ = —dt.
m

Hiermit kdnnen wir nun die Fliche berechnen, die der Ortsvektor3! in der Zeit dt iberstreicht
(siehe Abb. 9.1). Fir infinitesimale Zeiten dt kann die Uberstrichene Fléche df durch ein Dreieck
mit den Seitenldngen » und v;dt approximiert werden:

1 1, L
df = ET’Utdt = ET' d¢ = %dt,

31Den man in diesem Zusammenhang auch manchmal als Fahrstrahl bezeichnet.
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Abbildung 9.1: Die vom Ortsvektor in der Zeit von ¢, bis ¢, Uberstrichene Flache.

wobei wir bereits das oben abgeleitete Ergebnis verwendet haben. Somit folgt fur die pro Zeit-
einheit Uberstrichene Flache
df L

= —— = const.
dt 2m

und nach Integration fur die in der Zeit von ¢, bis t, Uberstrichene Flache f

to L to L
= df = — dt = —(ty — t
f /t1 f Zm/t1 2m(2 )

Diese Ergebnis fassen wir folgendermalien im sog. Flachensatz, dem 2. Keplersches Gesetz, zu-
sammen:

2. Keplersches Gesetz:

Der Radiusvektor tberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

Bem.: Diese Aussage, die man auch als Flachensatz bezeichnet, gilt allgemein fur Zentralkrafte,
nicht nur fir die Gravitationskraft!

Im folgenden wollen wir die Newton-Gleichung m# = F integrieren. Es handelt sich hier um
drei® DGL 2. Ordnung. Wir bendtigen also sechs Integrationskonstanten. Drei liefert die Dre-
himpulserhaltung, ndmlich L = (0, 0, L). Der Energiesatz liefert eine weitere Konstante. Da die
Gravitationskraft eine Zentralkraft ist, kdnnen wir leicht ein Potential V' (r) bestimmen:

ov
F(r) = “ar "
mit
_Gm1m2

V(r)= = —

K
r r

32namlich jeweils eine fiir die z-, y- und z-Komponente
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Der Energiesatz lautet also:
m
E= Evz + V(r) = const.

Da Zv? > 0ist, muB E > V/(r) sein. Folgende Bewegungstypen sind moglich (siehe Abb. 9.2a):

1) E < 0: gebundene Bewegung
2) E > 0: ungebundene Bewegung

Wir hatten oben schon gesehen, dal3 es sich um eine ebene Bewegung handelt. Wir kdnnen daher
in der Bewegungsebene die Koordinaten mittels ebener Polarkoordinaten beschreiben und die
zugehorigen Geschwindigkeiten bestimmen:

T =rCcos¢ = & =7cos¢— ¢rsing,

y = rsin¢ = y:f“singb—ércosqb
Mitv = (&, 9, 0) folgt dann:
LZ

m2r?

. L \?2
V=2 + 9 =+ =741 (—2) =7+
mr
wobei wir wieder den Flachensatz benutzt haben, um ¢ durch den Drehimpuls L auszudriicken.
Damit laRt sich die Energie folgendermalien schreiben:
B = 2+ Vr(r)
mit dem effektiven Potential (siehe Abb. 9.2b)
L? K

Verr(r) = 2mr2  r

Wf—:z bezeichnet man auch als Zentrifugalpotential.

Das effektive Potential wechselt bei ry = % das Vorzeichen. Im Gegensatz zu V' (r) besitzt
das effektive Potential Vi ein Minimum und zwar bei r; = :Ti Die zugehorige Energie ist
Enin = —;”T'f. Wir erwarten, dal3 in diesem Falle nur eine Kreisbahn maglich ist, da es nur einen
Abstand gibt, bei dem dieser Energiewert angenommen wird (siehe Abb. 9.2). Das effektive
Potential erlaubt also eine genauere qualitative Diskussion der moglichen Bahntypen als das
Potential V(7).

Der Energiesatz reduziert das Problem auf zwei voneinander unabhéngige Integrationen. Es ist
einfacher, statt » = r(¢) zundchst r = r(¢) zu bestimmen. Es gilt:

f_ﬁ_ﬁ@_.r/q;_T_IE
S dt dodt 7 rm
Die Energie schreibt sich dann
L r?
B = gy ¥ Verlr)
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ungebundene Bewegung

Ur

Emin —+ gebundene Bewegung

a) b)
Abbildung 9.2: a) Das Gravitationspotential V' (r), b) das effektive Potential V().

Es ist zweckmaéssig, eine neue Variable u := % einzufiihren. Deren Ableitung lautet dann v’ =
—:—; und wir erhalten fiir die Energie

E = %um + Verr (1/u) . ()

Wir fiihren zwei Abkirzungen ein, deren physikalische Bedeutung wir spéter kennenlernen wer-
den:

_mK . 2mE
a .= ﬁ’ = L2 .
Man sieht, daB immer a > 0 ist.
Mit (x) folgt
2 2
b=u"+ L—T;LVéff (1/u) = v + u? — Zzﬁu =u” +u® —20u=u?+ (u—a)?—d®
und somit

+b=u’+(@-a)? (>0 (+%)
Bemerkung: Die Bedingung a? + b > 0 liefert im Prinzip eine Beziehung zwischen E und L.

Im folgenden betrachten wir zunachst den Spezialfall a? 4+ b = 0. In diesem Fall ist

L?b L?a? mr?
E:—:— = — 2:Emin-
2m 2m 2L
Mit (xx) folgt »' = 0 und somit u = a = const. Damit istalso r = £ = 1 = const. und wir

haben es mit einer Kreisbewegung mit Radius r = % = :TZ zu tun. Genauer gesagt ist diese

Kreisbewegung sogar gleichformig, denn
L L , mk?

h=_—"_ = g2="_ —. 4 = const.
¢ mr: m L3



Kreis Ellipse Parabel Hyperbel
(> w) (o =w) (o < w)

Abbildung 9.3: Die Kegelschnitte. Der Kreiskegel mit Offnungswinkel w ist in der Seitenansicht
gezeigt.

Im allgemeinen Fall a? + b # 0 machen wir den Ansatz

u—a:= acos(¢d — ¢o)

d.h. v’ = —asin(¢ — @o), mit zu bestimmenden Konstanten . und ¢y.
Da (u — a)? + u"* = (acos(¢ — ¢g))? + (—asin(¢p — ¢p))? = a® = a® + b > 0, folgt

oa=+va?2+b.

Man beachte, dal wir damit die allgemeine Ldsung gefunden haben, da (*x) als DGL 1. Ordnung
eine Integrationskonstante erfordert, und wir 0.B.d.A. ¢ = 0 wéhlen kdnnen. Somit erhalten wir

u(¢) =a+ acos¢

bzw. (dauw =1/r)
k

r(9) = 1+e€cos¢

mit k = % und e = . Diese Gleichung beschreibt einen sog. Kegelschnitt in Polarkoordinaten
(mit Brennpunkt » = 0).

Abb. 9.3 zeigt die Erzeugung der Kegelschnitte durch Schneiden eines (hohlen) Kreiskegels mit
einer Ebene. Die Form der so erzeugten Schnittlinie hangt dabei vom Verhéltnis des Offnungs-
winkel w des Kegels und des Schnittwinkels « ab. Ist & > w, so erhdlt man eine Ellipse. Hierbei
ist der Kreis als Spezialfall « = 7 enthalten. Ist « < w, so erhdlt man eine Hyperbel. Der
Grenzfall « = w entspricht der Parabel.

In Abb. 9.4 ist der typische Verlauf der Kegelschnitte in einem Koordinatensystem dargestellt,
dessen Ursprung in einem der sog. Brennpunkte liegt. Der minimale Abstand, den die Bahnkur-
ven vom Brennpunkt haben, ist gegeben durch

k 1

Tmin = =

14 a+a
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Hyperbel \
Parabel -
Ellipse r/ 0

Abbildung 9.4: Die Kegelschnitte.

Der maximale Abstand . hdngt nun davon ab, ob € > 1 oder e < 1 ist. Wir wollen diese Félle
im folgenden einzeln diskutieren.

1.Fall:e > 1

Dies entspricht dem Fall @ > a und somit, da @ = v/a®>+b, b > 0. Da b= 27F lautet die
entsprechende physikalische Bedingung E > 0, d.h. wir haben es mit dem Fall positiver Energie
zu tun. Wir hatten uns ja schon anhand des effektiven Potentials tiberlegt, dal wir in diesem Fall
eine ungebundene Bewegung erwarten. Tatsachlich hat der Nenner der Bahnkurve eine Nullstelle
¢1 < mmit1+ ecos¢g; = 0 und somit ist r(¢;) = oo, d.h. die Bewegung ist tatsdchlich
ungebunden. Dies entspricht dem Fall der Hyperbel und beschreibt Kometen, die einmal ins
Sonnensystem eintreten und dann nie wiederkehren.

2.Fall:e=1

In diesem Fall ist « = a und somit b = 0 und deshalb auch E = 0. Wieder hat der Nenner
der Bahnkurve eine Nullstelle, ndmlich ¢; = =. Die zu E = 0 gehorige Bahnkurve ist also die
Parabel.

3. FRall:e<1
In diesem Fall ist o« < a, also b < 0 und deshalb auch E < 0. Der Nenner der Bahnkurve hat
keine Nullstelle und somit ist 7(¢) immer endlich:

1 1

T =
I max
a—+ «a

Tmin = 7 = Tmax mit Tmin = .
a— o

Den minimalen bzw. maximalen Abstand bezeichnet man auch als Perihel bzw. Aphel. Der Fall
e < 1 entspricht der Ellipse, d.h. gebundene Bewegungen im Gravitationsfeld finden immer
auf Ellipsenbahnen statt. Speziell fiir e = 0 erhdlt man Kreisbahnen. Der Fall der gebundenen
Bewegung entspricht nattrlich gerade der Bewegung von Planeten. Dies ist gerade die Aussage
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des 1. Keplerschen Gesetzes:

1. Keplersches Gesetz:
Planeten bewegen sich auf Ellipsenbahnen mit der Sonne im Brennpunkt.

Genauer miuRte man hier sagen, daR der Schwerpunkt des Systems Planet-Sonne mit dem Brenn-
punkt zusammenfallt. Da aber i.a. Mgonne > Mpiane: fOlQt flr die reduzierte Masse m =

mTﬁfp ~ m;’f" = mp, d.h. der Schwerpunkt liegt in sehr guter Naherung im Mittelpunkt
der Sonne.
Typisch fur die Bewegung im Gravitationsfeld (d.h. im Potential V' = —£) ist, daf alle ge-

bundenen Bahnen auch geschlossen (d.h. periodisch) sind. Dies gilt ansonsten nur noch fiir das
harmonische Potential V (r) = kr2.

Wir kennen also jetzt die Bahnkurve » = r(¢). Wie sieht nun aber » = r(¢) aus? Dazu nutzen
wir aus, dal3 gilt

. dp L L

= dt  mr2  mr2(¢)’
wobei wir im letzten Schritt im wesentlichen den Flachensatz (in quantitativer Form) ausgenutzt
haben. Die obige Gleichung kann man mittels Trennung der Variablen integrieren. Man erhélt
zundchst t = t(¢)

¢
/¢ P(@)dd = 2 (t — to)

0 m

und hieraus durch Invertieren ¢ = ¢(t). Eingesetzt in die Bahnkurve r(¢) erhdlt manso r = r(¢).

Im folgenden wollen wir uns etwas genauer mit den Planetenbahnen beschéftigen. Abb. 9.5 zeigt
eine Ellipse und die wichtigsten Gro3en zu ihrer Charakterisierung. Den maximalen bzw. mini-
malen Abstand von einem der Brennpunkte bezeichnet man mit 7y bzw. 7in. Wir hatten sie
schon friiher durch die Parameter & und e ausgedriickt:

k k

Tmin = 7—— Tmax = 77—
1+¢€ 1

_6.

Weitere charakteristische Grof3en sind die groRe bzw. kleine Halbachse d bzw. f. Der Abstand
der Brennpunkte ist 2e, wobei man e als Exzentrizitit bezeichnet®. Im folgenden sind einige

33Bei einem Kreis fallen die Brennpunkte zusammen und deshalb ist e = 0.
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Abbildung 9.5: Die Ellipse und ihre wichtigen KenngroRen.

wichtige Beziehungen zwischen diesen Grofien zusammengestellt:

1 k
d = E(Tmin‘i""max):l_ey
ke
e = E(Tmax_"'min)zl_ézeda
f = o
V1 — e

Man beachte auch, da man die kleine Halbachse auch durch rnyi, und rma ausdriicken kann:
fP=d*—e?=(d—e)(d+e) = TminTmax-

Man kann die Ellipse auch als die Menge aller Punkte charakterisieren, fiir die die Summe der
Absténde » und 7’ zu den Brennpunkten konstant ist: » + ' = 2d (siehe Abb. 9.5). Dies bezeich-
net man als “Gartnerkonstruktion” 34,

Im folgenden nutzen wir den Zusammenhang & = % unde = ¢ = —“’j“’ zwischen den ma-

a

thematischen GroRRen & und e und den physikalischen GroRen a und b (bzw. E und L), um die
obigen GroRen fur die Ellipsenbahnen zu schreiben als

a
d = — 27
a? — o
o
e prd _
a — o2’
f 1 \/E
,/a2_a2 a

34Man kann die Ellipse hiermit praktisch konstruieren, indem man zwei Pflécke in den Boden schligt (= Brenn-
punkte) und zwischen diesen ein Seil der Lange 2d spannt. Die Menge aller dann erreichbaren Punkte (ohne das
Seil zu zerreissen) bilden die Ellipse.
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Im folgenden wollen wir einen Zusammenhang zwischen der Zeit T', die der Planet fiir einen
Umlauf bendtigt (der sog. Umlaufzeit), und den Bahnparametern herstellen. Nach dem Flachen-
satz Uberstreicht der Bahnvektor in einem Umlauf gerade die gesamte Flache Fgy;pse = 7 fd der
Ellipse. Andererseits hatten wir oben abgeleitet

1 [7 L
Frttipse = = 2(¢)d¢ = ——T.
Bilipse = 5 /0 r(¢)d¢ 5
Hieraus ergibt sich
L2T2 — 2d2f2 — 7r2d2d — 7T2d3L—2,
4m? a mk
und somit
K _ 472 N 472

@B G(ms+mp) m>me  Gm,

Wichtig hierbei ist, daf die Konstante 2 T eine universelle GroRe ist. Sie ist fir alle Planeten
gleich, da sie nur die Masse m, der Sonne und Naturkonstanten enthélt. Dies ist gerade die
Aussage des 3. Keplerschen Gesetzes:

3. Keplersches Gesetz:
Das Verhéltnis des Quadrats der Umlaufzeit 7" und des Kubus der groRen Halbachse d ist fiir alle

Planetenbahnen gleich:
2

B konst.
AbschlieRend fassen wir noch einmal die drei Keplerschen Gesetze in Kurzform zusammen:
1. Planetenbahnen = Ellipsen (mit Sonne im Brennpunkt)
2. Flachensatz: Radiusvektor tberstreicht in gleicher Zeit gleiche Flache
3. 5—: ist fur alle Planeten gleich.

Dabei sollte man immer im Hinterkopf behalten, dafl? der Flachensatz fur beliebige Zentralkrafte
gilt.
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