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Vorbemerkungen

Die vorliegendeAusarbeitunglesSkriptszur VorlesungTheoketisthe Festlorperphysildl orien-
tiert sichamVorlesungskripton Prof. Zittartz. Fur denAbschnittiibermikroskopischeTheorie
hataul3erdenderArtik el von G. Eilenbegerin der19. IFF-Ferienschul&upaleitung(1988)der
KFA Julich alsQuellegedient.Teile desKapitelsiiberHochtemperatuSupraleitungrientieren
sichan demBuch QuantumElectron Liquids and High-  Supeconductivityvon J. Gonzlez,
M.A. Martin-DelgadoG. SierraundA.H. VozmediandSpringer_ectureNotesin Physican38).
Speziellerditeraturhinweiseverdenandenentsprechendestellenim Text gegeben.

Zur Notation: Vektorenwerdenim Fettdrucknotiert,z.B.  statt

Ich danlke FrankBrucherfur die AnfertigungdiverserZeichnungenDr. MarkusGriininger(Abb.
1.1,1.2,3.6,3.7,3.9,3.11)undPriv.-Doz.Dr. Gotz Uhrig (Abb. 3.5) habermir freundlicherwei-
se Abbildungenzur Verfugunggestellt. Weiterhindanke ich Erik Bartel, Marc André Ahrens,
AndreasKemperund CorinnaKollath fiir die DurchsichtdesManuskripts.

DasSkript wird laufendiberarbeitetind erganzt. Der AusarbeitungszustardkreinzelnenAb-
schnitteist nochsehrunterschiedlich Einige AbschnitteenthaltemnebenAbbildungenund den
wesentlicherFormelnnur kurze Stichworte. Auch sollenin ZukunftmehrUbungsaufgabennd
KurzzusammeimfssungenerwichtigstenResultatdir die einzelnerKapitel hinzukommen.

Fur Fehlermeldungennd Verbesserungsvschigebin ich jederzeitdankbar Sie konnenauch
peremailanmich (as@thp.uni-koeln.de ) geschicktwerden.
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A. Supraleitung

1 Grundlagen

1.1 Experimenteller Befund
1.1.1 VerschwindenderWiderstand

Einegrol3eKlassevon MetallenundLegierungerhaberunterhalbeinercharakteristischemem-
peratur (kritische Tempeatur oderauchSprungtempeatur) keinenelektrischerwiderstand,
d.h. eineunendlichelLeitfahigkeit (KamerlinghOnnes,1911). Diese Entdeckungvurdedurch
bedeutendé&ortschrittein der Kuihltechnikermbglicht. Sowar esKamerlinghOnnes1908ge-
lungen,Heliumzuver UssigenAbb. 1.1zeigtdie OriginaldaterderMessungemnQuecksilber
(Hg). Der Vorteil von Quecksilbeiist, daRessichrelativ einfachin reinerForm herstelled aRt.

aesn

Abbildung 1.1: Originaldatenvon KamerlinghOnnesfir denWiderstandvon Quecksilberals
Funktionder Temperatur

Nicht supraleitendverdentypischerweiseinwertigeMetalle und magnetisclordnendeVetal-
le. Oft sinddie Eigenschaftembhangigvon derKristallmodi kation. Eine einfacheFaustreel
besagt'SchlechteNormalleitersind guteSupraleiter”.

Abb. 1.2 zeigtdie EntwicklungdermaximalenSprungtemperaturetinige Zahlenwertesindin
Tabellel zusammengestellt:

Iwir werdenspatersehenwelcheEin ul? Verunreinigungeauf die supraleitendeiigenschafteimaben.
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Abbildung1.2: Rekordefir die Sprungtemperaturen.

Substanz K]

Hg 4.2

Nb Ge 23.2

La Ba CuO 30
YBa Cu O 92
TI BaCaCu O 134

Die Hochtempeatursupraleiter gelbrenzu eineranderenSubstanzklassals die “klassischen”
Supraleiter Es handeltsich um Kuprate, d.h. Verbindungemmit Kupferoxid, bzw. oxidische
Keramilen. Wir werdendaraufin Kap. 3 genaueeingehen.

Bei tritt keine Struktuénderungoder Anderungder Gittereigenschafteauf. Dies ist ein
starler Hinweis darauf,daBessich bei dem Ubeigangin densupraleitende@ustandum einen
elektronischetUbeganghandelt. Da die Materialien Metalle sind, handeltes sich um einen
Ubemgangder Leitungselektronen.

Aus demOhmsbenGesetz folgt, dafd im Supraleiterseinmul3,wenn const
ist.
Aus derMaxwell-Gleichung -— folgt, dai3 const,alsozeitunabingigist.

Folgerung: BetrachteSupraleiterunterhalbvon . NachdemEinschaltereinesMagnetfeldes
bleibt im InnerendesSupraleitergsieheAbb. 1.3).



T<T,

Ohne Feld

!

Mit Feld

Abbildung1.3: Magnetfelddringtunterhalbvon  nichtin Supraleiterin.

1.1.2 MeissnerEffekt

DaseigentlicheCharakteristikunderSupraleitungst nichtdie unendlichd_eitfahigkeit, sondern
derMeissnerEffekt(Meissney Ochsenfeld1933):

Metall im Magnetfeld Abkuhlungunter magnetischeFlu3 wird ausdem Supraleiter
verdiangt,d.h. im Supraleitel(sieheAbb. 1.4)
T>Te T<T,

Abbildung1.4: MeissnerEffekt

Diesist eineVersclarfungder Aussage constzu:

| im Supraleitef

Bemerk.:DieseEigenschaft gilt strengnur fur sog. Typ-1-Supaleiter. Typ-1lI-Supaleiter
zeigennur einenpartiellenMeissnerEffekt (siehespater). Weiterhingilt nurin unendlich
ausgedehnteBupraleiternjn endlichenSystemerbeobachtetnanein partiellesEindringenin

derNahederOber achen( Eindringtiefe).



1.1.3 Kiritisches Feld

SupraleitendeZustandexistiert nur unterhalbeineskritischenauf3eenFeldes

isti.a. geometrieabingig.

EinfachstefFall: LangersupraleitendeZylinder (keineEntmagnetisierungskelkte)

Y
N

\/

Abbildung 1.5: SupraleitenderZylinderim Magnetfeld

EmpirischeFormel:

(experimentellnicht ganzbeshtigt)

H A
Hc(T)

Normalleiter

Supraleiter

-
-

T, T
Abbildung1.6: PhasendiagramminesTyp-I-Supraleiters.

PhasendiagramifsieheAbb. 1.6):



: Wenn , danndringt Magnet uf3 schlagartigein, d.h. bei liegt ein
Phaseilbegangl. Ordnungvor.

: Phaseiibegang2. Ordnung

Spaterwerdenwir sehendal3diesesBild fur Typ-ll-Supraleiteverfeinertwerdenmuf3.

1.1.4 Unendlich langlebigeStrome, Flul3quantisierung

Wir betrachtereinensupraleitendemRing oberhalbvon  im Magnetfeldsenkrechzur Ring-
ache.

D

HZO
Abbildung1.7: SupraleitendeRingim Magnetfeld bei
Bei Abkuhlungauf wird FluR ausdemRing verdiangt. SchaltetmandanndasMagnet-

feld ab, bleibt eingeingeneIuld im Ring hangen,da kein Flul durch densupraleitenden
Ring hindurchtretenkann. Der eingeingend-lu3 wird durcheinenunendlichlanglebigenSu-

H=0 T<T;

Abbildung1.8: SupraleitendeRing bei und

prastrom(Dauerstrom)m Ring aufrechterhalten.
In Experimentenndet mantatsachlichLebensdauerrdie groRerals  Jahresind.



Der eingefrorend-lul3ist quantisiert:

d.h. Gausxm (FluBquantFluxoid)
(ExperimenteDeaver/Fairbankund Doll/Nabauer1961).
Bem.: Anwendungz.B.in SQUIDs (sieheKap.2.7.3).

1.1.5 Spezi scheWarme

Wir betrachtenm folgendendenFall einesverschwindendeaulRererMagnetfeldes . Da
wir esmit FestlorpernbeitiefenTemperaturezu tun habengilt in guterNaherung
(thermischeAusdehnungernachéssigbar).

Abbildung1.9: Verlaufderspezi schenwarme.

Messungemlerspezi schenWarmezeigenfolgendecharakteristisch&igenschaften:

Sprungin derspezi schenwarmebei

Far : HinweisaufLicke  im Anregungsspektrum

Far : , typischfur Metalle
Da essichum einenPhaseiibegang2. Ordnunghandelt,gilt . AulRerdemist
natirlich . Da —und linearin ist,ist linearin
Esqilt: — :
Diesbedeuteabergeradedal’die mit gewichtetenFlachenA undB in Abb. 1.9gleichsind.
Die Tatsachedal3 ist, deutetdaraufhin, dal3der supraleitend&€ustandgeordneteist

alsdernormalleitende.



S

|

T T
Abbildung1.10: Verlaufder Entropie.

1.1.6 Isotopeneffekt

Durchsomgfaltige Beobachtungndet manin vielen Metalleneine Abhangigleitvon  vonder
lonenmasse :

mit

Diesist ein starler Hinweis auf die Bedeutungron GitterschwingungePhononenjir die Su-
praleitung.Spaterwerdenwir sehendalidie Elektron-Phonon-\&chselirkung zu einerattrak-
tivenWechselirkung zwischendenElektronerfiihrt.

1.2 Elektrodynamik und Thermodynamik
1.2.1 Elektrodynamik in Kontinua (Exkurs)

Die mikroskopischenFelder und uktuieren starkin der Nahe der Ladungendes
Festlorpers,d.h. aufatomarerLangenskalen.
Die FeldergeriigendenMaxwell-Gleichungen

Dabeiistz.B. diemikroskopischd_adungserteilung(mufitequantenmechaniséhbr Elek-
tronenund Kernebestimmiwerden;zeitablangigwegenGitterschwingungeetc.).

Oft ist folgendesVorgehensinnvoller (z.B. fur die UntersuchundangwelligerAnregungenim
Kristall):

Manmittelt iberVolumina,die grof3gegeriiberdenatomarerLangen( cm)sind,aberklein
vemglichenmit denLangenauf denenmakroslopischeGrofiensichandern(z.B. Eindringtiefen
derFelderin denSupraleiter).
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Damitkommtmanzu denmakroslopischereldern:

(1.1)
(1.2)
ot (1.3)

ext T (1.4)
Dabeiist die PolarisationDipolmomentpro Volumen)und  die Magnetisierundmagneti-
scheDipoldichte). Gleichung(1.3) erralt mandurcheine Multipolentwicklungund Gleichung
(1.4) durchEntwicklungdesVektorpotentialsiach .

bezeichnetanauchals Magnetisierungsstrom.
Die Felder

sindnur nochdurchdie externenQuellenbestimmt:

ext
e - (1.5)
Die wirksamerelder und enthalterauchBeitragevon Polarisatiorund Magnetisie-
rung.
Kraftdichteauf Testladung: test - ext

Anderungder FelderimplizierenAnderungerder Enegie, die in Feldund Medium gespeichert
ist:

(folgt aus ).

1.2.2 Anwendungauf Supraleiter

BetrachteeinenSupraleiterin einemaulRererMagnetfeld,dasdurch Spulenerzeugtwird, die
unendlichweit von demSupraleiteentferntsind.

Vereinfachungen:

1) Die Polarisationvon Supraleiternist fastimmer vernachhssigbard.h. und somit

2) Supraleitersindi.a nicht magnetischm eigentlichernSinne,d.h. keineDia-, Para-,Ferroma-
gnete(meistengealistisch).
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Supraleiter H

Abbildung1.11: Supraleitein auRerenMagnetfeld

In obigerBeschreibingsind eventuellauftretendeSuprastome? in enthalten Somitist

und , wennmanzusatzlicheMagnetisierungsétkte vernachéssigt(d.h.

).
Weiterhingelteim folgenden o . AuRerdemsolleni.a. nur statischgoderniederfrequen-
te) Situationerbetrachtetverden,sodalRdie Zeitableitungenn denMaxwell-Gleichungerver-
nachbssigtwerdenkonnen:

ext (1.6)

In einersolchen(typischen)Situationist ¢ (Spulenstrommanipulierbar d.h.alsunablangige
Variablekonnenwir dasvon ¢ in grof3erEntfernungvom SupraleitererzeugteFeld
ansehen.

Typ-I-Supraleiter: : undsomit

_4p M A

-
Ll

He H

Abbildung1.12: MagnetisierungskueveinesTyp-I-Supraleiters.

. (unmagnetischef)lormalleiter d.h. und
Bei  machtdie MagnetisierungginenSprung.
Die SteigungderMagnetisierungskue/(Abb. 1.12)ist proportionalzur magnetische®uszepti-
bilitat ,genauer  —. Esliegt alsoperfekterDiamagnetismusor.

2die z.B. ein angelgtesMagnetfeldabschirmerkonnen
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1.2.3 Thermodynamik

Die Verhaltnisseim Supraleitewverdendurchdie DichtederfreienEnegie bzw.

beschriebenDain derfreien Enegiedichtevor allemderBeitraginteressiertderim thermody-
namischerimes ubrig bleibt, konnenwir Ober achendkkte,z.B. dasEindringenvon
Fluf3, (zunachst)vernachéssigenFir die Thermodynamilsetzerwir daher:

im Supraleiter
sonst

Wir habendaherwennwir dasVolumen alskonstantannehmen

d d — d

Dabeiist die Entropiedichtaundderzweite Termdie elektromagnetischEeldenegie.
DenGleichgavichtszustandir vorgegebenes und erhalt mandurchMinimierungderfrei-
en Enegie. Nunist abernur  von auRenmanipulierbar(iberden Spulenstrom o). Esist
deshallzweckn@ssigdurchLegendre-Tansformatiorzu einemneuenthermodynamischeRo-
tential (analogzur freien Enthalpie)uberzugehen:

DenGleichgeavichtszustandbeivorgegebenerauRererstrtomen(d.h.  bzw. ) und
erhalt mandanndurchMinimierenvon

Wir betrachtemuneinenlangenzZylinderin einemachsenparallelefreldin ~ Richtung:
. Auf Grundder Symmetrieist dann .
Die Feldabkangigleit desthermodynamischeRotentialserhalt mandurchintegration:

Im Normalleiter(ohneMagnetisierungséékte)ist ,d.h.

Im Supraleiterist (bis auf Ober achendtkte, die im thermodynamischehimes ver-
nachhssigbasind):

13



Im Gleichgavicht zwischendenbeidenPhaserbei gilt:

Somitist

undmanhateinenGewinn anfreier Enegie
— 2.7)

— wird auchals Kondensationsengie (pro Volumeneinheitpezeichnet.
Setztmandiesin denAusdruckfir ein, sofolgt:

Aus diesemErgebniskannmaneineReihevon Schlu3folgerungeniehen:
Der supraleitend€ustandst fur alle Felder stabil,da ist.

Der supraleitend€Zustandist starker geordnetals der normalleitendeZustand,dennmit
— folgt:

DieseGleichungentsprichigeradeder Clausius-Clapgron-Gleichung.
Dabeifolgt — ausdemtypischenVerlaufvon ,vgl. Abb. 1.6.

Der Phaseilbegangvom normalleitenderin densupraleitendeZustandist von 2. Ord-
nungbei , denndielatenteWarme verschwindebei

Die spezi scheWarmemachteinenSprungbei

Aufgabe 1: Zeige,dal3fur beliebigeFelderund Temperaturejilt:

14



1.3 Phanomenologischdelektr odynamik (London, Pippard)
1.3.1 London-Bescheibung
Originalarbeit:F. undH. London,Proc.Roy. Soc.LondonA149,71(1935)

Wir gehenausvon denMaxwell-Gleichungen

ext

ext

unddenVerknipfungen

ext im Supraleiter

die wir im vorigenAbschnittausdenexperimentellerBeobachtungeabgeleitehaben.
Esstellt sichnundie Frage,wie mit demelektomagnetischelreld zusammenangt. In Nor-
malleiterngilt dasOhmstieGesetz , aberim Supraleiteist jadie Leitfahigkeit unendlich:

Wir betrachterzunachsthypothetischéreie ElektronenohneReilung. DerenDichtesei . Die
Bewegungsgleichungautetdann:

und

Hierauserhalt mandie sog.2. Londonsbe Gleichung

— — (1.8)
SetztmandieseGleichungin -— ein, sofolgt daraus— —
Somitist alsoin einemidealenLeiter die Grol3e ——  (zeitlich) konstant.

Ein Supraleitelist abermehrals nur ein idealerLeiter. DeshalbpostuliertenF. undH. London,
daf

— (1.9)

DieseBeziehungwird auchl. Londonsbe Gleichungbezeichnet.
Mit folgt — . Da bei Verwendungder sog. London-Eitiung

wegender Kontinuitatsgleichung -— auchdie DivergenzdesArguments
verschwindeterhalt mandie London-Gleitiung

15



— (1.10)

Nebenbemerkungum quantenmechanisch&iromdichteoperator:
Der Stromdichteoperatom Supraleitehatdie Form — -

Der Ausdruck— ist dabeigeradedie Geschwindigkit des ten Elektrons. Der Erwar-
tungswert laRtsich in zwei Teile aufspalten,namlich in den para-
magnetischerstrom — und den diamagnetischeAnteil

— — , wobei die mittlere Teilchendichte
im homogenerBystemist. Im Normalzustandnit Reibungwird  durcheinenAnteil von
kompensiertwahrendder RestdasOhmscheGesetdiefert. Im Supraleiteqilt (s.0.).

AusderLondon-Gleichundolgt derMeissnerEffekt. Um dieseinzusehenyollen wir zunachst
wiedervon statiorarenVerhaltnisserausgeherg.h. alle Zeitableitungerverschwinden —
. AuBBerdensei g nurim Unendlichend.h.wir gebenwiederRandbedingungefur
im Unendlichenvor.
Aus denMaxwell-Gleichungerfolgt dann

undsomit,wegen :

Mit derLondon-Gleichungergibt sichdann

wobeiwir die ausderVektoranalysibekannteBeziehung grad und
die Maxwell-Gleichung benutzthaben.
SomitgerigtdasMagnetfeldder Gleichung

(1.11)

wobei

S (1.12)

die sog.Londonsbe Eindringtiefeist.

AulRerdenmgilt auchnoch , wie manleicht nachpiift (Ubungsaufgabe).

Die London-Theorigst vollstandigdurcheinenParametebestimmtnamlich ~ bzw. die Elek-
tronendichte .

Beispiel:HalbunendlicheiSupraleitei(sieheAbb. 1.13)
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Abbildung 1.13: HalbunendlicheiSupraleiter

Das Magnetfeld sei konstantund zeigein -Richtung. Somitist aus Symmetrie-
grunden . Wir wissenbereits,daRaul3erhalldesSupraleiters ist. Im
Supraleitegenigt derLondon-Gleichung . Als Losungerhalt mandaher:
far
far

DiesesErgebniszeigtdeutlich,warum  alsEindringtiefebezeichnewird.

A B(2)

Abbildung1.14: Eindringtiefe

Aufgabe2: BetrachtedasanalogeProblemfir einensupraleitende®treifenendlicherBreite .

DasMagnetfelderzeugteinenSuprastromn der Ober achedesSupraleitersgderesabschirmt.
In dunnenSchichteroderkleinenKérnern(mit typischenrAusdehnungen ) istderMeissner
Effekt urvollstandig,d.h.dortgilt nicht im Supraleiter

Ein experimentellerFit fur  ergibt, dal3fur — in guterNaherungyilt

17



d.h.—— far . Weiterhinfolgt

undsomit—— flr

1.3.2 Pippard-Beschreibung

In die London-Beschreiling geht nur ein Parameterein, bzw. . Diesreichti.a. nicht
aus,um alle Experimentezu tten. Pippardschlugdeshalbvor (auf Grundvon Analogienzum
sog.anomalerSkin-Effekt®, die lokale London-Gleichung— — aufeinenicht-lokale

Beziehungzu verallgemeinern:

EtwaskompaktedalitsichobigekomponentenweisBarstellungn Matrixform darstellen:

— (1.13)

wobei die Matrix mit denKomponenten istund' ' fur die Matrixverallgemeinerunges

Faltungsprodukts steht.

Die ldee beim Pippardsche\nsatzist, dal3die (gepaartenklektroneniibereinenAbstand

korreliertsind, die sog.Pippard-(BCS)-Kharenzhnge. DiesbedeutetdalRder Suprastronbei
auchnoch das Vektorpotentialin einer Entfernung spirt. Suprastbme habenalso eine

gewisseStei gkeit, dennauchwennsich schnellandertandertsich  durchdie Mittelung

ubereinenBereichder Ausdehnung nurrelatv langsam.

Bei verunreinigterSupraleiterrwird die KorrelationzwischendenElektronengestrt, wenndie

mittlerefreie Weglange kleinerals wird. Diesmotiviert denPippardscheinsatz

mit und

DiesespezielleFormwird durchPippardBetrachtungerumanomalerSkin-Effekt nahegelegt.
Man erhalt die sog.Pippard-Gleichung

— — — (1.14)

3Erganzung:Anhangmit kurzerZusammerdssungum Skin-Effekt.
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die nunvon zwei Parameterfiabrangt,namlich  und
EineVereinfachungergibt sichdurchFourierTransformation

Wir nehmemunan,dal3 undsomitauch . Ist speziell und , SO
folgt — mit mit . DaslIntegral laf3t
sichexplizit berechnemund manerhalt

WelchenotwendigeBedingungnul3 erfullen,damitmanin dieseBeschreibngdenMeissner
Effekt erhalt ?
Betrachtedie London-Eichung . Somitist (s.0.) und

ext

NachFourierTransformatiorerhalt manhieraus

ext

undsomitim Supraleiter

ext

EinesolcheGleichunghatim OrtsraumeineexponentiellabfallendelL 6sung(entsprechendem
MeissnetEffekt, d.h. Supraleitung)wenn . Die Bedingungfuir denMeissner
Effektin derPippardscheBeschreibinglautetdaher

d.h.in — muf3 sein.
Speziellfur denPippard-Ansat£1.14)qilt: — —mit

— (1.15)

4Eigentlichvon drei, aberwir wollen alseineMaterialkonstanteansehendie keinendirektenEin uR hat.
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Im folgendenwollenwir zwei Grenzhlle betrachten:

1)
Diesist z.B. fur kleine Koharenzénge,starle Verunreinigungermdernahe erfillt. Im Pip-
pardschernsatzerhalt manfir : — Damit folgt —

— und im Ortsraum— — . Man erhélt alsowieder den Londonschen
Fall mit einemlokalenZusammenhangwischenSuprastronund Vektorpotentiakuriick. Man
beachteaberdie Reduktionvon  zu . Diesersog.LondonsbeGrenzfallgehtfir reineSupra-

leiter ( ) in die London-Theoridiber

2) :

Diesgilt fur saubere&Supraleiteroder

Der Pippardschensatzliefert fur : ——— unablangigvon . Ein experi-

mentellerFit (Pippard)emibt® ——. Spaterwerdenwir im Rahmerder BCS-Theorie
nden, dal3 ——. In reinenSupraleiterrist i.a. , der sog.Pippard-Grenzfall

Eine Ausnahmebildenaberz.B. die HochtemperatuBupraleiterwo typischerweise A

und A (London-Grenzill) in derNahevon ist,wo divemiert.

1.4 Ginzburg-Landau-Theorie

Die London-Pippard-Beschraibgensind etwaszu simpel,um raumlichinhomogen&upralei-
tung,z.B. partiellesEindringenvon Magnet ul3in Typ-lI-Supraleiternzu beschreiben. kann
in derLondon-Theoriewar variieren,nicht aberdie supraleitend®ichte

Z
Abbildung1.15: Ortsablangigleitvon und in derLondon-Theorie.

Ein etwas andererphanomenologischeAnsatzvon Ginzlurg und Landau(1950) fuhrt etwas

tiefer und erlaubtdie Beschreilnng inhomogeneSupraleiter Der Ansatzgilt fur und
wird durchdie mikroskopischeBeschreilnng unddie Experimenteesttigt.
Far gehtder Supraleiterin einengeordneterZustandiber (Kondensation). Dieser

geordneteZustandwird beschriebemnlurcheinen

komplexenOrdnungsparameter — mit

5d.h.typischerweisést A.
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wobei die Dichte der Cooperpaarést, d.h.die Dichte derander Supraleitungoeteiligten

Elektronenist :

Bemerkung: beschreibtals makroskopischeWellenfunktiondie Gesamtheider konden-

siertenElektronemalseinenKdrperoderTeilchen,denmanoft auchalsmakioslopisdhienQuan-

tenlorper bezeichnetim Gegensatzur mikroskopischenWellenfunktion fur die
Elektronen.

Die Wellenfunktionfur ein CooperpaahatfolgendeGestalt:

Der Faktor beschreibtlie Schwerpunktstordinate , der Faktor hangtnurvonder
Relatvkoordinate derbeidenElektronenab und der letzte Faktorist die Spinfunktion,wobei
essichbei Cooperpaarenm Spinsinglettdiandelt.

beschreibdie innereStruktureinesCooperpaaresharakterisierdurchzwei mikroskopi-
schetemperaturunaldngigelL angen(sieheAbb. 1.16): Die Pippard-BCS-iKharenznge st
soetwaswie die “AusdehnunginesCooperpaars(z.B. 1000A) und ist ein MaRfur den
AbstandzweierElektronen(z.B. 1A).

ke

==

Abbildung1.16: Wellenfunktion undderencharakteristischeangen und

Spaterwerdenwir sehendal3im SupraleiteeinemakroslopischeAnzahlvon Elektronenpaaren
in denselberzZustand fur die Schwerpunktsordinaterfkondensiert”.

Wir erwartenzwei makroslopischelL angenskale(sieheAbb. 1.15):

1) Die EindringtiefedesMagnetfeldes ~,diebei divemiert,dadort gegen0 geht
2) In der Ginzhurg-Landau-Theori&kommt noch die Ginzlurg-Landau-Kharenzéngehinzu:

Far verschwindetdie Dichte  der supraleitendericlektronenund somit auchder
Ordnungsparameter. In derNahevon kannmandaherdie freie Enegie nachdem Ord-
nungsparametantwickeln:

- (1.16)
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wobei die freie EnegiedichteohneFeldim Normalzustandst. Diesentsprichtder Landau-
Entwicklung fur Phaseiibegange2. Ordnung,bei der die freie Enegie als Funktionaleines
Ordnungsparametebetrachtetvird.

Allgemeinhatein OrdnungsparametéolgendeEigenschatft:

im geordneterZustand

Ordnungsparameter _
im ungeordneteZustand

In derRegel entsprichdergeordnet&ustanddemTieftemperaturlimesndderungeordnet@u-

standdemFall hoherTemperaturenAuR3erdengilt, dalRderOrdnungsparametéei Annaherung

an verschwindet.

Im Fall derGinzhurg-Landau-Theoriést derOrdnungsparameter  einekomplexe Funktion.

Die Koefzienten und in (1.16)sind phanomenologisch&onstantendie aberi.a. von der

Temperatuabhangen Folgendeanschaulichénterpretatiorliegt nahe:
entsprichderpotentiellenEnegie einzelnePaare;

- entsprichtderWechselirkungsenggie desKondensats.

OhneFelderist ortsunabBngig. Mit Feldernsollte esin Analogiezur Schibdingegleichung
einenkinetischenferm — gebengder“glattende™Wirkung hat. Mit Vektorpotential

hat der kinetischeTerm danndie Form — - — , wobei wir gesetzt
haben. und sind die effektive Masseund Ladungder an der Supraleitungbeteiligten
Teilchen. Experimentellndet man und , wasein starler Hinweis darauf
ist, daRdie Supraleitungatsachlichauf Elektronenpaareuriickzutihrenist.
Die volle freie Enegiedichteist alsogegebendurch

- — - = — (1.17)

unddie Enthalpie

Die Gesamtenthalpibzw. -freie Enegie sind danndurch und

gegeben.

Die thermodynamisch8&tabilitat verlangtnun,daf3  minimal wird, denn ist als Funktion
desmanipulierbarerauRererFeldes dasrelevante Potential. UnsereVariationsgél3ensind

und alsReaktionsfeldauf dasvorgegebene , wobeiwir auf GrundderNebenbedin-
gung auchnachdemVektorpotential variierenkonnen.
Die Variationnach (d.h. 6 liefert
—_— - — (1.18)
8Stattnach kannmanauchnach variieren.
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unddie nach (d.h. ) elgibt

— (1.19)

mit S - - (1.20)

Die ersteGL-Gleichung(1.18) hat die Form einer nichtlinearenSchiddingegleichung. Der
Strom in (1.18)ist der Suprastronund derentsprechendAusdruckhatdie ausder Quan-
tenmechanilbekanntd-orm desStromdichteoperators:

— — (1.21)

Die 2. GL-Gleichung(1.19)entsprichtgeradeder Materialgleichung von friher
daja .Da — ot UNd o im Supraleiterfolgt —
Die Ginzhurg-Landau-GleichungesindzuemanzerdurchRandbedingungeaufderOber ache
desSupraleitersd.h.ander GrenzschichgwischenSupraleiteundIsolator:

- (1.22)
(1.23)

aufderOber achemit Normalewektor .

Aus a)folgt sofort , d.h.derSuprastronkannnichtausdemSupraleiteherausiel3en.
Daaul3erhalllesSupraleiters ist, ist b) die Stetigleitsbedingundgur die Tangentiallom-
ponentevon (Bem.: ngiStimmerstetig.).

Im folgendenwollenwir die LosungderGinzhurg-Landau-Gleichungein dreieinfachenFallen
untersuchenDieseBetrachtungenverdeneinenHinweis auf die physikalischeBedeutungder
Parameter und geben.

: KeineaulRRererrelderund konstantd.h. und :
Dannist auf Grundder 1. Ginzhurg-Landau-Gleichungntweder oder -.
Die Losung entsprichdemNormalzustananit . Im Fall - engibt
sich:
Somitist falls ist. VergleichtmandiesenAusdruckmit der Kondensati-
onsenggie — , sofolgt:
— (1.24)
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Aus Stabilitatsgtindenmuf3also seir.

Wir nehmemunan,dal} konstanist. DieseAnnahmeistin derNahevon
gerechtfertigt. Damit unterhalbvon  einenichttriviale Losung(Supraleitungmoglich
ist, folgt

In derNahevon machtmandaherfolgendenAnsatz(z.B.im SinneeinerEntwicklung):

(1.25)

Daraudfolgt ,also linearfir . Diesist experimenteligut besatigt.

AulRRerdem:

: RaumlicheVariationvon in einerDimensionfr

wobei die Ableitungnach bezeichnetFur sei -, d.h.asymptotisch,

haberwir denFall homogeneBupraleitungaus

Wir fuhrennuneinendimensionslosehangenparameter - einmit

die Ginzlurg-Landau-Koharenzinge®. Nahe st , da

ist die Langenskalaauf der variiert. Mit — erhalt mandie

dimensionslos&inzhurg-Landau-Gleichung

: RaumlicheVariationvon  bzw

Betrachtedie Situationwie in Abb. 1.13. Das Vektorpotentialsei mit der

London-Eichung . Fur seiwieder . In der1. Ginzhurg-

Landau-Gleichundallen TermeW|e und weg, We|I z.B. . Es

bleibt:
Gilt auchallgemein dasonstwegendesTerms dasMinimumvon nichtexistiert.

8Dieseist i.a. verschiedewon der Pippard-Koharenzéinge.
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Da es sich um eine Differentialgleichungnmit reellen Koefzienten handelt,kann man
0.B.d.A. reellwahlen.Der Stromergibt sichdannzu

undreproduzierdie London-Gleichungfallsdie  Abhangigleitvon  vernachéssigt
werdenkann,d.h. — bisandie Ober ache.Die Eindringtiefeist gegebendurch

— - am

d.h. nahe
Die beidenParameter und konnensomitdurchdie mefRbarerGrofRen und
ausgedicktwerden.

Esgibt alsozweirelevanteLangendie Koharenzénge unddie Eindringtiefe . Im folgenden
wird sichzeigendalR3derenVerhaltnis

- (1.28)

dersog.Ginzlurg-Landau-Rrameter fur dasVerhalterneineganzentscheidendRolle spielt.

1.5 Typ-lI-Supraleitung, FluRquantisierung
1.5.1 Ober achenspannungzwischenSupra- und Normalzustand

Typ-I-SupraleitezeigereinenPhaseilbegangl. Ordnungbei . SomitistdorteineKoexi-
stenzvonNormalleiterundSupraleitemdoglich. DiesgehtnichtbeiPhaseiibegang2. Ordnung,
dadortderOrdungsparameterunddamitderUnterschiedwischemdenPhasen- verschwindet.
Im folgendende nierenwir bei Koexistenzdie sog.Bulk-Enthalpieditte® .Im
Falle ebenerOber achenzwischendenbeidenPhasergibt die Ober achenrgion einenExtra-
beitragzumthermodynamischeRotential:

mit derOber achenspannung
(1.29)

wobei
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Oberflaechenregion

Abbildung1.17: Zur De nition derOber achenrgion.

und bezeichnenlie linearenAusdehnungederGrenz ache.
Wir gehemunwiederzu dimensionsloserofReniiber:

Man sieht,daRderParameter dasVerhaltenderOber achenspannungeein uf3t.

Eine grobeAbschatzungder Ober achenspannungrhalt manausdemVerleich desVerlustes
an Kondensationsengie — mit demGewinn an Feldenegie — durchdasEindringenvon
FluRanderGrenzschicht:

Solange ist dasZweiphasensystemmit acher Ober achestabil, d.h. ein Minimum des
thermodynamischeRotentials . Fur groBe wird jedoch . Dannlal3tsich durch
einespontand/ermehrungon GrenzschichteawischerSupra-undNormalzustanébsenkentC.
DiesenFall bezeichnetmandannals Typ-II-Supaleitung

Einegenauerd&kechnungsiehez.B. Landau/LifshitzBandIX) emgibt einenVorzeichenwechsel
bei :

9Mit Bulk bezeichnemandasinneredesSystemswo keineRandefektemehrspiirbarsind.
10man beachtegdaRobigeBerechnungon |, beidervoneiner achen Ober acheausggangerwurde,zu modi-
zieren ist.
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— Typ-I-Supraleitung

— Typ-1l-Supraleitung

Aul3erdenmilt far und far

1.5.2 Typ-lI-Supraleitung

TypischeTyp-II-Supraleitersind Niob, Vanadium,Legierungenund die Hochtemperatursupra-
leiter. Sohatz.B.YBa Cu O einenGinzhurg-Landau-Rrameteron

Wir habenim vorigenAbschnittgesehendal3esfur ~ gunstigist, sehrviele Ober achen
zu bilden,dadabeiOber achenengyie gevonnenwird.

Abb. 1.18 zeigt dastypischeVerhaltender Typ-lI-Supraleiter Es bilden sich  FluR3linien,
die manauchals FluRBstlaudche, Wirbelfadenoder\Vorticesbezeichnetaus,in die Magnet uf
eindringt. DiesenormalleitenderBereichedurchzieherden Supraleiter Sie bilden ausener
getischerGriindenein Dreiecksgittet!, dennzwischendenFluRlinienexistiert eineabstoRende
Wechselirkung. JedeFlu3linie enthalt genauein FluRquant

\/

Flusslinien

Abbildung 1.18: FluR3liniengittervon der Seite(links) undvon oben.Man erkenntdie Dreiecks-
struktur

Experimentelkannmandie Flu3linienmit Hilfe dersog.DekorationsmethodélnraubleundEss-
mann,1967)sichtbarmachenDabeiwird die Ober acheder Supraleitemit ferromagnetischen
Teilchen(Durchmesseetwa 100A) bestreutdie sichdannandenStellenhoherFluRdichted.h.
dort, wo die FluRBliniendie Ober acheder Supraleitedurchstossergnsammelin.

Fur die Enthalpieqgilt:

Die Mittelpunkteder Dreiecle bildenein Sechseckgitter
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Dabeiist und bezeichnalie Wechselirkung zwischendenFlul3linien. ist

danngeradederVerlustanKondensationsengie und — derGewinn anFeldenegiedurch
dasAusbildenderVortices.

Beim Typ-I-Supraleiterdringt dasMagnetfeldbei  schlagartigein. Bei Typ-lI-Supraleitern

beginnt dasEindringenvon Flul3 bei einemunteen kritischen Feld . Esqilt aber
weiterhin , die Normalphasewird durch die Ober acheSupraleiter- Normalleiter
stabilisiert.

Fur genaweineFluB3linie ) emibt sich:

Dannist , falls

EineanderesinfacheAbschatzungvon erhalt manfolgendermal3erDasFeldim normallei-
tendenKernist gleichdemauRererFeld . DasFeldreichtdie Strecle in denSupraleiter
hinein. Jeder(zylindrischen)FluRlinie entsprichtdaherder Flul3 . Dieserist beim er-

stenEindringengeradegleicheinemFlu3quant , dajain jederFlu3linie genauein FluRquant
steckt.Somiterhalt mandie Abschatzung

ZwischendenFeldern  und existiert ein gemischteZustanddie sog.Shubnikv-Phase

Bei schrumpftder Volumenanteider supraleitendeihaseauf Null. Der Phaseiibegang
bei istvon 2. Ordnung.

H) “4pM A

HCz

Normalleiter

Shubnikov

Meissner

|

T T He, He He, H

Abbildung1.19: PhasendiagrameinesTyp-II-Supraleiterglinks) unddesserMagnetisierungs-
kurve (rechts).Die gestrichelterLinien zeigendie Kurvenfir einenTyp-I-Supraleiter
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Bei der Berechnungron nutztmanaus,dal3in der Naheder Ordnungsparameter sehr
klein ist. Damitlautetdie Ginzburg-Landau-Gleichungaherungsweise

DiesentsprichigeradesinerSchibdingerGleichungfir einfreiesElektronin einemMagnetfeld

mit Eigenwert .  mufRalsomindestensogro3seinwie die Grundzustandsengie . Aus
der Quantenmechaniist bekanntdafd -, wobei — die Zyklotronfrequenzst.
Darausemibt sich —  bzw

(Abrikosov, 1952). Man sieht,dalRbei ~ gerade wird, d.h.dort ndet
der Ubeigangzum Typ-I-Supraleiterstatt. Dies ist natirlich konsistentmit unserenfritheren
Betrachtungen.

Abschlie3endsoll nochkurz der Ein uf3 von Verunreinigungemliskutiertwerden. Eine mikro-
skopischeTheorieemibt, daR “und ~,wobei wiederdie mittlerefreie Weglange
bezeichnetSomitist also . Man sieht,dal3bei Anwesenheigeriigendvieler Verunrei-

nigungend.h.kleinem , ausjedemTyp-I-Supraleiterein Typ-lI-Supraleitemird.

1.5.3 FluRquantisierung

Wir betrachtereineeinzelneFlullinie (sieheAbb. 1.20). Weit entferntsei
konstantWir schreiberdann undder Suprastromst

>

C

~_  ~

Abbildung 1.20: Eine einzelneFlul3linie.

DiesenAusdruckintegrierenwir nunlangseinesWeges im Supraleiteraberweit entferntvon
der FluR3linie: . Wir nehmendabeian, dal3 eindeutigist, d.h. bei einem
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Umlaufandertsichdie Phase um mit ganzzahligem :

undsomit
Dabeiist geradederFlul3 . DaderWeg tiefim Supraleiteverlauft, ist und
somitfolgt
mit —
Messungoesttigen,dafd undsomit
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2 Mikr oskopischeTheorie der Supraleitung

2.1 AllgemeineFormulierung

EinemikroskopischeTheoriegehtvon dengrundleggenderdynamischertleichungerder Quan-
tenmechanikindstatistischefPhysikaus.Man mu3daherzunachsteinengeeignetetdamilton-
Operatorformulieren.Hierzulegenwir folgendeModellvorstellungzugrunde Wir habenesmit

einemSystemausca. Elektronen/cm zu tun, die miteinandemuund mit demGitter (Phono-
nen)wechselirken.

Wir werdenden Hamilton-Operatomicht im Detail ableiten,sondernnur einige Bemerkun-
gen zu seinerBegrindung machen. Seit der Entdeckungdes Isotopendiktes (1950) weil3
man (Frohlich, 1950),daRdie Elektron-Phonon-\&chselirkung wichtig ist. Man kannzeigen
(Frohlich, sowvie Bardeenund Pines,1955), dal3die Elektron-Phonon-\&chselirkung zu ei-

ner attraktven Wechsealirkung von Elektronennaheder Fermikantefuihrt (sieheAnhangA.1).

Dieseattraktve Wechselvirkung kannzu gelundenenPaarenvon Elektronenfiihren(Cooper
1957),siehedazudie folgendeUbungsaufgab&Das CooperProblem”. Dies deutetdarauthin,

daRRgehundenePaarevon Elektroneneine Rolle spielen. Anzeichendafur habenwir ja auch
schonim Rahmerder Ginzhurg-Landau-Theorigefunden.

Aufgabe3: DasCoopefProblem

Wir betrachtemlie Wellenfunktion zweierElektronendie sichin einemSinglett-
zustandbe nden. Wir wollen annehmengdal3der Schwerpunkt derbeidenElektronenruht.
Dahergilt:

mit . Damitist einegeradd-unktion.Weiternehmenwir an,
dallderGrundzustaneéin  Zustandst, d.h. . Weiterhinsei
ein attraktvesPotential verursachi.B. durchdie Elektron-Phonon-\&chselvirkung.

a) Zeige,dalRdie SchibdingerGleichungin Impulsdarstellunglie Form

hat,wobei(mit )
b) Begruindedie Annahmen:
fur und falls o
sonst
c) Zeige, dal3ein gelundenerZustandmit Enegie  (und Bindungsenagie )
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existiert, falls

 — (2.1)
wobei die elektronischezustandsdichtépro Spinrichtung)st.
d) Zeige,dal3fur beliebigkleines immereineLdsungvon (2.1) existiert, falls ist.
e)Essei far . Zeige,dal3die Bindungsenagie durch
gegebenist. Diesvereinfachtsichim Fall schwacherKopplungzu
(2.2)

Man erkenntdie wesentlicheSingularitit als Funktionder Kopplungsknstanten . Ein solches
Ergebnislalitsichdahemicht mit einerStorungsentwicklundperleiten.

2.2 Dieldeevon Bardeen,Cooperund Schrieffer

Die UberleggungerausAbschnitt2.1 legenfolgendenHamilton-Operatoals Ausgangspunkei-
ner mikroskopischenBeschreibing der Supraleitungnahe(Bardeen,Cooper Schriefer 1957;
Gorkov 1958):

(2.3)

Dabeierzeugeribzw. vernichten)ie Feldoperatorel? bzw. ein Elektronmit Spin

amOrt . Die FeldoperatoregeriigendeniblichenfermionischerAntivertauschungsrelatio-
nen

Der ersteTerm in (2.3) entsprichtder kinetischenEnegie und enthalt auch den chemischen
PotentialtermDer zweite Termstellt die Wechselirkung zwischendenElektronenin 2. Quan-
tisierungdar.

Fur dasfolgendeist eszwecknassig,mittels

2Wir benutzerhier die 2. Quantisierung.
3plle anderemAntikommutatorerverschwinden.
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( bezeichnetlasVolumen)die FouriertransformierterDperatoren  (bzw. ) einzufihren,
die ein Elektronmit Spin  und Wellervektor erzeugen(bzw. vernichten}*. Diesegeriigen
denAntivertauschungsrelationen

Der Hamilton-Operatof2.3) la3tsich durchdie FouriertransformierterOperatoreriolgender
maflerdarstellen:

(2.4)

mit

wobeiwir gesetzthaben. st die Bandenggie relatv zur Fermikante daschemische
Potential steuerdie Teilchenzahl.

Eine BehandlungdesallgemeinenOperatorg2.3) bzw. (2.4) ist sehrschwierig. Deshalbver-
einfachtenBardeen,Cooperund Schriefer die Wechselirkung . Fir denPhaseibegang
vom Normalleiterin densupraleitendeZustandist nur die Existenzeinerattraktven Wechsel-
wirkung ausschlaggebendre genaud-orm spielt eineuntegeordneteRolle. Die Reichweite
dieserWechsalvirkung ist kurz verglichenmit denmakroslopischercharakteristischehangen
desSupraleitersDeshalbapproximierterBCS sie durcheineKontaktwechse&birkung

— bzw. — (2.5)

Hinzu kommt eine Abschneideorschrift, so dal3nur Elektronenbis zu einemAbstand  von
derFermikantadie Wechselvirkung spiren,wobei  einMal3fur die typischenPhononenener
gien' ist.

Damitlaftsichdie Wechselirkungumschreiberzu

(2.6)

wobei Beziehungerwie ausgenutztvurden. Der ander Summesoll an die

Abschneidgorschrifterinnern.

WechselirkendeVielteilchensystemsindi.a. nicht losbar d.h.  kannnicht exakt diagona-

lisiert werden. Eine Diagonalisierungst jedoch moglich fir Hamilton-Operatorermer Form
,d.h.wenn bilinearin den(Fermi-)Operatorerst.

YEsgilt — .
15i.a.entspricht  derDebye-Frequenkzw. -Enegie.
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In der BCS-Niherungwird dasProduktvon zwei dervier Operatorenn (2.6) durchseinenkr-
wartungswertersetzt,der dannselbstlonsistentbestimmtwerdenmuf3. Das Vorgehenist al-
so analogzur Molekularfeld-(Mean-Field-)oder Hartree-feck-Theorie. Formal kommendrei
Moglichkeitenin Frage:

Mischungsamplitudeon Spin  und

Die Moglichkeit 1) ist uninteressantlennist die Teilchendichteam Ort  mit Spin  konstant,
d.h. const (unendlicheshomogeneSystem) soerhaltenwir aus(2.6)

Diesentsprichtiediglich einerRenormierungleschemischerPotentialsdurchdie Wechselvir-
kung: . Man erhélt so keinemakroslopischeAnderungder Grundzustandsstruktur
undkanndie ExistenzeinesPhaseilbegangsnicht erklaren.

Die Moglichkeit 2) scheidetwus,dennsieimpliziert die Existenzmagnetische©rdnung:

sinddie SpindichteramOrt . Ist nun , Soistauch undwir haben
esmit magnetische©rdnungstattSupraleitungzu tun.
AulRerdemsind 1) und 2) keine guten Naherungenweil die Wechselirkung zwischenden

Teilchenstarle Quanten uktuationererwartenlafidt, d.h.

ist nichtvernachéssigbaklein und somit
DeshalbwvahltenBCSdie Moglichkeit 3), d.h.

2.7)

wobei im Supraleiter DieserOrdnungsparametdrat die Dimension“Energie”. Er
entsprichidem derGinzlurg-Landau-Theori¢Kondensat-Wllenfunktion).

Aus der BCS-ldeefolgt einevollige UmstrukturierungdesFermiseesDer neueGrundzustand
unterscheidetsichvomFermisedir einemakioslopistheZahlvonFreiheitsgraderEinePrazisierung
dieserAussagédiefert dasKonzeptderOff-DiagonalLong-RangOrder (ODLRO)® (Yang1961).
UblicherweisefaktorisiererkKorrelationsfunktionen

8F{ir diesenBegriff hatsichkeinedeutschéezeichnunglurchgesetzt.

34



fur grolReAbstande folgendermalen:

DiesenichtzertllendenKorrelationerbedeuter{diagonale)langreichweitige Ordnungund exi-
stierenin jedemSystem.
Als nachstedetrachtemwir

DieseKorrelationsfunktiormif3t,wieviel bei  zuspirenist, wennmanzwei Teilchenbei hin-
zufugt. l.a. erwartetman , d.h.in unendlichweiterEntfernungvondem
Punkt,an demmandie Teilchenhinzugefigt hat, sollte mannichtsmehrdavon spiren. Wenn
aberdie TeilchendazutendierenginengelundenerZustandzu bilden (“Paarung”),dannsollte
dieseKorrelationauchfiur grol3eAbstandenoch zu spirensein. Es handeltsich um ein neu-
esOrdnungsphnomennamlich ODLRO. “Off-diagonal”weil3tdaraufhin, daf3die Operatoren,
derenKorrelationbestimmtiwird, die Teilchenzahhichterhalten.
EineKonsequenausderODLRO ist, daf’die Enegiezusénde keineZustandemit schar
fer Teilchenzahl sind,dennsonstware

da und .
Wie lal3tsichdasdamitvereinbarendal3derurspiinglicheHamilton-Operatomit der Teilchen-
zahlvertausch?
Die Teilchenzahlerhaltungribt sich ausder SymmetriedesHamilton-Operatordzgl. -
Transformationemer Fermioperatoren: . Offensichtlichist aber nicht
invariant. Man sagt,die Symmetriewird im supraleitende@ustandspontargebrochet’.
Eine spontanéSymmetriebrechungst mathematisclexakt abernur fur unendlichgrof3eSyste-
me, d.h. im thermodynamischehimes. Dannist aberauchdie Teilchenzahlunendlichund
esmachtkeinenSinn, Eigenzusindefur feste Teilchenzahkzu suchen.Mel3barsind nur Teil-
chenzaldnderungernegieanderungeetc.relatv zumGrundzustandDie Dichte istfr
eineObsenrablemit scharfemWert, — — (groB3kanonisch&echnung).

Der GrundzustandiesunendlicherSystemdegt die Phase von fest. Fur endliche
Systemeé&annmanZustindemit verschiedeneRhasen zuZustndemmit scharfefTeilchenzahl
superponieren: und sindkanonischkonjugierteGrof3en.

Eine analogeSituationtritt z.B. auchbei Schallvellen oder elektromagnetischeWellen auf.
Der Auslenkungsoperatdrathier die Struktur , wobeidie Boseoperatoresind.
In Zustindenmit scharferZahl von Schwingungsquanteist . In einemZustandmit

17 Allgemein sprichtmanvon spontanerSymmetrielechung wennder GrundzustaneinegeringereSymmetrie
alsderHamilton-Operatohat. Ein Beispielist derFerromagnetismusyo derGrundzustandie Rotationssymmetrie
desHeisenbeg-Modellsbricht.
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nichtverschwindendemVert fur die Auslenkung ist die Zahl der Phononerunbestimmt!

ist daherin Analogiezu zusehen.
kannalsmakroslopischeNellenfunktionbezeichnetverdenanalogzueinerSchall-
welleoderEM-Welle'®. Wir identi zieren mit derKondensatwellenfunktiomlemGinzhurg-

Landau-Ordnungsparameter

2.3 DiagonalisierungdesBCS-Hamilton-Operators

Zunachstschreibenwir die Wechselvirkung so um, dal3 man die Wirkungsweiseder BCS-
Naherungsofortableserkann:

Wir vernachéssigenetzt Fluktuationstermevie , d.h.denersterTerm . Die-
se Annahmeist dadurchgerechtfertigtdal3makroslopischviele Teilchenin demselberQuan-
tenzustandkondensiersindunddeshalldie Fluktuationenvon etc.nur sehrschwachsind.
Somiterhalterwir denHamilton-OperatodesBCS-Modells:

_ (2.8)
wobeiderOrdnungsparameter  nochselbstlonsistentzu bestimmernst.
Im folgendenwollenwir einenhomogenersupraleiteohneaul3eres-eld( ) betrachtef?.
Wir konnendaherannehmendald konstantist und 0.B.d.A.wahlenwir  reell mit
. DieslaR3tsichdurcheine Transformation erreichenwobei dieevtl.
vorhandendéhaselesOrdnungsparameteirs (d.h. ).
NacheinerFouriertransformatioerhalternwir fir denOrdnungsparameter
— (2.9)
Der Hamilton-OperatohatfolgendeForm:
— (2.10)

18Dort ersetzimanz.B. die Photonenoperatoredurchdie Feldstrke.
¥In der AnwesenheitwRereFelderist auchder Hamilton-Operatorzu modi zieren, sieheAbschnitt2.6.2.
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mit

(2.11)

In derSummeliber wurdendie Summandemit und  zusammengefdtundesistdeshalb
nur Ubereinesderbeidenzu summieren.
ist de niert in einemvierdimensionaletUnterraunmit derBasis

wobei  derVakuumzustand ist. In dieserBasishat  dannfolgendeMatrixdarstellung:

Hierausergebensichdie Eigenzushindeund-enegienzu

(2.12)
(2.13)
(2.14)
(2.15)
mit?!
und

(2.16)

Die Zustinde(2.14)bzw. (2.15)entsprecherinembindenderbzw. antibindenderPaarzustand.
(2.14)hatoffensichtlichdie niedrigsteEnegie undwird auchals Cooperpaarezeichnet.
Dadie  zuverschiedenen kommutierenjst derGrundzustandon einProduktzustand:

(2.17)

20d.h. faralle und
2INutzlicheldentitatenfiir praktischeRechnungen: — und —.
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Die niedrigsteAnregungensind Quasiteilten die durchdie Operatoren

(2.18)
(2.19)

erzeugiwerden.In Kap. 2.4.3werdenwir unsaustihrlichermit denEigenschaftemlieserQua-
siteilchenbesclaftigen. Man sieht,daRdas”Aufbrechen”einesCooperpaaredie Enegie

kostet.
DieseQuasiteilchersind Uberlagerungegrines‘nackten”Teilchensundeines‘nackten”Loches.
Far ist undwir habenesim wesentlichemnit einem“nackten” Teilchenzu tun.
Far hingegenist und der LochcharaktedesQuasiteilchenslominiert(siehe

Abb. 2.1).

Y/

S

Abbildung2.1: Verhaltervon und alsFunktionderEnegie.

Bei denQuasiteilchermandeltessichum Fermionendenn

Aul3erdenmilt

und

Hau g verwendeimandie sog.Bogoliubov-Transformationum denHamilton-Operator  zu
diagonalisierenDiesestehtin engemZusammenhanigit (2.18)und(2.19).BeiderBogoliubov-
Transformatiordrickt mandie Elektronenoperatoren und alsLinearkombinationneuerOpe-
ratoren , undihrer Adjungiertenaus.Man fordert,dalRdieseneuenOperatoremenfermio-
nischenAntivertauschungsrelationegeriigenund dal3 sie diagonalisieren.Dies legt die
Koefzienten in derLinearkombinationfest. Als Ergebniserhalt mangeradedie inverseTrans-
formationzu (2.18)und(2.19):

(2.20)
(2.21)
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2.4 Thermodynamik und Greenschd-unktionen
2.4.1 Exkurs Uber Greenschd~unktionen

DerfolgendeAbschnittist im wesentlichereineErinnerungandie Vorlesungzur Theoretischen
Festlorperphysild. Wir stellenhier nocheinmaldie wichtigstenErgebnisseusammenmnindwer-
densieim nachsterAbschnittfur die Anwendungauf Supraleiteverallgemeinern.

,  seienOperatorendie eine ungeradeAnzahl von Fermionenerzeugerand -vernichtern
enthaltenalsoselbstfermionischsind. Wir gehendanniiberzurimaginarenZeit :

Die thermodynamidte Greenfunktionst dannfolgendermalede niert (Matsubaral955):

(2.22)
mit denthermodynamischeBrwartungswerten
—Spur —Spur
wobei die Zustandssummist. istde niert fur :
Im folgendernwollenwir nocheinmaleinigewichtige Eigenschafteron betrachten.
Sei . Danngilt
—Spur —Spur
—Spur —Spur
wobeidie ersteGleichheitausder De nition von folgt, die zweiteauf Grundder zykli-
scheninvarianzder Spurunddie letztewiederumausder De nition von . Dabeiist zu
beachtengal3nun istunddeshallder Termmit in (2.22)uberlebt.
Damitkonnenwir die Fouriertransformiert@on betrachten:
mit denFermifrequenzefPoleder Fermifunktion )

wobei  die Matsubaa-Frequenzesind. Die Umkehrungist
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kannfir Im analytischzu fortgesetziverden.Fur denSchnittentlang
derreellenAchsegilt

Re Re und Im Im

mit
Die Bewegungsgleichungur die Greensché&unktionist

wobeiwir im erstenErwartungswert auf Grundder Deltafunktiondurch  ersetzerkonn-
ten. NachFourierTransformatiorerhalt man

2.4.2 Anwendung auf Supraleiter

Zur BeschreibngderSupraleitererallgemeinermir die Greensch&unktionzur Matrix-Green-
Funktion

(2.23)

Dabeibeschreibt die normaleTeilchenpropagtion, die normaleLochpropagtion
und : die PaarungderElektronenm Suprazustand.

Mit  aus(2.10) erralt man (Aufgabe!) die folgendeBewegungsgleichundur die Matrix-
Green-Funktion:

(2.24)
mit denPauli-Matrizen und undderEinheitsmatrix .
Hierausfolgt
bzw. mit
_ (2.25)

Auf denAulerdiagonaletauchtder Ordnungsparameter auf, wasnochmalslie Bezeichnung
ODLRO erhellt.
Im folgendeneinigeBemerkungerzu demErgebnis.

40



Die Poleder Green-Funktionalso , entsprechedenQuasiteilchenengren. Im Nor-
malzustand ) erhalterwir daserwarteteErgebnis

Bei diagrammatischeBehandlungler Elektron-Phonon-\&chselirkungim Rahmerder

sog. Eliashbeg-Theorieerhalt man mit der Selbstenagie
, wobeidie Grollen , und diagrammatisctberech-

netwerdenkdnnen. Die Quasiteilchenengren sind dann — —  bzw

im Normalzustand ——. Vemleichtmandiesmit — soerkenntmandie Be-

deutungron alsMassenrenormierung: . — entsprichdemOrdnungsparameter
Die thermischerErwartungswert&onnenaus abgelesemwerdert?:

—Spur
wobei
Mit folgt unterBenutzung/on — (sieheGradstein/Ryzhik,
Nr. 1.421.2)
- (2.26)

DieseGleichungwird in Abschnitt2.5benutztumz.B. die kritischeTemperaturm Rahmerder
BCS-Theoriezu bestimmen.

2.4.3 Quasiteilchen

Wir habengesehengalRdie Elektronenim Supraleitelin CooperPaaren gelunden
sind. Die Bindungwird beschriebeurch  bzw. . Esstelltsichdie Frage,ob Quasiteilchen
existieren.

DazuzurachsteinigeVoruberlegungen.

Die Spektalfunktion -Im gibt an,wie sicheineAnregungmit Impuls

aufdie Enegien verteilt. Esgilt

Als Beispielbetrachtemwir freie Teilchen.Hier ist die Spektralfunkﬂorgegeberdurch
-Im——— . DaeinfreiesTeilchenmit Impuls einescharfeEnegie hat,hat

einescharfeVerteilung.

22|m folgenderbezeichnet wiederdie Zustandssumme!
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In einemnormalenFermisystenmit Wechselirkung ist die Verteilungnicht mehrscharf. Die
scharfeDelta-Zacle wird verschmierimit einemMaximum auf deminkoharentenUntegrund.
Man kannsichein solcheQuasiteilhenvorstellenals

Quasiteilcherr “nacktesTeilchen”+ Wechselirkungswolke

Im Supraleiteqilt . Somitfolgt

-
|

-E Ex w

Abbildung2.2: Spektralfunktiorfur

Die Spektralfunktionist charakterisierdurchzweiDeltazaclken,oberhalbundunterhallbderFer
mienegie (sieheAbb. 2.2).

Minimalwertvon far

DasAuftretenzweierZackenlegt folgendeDeutungdurchQuasiteilchemahe:

sindFermioperatore(sieheAbschnitt2.3). SiebeschreibeQuasiteilchendie als Uberlagerung
eines“nackten” Teilchensund eines“nackten” Lochesangesehewerdenkdnnen.Zu jedem
gibtesein -undein -Teilchenwie vorherein -undein -Teilchen.
WelchesVerhalterzeigendie PropagatoredieserQuasiteilcher?

Somitist die Spektralfunktion
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mit positverEnegie . Analogzeigtman

mit negativer Enegie

Der Supraleitedaf3tsich alsodurchneueQuasiteilcherde nieren. Im Grundzustanaind alle
Zustindemit negatvenEnegienbis besetz{ -Teilchen),die -Zustndeleer
(sieheAbb. 2.3).

Energie

unbesetzte —

Zustaende__

— w=0
=< -
g3 D
besetzte i
*
%
*

Zustaende

Abbildung2.3: Quasiteilchenzuandeim GrundzustandlesSupraleiters.
Anregungerbestehein derVernichtungeines -TeilchensundderErzeugungeines -Teilchens
(Teilchenzahlerhaltung!)Die minimale Anregungsenagie ist . Wir habenalso

eineLicke  im Enegiespektrumganzim GegensatzumnormalenMetall.
Die Zustandsdichtélr Einteilchenanrgungenist

- Im

(pro Gitterzelle).Fur freie Teilchenist

wobeiim letztenSchrittausgenutzivurde,dald viel kleineralsdie Bandbreite ist, ,
dafir ein gutesMetall dasLeitungsbandsehrbreitist. Typischerweisest mit der
Fermitemperatur . In guterNaherungilt aul3erdem far

43



Im Supraleiteqilt:

Sei . Dannist far , da . Ist , sogilt
bzw.
—_— falls
falls
far . Abb. 2.4 zeigtdentypischenVerlaufder Zustandsdichten Supraleiter
Ng/N,
1 .
-D T D >W

Abbildung2.4: VerlaufderZustandsdichten SupraleiterDie Fermienegie liegt bei

Esfolgt leicht:

Die Zustandsdichteles Supraleiterdolgt ausder desNormalleiters,indemdie Zustandezwi-
schen und hinausgedingtwerden.Bei habenwir eineSingularitt. Im Bereich um
die Fermienegie gibt eskeineZustandeentsprechenderbereitsgefundener.ticke
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2.5 Der Phaseriibergangin der BCS-Theorie
2.5.1 Selbstkonsistenzgleichunggap-equation)fur

Zunachstschreiberwir die De nition (2.9) desOrdnungsparametem in ein Integral Uberdie
Zustandsdichte

wobeiwir die Ersetzung- mit der Zustandsdichte im Nor-

malzustandenutzthaben. ist die AbschneidefrequerZ gemessemelativ zur Fermikante

(chemische®otential).

Far ist undwir erhaltenunterBenutzungron Gleichung(2.26)
I (2.27)

Dieseimplizite Bestimmungsgleichunigir wird alsSelbstknsistenzgleitung

odergapequationbezeichnet.
ist immer Losungvon (2.27). Fur hoheTemperaturerist esauchdie einzigeL dsung,
d.h.dannliegt derNormalzustandior. Um dieseinzusehemehmenwir an,dafl3eseineLdsung
gibt. Aus (2.27)folgt dann:

for

wobeiwir in derzweitenZeile die Abscratzung—— benutzthabenDie letzteZeile zeigt,
dalRdie Annahmeder Existenzeinernichtverschwindendeh dsungfir groReTemperaturerzu
einemWiderspruchuhrt.

AulRerdensehenwir, dal3die Existenzeinersupraleitendebh dsungd.h. eineanziehende
Wechselirkung ( ) erfordert.

Im allgemeinerfall muRmandie Losungvon (2.27)numerischbestimmer(sieheAbb. 2.5).

23Eswerdennur Streuprozessmit beriicksichtigt.
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=1y

Te

Abbildung2.5: TypischerVerlaufvon ausnumerischet.dsungvon (2.27).

2.5.2 Bestimmungder kritischen Temperatur

Im folgendenwollen wir ausder Selbstlonsistenzgleichundie kritischeTemperatur  bestim-
men.Fur ist . Da gilt bei  (bzw. )

Die typischeGroRRenordnunéiir die Integrationsgrenzif3tsichdurch e

absclatzen. Daherkdnnenwir setzen.Dasverbleibenddntegral lal3tsich
ausrechnett
mit der EulerscherKonstanten . Somiterhaltenwir

bzw. durchAu 0sennach

_— (2.28)

Man vergleichediesesErgebnismit der Bindungsenggie eineseinzelnenCooperpaareésiehe
(2.2))! Da impliziert (2.28)auchdenlsotopenefekt.

24siehez.B. Gradstein/RyzhikNr. 4.371.3
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Aus (2.28)lalRtsich der Ordnungsparameter bei verschwindendefemperatur

bestimmenFur erbalt manmit derschonvorherbenutzterApproximation
- ———— arsinh—
Somit
wobei im letzten Schritt angenommenvurde, dal3 klein ist, d.h. der Fall schwacher

Kopplungvorliegt. Somitergibt sichmit (2.28)

bzw. mit (2.28)

(2.29)|

unablangigvondenModellparametern, . DieseuniverselleBeziehungst fur die Klasseder
“schwachkoppelnderSupraleiter’rechtgut erfillt.
2.5.3 ThermodynamischesPotential

Im folgenderwollenwir unsdie ThermodynamiklerBCS-SupraleitegenaueanseheiiMuhlschigel
1959).
Grol3kanonischeBotential:

— mit Spur

wobeiderHamiltonoperator bereitsdaschemischd’otentialenthalt (siehe(2.10)und(2.11)).
Hierausfolgt

Spur —
N - S r -
Pu Spur
- — (2.30)
wobeiwir angenommeimmaben,dafd reell ist und damit . Wir
sehemaulRerdemgalidie Losung der Selbstlonsistenzgleichun{f.27)dasgro3ka-

nonischePotentialstatiorar macht.
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Mit denAbkiirzungen und habernwir dann

Offensichtlichist far . Fur ist , denn—— ist monoton

fallendund . Somitist undderSuprazustandbt
thermodynamischktabil.
Mit — -— folgt:

undsomit

Die mittlere Teilchenzahln Supra-undNormalleitersindgleich, —— — . Somitgilt
fur die freienEnegien und

wobeiin derletztenGleichheitder Ausdruck(1.7) fur die Kondensationsengie benutztwurde.

HierauslaRtsichjetzt daskritischeFeld bestimmenBei erbalt man
Somit:
— - arsinh—
Bei der Berechnungson hattenwir bereitsgefundendal3arsinh ist.

Setztmandiesin denletztenAusdruckein, soemgibt sichfir daskritischeFeld
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(2.31)

Der elektronischéAnteil derspezi schenwarme(pro Volumeneinheitym Normalzustandst

wobeiwir von freien Elektronenausggangersind. Somitfolgt

o _ (2.32)

Die spezi scheWarmeverhalt sichfur wie

Mansieht,dalRdiesesxponentielleVerhaltenn direktemZusammenhangit der Existenzeiner
Anregungslicke  steht.

2.6 Ginzburg-Landau-Verhalten, Gorkov-Theorie und MeissnerEffekt

Wir hattenbereitsgesehendald

mit
gilt, wobei

_ (2.33)
mit - und . Dabeiist —— das(1,2)-Elementder
GreenscheMatrix

2.6.1 Ginzburg-Landau-Verhalten bei

Wir sindwiederamVerhaltenn derNahevon interessiertDeshaltkannmanannehmengafd
kleinistundnach entwickeln:
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Hierausfolgt dann(vgl. (2.33))

Mit —— — folgt
Dabeiist - - _ —- , wobei die Riemannsch&eta-Funktion
bezeichnetSpeziellgilt —. Das -Integralhaberwir schornbeider -Bestimmung
ausgevertet.
DieserAusdrucksoll nundemErgebnis - derGinzhurg-Landau-Theorie
entsprechenSomitkonnenwir die Ginzkurg-Landau-Rrameter und direktablesen:

e _— (2.34)
wobeiwir  — — —— benutzthaben. Wir sehen,dalwir genaudie Temperatu-
rabhangigleit derParametein derNahevon  nden, die wir in derGinzhurg-Landau-Theorie
angenommehaben(siehez.B. (1.25): und const(vgl. (1.25)).

Mit demErgebnig(2.34)konnenwir nunalle Ergebniss@lerGinzhurg-Landau-Theoriébertragen
undmit mikroskopischerParameternn Verbindungoringen:
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Ergebnis5. zeigt, dalRder Sprungin der spezi schenWarmeproportionalzu  ist. DasRe-
sultat 6. fur den relativen Sprungin der spezi schenWarme st ein Beispiel fur zahlreiche
universelleBeziehungerewischenden Mel3gbRenim Rahmender BCS-Theorie. lhre gute
Ubereinstimmungnmit Experimenterist eine Rechtfertigungfiir das Einparametermodelier
Theorie.

2.6.2 Gorkov-Theorie inhomogenerSupraleiter

Bei AnwesenheitwulRereFelder , einesStorstellenpotentials  etc.verkomplizierensich
die grundlegenderGleichungerderBCS-TheorieausdenAbschnitter2.3und 2.4 erheblich.So
laltsich der Hamiltonoperatoi.a. nicht mehr durch FourierTransformationn -Blocke
zerlegen.

mit - . Wir fuhrendie Abkiirzung - — - ein.
Wir wollen die Bewegungsgleichundr die Matrix-Green-Funktionm Ortsraum

bestimmen StattdereinfachenBewegungsgleichungvgl. (2.24))

erhalt manin diesemFall die sog.Gorkov-Gleichungen

(2.35)

Man beachtalasPluszeicheimm Argumentvon im -ElemenderMatrix. Dieskommt
daher daRRder entsprechend@ropagatoidie Propagationvon Lochern(mit Ladung ) be-
schreibt. Nebenden Gorkov-Gleichungen(2.35) berbtigt man natirlich die Selbstlonsistenz-
gleichung,andersichabernichtviel andert:

Mit diesenGleichungerassersichdanneineReihevon Ergebnissemerleitert®:

25siehez.B. dasBuchMethodsof QuantunField Theoryin StatisticalPhysicsvon Abrikosov, Gorkov undDzya-
loshinski.
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1. HerleitungdesGradiententermi der Ginzlurg-Landau-Entwicklung,

2. TheoriederTyp-II-Supraleitey

3. Ein uf3 von Strstellen.
Die Gorkov-GleichunghatzahlreicheweitereAnwendungendie wir hier abernichtdiskutieren
kdnnen.
2.6.3 MeissnerEffekt

Wir wollen nunnochzeigendaRausdenGorkov-Gleichunger(2.35)der MeissnerEffekt folgt.
Im Abschnittl.3.2uberdie Pippard-Theoridnabenwir gefundengdalReineBeziehungder Form

bzw

denMeissnerEffekt impliziert, falls ist. Far muf3alsogelten
— bzw: falls fastkonstantst,

UnserZiel wird essein,zurachsteineBeziehunglerobigenForm ausdenGorkov-Gleichungen

abzuleiterunddarausndirektaufdie ExistenzdesMeissnefEffekteszu schliessenWir nehmen

daheran,daf} fastkonstantist unddasdie London-Eichung gilt. AulR3erdensei
reell. Zur Vereinfachungsetzernwir ferner fur dasStrstellenpotential.

Der Stromist alsResponsgroRRelinearin . Wir wendendaherdie LineareResponsetheoran.

Der Stromdichteoperatast gegebendurch

mit - - - —. Der Ausdruckin derletztenZeile ist dasbekannteErgebnisfur
Dichtenin 2. Quantisierung.
Somitkdnnenwir denErwartungswertlesStromeshestimmen:

wobei die Gesamtdichteler Elektronenist.
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Wir machemun Storungstheorigach undberechnen in 1. Ordnungvon indemwir die
in denGorkov-GleichungerauftretenderGrofRenentwickeln:

Wir bezeichnemit  wiederdie Pauli-Matrizen. Die Gorkov-Gleichungen2.35)lautendann
bis zur 1. Ordnung

In 0. Ordnungerhaltenwir somit

worausnachFourierTransformatiorfolgt

Diesist dasvon friherbekannteergebnis,vgl. z.B. mit (2.24).
In 1. Ordnungfolgt dannunterBenutzunglesResultatsn 0. Ordnung

Dabeihabenwir benutzt,dalRwegender London-Eichunglie Operatoridentt
gilt. DerKoefzient von istgerade . Somitemibtsich

Wir vernachhssigemundie Ortsablangigleitvon . Danngilt

Hierausfolgt mit

Daraudfolgt nun , denn

undhieraus
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Die Selbstlonsistenzgleichunfjir  lautetdann

undhatnurdie Losung , wie mannachrechnekanrv®.
Somitverbleibtin 1. Ordnungdie Gleichung

Wir wollen nundenStromberechnenDazubertigenwir denTeilchenpropagator

Mit — ist

wobei —— die Fermverteilungist.
Hiermit folgt fur denStrom

Wahlenwir nun speziell so folgt weger?’
Vergleichmit —

durch

durch

(2.36)

(2.37)

ist zurachstdurch einenVemgleich von (2.36) mit dem LondonscherGrenzall der Pippard-
Theorie(vgl. Kap. 1.3.2) motiviert. AuRerdemhatdie in (2.37)de nierte Dichte

Eigenschaftendie die Interpretatiorals supraleitend®ichte bekaftigen.

26Alle GroRenaufderrechtenSeitesindbekannt!

2lwenn nurvon abhangt,daderSummandn den - und -Komponentemngeradest
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1. im Normalzustand ), d.h.danngibt esauchkeinenMeissnerEffekt, denn
mit —— — ergibt sich

wobeidie ersteldentitat durchpartielleIntegrationfolgt.
2. bei , denn—— far ,da

3. Bei ,d.h.furkleine |, ist® , im Einklangmit der Proportionaliit zwischen
unddemGinzhurg-Landau-Ordnungsparametbr derNahevon  gilt:

undsomitfir denGinzhurg-Landau-Ordnungsparameter

2.7 Phase,Teilchenzahlund Josephson-Effekte
2.7.1 Phaseund Teilchenzahl

Bisher habenwir immer angenommengaf3 reell und positv ist. Dies st
keine Einschénkung,dennfir ein allgemeines gilt nachGleichung(2.8), (2.10)
uncf® (2.11) constmit

Wir fuhrennuneine -Transformatio’ der Elektronenoperatoresturch

DamitlautetderneueOrdnungsparameter

unddertransformierteHamiltonoperator

28Baweis durchEntwicklungvon —— mit furkleine undunterVerwendung/on 1.
29Man beachtedaRin (2.11)bereitsausgenutzivurde,dal  reellist.
30 ist die Gruppederunitaren -Matrizen.

55



Diesist exakt der alte Hamiltonoperatomit reellem , nur mit der Ersetzung . Da

sich unter der unitaren Transformationdie Physik nicht andert,sehenwir, daimano.B.d.A.
wahlenkann.

Waspassierinit denZustanderunterder Transformatior? Der allgemeineGrundzustandautet

dann

mit - — und - — ,d.h. ist die Wahrscheinlichkit, dalRdasPaar

vorhanderist.
Wir wollen nundie mittlere Teilchenzahin diesenZustandenbestimmen.

Damitist , denn und die GroRenordnungler Summewird durchdie Zahl
der Summanderestimmt. Die Teilchenzahlin den Zustinden ist abernicht scharf. Die
Schwankungder Teilchenzahkmgibt sichzu (Aufgabe!)

undist ebenélls . Damitist die relative Schwankung

extremklein.
Wir wollen nunZus&indemit scharferTeilchenzahkonstruierenundzwar durchSuperposition
von Zustindemmit verschiedeneRhasen:

_ (2.38)

Dabeiwerdenin demintegranderwegen
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geradedie Anteilemit  Elektronenherausprojizieft. Die UmkehrungobigerBeziehungst

Somit sind die Zahl und  kanonischkonjugierteVariablen,wie Ort und Impuls.
Damitgeriigensie aucheinerUnsclarferelation

Wenn sehrgrof3ist, konnenwir Wellenpaletewahlen,in denersovohl die relatve Unsclarfe
von alsauchdievon klein( ) sind. In diesentall ist einesemiklassischBehandlung
mit einerHamiltonfunktion unddenHamiltonscherBewegungsgleichungen

sinnvoll. Bei endlichenTemperatureimst durchdie freie Enegie zu ersetzen.

Wie manausdenBewegungsgleichungeersieht;st die Teilchenzahlerhaltung in einem
isolierten Supraleiteraquivalent zur -Symmetrie,d.h. -Unablangigleit, von . Somit
sind zeitablangigePhasernin isoliertenSupraleitermicht beobachtbarDeshalbwerdenwir im
folgendenAbschnittzwei gekoppelteSupraleitetbetrachten Dies fuhrt unszu denJosephson-
Effekten(Josephsoi962,Nobelpreisl973).

2.7.2 Josephson-Effekte

Wir betrachtenm folgenderzwei (identische Supraleiterdie durcheinediinne( A) Isola-
torschichtgetrenntsind (sieheAbb. 2.6). Eine solcheAnordnungheif3tJosephson-&ntaktoder
auchweaklink bzw. Tunnellontakt

Supraleiter 1 Supraleiter 2
N, f, N, f,

Abbildung2.6: Josephson-#&ntakt.

Ein solcherKontaktwird semiklassischeschriebeurcheineHamiltonfunktion

3lwennmandasProdukiin (2.38)ausmultipliziertsiehtman,daRder Termmit ElektronergeradedenFaktor
tragt.
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Die Kopplung zwischerdenSupraleiterrerfolgt durchTunnelnvon Elektroner?. Siehangt

nurvonderDifferenz derPhaserab(undnichtauchvonderSumme ),da
wiedererhaltenist, d.h. :
Mit folgt ausdenBewegungsgleichungen

Es ief3t ein Tunnelstrom

Im folgendenwollen wir annehmendal3 einegerade, -periodische~unktionist, d.h.
und . Dannkodnnenwir Fourierentwickeln
Wir setzeralle Konstanten mit gleichNull. Wir erhaltendannfiir denTunnelstrom
mit — (2.39)

Diesist der Gleichstom-Dbsephson-Eékt Ein Gleichstromiel3t durchdenKontakt,ohnedaf3
ein elektrische®dermagnetischeBbeldangelgt wird.
Die folgendeAufgabezeigteinealternatve HerleitungdesGleichstrom-Josephson4Eektes.

Aufgabe4: Der Gleichstrom-Josephson{ekt

Seien dieWahrscheinlichkitsamplitudereinesElektronenpaaras Supraleiter . Die
Kopplungder Supraleitewverdedurchdie TransferWechselirkung  beschriebend.h.

Essei — . FuridentischeSupraleitelkkonnenwir annehmen.
Leite hierausdie Beziehung fur denTunnelstromah

Im folgendenwollen wir einige experimentelleKonsequenzedesJosephson-Etkts diskutie-
ren.

1. Ein aufgepégterStrom kannals Suprastromd.h. ohneSpannungsahbfl (bzw.
Dissipation)durchdie Isolatorschichtiel3en:

—— zeitunablangig

DieseGleichunghatoffensichtlichnur dannreelleLosungerfir , wenn ist.

32Ein mikroskopischedModell ndet sichin P.G. de GennesSupeconductivityof MetalsandAlloys, S.118.
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SL1

SL2

1|

B

Abbildung2.7: MessungamJosephson-&ntakt.

2. Fur iefdt ein Quasiteilchenstrondurch die Isolatorschicht. Dabei werden
Cooperpaaraufgebrochenes kommt zu Dissipationund man beobachtetinen Span-
nungsalll — . Zusatzlich iel3t einoszillierendeSuprastrom

und der Frequenz

Phanomerwerdenwir gleichgenaueuntersucheifWechselstrom-Josephsonfé&kt).

mit einer zeitablangigenPhase

NocheinigeabschlieBendBemerkungerzum Gleichstrom-Josephson{ekt.

1. Im Magnetfeld,d.h.fur , erfordertdie Eichinvarianz,daf3

wobeiein Integrationswe langsdesTunnelstromgzu wahlenist.

2. BeischwachgekoppeltersupraleitendeiKdrnchensog.granularerSupraleiternyird i.a.
wegenderendlichenKapazitit derKorncheneinequantenmechanischi®echnungiot-

wendig:

elektrostatisch&negie

Als nachstesliskutiererwir denWechselstrom-Josephsonilit. UberdenKontaktin Abb 2.7
seinuneineSpannung angelgt. Die Bewegungsgleichun¢autetdannmit

Somitist

und

t
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(2.40)

Diesist der Wedhselstom-Dbsephson-Eékt Eine berdenKontaktangelgte Gleichspannung
erzeugtinenoszillierenderstromdurchdenKontakt.

Der Wechselstrom-Josephsonté&it kannz.B. zur Bestimmungvon - benutztwerden.
Experimentellist leichter deninversenJosephson-Eékt nachzuweisenDazubringt manden
Kontaktin dasWechselfeldeinesschwingendemMikrowellen-Hohlraumesind mif3t danndie
Strom-Spannungsknlinie. Diese zeigt charakteristisch&tufen, sog. Shapio-Stufen immer
dann,wenndie Frequenz desJosephson-¥thselstromesinemganzzahligeVielfachender
eingestrahltefrrequenzntspricht(Abb. 2.8).

I

>

\Y

Abbildung2.8: Shapiro-Stufen.

2.7.3 Quanteninterferenzund SQUIDs

Fruherhaberwir gesehendal3die Phasendferenzentlangeinesgeschlossenegfreisesderden
magnetischeilu umschlie3tgegebenist durch

wobei  dasFluRquantezeichnetind ist. Der Flul3 setztsichausdemFluf3 durch
aul3erd~elderunddemFlul3der Stromein demKreis selberzusammen.

Wir betrachtemun zwei parallel geschaltetelosephson-&ntakte(sieheAbb. 2.9). Es werde
keineSpannungngelgt. Die PhasendferenzzwischerdenPunktenl und2 entlangdesWeges
durchdie Isolatorschichta (bzw. b) sei (bzw. ). OhneMagnetfeldist

Durchdringtein FluR denKreis, soist

bzw
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I
Abbildung2.9: Zwei parallelgeschaltetdosephson-&ntakte d.h.ein SQUID.

Der StromdurcheinenKontakthatdie Form . Der Gesamtstronst ,also

Wir seheralso,dalRder Strommit demFIluf3 variiert (vgl. Abb. 2.10).Die Stromsérke besitzt
Maxima,wenn— mit ganzzahligem .

| ged

1 2 3 FIF o
Abbildung2.10: Abhangigleit desStromsvom Fluf3.

Die VariationdesStromsmit  ist einInterferenzeekt, analogdemintensits\erlaufbeiLicht-

beugungamDoppelspaltHier handeltessichalsoum einenQuanteninterfeznzefiekt

Eine Anordnungmit zwei Josephson-&ntakten,wie wir sie hier betrachtethaben,bezeich-
netmanals SQUID. Diesist ein Akronym fiir SupaleitenderQuanten-Interfeznz-Detektot.

SQUIDs habengroReBedeutungn der Mel3technik,dennsie erlaubenz.B. hochgenaudles-
sungemagnetischeFliusse.

33Im Englischen:Superconductinguantuminterferencedevice.
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3 Hochtemperatur-Supraleitung

3.1 Uberblick
3.1.1 Historische Entwicklung

Vor 1986 hatman Supraleitungsor allemin Metallenund Legierungengefunden.Die hochste

Sprungtemperaturattebis dahinNb Gemit K, gefundernl973in diunnenSchichten.
1986 habenBednorzund Muller dannmit La Ba CuO den erstensog. Hochtempeatur-
Supmleiter (HTSL) gefundenmit einem  von etwa . Dabeihattensie in dieserArbeit

nur das Verschwinderdes Widerstandesiachgaiesen,den MeissnefEffekt konntensie erst
einigeMonatespaterveri zieren.
DieseEntdeckundhatdanneinestiirmischeEntwicklungentfacht. Dassiehtmanz.B. darandaf}
Bednorzund Mller schon1987 denNobelpreiserhielten. Zum Vergleich: Die BCS-Theorie
wurde1957verdffentlicht,denNobelpreisgabesabererst1972!
SchonAnfang 1987 hatmandannmit YBa Cu O  denerstenSupraleitergefundendessen
mit (far ) oberhalbder Ver tUssigungstemperatwon Stickstof ( )
liegt. Die zur Zeit hochsteanerkannte&Sprungtemperatundet manbei TI BaCaCu O mit

Eine Besonderheitler HTSL ist, dal3sie zu einerganzandererSubstanzklassgetbrenals die
“klassischen”Supraleiter JenachBetrachtungsweiskezeichnemansie als oxidische Kerami-
ken waseherdenHerstellungsprozeBetont,als Kuprate (Verbindungemit Kupferoxid),was
die Zusammensetzurggetont,oderals Perowskite wasdurchdie Kristallstrukturmotiviert ist.

3.1.2 AllgemeineEigenschaften

Die AusgangsmaterialietlerHTSL sindIsolatorengdie eineantiferromagnetisch@rdnungauf-
weisen. Dies ist aul3erstungevohnlich, denni.a. werdenSubstanzendie magnetischordnen
(z.B. Fe)nichtsupraleitend.
Schematiscinat dasPhasendiagrammls Funktionder Dotierung undder Temperatur die
in Abb. 3.1 dagestellteStruktur DabeibezeichnetAF die antiferromagnetischand SL die
supraleitendd’hase.Danebengibt esnoch einenmetallischerBereich. ist die sog. Néel-
Tempeatur, beiderdie antiferromagnetisch@rdnungverschwindet*.  bezeichnetvie immer
die Ubelgangstemperatwum Supraleiter
Unter Dotierung (englisch: doping verstehtman— wie bei Halbleitern— dasEinbringenvon
LadungstagerndurchErsetzenHinzufliigenoderWeglasservon Atomen.

opt D€ZEichnemanals optimaleDotierung Hierist ~ maximal. Die Bereichemit kleinerer
bzw. groRereDotierungals o, bezeichnemanauchalsundedopedbzw. overdoped

34Analog zur Curie-Temperatufiir Ferromagnete.
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Metall

AF

SL

-
L

Xopt Dotierung x

Abbildung 3.1: SchematischeBhasendiagramuger HochtemperatuSupraleiter

3.1.3 SupraleitendeEigenschaften

Im folgendenwollenwir kurz die wichtigstenEigenschaftedersupraleitendeRPhasedlerHTSL
diskutieren. Die auffalligste Eigenschafist natirlich die hoheSprungtemperatur . Esstellt
sichdie Frage,ob diesedurchdie klassischdBCS-Formel erklarbarist.
Eineinteressant®eobachtungst, daf? im Grenzall starler Kopplung( ),
d.h.nimmtdanneinenendlicherWertan. Dieserist tatsachlichdurchausonderGrofRenordnung
der RaumtemperatuwennmantypischeZahlenwertdr ~ einsetzt.Allerdings hattenwir in
derBCS-TheoriezahlreichevereinichendéAnnahmergemachtinsbesonderbeiderAbleitung
derFormelfur . EinedieserAnnahmenwar der Grenzhll schwacherKopplung,d.h.genauer
. Diese Annahmeist bei obiger Argumentatiorsicherlichverletzt. Man siehtaber
qualitatv, dal3eine hohe Zustandsdichte der Elektronenan der Fermikantegut fur ein
hohes ist. Man kannverbesserte -Formeln,z.B.im RahmenderEliashbeg-Theorie(siehe
Kap. 2.4.2),ableiten,in denendie Elektron-Phonon-\&chselirkung direkt*® beriicksichtigt
wird. DieseFormelnlassenan der Bedeutungder Elektron-Phonon-\&chselirkung fur die
HTSL zweifeln,konnensie jedochnichtvollig ausschliel3en.
Als nachstestellt sichdie Frage welchederbekanntercharakteristischekigenschafteriklas-
sischer"Supraleitemannochhatnachweisekonnen?

Wie schonerwahnt: verschwindendewiderstandund MeissnefEffekt

Die Existenzvon CooperpaareriJberExperimenteur FluBquantisierungnddie Josephson-
Effekte ndet manzurachst,daauchin denHTSL Elektronenpaaré& fur die Supralei-
tung verantwortlich sind. Experimentezur sog. Andree/-Stieuungzeigendartiberhinaus,
dalRdie gepaarteeilchenumgelehrtelmpulse haben BeiderAndree/-Streuung
handeltessichumdie Re exion einesElektrons(mit einerEnegie grof3eralsdie supralei-
tendelL icke) ander GrenzschichgzwischeneinemNormal-und einemSupraleiter Dabei

35stattnur indirekt ibereineattraktive Elektron-Elektron-Véchsebirkung
36pzw. Lochpaaresiehespater
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wird im Supraleiterein Cooperpaaerzeugtund dasElektronalsLochre ektiert. Aul3er
demkannmannachweisendaf3sichdie Paarein einem(Spin-)Singlett-Zustante nden.

DerIsotopendkktin denHTSL isti.a. sehrschwach.

Die Enegieliicke ist im Gegensatzzu den bisherbetrachtenFallen nicht konstant,

(sog.s-Wellen-Supaleitung), sondernhat d-Wellen-Symmetrie Dies bedeutet,
dafRder BahndrehimpulginesCoopefrPaaresnicht Null ist, wie wir zum Beispielin der
Aufgabe“Das CooperProblem”angenommeimaben. Stattdessehat der Grundzustand
d-Wellen-Symmetrie: . ManbezeichnesolcheSupraleitedaher
auchalsd-Wellen-Supaleiter.

HTSL sind extreme Typ-II-Supraleiter TypischeGroRenfur YBCO sind A,
Aund A, A, wobeiauf Grundder Anisotropieder Materialien
Koharenzngenund Eindringtiefenvon der Richtungabhlangen.Man siehtaber da3der
Ginzlurg-Landau-Rrametesehrgrol3ist, . Die kleinenKoharenzngenbedeuten
auch,dal3die Cooperpaare denHTSL viel kleinersindalsin klassischersupraleitern.

3.1.4 Normalleitende Eigenschaften

Die undotierterAusgangssubstanzemdsog.Mott-Isolatolen Mott-IsolatorenwarenaufGrund
ihrer Bandstruktur(teilweisegefullte Bander)eigentlichmetallisch. Starle elektronischeKor-

relationendurchgrofReCoulombabstof3unfilhrenjedochzur Lokalisierungder Wellenfunktion
und damit zu isolierendenVerhalten.Wahrendin normalenisolatorendie Stromleitungdurch
das Pauliprinzip verhindertwird, ist esin den Mott-Isolatorendie Coulombwechse&lirkung.
Der Grundfir dasVersagerder Bandtheorigst, daf3die Wechselirkung der Elektronendort
nur grobvereinfachtbericksichtigtwird.

Abb. 3.2 zeigt ein stark vereinfichtesBeispiel fir den Mechanismusgder den Mott-Isolatoren
zugrunddiegt. Der obereTeil der AbbildungzeigteinenZustandin einemhalbgetilliten Band.

SEER N B

Abbildung 3.2: Zum Mott-Isolator: ein halbgefillter Zustand(oben); Elektronenbeegungen
erzeugerboppelbesetzungdinten).
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JederPlatzist durchgenauein Elektronbesetzt Wennsichnun ein Elektronbewegt (Stromlei-
tung!), mu3zwangséu g ein Platzmit zwei Elektronenbesetziverden.Dies kostetauf Grund

derCoulombabsto3ungnegie. Ist diesezu grol3,wird dasSystemisolierend.Wir werdendies
spateramHubbard-Modellgenaueuntersuchen

Durch die Dotierungder isolierenderAusgangssubstanzerdenLadungstagererzeugt. Sind

gerigendvorhandenwird das Systemmetallisch. Im obigenBild 3.2 entsprichtdies einem
ZustandbeidemnichtjederPlatzbesetzist. Dannist eineBewegungderElektronerauchohne
Erzeugungron Doppelbesetzungendglich.

Die Leitungin denHTSL-Substanzeegrfolgti.a. durchLocher, nichtdurchElektronen.Experi-

mentelllaltsichdasVorzeicherderLadungstagerz.B. durchHalleffekt-Messungebestimmen.
Der Normalzustandler HTSL hatzum Teil rechtungevohnlicheEigenschaftenDeshalbkon-

zentriertsich heutzutagein GroR3teilder HTSL-Forschungauf denNormalzustandAus dessen
Verstindniserhoft mansich Einsichtenin denMechanismusierHTSL.

Im folgendersind einigederungevohnlichenEigenschaftemufgelistet.

1. Die Bildung von Streifen(stripes) dasist eineraumlichinhomogenespin-und Ladungs-
ordnung(sieheAbb. 3.3).

LTI antteromagnetische

LETLTE] o

 EENNNNN]
Ladungsordnung
 FENNNNN

T l T l T l T l antiferromagnetische

I .

Abbildung3.3: Bildung von stripes AlternierendeLadungs-und Spinordung.

2. Es zeigensich Abweichungenvom sog. Fermi Ussigleitsverhalten. Fermi Ussigleiten
sinddurchdie Existenzvon Quasiteilcher{Teilchen+ “Wechselirkungswolke”) charak-
terisiert.Im Gegensatadazusindin Luttinger ussiglkeitendie Anregungervonkollektiver
Natur. Als Stichworte seinehier Spinonerund Holonengenannt.

Worin bestehenlie Abweichungergenau?

Die TemperaturakdngigleitdermagnetischeBuszeptibiliat,desHall-Koefzienten
undder NMR-Relaxationsratstimmennicht mit denVorhersageier Fermi Ussig-
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keitstheoridiberein.Soist die NMR-Relaxationsrate- proportionalzu stattkon-
stant,wie vonderFermi Ussigleitstheorievorausgesagt.

Der Widerstandst sehranisotrop.Der Widerstandn denLeitungsebenederHTSL
zeigt eine ungavohnliche Temperaturakdngigleit (bei optimaler
Dotierung), statt wie in der Fermi Ussigleitstheorie. Die -
Abhangigleit kommtdabeivon der Streuungler Elektronenan Phononen.

Man beobachtetinesog.Pseudalidke (pseudo-gap) Dabeihatder Ordnungspara-
metereine endlicheAmplitude fur Temperaturenm Bereich . Man
stellt sichdiessovor, daf3sichbei  bereitsPaarebilden, die abernochnicht kon-
densieren.Dies fuhrt zu einerteilweisenUnterdiickungder niedrigenEnegienin
derZustandsdichtéPseuddlcke).

Auf GrunddieserzahlreicherAnomalienim metallischerNormalzustandind desim wesentli-
chenzweidimensionale@harakterslerLeitungin diesenSubstanzehat Anderson(1987)ver-
mutet,daRderNormalzustandurcheineneuartigegQuanten issigleit, die obenbereitserwahnte
Luttinger Ussigleit, beschriebemwird. Diesewurde urspiinglich von Haldane(1981) zur Be-
schreilungeindimensionalewechselirkenderElektronensystemeingefihrt.

In denletztenJahrennvurdeneineReihevon verwandtenSubstanzennd Effekte entdecktz.B.
Materialienmit Leiterstrukturoderdensog.Spin-Peierlsdbergangin CuGeO (Kupfegerma-
nat).

3.2 Struktur der Hochtemperatur-Supraleiter

In denfolgendenAbschnittenwollen wir unsdie Kristallstrukturund die elektronischeStruk-
tur der HTSL genaueransehen.Wir werdensehendaf3die Kristallstruktur Hinweiseauf die
elektronischestrukturgibt. Aus dieserlassersichdanneinfacheModelle konstruierenyon de-
nenman hofft, daf3sie die wesentlicherEigenschafterder Materialien(alsoinsbesonderéen
Magnetismusinddie Supraleitungpeschreibetkdnnen.

3.2.1 Kiristallstruktur

Die Kiristallstrukturist ahnlich der des PerowskitsCaTiO (Kalziumtitanat). Ein allgemeines
Peravskit hat die Struktur AMO , wobei A ein grol3eresAtom ist (z.B. K, Sr, La) undM ein
Ubelgangsmetall.Die 6 Sauerstdatome,die ein M umgebenbilden ein MO -Oktaeder Die
Oktaedesind tiberdie Eckenvernetzt.In Abb. 3.4wird die typischeKristallstrukturder Perav-
skitegezeigt.

Als nachstesvollenwir unsdie StrukurvonLa CuO genaueanseherfAbb. 3.5).
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Abbildung3.4: Peravskit-Struktur Die SauerstdatomesinddurchschwarzeKreisedagestellt,
die Ubergangsmetallatomiel durchweil3eKreiseunddasA-Atom durcheinengrauerKreis.

Q@

o @
Q @
L N
Can
/
®) / ®
o @

Abbildung 3.5: EinheitszelledesLa CuO . La sinddie kleinengriinen(hellen)Kugeln,Cu die

mittlerenschwarzenund O die grof3enblauenKugeln. Man erkenntdeutlichdie CuO -Ebene
(obenbzw. unten).
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Man erkenntauchhier die CuO -Oktaederder Peravskitstruktur Sie sind tiber Ecken nur in
(a,b)-Richtungvernetzt. In c-Richtungsind sie durch La-Atome getrennt. Dies bedingteine
Schichtstruktuunddie starke Anisotropieder physikalischerkigenschaften.

Die Oktaedesindin c-Richtunggestrecktyasdie Bildung zweiernichtaquivalentetO-Positionen
bedingt.DieseStreckungst dersog.Jahn-Eller-Effekt, derdie eigentlicheMotivationfur Bed-
norzundMuller war, in diesenMaterialiennachSupraleitungu sucher’. DerKristall istin der
tetragonalenPhase Bei tiefen Temperaturemdet maneinenUbeigangin die orthorhombisbe
Phasebeiderdie CuO -Oktaedetleichtum die b-Achseverkipptsind.
DaswichtigsteStrukturelementlesLa CuO ist aberdie CuO -Ebenen derEinheitszelle Man
gehtheutedavon aus,dal3sich die fur die SupraleitungwvesentlichePhysikin diesenEbenen
abspielt.

Wie wir spatersehenwerden kannLa CuO mit Srdotieren,wobeizufallig La -lonendurch
Sr ersetziwerden.

e,
o
e

Abbildung 3.6: Einheitszellenvon YBa Cu O (links) undYBa Cu O (rechts).Die O-Atome
sind durch grof3eblaue Kugeln symbolisiert,Cu durch kleine dunkelgraue,Ba durch mittlere
hellgraueund Y durchdie schwarzeKugelin der Mitte. Man beachtedaRYBCO zwei CuO -
Ebenerpro Einheitszellebesitzt,die durcheineY-Schichtgetrenntsind.

3’Der Jahn-Eller-Effekt verursachhau g einestarke Elektron-Phonon-\chselvirkung.
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YBa Cu O (sieheAbb. 3.6) gehtauseineridealen,auchin c-RichtungvernetztenPeravskit-
strukturhenor, indemmandenSauerstdfehaltvon O nachO vermindert.Dabeiwerdendie
CuO -Oktaederzu CuO -Quadrateroder CuO -Pyramidenverstimmelt(sieheAbb. 3.7). Die
CuO -Quadratesind tiber die Ecken verbundenund bilden so CuO-Kettenin c-Richtung. Im
Gegensatzu La CuO hat YBCO zwei CuO -Ebenenpro Einheitszelle stattnur einer Diese
SchichtersinddurcheineSchichtmit Y getrennt.Man glaubt,dal’3die Sprungtemperaturmso
hoherist, je mehrCuO -Schichterin derEinheitszellesind. Tatsachlichhatdie Substanait der
z.Z. hochsterbekannterSprungtemperatutrei CuO -Schichterpro Einheitszelle.

Abbildung 3.7: Strukturbildvon YBCO, dasdie CuO -Einheitenbetont. Man erkenntinsbe-
sonderedie beidenCuO -Ebenengdie durchdie Grund achender Pyramidengebildetwerden.

Die Ebenensind durch eine Y-Schicht(dunkle Kugeln) getrennt. Die hellen Kugelnsind die
Ba-Atome.

Die DotierungdesYBCO funktioniertetwasandersalsbeimLa CuO . Eswerdenkeine Ato-
me ersetzt,sondernder Sauerstdfiehalt zwischenden CuO -Ebenengeandert. Der Bereich
zwischenden Ebenendient dabeials Ladungseservoir der die fur die Supraleitungnotigen
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Ladungstéagerin denCuO -Ebenerbereitstellt. Abb. 3.8 zeigteineschematisch&trukturvon
YBCO.

CuO, - Ebene Ladungsschicht

CuQ, - Ket\t%\»\g\‘ ﬁ\»\g\‘ Ladungsreservoir

CuO, - Ebene Ladungsschicht

Abbildung 3.8: Schematisch&trukturvon YBCO.

3.2.2 ElektronischeStruktur

AusdenErkenntnisseifiiberdie Kristallstrukturwollenwir im folgenderdie elektronische&struk-
tur derHTSL ableiten.

a)La Sr CuO:

Die folgendeTabellefal3tdie Ergebnissdir die elektronische&strukturzusammen.

Atom | Elektronen| elektron.Kon g. (Atom) | Kristall ( ) | dotiert( )

Cu 29 [Ar] 3d 4s Cu Cu

@] 8 [He]2s 2p @] o ,0

La 57 [Xe] 5d 6s La La

Sr 38 [Kr] 5s - Sr
Im Kristall ( ) nimmt Sauerstdfdie O -Kon gurationan,umeinevolle p-Schalezu errei-
chen.EbensayehtLanthanin dieLa -Kon guration. DannmufRwegenderLadungsneutralit
Kupferin dieCu -Kon guration ibegehen: Cu La O

Cu hatein Lochin derd-Schaleund somit Spin 1/2 (HundscheRegeln). DleserSplnlst far
die antiferromagnetisch®rdnungim Kristall verantwortlich.
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BeiDotierung( ) werderzufallig LadurchSrersetzt Diesegeherin dieSr  -Kon guration
uber Deshalbgibt eswenigerElektronenin denCuO -Ebenend.h. esliegt Lochdotierungvor.
Im Prinzipgibt eszwei Moglichkeiten:

1. Cu Cu : In diesemFall wareCu in einer3d -Kon guration, d.h. eshatte zwei
Locherin derd-Schale Diesist aberwegender starken CoulombabstoRungwischenden
beidenLochernenegetischsehrunginstig.

2.0 O : Sauerstdfgehtin die 2p -Kon guration, d.h.esgibteinLochin derp-Schale.
InsgesamhatmanwiederzweiLocher(einesamO undeinesamCu), aberin verschiede-
nenSchalenDieseSituationist enegetischwesentlichgiinstiger

b) YBa Cu O

Die folgendeTabellefal3tdie Ergebnissdir die elektronische&strukturvon YBCO zusammen.

Atom | Elektronen| elektron.Kon g. (Atom) | Kristall ( ) | dotiert( )
Cu 29 [Ar] 3d 4s Cu (Ebenen)| Cu (Ebenen)
Cu (Ketten) | Cu  (Ketten)
O 8 [He]2s 2p O o ,0
Y 39 [Kr] 5s 4d Y Y
Ba 56 [Xe] 6s Ba Ba
Im Kristall ) gehenY,BaundOindieY ,Ba undO -Kon gurationeniiberumvolle

SchaleranzunehmerDamitbleibtfur KupferwegenderLadungsneutralitnur die Moglichkeit
derCu -Kon gurationin denEbenerundderCu -Kon gurationin denKetten:

Cu Cu Y Ba @) .
Wie beiLa CuO istdasLochin derd-Schald€ur die antiferromagnetisch®@rdnungverantwort-
lich.

Bei Dotierung( ) wird der Sauerstdfjehaltin denLadungsresenirs geandert. Die neu-
enO entfernerElektronenausdenCuO -Ebenend.h.wiederLochdotierung.Diesist etwas
detaillierterin Abb. 3.9 dagestellt. Solangedie Dotierungnicht sehrhochist, gibt eseinzelne
O-Atome (untereReihe). Diesekdonnenjeweils ein Elektronvon ihrem linkenund rechtenCu-
Nachbarraufnehmengie dannin Cu  Ubegehen.In diesemFall ndet nochkeineDotierung
derCuO -Schichtstatt. HabensichdaggienschonCuO-Kettenfragmentgebildet(obereReihe),
sokannO nur ein Elektronvon einemder Nachbarrbekommen,dadiesenur ein Elektronab-
gebernwollen.Umin dieO -Kon guration iberzugehemerotigt dasO ein weiteresElektron.
Dieskommtausder CuO -Ebeneundfuhrtdortzur Lochdotierung.
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Abbildung 3.9: Veranschaulichunder Dotierungvon YBCO.

3.3 Mikr oskopischeModelle der CuO -Ebenen

Vielesdeutetdaraufhin, dal3die (dotierten)CuO -Ebenenfir die Supraleitungverantvortlich
sind. Mit denbishergevonnenertrkenntnissetriiberdie elektronischestrukturder HTSL wol-
lenwir ein einfacheamikroskopischesModell zu derenBeschreiling ableiten.Hierbeimachen
wir die folgendendrei Annahmen:

1. Alle relevantenSpin-undLadungsfreiheitsgradgtzenin denCuO -Ebenen.

2. Magnetismusund HTSL sind eng verwandtin dem Sinne,dal3die Elektronen,die den
Magnetismuwerursachemguchfirr die Supraleitungrerantwortlich sind.

3. Die dominierendemVechselirkungensindabstoRendinddie Teilchenhochlorreliert.

Ein mikroskopischedModell muf3naitirlich die Strukturder Elektronenorbitaldericksichtigen.
Die d-OrbitaledesKupfersunddie p-OrbitaledesSauerstds hybridisieren.Die dreirelevanten
Orbitalefur die Hybridisierungsind das3d -Orbital desCu und die 2p und 2p -Orbitale
desSauerstdb. Die LageundtypischeForm dieserOrbitaleist in Abb. 3.10dagestellt.

3.3.1 1-Band-Hubbard-Modell

Die einfachstaNaherungzur mikroskopischerBeschreibingbestehtlarin,nur ein hybridisiertes
Orbital 3 -2p , dasam Cu-Atom lokalisiertist, zu bericksichtigen.Der Effekt desSauer

stoffs wird hier vernachéssigt.er stelltlediglich Orbitalefur die Hybridisierungzur Verfugung.
Ein solchesMlodell wurdezuerst1987von AndersornvorgeschlagenDie Dynamikder Elektro-

nenbzw. Locherwird dabeivom sog.1-Band-Hubbard-Modebeschrieben:
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Abbildung 3.10: Veranschaulichunder hybridisierender®rbitalein denCuO -Ebenen.

(3.1)

Dabei erzeugt(bzw. vernichtet)der Operator  (bzw. ) ein Loch mit Spin im Orbital
desi-ten lons. Die Operatoremeriigenkanonischem\ntivertauschungsrelationen

. Der zugelorige Teilchenzahloperator hatdie Eigenwerte  undzahltdie
ZahlderLochermit Spin  amPlatz .
Der ersteTerm in (3.1) beschreibtdasHupfenvon Teilchenauf einenNachbarplatz. wird
deshalbauchals Hupfamplitudebezeichnet.Der zweite Term st ein Karikatur der Coulomb-
wechselirkung. Zwei Teilchenspiren diesenur, wenn sie sich am gleichenPlatz be nden
(Doppelbesetzung Die TeilchenmiissendannwegendesPauli-PrinzipsSpin - und haben.
DerOperator zahltdie ZahlderDoppelbesetzungeaamPlatz undhatnurdanneinenvon
Null verschiedenelert, wenndortzwei Teilchensitzen.
Wir werdenuns spater genauemit dem 1-Band-Hubbard-Modelund seinenEigenschaften
besclaftigen. Es ist nicht klar, wie einschneidendlie NaherungenKarikatur der Coulomb-
Wechselvirkung, Sauerstdfnichtvoll bericksichtigtetc.) sind. Trotzdemist eineUntersuchung
diesesstarkvereinfichtenModells extremschwierig.

3.3.2 3-Band-Hubbard-Modell

Im folgendenwollen wir ein etwasdetailliertesModell zur Beschreimngder CuO -Ebenerfor-
mulieren.Dabeihabenwir immerdie Situationim La  Sr CuO im Hinterkopf. In diesende-
taillierterenModell soll nunauchdasSauerstdfp-Orbital, dasja bei Dotierungein Loch entralt,
explizit bericksichtigtwerden. Wir missendaherzwei Erzeugungs-/grnichtungsoperatoren
einfuhren. NebendemOperator , dereinLochim -Orbital desKupferionsam Platz
erzeugtberdtigenwir einenOperator , dereinLochim - oder -OrbitalsdesSauerstof
onsamPlatz erzeugtDie OperatoremgeriigendeniblichenfermionischerAntivertauschungs-
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relationen.Untereinandevertauschesieaber d.h.z.B.
Wir gebemundirekt denHamilton-Operatodes3-Band-Hubbard-Modellan:

(3.2)

Dabeisind die Gesamtteilchenzahloperatoriem -Orbital ( ) amPlatz

. Abb. 3.11veranschaulichdie bericksichtigtenWechselirkungen.Die erstenbeidenTerme
in (3.2) beschreibemasHupfenvon Locherzwischenden p-Orbitalen( ) bzw zwischenp-
Orbitalenund dem -Orbital desKupfers(Hybridisierungvon - und -Orbitalen).
Die nachsterdrei Termebeinhaltenwiederdie Coulombabsto3ungnd zwar zwischenLdchern
in einemp-Orbital( ), Lochernim -Orbital ( )undLocherndie sichin verschiedenen
Orbitalenbe nden (). Die letztenbeidenTermeschlie3lichentsprechemlem chemischen
Potentialundgebenan,wieviel Enegie ( bzw. ) notig ist,umein Lochim p- bzw. d-Orbital
zu erzeugen.In derfolgendenTabellesind typischeWerte fir die Wechselirkungsparameter

& & Zhang-Rice

A =77 ~~_ g Singlet

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 3.11: Wechselirkungenim 3-Band-Hubbard-Modelund Veranschaulichunges
Zhang-Rice-Singletts.

(in eV) zusammengestellt:

05/065|13-15|8.8-105|4-6

Dabeiist . Die Coulombabsto3ung zwischenverschiedenep-Orbitalen(siehe
Abb. 3.11)ist verschwindendtlein undin (3.2) schonnicht berticksichtigtworden.

74



Da ist, wird dasersteLoch bevorzugtdasd-OrbitaldesCu besetzenDiesist genaudas,
wasmanauchbei denundotierterKupratenbeobachtetDa ist, be ndet mansichim
Grenzhll starker Kopplung.Neuel 6chergehendannbevorzugtin die p-Orbitaleam Sauerstdf
wie in dendotiertenKupraten.

Da offensichtlichder Grenzall starler Kopplungrelevantist, stellt sich die Frage,ob mandas
3-Band-Hubbard-Modelereinbichenkann. Genauer:Kann das3-Band-Hubbard-Modeltu
einemeffektiven 1-Band-Modellreduziertwerden?

Ein moglichesSzenariowurde von Zhangund Rice (1988) vorgeschlagen.Sie betrachteten
ein Loch im p-Orbital. DessenSpin kann parallel (Triplett) oder antiparallel(Singlett) zum
Loch am Kupfersein. Im Starklopplungslimesabensie im Rahmeneiner Storungstheorie.
Ordnunggefunden,dal3die Enegie desSinglettsniedrigerist. Diesesbezeichnemandaher
auchals Zhang-Rice-SinglettMan stellt sich vor, daRdie Hybridisierungder Cu-O-Orbitale
dazufuhrt, daRein durch Dotierungam Sauerstdferzeugted.och starkan daszentraleCu -
lon gelundenwird und dabeimit diesemein Singlettbildet. Die BewegungdiesesSinglettsist
sehrahnlichder einesLochesin einem1-Band-Hubbard-Modelinit starker Wechselirkung.
Dies siehtman,wennmanein effektivesModell ableitet,indemmandasurspiinglicheModell
aufdenUnterraumdesZhang-Rice-Singlettbeschankt. Dadurchwerdendie Sauerstdflonen
“ausintggriert” und man erhélt eineneffektiven Hamiltonoperatoauf demzweidimensionalen
Quadratgitteder Cu-lonen:

- (3.3)

mit , d.h.eswird nur ein Teilchenmit Spin amOrt erzeugtwenndort
nicht schonein Teilchenmit Spin  sitzt. Die geschiingeltenOperatorerverhindernalsodie
Erzeugungvon DoppelbesetzungenDasselbetun die Operatoren , die auf den Unterraum

ohneDoppelbesetzungerojizieren. istderTeilchenzahloperat@mPlatz . Die
Spinoperatoren lassersichdurchdie Pauli-Matrizer®® ausdiicken: -
Dabeiist . Speziellist - und :

Daseffektive Modell (3.3) wird auchalst-J-Modell bezeichnetEswurdevon Andersonschon
vorher zur Beschreilnng der Kupratevorgeschlagen.Wir werdenspater sehen,dal3 sich das
t-J-Modellauchausdem1-Band-Hubbard-Modeherleitenl aft.

3.4 DasHubbard-Modell und seineVerwandten
3.4.1 Herleitung desHubbard-Modells

Im folgendenwollen wir das Hubbard-Modellaus dem bekanntenHamiltonoperatorfir die
Wechselirkung von Elektronenmit dem Potential einesortsfesterionengittersherlei-

38
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ten. Die Elektronenuntereinandestol3ensich mit der Coulomb-Wechselvirkung
—— ah In zweiterQuantisierundmit denFeldoperatoren ) lautetder Hamiltonoperator
dann:

— (3.4)

GenalldemBloch-Theoremspaltetdasfreie elektronischeBand —— unterdemEin uf3
desperiodischerPotentials in unendlichviele Bandermit Blochfunktionen  auf. Aus
diesererhalt mandanndie WannierFunktionen

__ (3.5)

dieamPlatz lokalisiertsind. istdie ZahlderGitterplatze.Nunde nierenwir die Erzeuger
von Elektronenin einemWannierOrbital:

(3.6)
mit derUmkehrung
(3.7)
Der auf dieseGitterbasigransformierteHamiltonoperatolautetdann:
(3.8)
mit denMatrixelementen
— (3.9
und
(3.10)

Bis hierhinhabenwir keinerleiNaherungemgemacht.im folgendenwollen wir abereinigever-
einfachendemmAnnahmenmachen(Hubbard1963). Zunachstseinur ein Band relevant. Wir
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konnendanndie Summeniber , etc.weglassengbensalenBandinde selbst. Fernerwol-
len wir annehmengdal es sich bei diesemBand um ein s-Bandhandelt. In diesemFall ist
nur eine FunktiondesAbstandegler Platze und undzeigtkeine Richtungsabéngigleit:

. Der Hamiltonoperato(3.8) vereinfichtsichdannzu

(3.11)

Im allgemeinerfallen die Matrixelementeschnellmit groRerwerdendemAbstand
ah Daherkannmansichin (3.11) auf die Wechselirkung zwischennachsterNachbarn
beschanken:

(3.12)

mit denAbkiirzungen

(3.13)

Die Teilchenzahloperatoren , unddie Spinoperatorehabenwir bereitsam Endevon Ab-
schnitt3.3.2gegeben.
(3.12)wird auchalsverallgemeinertegiubbaid-ModellbezeichnetNebendemHupfterm und
derCoulomb-Wechselvirkung  zweierTeilchenamgleichenPlatz,dersog.on-siteCoulomb-
Wechselirkung, beeinhaltedasModell weitere Wechselirkungsterme. ist die Coulomb-
WechselirkungzwischenreilchenaufNachbarphtzen. wird alsbond-chage-Wechselirkung
bezeichnet.Es entsprichteinem Hupfterm, bei demdie Hupfamplitudevon den Besetzungs-
zahlender beidenPlatzeabhangt. bezeichnedie Spin-Spin-Wchselirkung benachbarter
Teilchenund ist ein Paartupfterm, bei demein Elektronenpaaxon einemPlatz zu einem
Nachbarplatspringt.
Das verallgemeinerteHubbard-Modellhat also vier Zustindepro Gitterplatz : leer, einfach
besetzinit einemElektronmit Spin , einfachbesetzmit einemElektronmit Spin  unddoppelt
besetzmit zwei Elektronen(Spin  und ).
Eine Abschatzungder Matrixelementdiir Ubelgangsmetalléefert (Hubbard1963): :

, : und . Manvernachéssigtdaheri.a. alle
TermeaufRerder On-Site-Coulombwechsgirkung  und dem Hiipfer?® . Diesist danndas
eigentlicheHubbad-Modell

39Diesesbrauchtmannaitirlich, um die relevantePhysikkorrektzu beschreiben.
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3.4.2 Symmetrienund einfacheGrenzfalle

Im folgendenwollenwir daseigentlicheHubbard-Modell

(3.14)

auf Symmetrierhin untersuchen.
Zunachstpruft manleicht nach,dalder Hamiltonoperatol3.14) mit dem Teilchenzahlopera-

tor fur Teilchenmit Spin  vertauscht.Die Gesamtteilchenzahl
ist alsoaucherhalten. Ebensoist der Gesamtspin erhalten,insbesonderalsodie
z-Komponente - . Im allgemeinernverwendetman daherals typischeEr-
haltungsgdl3enzur Charakterisierunglie Teilchendichte und die Magnetisierung
Eine weiterewichtige Symmetrieist die unter Spin-Flips . Man kanndahero.B.d.A.
annehmengaf3 ist. Auf bipartitenGitterrf® kommenweitere Symmetrierhinzu. Soist
dasEnegiespektrumnvariantunter , d.h.wir kbnneno.B.d.A. annehmenDies
siehtmanmit Hilfe derkanonischeransformation

falls

falls

Schliel3lichgibt esaufbipartitenGitternnochdie wichtige Teilchen-Lot-Symmetrie

falls
falls

mit

Der Hamiltonoperatotransformierisichdabeifolgendermalien:

, d.h. esentstehtoei der Transformatiomochein chemischer
Potentialternundeineadditive Konstante Auf GrundderTeilchen-Loch-Symmetrikonnenwir
unsbeiderUntersuchungufdenBereich beschankerf.

Wir wollen nun zwei einfache Grenztlle des Hubbard-Modellsuntersuchengie aberschon
Aufschluf3uiberdaszu erwartendeverhaltengeben.

Im Fall ist keine Bewegungder Teilchenmoglich, sie sind praktischanihre Gitterionen
gelunden.Man sprichtdaherauchvomatomaenLimes DaderFall aguvalentzu —

ist, bezeichnemanihn oft auchals Starklopplungslimes

Die Eigenzushndekdnnennunsofortanggebenwerden:

(3.15)

49d.h. Gittern, die in zwei Untemitter A und B zerfallen, so daBjeder Platzin A nur NachbarnausB hatund
umgelehrt
41Die maximaleDichteist , wennalle Platzedoppeltbesetzsind.
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Dabeiist  wiederdasVakuum (leeresGitter), gekennzeichnetlurch fur alle
und . istderGitterplatz,auf demdas -te Teilchensitzt. DiesesTeilchenhatdenSpin
ManbeachtedalRdie nichtalle verschiedeseinmissendaGitterplatzeauchdoppeltbesetzt
werdenkonnen. In diesemFall miissensich die Teilchennatirlich wegen desPauli-Prinzips
in ihrem Spin unterscheidenDie Zahl  der Doppelbesetzungemestimmtdie Enegie
desZustandeg3.15): . Im Grundzustananuf3 daher(fur ) die Zahl der
Doppelbesetzungeminimal sein. Fur Dichten existierenZustindemit unddie
Grundzustandsergieistin diesentfall . Fur lassersichDoppelbesetzungericht
vermeiderundwir haben . In allenFallenist der Grundzustandhochentartet.
Ist manz.B. bei Halbfullung , Soist im GrundzustangederPlatzgenaueinfachbesetzt.
Der Spin jedesTeilchensist aberbeliebig, so dalRder Grundzustand -fachentartetist. Da
die Teilchensich nicht bewegenkonnen,existierenkeine stromtragende@dustnde. Fur
beschreibtlasHubbard-Modelklsoeinenlsolator

Far ist die Zahl der Doppelbesetzungekeine ErhaltungsgdRe. Ein weiterereinfacher
Grenzall ist jedochder Fall freier Fermionengd.h. . Hier lal3tsich der Hamiltonoperator
durcheineFouriertransformation

diagonalisierenDiesliefert dann

mit

mit : bezeichnetlabeialle NachbarphtzedesPlatzes . Speziellfur eineeindi-
mensional&Ketteerhalt man und auf demzweidimensionaleQuadratgitte?

Im Grundzustandverdennun sukzessie die niedrigstenEnegien besetzt. Es existieren
stromtragend@nregungenfur beliebigekleine Anregungsenegien. Wir habenesalsoim Fall
mit einemLeiter zu tun.
Obwohl beideGrenztlle sehreinfachsind (einmalim Ortsraumund einmalim Impulsraum),
ist die exakte LosungdesHubbard-Modellamit nur in einerDimensionmoglich. Im
allgemeinerfall wird die Physikdurchdie Konkurrenzvon kinetischertEnegie und potentieller
Enegie bestimmt. Bei Halbfilllung gibt es den friiher schonerwahntenMott-Ubergang d.h.
einenMetall-IsolatorUbemgangauf Grund der Coulombwechsetirkung. Bei — ist das
Hubbard-Modelleitend,bei — isolierend.Es gibt alsoeinenkritischenWert , beidem
ein Metall-IsolatorUbeigangstatt ndet. Die exakte Ldsungin einerDimensionliefert
In hdherenDimensionernst sehrwahrscheinlich

42Wir nehmerjeweils an,daRdie Gitterkonstante ist.
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3.4.3 Verwandte Modelle

Far — sind Doppelbesetzungeanegetischsehrunginstig. Es liegt dahernahe,diese
storungstheoretiséfl zu eliminieren, um so einen effektiven Hamilton-Operatorfiir den Fall
starler Kopplungzu gewinnen. Dies lal3tsich z.B. durch eine kanonischelTransformatiommit
einemantihermitesche®perator (mit erreichen:

Wir spaltenzunachstdie kinetischeEnegie aufin , wobei (bzw, )
die Zahl derDoppelbesetzungeindert(bzw. nichtandert).Manwahltnun so,dal3
ist. Auf dieseWeisehatmanim transformierterHamilton-Operatodie Doppelbesetzun-

genin ersterOrdnungeliminiert: — mit

— (3.16)
mit , —. bezeichnetlenhermiteschkonjugiertenOperatorund
in sind und Nachbarrvon . Der letzte Terminvolviert drei verschieden®latze. Er
ist proportionalzu — und der Dotierung undwird deshalbweggelassenDie beiden

Ubrigbleibendedermesindgeradedas - -Modell:

- (3.17)

wobei wiederaufdenUnterraumohneDoppelbesetzunggmrojiziert. Das - -Modell hatim
Gegyensatzum Hubbard-Modellalso nur nochdrei Zustandepro Gitterplatz: leer und einfach
besetztmit oder . Esbeschreibfur — die effektive Niedrigenegiephysikdes
starkloppelnderHubbard-ModellsMan betrachteesohnedieseEinschénkungan aberauch
als selbstindigesModell. Esist allerdingsnicht exakt losbar Selbstin einer Dimensionkennt

mandasSpektrumexakt nurandenspeziellerPunkten , WO einezusatzlicheSymmetrie
(Supersymmetriequftritt.
Bei Halbfullung konnendie Elektronenim - -Modell nicht mehrhupfen. Wir haben

esalsomit einemModell lokalisierterSpinszu tun. Das - -Modell reduziertsich dannzum
Heisenbeg-Modelf4:

(3.18)

43K leine Beimischungersind notwendig,um kinetischeEneigie zu gewinnen.
“4far : antiferromagnetischddeisenbeg-Modell; fur : ferromagnetischeldeisenbeg-Modell
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wobeiwir die additive Konstanteveggelassehaben.DasHeisenbeg-Modell hatnurnochzwei
Zustindepro Gitterplatz.Esist aberauchnurin einerDimensionexakt|osbar
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Anhange

A Erganzungen
A.1 Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Ausgangspunkist dersog.Frohlich-Hamiltonopeator (im Impulsraum)

(1)

Der ersteTermist die kinetischeEnegie der Elektronen.Der zweite Term beschreibt
die Phononerund der letzte Term stellt die Wechselirkung zwischenElektronenund
Phononerdar Wir habendenSpinindex andenElektronenerzeugerfbzw. -vernichtern)
(bzw. ) weggelasserdaer fiir die folgendenUberleggungerkeineRolle spielt. Die Operatoren
(bzw. ) sindPhononenerzeug@ozw. -vernichter).
Wir machennun folgendeNaherungen:1) ist konstantund reell; 2) Die Elektron-
Phonon-VWéchselvirkung ist schwach,d.h. koppeltnur schwachan
mit derKopplungslkonstanten .
Als nachstedihrenwir nun eine Storungsentwicklungnach  durch, um so eine effektive
Elektron-Elektron-Véchselvirkungabzuleiten Dazumacherwir einekanonisch&ransformati-
on - undwahlendabei so,dal3
wird. Dannerhalt man:

DerTerm- ist die gesuchteelektron-Elektron-Véchselvirkung

bezeichnetmanauchals PseudopotentialMan sieht,daf3 tatsachlich
attraktv ist, falls ist.

B Losungender Ubungsaufgaben
B.1 Aufgabe?2 (Kap. 1.3.1)

AulRerhalldesSupraleitersst wieder . Der Streifenliegeparallelzur ~ Achsezwischen
und . Im Supraleiteqilt die London-Gleichung

Die allgemeind_osunglautet
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wobeidie Konstanten und durchdie Randbedingungen

bestimmtwerden.Damit ergibt sichdannalsEndegebnis
far -

far -

B.2 Aufgabe3 (Kap. 2.1)

a) Die SchibdingerGleichungfur zwei Elektronenautetim Ortsraum:

Einsetzerder Fouriertransformatioron ergibt:

mit . Diessetzerwir nunin die SchibdingerGleichungeinunderhalternach
Fouriertransformation

Dabeihabenwir die bekanntddentitat —— benutzt.

b) Auf GrunddesPauli-Prinzipsist derBruchteil ( =Fermifunktion)aller Zustandein der
Enegieschale schonbesetztFir sehrkleine Temperatureimst

far
far

Fur die Wechselirkungist nureineEnegieschalalerDicke (  =Debye-Frequenz)
relevant. Als Vereinichungnehmerwir an,daf} dortkonstanist.
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c) Mit — gilt far

bzw

Nachlintegrationtuber folgt

undsomit
d) Da ist, folgt
Aul3erdenmilt

mit einerKonstanten . DamitexistierteineLosungfir

e) Fur habenwir:

Hierausergibt sich mit

undsomit

Im Grenzhll schwacherKopplung( ) ist unddeshalb
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