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Vorbemerkungen

Die vorliegendeAusarbeitungdesSkriptszurVorlesungTheoretischeFestk̈orperphysikII orien-
tiert sichamVorlesungskriptvon Prof.Zittartz. Für denAbschnittübermikroskopischeTheorie
hataußerdemderArtikel vonG.Eilenbergerin der19.IFF-FerienschuleSupraleitung(1988)der
KFA Jülich alsQuellegedient.TeiledesKapitelsüberHochtemperatur-Supraleitungorientieren
sich an demBuch QuantumElectron Liquids and High-

���

Superconductivityvon J. Gonźalez,
M.A. Martin-Delgado,G.SierraundA.H. Vozmediano(SpringerLectureNotesin Physicsm38).
SpeziellereLiteraturhinweisewerdenandenentsprechendenStellenim Text gegeben.

Zur Notation:Vektorenwerdenim Fettdrucknotiert,z.B. � statt
�

�

.

Ich dankeFrankBrücherfür dieAnfertigungdiverserZeichnungen.Dr. MarkusGrüninger(Abb.
1.1,1.2,3.6,3.7,3.9,3.11)undPriv.-Doz.Dr. GötzUhrig (Abb. 3.5)habenmir freundlicherwei-
seAbbildungenzur Verfügunggestellt. Weiterhindanke ich Erik Bartel,Marc André Ahrens,
AndreasKemperundCorinnaKollath für dieDurchsichtdesManuskripts.

DasSkript wird laufendüberarbeitetundergänzt.Der AusarbeitungszustanddereinzelnenAb-
schnitteist nochsehrunterschiedlich.EinigeAbschnitteenthaltennebenAbbildungenundden
wesentlichenFormelnnurkurzeStichworte.Auchsollenin ZukunftmehrÜbungsaufgabenund
KurzzusammenfassungenderwichtigstenResultatefür die einzelnenKapitelhinzukommen.

Für FehlermeldungenundVerbesserungsvorschl̈agebin ich jederzeitdankbar. Siekönnenauch
peremailanmich (as@thp.uni-koeln.de ) geschicktwerden.
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1.3 PḧanomenologischeElektrodynamik(London,Pippard). . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.1 London-Beschreibung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.2 Pippard-Beschreibung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.4 Ginzburg-Landau-Theorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.5 Typ-II-Supraleitung,Flußquantisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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A. Supraleitung

1 Grundlagen

1.1 Experimenteller Befund

1.1.1 VerschwindenderWiderstand

EinegroßeKlassevonMetallenundLegierungenhabenunterhalbeinercharakteristischenTem-
peratur

� �

(kritischeTemperatur oderauchSprungtemperatur) keinenelektrischenWiderstand,
d.h. eineunendlicheLeitfähigkeit (KamerlinghOnnes,1911). DieseEntdeckungwurdedurch
bedeutendeFortschrittein derKühltechnikermöglicht. Sowar esKamerlinghOnnes1908ge-
lungen,Heliumzuver� üssigen.Abb. 1.1zeigtdieOriginaldatenderMessungenanQuecksilber
(Hg). DerVorteil von Quecksilberist, daßessichrelativ einfachin reinerFormherstellenläßt1.

Abbildung 1.1: Originaldatenvon KamerlinghOnnesfür denWiderstandvon Quecksilberals
FunktionderTemperatur.

Nicht supraleitendwerdentypischerweiseeinwertigeMetalleundmagnetischordnendeMetal-
le. Oft sinddie Eigenschaftenabḧangigvon derKristallmodi�kation. EineeinfacheFaustregel
besagt“SchlechteNormalleitersindguteSupraleiter”.
Abb. 1.2zeigtdieEntwicklungdermaximalenSprungtemperaturen.EinigeZahlenwertesindin
Tabelle1 zusammengestellt:

1Wir werdensp̈atersehen,welcheEin�uß VerunreinigungenaufdiesupraleitendenEigenschaftenhaben.
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Abbildung1.2: Rekordefür die Sprungtemperaturen.

Substanz
� �

[K]
Hg 4.2

Nb� Ge 23.2
La����� Ba� CuO� 30
YBa� Cu� O��� � 92

Tl � Ba� Ca� Cu� O	�
 134

Die Hochtemperatursupraleiter geḧorenzu eineranderenSubstanzklasseals die “klassischen”
Supraleiter. Es handeltsich um Kuprate, d.h. Verbindungenmit Kupferoxid, bzw. oxidische
Keramiken.Wir werdendaraufin Kap.3 genauereingehen.
Bei

� �

tritt keine Struktur̈anderungoder Änderungder Gittereigenschaftenauf. Dies ist ein
starker Hinweisdarauf,daßessichbei demÜbergangin densupraleitendenZustandum einen
elektronischerÜberganghandelt. Da die MaterialienMetalle sind, handeltes sich um einen
ÜbergangderLeitungselektronen.
Aus demOhmschenGesetz

��
����

folgt, daß
��
��

im Supraleiterseinmuß,wenn �




const
ist.
AusderMaxwell-Gleichung�����

��
��

	

��� �

�"!

folgt, daß�




const,alsozeitunabḧangigist.

Folgerung:BetrachteSupraleiterunterhalbvon
���

. NachdemEinschalteneinesMagnetfeldes
bleibt �


#�

im InnerendesSupraleiters(sieheAbb. 1.3).
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Abbildung1.3: Magnetfelddringtunterhalbvon
���

nicht in Supraleiterein.

1.1.2 Meissner-Effekt

DaseigentlicheCharakteristikumderSupraleitungist nichtdieunendlicheLeitfähigkeit,sondern
derMeissner-Effekt(Meissner, Ochsenfeld,1933):
Metall im Magnetfeld � Abkühlungunter

� �

� magnetischerFluß wird ausdemSupraleiter
verdr̈angt,d.h. �


 �

im Supraleiter(sieheAbb. 1.4)
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Abbildung1.4: Meissner-Effekt

Diesist eineVerscḧarfungderAussage�




constzu:

�


#�

im Supraleiter

Bemerk.:DieseEigenschaft�

��

gilt strengnur für sog.Typ-I-Supraleiter. Typ-II-Supraleiter
zeigennureinenpartiellenMeissner-Effekt (siehesp̈ater).Weiterhingilt �


 �

nur in unendlich
ausgedehntenSupraleitern;in endlichenSystemenbeobachtetmanein partiellesEindringenin
derNähederOber�ächen( � Eindringtiefe).
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1.1.3 Kritisches Feld

SupraleitenderZustandexistiertnurunterhalbeineskritischenäußerenFeldes:
����� ��� ��� � ��� � �	�

� �
� ���

ist i.a. geometrieabḧangig.

EinfachsterFall: LangersupraleitenderZylinder (keineEntmagnetisierungseffekte)

H

Abbildung1.5: SupraleitenderZylinder im Magnetfeld

EmpirischeFormel:
� ��� ���

� ���

�

�



� ���

�

� ���

�

(experimentellnicht ganzbesẗatigt)

T

H

T

Hc

c

(T)

Supraleiter

Normalleiter

Abbildung1.6: PhasendiagrammeinesTyp-I-Supraleiters.

Phasendiagramm(sieheAbb. 1.6):
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�

�
 �

: Wenn
�

�

� ��� ���

, danndringt Magnet�uß schlagartigein, d.h.bei
�

�
 �

liegt ein
Phasen̈ubergang1. Ordnungvor.

�


#�

: Phasen̈ubergang2. Ordnung

Sp̈aterwerdenwir sehen,daßdiesesBild für Typ-II-Supraleiterverfeinertwerdenmuß.

1.1.4 Unendlich langlebigeStröme,Flußquantisierung

Wir betrachteneinensupraleitendenRing oberhalbvon
���

im Magnetfeldsenkrechtzur Ring-
� äche.

H = 0

Abbildung1.7: SupraleitenderRing im Magnetfeld
���

�

bei
��� � �

.

Bei Abkühlungauf
��� � �

wird FlußausdemRing verdr̈angt.SchaltetmandanndasMagnet-
feld

�

ab, bleibt eingefangenerFluß im Ring hängen,da kein Fluß durchdensupraleitenden
Ring hindurchtretenkann. Der eingefangeneFlußwird durcheinenunendlichlanglebigenSu-

H = 0 T < Tc

Abbildung1.8: SupraleitenderRingbei
��� ���

und
�


#�

.

prastrom(Dauerstrom)im Ringaufrechterhalten.
In Experimenten�ndet mantats̈achlichLebensdauern,diegrößerals

� ���

Jahresind.
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DereingefroreneFlußist quantisiert:

�


����


 ��� �

�





	��


�

�

d.h.
�


�
����

����� � �

���

Gausscm
�

(Flußquant,Fluxoid)
(Experimente:Deaver/FairbankundDoll/Näbauer, 1961).
Bem.:Anwendungz.B. in SQUIDs (sieheKap.2.7.3).

1.1.5 Spezi�scheWärme

Wir betrachtenim folgendendenFall einesverschwindenden̈außerenMagnetfeldes
�


#�

. Da
wir esmit Festk̈orpernbei tiefenTemperaturenzutunhaben,gilt in guterNäherung���




���




�

(thermischeAusdehnungvernachl̈assigbar).

c

TcT

c

A

B
n

sc

Abbildung1.9: Verlaufderspezi�schenWärme.

Messungenderspezi�schenWärmezeigenfolgendecharakteristischeEigenschaften:

� Sprungin derspezi�schenWärmebei
���

: ���

� � �	�

�

�! 

� � �	�



�

��" #%$&#('

�

#�

� Für
�

�

�

: �(�*),+

�&-�.0/0132

#

� HinweisaufLücke
�


 im Anregungsspektrum

� Für
� � � �

: �! 4)

�

, typischfür Metalle

Da essichum einenPhasen̈ubergang2. Ordnunghandelt,gilt 56 

� � �	�




5��

� � �	�

. Außerdemist
naẗurlich 57 

�

�

�




5��

�

�

�

. Da �




�

��8

�

#

und �9 linearin
�

ist, ist 5: linearin
�

.
Esgilt:

� 


5��

� � �	�

�

5: 

� � �	�


<;
#('


>=

#

#,?

���

� ���

�

�! 

� ����@

.
Diesbedeutetabergerade,daßdiemit

��A

�

gewichtetenFlächenA undB in Abb. 1.9gleichsind.
Die Tatsache,daß 5B�

�

5: ist, deutetdaraufhin, daßder supraleitendeZustandgeordneterist
alsdernormalleitende.
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s

Abbildung1.10:VerlaufderEntropie.

1.1.6 Isotopeneffekt

DurchsorgfältigeBeobachtung�ndet manin vielenMetalleneineAbhängigkeit von
� �

von der
Ionenmasse

�

:
� �

)

�

���

mit � 


�

���

Diesist ein starker Hinweisauf die Bedeutungvon Gitterschwingungen(Phononen)für die Su-
praleitung.Sp̈aterwerdenwir sehen,daßdie Elektron-Phonon-Wechselwirkungzu einerattrak-
tivenWechselwirkungzwischendenElektronenführt.

1.2 Elektr odynamik und Thermodynamik

1.2.1 Elektrodynamik in Kontinua (Exkurs)

Die mikroskopischenFelder �

��� �

und 	

��� �

�uktuieren stark in der Näheder Ladungendes
Festk̈orpers,d.h.aufatomarenLängenskalen.
Die Feldergen̈ugendenMaxwell-Gleichungen




���
�


��������



����	


 ���

� ����	




�

�

�

�

���
�

���

�

���

� ��� �


��

�

�

�

	

���

�

Dabeiist z.B.
�

diemikroskopischeLadungsverteilung(müßtequantenmechanischfür
� �

� �

Elek-
tronenundKernebestimmtwerden;zeitabḧangigwegenGitterschwingungenetc.).
Oft ist folgendesVorgehensinnvoller (z.B. für die UntersuchunglangwelligerAnregungenim
Kristall):
Manmittelt überVolumina,diegroßgegen̈uberdenatomarenLängen(

� �

�"!

cm)sind,aberklein
verglichenmit denLängen,auf denenmakroskopischeGrößensichändern(z.B. Eindringtiefen
derFelderin denSupraleiter).
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Damit kommtmanzudenmakroskopischenFeldern:

�

���


 �

��� �

�

(1.1)
�

	��




�

��� �

�

(1.2)
�

�

�


 �

ext
� 


�����

�

(1.3)
�

�

�


 �

ext �

�

�

��� �

� �������	� (1.4)

Dabeiist � die Polarisation(Dipolmomentpro Volumen)und � die Magnetisierung(magneti-
scheDipoldichte). Gleichung(1.3) erḧalt mandurcheineMultipolentwicklungundGleichung
(1.4)durchEntwicklungdesVektorpotentialsnach

�

.
� �����	� bezeichnetmanauchalsMagnetisierungsstrom.
Die Felder 



 �

�

���

�

�




�

� ���

�

sindnurnochdurchdie externenQuellenbestimmt:



���





������

ext
�




��� �


 ���

�����

�

�

�

�

�




���




���

�

�

ext
�

�����

�

�

�

�

�

�

���


 �

� (1.5)

Die wirksamenFelder
�

��� �

und �

��� �

enthaltenauchBeiträgevon PolarisationundMagnetisie-
rung.

KraftdichteaufTestladung:�


��

test
�

�

	

�

�

ext 


�

ÄnderungderFelderimplizierenÄnderungenderEnergie,die in FeldundMediumgespeichert
ist: ���




�

���

���

�

�

?

� �

�




�

�

�

�

�

@

(folgt aus

���


�;

�

�

�

�

�&�

).

1.2.2 Anwendungauf Supraleiter

BetrachteeinenSupraleiterin einemäußerenMagnetfeld,dasdurchSpulenerzeugtwird, die
unendlichweit von demSupraleiterentferntsind.
Vereinfachungen:
1) Die Polarisationvon Supraleiternist fast immer vernachl̈assigbar, d.h. �


 �

und somit




 �

.
2) Supraleitersindi.a nicht magnetischim eigentlichenSinne,d.h. keineDia-, Para-,Ferroma-
gnete(meistensrealistisch).
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Supraleiter H

Abbildung1.11:Supraleiterin äußeremMagnetfeld

In obigerBeschreibungsindeventuellauftretendeSuprastr̈ome2 in �����	� enthalten.Somitist
�

�




� � ���	� �

und
�




�

� ���

� � , wennmanzus̈atzlicheMagnetisierungseffektevernachl̈assigt(d.h. �




� � ).
Weiterhingelteim folgenden

�

ext

 �

. Außerdemsolleni.a. nur statische(oderniederfrequen-
te) Situationenbetrachtetwerden,sodaßdie Zeitableitungenin denMaxwell-Gleichungenver-
nachl̈assigtwerdenkönnen:




��� �


#� �

��� �

�




���

�

�

ext
�

�




�

� ���

� ��� (1.6)

In einersolchen(typischen)Situationist
�

ext (Spulenstrom)manipulierbar, d.h.alsunabḧangige
Variablekönnenwir dasvon

�

ext in großerEntfernungvom SupraleitererzeugteFeld
� �

�

�

ansehen.
Typ-I-Supraleiter:

�

������� �

:
�


 �

undsomit
�


�� ���

�

Hc
H

-4p M

Abbildung1.12:MagnetisierungskurveeinesTyp-I-Supraleiters.

����� �

: (unmagnetischer)Normalleiter, d.h.
�




�

und
�


#�

Bei
� �

machtdie MagnetisierungeinenSprung.
Die SteigungderMagnetisierungskurve(Abb. 1.12)ist proportionalzurmagnetischenSuszepti-
bilit ät � , genauer�




	

�

�

. Esliegt alsoperfekterDiamagnetismusvor.

2die z.B.einangelegtesMagnetfeldabschirmenkönnen
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1.2.3 Thermodynamik

Die Verḧaltnisseim SupraleiterwerdendurchdieDichtederfreienEnergie
� � � �

bzw.

� � �

�

�

�


 �

� �

�����

�

�

� �

�

��� � � �

beschrieben.Da in derfreienEnergiedichtevor allemderBeitraginteressiert,derim thermody-
namischenLimes

�

�

� übrigbleibt,könnenwir Ober�ächeneffekte,z.B.dasEindringenvon
Fluß,(zun̈achst)vernachl̈assigen.Für die Thermodynamiksetzenwir daher:

�

� � �




�




�

�

im Supraleiter
�

sonst

Wir habendaher, wennwir dasVolumen
�

alskonstantannehmen

d
�


��
	

d
�

�

	

�

�

�

�

d�

Dabeiist
	

dieEntropiedichteundderzweiteTermdie elektromagnetischeFeldenergie.
DenGleichgewichtszustandfür vorgegebenes� und

�

erḧalt mandurchMinimierungder frei-
en Energie. Nun ist abernur

�

von außenmanipulierbar(überdenSpulenstrom
�

ext). Es ist
deshalbzweckm̈assigdurchLegendre-Transformationzu einemneuenthermodynamischenPo-
tential(analogzur freienEnthalpie)überzugehen:

�

� �

�

� �




�

�

�

���

�

�

�

�

d
� 
 �
	

d
�

�

�

���

�

�

d
�

DenGleichgewichtszustandbeivorgegebenen̈außerenStrömen(d.h.
�

bzw.
� �

�

�




�

� ) und
�

erḧalt mandanndurchMinimierenvon
� 
 ;

�

�

�

�

��� �

.

Wir betrachtennuneinenlangenZylinderin einemachsenparallelenFeldin �

�

Richtung:
� �

�

�




�

�




�

��
 . Auf GrundderSymmetrieist dann �




�

��
 .
Die Feldabḧangigkeit desthermodynamischenPotentialserḧalt mandurchIntegration:

�

� �

�

� �


��

� �

�"�

�

�

�

���

���




� � ��� �

�

���

Im Normalleiter(ohneMagnetisierungseffekte)ist
�




�

, d.h.

�

 

� �

�

� �

���

� �

�"�

�


��

�

�

�

�

�

Im Supraleiterist
�


 �

(bis auf Ober�ächeneffekte, die im thermodynamischenLimes ver-
nachl̈assigbarsind):

�

�

� �

�

� �


��

�

� �

�"�

�

�
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Im Gleichgewicht zwischendenbeidenPhasenbei
�




� �
� ���

gilt:

�

 

� �

�

� � �


��

�

� �

�

� � �

Somitist
�

�

� �

�"�

�


��

 

� �

�"�

�

�

�

�

�

�

�

�

undmanhateinenGewinn anfreierEnergie

�

�

� �

�"�

�




�

 

� �

�"�

�

�

�

�

�

�

�

�

� (1.7)

�

	

!

�

�

�

�

wird auchalsKondensationsenergie (proVolumeneinheit)bezeichnet.
Setztmandiesin denAusdruckfür

�

�

� �

�

� �

ein,sofolgt:

�

�

� �

�

� �


��

 

� �

�

� �

�

	

!

�

� �

�

�

�

�

�

�

AusdiesemErgebniskannmaneineReihevonSchlußfolgerungenziehen:

� DersupraleitendeZustandist für alleFelder
� � � �

stabil,da
�

�

�

�

 ist.

� Der supraleitendeZustandist sẗarker geordnetals der normalleitendeZustand,dennmit
	 
��

�

�

�

#

�

�

�

folgt:
	

�

� �

�

� �

� 	

 

� �

�

� �




�

���

� ��� � �

�

� �

�

�

�

�

DieseGleichungentsprichtgeradederClausius-Clapeyron-Gleichung.
Dabeifolgt �

�

'

�

#

�

�

ausdemtypischenVerlaufvon
� �
� ���

, vgl. Abb. 1.6.

� Der Phasen̈ubergangvom normalleitendenin densupraleitendenZustandist von 2. Ord-
nungbei

� �

, denndie latenteWärme�


��

� �

	

 

� 	

�

�

verschwindetbei
�




� �

.

� Die spezi�scheWärmemachteinenSprungbei
���

:

�

���




�(�

�

�! 

�

�

�

'0$�
�� #%$&#('




� �

���

�

�

� �

�

�
�

�

�

�

Aufgabe1: Zeige,daßfür beliebigeFelderundTemperaturengilt:

���

�

�9 




�

���

�

�

�

� �

�

� �

�

�

� �

�

�

� �

�

�

�	�

14



1.3 PhänomenologischeElektr odynamik (London, Pippard)

1.3.1 London-Beschreibung

Originalarbeit:F. undH. London,Proc.Roy. Soc.LondonA149,71 (1935)

Wir gehenausvon denMaxwell-Gleichungen



���





������

ext
� 


��� �


#���

� ���

�




�

�

�




���

�

���

�

�

ext
�

� ���

� 
��

�

�

�

�

���

unddenVerkn̈upfungen




 � �

�




�

� ���

� �

�

�

�




� � ��� � �

�

�

ext

 �

im Supraleiter
�

die wir im vorigenAbschnittausdenexperimentellenBeobachtungenabgeleitethaben.
Esstellt sichnundie Frage,wie

�

� mit demelektomagnetischenFeldzusammenḧangt. In Nor-
malleiterngilt dasOhmscheGesetz

� 
 ���

, aberim Supraleiterist ja dieLeitfähigkeitunendlich:
� 


� .
Wir betrachtenzun̈achsthypothetischefreieElektronenohneReibung.DerenDichtesei

�

� . Die
Bewegungsgleichunglautetdann:

��� �




+

�

und
�

�


 �

� +

�

Hierauserḧalt mandie sog.2. LondonscheGleichung
�

�

��

�


 �

� +

�
�




�

�3+

�

�

�

(1.8)

SetztmandieseGleichungin ��� �

�

�

	

�

� �

� !


 �

ein, so folgt daraus �

� !

�

� ���

�

�

�

 ��

���

	

�

��



 �

.

Somitist alsoin einemidealenLeiterdieGröße�����

�

�

�

 
�

�

�

	

�

� (zeitlich)konstant.
Ein Supraleiterist abermehralsnur ein idealerLeiter. DeshalbpostuliertenF. undH. London,
daß

�����

�

�

�

�

� +

�

�

�

�


#�

(1.9)

DieseBeziehungwird auch1. LondonscheGleichungbezeichnet.

Mit �




� ���
� folgt � ���

�

�

�

�

 
�

�

�

	

�

�




 �

. Da bei Verwendungder sog.London-Eichung



�����


 �

wegenderKontinuitätsgleichung



���

� 
 �

	

�
�

 
�

�"!

auchdie DivergenzdesArguments
verschwindet,erḧalt mandieLondon-Gleichung
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�

�


 �

�

� +

�

�

�

� (1.10)

NebenbemerkungzumquantenmechanischenStromdichteoperator:
DerStromdichteoperatorim Supraleiterhatdie Form

� ��� �




+��

�

	

	�� �

�

�<�

�

�

� �

�

���

�

� �

�

�

�

�

.
Der Ausdruck 	

	

?

� � �

@

ist dabeigeradedie Geschwindigkeit des �

�

ten Elektrons. Der Erwar-
tungswert

�

��� �




�

�

�


 �

�

�

�

=

läßt sich in zwei Teile aufspalten,nämlich in den para-
magnetischenStrom

�

�

��� �




+��

�

	

	

�

�

�

�

�

���

�

�

�

�

und dendiamagnetischenAnteil
�

=

��� �




� � �

	

�

�

��� �

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�


 � � �

 

	

�

�

��� �

, wobei
� 


�

�

�

�

���

�

�

�

�

� die mittlereTeilchendichte
im homogenenSystemist. Im Normalzustandmit Reibung wird

�

=

durcheinenAnteil von
�

�

kompensiert,währendderRestdasOhmscheGesetzliefert. Im Supraleitergilt
�

=


 �

(s.o.).

AusderLondon-Gleichungfolgt derMeissner-Effekt. Um dieseinzusehen,wollenwir zun̈achst
wiedervonstation̈arenVerḧaltnissenausgehen,d.h.alleZeitableitungenverschwinden

�

�

� !

� � ��


�

�

. Außerdemsei
�

ext
�
 �

nur im Unendlichen,d.h.wir gebenwiederRandbedingungenfür
�

im Unendlichenvor.
AusdenMaxwell-Gleichungenfolgt dann

� ���

�


 �

undsomit,wegen
�




�

� ���

� � ,

� ��� �




���

�

�

�

Mit derLondon-Gleichungergibt sichdann

�


��

�

�

�

� +

�

� ���

�

�


��

�

�

�

���B�

� +

�

�����

�

��� � �

�



	

��

�

�

wobeiwir dieausderVektoranalysisbekannteBeziehung��� �

�

� ��� �

�




grad
�




��� �

�

�
�

� und
die Maxwell-Gleichung




��� �


#�

benutzthaben.
Somitgen̈ugtdasMagnetfeldderGleichung

�


�	

�
�

�

� (1.11)

wobei

	

�
�




�

�

�

���B�

� +

� (1.12)

die sog.LondonscheEindringtiefeist.
Außerdemgilt auchnoch

�

�


�	

�

�

�
�

� , wie manleicht nachpr̈uft (Übungsaufgabe).
Die London-Theorieist vollständigdurcheinenParameterbestimmt,nämlich

	

�

bzw. die Elek-
tronendichte

�

� .

Beispiel:HalbunendlicherSupraleiter(sieheAbb. 1.13)

16



���������������������������������������

���������������������������������������

���������������������������������������

���������������������������������������
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Supraleiter

x

z

Abbildung1.13:HalbunendlicherSupraleiter

DasMagnetfeld
�




�

�

� sei konstantund zeigein � -Richtung. Somit ist ausSymmetrie-
gründen �




� �

�

�

�

� . Wir wissenbereits,daßaußerhalbdesSupraleiters
� �

�

�




�

ist. Im
Supraleitergen̈ugt

� �

�

�

derLondon-Gleichung
� �

�

�



	

�

�

�

� �

�

�

�

. Als Lösungerḧalt mandaher:

� �

�

�




�

�

für �

�

�

�

+

�




/����

für �

�

�

DiesesErgebniszeigtdeutlich,warum
	

�

alsEindringtiefebezeichnetwird.

B(z)

z

Ll

Abbildung1.14:Eindringtiefe
	

�

Aufgabe2: BetrachtedasanalogeProblemfür einensupraleitendenStreifenendlicherBreite
�

.

DasMagnetfelderzeugteinenSuprastromin derOber�ächedesSupraleiters,deresabschirmt.
In dünnenSchichtenoderkleinenKörnern(mit typischenAusdehnungen

�

	

�

) ist derMeissner-
Effekt unvollständig,d.h.dortgilt nicht �


 �

im Supraleiter.
Ein experimentellerFit für

	

�

ergibt, daßfür #

#
'

	

��A

� in guterNäherunggilt

	

�

� ���

	

�

�

�

� 





� � �

�

� ���

���

�

	

/ �

�
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d.h.
� �

�

#��

� �

�


��

�

� für
�

�

� �

. Weiterhinfolgt

�

�

� ���

�

�

�

�

� )

� � �

�

� ���

�

undsomit
 �

�

#��

 �

�


��

�

�

für
�

�

� �

.

1.3.2 Pippard-Beschreibung

In die London-Beschreibung geht nur ein Parameterein,
	

�

bzw.
�

� . Dies reicht i.a. nicht
aus,um alle Experimentezu �tten. Pippardschlugdeshalbvor (auf Grundvon Analogienzum
sog.anomalenSkin-Effekt3, die lokaleLondon-Gleichung�

�

�

�

�


 �

	

�

�

�

� auf einenicht-lokale
Beziehungzuverallgemeinern:

���

�

�

�

�

���


��

� �

�

� �

�

���

���

�

� � ���

�

� � � �

EtwaskompakterläßtsichobigekomponentenweiseDarstellungin Matrixform darstellen:
���

�

�

�


��

�
	 � (1.13)

wobei � die Matrix mit denKomponenten�

���

ist und' 	 ' für die Matrixverallgemeinerungdes
Faltungsprodukts��	�



�;

���

�

�

�

�

�

�




�

�

�

steht.
Die Ideebeim PippardschenAnsatzist, daßdie (gepaarten)ElektronenübereinenAbstand��


korreliert sind,die sog.Pippard-(BCS)-Kohärenzl̈ange. Diesbedeutet,daßderSuprastrombei
�

auchnoch dasVektorpotentialin einer Entfernung � 
 sp̈urt. Suprastr̈ome habenalso eine
gewisseStei�gkeit, dennauchwennsich �

��� �

schnelländert,̈andertsich
�

� durchdieMittelung
übereinenBereichderAusdehnung� 
 nur relativ langsam.
Bei verunreinigtenSupraleiternwird die KorrelationzwischendenElektronengesẗort, wenndie
mittlerefreieWeglänge� kleinerals � 
 wird. Diesmotiviert denPippardschenAnsatz

�

���

��� �




�

	

�

�

�

���

� 


�

�

�

�

�

�

+

���%/�� .

mit
�




"

�

�

�

�

" und
�

�







�

� 


�

�

�

�

DiesespezielleFormwird durchPippardsBetrachtungenzumanomalenSkin-Effekt nahegelegt.
Man erḧalt die sog.Pippard-Gleichung

���

�

�

�

�

���


��

�

	

�

�

�

���

� 


���

�

�

�

�

�

�

���

�

�

���

�

�

+

�%/�� .

�

(1.14)

3Ergänzung:Anhangmit kurzerZusammenfassungzumSkin-Effekt.
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die nunvonzweiParametern4 abḧangt,nämlich
�

� und � 
 .
EineVereinfachungergibt sichdurchFourier-Transformation

�

�

��� �




�

�

�

�

�

�

��� �

+

�

��� � �

�

��� �




�

�

�

�

�

��� �

+

�

��� �

�

Wir nehmennunan,daß
�	�

� undsomitauch
�
�

�

� . Ist speziell �




�

� 
 und
�




� �

� , so
folgt � �

�

�

�


��

�

�

�

�

�

�

��� �

�

�

mit �

�

�

�


,;

�

�

�

+

�

�

��� �

� 
 


��� �

mit
�

�

�




� � . DasIntegral läßt
sichexplizit berechnenundmanerḧalt

�

�

�

�




�

	

�

�

�

�

�




� 


�

�

�

�




�

�

�
�

��� �

���

�

�

�




�
�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�




�

�

WelchenotwendigeBedingungmuß�

�

�

�

erfüllen,damitmanin dieserBeschreibungdenMeissner-
Effekt erḧalt ?
BetrachtedieLondon-Eichung




�����


 �

. Somitist (s.o.)
�

�


��

�����

�

��� � �

�


��

��� � � und

�

�


��

� ���

� �

�

���

� �

�


��

���

�

�

�

ext �

�

�

�

�

NachFourier-Transformationerḧalt manhieraus

�

�

� �

�

�




���

�

� ext
�

�

�

�

��� �

�

�

undsomitim Supraleiter
� �

�

�




�

�

�

� ext

�

�

�

�

�

�

� �

EinesolcheGleichunghatim OrtsraumeineexponentiellabfallendeLösung(entsprechenddem
Meissner-Effekt, d.h. Supraleitung),wenn �

�

�

�

�

�

�

 �

. Die Bedingungfür denMeissner-
Effekt in derPippardschenBeschreibunglautetdaher

�

� �

�

� 


�

�

�

�

�

#���

d.h.in �

�

�

�


��

�

�

�

�

�

�

��� �

�

�

muß �

�

�

�

�

 �

sein.
Speziellfür denPippard-Ansatz(1.14)gilt: �

�

�

�

�

�




� .

�

�

���

.




�

	

�

�

mit

	 

	

���

�

�

� 


�

(1.15)

4Eigentlichvondrei,aberwir wollen � alseineMaterialkonstanteansehen,diekeinendirektenEin�uß hat.
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Im folgendenwollenwir zweiGrenzf̈allebetrachten:
1)

�




�

	

:
Dies ist z.B. für kleine Kohärenzl̈ange,starke Verunreinigungenodernahe

� �

erfüllt. Im Pip-
pardschenAnsatzerḧalt manfür �

�




�

�

: �

�

�

�

�

	

�

�

�

� .

�

.

�

�

���

�

�

�




�

�

�

Damit folgt �

�

�

�

�

��� �




�

	

�

�

�

� � �

und im Ortsraum �

�

�

�

�

� � �


 �

	

�

�

�

��� �

. Man erḧalt also wieder den Londonschen
Fall mit einemlokalenZusammenhangzwischenSuprastromundVektorpotentialzurück. Man
beachteaberdieReduktionvon

	

�

zu
	

. Diesersog.LondonscheGrenzfallgehtfür reineSupra-
leiter ( �

�

� ) in die London-Theoriëuber.
2)

�


��

	

:
Diesgilt für saubereSupraleiteroder

�

�

� �

.
Der PippardschenAnsatzliefert für �

�


��

�

: �

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

	

� �

. unabḧangigvon � . Ein experi-

mentellerFit (Pippard)ergibt5 � 
 


�

�

�

�


��	�

1 2

#('

. Sp̈aterwerdenwir im RahmenderBCS-Theorie
�nden, daß � 
 


�

�

�

�


�� �

1 2

# '

. In reinenSupraleiternist i.a. � 

�

	

, der sog.Pippard-Grenzfall.
EineAusnahmebildenaberz.B. die Hochtemperatur-Supraleiter, wo typischerweise��
 
 �

� 	A
und

	


��

� � � 	A (London-Grenzfall) in derNähevon
���

ist, wo
	

divergiert.

1.4 Ginzburg-Landau-Theorie

Die London-Pippard-Beschreibungensindetwaszu simpel,um räumlichinhomogeneSupralei-
tung,z.B. partiellesEindringenvon Magnet�uß in Typ-II-Supraleitern,zu beschreiben.� kann
in derLondon-Theoriezwar variieren,nichtaberdiesupraleitendeDichte

�

� .

z

B

l L

x ns

Abbildung1.15:Ortsabḧangigkeit von � und
�

� in derLondon-Theorie.

Ein etwasandererphänomenologischerAnsatzvon Ginzburg und Landau(1950) führt etwas
tiefer underlaubtdie Beschreibung inhomogenerSupraleiter. Der Ansatzgilt für

��� � �

und
wird durchdie mikroskopischeBeschreibungunddie Experimentebesẗatigt.
Für

� � � �

geht der Supraleiterin einengeordnetenZustandüber (Kondensation).Dieser
geordneteZustandwird beschriebendurcheinen

komplexenOrdnungsparameter


� � �

mit " 


��� �

"

�


����

�

��� �

5d.h.typischerweiseist �������������������

	A.
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wobei
���

�

� � �

die DichtederCooperpaareist, d.h.die DichtederanderSupraleitungbeteiligten
Elektronenist

�

��� �




�

� �

�

� � �

.
Bemerkung: 


��� �

beschreibtals makroskopischeWellenfunktiondie Gesamtheitder konden-
siertenElektronenalseinenKörperoderTeilchen,denmanoft auchalsmakroskopischenQuan-
tenk̈orper bezeichnet,im Gegensatzzur mikroskopischenWellenfunktion

�




���

	

�

�����

�

�

�

�

für die
�

Elektronen.

Die Wellenfunktionfür ein CooperpaarhatfolgendeGestalt:
� �

�

� ����� �

?

"������

�

"������

@

Der Faktor
� �

�

�

beschreibtdie Schwerpunktskoordinate
�

, derFaktor
����� �

hängtnur von der
Relativkoordinate

�

derbeidenElektronenabundder letzteFaktor ist die Spinfunktion,wobei
essichbei CooperpaarenumSpinsinglettshandelt.

����� �

beschreibtdie innereStruktureinesCooperpaares,charakterisiertdurchzwei mikroskopi-
sche,temperaturunabḧangigeLängen(sieheAbb. 1.16):Die Pippard-BCS-Kohärenzl̈ange��
 ist
soetwaswie die “AusdehnungeinesCooperpaars”(z.B. 1000 	A) und

��A
	
�

ist ein Maßfür den
AbstandzweierElektronen(z.B.1 	A).

F

1/kF

x
0

Abbildung1.16:Wellenfunktion
��� � �

undderencharakteristischeLängen
� A
	
�

und � 
 .

Sp̈aterwerdenwir sehen,daßim SupraleitereinemakroskopischeAnzahlvonElektronenpaaren
in denselbenZustand

� �

�

�

für die Schwerpunktskoordinaten“kondensiert”.
Wir erwartenzweimakroskopischeLängenskalen(sieheAbb. 1.15):
1) Die EindringtiefedesMagnetfeldes

	

)

��A�� �

� , diebei
� �

divergiert,dadort
�

� gegen0 geht
2) In der Ginzburg-Landau-Theoriekommt noch die Ginzburg-Landau-Kohärenzl̈angehinzu:

�4)

��A�� �

� .
Für

�

�

� �

verschwindetdie Dichte
�

� der supraleitendenElektronenund somit auchder
Ordnungsparameter
 . In der Nähevon

� �

kannmandaherdie freie Energie nachdemOrd-
nungsparameterentwickeln:

�

� 





�

 


���

" 
 "

�

�

�

�

�

" 
 "

� (1.16)
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wobei
�

 
 die freie EnergiedichteohneFeldim Normalzustandist. DiesentsprichtderLandau-
Entwicklung für Phasen̈ubergänge2. Ordnung,bei der die freie Energie als Funktionaleines
Ordnungsparametersbetrachtetwird.
Allgemeinhatein OrdnungsparameterfolgendeEigenschaft:

Ordnungsparameter

�

�
 �

im geordnetenZustand

 �

im ungeordnetenZustand

In derRegelentsprichtdergeordneteZustanddemTieftemperaturlimesundderungeordneteZu-
standdemFall hoherTemperaturen.Außerdemgilt, daßderOrdnungsparameterbeiAnnäherung
an

� �

verschwindet.
Im Fall derGinzburg-Landau-Theorieist derOrdnungsparameter


��� �

einekomplexeFunktion.
Die Koef�zienten � und

�

in (1.16)sind phänomenologischeKonstanten,die aberi.a. von der
Temperaturabḧangen.FolgendeanschaulicheInterpretationliegt nahe:

�

���

�

entsprichtderpotentiellenEnergie einzelnerPaare;
	

�

� ���

�

�

entsprichtderWechselwirkungsenergiedesKondensats.

OhneFelderist 
 ortsunabḧangig. Mit Feldernsollteesin Analogiezur Schr̈odingergleichung
einenkinetischenTerm 	

�

	

�

"

�


 "

�

geben,der“gl ättende”Wirkunghat.Mit Vektorpotential�



��� � � hat der kinetischeTerm danndie Form 	

�

	

�

"

�

	

�

�

�
�

�

�

�

�


 "

�

, wobei wir �


 �

gesetzt
haben. �

�

und +

�

sind die effektive Masseund Ladungder an der Supraleitungbeteiligten
Teilchen.Experimentell�ndet man �

� 


�

�

� und +

� 
 �

� + , wasein starker Hinweisdarauf
ist, daßdieSupraleitungtats̈achlichauf Elektronenpaarezurückzuf̈uhrenist.
Die volle freieEnergiedichteist alsogegebendurch

�

� 





�

 


� �

" 
 "

�

�

�

�

�

" 
 "

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

+

�

�

�
�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(1.17)

unddie Enthalpie
�

�




�

�

�

�

���

�

�

�


 �

�

� � �

�

Die Gesamtenthalpiebzw. -freie Energie sind danndurch �



;

�

�

�

�

� und �



;

�

�

���

�

gegeben.
Die thermodynamischeStabiliẗat verlangtnun,daß

�

� minimal wird, denn
�

� ist alsFunktion
desmanipulierbaren̈außerenFeldes

�

dasrelevantePotential. UnsereVariationsgr̈oßensind



��� �

und �

��� �

alsReaktionsfeldaufdasvorgegebene
�

, wobeiwir aufGrundderNebenbedin-
gung �




� ��� � auchnachdemVektorpotential�
� � �

variierenkönnen.
Die Variationnach


�

� � �

(d.h.

�

�

A

�




�

� � �


#�

� 6 liefert

�

�

�

�

�

�

�

�

�

+

�

�

� �

�




��� �

���




��� �

�

�

" 


� � �

"

�




� � �


 �

(1.18)

6Stattnach���
	�� kannmanauchnach��
��
	�� variieren.
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unddie nach �

��� �

(d.h.

�

�

A

�

�

��� �


 �

) ergibt

�

���

� ���

�

�

�

� �


 �

�

��� �

�

(1.19)

mit
�

�

��� �




+

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

+

�

�

� � 


�




�

�

�

�

�

+

�

�

� �

�




�

� � (1.20)

Die ersteGL-Gleichung(1.18) hat die Form einer nichtlinearenSchr̈odingergleichung. Der
Strom

�

�

��� �

in (1.18)ist derSuprastromundderentsprechendeAusdruckhatdie ausderQuan-
tenmechanikbekannteFormdesStromdichteoperators:

�

�

��� �




+

�

�

�

�

�

�




�

�




�




�




�

�

�

+

�

�

�

�

�

� " 
 "

�

� (1.21)

Die 2. GL-Gleichung(1.19)entsprichtgeradederMaterialgleichung
�

�




� ��� ��� � von früher,
daja �




�

�

���

�

� . Da �����

�




�

�

�

�

ext und
�

ext

 �

im Supraleiter, folgt
�

�

�

��� �

�

�

�

� �


 �

�

� � �

.
DieGinzburg-Landau-GleichungensindzuergänzendurchRandbedingungenaufderOber�äche
desSupraleiters,d.h.anderGrenzschichtzwischenSupraleiterundIsolator:

�

�

�

� � �

�

�

�

�

+

�

�

� ��
 �


 ���

(1.22)
�

�

�




�

�

�

� �


 �

(1.23)

aufderOber�ächemit Normalenvektor � .
Ausa) folgt sofort �

� �

�


 �

, d.h.derSuprastromkannnichtausdemSupraleiterheraus�ießen.
DaaußerhalbdesSupraleiters�




�

ist, ist b) dieStetigkeitsbedingungfür dieTangentialkom-
ponentevon � (Bem.:

�

tang ist immerstetig.).

Im folgendenwollenwir dieLösungderGinzburg-Landau-Gleichungenin dreieinfachenFällen
untersuchen.DieseBetrachtungenwerdeneinenHinweisauf die physikalischeBedeutungder
Parameter� und

�

geben.

�

�

�

: KeineäußerenFelderund 
 konstant,d.h. �


 �

und
�





#�

:
Dannist auf Grundder1. Ginzburg-Landau-Gleichungentweder



 �

oder " 
 "

�


 ���

� .
Die Lösung



 �

entsprichtdemNormalzustandmit
�

�




�

 
 . Im Fall " 
 "

�


��

�

� ergibt
sich:

�

�




�

 


���

�

�
�

�




�

�

�

�

�

�
�

�




�




�

 


�

�

�

�

�

�
�

Somit ist
�

�

� �

 
 falls
�

�

�

ist. VergleichtmandiesenAusdruckmit derKondensati-
onsenergie

�

�




�

 

�

	

!

�

�

�

�

, sofolgt:

�

�

�


����

�

�

� (1.24)
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AusStabiliẗatsgr̈undenmußalso
� �

�

sein7.

Wir nehmennunan,daß
� � ���


 � �

�

konstantist. DieseAnnahmeist in derNähevon
� �

gerechtfertigt.Damit unterhalbvon
���

einenichttriviale Lösung(Supraleitung)möglich
ist, folgt

�

� ���

��

�

��

�

�

� ��� � �	�


#�

� �




� �	�

�

�

� ��� � �	�

In derNähevon
� �

machtmandaherfolgendenAnsatz(z.B. im SinneeinerEntwicklung):

�

� ���




�




�

� �

�

� � �

(1.25)

Darausfolgt
� �

)

� �

�

�

, also
� �

linearfür
� � � �

. Diesist experimentellgutbesẗatigt.
Außerdem:

�

�

�

� ���


��

�

�




�

�

� ��� � �	�

�

.

�

� � �

�

��� � � � � �	�

�

� �

�

: RäumlicheVariationvon 
 in einerDimensionfür �


 �

:

�

�

�

�

�




� �
�

�

�

���




�

�

�

�

�

" 


�

�

�

"

�




�

�

�


#� �

wobei
�

die Ableitungnach � bezeichnet.Für �

�

� sei " 
 � "

�


 �
�

� , d.h.asymptotisch,
habenwir denFall homogenerSupraleitungaus

�

�

�

.

Wir führennuneinendimensionslosenLängenparameter�� �







�

ein mit

�

� � �




�

�

�

�

�

"

�

"

(1.26)

die Ginzburg-Landau-Kohärenzl̈ange8. Nahe
� �

ist �

� ���

) "

�

�

� �

"

�

	

/ �

, da �

� ���

)

� � �

�

���

. � ist die Längenskala,auf der 
 variiert. Mit �




�

�

�

�


 �

�


 �

���

erḧalt man die
dimensionsloseGinzburg-Landau-Gleichung

�

�


�

��

�

�




�

�




�


#�

�

�

� � �

�

: RäumlicheVariationvon � bzw. � :
Betrachtedie Situationwie in Abb. 1.13. DasVektorpotentialsei �




� �

�

�

�

� mit der
London-Eichung




�����


 �

. Für �

�

� sei wieder " 
 � "

�


 �

�

� . In der 1. Ginzburg-
Landau-Gleichungfallen Termewie �

�

�


 und
�

�

� 
 weg, weil z.B.
�



	 � 
 . Es
bleibt:

�

�

�

�

�




�

�

���

+

�

�

�

�

�

�

�




� �




�

�

" 


�

�

�

"

�




�

�

�


 �

�

7Gilt auchallgemein,dasonstwegendesTerms�
� ��� � dasMinimum von � nichtexistiert.
8Dieseist i.a. verschiedenvonderPippard-Kohärenzl̈ange.
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Da es sich um eine Differentialgleichungmit reellenKoef�zienten handelt,kann man
o.B.d.A. 
 reellwählen.DerStromergibt sichdannzu

�

�


 �

+

�

�

�

�

�

" 
 "

�

�


��

�

���

�

	

�

�

�

�

�





 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

undreproduziertdie London-Gleichung,falls die �

�

Abhängigkeit von " 
 " vernachl̈assigt
werdenkann,d.h. " 
 "

�




�

�

�

� bisandie Ober�äche.Die Eindringtiefeist gegebendurch

	

� ���




�

�

�

�

���

+

�

�

�

"

�

"

(1.27)

d.h.
	

� ���

)

� � �

�

���

�

	

/ �

nahe
� �

.
Die beidenParameter� und

�

könnensomitdurchdie meßbarenGrößen
� ��� � �

und
	

� ���

ausgedr̈ucktwerden.

Esgibt alsozwei relevanteLängen,die Kohärenzl̈ange� unddie Eindringtiefe
	

. Im folgenden
wird sichzeigen,daßderenVerḧaltnis

�




	

� � �

�

� ���




�

�

�

+

�

�

�

�

�




�

�

� +

�

� �
� ���

	

�

� ���

�

(1.28)

dersog.Ginzburg-Landau-Parameter, für dasVerhalteneineganzentscheidendeRollespielt.

1.5 Typ-II-Supraleitung, Flußquantisierung

1.5.1 Ober� ächenspannungzwischenSupra- und Normalzustand

Typ-I-SupraleiterzeigeneinenPhasen̈ubergang1.Ordnungbei
� �
� ���

. SomitistdorteineKoexi-
stenzvonNormalleiterundSupraleitermöglich. DiesgehtnichtbeiPhasen̈ubergang2.Ordnung,
dadortderOrdungsparameter– unddamitderUnterschiedzwischendenPhasen– verschwindet.
Im folgendende�nierenwir beiKoexistenzdiesog.Bulk-Enthalpiedichte9 �

�


��

 




�

���

. Im
Falle ebenerOber�ächenzwischendenbeidenPhasengibt die Ober�ächenregion einenExtra-
beitragzumthermodynamischenPotential:

�


����

�

���

�

�

���

mit derOber�ächenspannung

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

� ���

�

�

�

�

(1.29)

wobei

�

�

�

�

����� 


�

�

�

�

�

�

�


�

�

�

�

�

�

+

�

�

�


 �

�

�

� �




�

�

�

�




�

�

� �

�

� � �

�

�

�

�

25



z

yB

l L

x

Oberflaechenregion

Abbildung1.17:Zur De�nition derOber�ächenregion.

�

� und
� �

bezeichnendie linearenAusdehnungenderGrenz�äche.
Wir gehennunwiederzudimensionslosenGrößenüber:

�











 �

�

��




�

�

�

�

� �

��

�




� �

�

�

	

� �

�

�

�




�

�

�

�

��




�

�

�

� �

Der Integrandin (1.29)läßtsichnundurchdie reskaliertenGrößenausdr̈ucken:

�

�

�

�

�

� ���

�

�

�




�

�

�

�

���

��




�

�


�

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�







�

�

�




�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

��� �

�

��




�

�

�

�

�

���
�

�

�

�

�

�

��

Man sieht,daßderParameter� dasVerhaltenderOber�ächenspannungbeein�ußt.
EinegrobeAbscḧatzungderOber�ächenspannungerḧalt manausdemVergleichdesVerlustes
an Kondensationsenergie �

�

�

'

!

�

mit demGewinn an Feldenergie
	

�

�

'

!

�

durchdasEindringenvon
FlußanderGrenzschicht:

�


 �

�

�

�

�

�

� 	

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

Solange�

�

�

ist dasZweiphasensystemmit �acher Ober�ächestabil, d.h. ein Minimum des
thermodynamischenPotentials� . Für große � wird jedoch �

�

�

. Dann läßt sich � durch
einespontaneVermehrungvonGrenzschichtenzwischenSupra-undNormalzustandabsenken10.
DiesenFall bezeichnetmandannalsTyp-II-Supraleitung.
EinegenauereRechnung(siehez.B. Landau/Lifshitz,BandIX) ergibt einenVorzeichenwechsel
bei �



� A

�

� :

9Mit BulkbezeichnetmandasInneredesSystems,wo keineRandeffektemehrspürbarsind.
10Manbeachte,daßobigeBerechnungvon � , beidervoneiner�achen Ober�ächeausgegangenwurde,zumodi-

�zieren ist.
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�

�

�

�

�




�

�

�

� 


� Typ-I-Supraleitung
�

�

�

�

�

�




�

�

�

� 


� Typ-II-Supraleitung�

Außerdemgilt �




�

�

���

� für �

�

�

und �




�

�

� � 	

für �

�

�

1.5.2 Typ-II-Supraleitung

TypischeTyp-II-Supraleitersind Niob, Vanadium,Legierungenund die Hochtemperatursupra-
leiter. Sohatz.B.YBa� Cu� O� einenGinzburg-Landau-Parametervon �




�

� .
Wir habenim vorigenAbschnittgesehen,daßesfür �

�

� A

�

� günstigist,sehrvieleOber�ächen
zubilden,dadabeiOber�ächenenergie gewonnenwird.
Abb. 1.18 zeigt das typischeVerhaltender Typ-II-Supraleiter. Es bilden sich

�

Flußlinien,
die manauchalsFlußschläuche, WirbelfädenoderVorticesbezeichnet,aus,in die Magnet�uß
eindringt. DiesenormalleitendenBereichedurchziehendenSupraleiter. Sie bilden ausener-
getischenGründenein Dreiecksgitter11, dennzwischendenFlußlinienexistiert eineabstoßende
Wechselwirkung. JedeFlußlinieentḧalt genauein Flußquant

�





 �

� �

A

+ .

H

Flusslinien

Abbildung1.18:Flußliniengittervon derSeite(links) undvon oben.Man erkenntdie Dreiecks-
struktur.

ExperimentellkannmandieFlußlinienmit Hilfe dersog.Dekorationsmethode(TräubleundEss-
mann,1967)sichtbarmachen.Dabeiwird dieOber�ächederSupraleitermit ferromagnetischen
Teilchen(Durchmesseretwa100 	A) bestreut,diesichdannandenStellenhoherFlußdichte,d.h.
dort,wo die Flußliniendie Ober�ächederSupraleiterdurchstossen,ansammeln.
Für die Enthalpiegilt:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

���

� �

�

�

�

�

�

�

�




� �

�

11Die MittelpunktederDreieckebildenein Sechseckgitter.
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Dabeiist �

)

� und

�

bezeichnedie Wechselwirkung zwischendenFlußlinien. �

� �

�

�

ist
danngeradederVerlustanKondensationsenergieund

�

!

�

�




� �

derGewinn anFeldenergiedurch
dasAusbildenderVortices.
Beim Typ-I-Supraleiterdringt dasMagnetfeldbei

� �

schlagartigein. Bei Typ-II-Supraleitern
beginnt dasEindringenvon Fluß bei einemunteren kritischenFeld

� �

	

� � �

. Es gilt aber
weiterhin

�

 

�

�

� , die Normalphasewird durch die Ober�ächeSupraleiter- Normalleiter
stabilisiert.
Für genaueineFlußlinie(

�



�

) ergibt sich:

�


��

�

�

�

�

�

�

�

�




���

�

�

�

Dannist �

�

�

�

�

, falls
����� �

	




���

�

�




�

EineandereeinfacheAbscḧatzungvon
� �

	 erḧalt manfolgendermaßen:DasFeldim normallei-
tendenKern ist gleichdemäußerenFeld

� �

	 . DasFeld reichtdie Strecke
	

in denSupraleiter
hinein. Jeder(zylindrischen)Flußlinie entsprichtdaherder Fluß

� 	

�

� �

	 . Dieserist beim er-
stenEindringengeradegleicheinemFlußquant

�


 , daja in jederFlußliniegenauein Flußquant
steckt.Somiterḧalt mandie Abscḧatzung

� �

	*


�




� 	

�

ZwischendenFeldern
� �

	 und
� �

� existiert ein gemischterZustand,die sog.Shubnikov-Phase.
Bei

� �

� schrumpftder Volumenanteilder supraleitendenPhaseauf Null. Der Phasen̈ubergang
bei

� �

� ist von 2. Ordnung.

Hc

Hc

Hc

Tc T

H

2

1

Meissner

Shubnikov

Normalleiter

-4p

HcHc Hc

M

H21

Abbildung1.19:PhasendiagrammeinesTyp-II-Supraleiters(links) unddessenMagnetisierungs-
kurve(rechts).Die gestricheltenLinien zeigendie Kurvenfür einenTyp-I-Supraleiter.
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Bei der Berechnungvon
� �

� nutzt manaus,daßin der Näheder Ordnungsparameter" 
 " sehr
klein ist. Damit lautetdie Ginzburg-Landau-Gleichungnäherungsweise

�

�

�

�

�

�

�

�

+

�

�

� �

�







"

�

" 
 �

DiesentsprichtgeradeeinerSchr̈odinger-Gleichungfür ein freiesElektronin einemMagnetfeld
mit Eigenwert "

�

" . "

�

" mußalsomindestenssogroßseinwie die Grundzustandsenergie
�


 . Aus
derQuantenmechanikist bekannt,daß

�







	

���

� , wobei �

�


 �

�

�

	

�

� die Zyklotronfrequenzist.
Darausergibt sich

���

�

	

�

�

�

�

"

�

" bzw.

� �

�




�

�

�

� �

(Abrikosov, 1952).Man sieht,daßbei �


 ��A

�

� gerade
� �

�




� �




� �

	 wird, d.h.dort �ndet
der Übergangzum Typ-I-Supraleiterstatt. Dies ist naẗurlich konsistentmit unserenfrüheren
Betrachtungen.
Abschließendsoll nochkurz derEin�uß von Verunreinigungendiskutiertwerden.Einemikro-
skopischeTheorieergibt, daß

	�� ��A

�

� und �

�

�

� , wobei � wiederdiemittlerefreieWeglänge
bezeichnet.Somit ist also �

� � A

� . Man sieht,daßbei Anwesenheitgen̈ugendvieler Verunrei-
nigungen,d.h.kleinem � , ausjedemTyp-I-Supraleiterein Typ-II-Supraleiterwird.

1.5.3 Flußquantisierung

Wir betrachteneineeinzelneFlußlinie (sieheAbb. 1.20). Weit entferntsei " 
 "

�




" 
 � "

�


	�
�

�

konstant.Wir schreibendann





" 
 " +

���

�

�

� undderSuprastromist

�

�

��� �




+

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

+

�

�

�
�

�

C

Abbildung1.20:EineeinzelneFlußlinie.

DiesenAusdruckintegrierenwir nunlängseinesWeges� im Supraleiter, aberweit entferntvon
der Flußlinie: ��	

�

�

�

�


 � � �

. Wir nehmendabeian, daß 


��� �

eindeutigist, d.h. bei einem
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Umlauf ändertsichdiePhase
�

um �

�B�

mit ganzzahligem
�

:
�

	

�

�

�

�

� 


�

�B�

undsomit
�

	

�

�

�

�

�




+

�

�

�

�

�

�

�

�B� �

+

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�����
�

�

���

�

Dabeiist
;

��� � �

���

geradederFluß
�

. DaderWeg � tief im Supraleiterverläuft, ist
�

�


 �

und
somitfolgt

�


����


 mit
�







�

�

� �

+

�

Messungbesẗatigen,daß +

� 


� + undsomit
�







���

���

�

� � �

�

	

� �

	

.
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2 Mikr oskopischeTheorie der Supraleitung

2.1 AllgemeineFormulierung

EinemikroskopischeTheoriegehtvondengrundlegendendynamischenGleichungenderQuan-
tenmechanikundstatistischenPhysikaus.Manmußdaherzun̈achsteinengeeignetenHamilton-
Operatorformulieren.Hierzulegenwir folgendeModellvorstellungzugrunde:Wir habenesmit
einemSystemausca.

� �

� �

Elektronen/cm
�

zu tun, die miteinanderundmit demGitter (Phono-
nen)wechselwirken.
Wir werdenden Hamilton-Operatornicht im Detail ableiten,sondernnur einige Bemerkun-
gen zu seinerBegründungmachen. Seit der Entdeckungdes Isotopeneffektes (1950) weiß
man(Fröhlich, 1950),daßdie Elektron-Phonon-Wechselwirkung wichtig ist. Man kannzeigen
(Fröhlich, sowie Bardeenund Pines,1955), daßdie Elektron-Phonon-Wechselwirkung zu ei-
nerattraktivenWechselwirkung von ElektronennahederFermikanteführt (sieheAnhangA.1).
Dieseattraktive Wechselwirkung kannzu gebundenenPaarenvon Elektronenführen(Cooper,
1957),siehedazudie folgendeÜbungsaufgabe“Das Cooper-Problem”. Diesdeutetdaraufhin,
daßgebundenePaarevon ElektroneneineRolle spielen. Anzeichendafür habenwir ja auch
schonim RahmenderGinzburg-Landau-Theoriegefunden.

Aufgabe3: DasCooper-Problem

Wir betrachtendieWellenfunktion


���

	

� �

	

�

�

�

� �

�

�

zweierElektronen,diesichin einemSinglett-
zustandbe�nden. Wir wollen annehmen,daßder Schwerpunkt

�

der beidenElektronenruht.
Dahergilt:




���

	

� �

	

�

�

�

���

�

�




�����

	

�

�

�

�

�

�

�

	

���

�

�

mit �

�

�

	

� �

�

�


��

�

�

�

�

� �

	

�

. Damit ist
�����

	

�

�

�

�

einegeradeFunktion.Weiternehmenwir an,
daßderGrundzustandein

	 �

Zustandist, d.h.
��� �

	

�

�

�

�




���

"

�

	

�

�

�

"

�

. Weiterhinsei �

� �

	

�

�

�

�

ein attraktivesPotential,verursachtz.B.durchdie Elektron-Phonon-Wechselwirkung.

a)Zeige,daßdieSchr̈odinger-Gleichungin Impulsdarstellungdie Form

�
�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�

����� �




�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

���

�

���

�

����� � �

hat,wobei(mit
�




�

�

�

�

)

����� �




�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

�����
�

�

+

�

�

�

� �

�

�

�

�

�




�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

���

�

���

+

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

b) BegründedieAnnahmen:

�

� ��� �


 �

für
	

�

	
�

und �

���
	

�

�

�




�

�


 falls �

�

�




�

1

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�
�

�

�


 ���

�

�

�

sonst

c) Zeige,daßein gebundenerZustandmit Energie
�

(und Bindungsenergie
�




�

�

� �

�

)
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existiert, falls
� 





�

�

��� 
����

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(2.1)

wobei
� �

�

�

die elektronischeZustandsdichte(proSpinrichtung)ist.

d) Zeige,daßfür beliebigkleines
 immereineLösungvon (2.1)existiert, falls
� �

�

�

�

�
#�

ist.

e)Essei
� �

�

�




� �

�

�

�

für �

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� . Zeige,daßdieBindungsenergie durch

� 


� �

�
�

+

� � /�� �

�

�

�

�

� �

+

� � /�� �

�

�

�

�

gegebenist. Diesvereinfachtsichim Fall schwacherKopplungzu

� 


� �

�
�

+

� � /�� �

�

�

�

�

� (2.2)

Man erkenntdie wesentlicheSingulariẗat alsFunktionderKopplungskonstanten
 . Ein solches
Ergebnisläßtsichdahernichtmit einerStörungsentwicklungherleiten.

2.2 Die Ideevon Bardeen,Cooperund Schrieffer

Die ÜberlegungenausAbschnitt2.1 legenfolgendenHamilton-OperatoralsAusgangspunktei-
ner mikroskopischenBeschreibung der Supraleitungnahe(Bardeen,Cooper, Schrieffer 1957;
Gorkov 1958):
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��� �

(2.3)

Dabeierzeugen(bzw. vernichten)dieFeldoperatoren12






	

� � ��


bzw. 


	

��� ���

einElektronmit Spin
�

amOrt
�

. Die Feldoperatorengen̈ugendenüblichenfermionischenAntivertauschungsrelatio-
nen13

�







	

��� �

�




	

� ��� � ���

�




�

	

�

	

�

�

���

�

� � �

�

Der ersteTerm in (2.3) entsprichtder kinetischenEnergie und entḧalt auchden chemischen
Potentialterm.Der zweiteTermstellt die Wechselwirkung zwischendenElektronenin 2. Quan-
tisierungdar.
Für dasfolgendeist eszweckm̈assig,mittels




	

��� �




�

� �

�

�

�
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+

�

�

� �
�

�

�

	




�

� �

�

�

�

�

�




	

� � �

+

�

�

�

� �

12Wir benutzenhierdie2. Quantisierung.
13Alle anderenAntikommutatorenverschwinden.
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(
�

bezeichnetdasVolumen)die Fourier-transformiertenOperatoren�




�

	 (bzw. �

�

	 ) einzuf̈uhren,
die ein Elektronmit Spin

�

und Wellenvektor
�

erzeugen(bzw. vernichten)14. Diesegen̈ugen
denAntivertauschungsrelationen

�

�




�

	

�

�

� �

	

���

�




�

	

�

	

�

�

�

�

���

�

Der Hamilton-Operator(2.3) läßtsichdurchdie Fourier-transformiertenOperatorenfolgender-
maßendarstellen:
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�
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�

�

�

� �

�

�
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� � �

�




�
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�
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� �

� �
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�

�

� �

	

�

�

�

�

	 (2.4)

mit

�

�




	

�

�

�

��� �

��

��� �




� �

�

�

�

��� �

+

�

��� � �

wobei wir �


��

gesetzthaben. �

�

ist die Bandenergie relativ zur Fermikante,daschemische
Potential

�

steuertdie Teilchenzahl.
Eine BehandlungdesallgemeinenOperators(2.3) bzw. (2.4) ist sehrschwierig. Deshalbver-
einfachtenBardeen,Cooperund Schrieffer die Wechselwirkung

�

. Für denPhasen̈ubergang
vom Normalleiterin densupraleitendenZustandist nur die ExistenzeinerattraktivenWechsel-
wirkung ausschlaggebend,ihre genaueForm spielt eineuntergeordneteRolle. Die Reichweite
dieserWechselwirkung ist kurz verglichenmit denmakroskopischencharakteristischenLängen
desSupraleiters.DeshalbapproximiertenBCSsiedurcheineKontaktwechselwirkung

�

� �

�

�

�

�


��




�

�

���

�

�

�

�

bzw. ��

��� �


 �




�

(2.5)

Hinzu kommteineAbschneidevorschrift,sodaßnur Elektronenbis zu einemAbstand� � von
derFermikantedieWechselwirkungsp̈uren,wobei � � einMaßfür die typischenPhononenener-
gien15 ist.
Damit läßtsichdieWechselwirkungumschreibenzu
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��� �


 �




�

�

�

�
�
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�
�

�
�

�

�

�

���

�

�

�

� (2.6)

wobei Beziehungenwie 





�

� � �







�

� � �


 �

ausgenutztwurden. Der
�

an der Summesoll an die
Abschneidevorschrifterinnern.
WechselwirkendeVielteilchensystemesind i.a. nicht lösbar, d.h.

�

kannnicht exakt diagona-
lisiert werden. Eine Diagonalisierungist jedochmöglich für Hamilton-Operatorender Form

�




�

?










�


 


�













@

, d.h.wenn
�

bilinearin den(Fermi-)Operatorenist.

14Esgilt �

���
	

����
���������������� � �"!

��# �

�

.
15i.a. entspricht$&% derDebye-Frequenzbzw. -Energie.
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In derBCS-N̈aherungwird dasProduktvon zwei dervier Operatorenin (2.6) durchseinenEr-
wartungswertersetzt,der dannselbstkonsistentbestimmtwerdenmuß. Das Vorgehenist al-
so analogzur Molekularfeld-(Mean-Field-)oderHartree-Fock-Theorie.Formal kommendrei
Möglichkeitenin Frage:

�

�
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� � �




	

��� �
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Mischungsamplitudevon Spin � und �

�

�

�







�

��� �
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��� �
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�




�

� � �




�

� � �

�

�

Die Möglichkeit 1) ist uninteressant,dennist die TeilchendichteamOrt
�

mit Spin
�

konstant,
d.h.

�

	

� � �


 � 


const� (unendliches,homogenesSystem),soerhaltenwir aus(2.6)
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�

�

�

�




�

	 �

�

	

�

Diesentsprichtlediglich einerRenormierungdeschemischenPotentialsdurchdie Wechselwir-
kung:

�

�

� �




�

. Man erḧalt sokeinemakroskopischeÄnderungderGrundzustandsstruktur
undkanndie ExistenzeinesPhasen̈ubergangsnichterklären.
Die Möglichkeit 2) scheidetaus,dennsieimpliziert die ExistenzmagnetischerOrdnung:
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sinddie SpindichtenamOrt
�

. Ist nun
�







	

� � �
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��� �

�

�

��

, soist auch
�

�

��� �

�

��

undwir haben
esmit magnetischerOrdnungstattSupraleitungzu tun.
Außerdemsind 1) und 2) keine gutenNäherungen,weil die Wechselwirkung zwischenden

Teilchenstarke Quanten�uktuationenerwartenläßt, d.h.
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ist nicht vernachl̈assigbarklein undsomit
�
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�

� .
DeshalbwähltenBCSdie Möglichkeit 3), d.h.
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�

��� �




�

��� �

� (2.7)

wobei
�

� � �

�

 �

im Supraleiter. DieserOrdnungsparameterhat die Dimension“Energie”. Er
entsprichtdem

� ��� �

derGinzburg-Landau-Theorie(Kondensat-Wellenfunktion).
Aus derBCS-Ideefolgt einevöllige UmstrukturierungdesFermisees:Der neueGrundzustand
unterscheidetsichvomFermiseefüreinemakroskopischeZahlvonFreiheitsgraden.EinePr̈azisierung
dieserAussageliefertdasKonzeptderOff-DiagonalLong-RangeOrder(ODLRO)16 (Yang1961).
ÜblicherweisefaktorisierenKorrelationsfunktionen

� 	

���

�

� � �
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��� �







	

� � � �




	

� � � �

�

16Für diesenBegriff hatsichkeinedeutscheBezeichnungdurchgesetzt.
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für großeAbsẗande "

�

�

�

�

"

�

� folgendermaßen:

� 	

� �

�

� � �

�

�
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� � �

�

�







	

� � � �




	

� � � �

�


��

��� �

�

��� � �

�
#�

�

DiesenichtzerfallendenKorrelationenbedeuten(diagonale)langreichweitigeOrdnungundexi-
stierenin jedemSystem.
Als nächstesbetrachtenwir

�

�

���

�

� � �
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� � �
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� � �




�

� � � �




�

��� � �

�(�

DieseKorrelationsfunktionmißt,wieviel bei
�

�

zusp̈urenist, wennmanzweiTeilchenbei
�

hin-
zufügt. I.a.erwartetman

�

� �

�

�

�

�

�

�

��� �

�

���

�

�

�

�


 �

, d.h.in unendlichweiterEntfernungvondem
Punkt,an demmandie Teilchenhinzugef̈ugt hat, sollte mannichtsmehrdavon sp̈uren. Wenn
aberdie Teilchendazutendieren,einengebundenenZustandzu bilden(“Paarung”),dannsollte
dieseKorrelationauchfür großeAbsẗandenochzu sp̈urensein. Es handeltsich um ein neu-
esOrdnungspḧanomen,nämlichODLRO. “Off-diagonal”weißtdaraufhin, daßdie Operatoren,
derenKorrelationbestimmtwird, die Teilchenzahlnichterhalten.
EineKonsequenzausderODLRO ist, daßdieEnergiezusẗande "

� �

�

� keineZusẗandemit schar-
fer Teilchenzahl

�

sind,dennsonstwäre

�

��� �




�

�

�

 �

�

+

�������

�

�

�

�

� �

�

" 


�

��� �




�

� � �

"

� �

�

�


#���

da 


�

��� �




�

��� �

"

� �

�

� ) "

� �

�

�

��� und
�

� �

�

"

� �

�

�

� �


 �

.
Wie läßtsichdasdamitvereinbaren,daßderurspr̈unglicheHamilton-Operatormit derTeilchen-
zahlvertauscht?
Die Teilchenzahlerhaltungergibt sich ausder SymmetriedesHamilton-Operatorsbzgl. �

�

�

�

-
Transformationender Fermioperatoren:
 	

��� �

�

+

���




	

��� �

. Offensichtlichist aber
�

��� �

nicht
invariant.Mansagt,die �

�

�

�

�

Symmetriewird im supraleitendenZustandspontangebrochen17.
EinespontaneSymmetriebrechungist mathematischexakt abernur für unendlichgroßeSyste-
me, d.h. im thermodynamischenLimes. Dann ist aberauchdie Teilchenzahlunendlichund
esmachtkeinenSinn, Eigenzusẗandefür festeTeilchenzahlzu suchen.Meßbarsind nur Teil-
chenzahl̈anderungen,Energieänderungenetc.relativ zumGrundzustand.Die Dichte

�

A

�

ist für
�

�

� eineObservablemit scharfemWert,
-

�

�

�

	

�

�

�

�

(großkanonischeRechnung).
Der GrundzustanddesunendlichenSystemslegt die Phase

�

von
�




"

�

" +

���

fest.Für endliche
SystemekannmanZusẗandemit verschiedenenPhasen

�

zuZusẗandenmit scharferTeilchenzahl
superponieren:

�

und
�

sindkanonischkonjugierteGrößen.
Eine analogeSituationtritt z.B. auchbei Schallwellen oder elektromagnetischenWellen auf.
Der Auslenkungsoperatorhathier die Struktur 	

�

)

�

�

�

�




�

� , wobeidie
�

Boseoperatorensind.
In Zusẗandenmit scharferZahl von Schwingungsquantenist

�

	

�

�


 �

. In einemZustandmit

17Allgemeinsprichtmanvon spontanerSymmetriebrechung, wennderGrundzustandeinegeringereSymmetrie
alsderHamilton-Operatorhat.EinBeispielist derFerromagnetismus,wo derGrundzustanddieRotationssymmetrie
desHeisenberg-Modellsbricht.
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nichtverschwindendemWert für die Auslenkung
�

	

�

� ist die Zahl der Phononenunbestimmt!
�

	

�

�

�
 �

ist daherin Analogiezu
�




�

� � �




�

� � �

�

�
 �

zusehen.
�




�

��� �




�

��� �

� kannalsmakroskopischeWellenfunktionbezeichnetwerden,analogzueinerSchall-
welleoderEM-Welle18. Wir identi�zieren

�

� � �

mit derKondensatwellenfunktion,demGinzburg-
Landau-Ordnungsparameter

� ��� �

.

2.3 DiagonalisierungdesBCS-Hamilton-Operators

Zunächstschreibenwir die Wechselwirkung so um, daß man die Wirkungsweiseder BCS-
Näherungsofortablesenkann:
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"
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�

Wir vernachl̈assigenjetztFluktuationstermewie 





�







�

�

�







�







�

� , d.h.denerstenTerm 


�

�����

�

. Die-
seAnnahmeist dadurchgerechtfertigt,daßmakroskopischviele Teilchenin demselbenQuan-
tenzustandkondensiertsindunddeshalbdieFluktuationenvon 





�







� etc.nursehrschwachsind.
Somiterhaltenwir denHamilton-OperatordesBCS-Modells:
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(2.8)

wobeiderOrdnungsparameter
�

� � �

nochselbstkonsistentzubestimmenist.
Im folgendenwollenwir einenhomogenenSupraleiterohneäußeresFeld( �


#�

) betrachten19.
Wir könnendaherannehmen,daß

�

� � �



�

konstantist undo.B.d.A.wählenwir
�

reell mit
�

�

�

. Diesläßtsichdurcheine �

�

�

�

�

Transformation


�

+

���

/ �


 erreichen,wobei
�

dieevtl.
vorhandenePhasedesOrdnungsparametersist (d.h.

�



"

�

" +

���

).
NacheinerFouriertransformationerhaltenwir für denOrdnungsparameter

�






�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� (2.9)

DerHamilton-OperatorhatfolgendeForm:

�
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�

� �

�

�

�

�




(2.10)

18Dort ersetztmanz.B.diePhotonenoperatorendurchdie Feldsẗarke.
19In derAnwesenheiẗaußererFelderist auchderHamilton-Operatorzu modi�zieren,sieheAbschnitt2.6.2.
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(2.11)

In derSummeüber
�

wurdendieSummandenmit
�

und
�

�

zusammengefaßtundesist deshalb
nur übereinesderbeidenzusummieren.

� �

ist de�niert in einemvierdimensionalenUnterraummit derBasis
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�
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�

�




�

�

�

"

�

�

"

�

�

���
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�

wobei "

�

� derVakuumzustand20 ist. In dieserBasishat
� �

dannfolgendeMatrixdarstellung:
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HierausergebensichdieEigenzusẗandeund-energienzu
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(2.13)
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(2.14)
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(2.15)

mit21
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� �
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� � �
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� � �
�
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und

� �
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�

�

(2.16)

Die Zusẗande(2.14)bzw. (2.15)entsprecheneinembindendenbzw. antibindendenPaarzustand.
(2.14)hatoffensichtlichdieniedrigsteEnergie undwird auchalsCooperpaarbezeichnet.
Dadie

� �

zuverschiedenen
�

kommutieren,ist derGrundzustandvon
�

�

einProduktzustand:
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� (2.17)

20d.h. �

�
�

� ��� � � für alle � und � ������� .
21NützlicheIdentitätenfür praktischeRechnungen:�
�

�����

���

� � und � !

�

�

�

!

�

�#"

�

� � .
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Die niedrigsteAnregungensindQuasiteilchen, die durchdieOperatoren
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(2.18)
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� (2.19)

erzeugtwerden.In Kap.2.4.3werdenwir unsausf̈uhrlichermit denEigenschaftendieserQua-
siteilchenbescḧaftigen.Man sieht,daßdas“Aufbrechen”einesCooperpaaresdie Energie

� �




�

�

�

�

�

�

�

kostet.
DieseQuasiteilchensindÜberlagerungeneines“nackten”Teilchensundeines“nackten”Loches.
Für �

�

�

�

�

ist �

�




�

undwir habenesim wesentlichenmit einem“nackten”Teilchenzu tun.
Für �

�

�

�

�

hingegenist 	

�




�

und der LochcharakterdesQuasiteilchensdominiert(siehe
Abb. 2.1).

vk uk

ke

1

Abbildung2.1: Verhaltenvon 	

�

und �

�

alsFunktionderEnergie.

Bei denQuasiteilchenhandeltessichum Fermionen,denn
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Außerdemgilt
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�

Häu�g verwendetmandie sog.Bogoliubov-Transformation, um denHamilton-Operator
� �

zu
diagonalisieren.Diesestehtin engemZusammenhangmit (2.18)und(2.19).BeiderBogoliubov-
TransformationdrücktmandieElektronenoperatoren�




und � alsLinearkombinationneuerOpe-
ratoren�




,
�




undihrerAdjungiertenaus.Man fordert,daßdieseneuenOperatorendenfermio-
nischenAntivertauschungsrelationengen̈ugenund daßsie

� �

diagonalisieren.Dies legt die
Koef�zienten in derLinearkombinationfest. Als Ergebniserḧalt mangeradedie inverseTrans-
formationzu (2.18)und(2.19):
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(2.20)
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� (2.21)
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2.4 Thermodynamik und GreenscheFunktionen

2.4.1 Exkurs über GreenscheFunktionen

Der folgendeAbschnittist im wesentlicheneineErinnerungandie VorlesungzurTheoretischen
Festk̈orperphysikI. Wir stellenhiernocheinmaldiewichtigstenErgebnissezusammenundwer-
densieim nächstenAbschnittfür die AnwendungaufSupraleiterverallgemeinern.

�

,
�

seienOperatoren,die eine ungeradeAnzahl von Fermionenerzeugernund -vernichtern
enthalten,alsoselbstfermionischsind.Wir gehendannüberzur imagin̈arenZeit � :

� �

�

�

�




+

�

���

+

�

�

�

Die thermodynamischeGreenfunktionist dannfolgendermaßende�niert (Matsubara1955):
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� (2.22)

mit denthermodynamischenErwartungswerten
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�

wobei
�

die Zustandssummeist.
��� �
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�

�

ist de�niert für
� �

�

�

�

�

.
Im folgendenwollenwir nocheinmaleinigewichtigeEigenschaftenvon

��� �
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�

�

betrachten.
Sei �
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. Danngilt
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�

wobeidie ersteGleichheitausderDe�nition von
�	� �

�

�

�

folgt, die zweiteauf Grundderzykli-
schenInvarianzderSpurunddie letztewiederumausderDe�nition von

��� �

�

�

�

. Dabeiist zu
beachten,daßnun �

�

�

�

�

ist unddeshalbderTermmit
�
�

in (2.22)überlebt.
Damit könnenwir die Fouriertransformiertevon

�	� �

�

�

�

betrachten:
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�

mit denFermifrequenzen(PolederFermifunktion
��A

�

+
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)
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�

wobei �

 die Matsubara-Frequenzensind.Die Umkehrungist

��� �

�

�  

�




�

�

�

�

���

�

�

��� �

�

�

�

+




�

�

�
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��� �

�

�  

�

kannfür Im
�

�

�

�
 �

analytischzu
��� �

�

�

�

fortgesetztwerden.Für denSchnittentlang
derreellenAchsegilt

Re
��� �

�

�

�

�

�

�




Re
��� �

�

�

�

�

�

�

und Im
��� �

�

�

�

�

�

�


 �

Im
��� �

�

�

�

�

�

� �

�

mit

�

�

�

.
Die Bewegungsgleichungfür dieGreenscheFunktionist

�

�

�

�

��� �

�

�

�




�

�

�

�

�

?

�

�

� @

�

�

�

�

?

�

�

� @ �

�

�

�

�

�

�

wobeiwir im erstenErwartungswert
� �

�

�

auf GrundderDeltafunktiondurch
�

ersetzenkonn-
ten.NachFourier-Transformationerḧalt man

�

��� �

�

�

�




�

?

�

�

� @

�

�

�

�

�

�

�

���

�

� �

�

�

�

2.4.2 Anwendungauf Supraleiter

ZurBeschreibungderSupraleiterverallgemeinernwir dieGreenscheFunktionzurMatrix-Green-
Funktion

�

� �

�

�
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�
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�

�

�

�

�
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�
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�
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�

�




�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�



�

�

� �

�

� �
� �

�

�

�

�
� �

�

�

�

�

� �

�

�

� (2.23)

Dabei beschreibt
�

� �

�

�

die normaleTeilchenpropagtion,
�

�

� �

�

�

die normaleLochpropagtion
und

�
� �

�

�

,
�

� � �

�

�

die PaarungderElektronenim Suprazustand.
Mit

�

�

aus(2.10) erḧalt man (Aufgabe!) die folgendeBewegungsgleichungfür die Matrix-
Green-Funktion:

� �

� �

�

�


��

���

�

�

�

�

� �

�

�

�
�

�

	 �

� �

�

�

(2.24)

mit denPauli-Matrizen�

	



�

� �

� �

�
und �

�



�

� �

� � �

�
undderEinheitsmatrix

�

.

Hierausfolgt

�

� �

�

�




?

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

	

@

�

	




�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

���

�

�

�

�
�

�

	

�

bzw. mit
�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

�

�
�

�
�

�

�

�

�

�
(2.25)

Auf denAußerdiagonalentauchtderOrdnungsparameter
�

auf,wasnochmalsdieBezeichnung
ODLRO erhellt.
Im folgendeneinigeBemerkungenzudemErgebnis.
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� Die PolederGreen-Funktion,also
�

� �

, entsprechendenQuasiteilchenenergien. Im Nor-
malzustand(

� 
 �

) erhaltenwir daserwarteteErgebnis

�

� �

�

�


 �

	




�

���

�

�

	




�

���

� �

� Bei diagrammatischerBehandlungderElektron-Phonon-Wechselwirkung im Rahmender
sog. Eliashberg-Theorieerḧalt man �

� �

�

�




?

�

� �

�

�

�

�

���

@

�

	

mit der Selbstenergie
� 


�

� �

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	 , wobei die Größen
�

, � und
�

diagrammatischberech-

net werdenkönnen.Die Quasiteilchenenergiensind dann �

�




�




� � ���

�

�

�

�


	�

�

�

�

bzw.

im Normalzustand�

�




� � ���

� . Vergleichtmandiesmit �

�




1

�

�

	

soerkenntmandie Be-
deutungvon

�

alsMassenrenormierung:�

�

�

� .
�

� entsprichtdemOrdnungsparameter
�

.

Die thermischenErwartungswertekönnenaus �

� �

�

�

abgelesenwerden22:
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�
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� Spur
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+
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�

�




� � �
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� �

�
�

�

�

wobei
�
� �

�

�

�




�

�

�

 

�
� �

�  

�

+




���

�

Mit
� � �

�  

�




-

�

�

�

�

�

�

�

folgt unterBenutzungvon �

�

 �$

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

�

�


����������

�

� � (sieheGradstein/Ryzhik,
Nr. 1.421.2)

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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�

� ���




���

�

�

�

�

� � (2.26)

DieseGleichungwird in Abschnitt2.5benutzt,umz.B.diekritischeTemperaturim Rahmender
BCS-Theoriezubestimmen.

2.4.3 Quasiteilchen

Wir habengesehen,daßdie Elektronenim Supraleiterin Cooper-Paaren
���

�

� �

�

�

�

gebunden
sind.Die Bindungwird beschriebendurch

� �

bzw.
�

. Esstellt sichdie Frage,obQuasiteilchen
existieren.
Dazuzun̈achsteinigeVorüberlegungen.
Die Spektralfunktion

� � �

�

�


��

	

�

Im
�

� �

�

�

�

�

�

gibt an,wie sicheineAnregungmit Impuls
�

aufdie Energien
�

�

�

�

�

� verteilt. Esgilt
;

�

�

�

�

�

� � �

�

�



�

.
Als Beispielbetrachtenwir freieTeilchen.Hier ist dieSpektralfunktiongegebendurch

�




�

�

�

�




�

	

�

Im 	

�
�

�

� �

�
�




�

�

�

�

�

� �

. Daein freiesTeilchenmit Impuls
�

einescharfeEnergiehat,hat
�




�

einescharfeVerteilung.

22Im folgendenbezeichnet� wiederdieZustandssumme!
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In einemnormalenFermisystemmit Wechselwirkung ist die Verteilungnicht mehrscharf.Die
scharfeDelta-Zacke wird verschmiertmit einemMaximum auf deminkohärentenUntergrund.
Man kannsicheinsolchesQuasiteilchenvorstellenals

Quasiteilchen= “nacktesTeilchen”+ Wechselwirkungswolke

Im Supraleitergilt
�

� �

�

�







�

���




�

���

�
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� �
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���
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. Somitfolgt

� � �
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� � �
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�
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�

�

�
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� � �
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w

A

E-E kk

Abbildung2.2: Spektralfunktionfür �

� �

�

.

Die Spektralfunktionist charakterisiertdurchzweiDeltazacken,oberhalbundunterhalbderFer-
mienergie �


 �

(sieheAbb. 2.2).
Minimalwertvon

� �

: � �

�

� �



�

�

�

für �

�


 �

.
DasAuftretenzweierZackenlegt folgendeDeutungdurchQuasiteilchennahe:
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�

�

sindFermioperatoren(sieheAbschnitt2.3).SiebeschreibenQuasiteilchen,diealsÜberlagerung
eines“nackten”Teilchensundeines“nackten”Lochesangesehenwerdenkönnen.Zu jedem

�

gibt esein � - undein
�

-Teilchen,wie vorherein � - undein � -Teilchen.
WelchesVerhaltenzeigendiePropagatorendieserQuasiteilchen?
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�
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� �

Somitist die Spektralfunktion
�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

� � �
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mit positiverEnergie
� �

. Analogzeigtman

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�




�

�




�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�
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�
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� � �

mit negativerEnergie
�

� �

.
Der Supraleiterläßtsich alsodurchneueQuasiteilchende�nieren. Im Grundzustandsind alle
Zusẗandemit negativenEnergienbis

�

� �

�

� �


�� �

besetzt(
�

-Teilchen),die � -Zusẗandeleer
(sieheAbb. 2.3).

w = 0

D

-D

unbesetzte

Zustaende

besetzte

Zustaende

Energie

Abbildung2.3: Quasiteilchenzuständeim GrundzustanddesSupraleiters.

Anregungenbestehenin derVernichtungeines
�

-TeilchensundderErzeugungeines� -Teilchens
(Teilchenzahlerhaltung!).Die minimaleAnregungsenergie ist � ���

�

� �




�

�

. Wir habenalso
eineLücke �

�

im Energiespektrum,ganzim GegensatzzumnormalenMetall.
Die Zustandsdichtefür Einteilchenanregungenist

� �

�

�
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Im
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(proGitterzelle).Für freieTeilchenist
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�

�

�

�

wobei im letztenSchrittausgenutztwurde,daß� viel kleineralsdie Bandbreite
�

ist, �

�

�

,
da für ein gutesMetall dasLeitungsbandsehrbreit ist. Typischerweiseist

�


 	 �

�

�

mit der
Fermitemperatur

�

�


 �

� ��� �

� . In guterNäherunggilt außerdem
�

�

�

�


 �

�

�

�

�

für �

�

�

.
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Im Supraleitergilt:
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. Dannist
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�
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. Ist �
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bzw.
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�
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�&-

�

falls "

�

"

�

�

�

falls "

�

"

�

�

für
�

�

�

. Abb. 2.4zeigtdentypischenVerlaufderZustandsdichteim Supraleiter.
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-D

1

w

/N0

D

Abbildung2.4: VerlaufderZustandsdichteim Supraleiter. Die Fermienergie liegt bei �


#�

.

Esfolgt leicht:
�

�

-

�

�

�

�

�

�

�




� �

�

�

�




�

�

-

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

� �

�



�

�

Die ZustandsdichtedesSupraleitersfolgt ausder desNormalleiters,indemdie Zusẗandezwi-
schen

�

und
�

hinausgedr̈angtwerden.Bei
�

habenwir eineSingulariẗat. Im Bereich
�

�

um
die Fermienergie gibt eskeineZusẗandeentsprechendderbereitsgefundenenLücke �

�

.
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2.5 Der Phasen̈ubergangin der BCS-Theorie

2.5.1 Selbstkonsistenzgleichung(gap-equation)für
�

Zunächstschreibenwir die De�nition (2.9) desOrdnungsparameterum in ein Integral überdie
Zustandsdichte
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� �
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�

�

wobeiwir die Ersetzung 	

�

�

�

��� �

�

;

� �

�

� �

�

�

�

 

�

�

�

� ��� mit der Zustandsdichte
�

 

�

�

�

im Nor-
malzustandbenutzthaben. � � ist die Abschneidefrequenz23 gemessenrelativ zur Fermikante
(chemischesPotential).
Für "

�

"

�

�
�

�

�

ist
�
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�
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�

 

�

�

�

undwir erhaltenunterBenutzungvon Gleichung(2.26)
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�

�
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�

�

(2.27)

Dieseimplizite Bestimmungsgleichungfür
�



�

� �

�




�

� �

�

wird alsSelbstkonsistenzgleichung
odergapequationbezeichnet.

�

 �

ist immer Lösungvon (2.27). Für hoheTemperaturenist esauchdie einzigeLösung,
d.h.dannliegt derNormalzustandvor. Um dieseinzusehennehmenwir an,daßeseineLösung

� �

#�

gibt. Aus (2.27)folgt dann:
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�

�

für
�

�

�

�

wobeiwir in derzweitenZeiledie Abscḧatzung �������

�

�

�

�

benutzthaben.Die letzteZeilezeigt,
daßdie AnnahmederExistenzeinernichtverschwindendenLösungfür großeTemperaturenzu
einemWiderspruchführt.
Außerdemsehenwir, daßdieExistenzeinersupraleitendenLösung,d.h.

� �

 �

eineanziehende
Wechselwirkung ( 


�

�

) erfordert.
Im allgemeinenFall mußmandie Lösungvon(2.27)numerischbestimmen(sieheAbb. 2.5).

23Eswerdennur Streuprozessemit �

�

�

�

�

�

���

��� $&% ber̈ucksichtigt.
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TTc
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Abbildung2.5: TypischerVerlaufvon
�

� ���

ausnumerischerLösungvon (2.27).

2.5.2 Bestimmungder kritischen Temperatur
���

Im folgendenwollen wir ausderSelbstkonsistenzgleichungdie kritischeTemperatur
� �

bestim-
men.Für

� � � �

ist
�

� � � �

�

. Da
�

� �

�

� �	�
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gilt bei
� �

(bzw.
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� A
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)
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Die typischeGrößenordnungfür dieIntegrationsgrenzeläßtsichdurch
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abscḧatzen.Daherkönnenwir �

� ���
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�
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�
�

A

�
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�

setzen.DasverbleibendeIntegral läßtsich
ausrechnen24
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mit derEulerschenKonstanten�


 �

���

� �

����� . Somiterhaltenwir
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� �
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+
	

�

bzw. durchAu� ösennach
� �

	 �

� �




� +

	

�

�

�
�

+

�

	

/��
�

�
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�

�

� �

�
�

+

�

	

/��
�

�

�


��

� (2.28)

Man vergleichediesesErgebnismit der Bindungsenergie eineseinzelnenCooperpaares(siehe
(2.2))! Da � �

)

�

�

	

/ �

impliziert (2.28)auchdenIsotopeneffekt.

24siehez.B.Gradstein/Ryzhik,Nr. 4.371.3
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Aus (2.28)läßtsichderOrdnungsparameter
�





 �

� �


��

�

bei verschwindenderTemperatur
bestimmen.Für

�

�

� erḧalt manmit derschonvorherbenutztenApproximation
�
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arsinh
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Somit
�







�

�
�

+
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+

�

	

/�� � �

�


��


��

� �

+

�

	

/�� � �

�


��

�

wobei im letztenSchritt angenommenwurde, daß 


�

 

�

�

�

klein ist, d.h. der Fall schwacher
Kopplungvorliegt. Somitergibt sichmit (2.28)

�




	 �

� �


��

+

�

	

bzw. mit (2.28)
�


 


�

�

� � 	 �

� �

(2.29)

unabḧangigvondenModellparametern
 , � � . DieseuniverselleBeziehungist für dieKlasseder
“schwachkoppelndenSupraleiter”rechtguterfüllt.

2.5.3 ThermodynamischesPotential

Im folgendenwollenwir unsdieThermodynamikderBCS-Supraleitergenaueransehen(Mühlschlegel
1959).
GroßkanonischesPotential:

���

� �

�

�

�

�




�

�

�

5

� �

�


��

�

�

�

�

�

mit
�




Spur +

���



�
�

wobeiderHamiltonoperator
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bereitsdaschemischePotentialentḧalt (siehe(2.10)und(2.11)).
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(2.30)

wobei wir angenommenhaben,daß
�

�
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�
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� reell ist und damit
�
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� . Wir
sehenaußerdem,daßdie Lösung
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�

� � �

derSelbstkonsistenzgleichung(2.27)dasgroßka-
nonischePotentialstation̈armacht.
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Mit denAbkürzungen
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Die mittlereTeilchenzahlin Supra-undNormalleitersindgleich,
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. Somitgilt
für die freienEnergien

�

�




�

�

�

�

�

� und
�

 




�

 

�

�

�

 

�

�

�

�

 




�

�


 �

�

�

�

� ���

�

�

�

wobeiin derletztenGleichheitderAusdruck(1.7) für die Kondensationsenergiebenutztwurde.
Hierausläßtsichjetzt daskritischeFeld
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Bei der Berechnungvon
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 hattenwir bereitsgefunden,daßarsinh
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ist.
Setztmandiesin denletztenAusdruckein,soergibt sichfür daskritischeFeld
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 � (2.31)

DerelektronischeAnteil derspezi�schenWärme(proVolumeneinheit)im Normalzustandist
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wobeiwir von freienElektronenausgegangensind.Somitfolgt
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Die spezi�scheWärmeverḧalt sichfür
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wie
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Mansieht,daßdiesesexponentielleVerhaltenin direktemZusammenhangmit derExistenzeiner
Anregungsl̈ucke

�


 steht.

2.6 Ginzburg-Landau-Verhalten, Gorkov-Theorie und Meissner-Effekt

Wir hattenbereitsgesehen,daß
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. Dabei ist
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�

das(1,2)-Elementder
GreenschenMatrix �

� �

�

�

.

2.6.1 Ginzburg-Landau-Verhalten bei
� �

Wir sindwiederamVerhaltenin derNähevon
���

interessiert.Deshalbkannmanannehmen,daß
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klein ist undnach
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entwickeln:
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Hierausfolgt dann(vgl. (2.33))
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DieserAusdrucksoll nundemErgebnis
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� derGinzburg-Landau-Theorie
entsprechen.Somitkönnenwir dieGinzburg-Landau-Parameter� und
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direktablesen:
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wobei wir
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#('

#
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benutzthaben. Wir sehen,daßwir genaudie Temperatu-
rabḧangigkeit derParameterin derNähevon

���

�nden, diewir in derGinzburg-Landau-Theorie
angenommenhaben(siehez.B. (1.25): �

)
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und
�




const(vgl. (1.25)).
Mit demErgebnis(2.34)könnenwir nunalleErgebnissederGinzburg-Landau-Theoriëubertragen
undmit mikroskopischenParameternin Verbindungbringen:
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Ergebnis5. zeigt, daßder Sprungin der spezi�schenWärmeproportionalzu
� �

ist. DasRe-
sultat 6. für den relativen Sprungin der spezi�schenWärme ist ein Beispiel für zahlreiche
universelleBeziehungenzwischenden Meßgr̈oßenim Rahmender BCS-Theorie. Ihre gute
Übereinstimmungmit Experimentenist eine Rechtfertigungfür dasEinparametermodellder
Theorie.

2.6.2 Gorkov-Theorie inhomogenerSupraleiter

Bei AnwesenheiẗaußererFelder�

��� �

, einesStörstellenpotentials
� ��� �

etc.verkomplizierensich
diegrundlegendenGleichungenderBCS-TheorieausdenAbschnitten2.3und2.4erheblich.So
läßtsich der Hamiltonoperatori.a. nicht mehrdurchFourier-Transformationin �




� -Blöcke
zerlegen.
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ein.
Wir wollendie Bewegungsgleichungfür die Matrix-Green-Funktionim Ortsraum
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bestimmen.StattdereinfachenBewegungsgleichung(vgl. (2.24))
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erḧalt manin diesemFall die sog.Gorkov-Gleichungen
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ManbeachtedasPluszeichenim Argumentvon �
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�

-ElementderMatrix. Dieskommt
daher, daßder entsprechendePropagatordie Propagationvon Löchern(mit Ladung

�

+ ) be-
schreibt. NebendenGorkov-Gleichungen(2.35)ben̈otigt mannaẗurlich die Selbstkonsistenz-
gleichung,andersichabernicht viel ändert:
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Mit diesenGleichungenlassensichdanneineReihevonErgebnissenherleiten25:

25siehez.B.dasBuchMethodsof QuantumField Theoryin StatisticalPhysicsvonAbrikosov, Gorkov undDzya-
loshinski.
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1. HerleitungdesGradiententermsin derGinzburg-Landau-Entwicklung,

2. TheoriederTyp-II-Supraleiter,

3. Ein�uß von Störstellen.

Die Gorkov-GleichunghatzahlreicheweitereAnwendungen,die wir hierabernichtdiskutieren
können.

2.6.3 Meissner-Effekt

Wir wollennunnochzeigen,daßausdenGorkov-Gleichungen(2.35)derMeissner-Effekt folgt.
Im Abschnitt1.3.2überdie Pippard-Theoriehabenwir gefunden,daßeineBeziehungderForm
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UnserZiel wird essein,zun̈achsteineBeziehungderobigenFormausdenGorkov-Gleichungen
abzuleitenunddarausindirektaufdieExistenzdesMeissner-Effekteszuschliessen.Wir nehmen
daheran,daß �

��� �

fastkonstantist unddasdie London-Eichung
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für dasStörstellenpotential.
DerStromist alsResponsegrößelinearin � . Wir wendendaherdieLineareResponsetheoriean.
DerStromdichteoperatorist gegebendurch
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. Der Ausdruckin der letztenZeile ist dasbekannteErgebnisfür
Dichtenin 2. Quantisierung.
Somitkönnenwir denErwartungswertdesStromesbestimmen:
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� die GesamtdichtederElektronenist.
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Wir machennunStörungstheorienach � undberechnen� in 1. Ordnungvon � indemwir die
in denGorkov-GleichungenauftretendenGrößenentwickeln:
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Wir bezeichnenmit �
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wiederdie Pauli-Matrizen.Die Gorkov-Gleichungen(2.35)lautendann
biszur1. Ordnung
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In 0. Ordnungerhaltenwir somit
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worausnachFourier-Transformationfolgt

� 


�




�

�

�

�

�

�

�

�




�

	

�

�

	

�

Diesist dasvon früherbekannteErgebnis,vgl. z.B.mit (2.24).
In 1. Ordnungfolgt dannunterBenutzungdesResultatsin 0. Ordnung

�

�

�

�

�

�

�

�
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�

� 	

�

�

+

�

�

�

�

�

�

�

	

�

	



� 



 �

�

Dabeihabenwir benutzt,daßwegenderLondon-Eichungdie Operatoridentiẗat �

�

�




�

�

�

gilt. DerKoef�zient von � 	 ist gerade�

�

	




. Somitergibt sich

��	


��

� 


�

+

�

�

�

�

�

�

�

	

�

	



� 
 �

Wir vernachl̈assigennundie Ortsabḧangigkeit von � . Danngilt

�
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�

�

�

�

�

� 


� ���

�

� � �




�

�

�

�

+

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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� �

�

�

� �

�


��

�

�

�

Hierausfolgt mit
�




�


 �


��

�

�


 �




1

�

� 


�

�

�

�

�

� 


� � �

�

� �




�

�

�

�

�

�




1

�

�

�

� �


#�

�

Darausfolgt nun
�

	


 �

, denn

� 	

���

�

� �


 �

�

	

�

	

�

�

	

�

�

	

�


��

�

� 


�

�

	 � 


� � �

�

� �

undhieraus
�

	

� �

�

� �


��
�
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�

�




�

�

�




�

�
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Die Selbstkonsistenzgleichungfür
�

	 lautetdann

�

	







�

�

 

�

	

�

�  

�

+

�




�


 � �

	




�

�

 




�




�

�




�

�

�




�

+

�




�

undhatnurdieLösung
�

	


 �

, wie mannachrechnenkann26.
Somitverbleibtin 1. OrdnungdieGleichung

� 	


��

� 


�

+

�

�

�

�

�




� 
 �

Wir wollennundenStromberechnen.Dazuben̈otigenwir denTeilchenpropagator

�

	

���

�

� �

�

�

�


��

+

�

�

�

�

�

�

+

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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�

�




�

�

�




�

�

�




� � �

�

�

�

Mit
�




�







�

�

���




�

�

���

�

�

,
�




�




�

�




�


 �

-�.




�

�

���

�

�

ist

�

 




�

�




�

�

�




�

�

�




�

�

�

�  

�




�

 

�

�

�  

�

� �

�




�

�

�

�

 

�

�  

�

�


 �

�

�

�
�

� � �

�

wobei �

� � �




	

�

���

�

	

die Fermiverteilungist.
Hiermit folgt für denStrom

�

� � �




+

�

�

� �

�

� � �

�

	

� �

�

� �

� �


��

�

�

�

�

�

�

$

�

�

�

�

� � �

+

�

�

�

�

��� �


 �

� +

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

� �

�

�

� � �

�

�

�

�

� � �

+

�

�

�

�

��� �

�

Wählenwir nun speziell �




�

��
 so folgt wegen27
�

�

�

	


 


�

	

�




�

� �"���

�

�

	

�







�

	

�	�

durch
Vergleichmit

� 
 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

�

�

�

�




�

+

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�




�

�

� � �

�

�

�

�

#�

(2.36)

undsomitderMeissner-Effekt. Die De�nition dersupraleitendenDichte
�

� durch
�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

	

�




�

�

� � �

�

�

�

�

(2.37)

ist zun̈achstdurch einenVergleich von (2.36) mit dem LondonschenGrenzfall der Pippard-
Theorie(vgl. Kap. 1.3.2)motiviert. Außerdemhat die in (2.37)de�nierte Dichte

�

� folgende
Eigenschaften,die die InterpretationalssupraleitendeDichtebekr̈aftigen.

26Alle GrößenaufderrechtenSeitesindbekannt!
27wenn � ��� � nurvon � abḧangt,daderSummandin den � - und � -Komponentenungeradeist
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1.
�

�


 �

im Normalzustand(
� 
 �

), d.h.danngibt esauchkeinenMeissner-Effekt, denn
mit

1

�

	

�

�

�

�

�

�

�




�

�

1

�

�

�

�

�

ergibt sich

�

�

�

�

	




�

� 	




�

�

�

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�


 � � �

wobeidie ersteIdentiẗatdurchpartielleIntegrationfolgt.

2.
�

�


 �

bei
�


#�

, denn �

�

�

�

�

�

�


�� �

�

� � � �

� �

�

� � � �

�

�

für
�

�

�

, da
� �

�

�

�

.

3. Bei
� �

, d.h.für kleine
�

, ist28 �

� )

�

�

, im Einklangmit derProportionaliẗat zwischen
�

unddemGinzburg-Landau-Ordnungsparameter. In derNähevon
� �

gilt:

�

�

�




�

� � �

�

� ���




�

�

� �

�

�

�

�

�

�

	 �

� � �

�

�




� " 
 "

�

�

undsomitfür denGinzburg-Landau-Ordnungsparameter







�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

	 �

� � )

�

�

2.7 Phase,Teilchenzahlund Josephson-Effekte

2.7.1 Phaseund Teilchenzahl

Bisherhabenwir immer angenommen,daß
�




�




�

��� �




�

��� �

� reell und positiv ist. Dies ist
keineEinschr̈ankung,dennfür ein allgemeines

�



"

�

" +

���

gilt nachGleichung(2.8), (2.10)
und29 (2.11)

�

�




�

�

�

� �

� constmit

� �




�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�




�

"

�

"

�

�




�

�

�




�

�

�

+

���

�

�

�

�

�

�

�

�

+

�

���




�

Wir führennuneine �

�

�

�

-Transformation30 derElektronenoperatorendurch

��

�

	




�

�

	

+

���

/ �

�

��




�

	




�




�

	

+

�

� �

/ �

�

Damit lautetderneueOrdnungsparameter

�

�



�

+

�

���




"

�

"

unddertransformierteHamiltonoperator

� �




�

�

�

��




�

�

��

�

�

�

��




�

�

�

��

�

�

�




�

�

�

�

��




�

�

��




�

�

�

�

��

�

�

�

��

�

�



�

28BeweisdurchEntwicklungvon
���

�

�

�

�
� mit � �

�

�

!��
	 !

für kleine
	

undunterVerwendungvon1.
29Manbeachte,daßin (2.11)bereitsausgenutztwurde,daß

	

reell ist.
30 �

�
� � ist dieGruppederunitären����� -Matrizen.
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Dies ist exakt der alteHamiltonoperatormit reellem
�

, nur mit derErsetzung�

�

	

�

��

�

	 . Da
sich unter der unitärenTransformationdie Physik nicht ändert,sehenwir, daßman o.B.d.A.

� 


"

�

" wählenkann.
Waspassiertmit denZusẗandenunterderTransformation? DerallgemeineGrundzustandlautet
dann

"

�

�


 	

�

�

	

�

�

�

�

��




�

�

��




�

�

�


 "

�

�


 	

�
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�

�
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+

���
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�

�

�




�

�

�




"

�

�

mit 	

�

�




	

�

�

�

�

� �

�

�




und �

�

�




	

�

�

� �

� �

�

�




, d.h. " �

�

"

�

ist die Wahrscheinlichkeit, daßdasPaar
���

�

� �

�

�

�

vorhandenist.
Wir wollennundie mittlereTeilchenzahlin diesenZusẗandenbestimmen.

�

�

�




�

�

�

�

�

�

	

�




�

	

�

�

	

�

�

��� 


�

�

�

�

�

�

�

Damit ist
�

�

� )

�

, denn �

�

�




�

�

�

�

unddie GrößenordnungderSummewird durchdie Zahl
der Summandenbestimmt. Die Teilchenzahlin denZusẗanden "

�

� ist abernicht scharf. Die
SchwankungderTeilchenzahlergibt sichzu (Aufgabe!)

�

�

� �

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�


 �

�

�

	

�

�

�

�

�

undist ebenfalls )

�

. Damit ist die relativeSchwankung

�

�

�

�

�

)

� �

�




�

� �

)

�

�

�

extremklein.
Wir wollen nunZusẗandemit scharferTeilchenzahlkonstruieren,undzwar durchSuperposition
vonZusẗandenmit verschiedenenPhasen:

"

�

�
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�

�

�

�

�

�

�

�

+

�

�

�

�

/ �

"

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

+

�

�

�

�

/ �

	

�

�

	

�

�

�

�

+

���

�




�

�

�




�

�

�




"

�

� (2.38)

Dabeiwerdenin demIntegrandenwegen
�

�

�

�

�

�

�

�

�

+

�

�

�

�

/ �




+

���

���




���

�

�

�
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geradedie Anteilemit
�

Elektronenherausprojiziert31. Die UmkehrungobigerBeziehungist

"

�

�




�

�

�

$�


+

�

�

�

/ �

"

�

�(�

Somit sind die Zahl
�

� 


�

� und �

�

kanonischkonjugierteVariablen,wie Ort und Impuls.
Damitgen̈ugensieaucheinerUnscḧarferelation

�

�

�

� �

	

�

�

Wenn
�

sehrgroßist, könnenwir Wellenpaketewählen,in denensowohl die relativeUnscḧarfe
von

�

alsauchdievon
�

klein (
� � �

�

	�
 ) sind.In diesemFall ist einesemiklassischeBehandlung
mit einerHamiltonfunktion

� �

���

�

�

�

unddenHamiltonschenBewegungsgleichungen

�

� �

���


 �

�

�

�

�

�


 �

�

�

�

�

�


��

�

� �

�

�

�

���




�

�

�
�

sinnvoll. Bei endlichenTemperaturenist
�

durchdie freieEnergie zuersetzen.
Wie manausdenBewegungsgleichungenersieht,ist dieTeilchenzahlerhaltung

�
�

�


 �

in einem
isoliertenSupraleiteräquivalent zur �

�

�

�

-Symmetrie,d.h.
�

-Unabḧangigkeit, von
�

. Somit
sindzeitabḧangigePhasenin isoliertenSupraleiternnicht beobachtbar. Deshalbwerdenwir im
folgendenAbschnittzwei gekoppelteSupraleiterbetrachten.Dies führt unszu denJosephson-
Effekten(Josephson1962,Nobelpreis1973).

2.7.2 Josephson-Effekte

Wir betrachtenim folgendenzwei (identische)Supraleiter, diedurcheinedünne( 


� � 	A) Isola-
torschichtgetrenntsind(sieheAbb. 2.6). EinesolcheAnordnungheißtJosephson-Kontaktoder
auchweaklink bzw. Tunnelkontakt.

Supraleiter 1

N N21
* *f f1 2

Supraleiter 2

Abbildung2.6: Josephson-Kontakt.

Ein solcherKontaktwird semiklassischbeschriebendurcheineHamiltonfunktion
�




�

	

�

�

	

�

�

�

	

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

� �

	

�

�

31WennmandasProduktin (2.38)ausmultipliziert,siehtman,daßderTermmit ��� ElektronengeradedenFaktor

������ trägt.
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Die Kopplung
�

	

� zwischendenSupraleiternerfolgtdurchTunnelnvonElektronen32. Siehängt
nurvonderDifferenz

�

�

� �

	 derPhasenab(undnichtauchvonderSumme
�

�

�

�

	 ), da
�

�

	

�

�

�

�

wiedererhaltenist, d.h.
�� �

	


 �

�� �

� .
Mit �


��

�

� �

	 folgt ausdenBewegungsgleichungen
�

�

���




�

�

�

�

	

���

�

�

�

Es�ießt ein Tunnelstrom

� �




� +

���

�

�

�

	

���

�




� +

�

�

�

�
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� +

�

�

�

	

�

�

�

�

Im folgendenwollen wir annehmen,daß
�

	

�

�

�

�

einegerade,�

�

-periodischeFunktionist, d.h.
�

	

�

�

�

�




�

	

�

�

�

�

�

und
�

	

�

�

� �

�

�

�




�

	

�

�

�

�

. Dannkönnenwir
�

	

�

�

�

�

Fourier-entwickeln
�

	

�

�

�

�




� 


�

� 	 � ���

� �

�

�

� ��� �

� �

� ���

Wir setzenalleKonstanten�� mit
�

�

� gleichNull. Wir erhaltendannfür denTunnelstrom

� �




�

	 �

�

� �

�

� mit �

	 �

�


��

� +

�

� 	(� (2.39)

Diesist derGleichstrom-Josephson-Effekt: Ein Gleichstrom�ießt durchdenKontakt,ohnedaß
ein elektrischesodermagnetischesFeldangelegt wird.

Die folgendeAufgabezeigteinealternativeHerleitungdesGleichstrom-Josephson-Effektes.

Aufgabe4: DerGleichstrom-Josephson-Effekt

Seien


�

dieWahrscheinlichkeitsamplitudeneinesElektronenpaaresim Supraleiter�


 ���

� . Die
KopplungderSupraleiterwerdedurchdie Transfer-Wechselwirkung �

�

beschrieben,d.h.

�

�

�


 	

���




�

�




�

�

�

�

�




�

���




�

�


 	(�

Essei 


�




�

�

�

+

���

�

. Für identischeSupraleiterkönnenwir
�

	


 �

� annehmen.

Leitehierausdie Beziehung� �




�

	 �

�

�3�

�

� für denTunnelstromab.

Im folgendenwollen wir einigeexperimentelleKonsequenzendesJosephson-Effektsdiskutie-
ren.

1. Ein aufgepr̈agterStrom �

�

�

	 �

� kannalsSuprastrom,d.h.ohneSpannungsabfall (bzw.
Dissipation)durchdie Isolatorschicht�ießen:

�3�

�

�




�

�

	 �

�

zeitunabḧangig
� �

	


 �

�

�

DieseGleichunghatoffensichtlichnurdannreelleLösungenfür � , wenn " �B"

�

�

	 �

� ist.

32Ein mikroskopischesModell �ndet sichin P.G.deGennes,Superconductivityof MetalsandAlloys, S.118.
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SL 1 SL 2

Abbildung2.7: MessungamJosephson-Kontakt.

2. Für �

�

�

	 �

� �ießt ein Quasiteilchenstromdurch die Isolatorschicht. Dabei werden
Cooperpaareaufgebrochen,es kommt zu Dissipationund man beobachteteinenSpan-
nungsabfall

�




�

	

�

�

�

�

�

 �

. Zus̈atzlich�ießt einoszillierenderSuprastrom� �




�

	 �

�

� �

�

�

�

�

�

mit einer zeitabḧangigenPhase�

�

�

�




�




�

�

�

und der Frequenz�




�

�




�

. Dieses
Pḧanomenwerdenwir gleichgenaueruntersuchen(Wechselstrom-Josephson-Effekt).

NocheinigeabschließendeBemerkungenzumGleichstrom-Josephson-Effekt.

1. Im Magnetfeld,d.h.für �

�

#�

, erfordertdieEichinvarianz,daß

�




�

	

���

�

+

�

�

�

�

�

	

�

�

�

�

�
�

�


<�

�

� �

	

�

� +

���

�

�

	

�

�

�

�
�

wobeiein Integrationsweg längsdesTunnelstromszuwählenist.

2. Bei schwachgekoppeltensupraleitendenKörnchen,sog.granularenSupraleitern,wird i.a.
wegenderendlichenKapaziẗat � derKörncheneinequantenmechanischeRechnungnot-
wendig:

elektrostatischeEnergie
���

�

�

)

� �

�

�

�

�

�

	

�

�

�

mit
�

�

�




�

�

�

�
�

�

�

Als nächstesdiskutierenwir denWechselstrom-Josephson-Effekt. ÜberdenKontaktin Abb. 2.7
seinuneineSpannung

�

angelegt. Die Bewegungsgleichunglautetdannmit
�

	

���

�




+

�

:
�

�

���




� +

�

�

�

Somitist
�

�

�

�




�
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� +

�

�

�



�




�

�

�

und
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� �




�

	 �

�

� �

�

�

�

�

�




�

	 �

�

�3�

�

�

�




�

�

�

�

� (2.40)

Dies ist der Wechselstrom-Josephson-Effekt: Eine überdenKontaktangelegte Gleichspannung
erzeugteinenoszillierendenStromdurchdenKontakt.
DerWechselstrom-Josephson-Effekt kannz.B. zurBestimmungvon




�

benutztwerden.
Experimentellist leichter, deninversenJosephson-Effekt nachzuweisen.Dazubringt manden
Kontakt in dasWechselfeldeinesschwingendenMikrowellen-Hohlraumesund mißt danndie
Strom-Spannungskennlinie. Diesezeigt charakteristischeStufen,sog.Shapiro-Stufen, immer
dann,wenndie Frequenz� desJosephson-WechselstromeseinemganzzahligenVielfachender
eingestrahltenFrequenzentspricht(Abb. 2.8).

V

I

Abbildung2.8: Shapiro-Stufen.

2.7.3 Quanteninterferenzund SQUIDs

Früherhabenwir gesehen,daßdiePhasendifferenzentlangeinesgeschlossenenKreises,derden
magnetischenFluß

�

umschließt,gegebenist durch

�

���

� �

�




�

�B� 


�

�

�

�







� +

� �

�

�

wobei
�


 dasFlußquantbezeichnetund
�


 �

�


 ist. Der FlußsetztsichausdemFlußdurch
äußereFelderunddemFlußderStrömein demKreisselberzusammen.
Wir betrachtennun zwei parallelgeschalteteJosephson-Kontakte(sieheAbb. 2.9). Es werde
keineSpannungangelegt. Die PhasendifferenzzwischendenPunkten1 und2 entlangdesWeges
durch die Isolatorschichta (bzw. b) sei �

� (bzw. �

� ). OhneMagnetfeldist �

�




�

�




�


 .
Durchdringtein FlußdenKreis,soist

�

�

�

�

�




� +

� �

�

bzw.
�

�




�




�

+

� �

�

�

�

�




�




�

+

� �

�

�

60



j
ges

j
b
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Abbildung2.9: Zwei parallelgeschalteteJosephson-Kontakte,d.h.ein SQUID.
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Wir sehenalso,daßderStrommit demFluß
�

variiert (vgl. Abb. 2.10).Die Stromsẗarkebesitzt
Maxima,wenn

�

�
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 � �

mit ganzzahligem
�

.

F/F

j ges||

01 2 3

Abbildung2.10:Abhängigkeit desStromsvomFluß.

Die VariationdesStromsmit
�

ist ein Interferenzeffekt, analogdemIntensiẗatsverlaufbeiLicht-
beugungamDoppelspalt.Hier handeltessichalsoumeinenQuanteninterferenzeffekt.
Eine Anordnungmit zwei Josephson-Kontakten,wie wir sie hier betrachtethaben,bezeich-
net manals SQUID. Dies ist ein Akronym für SupraleitenderQuanten-Interferenz-Detektor33.
SQUIDs habengroßeBedeutungin der Meßtechnik,dennsie erlaubenz.B. hochgenaueMes-
sungenmagnetischerFlüsse.

33Im Englischen:Superconductingquantuminterferencedevice.
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3 Hochtemperatur-Supraleitung

3.1 Überblick

3.1.1 HistorischeEntwicklung

Vor 1986hatmanSupraleitungvor allem in MetallenundLegierungengefunden.Die höchste
SprungtemperaturhattebisdahinNb� Gemit

� �




�

�

� � K, gefunden1973in dünnenSchichten.
1986 habenBednorzund Müller dannmit La����� Ba� CuO� den erstensog. Hochtemperatur-
Supraleiter (HTSL) gefundenmit einem

� �

von etwa
�

�

� . Dabeihattensie in dieserArbeit
nur dasVerschwindendesWiderstandesnachgewiesen,den Meissner-Effekt konntensie erst
einigeMonatesp̈aterveri�zieren.
DieseEntdeckunghatdanneinestürmischeEntwicklungentfacht.Dassiehtmanz.B.daran,daß
Bednorzund Müller schon1987denNobelpreiserhielten. Zum Vergleich: Die BCS-Theorie
wurde1957veröffentlicht,denNobelpreisgabesabererst1972!
SchonAnfang1987hat mandannmit YBa� Cu� O� �

�

denerstenSupraleitergefunden,dessen
� �

mit
�

� � (für
�




�

�

�

) oberhalbder Ver� üssigungstemperaturvon Stickstoff ( 


� �

� )
liegt. Die zur Zeit höchsteanerkannteSprungtemperatur�ndet manbei Tl � Ba� Ca� Cu� O	�
 mit

� �


 �

�

�

� .
EineBesonderheitderHTSL ist, daßsiezu einerganzanderenSubstanzklassegeḧorenalsdie
“klassischen”Supraleiter. JenachBetrachtungsweisebezeichnetmansiealsoxidischeKerami-
ken, waseherdenHerstellungsprozeßbetont,alsKuprate(Verbindungenmit Kupferoxid),was
die Zusammensetzungbetont,oderalsPerowskite, wasdurchdieKristallstrukturmotiviert ist.

3.1.2 AllgemeineEigenschaften

Die AusgangsmaterialienderHTSL sindIsolatoren,dieeineantiferromagnetischeOrdnungauf-
weisen. Dies ist äußerstungewöhnlich, denni.a. werdenSubstanzen,die magnetischordnen
(z.B.Fe)nicht supraleitend.
SchematischhatdasPhasendiagrammals Funktionder Dotierung � undder Temperatur

�

die
in Abb. 3.1 dargestellteStruktur. Dabei bezeichnetAF die antiferromagnetischeund SL die
supraleitendePhase.Danebengibt esnocheinenmetallischenBereich.

�

� ist die sog.Néel-
Temperatur, beiderdieantiferromagnetischeOrdnungverschwindet34.

� �

bezeichnetwie immer
die ÜbergangstemperaturzumSupraleiter.
Unter Dotierung(englisch: doping) verstehtman– wie bei Halbleitern– dasEinbringenvon
Ladungstr̈agerndurchErsetzen,HinzufügenoderWeglassenvonAtomen.

� opt bezeichnetmanals optimaleDotierung. Hier ist
���

maximal. Die Bereichemit kleinerer
bzw. größererDotierungals � opt bezeichnetmanauchalsunderdopedbzw. overdoped.

34AnalogzurCurie-Temperaturfür Ferromagnete.
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Abbildung3.1: SchematischesPhasendiagrammderHochtemperatur-Supraleiter.

3.1.3 SupraleitendeEigenschaften

Im folgendenwollenwir kurzdiewichtigstenEigenschaftendersupraleitendenPhasederHTSL
diskutieren.Die auffälligsteEigenschaftist naẗurlich die hoheSprungtemperatur

� �

. Es stellt
sichdie Frage,ob diesedurchdie klassischeBCS-Formel

���




�

�

� �

�
�

+

�

	

/��
�

�

�


�� erklärbarist.
EineinteressanteBeobachtungist, daß

���

�

�

�

� �

�
� im Grenzfall starker Kopplung( 


�

� ),
d.h.nimmtdanneinenendlichenWertan.Dieserist tats̈achlichdurchausvonderGrößenordnung
derRaumtemperatur, wennmantypischeZahlenwertefür � � einsetzt.Allerdingshattenwir in
derBCS-TheoriezahlreichevereinfachendeAnnahmengemacht,insbesonderebeiderAbleitung
derFormelfür

� �

. EinedieserAnnahmenwar derGrenzfall schwacherKopplung,d.h.genauer
�
�

�

� �

. DieseAnnahmeist bei obigerArgumentationsicherlichverletzt. Man siehtaber
qualitativ, daßeinehoheZustandsdichte

�

 

�

�

�

der Elektronenan der Fermikantegut für ein
hohes

� �

ist. Man kannverbesserte
� �

-Formeln,z.B. im RahmenderEliashberg-Theorie(siehe
Kap. 2.4.2),ableiten,in denendie Elektron-Phonon-Wechselwirkung

	

direkt35 ber̈ucksichtigt
wird. DieseFormeln lassenan der Bedeutungder Elektron-Phonon-Wechselwirkung für die
HTSL zweifeln,könnensiejedochnicht völlig ausschließen.
Als nächstesstellt sichdie Frage,welchederbekanntencharakteristischenEigenschaften“klas-
sischer”Supraleitermannochhatnachweisenkönnen?

� Wie schonerwähnt:verschwindenderWiderstandundMeissner-Effekt

� DieExistenzvonCooperpaaren:̈UberExperimentezurFlußquantisierungunddieJosephson-
Effekte �ndet manzun̈achst,daßauchin denHTSL Elektronenpaare36 für die Supralei-
tung verantwortlich sind. Experimentezur sog.Andreev-Streuungzeigendar̈uberhinaus,
daßdiegepaartenTeilchenumgekehrteImpulse

���

� �

� �

haben.Bei derAndreev-Streuung
handeltessichumdieRe�exion einesElektrons(mit einerEnergiegrößeralsdiesupralei-
tendeLücke) anderGrenzschichtzwischeneinemNormal-undeinemSupraleiter. Dabei

35stattnur indirekt übereineattraktiveElektron-Elektron-Wechselwirkung
36bzw. Lochpaare,siehesp̈ater
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wird im Supraleiterein CooperpaarerzeugtunddasElektronalsLoch re�ektiert. Außer-
demkannmannachweisen,daßsichdiePaarein einem(Spin-)Singlett-Zustandbe�nden.

� Der Isotopeneffekt in denHTSL ist i.a. sehrschwach.

� Die Energielücke
�

�

ist im Gegensatzzu den bisherbetrachtenFällen nicht konstant,
�

�


 �

(sog.s-Wellen-Supraleitung), sondernhat d-Wellen-Symmetrie.Dies bedeutet,
daßderBahndrehimpulseinesCooper-Paaresnicht Null ist, wie wir zumBeispielin der
Aufgabe“Das Cooper-Problem”angenommenhaben.Stattdessenhat der Grundzustand
d-Wellen-Symmetrie:

�

�


 �

=

�

� ���

	

�

�

� ���

	

� �

. ManbezeichnetsolcheSupraleiterdaher
auchalsd-Wellen-Supraleiter.

� HTSL sind extremeTyp-II-Supraleiter. TypischeGrößenfür YBCO sind �

�

�




�

�

	A,
�

�


��

	Aund
	

�

�




� � ��� 	A,
	

�




��� � � 	A, wobeiaufGrundderAnisotropiederMaterialien
Kohärenzl̈angenundEindringtiefenvon derRichtungabḧangen.Man siehtaber, daßder
Ginzburg-Landau-Parametersehrgroßist, �

�

�

. Die kleinenKohärenzl̈angenbedeuten
auch,daßdieCooperpaarein denHTSL viel kleinersindalsin klassischenSupraleitern.

3.1.4 NormalleitendeEigenschaften

DieundotiertenAusgangssubstanzensindsog.Mott-Isolatoren. Mott-IsolatorenwärenaufGrund
ihrer Bandstruktur(teilweisegefüllte Bänder)eigentlichmetallisch. Starke elektronischeKor-
relationendurchgroßeCoulombabstoßungführenjedochzur LokalisierungderWellenfunktion
unddamit zu isolierendemVerhalten.Währendin normalenIsolatorendie Stromleitungdurch
dasPauliprinzip verhindertwird, ist es in den Mott-Isolatorendie Coulombwechselwirkung.
Der Grundfür dasVersagender Bandtheorieist, daßdie Wechselwirkung der Elektronendort
nurgrobvereinfachtber̈ucksichtigtwird.
Abb. 3.2 zeigt ein starkvereinfachtesBeispiel für denMechanismus,der denMott-Isolatoren
zugrundeliegt. Der obereTeil derAbbildungzeigteinenZustandin einemhalbgef̈ullten Band.

Abbildung 3.2: Zum Mott-Isolator: ein halbgef̈ullter Zustand(oben);Elektronenbewegungen
erzeugenDoppelbesetzungen(unten).
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JederPlatzist durchgenauein Elektronbesetzt.Wennsichnunein Elektronbewegt (Stromlei-
tung!), mußzwangsl̈au�g ein Platzmit zwei Elektronenbesetztwerden.Dieskostetauf Grund
derCoulombabstoßungEnergie. Ist diesezu groß,wird dasSystemisolierend.Wir werdendies
sp̈ateramHubbard-Modellgenaueruntersuchen
Durch die Dotierungder isolierendenAusgangssubstanzwerdenLadungstr̈agererzeugt. Sind
gen̈ugendvorhanden,wird dasSystemmetallisch. Im obigenBild 3.2 entsprichtdies einem
Zustand,beidemnicht jederPlatzbesetztist. Dannist eineBewegungderElektronenauchohne
Erzeugungvon Doppelbesetzungenmöglich.
Die Leitungin denHTSL-Substanzenerfolgt i.a. durchLöcher, nichtdurchElektronen.Experi-
mentellläßtsichdasVorzeichenderLadungstr̈agerz.B.durchHalleffekt-Messungenbestimmen.
Der NormalzustandderHTSL hatzumTeil rechtungewöhnlicheEigenschaften.Deshalbkon-
zentriertsichheutzutageein GroßteilderHTSL-Forschungauf denNormalzustand.Aus dessen
Versẗandniserhofft mansichEinsichtenin denMechanismusderHTSL.

Im folgendensindeinigederungewöhnlichenEigenschaftenaufgelistet.

1. Die Bildung von Streifen(stripes), dasist eineräumlichinhomogeneSpin-undLadungs-
ordnung(sieheAbb. 3.3).

antiferromagnetische

Ordnung

antiferromagnetische

Ordnung

Ladungsordnung

Abbildung3.3: Bildungvon stripes: AlternierendeLadungs-undSpinordung.

2. Es zeigensich Abweichungenvom sog. Fermi� üssigkeitsverhalten. Fermi� üssigkeiten
sinddurchdie Existenzvon Quasiteilchen(Teilchen+ “Wechselwirkungswolke”) charak-
terisiert.Im Gegensatzdazusindin Luttinger� üssigkeitendieAnregungenvonkollektiver
Natur. Als StichworteseinehierSpinonenundHolonengenannt.
Worin bestehendieAbweichungengenau?

� DieTemperaturabḧangigkeitdermagnetischenSuszeptibiliẗat,desHall-Koef�zienten
undderNMR-Relaxationsratestimmennicht mit denVorhersagenderFermi� üssig-
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keitstheoriëuberein.Soist die NMR-Relaxationsrate	

#

	 proportionalzu
�

stattkon-
stant,wie von derFermi� üssigkeitstheorievorausgesagt.

� DerWiderstandist sehranisotrop.DerWiderstandin denLeitungsebenenderHTSL
zeigt eine ungewöhnlicheTemperaturabḧangigkeit

�

�

�




� 	

�

�

�

�

(bei optimaler
Dotierung), statt

�

�

�




� 	

�

�

�

� �

wie in der Fermi� üssigkeitstheorie. Die
� �

-
Abhängigkeit kommtdabeivonderStreuungderElektronenanPhononen.

� Man beobachteteinesog.Pseudol̈ucke (pseudo-gap). DabeihatderOrdnungspara-
metereineendlicheAmplitude für Temperaturenim Bereich

� � � � � �

�

. Man
stellt sichdiessovor, daßsichbei

�

�

bereitsPaarebilden,die abernochnicht kon-
densieren.Dies führt zu einerteilweisenUnterdr̈uckungder niedrigenEnergien in
derZustandsdichte(Pseudol̈ucke).

Auf GrunddieserzahlreichenAnomalienim metallischenNormalzustandunddesim wesentli-
chenzweidimensionalenCharaktersderLeitungin diesenSubstanzenhatAnderson(1987)ver-
mutet,daßderNormalzustanddurcheineneuartigeQuanten�̈ussigkeit,dieobenbereitserwähnte
Luttinger� üssigkeit, beschriebenwird. Diesewurdeurspr̈unglich von Haldane(1981)zur Be-
schreibungeindimensionalerwechselwirkenderElektronensystemeeingef̈uhrt.
In denletztenJahrenwurdeneineReihevon verwandtenSubstanzenundEffekteentdeckt,z.B.
Materialienmit Leiterstrukturoderdensog.Spin-Peierls-̈Ubergangin CuGeO� (Kupfergerma-
nat).

3.2 Struktur der Hochtemperatur-Supraleiter

In denfolgendenAbschnittenwollen wir unsdie Kristallstrukturund die elektronischeStruk-
tur der HTSL genaueransehen.Wir werdensehen,daßdie KristallstrukturHinweiseauf die
elektronischeStrukturgibt. Aus dieserlassensichdanneinfacheModellekonstruieren,von de-
nenmanhofft, daßsie die wesentlichenEigenschaftender Materialien(alsoinsbesondereden
Magnetismusunddie Supraleitung)beschreibenkönnen.

3.2.1 Kristallstruktur

Die Kristallstruktur ist ähnlichder desPerowskitsCaTiO � (Kalziumtitanat). Ein allgemeines
Perowskit hat die StrukturAMO � , wobei A ein größeresAtom ist (z.B. K, Sr, La) und M ein
Übergangsmetall.Die 6 Sauerstoffatome,die ein M umgeben,bilden ein MO � -Oktaeder. Die
OktaedersindüberdieEckenvernetzt.In Abb. 3.4wird die typischeKristallstrukturderPerow-
skitegezeigt.

Als nächsteswollenwir unsdieStrukurvon La� CuO� genaueransehen(Abb. 3.5).
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Abbildung3.4: Perowskit-Struktur. Die SauerstoffatomesinddurchschwarzeKreisedargestellt,
die ÜbergangsmetallatomeM durchweißeKreiseunddasA-Atom durcheinengrauenKreis.

Abbildung3.5: EinheitszelledesLa� CuO� . La sinddie kleinengrünen(hellen)Kugeln,Cu die
mittlerenschwarzenund O die großenblauenKugeln. Man erkenntdeutlichdie CuO� -Ebene
(obenbzw. unten).
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Man erkenntauchhier die CuO� -Oktaederder Perowskitstruktur. Sie sind überEcken nur in
(a,b)-Richtungvernetzt. In c-Richtungsind sie durch La-Atomegetrennt. Dies bedingteine
Schichtstrukturunddie starkeAnisotropiederphysikalischenEigenschaften.
DieOktaedersindin c-Richtunggestreckt,wasdieBildungzweiernichtäquivalenterO-Positionen
bedingt.DieseStreckungist dersog.Jahn-Teller-Effekt, derdie eigentlicheMotivationfür Bed-
norzundMüller war, in diesenMaterialiennachSupraleitungzusuchen37. DerKristall ist in der
tetragonalenPhase. Bei tiefenTemperaturen�ndet maneinenÜbergangin dieorthorhombische
Phase, bei derdie CuO� -Oktaederleichtumdie b-Achseverkipptsind.
DaswichtigsteStrukturelementdesLa� CuO� ist aberdieCuO� -Ebenein derEinheitszelle.Man
gehtheutedavon aus,daßsich die für die SupraleitungwesentlichePhysik in diesenEbenen
abspielt.
Wie wir sp̈atersehenwerden,kannLa� CuO� mit Sr dotieren,wobeizufällig La

�

�

-Ionendurch
Sr

�

�

ersetztwerden.

Abbildung3.6: Einheitszellenvon YBa� Cu� O� (links) undYBa� Cu� O� (rechts).Die O-Atome
sind durchgroßeblaueKugelnsymbolisiert,Cu durchkleine dunkelgraue,Ba durchmittlere
hellgraueundY durchdie schwarzeKugel in derMitte. Man beachte,daßYBCO zwei CuO� -
EbenenproEinheitszellebesitzt,die durcheineY-Schichtgetrenntsind.

37Der Jahn-Teller-Effekt verursachthäu�g einestarkeElektron-Phonon-Wechselwirkung.
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YBa� Cu� O� (sieheAbb. 3.6) gehtauseineridealen,auchin c-Richtungvernetzten,Perowskit-
strukturhervor, indemmandenSauerstoffgehaltvon O� nachO� vermindert.Dabeiwerdendie
CuO� -Oktaederzu CuO� -QuadratenoderCuO� -Pyramidenversẗummelt(sieheAbb. 3.7). Die
CuO� -Quadratesind überdie Ecken verbundenund bilden so CuO-Kettenin c-Richtung. Im
Gegensatzzu La� CuO� hatYBCO zwei CuO� -Ebenenpro Einheitszelle,stattnur einer. Diese
SchichtensinddurcheineSchichtmit Y getrennt.Man glaubt,daßdie Sprungtemperaturumso
höherist, je mehrCuO� -Schichtenin derEinheitszellesind.Tats̈achlichhatdieSubstanzmit der
z.Z.höchstenbekanntenSprungtemperaturdreiCuO� -SchichtenproEinheitszelle.

Abbildung 3.7: Strukturbildvon YBCO, dasdie CuO� -Einheitenbetont. Man erkennt insbe-
sonderedie beidenCuO� -Ebenen,die durchdie Grund�ächenderPyramidengebildetwerden.
Die Ebenensind durcheineY-Schicht(dunkleKugeln)getrennt. Die hellenKugelnsind die
Ba-Atome.

Die DotierungdesYBCO funktioniertetwasandersals beimLa� CuO� . EswerdenkeineAto-
me ersetzt,sondernder Sauerstoffgehalt zwischenden CuO� -Ebenengëandert. Der Bereich
zwischenden Ebenendient dabeials Ladungsreservoir, der die für die Supraleitungnötigen
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Ladungstr̈agerin denCuO� -Ebenenbereitstellt.Abb. 3.8 zeigteineschematischeStrukturvon
YBCO.

CuO  - Ebene2
Ladungsschicht

CuO  - Ebene2

Ladungsreservoir

Ladungsschicht

xCuO  - Kette

Abbildung3.8: SchematischeStrukturvonYBCO.

3.2.2 ElektronischeStruktur

AusdenErkenntnissen̈uberdieKristallstrukturwollenwir im folgendendieelektronischeStruk-
tur derHTSL ableiten.

a)La����� Sr� CuO� :

Die folgendeTabellefaßtdieErgebnissefür dieelektronischeStrukturzusammen.

Atom Elektronen elektron.Kon�g. (Atom) Kristall ( �


 �

) dotiert( �

�

#�

)
Cu 29 [Ar] 3d	�
 4s Cu

�

�

Cu
�

�

O 8 [He] 2s
�

2p� O
���

O
���

, O
�

La 57 [Xe] 5d	 6s
�

La
�

�

La
�

�

Sr 38 [Kr] 5s
�

– Sr
�

�

Im Kristall ( �


#�

) nimmtSauerstoff dieO
���

-Kon�gurationan,umeinevolle p-Schalezuerrei-
chen.EbensogehtLanthanin dieLa

�

�

-Kon�guration. DannmußwegenderLadungsneutraliẗat
Kupferin die Cu

�

�

-Kon�guration übergehen: �

�

Cu
�

�
�

�

�

�

�

�

La
�

�
�

� � �

�

�

O
���

�


#�

.
Cu

�

�

hat ein Loch in der d-SchaleundsomitSpin 1/2 (HundscheRegeln). DieserSpin ist für
die antiferromagnetischeOrdnungim Kristall verantwortlich.
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BeiDotierung( �

�
 �

) werdenzufällig LadurchSrersetzt.Diesegehenin dieSr
�

�

-Kon�guration
über. Deshalbgibt eswenigerElektronenin denCuO� -Ebenen,d.h.esliegt Lochdotierungvor.
Im Prinzipgibt eszweiMöglichkeiten:

1. Cu
�

�

� Cu
�

�

: In diesemFall wäreCu
�

�

in einer3d
!

-Kon�guration, d.h. eshättezwei
Löcherin derd-Schale.Diesist aberwegenderstarkenCoulombabstoßungzwischenden
beidenLöchernenergetischsehrung̈unstig.

2. O
���

� O
�

: Sauerstoff gehtin die2p
�

-Kon�guration,d.h.esgibt einLochin derp-Schale.
InsgesamthatmanwiederzweiLöcher(einesamO undeinesamCu),aberin verschiede-
nenSchalen.DieseSituationist energetischwesentlichgünstiger.

b) YBa� Cu� O�

�

� :

Die folgendeTabellefaßtdieErgebnissefür dieelektronischeStrukturvonYBCO zusammen.

Atom Elektronen elektron.Kon�g. (Atom) Kristall ( �


#�

) dotiert( �

�

#�

)
Cu 29 [Ar] 3d	�
 4s Cu

�

�

(Ebenen) Cu
�

�

�

�

(Ebenen)
Cu

�

(Ketten) Cu
�

�

�

�

(Ketten)
O 8 [He] 2s

�

2p� O
���

O
���

, O
�

Y 39 [Kr] 5s
�

4d Y
�

�

Y
�

�

Ba 56 [Xe] 6s
�

Ba
�

�

Ba
�

�

Im Kristall ( �


 �

) gehenY, BaundO in dieY
�

�

, Ba
�

�

undO
���

-Kon�gurationenüber, umvolle
Schalenanzunehmen.Damitbleibt für KupferwegenderLadungsneutraliẗatnurdieMöglichkeit
derCu

�

�

-Kon�guration in denEbenenundderCu
�

-Kon�guration in denKetten:
�

�

�

�

Cu
�

�

�

�

� � �

�

Cu
�

�

�

� �

�

�

Y
�

�

�

�

�

�

�

�

Ba
�

�

�

� � �

�

�

O
���

�


#�

.
Wie beiLa� CuO� ist dasLochin derd-Schalefür dieantiferromagnetischeOrdnungverantwort-
lich.

Bei Dotierung( �

�

 �

) wird der Sauerstoffgehaltin denLadungsreservoirs gëandert.Die neu-
enO

���

entfernenElektronenausdenCuO� -Ebenen,d.h.wiederLochdotierung.Dies ist etwas
detaillierterin Abb. 3.9 dargestellt. Solangedie Dotierungnicht sehrhochist, gibt eseinzelne
O-Atome(untereReihe).Diesekönnenjeweils ein Elektronvon ihremlinkenundrechtenCu-
Nachbarnaufnehmen,die dannin Cu

�

�

übergehen.In diesemFall �ndet nochkeineDotierung
derCuO� -Schichtstatt.HabensichdagegenschonCuO-Kettenfragmentegebildet(obereReihe),
sokannO nur ein Elektronvon einemderNachbarnbekommen,dadiesenur ein Elektronab-
gebenwollen. Um in dieO

���

-Kon�guration überzugehen,ben̈otigt dasO einweiteresElektron.
DieskommtausderCuO� -Ebeneundführtdort zurLochdotierung.

71



hole

hole

e- e- e- e-

e-e-e-e-

c

b

Cu2+

Cu1+chain oxygen

planar and apical oxygen

e-

Abbildung3.9: VeranschaulichungderDotierungvonYBCO.

3.3 Mikr oskopischeModelle der CuO
�

-Ebenen

Vielesdeutetdaraufhin, daßdie (dotierten)CuO� -Ebenenfür die Supraleitungverantwortlich
sind. Mit denbishergewonnenenErkenntnissen̈uberdie elektronischeStrukturderHTSL wol-
len wir ein einfachesmikroskopischesModell zu derenBeschreibungableiten.Hierbeimachen
wir die folgendendreiAnnahmen:

1. Alle relevantenSpin-undLadungsfreiheitsgradesitzenin denCuO� -Ebenen.

2. Magnetismusund HTSL sind engverwandt in demSinne,daßdie Elektronen,die den
Magnetismusverursachen,auchfür die Supraleitungverantwortlich sind.

3. Die dominierendenWechselwirkungensindabstoßendunddie Teilchenhochkorreliert.

Ein mikroskopischesModell mußnaẗurlich die StrukturderElektronenorbitaleber̈ucksichtigen.
Die d-OrbitaledesKupfersunddiep-OrbitaledesSauerstoffs hybridisieren.Die drei relevanten
Orbitalefür die Hybridisierungsind das3d�

�

�

�

� -Orbital desCu und die 2p� und 2p
�

-Orbitale
desSauerstoffs. Die LageundtypischeForm dieserOrbitaleist in Abb. 3.10dargestellt.

3.3.1 1-Band-Hubbard-Modell

Die einfachsteNäherungzurmikroskopischenBeschreibungbestehtdarin,nureinhybridisiertes
Orbital 3�

�

�

�

� -2p	 , dasam Cu-Atom lokalisiert ist, zu ber̈ucksichtigen.Der Effekt desSauer-
stoffs wird hier vernachl̈assigt,er stellt lediglich Orbitalefür die Hybridisierungzur Verfügung.
Ein solchesModell wurdezuerst1987von Andersonvorgeschlagen.Die DynamikderElektro-
nenbzw. Löcherwird dabeivomsog.1-Band-Hubbard-Modellbeschrieben:
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Abbildung3.10:VeranschaulichungderhybridisierendenOrbitalein denCuO� -Ebenen.
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Dabei erzeugt(bzw. vernichtet)der Operator
�




�

	 (bzw.
�

�

	 ) ein Loch mit Spin
�

im Orbital
desi-ten Ions.Die Operatorengen̈ugenkanonischenAntivertauschungsrelationen

?

�




�

	

�

�

�

	

�
@
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�

. Der zugeḧorigeTeilchenzahloperator
�
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�

	

�

�

	 hatdie Eigenwerte
��� �

undzählt die
Zahl derLöchermit Spin

�

amPlatz
�

.
Der ersteTerm in (3.1) beschreibtdasHüpfen von Teilchenauf einenNachbarplatz.

�

wird
deshalbauchals Hüpfamplitudebezeichnet.Der zweiteTerm ist ein Karikatur der Coulomb-
wechselwirkung. Zwei Teilchensp̈uren diesenur, wenn sie sich am gleichenPlatz be�nden
(Doppelbesetzung). Die TeilchenmüssendannwegendesPauli-PrinzipsSpin � und � haben.
DerOperator

�

�

�

�

�

� zähltdieZahlderDoppelbesetzungenamPlatz
�

undhatnurdanneinenvon
Null verschiedenenWert,wenndort zweiTeilchensitzen.
Wir werdenuns sp̈ater genauermit dem 1-Band-Hubbard-Modellund seinenEigenschaften
bescḧaftigen. Es ist nicht klar, wie einschneidenddie Näherungen(Karikatur der Coulomb-
Wechselwirkung,Sauerstoff nichtvoll ber̈ucksichtigtetc.)sind.Trotzdemist eineUntersuchung
diesesstarkvereinfachtenModellsextremschwierig.

3.3.2 3-Band-Hubbard-Modell

Im folgendenwollen wir ein etwasdetailliertesModell zur BeschreibungderCuO� -Ebenenfor-
mulieren.Dabeihabenwir immerdieSituationim La����� Sr� CuO� im Hinterkopf. In diesemde-
taillierterenModell soll nunauchdasSauerstoff-p-Orbital,dasja beiDotierungeinLochentḧalt,
explizit ber̈ucksichtigtwerden. Wir müssendaherzwei Erzeugungs-/Vernichtungsoperatoren
einführen.NebendemOperator

�




�

	 , derein Loch im
�

�

�

�

�

� -Orbital desKupferionsamPlatz
�

erzeugt,ben̈otigenwir einenOperator
�




�

	 , derein Loch im
�

� - oder
�

�

-OrbitalsdesSauerstof�-
onsamPlatz� erzeugt.Die Operatorengen̈ugendenüblichenfermionischenAntivertauschungs-
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relationen.Untereinandervertauschensieaber, d.h.z.B.
�
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� �
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#�

.

Wir gebennundirektdenHamilton-Operatordes3-Band-Hubbard-Modellsan:

�


 � �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

	

$

�

�

�

�

�




�

	

�

�

�

	

�

�




�

�

	

�

�

	




� �

�

=

�

�

�

�

���

�

	

$

�

�

�

�

�




�

	

�

�

	

�

�




�

	

�

�

	




�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

=

�

�

�

=

�

�

�

�:�

=

�

�

�

�

� �

�

=

�

�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

� �

=

�

�

�

=

�

� (3.2)

Dabeisind
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�

�

� die Gesamtteilchenzahloperatorenim � -Orbital ( �




�

�

�

) amPlatz
� . Abb. 3.11veranschaulichtdie ber̈ucksichtigtenWechselwirkungen.Die erstenbeidenTerme
in (3.2) beschreibendasHüpfenvon Löcherzwischendenp-Orbitalen(

�

� � ) bzw. zwischenp-
Orbitalenund dem

�

�

�

�

�

� -Orbital desKupfers(Hybridisierungvon
�

� - und
�

�

�

�

�

� -Orbitalen).
Die nächstendrei Termebeinhaltenwiederdie Coulombabstoßungundzwar zwischenLöchern
in einemp-Orbital( �:� ), Löchernim

�

�

�

�

�

� -Orbital ( �

=

)undLöchern,die sichin verschiedenen
Orbitalenbe�nden ( �:�

=

). Die letztenbeidenTermeschließlichentsprechendem chemischen
Potentialundgebenan,wieviel Energie ( �

� bzw. �

=

) nötig ist, um ein Loch im p- bzw. d-Orbital
zu erzeugen.In der folgendenTabellesind typischeWertefür die Wechselwirkungsparameter
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Zhang-Rice
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Abbildung 3.11: Wechselwirkungenim 3-Band-Hubbard-Modellund Veranschaulichungdes
Zhang-Rice-Singletts.

(in eV) zusammengestellt:
� �

� �
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�

=

�

=

�:� � �

=

� � �

0.5 0.65 1.3- 1.5 8.8- 10.5 4 - 6
�

�
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�

Dabeiist
�




�

�

�

�

=

. Die Coulombabstoßung�7� � zwischenverschiedenenp-Orbitalen(siehe
Abb. 3.11)ist verschwindendklein undin (3.2)schonnicht ber̈ucksichtigtworden.
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Da
�

�

�

ist, wird dasersteLoch bevorzugtdasd-OrbitaldesCu besetzen.Diesist genaudas,
wasmanauchbei denundotiertenKupratenbeobachtet.Da �

=

�

�

ist, be�ndet mansich im
Grenzfall starkerKopplung.NeueLöchergehendannbevorzugtin diep-OrbitaleamSauerstoff,
wie in dendotiertenKupraten.
Da offensichtlichder Grenzfall starker Kopplungrelevant ist, stellt sichdie Frage,ob mandas
3-Band-Hubbard-Modellvereinfachenkann. Genauer:Kann das3-Band-Hubbard-Modellzu
einemeffektiven1-Band-Modellreduziertwerden?
Ein möglichesSzenariowurde von Zhangund Rice (1988) vorgeschlagen.Sie betrachteten
ein Loch im p-Orbital. DessenSpin kann parallel (Triplett) oder antiparallel(Singlett) zum
Loch am Kupfersein. Im Starkkopplungslimeshabensie im RahmeneinerStörungstheorie2.
Ordnunggefunden,daßdie Energie desSinglettsniedrigerist. Diesesbezeichnetmandaher
auchals Zhang-Rice-Singlett. Man stellt sich vor, daßdie Hybridisierungder Cu-O-Orbitale
dazuführt, daßein durchDotierungam Sauerstoff erzeugtesLoch starkan daszentraleCu

�

�

-
Ion gebundenwird unddabeimit diesemein Singlettbildet. Die BewegungdiesesSinglettsist
sehrähnlichder einesLochesin einem1-Band-Hubbard-Modellmit starker Wechselwirkung.
Diessiehtman,wennmanein effektivesModell ableitet,indemmandasurspr̈unglicheModell
auf denUnterraumdesZhang-Rice-Singlettsbeschr̈ankt. Dadurchwerdendie Sauerstoff-Ionen
“ausintegriert” und manerḧalt eineneffektiven Hamiltonoperatorauf demzweidimensionalen
QuadratgitterderCu-Ionen:
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(3.3)

mit ��
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� � �
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�

, d.h.eswird nur ein Teilchenmit Spin
�

amOrt
�

erzeugt,wenndort
nicht schonein Teilchenmit Spin

� �

sitzt. Die geschl̈angeltenOperatorenverhindernalsodie
Erzeugungvon Doppelbesetzungen.Dasselbetun die Operatoren

�

, die auf den Unterraum
ohneDoppelbesetzungenprojizieren.

�

�


��

�

�

�

�

�

� ist derTeilchenzahloperatoramPlatz
�

. Die
Spinoperatoren

�

�

lassensichdurchdie Pauli-Matrizen38 � ausdr̈ucken:
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Daseffektive Modell (3.3) wird auchalst-J-Modellbezeichnet.Eswurdevon Andersonschon
vorher zur Beschreibung der Kupratevorgeschlagen.Wir werdensp̈ater sehen,daßsich das
t-J-Modellauchausdem1-Band-Hubbard-Modellherleitenläßt.

3.4 DasHubbard-Modell und seineVerwandten

3.4.1 Herleitung desHubbard-Modells

Im folgendenwollen wir dasHubbard-Modellausdem bekanntenHamiltonoperatorfür die
Wechselwirkung von Elektronenmit demPotential �

���

 

� � �

einesortsfestenIonengittersherlei-

38�

� �

���

�

���

�

��	

�
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ten. Die Elektronenuntereinanderstoßensichmit derCoulomb-Wechselwirkung
�

� �
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� ab. In zweiterQuantisierung(mit denFeldoperatoren
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) lautetderHamiltonoperator
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�




�

1

�

 

�

�

�

 

!




�

	

� �

�

�







	

��� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

 

��� �

�




	

��� �

(3.4)
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Gem̈aßdemBloch-Theoremspaltetdasfreie elektronischeBand �
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unterdemEin�uß
desperiodischenPotentials�
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 in unendlichviele Bändermit Blochfunktionen	
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� auf. Aus
diesenerḧalt mandanndie Wannier-Funktionen
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die amPlatz
�

�

lokalisiertsind.
�

ist die ZahlderGitterpl̈atze.Nunde�nierenwir dieErzeuger
vonElektronenin einemWannier-Orbital:
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mit derUmkehrung
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DeraufdieseGitterbasistransformierteHamiltonoperatorlautetdann:
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mit denMatrixelementen
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Bis hierhinhabenwir keinerleiNäherungengemacht.Im folgendenwollen wir abereinigever-
einfachendenAnnahmenmachen(Hubbard1963). Zunächstsei nur ein Band � relevant. Wir
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könnendanndie Summenüber � ,
�

etc.weglassen,ebensodenBandindex selbst.Fernerwol-
len wir annehmen,daßes sich bei diesemBand um ein s-Bandhandelt. In diesemFall ist

�

���

nur eineFunktiondesAbstandesderPlätze
�

und � undzeigt keineRichtungsabḧangigkeit:
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. DerHamiltonoperator(3.8)vereinfachtsichdannzu
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Im allgemeinenfallen die Matrixelementeschnellmit größerwerdendemAbstand "
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"

ab. Daherkannmansich in (3.11)auf die Wechselwirkung zwischennächstenNachbarn
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beschr̈anken:
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mit denAbkürzungen
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Die Teilchenzahloperatoren
�

�

	 ,
�

�

unddie Spinoperatorenhabenwir bereitsamEndevon Ab-
schnitt3.3.2gegeben.
(3.12)wird auchalsverallgemeinertesHubbard-Modellbezeichnet.NebendemHüpfterm

�

und
derCoulomb-Wechselwirkung � zweierTeilchenamgleichenPlatz,dersog.on-siteCoulomb-
Wechselwirkung, beeinhaltetdasModell weitereWechselwirkungsterme.

�

ist die Coulomb-
WechselwirkungzwischenTeilchenaufNachbarpl̈atzen.

�

wird alsbond-charge-Wechselwirkung
bezeichnet.Es entsprichteinemHüpfterm,bei dem die Hüpfamplitudevon denBesetzungs-
zahlender beidenPlätzeabḧangt.

�

bezeichnetdie Spin-Spin-Wechselwirkung benachbarter
Teilchenund � ist ein Paarḧupfterm, bei dem ein Elektronenpaarvon einemPlatz zu einem
Nachbarplatzspringt.
Das verallgemeinerteHubbard-Modellhat also vier Zusẗandepro Gitterplatz � : leer, einfach
besetztmit einemElektronmit Spin � , einfachbesetztmit einemElektronmit Spin � unddoppelt
besetztmit zweiElektronen(Spin � und � ).
EineAbscḧatzungderMatrixelementefür Übergangsmetalleliefert (Hubbard1963):
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und
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+

�

. Man vernachl̈assigtdaheri.a. alle
Termeaußerder On-Site-Coulombwechselwirkung � und demHüpfen39 �

. Dies ist danndas
eigentlicheHubbard-Modell.

39Diesesbrauchtmannaẗurlich, umdie relevantePhysikkorrektzubeschreiben.
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3.4.2 Symmetrienund einfacheGrenzfälle

Im folgendenwollenwir daseigentlicheHubbard-Modell
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� (3.14)

aufSymmetrienhin untersuchen.
Zunächstprüft man leicht nach,daßder Hamiltonoperator(3.14)mit demTeilchenzahlopera-
tor
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. Im allgemeinenverwendetmandaherals typischeEr-
haltungsgr̈oßenzur Charakterisierungdie Teilchendichte

� 


�

A

�

und die Magnetisierung
�




	

�

� �

�

�

�

�

�

.
Eine weiterewichtige Symmetrieist die unterSpin-Flips
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. Man kanndahero.B.d.A.
annehmen,daß �
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ist. Auf bipartitenGittern40 kommenweitereSymmetrienhinzu. So ist
dasEnergiespektruminvariantunter

�

�

�
�

, d.h.wir könneno.B.d.A.
�

�

�

annehmen.Dies
siehtmanmit Hilfe derkanonischenTransformation

��

�

	


 �

�

�

	 falls
�

�

�

�

��

�

	




�

�

	 falls
�

�

�

�

Schließlichgibt esaufbipartitenGitternnochdiewichtigeTeilchen-Loch-Symmetrie

��

�

	




�7�




�

	 mit �




�

�

falls
�

�

�

� �

falls
�

�

�

�

DerHamiltonoperatortransformiertsichdabeifolgendermaßen:�

� �

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�




� �

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

, d.h.esentstehtbei derTransformationnochein chemischer
PotentialtermundeineadditiveKonstante.Auf GrundderTeilchen-Loch-Symmetriekönnenwir
unsbei derUntersuchungaufdenBereich

�

�

�

�

�

beschr̈anken41.

Wir wollen nun zwei einfacheGrenzf̈alle desHubbard-Modellsuntersuchen,die aberschon
AufschlußüberdaszuerwartendeVerhaltengeben.
Im Fall

�

 �

ist keineBewegungder Teilchenmöglich, siesindpraktischan ihre Gitterionen
gebunden.MansprichtdaherauchvomatomarenLimes. DaderFall

�

#�

äquivalentzu
�

!




�

ist, bezeichnetmanihn oft auchalsStarkkopplungslimes.
Die Eigenzusẗandekönnennunsofortangegebenwerden:

"

�

�

���

�

�

�

���

�




�

	

�

$ 	

�




���

�

	

�

"

�

� (3.15)

40d.h. Gittern, die in zwei Untergitter A und B zerfallen, so daßjederPlatz in A nur NachbarnausB hat und
umgekehrt

41Die maximaleDichteist � � � , wennallePlätzedoppeltbesetztsind.
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Dabei ist "

�

� wieder dasVakuum(leeresGitter), gekennzeichnetdurch �

�

	

"

�

�


 �

für alle �

und
�

. �

� ist derGitterplatz,auf demdas � -te Teilchensitzt. DiesesTeilchenhatdenSpin
�

� .
Manbeachte,daßdie �

� nichtalleverschiedenseinmüssen,daGitterpl̈atzeauchdoppeltbesetzt
werdenkönnen. In diesemFall müssensich die Teilchennaẗurlich wegendesPauli-Prinzips
in ihremSpin unterscheiden.Die Zahl

�

der Doppelbesetzungenbestimmtdie Energie
� � � �

desZustandes(3.15):
� � � �




�

�

. Im Grundzustandmußdaher(für �

�

�

) die Zahl der
Doppelbesetzungenminimal sein. Für Dichten

�

�

�

existierenZusẗandemit
�


 �

unddie
Grundzustandsenergieist in diesemFall

�





#�

. Für
�

�

�

lassensichDoppelbesetzungennicht
vermeidenundwir haben

�







� �

�

� � �

. In allenFällen ist derGrundzustandhochentartet.
Ist manz.B. bei Halbfüllung

� 
 �

, so ist im GrundzustandjederPlatzgenaueinfachbesetzt.
Der Spin jedesTeilchensist aberbeliebig, so daßder Grundzustand�

�

-fach entartetist. Da
die Teilchensichnicht bewegenkönnen,existierenkeinestromtragendenZusẗande.Für

� 
 �

beschreibtdasHubbard-ModellalsoeinenIsolator.
Für

� �
 �

ist die Zahl der DoppelbesetzungenkeineErhaltungsgr̈oße. Ein weiterereinfacher
Grenzfall ist jedochderFall freier Fermionen,d.h. �


��

. Hier läßtsichderHamiltonoperator
durcheineFouriertransformation

�

�

	




�

�

�

�

�

+

�

�

� �

�

�

�

	

�

diagonalisieren.Diesliefert dann

� �

�


 �

�




�

�

�

	

�

��� �

�

�

	 mit �

��� �


��
�

�

�

�




�

+

�

�

� �

�

mit
�

�

	




�




�

	
�

�

	 .
�

�

�

� bezeichnetdabeialleNachbarpl̈atzedesPlatzes
�

. Speziellfür eineeindi-
mensionaleKetteerḧalt man �

��� �


 �

�

�

� ���

	

undauf demzweidimensionalenQuadratgitter42

�

��� �


��

�

�

�

� ���

	

�

�

� ���

	

� �

.
Im Grundzustandwerdennun sukzessive die niedrigstenEnergien �

��� �

besetzt.Es existieren
stromtragendeAnregungenfür beliebigekleineAnregungsenergien. Wir habenesalsoim Fall

�


#�

mit einemLeiter zu tun.
Obwohl beideGrenzf̈alle sehreinfachsind (einmal im Ortsraumund einmal im Impulsraum),
ist die exakteLösungdesHubbard-Modellsmit

�
�

�

�

 �

nur in einerDimensionmöglich. Im
allgemeinenFall wird diePhysikdurchdieKonkurrenzvonkinetischerEnergieundpotentieller
Energie bestimmt. Bei Halbfüllung gibt esden früherschonerwähntenMott-Übergang, d.h.
einenMetall-Isolator-Übergangauf Grund der Coulombwechselwirkung. Bei

�

!


 �

ist das
Hubbard-Modellleitend,bei

�

!




� isolierend.Esgibt alsoeinenkritischenWert �

�

, bei dem
ein Metall-Isolator-Übergangstatt�ndet. Die exakteLösungin einerDimensionliefert �

�


��

.
In höherenDimensionenist sehrwahrscheinlich�

� �

�

.

42Wir nehmenjeweilsan,daßdieGitterkonstante�

� � ist.
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3.4.3 VerwandteModelle

Für
�

!

�

�

sind Doppelbesetzungenenergetischsehrung̈unstig. Es liegt dahernahe,diese
störungstheoretisch43 zu eliminieren,um so eineneffektiven Hamilton-Operatorfür den Fall
starker Kopplungzu gewinnen. Dies läßtsich z.B. durcheinekanonischeTransformationmit
einemantihermiteschenOperator5 (mit 5




�

�

� A

�

�	�

erreichen:

�

�




+

�

8

�

+

8




�

�

?

�

�

5

@

�

�

�

? ?

�

�

5

@

�

5

@

�

��� �

Wir spaltenzun̈achstdie kinetischeEnergie auf in
�

!




�

�

	 �

!

�

�

�

�

�

!

, wobei
�

�

	 �

!

(bzw.
�

�

�

�

!

)
dieZahl derDoppelbesetzungen̈andert(bzw. nicht ändert).Man wählt nun 5 so,daß

?

�

�

�

5

@




�

�

�

	 �

!

ist. Auf dieseWeisehatmanim transformiertenHamilton-OperatordieDoppelbesetzun-
genin ersterOrdnungeliminiert: �

�




�

�

� �

� �

�

!

�

�

�

�

mit

�

�

� � 
 � �

�

�

��� �

�

	

�

��




�

	

��

�

	

�

��




�

	

��

�

	




�

�

�

�

�����

���

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

1

�

�

	

�

��




1

	

�

�

�

�

	

��

�

	

�

��




1

	
��




�

�

�

	

��

�

	

��

�

�

�

	

�

�

� � �




(3.16)

mit ��

�

	




�

�

	

�

� � �

�

�

�

	

�

,
�




�

!

�

� .
�

� ��� bezeichnetdenhermiteschkonjugiertenOperatorund
in

�

�

�

	

� sind
�

und
	

Nachbarnvon � . Der letzteTerm involviert drei verschiedenePlätze. Er
ist proportionalzu !

�

� undderDotierung �


�� � �

undwird deshalbweggelassen.Die beiden
übrigbleibendenTermesindgeradedas

�

-
�

-Modell:

�

!��


 �
�

�

�

�

�����

�

	

�

�




�

	

�

�

	

�

�




�

	

�

�

	




�

�

�

�

�

� ���

���

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

� (3.17)

wobei
�

wiederauf denUnterraumohneDoppelbesetzungenprojiziert. Das
�

-
�

-Modell hat im
GegensatzzumHubbard-Modellalsonur nochdrei Zusẗandepro Gitterplatz: leerund einfach
besetztmit � oder � . Es beschreibtfür

�




�

!

�

�

�

�

die effektive Niedrigenergiephysikdes
starkkoppelndenHubbard-Modells.ManbetrachtetesohnedieseEinschr̈ankungan

�

aberauch
alsselbsẗandigesModell. Es ist allerdingsnicht exakt lösbar. Selbstin einerDimensionkennt
mandasSpektrumexaktnurandenspeziellenPunkten

�



�

�

, wo einezus̈atzlicheSymmetrie
(Supersymmetrie)auftritt.
Bei Halbfüllung

�#
 �

könnendie Elektronenim
�

-
�

-Modell nicht mehrhüpfen. Wir haben
esalsomit einemModell lokalisierterSpinszu tun. Das

�

-
�

-Modell reduziertsich dannzum
Heisenberg-Modell44:

�

!��




�

�

�

�����

�

�

�
�

�

(3.18)

43Kleine Beimischungensindnotwendig,umkinetischeEnergiezugewinnen.
44für ����� : antiferromagnetischesHeisenberg-Modell; für � ��� : ferromagnetischesHeisenberg-Modell
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wobeiwir dieadditiveKonstanteweggelassenhaben.DasHeisenberg-Modellhatnurnochzwei
ZusẗandeproGitterplatz.Esist aberauchnur in einerDimensionexakt lösbar.
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Anhänge

A Ergänzungen

A.1 Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Ausgangspunktist dersog.Fröhlich-Hamiltonoperator (im Impulsraum)

�




�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�




�

� �

�

� � �

�

�

�




�

�

� (.1)

Der ersteTerm ist die kinetischeEnergie
�

�

� derElektronen.Der zweiteTerm
�

��� beschreibt
die Phononenund der letzteTerm

�

�

�

�

��� stellt die Wechselwirkung zwischenElektronenund
Phononendar. Wir habendenSpinindex

�

an denElektronenerzeugern(bzw. -vernichtern)�




�

(bzw. �

�

) weggelassen,daer für die folgendenÜberlegungenkeineRollespielt.Die Operatoren
�




� (bzw.
�

� ) sindPhononenerzeuger(bzw. -vernichter).
Wir machennun folgendeNäherungen:1)

� �

�




�

ist konstantund reell; 2) Die Elektron-
Phonon-Wechselwirkung

�

�

�

�

��� ist schwach,d.h.
�

�

�

�

��� koppeltnur schwachan
�







�

�

�

�

�

��� mit derKopplungskonstanten
�

.
Als nächstesführenwir nun eine Störungsentwicklungnach

�

durch, um so eine effektive
Elektron-Elektron-Wechselwirkungabzuleiten.Dazumachenwir einekanonischeTransformati-
on �

�




+

�

8

�

+

8




�

�

?

�

�

5

@
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�

? ?

�

�

5

@

�

5

@

�

����� undwählendabei5 so,daß
�

�

�

�

���

�

?
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�

5

@




�

wird. Dannerḧalt man:
�

�




�




�

�

�

?

�

�

�

�

���

�

5

@

� �

� �

�

�

�

DerTerm 	

�

?

�

�

�

�

���

�

5

@

ist die gesuchteElektron-Elektron-Wechselwirkung
�

�

�

�

�

� :

�

�

�

�
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�
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�
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�
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�

�
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�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




� �

�
�

�




�

�

�

�

�

�

� �

�

� �

�




�

�

���

�

���

�

�����

�

�

�

�

�

�

�

bezeichnetmanauchalsPseudopotential.Man sieht,daß
� �

� tats̈achlich

attraktiv ist, falls "

�

�

�

�

�

�

�

"

�

�

� ist.

B Lösungender Übungsaufgaben

B.1 Aufgabe2 (Kap. 1.3.1)

AußerhalbdesSupraleitersist wieder
�




�

. DerStreifenliegeparallelzur �

�

Achsezwischen
�


��

�

A

� und �




�

A

� . Im Supraleitergilt dieLondon-Gleichung
� �

�

�



	

�
�

�
� �

�

�

�

�

Die allgemeineLösunglautet
� �

�

�




� 	 � ���

�

�

	

�

�

�

�

�

�

� �

���

�

	

�

�

�

�
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wobeidie Konstanten� 	 und �

� durchdie Randbedingungen
���

�

�

A

�

�




�

bestimmtwerden.Damitergibt sichdannalsEndergebnis

� �

�

�




�

�

für " �:"

�

�

�

�

�����

�

�

���


��

�����

�

�

� �

�

/ �

�

für " �:"

�

�

�

�

B.2 Aufgabe3 (Kap. 2.1)

a) Die Schr̈odinger-Gleichungfür zweiElektronenlautetim Ortsraum:

� �
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�
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�

�

�

�




� ��� �

	

�

�

�

�

�

EinsetzenderFouriertransformationvon
��� �

	

�

�

�

�

ergibt:
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�

� . Diessetzenwir nunin dieSchr̈odinger-Gleichungeinunderhaltennach
Fouriertransformation
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Dabeihabenwir die bekannteIdentiẗat
;

=
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�

���

�

�

� �

benutzt.

b) Auf GrunddesPauli-Prinzipsist derBruchteil �

�

�

�

( � =Fermifunktion)allerZusẗandein der
Energieschale� schonbesetzt.Für sehrkleineTemperaturenist

�

�

�

�




�

�

für �

�

�

�

�

für �

�

�

�

�

Für dieWechselwirkungist nureineEnergieschalederDicke �

� � ( �
� = Debye-Frequenz)
relevant.Als Vereinfachungnehmenwir an,daß

� � � �

dort konstantist.
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c) Mit �
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mit einerKonstanten� 	 . DamitexistierteineLösungfür 


�

?

��� � A

� 	

@

.

e)Für
� �

�

�




� �

�

�

�

habenwir:

� 





� �

�

�

�

�

�

� �

 ���

�

�

�

�

�

�

�

�







� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�
�


 �
�

�

�




�

�




� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

� �

� �

Hierausergibt sichmit
�




�

�

� �

�

:

+

� /��
�

�

�

�

�




�

�

� �

� �

�

undsomit
�




� �

�
�

+

� /��
�

�

�

�

�

� �




� �

�
�

+

� � /��
�

�

�

�

�

� �

+

� � /��
�

�

�

�

�

�

Im Grenzfall schwacherKopplung( 
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