Teil 11

Mathematische Grundlagen der
Theoretischen Physik

97






Kapitel 9

Die Integralsatze von Gaul3 und Stokes

9.1 Flachenintegrale und Vektorfluss

In Kapitel 8.4 haben wir gelernt, wie wir Skalarfelder in beliebigen Dimensionen integrieren
koénnen. Analog zum Wegintegral (siehe Kapitel 8.1), bei dem Vektorfelder langs eines Weges
integriert werden, kdnnen wir auch Vektorfelder tiber (gerichtete) Flachen integrieren. Dies wird
z.B. bendtigt, um den Fluss durch eine Flache zu bestimmen. Dies fiihrt auf das Konzept des
Flussintegrals, das man als zweidimensionale Verallgemeinerung des Wegintegrals auffassen
kann. Die Bezeichnung “Fluss” ist durch die Hydrodynamik motiviert. Man kann sich tatsachlich
eine durch die Oberflache stromende Flissigkeit vorstellen.

Wir betrachten eine Flache im dreidimensionalen Raum?, die beliebig geformt sein kann. lhr
Flacheninhalt (die Oberflache) sei F. Wir stellen uns vor, dass die Flache aus infinitesimalen
Flachenelementen df besteht (siehe Abb. 9.1.1), so dass

F:/df.

Definition 9.1.1 (Normale, Fachenvektor).

Auf jedem infinitesimalen Flachenelement df errichten wir einen senkrecht stehenden Einheits-
vektor n. n heildt auch Normale.

df = ndf heilt (infinitesimaler) Flachenvektor.

Bemerkung: Bisher sind fiir die Normale noch zwei Richtungen mdglich. Fir geschlossene
Flachen (z.B. Kugeloberfldchen) zeigt die Normale jedoch per Konvention immer nach auf3en.

Definition 9.1.2 (Vektorfluss).
Seien nun ein Vektorfeld A(r) und eine Fldche F' gegeben. Dann bezeichnet man

[aa= [ A

!Die meisten Uberlegungen lassen sich auf Hyperflachen beliebiger Dimension iibertragen.
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100 KAPITEL 9. DIE INTEGRALSATZE VVON GAUSS UND STOKES

Abbildung 9.1.1: Eine Flache F bestehend aus (infinitesimalen) Flachenelementen df mit Nor-
malenvektoren n.

als den Fluss von A durch F'. Dabei wird das Integral iber die Oberflache genommen.

Der Vektorfluss ist eine skalare Grol3e, die von A und der Art und Lage der Flache bestimmt wird
(siehe Abb. 9.1.2).

Die Darstellung auf der rechten Seite zeigt, dass man letztlich ein gewdhnliches zweidimensio-
nales Integral Uber ein Skalarfeld zu berechnen hat. Man beachte aber dabei, dass der Norma-
lenvektor n i.a. keine Konstante ist, sondern sich von Position zu Position auf der Flache andert!

A(n)

1>

df

Abbildung 9.1.2: Fluss des Vektorfeldes A durch die Flache F.

Sei « der Winkel zwischen A und df (bzw. n) (siehe Abb. 9.1.2). Dannist A - df = |A| cos adf.
Ist A an der betrachteten Stelle senkrecht zu df, d.h. A liegt in der Flache, so ist A - df = 0. Zum
Vektorfluss tragt also nur der durch die (gekriimmte) Fldche jeweils senkrecht hindurchtretende
Anteil von A bei.
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Beispiel 9.1.1.

Als Beispiel betrachten wir eine Kugelschale Kz vom Radius R um den Ursprung. Der Nor-
malenvektor zeigt dann immer radial nach auBen, d.h. wir haben n = 7 = r/r. Das gerichtete
Flachenelement ist daher (in Kugelkoordinaten) gegeben durch

df = R?sin 0dfdy # = R*dQ 7,
wobei wir das Raumwinkelelement
d) = sin 0dAd¢

eingefiihrt haben. Die Form des Flachenelements macht man sich leicht aus der allgemeinen
Form des Volumenselements in Kugelkoordinaten klar, da das Flachenelement keine “Ausdeh-
nung” in radialer Richtung hat.

Wir wollen nun ein Radialfeld der Form

uber die Kugelschale integrieren. Felder solcher Form nennt man Radialfelder. Sie zeigen im-
mer in radiale Richtung und ihr Betrag hangt nur vom Abstand r ab, nicht von der Richtung.
Dieser Fall tritt in der Physik sehr hdufig auf, z.B. bei Gravitations- oder elektrischen Feldern.
Fur das Flussintegral erhalten wir nun:

/K Alr)-df = /QWd@/ﬂdQRQSiHGA(ﬁ).f

2T
= A(R)R? / d / dOR?sin 0

= 47R%’A

Im Integral der ersten Zeilen haben wir die Parametrisierung der Flache in Kugelkoordinaten
benutzt, in der zweiten Zeile die spezielle Form des Vektorfeldes, insbesondere die Tatsache,
dass sein Betrag auf der Kugelschale konstant ist. Letzteres macht auch das Endergebnis klar,
denn offensichtlich ist der Wert des Flussintegrals gegeben durch das Produkt der Kugelflache
und dem (konstanten) Wert des Feldes auf dieser.

9.2 Der Greensche Satz in der Ebene

Wir betrachten eine Flache £, deren Rand durch die Randkurve C = OF gegeben ist. Wir nehmen
0.B.d.A. an, dass es fiir jeden Wert von = genau eine obere und eine untere Grenze gibt?. Dies
definiert die untere bzw. obere Grenzkurve fi(x) bzw. fo(x) (siehe Abb. 9.2.1) und fur alle
x € [a,b] gilt f1(x) <y < fo(x), falls der Punkt (z,y) in der Flache F liegt.

2Ansonsten mufR man die kompliziertere Flache aus solchen einfachen zusammensetzen.
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drehen 3

Abbildung 9.2.1: Zur Herleitung des Greenschen Satzes.

Es sei nun V (z, y) eine Funktion, die auf £ stetig partiell differenzierbar sei. Dann gilt:

b fa(z)
/dxdyﬁV(%y) _ /dx / dyﬁV(fmy)
F dy a f1(x) dy

b
_ / dz [V (z, fo(z)) — V(z, f1(2))]

— —/ba dzV (z, fo(z)) — /ab dzV (z, f1(x))
— —j{de(x,y),

c

d.h. das Flachenintegral kann in ein Wegintegral umgeschrieben werden!
Wir drehen nun die Flache, wie in Fig. 9.2.1 dargestellt und gehen in der gedrehten Version

analog vor:
/ dxdy oViz,y) = ]{dyV(x,y).
F Ox C

Wir fassen nun diese beiden Teilergebnisse zusammen:

Satz 9.2.1 (Greenscher Satz).
Der Satz von Green fir Funktionen Vi (x, y), Vao(z, y) die auf der zweidimensionalen Flache F'
stetig partiell differenzierbar sind, lautet

/Fdxdy {avigz’y) — avla(z’yq = ]i Vi(z,y)dz + Va(z,y)dy]

wobei C = 0F die Randkurve von I ist.
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Wir wollen zwei Anwendungen dieses Satzes diskutieren.

1. Sei 96 96

Dann verschwindet das Flachenintegral im Greenschen Satz, da

oV, 0% ¢ OV
ox  O0xdy Oydx Oy

ist. AulRerdem gilt mit r = (g)

Vidx + Vaody = dop = grad ¢ - dr .

Somit lautet die Aussage des Greenschen Satzes in diesem Fall

jgcz(ﬁ:o.

Vi

Dies wissen wir natirlich schon, da V := (V
2

Potential —¢ ist.

A
2. FurV .= (V2> gilt

K-@z/rotz-df,
C F _
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) per Definition ein konservatives Feld mit

wobei df = ndxdy senkrecht zur = — y-Ebene steht und auf der rechten Seite 1 als
dreidimensionaler Vektor mit 3. Komponente V3 = 0 zu interpretieren ist.

. Wir kdnnen mit Hilfe des Greenschen Satzes Flachen berechnen. Dazu betrachten wir die
Funktionen Vi (z,y) = —y und V,(z,y) = . Dann gilt:

]é[—yd:chxdy]://Fdxdy {%— (_%)] :2//Fdxdy:2F.

Als Beispiel bestimmen wir die Flache einer Ellipse, die durch

332 y2

a2t = 1 (9.2.1)
definiert ist®. Eine Parameterdarstellung ist durch r(t) = (acost,bsint) gegeben (¢ €
0, 27]). Dann gilt:

1 2
Fhilipse = 3 in_ [—ydx + zdy] = /0 [—bsint(—asint) + acostbcost] dt = abr .
ipse

3D.h. alle (z, ), die diese Gleichung erfiillen, liegen auf der Ellipse.
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9.3 Integraldarstellung der Rotation

Die Rotation eines Vektorfeldes A(r) 1&Rt sich als Wegintegral ausdriicken. Diese Darstellung
wird in den folgenden Abschnitten sehr nitzlich sein.

Wir betrachten eine geschlossenen Weg C um den Punkt r, an dem wir die Rotation bestimmen
wollen. Dieser Weg schlie3t die Flache AF ein. Ist diese hinreichend klein, so kdnnen wir sie
als eben ansehen und durch den Normalenvektor n charakterisieren, der senkrecht auf ihr steht.
Die Komponente der Rotation parallel zu n lasst sich dann folgendermal3en bestimmen:

1
n-rot A(r) = Al}rgoﬁjgé-df-

Um die Rotation vollstdndig zu bestimmen, kann man z.B. Wege nehmen, die in der z —y-, v — z-
und y — z-Ebene liegen, wobei dann n der Einheitsvektor in z-, y- und z-Richtung ist.

Zum Beweis dieser Integraldarstellung betrachten wir 0.B.d.A. ein infinitesimales rechteckiges
Flachenelement (Abb. 9.3.1) in der y — z-Ebene. Das Wegintegral ldngs des Weges 1 — 2 —
3 — 4 — 1 lait sich dann folgendermalien berechnen:

1 1
j{A dr = Ay(zv,y,z— édz)dy + A (x,y + édy, z)dz
c

1 1
- Ay<l', Y,z + idz)dy - Az(mv Y= _dy> Z)dZ

2
_ 0A(r) 0A,(r)
= 9y dydz 9 dydz
0A, 0A, B
= ( 9 E) AF = (rot A), AF.

Dabei haben wir angenommen, dass die Kantenldngen dy und dz infinitesimal sind und deshalb
der Wert das Vektorfeldes auf einer Kante konstant ist. Hierbei haben wir den Funktionswert in
der Kantenmitte gewahlt. Fir die Kante 1 — 2 sind die z- und z-Koordinaten konstant (namlich
z und z — 5dz) und die y-Koordinate variiert von y — 3dy nach y + 3dy. Die Kantenmitte ist
also bei (z,y, z — 3dz) und deshalb ist A, (z,y, = — 3dz) zu wahlen®. Beim Ubergang zur drit-
ten Zeile sind wir analog vorgegangen wie beim Beweis des Satzes von Gaul}. Hier wurden die
auftretenden Beitrdge Taylor-entwickelt, wobei sich die konstanten Terme wegheben.

Somit haben wir flir n = & gezeigt

1
Al}«“%(] NG AgA ~dr = (rot A), = n - rot A.
Mit einem analogen Argument laRt sich diese Aussage auch fir die y— und z—Komponenten
beweisen, womit (=) gezeigt wére, und damit der Stokessche Integralsatz.

4Es tragt nur die y-Komponente des Feldes bei, da sich auf dem Weg nur die y-Koordinate dndert und deshalb
A-dr = Aydy ist.
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Z)

dz 7+

Abbildung 9.3.1: Zum Beweis der Integraldarstellung der Rotation.

9.4 Integralsatz von Stokes

Es sei A(r) ein beliebiges Vektorfeld. Aus Kapitel 8.2 wissen wir, dass gilt (falls der Definiti-
onsbereich von A einfach-zusammenhangend ist):

A=—gradp <= T0tA=0 <= 7{4-0&:0,
C
wobei die rechte Seite fir alle geschlossenen Wege C gelten soll.

Was passiert fur rot A # 0 ? Man erwartet, dass dann i.a. auch 5554 - dr # 0 sein wird. Dies
bringt der Integralsatz von Stokes (in quantitativer Form) zum Ausdruck.

Satz 9.4.1 (Stokes’scher Integralsatz).
Sei F eine beliebige (gekrimmte) Flache im R3 mit Rand C, d.h. der Rand ist eine geschlossene
Kurve (siehe Abb. 9.4.1a). Dann gilt:

%A-dzz/rotA-df.
C F T

Dabei ist das infinitesimale Flachenelement df = ndf gemal einer rechten-Hand-Regel (siehe
Abb. 9.4.1b) orientiert. -

Der Satz von Stokes besagt also, dass das Wegintegral von A langs des geschlossenen Weges C
gleich dem Fluss von rot A durch die von C berandete Flache F ist.

Beim Beweis gehen wir dhnlich vor wie beim GaulRschen Satz. Zundchst unterteilen wir die
Flache F'in zwei Teile F} und F5. Diese Teile werden von den geschlossenen Kurven C; und C,
berandet (Abb. 9.4.2a). Dann gilt:

fA-dzzf A-d£+j{ A-dr.
C C1 Co
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a) b)

dr
/r

Abbildung 9.4.1: Zum Satz von Stokes. a) Flache F' mit Rand C. b) Orientierung der Flachen-
normalen (rechte-Hand-Regel).
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Abbildung 9.4.2: Zum Beweis des Stokesschen Integralsatzes.

Dabei haben wir schon ausgenutzt, dass die Schnittfliche von C; und C, in unterschiedlichen
Richtungen durchlaufen wird und sich die entsprechenden Beitrége deshalb wegheben.
Die obigen Teilungsprozedur setzen wir nun immer weiter fort (Abb. 9.4.2b). Dann erhalten wir:

j{é-dﬁ = Z]{ A-dr=>Y" {F}g A-dz}AFn

— /roté-ﬂdf
F

wobei wir beim Ubergang zur zweiten Zeile die Summe wieder als Zwischensumme eines Inte-
grals interpretiert haben.

Der Integralsatz von Stokes hat zahlreiche wichtige Anwendungen in der Physik, insbesondere
in der Elektrodynamik im Zusammenhang mit den Maxwellschen Gleichungen.

9.5 Integraldarstellung der Divergenz

Eine andere Interpretation der Divergenz erhalt man durch Betrachtung des Vektorflusses durch
die Oberflache A F eines Volumenelements AV (siehe Abb. 9.5.1):
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1

divA= lim — A-df.

VET AVRAY /AF— !
Die Divergenz des Vektorfeldes kann also als Grenzfall des Flusses durch die Oberfléche eines
kleinen Volumenelements aufgefasst werden. Dies quantifiziert unsere anschauliche Interpreta-
tion der Divergenz als “Quellstarke” des Feldes. Befindet sich eine Quelle in dem betrachteten
\Volumen, so strdmt mehr heraus als herein. Dann ist div A > 0. Entsprechend ist bei einer Senke
divA < 0.

AV

Abbildung 9.5.1: Fluf durch AV

Zum Beweis der Integraldarstellung betrachten wir den Fluss durch die Oberflache eines Wiirfels
mit den Kantenldngen dx, dy und dz um r = (x,y, z) (siehe Abb. 9.5.2). Auf der Vorderseite
F; zeige der Normalenvektor n in z-Richtung, auf der Riickseite F; in —z-Richtung. Die Fliisse
durch £} und F5 sind dann

1
Flussdurch F; = A.(x+ §dm, y, 2)dydz,

1
Fluss durch F, = A,(z — édx,y, 2)dydz

wobei A,(r) = A,(x,y,z) die x-Komponente des Vektorfeldes am Ort r, dem Zentrum des
Wiirfels, bezeichnet. Wir haben hier angenommen, dass das Vektorpotential auf den Flachen als
konstant angesehen werden kann, wobei der Wert durch den Wert in der Mitte gegeben ist.
Somit erhalt man fiir den Fluss durch die beiden Flachen F; und F5:

1 1
[ aa = [Am +idey, ) - Ao - —das,y,z>] dyd:
F+Fs T 2 2

DA, 1 DA, 1
= [(Az(x,y, z) + pe 5dx) - (Agg(x,y,z) ~ 5d$>} dydz

= 04.(r) dxdydz.
ox

Dabei haben wir beim Ubergang zur zweiten Zeile ausgenutzt, dass der Wiirfel infinitesimal ist
und wir deshalb die Feldwerte durch eine Taylor-Entwicklung erster Ordnung approximieren
konnen.

Analog erhalten wir dann fiir den Fluss in y- und z-Richtung:

: A
y — Richtung: / A-df = m dzxdydz,
F3+Fy

oy

z — Richtung: / A-df = 94.(r) dxdydz.
F5+F% T 0z
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dz

Abbildung 9.5.2: Zum Gaul3schen Satz: Fluss durch einen infinitesimalen Wirfel mit den Kan-
tenldngen dx, dy und dz. Das Zentrum des Wiirfels befindet sich bei r = (z, vy, 2).

Fasst man nun diese drei Teilergebnisse zusammen, so folgt die angegebene Integraldarstellung
der Divergenz.

9.6 Gauldscher Satz

Ziel des GauBschen Integralsatzes ist es, eine andere Darstellung fir ein Flussintegral der Form
¢ A - df anzugeben.

Satz 9.6.1 (GauBscher Integralsatz).
Sei A(r) ein Vektorfeld und F' eine beliebige geschlossene Flache, die ein Volumen V' um-

schliel3t. Dann gilt:
Y{A-ﬁ:/divédv.
F \%

Der Gaufsche Integralsatz erlaubt also die Umwandlung eines Flussintegrals in ein Volumen-
integral Uber die Divergenz des Vektorfeldes tber das von der Flache eingeschlossene Volumen.

Zum Beweis teilen wir zundchst das Volumen V' in zwei (beliebige) Teilvolumina V; und V5
(siehe Abb. 9.6.1). Die neue Oberflache der beiden Teilvolumina bezeichnen wir mit F; bzw. F5.
Man beachte, dass eine gemeinsame Trennfldche zwischen den beiden Teilvolumina entsteht.
Da die Normalen jeweils aus dem Volumen herauszeigen, ist auf der gemeinsamen Trennflache
n, = —n, (siehe Abb. 9.6.1) und somit

faa- FlA-gin-@

da sich die Beitrage auf der Trennflache wegheben.
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=Tl
o1

Abbildung 9.6.1: Zum GauRschen Satz: Unterteilung des Volumens V' in zwei Teilvolumina V;
und V5. ny, n, sind die Normalenvektoren auf der Trennflache.

Wir setzen nun diese Teilungsprozedur immer weiter fort und erhalten so eine Einteilung in viele
kleine Volumina AV,, mit Oberflache F,:

fau = Sfau-y[ofaalsn

Fy

. 1 :
o (i aw 2 ) v = favaa

wobei F'(AV') die Oberflache des Wiirfels AV um den Punkt r ist. Im letzten Schritt haben wir
die Integraldarstellung der Divergenz aus Abschnitt 9.5 verwendet.

[

Eine wichtige Anwendung des Gaul3schen Integralsatzes ist die Herleitung der sogenannten Kon-
tinuitatsgleichung

dp

9 +divj = 0.

Gleichungen dieses Typs treten in der Physik immer wieder auf, z.B. in der Hydrodynamik, denn
sie der mathematische Ausdruck fir ein lokales (d.h. von r abhéngiges) Erhaltungsgesetz. p(r, t)
bezeichnet dabei immer eine Dichte (z.B. eine Massen- oder Ladungsdichte) und j(r,¢) die zu-
gehdrige Stromdichte (z.B. den Massen- oder elektrischen Strom). In den Ubungen (Aufg. 19)
werden wir die Kontinuitétsgleichung aus sehr allgemeinen Uberlegungen ableiten.
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Kapitel 10

Fourierreihen und
Integraltransformationen

10.1 Funktionenraume

Wir haben schon in den Ubungen (Aufgabe 4 und 12) gesehen, dass man auch Funktionen auch
als \Vektoren interpretieren kann, nicht nur Elemente des R™. Dies ist oft sehr nitzlich, z.B.
in der Quantenmechanik. Dabei sind Addition und Multiplikation mit einem Skalar wie blich
definiert:

h=f+ag, d.h. h(z) = f(z) + ag(z) furalle z.

Ein Beispiel ist die Menge
C™(X) := {m — fach stetig differenzierbaren Funktionen auf X'} .

Die bekannten Definitionen und Konzepte wie “Basis’ etc. lassen sich tbertragen. Oft sind Funk-
tionenrdume unendlich-dimensional. AuBerdem gibt es weitere niitzliche Strukturen, die wir im
Folgenden vorstellen wollen.

10.1.1 Metrische und normierte Raume
Zunachst wollen wir den bekannten Abstandsbegriff verallgemeinern.

Definition 10.1.1 (metrischer Raum, Metrik).
Ein metrischer Raum ist eine Menge M, auf der Abstdnde mittels einer Metrik definiert sind.
Dabei heifdt eine Abbildung d : M x M — R Metrik, wenn fir alle z, y, z € M gilt:

1. d(z,y) >0 (Nichtnegativitat)

2. d(z,y) = d(y, z) (Symmetrie)

3. d(z,y) = 0 genau dann, wenn z =y (Eindeutigkeit)
4. d(z,z) < d(xz,y)+d(y, 2) (Dreiecksungleichung)

111
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Neben der Metrik gibt es noch eine weitere wichtige Struktur.

Definition 10.1.2 (normierter Raum, Norm).
Eine Abbildung || ... || : V' — R auf einem Vektorraum V" heilt Norm, wenn firalle z,y, 2 € V'
gilt:

1. ||z|| >0  (Nichtnegativitat)

2. ||z —y|| = 0 genau dann,wennz =0  (Eindeutigkeit)

3. ||Az]| = |A| |Jz|| mit A € R (Skalierung)

A |z +yl| < ||lz|] + [|yl] (Dreiecksungleichung)
In diesem Fall bezeichnet man V' auch als normierten Raum.
Bemerkung. Hat man eine Norm || .. .||, so definiert

d(z,y) == |z =yl

eine Metrik.

Beispiel 10.1.1. Ein wichtiges Beispiel, das z.B. in der Quantenmechanik eine zentrale Rolle
spielt, ist der Raum der quadratisch-integrablen Funktionen auf X C R,

GRS oo}

1]z = /X @)

LQ(]R)::{f:X—MC

mit der Norm

10.1.2 Skalarprodukt

Definition 10.1.3 (Skalarprodukt).
Es sei X ein Vektorraum uber C. Ein Skalarprodukt (..., ...) ist eine Abbildung X x X — C
mit folgenden Eigenschaften (fur alle z,y, z € X und A\ € C):

no

> w
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Dabei bezeichnet a das komplex-Konjugierte von a.

Eine unmittelbare Folgerung aus Eigenschaft 1. ist, dass (x, z) € R ist.

Eigenschaft 2. bedeutet, dass das Skalarprodukt antilinear im ersten Argument ist und linear im
zweiten. Dies ist eine Konvention, die in der Physik haufig benutzt wird.

Aus Eigenschaft 3. folgt wegen 1., dass auch (z,y + 2) = (z,y) + (z, 2) gilt.

Weitere Folgerungen aus den Eigenschaften sind die

e Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(@, )" < (2,2)(y,9),
e Minkowski-Ungleichung
Vi +yz+y) < Vi) + V().

Definition 10.1.4 (Hilbertraum).
Ein Vektorraum mit Skalarprodukt heisst auch Prahilbertraum. Ist der Raum vollsténdig, d.h.
jede Cauchy-Folge konvergiert gegen ein Element des Raumes, so heil3t er Hilbertraum.

Bemerkung.

1. Durch ||f|| :== \/(f, f) ist eine Norm definiert.

2. Die Definitionen gelten analog fiir reelle Rdume, wobei man tberall die komplexe Konju-
gation weglasst. Fir die Quantenmechanik sind aber komplexe Raume wichtig.

Beispiel 10.1.2.
Wir kdnnen in L?(X) durch

mw:éﬂmmm

ein Skalarprodukt definieren.
Eine Verallgemeinerung hiervon ist

mm:Awmmwmm

mit einer nicht-negativen Gewichtsfunktion w(z) (z.B. w(z) = e=*°).

10.2 Fourierreihen

Im diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, inwieweit sich periodische Funktionen nach “Teil-
frequenzen” zerlegen lassen. Dieses Verfahren ist auch unter dem Namen Fourier-Analyse be-
kannt.

Zunachst wollen wir noch einmal an die Definition von periodischen Funktionen erinnern (siehe
Kap. 4.2.4):
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Definition 10.2.1 (Periodische Funktionen).
Die f(t) ist heiRRt periodisch mit der Periode 7" (7" > 0), wenn fur alle ¢ gilt:

fE+T) = f(t).
Der kleinste Wert von T' > 0, der dies erfillt, heiRt kleinste Periode oder einfach nur die Periode

von f(t).

Prototypen periodischer Funktionen sind die komplexe Exponentialfunktion ™! und die trigo-
nometrischen Funktionen sin wt und cos wt, die jeweils die Periode T" = %’r haben.

Im folgenden werden wir zur Vereinfachung = := wt als Variable wahlen, d.h. wir betrachten nur
die normierte Periode 7" = 27 der Funktionen sin x, cos z. Am Ende des Abschnittes werden wir
dann der \Wollstandigkeit halber die allgemeinen Formeln fiir beliebige Perioden 7" angeben.

Definition 10.2.2 (Fourierreihen).
Eine Reihe der Form

% + ; la,, cosn + by, sin nx]

bezeichnet man als Fourierreihe. Man beachte, dass diese Reihe 27-periodisch ist.

Im folgenden wollen wir die Frage untersuchen, wann sich eine periodische Funktion als Fou-
rierreihe darstellen 1a0t.

Satz 10.2.1 (Fourierreihendarstellung periodischer Funktionen).

Die Funktion f(x) sei im Intervall [—, 7] definiert. Weiterhin sollen die sog. Dirichlet-Bedingungen

erfillt sein:
a) f(x) ist 2zw-periodisch, d.h. f(z + 27) = f(z)
b) f(x)und f'(x) stickweise stetig in [—, 7]

Durch die Bedingung a) ist f(x) fur alle reellen Zahlen = eindeutig definiert. Bedingung b) be-
deutet, dass f(z) und f'(x) im Intervall [—7, ] bis auf endlich viele Punkte stetig sind.

Sind die Dirichlet-Bedingungen erfillt, dann gilt: f(x) ist darstellbar als Fourierreihe, d.h.

flz) = % + Z [a, cosnx + by, sin nz|

n=1

mit den Koeffizienten (Fourier-Koeffizienten)

1 ™
a, = —/ f(z) cosnx dx (n=0,1,...),
™ —T

1 ™
b, = —/ f(z)sinnx dz (n=1,2,...).
T J—x
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Das bedeutet praziser: Die Fourierreihe konvergiert gegen den Wert

a , f(z), wenn f stetig bei x ist
Y n bn T T— . . .
2 ; (an cosnz +businna] - — { JEtOET=0) - wenn f unstetig bei = ist.

Dabei bezeichnen f(x+0) und f(x—0) den rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert (siehe Abb. 10.2.1).

,<z—0>M

T

Abbildung 10.2.1: Unstetige Funktion

Bemerkungen:

1. Die Dirichlet-Bedingungen sind hinreichend, aber nicht notwendig. Fir die physikalische
Praxis reicht dies i.a. aus.

2. Als Periodenintervall kann jedes Intervall [z, x¢ + 27| gewdhlt werden, z. B. auch [0, 27].

3. Das Intervall [—7, 7] ist aber zweckmé&Rig, da symmetrisch um 0. Denn man sieht sofort:

a, =0, wenn f(x) = —f(—x) (ungerade Funktion)
b, =0, wenn f(x) = f(—x) (gerade Funktion).

Das Interessante an obigem Satz ist ist, dass sich jede periodische Funktion (mit Dirichlet-
Bedingungen) durch eine Reihe mit cos nx und sin nx darstellen 1aB8t (Beweis: — Mathematik).

Eine andere Interpretation ist die Gber den Funktionenraum

1
{—,smnm,cosnﬂn =1,2,...p.

V2

Dieser bildet ein Orthonormalsystem fiir periodische Funktionen in L?([—, 7]) mit dem Skalar-
produkt

(9) == [ fwgta)is
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Wir nehmen nun an, eine periodische Funktion l&sst sich als Fourierreihe mit noch unbekannten
Koeffizienten a,, b, darstellen. Diese konnen wir dann folgendermassen berechnen:

Qo

(f,cosmx) = (5 + Z [a,, cosnx + b, sin nx] , cos mx)

n=1
)
a

[e.e]
0 :
= (—,cosmx) + E a,(cosnx, cosmz) + E by, (sin nx, cos mx)
2
n=1 n=1
= Qp.

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass die Funktionen orthonormiert sind, d.h. insbeson-
dere ist (sinnxz, cosmz) = 0 und (cosnx,cosmz) = J,,. Wenn man nun das Skalarprodukt
(f,cosmx) explizit als Integral ausschreibt, erhdlt man die oben angegebene Darstellung der
Koeffizienten. Analog bestimmt man die anderen Koeffizienten zu b,,, = (f, sin mz).

Den Beweis, dass sich die periodische Funktion f tatséchlich in der angegebenen Reihenform
schreiben l&sst, Giberlassen wir der Mathematik. Hier haben wir gezeigt, wie sich die Koeffizien-
ten bestimmen lassen, wenn dies der Fall ist.

Die Tatsache, dass sich beliebige periodische Funktionen durch die Elemente des oben angege-
benen Orthonormalsystems darstellen lassen, gibt Anlass zu folgender Definition:

Definition 10.2.3 (vollstdndiges Funktionensystem).

Da sich beliebige 27-periodische Funktionen als Reihe darstellen lassen, bezeichnet man die
Menge {cosnz,sinnz (n = 0,1,...)} als vollstandig (zur Darstellung periodischer Funktio-
nen).

Man kann auch die Taylorentwicklung analytischer Funktionen in diesem Sinne verstehen. Statt
nach den (volistandigen) periodischen Funktionen cos nx und sin nx zu entwickeln, entwickelt
man hier nach den Funktion x".

Vielfach ist eine komplexe Darstellung der Fourierreihe zweckmaRig und einfacher. Mit den
bekannten Beziehungen

e = cosnax +isinna,
L, : , 1, . A
cosnr = 5(6””” + e "), sinnx = 2—@,(6””3 — e,
sieht man sofort ein, dass auch {e™*|n = —oo, ..., 00} vollstandig ist. Es gilt:
o
o= 3 e
n=-—o00

mit



10.2. FOURIERREIHEN 117

1 (7 ,
Cp = —/ f(z)e "™ dx.
2 ),

Die reelle und die komplexe Darstellung lassen sich leicht ineinander umrechnen:

o0 o0
f(l’) _ Z Cneimc =co+ Z[Cneinm + C_ne—inm]
n=-—00 n=1
o0
= ¢+ Z[cn(cos nx + isinnz) + c_,(cosnz — isinnw)]
n=1

= ¢o+ Z[(cn +c_p)cosnz +i(c, — c_p,)sinnz)]

n=1
woraus folgt

Co = éaOa Ap = Cp + C_p, bn - Z<Cn - C—n)-

Die Funktionen ¢ bilden ein Orthonormalsystem bzgl. des Skalarproduktes

(19)i= 5= | Flgta)ds,

denn es gilt:
1 ei(nfm):c 7T 6i(nfm) —e i(n—m)mw
mx inx T — =0
n#m G 2mi(n —m)|__ i(n—m)
) 1 [T
— mx mx — d — 1
n=m (e ,€ ) 5 x

Dieses Ergebnis laRt sich mit Hilfe des Kronecker-Symbols kompakt zusammenfassen:
(eimz’ einx) — 6n,m-

Wir wollen nun noch einmal die Fourierdarstellung beweisen, diesmal in der komplexen Variante.
Wieder nehmen wir an, dass sich die Funktion f(z) als eine Fourierreihe schreiben 1a3t. Wir
zeigen jetzt, das die Entwicklungskoeffizienten gerade die in dem obigen Satz behauptete Form
haben. Dabei verwenden wir wieder die Orthonormalitét der Funktionen e*2:

%/ dl,f(l,)e—zma: — (eimx’f) — (61'71111:7 Z Cneinx> — Z n (eimm,einx) =y,

- n=—00 n=—00
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Beispiel 10.2.1. Wir betrachten die Funktion f(z) = z in [0, 2x], die wir uns 2z-periodisch
auf ganz R fortgesetzt denken (siehe Abb. 10.2.2)%. Der Graph von f(z) dhnelt dann einem
Sdgezahn.

27 —7 2 27 .
1 - re " 1 ’ 1 1
n#0: ¢, = — xe ""dr = - + — e "y = — = —
2m J, —2min |, 2min J, —in n
—_—
=0
2
1 [ 22 |77
n=0: ¢ = — vde = —| =7
2m Jo 47|,

Also haben wir folgende Darstellung von f als Fourierreihe:

. o
t inx 2
:7T+E —e E —mna:
n

27-periodisch n#£0 n n=1

Xz

wobei wir bei der letzten Umformung die Terme zu n und —n zusammengefal3t haben. Man
beachte, dass die Reihe an den Unstetigkeitspunkten z = 0 mod 27 (d. h. x ist ein Vielfaches
von 2r) tatsachlich den Wert 242200 — 0427 — 7 jnterpoliert!

/()

Abbildung 10.2.2: Ségezahn

Bemerkung:

Verwendet man statt der vollen Fourierreihe nur endlich viele Funktionen e, so liefert dies
eine Approximation der periodischen Funktion. Diese wird umso schlechter, je schneller sich die
Funktion bei x dndert. Insbesondere an Unstetigkeiten tritt das sogenannte Gibbs-Phanomen auf.

Zum Abschluss wollen wir noch die Fourierdarstellung einer beliebigen 7'—periodischen Funk-
tion (7" > 0) angeben.

Satz 10.2.2 (Fourierreihendarstellung 7'—periodischer Funktionen).
Die Funktion f(z) sei T—periodisch und erfiille die Dirichlet-Bedingungen im Intervall [-Z, Z].
Dann hat f(x) folgende Fourierdarstellung:

INatirlich ist f auch periodisch mit Periodizitatsintervall [—r, 7). Die folgenden Rechnungen sind aber einfacher
in [0, 27].
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> 2 2
flz) = % + ; [an cos 7;?3: + by, sin 7;7}$
o i27‘rinz
ST
mit den Fourier-Koeffizienten
2 (T2 2mnx
an, — f(x)cos( )dx (n=0,1,...),
T ~1/2 T
2 [T/2 2mnx
b, — f(z)sin ( ) dx (n=1,2,...),
]_ T/2 - 2Tne
Cn = flz)e "1 dx (n=—o00,...,00)
T J 7/

Wie man sieht, geht dies fir den Spezialfall 7" = 27 in die bekannten Formeln {ber.

10.3 Fourier-Transformation

119

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass sich periodische Funktionen als Fourierreihen
darstellen lassen. Was passiert aber fur Funktionen, die gar nicht periodisch sind ? Dieser Fall
entspricht gerade dem Grenziibergang 7' — oc.

Wir betrachten zunéachst die Funktion cos nwt = cos(222t), die periodisch mit Periode T ist.
Wenn T" — oo liegen die Punkte w, = QWT” immer dichter. Der Limes 7" — oo entspricht dann
dem Ubergang von einer Fourier-Summe zu einem Fourier-Integral. Dies wollen wir im folgen-

den genauer betrachten.

Satz 10.3.1 (Fourier-Transformation).
Die Funktion f(z) erfille folgende Voraussetzungen:

1) f(x) geniigt den Dirichlet-Bedingungen im Intervall | — oo, oo,

2) [ |f(x)Pdr < .

Unter diesen Voraussetzungen gilt:
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mit der sog. Fourier-Transformierten

F(w) = \/% /00 f(z)e ™"dx .

Man beachte, dass die oben genannten Voraussetzungen hinreichend, aber nicht notwendig sind.
In der Praxis sind sie aber meist erfuillt.

Bemerkung. £ ist Fourier-Transformierte von f und f ist Fouriertransformierte von F' !

Bemerkung. Wir haben hier eine symmetrische Aufteilung der Koeffizienten (d. h. \/%) vor dem
Integral gewdhlt. Haufig werden andere Konventionen verwendet, d. h.

fl@) = /_oodw... und F(w):%/_oodm...

™

oder f(z) = 2i dw... und F(w):/ dr...
T J - —00

Die entsprechenden Fourier-Transformierten unterscheiden sich um einen Faktor (ﬁ bzw. v/27).
Dies mul man z. B. beim Nachschlagen in Tabellen immer beachten.

Ebenso, ob die Fourier-Transformierte als Integral tber e~*? oder e*** definiert ist. In letzte-
rem Fall &ndert sich natirlich auch das entsprechende Vorzeichen in der Fourier-Darstellung von

fx)!

Im folgenden zeigen wir, wie sich die Fourier-Transformation aus dem Grenzfall 7" — oo der
Fourier-Reihe

flz) = Z Ccpen® mit  w, = —,

T
1 2 —iWnT
Cn = ?/g f(z)e dx

ergibt, wobei f(z) = f(z + T).

Wir machen nun den Grenziibergang 7' — oo und n — oo so, dass w,, = w konstant gehalten
wird. Dann ist auch Aw,, = wp11 — w, = 2% =: Aw konstant und beim Grenziibergang geht
Aw — dw. Fur die Fourierreihe folgt:

r) = c, — e Aw = — F(w,)e*™“* Aw
fl@) = > g @nz_oo (wn)

n=—0oo

1 ee '
S — F(w)e"*dw
V2T /_oo ( )

wobei wir definiert haben

T
T 1 2 . n—oo
F(wy) = Cn = / fla)e ™ midy "2 F(w).

N



10.3. FOURIER-TRANSFORMATION 121

Damit haben wir gezeigt, dass sich die Fourier-Transformierte als Grenzfall der Fourierreihe
einer Funktion mit unendlicher Periode ergibt.

Bemerkung. In der Physik interessieren uns haufig nur reelle Funktionen f(z).
Danngilt: F(w)" = F(—w)
Beweis:

f(=) eiw
1 o -
= —F x)e“ dr = F(—w
=/ 1@ (~)

Weitere solcher niitzlicher Identitéiten werden wir in den Ubungen kennenlernen (Aufgabe 23).
Als Beispiel wollen wir die Fouriertransformierte der Blockfunktion (bzw. der charakterischen
Funktion des Intervalls [—a, a]) (siehe Abb. 10.3.1)

)1 fzl<a
f(x>_{o 2| > a

berechnen:

a

1 > , 1 .
Flw) = E/— flz)e dx = E/— e dx
= \/%/Oa cos(wx)dx

B \/isin(wx) a_\/?sin(wa)
VT ow |, Vrow

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, dass das Integral tiber den Imaginérteil
sin(wz) verschwindet, da der Sinus ungerade ist. Abb. 10.3.2 zeigt die Form der Fouriertransfor-
mierten. Das Maximum bei x = 0 bezeichnet man manchmal auch mit dem englischen Ausdruck
Peak und die kleineren Maxima im oszillierenden Teil als Wiggle.

Speziell fir x = 0 haben wir:

1 ee 1 [ si 2 [ si
1 _/ F(w)dw:—/ de:_/ sin(wa) -
V2T J_so T ) e W T Jo w
u=wa 2 *° si
= _/ smudu
0

™ u

und somit

0o
sinu s
du = —.

0 u 2

Ahnlich wie die Fourierreihe bei der Berechnung komplizierter Reihen hilfreich sein kann, hilft
die Fouriertransformation manchmal bei der Berechnung von Integralen.
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f(x)
—Q a X
Abbildung 10.3.1: Blockfunktion
Peak é(w)
1/w
E\/Q_ﬂ- “ ’
N

Abbildung 10.3.2: Fouriertransformierte der Blockfunktion
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10.3.1 Delta-Funktion
Wir haben bereits hdufig das Kronecker-Symbol
1 falls j =1
oj = :
0 falls 7 #£ 1

gewinnbringend verwendet. Eine dhnliche Grolie kann man im kontinuierlichen Fall definieren.

Definition 10.3.1 (Delta-Funktion).
Wir definieren die sog. Delta-Funktion durch folgende Eigenschaften:

dzrz—z9) = 0 fur alle x # xo,

wd [ @ - mds = fa)

wobei die zweite Eigenschaft fiir alle Funktionen f(x) gelten soll, die stetig bei z sind.

Bem.: Fur analytische Funktionen f(z) kann die zweite Bedingung abgeschwécht werden zu
2 6(x — wo)dr = 1.

Dies ist eine heuristische Definition!! Eigentlich ist 6 keine Funktion, sondern eine sogenannte
Distribution (— Mathematik): Der Funktion f wird ihr Funktionswert f(x,) an der Stelle x
zugeordnet. Als Funktion ist §(z — ) hochgradig singulér, da sie nur an einem Punkt z, von
Null verschieden ist, aber trotzdem ein endliches Integral besitzt. 6(x — x,) kann deshalb in
keinen endlichen Wert annehmen, sondern wird dort unendlich. In Abb. 10.3.3 ist angedeutet,
wie man sich §(z — () vorzustellen hat. Man kann die Delta-Funktion als das kontinierliche
Analogon des Kronecker-Deltas ansehen, insbesondere wenn man beachtet das 0, = d,—p 0.

To

Abbildung 10.3.3: ,,Graph* von 6 (z — x)

Die Delta-Funktion spielt eine wichtige Rolle in der Physik, denn sie hat viele Anwendungen.
Ein Beispiel hierfir liefern die Punktmassen, von denen wir sehr oft gesprochen haben.
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Fir die Massendichte p(z) einer Punktmasse m am Ort z, gilt:
p(x) = 0 fur o # xo,
aber m = / p(x)dx.

o0

Somit sieht man, dass die Massendichte einer Punktmasse durch
p =md(x — o)

gegeben ist. Mit Hilfe der Deltafunktion kann man also im Prinzip diskrete und kontinuierliche
Systeme in einheitlicher Weise beschreiben.

Das Fourier-Integral fuhrt auf eine ,,Darstellung™” der §-Funktion. Setzt man namlich die Fourier-
transformierte explizit in die Fourierdarstellung ein, so folgt:

o dw *° dw < dy
— ZWZL'F Z(AJ:E —wwy

. /:f@>g%[m%wx%w}wéf@»

Hieraus liest man das wichtige Ergebnis

1 o0

— @V dy = Sz —y)
2

ab. Dies kann man als Verallgemeinerung von 5= [”
=

™

elr=mz gy = §, ,, ansehen.

Zum Abschluss wollen wir noch eine weitere Darstellung von §(z) angeben. Die Funktionenfol-

ge (0q)a Mit
1 [~ A 1 2«
6& _ dwe™?® —alw| _
(z) o /Oo we e 21 a? 4 22

konvergiert ndmlich fir « — 0 gegen die Deltafunktion §(z). Dies kann man zeigen, indem man
verifiziert, dass fur o — 0 die beiden definierenden Eigenschaften der Deltafunktion erfullt sind.
Dies wird in den Ubungen genauer betrachtet, zusammen mit anderen Darstellungen und den
wichtigsten Rechenregeln (siehe Aufgaben 26 und 27).

10.3.2 Faltungsintegral

Ein Integral der Form

=/&u—ymwmy
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bezeichnet man als Faltungsintegral bzw. als Faltung der Funktionen f und g¢. Es gilt folgender
Zusammenhang des Faltungsintegrals mit den Fouriertransformierten £ und G von f bzw. g:

/ flx—y)gly)dy = /Z F(w)G(w)e™* duw.

Dies kann man auch so formulieren: Die Fourier-Transformierte des Faltungsintegrals ist das

Produkt der Transformierten der gefalteten Funktionen:
1 [~ .
e h(z)e ™ dr = F(w)G(w).
2

Der Beweis der ersten Aussage folgt durch Einsetzen der jeweiligen Fouriertransformierten in
das Faltungsintegral und anschlieender Vertauschung der Integrationsreihenfolge:

/_Zf(w—y)g(y)dy _ / dy / / WS ()i G )i
i e

-

27r5(w —w)
= / dwF(w)ei“’x/ dw'G(W) (W — w)
= / dwF (w)G(w)e™?.
Die zweite Aussage erhélt man, indem man die erste Fourier-transformiert:
- h(z)e “*dr = L/ /OO F(w)G(We™?du' | e “*dx
2 J_ 2m J_ oo
1 o0 oo
= %) dw'F(W)G(W) /_OO dpe'@ —)e

216 (w’ —w)

- /OO dw'F (W) G(W)(w' — w)

—00

= F(w)G(w).

10.3.3 Anwendung: DGL

Als physikalische Anwendung der Fourier-Transformation betrachten wir die DGL fiir eine er-
zwungene Schwingung:

T+ ai + bxr = f(t).
Dabei ist z(t) die Auslenkung aus der Ruhelage zur Zeit ¢ und f(¢) die (zeitabhdngige) dulere

Kraft. Die Terme auf der linken Seite repréasentieren die Beschleunigung, die Dadmpfung durch
eine geschwindigkeitsabhangige Reibungskraft und die Riickstellkraft (Hooke’sches Gesetz).
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Wir wollen nun diese DGL mit Hilfe der Fourier-Transformation ganz allgemein 16sen. Dazu
stellen wir die Auslenkung x(¢) durch ihre Fourier-Transformierte z(w) dar:

xt

Nun konnen wir die Fourier-Transformierten der Zeitableitungen bestimmen:

(0= i [ o= g [ g e = g [ iweiata

Hieraus lesen wir ab:
FT(2) = iwFT(x),

wobei FT(z) die Fourier-Transformierte von & bezeichnet. Analog folgt
FT(%) = —w?FT(z).

Wir sehen hier die wesentliche Vereinfachung, die wir durch Betrachtung der Fourier-Transformierten
erzielt haben: Nach Fouriertransformation werden aus Ableitungen einfache Multiplikationen
(mit gw)!!

Wir wenden nun die Fouriertransformation auf die gesamte DGL an, d.h. wir multiplizieren beide
Seiten der Gleichung mit e~ und integrieren dann. Unter Ausnutzung der Linearitét sowohl der
DGL als auch der Fourier-Transformation erhalten wir dann:

F(w) :=FT(f(t)) = FT(i+ ai+bx)=FT(i)+aFT(i)+bFT(z)
—w? FT(7) + aiw FT(z) + bFT(x) = (b + aiw — w?) FT(x)
= (b+ aiw — w?)T(w).

Somit kdnnen wir die Fourier-Transformierte Z(w) von x(t) explizit bestimmen:

F(w)

b+ aiw — w?’

T(w) = FT(z) =

Durch Ruicktransformation erhalten wir dann die gesuchte Ldsung

)eiwt

\/27r/ b~|—azw w?’

dwezwt

=7

Zur expliziten Berechnung muss natirlich die antreibende Kraft f(¢) (und damit ihre Fourier-
Transformierte F'(w)) angegeben werden. Spater werden wir sehen, wie wir solche Intregale mit
Hilfe der Funktionentheorie berechnen konnen.
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10.4 Laplace-Transformation

Wir betrachten kurz eine weitere Integraltransformation, die haufig in physikalischen Problemen
gewinnbringend verwendet wird.

Es sei f(t) auf [0, 00| definiert und integrierbar. Wir nehmen im folgenden 0.B.d.A. an, dass
f(t) = 0furt¢ < 0. Dann ist die Laplace-Transformierte von f definiert durch

F@szuwzlmﬁﬂwem,

wobei Re(p) > 0 sein soll.
Beispielsweise gilt dann

und

p—ia
Ahnlich wie bei der Fourier-Transformation lassen sich wieder die Transformierten der Ablei-
tungen von f leicht bestimmen:

df OO —pt df _ —pt
L (%) = /0 dte prial f(t)
= —f0) +pL(f).

Dabei haben wir im zweiten Schritt partiell integriert und angenommen, dass lim; .., e 7 f(t) =
0 ist.

Dieses Resultat kann natirlich auf hohere Ableitungen verallgemeinert und zur Lésung von DGL
eingesetzt werden.

Die Umkehrung der Laplace-Transformation ist nicht ganz so einfach wie im Fall der Fourier-
Transformation. Wir geben hier nur das Ergebnis an, das sog. Bromwich-Integral:

[e.9]

—Awﬁﬂﬂhme”

0

1 c+ioco
f(t)=L"YF):= — dzF(z)e™,
2mi c—100
wobei t > 0, ¢ > k wenn fir FF = L(f) gilt, dass Re(p) > k ist. Wie man solche komplexen
Wegintegral berechnet, lernen wir spater im Kapitel tiber Funktionentheorie (siehe Kap. 16).
In der Praxis bestimmt man die Umkehrung meist mittels Tabellen aus Linearkombinationen

bekannter Umkehrungen.
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Kapitel 11

Koordinatensysteme

11.1 Gebréauchliche Koordinatensysteme

Bisher haben wir im R? die kartesischen Koordinaten z, y, z (bzw. z1, x5, x3), die Zylinderko-
ordinaten p, ¢, z und die Kugelkoordinaten r, ¢, kennengelernt. Daneben gibt es noch viele
weitere Koordinaten, die in einzelnen Fallen hilfreich sein konnen!
Streng genommen haben wir aber meist nicht wirklich Zylinder- oder Kugelkoordinaten verwen-
det, d.h. Vektoren in der Basis dieser Koordinatensysteme dargestellt, sondern nur die Kompo-
nenten der kartesischen Koordinaten mit Hilfe der Variablen p, o, z bzw. 7, o, 9 parametrisiert.
Wir wollen in diesem Kapitel ganz allgemein herleiten, wie sich Grof3en in unterschiedlichen
Koordinatensystemen beschreiben lassen. Wir konzentrieren uns auf den Fall des R?, aber alle
Uberlegungen lassen sich in offensichtlicher Weise auf beliebige Dimensionen verallgemeinern.
Bei unseren Betrachtungen werden uns die kartesischen Koordinaten als Referenzsystem dienen.
Zur Vereinfachung bezeichnen wir sie im folgenden mit z, x5, x3 Statt z, y, z, d.h. der Ortsvektor
x
istdurchr = | 25 | gegeben.
T3
Es seien nun uy, us, uz beliebige andere Koordinaten. Wir stellen die kartesischen Koordinaten
als Funktion dieser neuen Koordinaten dar:

T = $1(U1,U27U3)7
To = $2<U1,UQ,U3)7
T3 = $3(U1,U27U3)7

wobei wir den Funktionsnamen gleich der entsprechenden kartesischen Komponente gewéhlt
haben! Dieses Gleichungssystem ist nach den «; auflésbar, falls fiir die Jacobi- (bzw. Funktional-
) Determinante (vgl. Kap. 8.4) gilt:

O, 02, %5) _ qor (%> #0
j

O(u1, uz, us) Ow

129
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)

¢ +do

P
r r+dr X

Abbildung 11.1.1: Koordinatenlinien in ebenen Polarkoordinaten. Die r-Linien sind radiale Ge-
rade mit Winkel ¢, und die ¢-Linien Kreise vom Radius 7.

Wir betrachten nun die Koordinatenlinien (vgl. Kap. 8.4), die man erhalt wenn man alle Koor-
dinaten bis auf eine fixiert und diese freie Koordinate alle erlaubten Werte durchlaufen lasst. Die
Koordinatenlinien durch den festen Punkt (©) = r (u(o) ug ), ué )> nennen wir

(0) (0))

ry(ur) = r(ur, uy”, ug 0) Oy,

ro(uy) =r(uy ’, usg, ug (0) , (0) )

£3(u1) =r(uy ,uy’,us).

Schneiden sich die Koordinatenlinien paarweise in einem rechten Winkel, so spricht man von
rechtwinkligen oder orthogonalen Koordinaten.

In kartesischen Koordinaten sind die Koordinatenlinien Geraden parallel zur korrespondierenden
Achse, z.B. ist r,(21) = r(z1, 23, 2\”)) eine Parallele zur z-Achse.

Abb. 11.1.1 zeigt die Koordinatenlinien r,(r) = r(r, ¢o) (r-Linien) und r,(r) = r(ro, ¢) (¢-
Linien) der ebenen Polarkoordinaten.

Die Basisvektoren der kartesischen Koordinaten sind die Einheitsvektoren e, , e,, e5 in Richtung
der Koordinatenachsen. Sie stimmen mit den Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien (ibe-
rein! Dies wollen wir auf beliebige Koordinaten (ibertragen und definieren daher als Basisvekto-
rene,, der Koordinaten wq, us, us

1 or
[& =
Y h’uj auj T=Tg

or

mit h, = |=—]|.
J 8Uj

Damit ist ¢, also ein normierter Tangentenvektor 7'; an die u;-Linie durch r,. Man beachte,
dass daher d|e e,.. hoch vom Punkt r, abhdngen konnen' Die Normierungsfaktoren h,,, werden
wir spater epr|2|t bendtigen!

Fur orthogonale Koordinaten, auf die wir uns hier beschranken wollen, gilt

Quj- ’ Qul = jl

Daher bilden die {e, } eine Orthonormalbasis des R”. I.a. benutzt man die Konvention, dass
dieses System rechtshandig ist, d.h. es gilt

Cuy = Cup X Cus + zyklische Indexvertauschungen.

Zup T Zug
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Under construction !

Abbildung 11.1.2: Die Richtung der Basisvektoren e, -andert sich i.a. mit der Position.

An dieser Stelle sei nochmals betont, dass sich i.a. die Richtung der Basisvektoren ¢, , und damit
die Orientierung der Basis, als Funktion von r, &ndert (sieche Abb. 11.1.2). Man mache sich das
am Beispiel der ebenen Polarkoordinaten klar (siehe Abb. 11.1.1). Der Basisvektor ¢, zeigt als
Tangentenvektor an die r-Linie immer in radiale Richtung, die aber mit ¢, variiert. Die karte-
sischen Koordinaten bilden hier eine Ausnahme, da die Koordinatenlinien durch verschiedenen
Punkte parallel sind!

Wir wollen diese allgemeinen Betrachtungen auf die bereits bekannten Félle der Zylinder- und
Kugelkoordinaten spezialisieren. Die Ergebnisse werden wir dann verwenden, um z.B. die Form
der Differentialoperatoren in diesen Systemen herzuleiten.

11.1.1 Zylinderkoordinaten

Wir hatten die Zylinderkoordinaten in Kapitel 1.4.3 eingefiihrt. Praziser gesagt, haben wir dort
nur die Zylindervariablen’ p, o, x3 definiert und mit ihnen die kartesischen Koordinaten parame-
trisiert. In unserer jetzigen Notation (mit u; = p, us =  und us = x3) lauten die dort abgeleiten
Beziehungen:

Iy p oS @ p = Vat+ai €[00

r= |z | = | psiny mit ¢ = arctan? €0,27] .
T3 T3 r3 € R

Die Koordinatenlinien lassen sich analog zum oben betrachteten Fall der ebenen Polarkoordina-
ten leicht bestimmen. Die p-Linien

P COS ©g
f1(P) = | psinyg

N0

sind radiale Halbgeraden in Hohe ng> im Winkel . Die -Linien sind Kreise um den Ursprung
und die x3-Linien sind Parallelen zur z-Achse.

Die Basisvektoren der Zylinderkoordinaten sind daher gegeben durch
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19 coSs
e, = ~ 9T sing |, h, =1,

p OP 0

Lo (Ced |
€ = T  a_ = > O ) =p,
2 (pago 0 ¥

0

1 or
ey = 7= (0] =5 ey =1
=x3 h$3ax3 1 3 3

Man beachte, dass wir hier die Basisvektoren durch ihre Darstellung in kartesischen Koordinaten
(als 3-komponentige Vektoren) angegeben haben.
Da

e ®

wie man leicht nachrechnet, bilden (e, e, ¢,.,) ein Rechtssystem.

X§ :§:1:37

11.1.2 Kugelkoordinaten

Die Kugelkoordinaten p, 9. hatten wir ebenfalls in Kapitel 1.4.4 kennengelernt®. Auch sie hat-
ten wir bisher im Wesentlichen zur Parametrisierung der kartesischen Komponenten benutzt:

T, 7 sin 1 cos ¢ p = \/$%+x%2+$2:23 i € [0, o0
r= x| = [ rsindsing mit 9 = arctan —Vxl:zm € [0, 7]
L3 rcosv p = arctan? € [0, 27|

Wir konnen nun die Basisvektoren der Kugelkoordinaten im kartesischen System angeben:

1 or Sl'nl(/lC'OSQO
e, = —— = [sindsing |, h, =1,
h, Or
cos
1 or cosﬂcgsg@
€y = 55" cosvsing |, hy =,
9 —sin
1 or —sing
= ——= =1 cos , h, = rsin.
€, h, Oy 090 ®
Da
ngEﬁ:QQA?’

bilden (e, ey, e,,) ein Rechtssystem.

ISiehe auch Aufgabe 3 der Ubungen.
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11.2 Bestimmung von Vektorkomponenten

Definition 11.2.1 ((\Vektor-)Komponenten).
Da die Vektoren {e, } eine Basis bilden, kann man beliebige Vektoren £ in ihr darstellen:

E=) Fe,.
J

Die Zahlen F,; nennt man die Komponenten von £ bzgl. der Basis {e, }.

Fur orthogonale Koordinaten ist {guj} sogar eine Orthogonalbasis. Dann konnen wir die Kompo-
nente I, einfach als Projektion von £ auf die Richtung ¢, (die Richtung der «;-Koordinatenlinie)

berechnen:
E.Qul - g F’ujgu] .Qul - § Fujéjl - Ful-
J j

Die kartesischen Komponenten £}, d.h. die Komponenten bzgl. der Basis {e, e, e. }, sind offen-
sichtlich ein Spezialfall der obigen Definition. Meist sind Vektoren in kartesischen Koordinaten

gegeben:
= ZF}QJW
J

wobei wir vereinfachend ¢; fir €y, schreiben. Die kartesischen Komponenten fasst man dann
Fy

auch als Spaltenvektor F = | F5 | zusammen.
F3

Beispiel 11.2.1.

1. Die Komponenten des Ortsvektors r in Zylinderkoordinaten sind gegeben durch:

Tp r-e, = cosp(pcosp) +sinp(psinp) = p(cos? p + sin? @) = p,
Ty r-e, = (—sing)pcosp + cosp(psinp) = 0,
T T-e,, = T3

Dabei haben wir die explizite Form der Basisvektoren ¢, e, e, ausgenutzt, die wir in
Kapitel 11.1.1 angegeben hatten. Somit erhalten wir also die Darstellung von r in Zylin-
derkoordinaten als

= pe, +r3€,,.

2. Analog konnen wir nun mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 11.1.2 den Ortsvektor in
Kugelkoordinaten darstellen. Man sieht schnell, dass r - ¢, = 0 = r - ¢, ist und so ergibt
sich

r=re,.
Die Darstellung in Zylinder- und insbesondere in Kugelkoordinaten ist also viel einfacher,
als die Darstellung r = x1¢e,, + x2¢,, + 73¢,, in Kartesischen Koordinaten!
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T3
3. AbschlieRend wollen wir noch den Vektor /' = x3e, = | 0 | in Kugelkoordinaten
0
darstellen.
Mit x5 = r cos ¥ folgt:
r cos v sin ¥ cos ¢
F. = F-.e = 0 - | sind¥sing | = rsind cos v cos p,
0 cos v
Fy = r-ey= rcos? ¥ cos @,
F, = roe,= —7rcos U sin .

Die Darstellung von F in Kugelkoordinaten ist also wesentlich komplizierter als die in
kartesischen Koordinaten.

Als Néchstes wollen wir uns mit dem Differenzieren von Vektoren beschéaftigen. Da die Ko-
ordinatenlinien i.a. keine Geraden sind (auBer im kartesischen Fall), &ndern die Basisvektoren
ihre Richtung und mussen daher auch differenziert werden, nicht nur die Komponenten, wie im
kartesischen Fall. Bei Ableitung nach den Koordinaten u; gilt daher:

oF 0F,, Oe,,
== F,=—2 ).
6uj ( 8uj Qul + e auj )

Bei der Ableitung nach anderen Parametern (z.B. der Zeit) geht man unter Ber{icksichtigung der
Kettenregel analog vor.

Beispiel 11.2.2. Wir wollen die Geschwindigkeit v(¢) aus r(¢) bestimmen.
In kartesischen Koordinaten sind die Basisvektoren e, konstant und wir haben die bekannte For-

mel
o(t) =i(t) = Z ii(t)e;,

d.h. wir erhalten die Komponenten der Geschwindigkeit durch Zeitableitung der Komponenten
von r.

In Zylinderkoordinaten ist das nicht so! Wir verwenden die in Beispiel 11.2.1 abgeleitete Dar-
stellung des Ortsvektors in Zylinderkoordinaten und erhalten zunédchst

u(t) = i(t)Z%(pgprxggxg)

= pe,+ pe, + T3e,, + T3€,,.

Wir bendtigen nun die Zeitableitungen der Basisvektoren. Diese kdnnen wir uns aus den Ergeb-
nissen in Kapitel 11.1.1 beschaffen, denn es gilt z.B.

Cos ¢ —psinp

Qp:% sing | = | pcosp | =ge,.
0 0
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Offensichtlich gilt ¢,, = 0 und somit erhalten wir fir die Geschwindigkeit
u(t) = pe, + poe, + Tz,

Dieses Ergebnis kann man alternativ auch folgendermafen herleiten: Zundchst driickt man » im
kartesischen System mit Hilfe der Zylindervariablen aus:

T p Cos @
r= (x| = | psing
€3 €3

Hieraus folgt

1 P COS Y — ppsin
r= x| = | psing+ ppcosy
T3 T3

Die Projektionen 7 - e, etc. ins Basissystem der Zylinderkoordinaten liefern dann wieder v(¢) =
pe, + ppe, + I3e,,.

Bei der obigen Rechnung haben wir die Ableitungen der Basisvektoren bendtigt. Allgemein ist
folgendes Ergebnis nitzlich:

Es sei e(t) ein beliebiger Einheitsvektor, dessen Richtung von der Zeit abhéngt. Dann gilt wegen
1 =e(t)-e(t) = e*(t) (wobei e(t) = |e(t)| den Betrag des Vektors bezeichnet)

und somit ist
e(t) L e(t).

Die Ableitung eines Einheitsvektors steht immer senkrecht auf diesem!
In obigem Beispiel wissen wir daher, dass sich z.B. ¢, darstellen lassen muB als €, = a¢é,, + be,,
mit Koeffizienten a, b. Diese lassen sich manchmal durch andere Uberlegungen bestimmen.

Bemerkung.

e Es besteht ein Unterschied zwischen der blofRen Verwendung krummliniger Koordinaten
(genauer: Variablen) und der Darstellung eines Vektors in einem solchen Basissystem!

e Die Spezifikation eines Vektors durch seine Komponenten macht nur bei Angabe des Ba-
sissystems Sinn! Wir wir an den Beispielen gesehen haben, sind die Komponenten eines
Vektors in kartesischen Koordinaten als die in Kugelkoordinaten.

Beispiel 11.2.3. Wir wollen diese wichtigen Bemerkungen noch einmal an Hand eines Beispiels
diskutieren. Dazu betrachten wir den Vektor a = 5x1e; + 5xqe, 4 534 in der kartesischen Basis
{e;, €5, €3}. Dort hat der die Komponenten (5z1, 5z, 5z3). Wir kdnnen nun diese Komponenten
(1) auch in Kugelvariablen ausdriicken als (5r sin 9 cos ¢, 5r sin 9 sin ¢, 57 cos ¥/). Man beachte:
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Dies sind immer noch die kartesischen Komponenten, nun aber parametrisiert durch die Varia-
blen der Kugelkoordinaten!

In der Basis {¢,, ey, ¢,} der Kugelkoordinaten (und in den entsprechenden Variablen ausge-
driickt) haben wir aber a = 5re, mit den Komponenten (5r, 0, 0). Diese kénnen wir auch noch
mit den kartesischen Variablen ausdriicken als (5v/x% + 23 + 22,0, 0).

Bemerkung.  Wenn nicht anders angegeben, sind mit “Komponenten” i.a. die kartesischen
Komponenten gemeint, z.B. in der komponentenweisen Definition eines \ektors.

11.3 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

Als néchstes wollen wir die Frage kléaren, wie die Differentialoperatoren Gradient, Rotation,
Divergenz und der Laplace-Operator in anderen orthogonalen Basissystemen aussehen.

11.3.1 Gradient

Es sei ¢(r) ein Skalarfeld. Die Komponente des Gradienten grad ¢ in ¢, Rlchtung ist gegeben
durch

(grad¢), = (grad¢)-e, = (grad¢)- (ia—?)

und somit gilt im neuen Basissystem

Speziell fur die uns bekannten Koordinaten erhalten wir hieraus explizit

kartesisch: grad ¢(xy, x9, x3) = Zgj §—¢ ,
X €
j
. o 1 0 0
Zy“nder: grad ¢(p7 2 $3) = [Qp a_p + = Qp 330 + [ 8—133:| ¢(p7 ¥, :US) )
0 1 0 1 0
Kugel: grad ¢(r, v, ) = [Qr ar TG 90 Ty & %] o(r.d, ).
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11.3.2 Divergenz

Aus dem allgemeinen Ergebnis fiir den Gradienten angewandt auf die Koordinaten selbst folgt
zundchst eine Darstellung der Basisvektoren durch den Gradienten:

1 8u3 1
hy; grad u; = hy, zljgul b, O = hy, ZZ:QUZ h_m(;jl = &y, -

Wir betrachten nun ein Skalarfeld A = > A, (u1, us, u3)e,, dessen Komponenten A, in den
krummlinigen Koordinaten bekannt sind.

Zur Vereinfachung untersuchen wir zundchst nur die Wirkung der Divergenz auf den ersten Term
Ay e

Ul =uq "

dlv(A e ) = div((g

U1 =uq

X Qus) Aul)
= div (hyyhuy Ay, (grad ug x grad us))

U2

= grad(hy,hu, Ay, ) - (grad us x grad ug) + hyy by, Ay, div (grad ug x grad us)
1
= hu2 hu3 Qul ' gra’d(hu2 hu3 AUI)
1 O(huyhus Auy)

hu2 hu3 8u1

Dabei haben wir im ersten Schritt ausgenutzt, dass die e, . ein rechtshandiges Orthonormalsystem
bilden, und im zweiten Schritt die oben angegebene Darstellung der Basisvektoren durch den
Gradienten. Im dritten Schritt wurde die allgemeine Produktregel

div(pA) = A-grad ¢ + ¢ div A,

die fur beliebige Skalarfelder ¢ und Vektorfelder A gilt, benutzt. Eine ahnliche Identitat fir die
Divergenz eines Kreuzproduktes wurde beim Ubergang zur 4. Zeile ausgenutzt:

div(Ax B)=B-rotA— A-rot B.
Speziell fir A = grad u, und B = grad us folgt wegen rot(grad ¢) = 0 (siehe Aufgabe 15):
div(grad us x grad us) = 0.

Die Rechnung fir die anderen Terme geht analog. Als Endergebnis fiir die Divergenz in einem
beliebigen orthogonalen Koordinatensystem erhalten wir daher

1 0 )
—— (o Py, Ay,
hul h’U,Q hu3 8U]_ + ( U1t u2 ud)

0
(P By A
+ (Ul us3 uz) 0’&3

8U2

div A(uq, ug, ug) =

(hu2 hu3 Aul )

Speziell fiir die uns bekannten Koordinaten erhalten wir hieraus explizit
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kartesisch: divA = Z 8:1;3
Zylinder: div A(p, ¢, x3) = 8%? 2 %3(;1; * aajim ’
3
- 1 0(r2A,) 1 O(sinvAy) 1 0A,
Kugel: div A(r, 7, ¢) = 2 Or rsind Oy rsing 0p

Dabei haben wir das Vektorfeld jeweils in der entsprechenden Basis dargestellt, z.B. fir Zylin-
derkoordinaten als A(p, p, 73) = A,e, + Age, + A

553 =xr3"

Beispiel 11.3.1. Als Beispiel fur die Nutzlichkeit dieser Ergebnisse wollen wir die Divergenz
des Vektorfeldes F* = r%gr berechnen, das also in der Basis der Kugelkoordinaten gegeben ist.
Es beschreibt z.B. die Gravitationskraft zwischen zwei Punktmassen.

Die Komponenten von F' in Kugelkoordinaten sind F,. = Tiz und Fy = F, = 0. Somit gilt

) 1 9(r*F,)
div F = 2 0

11.3.3 Rotation

Wir betrachten zunachst nur den Anteil A, e, des Vektorfeldes A = . A, ¢,

; und gehen
ahnlich vor wie bei der Berechnung der Divergenz:

rot(Ay e, )

Ul =uq

rot(hy, Ay, grad uy)
= hy, Ay, rot(grad uy) + (grad(hy, Ay, )) X grad ug
= —gradu; X (grad(hy, Ay,))

1 1 9(h1Ay,)
S ()

hul 8ul
_ L O(mAn) 1 0(mAy)
N hu1 hu3 3u3 U2 hu1 hu2 8u2 s
Dabei haben wir die Identitét
rot(pA) = ¢ rot A+ grad ¢ x A

benutzt, die fir beliebige Skalarfelder ¢ und Vektorfelder A gilt.
Die Rechnung fiir die anderen Beitrdge geht analog. Insgesamt kann man die Rotation kompakt
in folgender Form als Determinante schreiben:

haw€y,  husyy  Pust,
rot A(uy,ug,u3) = | 9/0u; 0/0uy 0/0us
Py Ay Ty Ay Tg Ausg
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Diese Regel ist analog zur bekannten Merkregel fiir das Kreuzprodukt zu interpretieren: Man
entwickelt die Determinante formal nach der ersten Zeile, die ja Vektoren als Elemente enthélt,
und erhélt so die Komponenten der Rotation. Bei der Entwicklung ist zu beachten, dass man
die Reihenfolge der Faktoren nicht vertauschen darf, da die zweite Zeile Differentialoperatoren
enthalt, die auf die entsprechenden Elemente der dritten Zeile wirken.

Alernativ kdnnen wir das allgemeine Ergebnis auch mit Hilfe des Levi-Cevita-Symbols ¢, (vgl.
Auf. 7) schreiben als

(rOt A(ub Uz, U/3))u1 = Z €Z]khuz au]

Jk

Dabei istdann rot A = ), (rot A),,e,,..

Wir spezialisieren dieses allgemeine Resultat wieder auf die wichtigsten Falle:

kartesisch:  (rot A(z1, z2,23)), = Z eijk% ,
x,
Gk !
o 104,, O0A 0A, OA,
zytinder: w0t Ay o) = (%5 = 5 e (- %) e
1 (0(pAy,) 8Ap)
+ - - ng Y
p< dp ot
1 [(sindA,) 0Ay 1 04, 10(rA,)
ugel:  rot A(r, v, ¢) 7asmﬁ( 59 i >§T+ (Tsmﬁ o oo )9
1 a(rAﬁ) B laAr
r or r oY Eo-

Dabei bezeichnet wieder ¢, das Levi-Cevita-Symbol.

11.3.4 Laplace-Operator

AbschlieBend wollen wir noch die Ergebnisse fir den Laplace-Operator ohne Rechnung ange-
ben. Im Prinzip kann man sie aus den bereits abgeleiteten Darstellungen des Gradienten und der
Divergenz liber A¢ = div(grad ¢) gewinnen.

Das allgemeine Resultat ist

Ao(ur,ug,uz) = div (grad ¢(uq, ug, usz))

B 1 1 [ hyhy, 09 n 1 [ hy hy, 09 n 1 [ hy by, 09
n hulhughug 3u1 hul 8u1 aUQ hu2 8u2 8u3 hu3 8U3 ’
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Under construction !

Abbildung 11.4.1: Parametrisierung einer Raumkurve durch die Bogenlange.

Speziell fir die drei wichtigsten Koordinatensysteme bedeutet dies:

. 926
Kartesisch: Ap(x1,72,23) = Y ——5
- é)xj
) 0? 10 1 02 0?
Zylinder: A )= | o b S+ f
ylinder o(p, p,x3) [8 5+ >op + ErrE + 83:%} d(p, o, 73),

. , 00 1 ¢ 1 9%
Kugel: — Aolrv.¢) = 7‘2 ar ( 87’) T 2509 (Smﬁaﬁ) g0
11.4 Bogen-, Flachen-, Volumenelemente

11.4.1 Raumkurven

Wir betrachten eine Raumkurve, die durch die Parametrisierung r(¢) beschrieben wird. Beispiele
hatten wir schon im Abschnitt tiber Wegintegrale kennengelernt.

Eine natiirliche Parametrisierung ist durch die Bogenlange gegeben, d.h. dem zuriickgelegten
Weg entlang der Kurve. Dieser wird relativ zu einem festen Bezugspunkt r, = r (¢t = 0) gemes-
sen (Abb. 11.4.1).

Die infinitesimale Bogenlénge ds konnen wir einfach in kartesischen Koordinaten ausdriicken:

(ds)? = (da1)* 4 (da2)? + (dzs)?,

s(t) = /ds /dt\/ 4oy d;2)2+(%)2.

Nach Definition der Geschwindigkeit gilt auRerdem fiir ihren Betrag

woraus folgt

ds
t) = —.
v(t) = -
Der (normierte) Tangentenvektor an die Kurve ist
r(r) = 20
v(t)
gegeben, was sich mit Hilfe der Bogenlénge in der Form
T dr
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schreiben l&ft.
Neben der Tangenten gibt es noch zwei weitere Vektoren, die die Raumkurve lokal charakteri-
sieren. Der erste ist der Hauptnormalenvektor (oder Krimmungsvektor)

H=-—
— Kk ds

wobei ~ durch die Forderung |H| = 1 bestimmt ist. = nennt man auch Krimmung. Man kann
sie auch uber

| x 7
R = ;
[
bestimmen.
Aus der Normiertheit von T folgt
d dT
0=—T1*=2T —
ds™— — ds

d.h. der Hauptnormalenvektor steht senkrecht auf der Tangenten.
Um ein lokales Orthogonalsystem zu erhalten, bendtigen wir noch einen Vektor, der senkrecht
auf 7" und H steht. Diesen nennt man auch Binormalenvektor:

B=TxH.

Wir kdnnen die Bogenlédnge auch in beliebigen Koordinaten u; ausdriicken:

ds =\ (huydur? + (huydiz)® + (hgdus)?
Speziell in Zylinderkoordinaten haben wir z.B.
(ds)* = (dp)* + p*(dp)” + (d2)*.

11.4.2 Flachen- und Volumenelemente

Wir wollen nun noch die allgemeine Form von Fl&chen- und Volumenelementen in krummlinigen
(orthogonalen) Koordinaten ableiten.

Zundchst betrachten wir eine Koordinatenfldche, die durch die Parametrisierung r(uy, us, uéo))
gegeben sei. Dann ist das Flachenelement gegeben durch

dA(ur, uz) = |(huyey,) X (husey,)| durdus.

U1 =uq

Analoge Ergebnisse erhdlt man, wenn man andere Koordinaten als u fixiert.
Ein Beispiel ist der Zylindermantel, der sich als Koordinatenflache ergibt, wenn man p = pq
fixiert. Dann gilt

dA(p, x3) = podipdzs .
Das Volumenelement ist allgemein durch
dV = |hu1 hu2 hu3 |dU1dU2dU3 .

gegeben. Hieraus erhélt man dann fiir die Kugel- und Zylinderkoordinaten die in Kapitel 8.4 mit
Hilfe des Transformationssatzes abgeleiteten Ergebnisse.
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Kapitel 12

Operatoren und Eigenwerte

12.1 Eigenwerte von Matrizen

Definition 12.1.1 (Eigenwert, Eigenvektor).
Es sei A eine quadratische Matrix. Gilt dann

A-v=>

so heilt \ Eigenwert von A und v Eigenvektor (zum Eigenwert A\)L. Dabei ist \ eine reelle oder
komplexe Zahl.

Bem.: Die Eigenvektoren zum Eigenwert \ sind nicht eindeutig festgelegt, da mit v auch jedes
Vielfache av (mit « # 0) Eigenvektor zum gleichen Eigenwert ist.

Die Menge aller Eigenwerte einer Matrix bezeichnet man als Spektrum der Matrix, die Menge
aller Eigenwerte und Eigenvektoren als Eigensystem.

Beispiel 12.1.1. 1. Bei Drehungen gehen Punkte auf der Drehachse in sich Gber: Av = v.

2. Wir betrachten die Matrix A = ((1] g) Dann gilt

1 1 0 0
(0)=(0) o 2 () -2(1)
Die Matrix A hat also die Eigenwerte 1 und 2 mit den zugehdrigen Eigenvektoren (é)

bzw. <(1)>

Wir wollen uns nun mit der Frage beschéaftigen, wie man die Eigenwerte und -vektoren konkret
berechnen kann. Dies bezeichnet man als das Eigenwertproblem.

|5

IMan beachte, dass man im Englischen von eigenvalue und eigenvector spricht!
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Die Eigenwerte und -vektoren sind als Ldsungen des linearen Gleichungssystems
(A-A1)v=0

definiert. Man beachte, dass man hierbei auch das )\ a priori nicht kennt! Das Gleichungssystem
hat nicht-triviale Losungen, falls

det (A — A1) =0

ist. Ansonsten existiert nur die triviale Losung v = 0. Diese Gleichung bezeichnet man auch als
Sakulargleichung. Ist A eine n x n-Matrix, so ist liefert die Determinante ein Polynom n-ten
Grades in ), das sog. charakteristische Polynom p(\).

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat ein Polynom n-ten Grades n Nullstellen, die aber
komplex sein konnen. Wir bezeichnen die Nullstellen von p(\) mit Ay, A, ..., A,. Sind einige
der \; gleich, so spricht man von Nullstellen hoherer Ordnung bzw. Entartung. Man cha-
rakterisiert diese durch die algebraische Multiplizitat oder algebraische Vielfachheit. Ist z.B.
A1 = g, SO hat der Eigenwert \; die algebraische Multiplizitat 2.

Sind die Eigenwerte \; bekannt, so kann man die zugehdrigen Eigenvektoren v; als Losungen
des linearen Gleichungssystems
A-v,=\v

= J =J
explizit bestimmen.

Beispiel 12.1.2. Als Beispiel betrachten wir die Matrix

(53

Zunachst bestimmen wir mit Hilfe der Sékulargleichung das charakteristische Polynom:

[

10—-XA =3

p(A) :=det (A — A1) = det ( L3 9y

) = (10 = A)(2—=A) = (=3)(=3) = A* — 12X + 11.

p(A) hat die Nullstellen A; = 1 und A\, = 11, die also jeweils die algebraische Vielfachheit 1
haben und die Eigenwerte von A sind.

Einen Eigenvektor zu A; finden wir durch Losung des linearen Systems

(é - /\1]1) vy = 0.

9 -3 T1\
(55 ) G-
Die Losung ist xz; = t und y; = 3t mit beliebigem ¢ € R, ¢ # 0. Somit haben wir die Eigenvek-
toren zum Eigenwert A\; = 1 bestimmt:
(1
G= A3t )

Explizit lautet dieses System
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Bei der Bestimmung des Eigenvektors zum Eigenwert A, = 11 gehen wir analog vor. Hier haben

wir das System
-1 -3
aonan- (3 ) ()0

zu losen. Wir erhalten z, =t und 3, = —£.

In der Regel gibt man die normierten Einheitsvektoren an, also hier

e nal2)

Man beachte, dass offensichtlich v; und v, senkrecht aufeinander stehen. Wir werden spéter
Kriterien dafiir angegeben, wann dies der Fall ist.

Bemerkung. Allgemein sind die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerte linear unabhéngig!

Bemerkung. Es gibt nicht immer gleich viele Eigenvektoren wie Eigenwerte. Zum Beispiel hat

die Matrix
0 1
a=(4 )
den entarteten Eigenwert A = —1 (mit algebraischer Multiplizitat 2), aber nur einen Eigenvek-
torv = _11 . Die Zahl der Eigenvektoren zu einem bestimmten Eigenwert nennt man seine

geometrische Multiplizitat oder geometrische Vielfachheit. Sie ist kleiner oder gleicher der
algebraischen Multiplizitat.

Wenn wir die Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A kennen, konnen wir die Matrix
unter bestimmten Umstinden diagonalisieren, d.h. durch eine Ahnlichkeitstransformation? in
Diagonalgestalt bringen. Dies entspricht einem Basiswechsel.
Wir betrachten hierzu eine n x n-Matrix A, deren Eigenwerte \; und zugehdrigen Eigenvektoren
v; Wir kennen: B
A-v;= Ay

Wir nehmen nun an, dass alle Eigenwerte reell und die Eigenvektoren v, paarweise orthogonal
sind. AuBerdem sollen sie normiert sein, d.h. |v;| = 1.
Wir definieren nun die Matrix

U:=(vy,...,1,),

deren Spalten aus den Eigenvektoren gebildet werden, d.h. es gilt Uj; = (v;),.
Fur diese Matrix gilt

V101 Up-Yy
Vg -V Uy Uy

QT' ‘QT: - = . =1,

1=

I=

—n =n

2Das sind Transformationen der Form ﬂfl -A-

1=
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wobei

Ut=(0)"

die adjungierte Matrix (oder auch hermitesch konjugierte Matrix) ist®. Sie entsteht durch Bildung
der Transposition der Matrix, die aus den komplex-konjugierten Elementen U;; der Matrix U
besteht. Ist die Matrix reell, so ist die Adjungierte gleich der Transponierten.

Daher gilt fur die oben definierte Matrix U, dass

Ut=U'.

Eine solche Matrix nennt man unitér, siehe Kapitel 14.5.2.
Auferdem sieht man schnell ein, dass per Konstruktion von U aus den Eigenvektoren von A gilt:

=l

ég:(Alyha)\nQn): é
mit der Diagonalmatrix
Al
A=
An
Somit gilt wegen der Unitaritat von U
UhA-U=A  baw  A=U-A-U

Man sagt auch: U diagonalisiert A.
Kompenentenweise lautet die letzte Gleichung

(A)jm =D M) (@)m -

Die Matrix A Iakt sich also mit Hilfe ihrer Eigenwerte und Eigenvektoren darstellen. Dies be-
zeichnet man als Spektralzerlegung oder Spektraldarstellung.
Speziell fur A = 1 gilt dann
> @) @) m = bjm
k
Dies bezeichnet man auch als Zerlegung der Einheit oder Vollstandigkeitsrelation.

Bemerkung. Beachte, dass sich nicht alle Matrizen auf diese Art diagonalisieren lasssen! Fiir
eine spezielle Klasse von Matrizen 18Rt sich dies aber allgemein beweisen.

Definition 12.1.2 (Normale Matrizen).
Gilt

4,41 = '

[l

.AT_

[l
|S

=0,

so heilt die Matrix A normal.
Dabei ist [A, B] = AB — BA der sogenannte Kommutator.

Insbondere sind also hermitesche (éT = A) und symmetrische (A reell mit éT = A) Matrizen
normal.

3Siehe spater in Kapitel 14.5.2.
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Es gilt: Normale Matrizen sind unitdr diagonalisierbar (d.h. g +A-U = A) und haben eine
Spektraldarstellung.

Bemerkung. Die Diagonalisierung entspricht dem Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem,
d.h. einem Basiswechsel. Es gilt

U A-U(Uv) =A(U").
alsomitU"- A-U = A und der Abkirzung @ := U'v
A-o=X

In der Basis der Eigenvektoren © hat A also Diagonalform!
Da sich die Spur und die Determinante bei Basiswechseln nicht &ndern, gilt

SpurA = Z)\j:Z)\jpj,
j=1 j

detA = ﬁxj:HAg?f.
j=1

J

Dabei ist p; die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts* );. Die Spur einer n x n-Matrix A
ist definiert durch

Spur A := E Ajj,
j=1
d.h. als Summe der Diagonalelemente.

Bemerkung. Die Eigenwerte der Matrix A und ihrer Transponierten éT stimmen Uberein. Dies

folgt aus der allgemeingiiltigen Identitdt det éT = det A, die die Gleichheit der charakteri-
stischen Polynome impliziert. l.a. stimmen aber die zugehdrigen Eigenvektoren nicht (iberein!
Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 12.1.3 (Rechte und linke Eigenvektoren).
Die bisher betrachteten Eigenvektoren v sind rechte Eigenvektoren fir die gilt

A-v=)w.

In Analogie hierzu definiert man linke Eigenvektoren v als die Eigenvektoren von éT:
AT =0,
Die Bezeichnung erklart sich aus folgender Identitét:

TA= (AT 7) = ()" =X,

4In der entsprechenden Darstellung ist nur noch iiber die unterschiedlichen Eigenwerte zu summieren bzw. zu
multiplizieren!
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d.h. ein linker Eigenvektor wird bei Multiplikation von links an die Matrix bis auf einen Faktor
reproduziert.

Fur normale Matrizen, also insbesondere fiir hermitesche und symmetrische Matrizen, stimmen
rechter und linker Eigenvektor tberein.

12.1.1 Theoreme zum Eigenwertproblem

Wir geben im folgenden eine Sammlung wichtiger und nitzlicher Aussagen zum Eigenwertpro-
blem an, die wir aber nicht beweisen wollen.

Satz 12.1.1 (Eigenwertprobleme).

1. Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind linear unabhangig.

2. Hermitesche Matrizen, d.h. Matrizen fir die é* = A gilt, haben reelle Eigenwerte
und die (normierten) Eigenvektoren bilden eine Orthonormalbasis. Sie sind mit Hilfe der
unitaren Matrix U der Eigenvektoren diagonalisierbar und haben eine Spektraldarstellung.

3. Eine analoge Aussage gilt fir symmetrische Matrizen, d.h. alle Elemente Aj; sind reell
und es gilt éT = A. In diesem Fall kann A mit Hilfe einer orthogonalen Matrix U

diagonalisiert werden, d.h. U™ = U".

4. Kommutierende, hermitesche Matrizen A, B (mit [A, B] = 0) haben ein gemeinsames
Eigenvektorensystem v, ..., v, d.h. es gilt

A-v; = Ny, und

[Isy

Man beachte, dass die Eigenwerte ); und ); aber i.a. verschieden sind!

5. Die (normierten) Eigenvektoren einer normalen Matrix bilden eine Orthonormalbasis. Sie
sind wie hermitesche Matrizen unitér diagonalisierbar und haben eine Spektraldarstellung.

6. Alle normalen Matrizen sind diagonalisierbar, aber nicht alle diagonalisierbaren Matrizen
sind normal.

7. Nicht alle diagonalisierbaren Matrizen haben eine Spektraldarstellung.

12.2 Operatoren

Wir betrachten zwei Vektorraume V' und W. Allgemein versteht man unter einem Operator A
eine Abbildung® A : V — . Im folgenden werden wir, sofern nicht anders angegeben oder aus

5QOperatoren kennzeichnen wir oft durch ein ~, z.B. A.
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dem Zusammmenhang offensichtlich, vor allem den Fall V' = W behandeln. AuRRerdem wollen
wir vor allem lineare Operatoren betrachten, die durch

A(z +ay) = Az + oAy  firallez,y € V und o € R oder C

charakterisiert sind. Hierbei haben wir schon eine hdufig verwendete Konvention benutzt, namlich
die, dass man bei Operatoren oft Az statt A(z) schreibt. Dies kennnen natiirlich schon von Dif-
ferentialoperatoren wie % oder grad.

Im folgenden werden wir die Notation fiir den Fall eines komplexen Vektorraumes benutzen.
Wenn nicht anders angegeben, gelten analoge Ergebnisse fir den reellen Fall, man muB lediglich
die komplexe Konjugation weglassen!

Bisher haben wir den Fall V = R™ betrachtet, wo wir A durch eine Matrix A darstellen kénnen.
Die fiir Matrizen angestellten Uberlegungen lassen sich dann ibertragen, wenn wir ein Skalar-
produkt (x,y) (mit z,y € V') zur Verfligung haben (siehe Kapitel 10.1.2) und folgende Identifi-
kationen benutzen:

-y« (z,9), z-A-ye(z,Ay), etc.

Dies werden wir gleich weiter ausarbeiten. Zundchst wollen wir Beispiele fir lineare Operatoren
kennenlernen.

Beispiel 12.2.1.

1. Das Skalarprodukt mit einem festen z, € V definiert einen linearen Operator: Az :=
(g, x). Indiesem Fall ist W =R # V.

2. Die Ableitung Af = f’ ist ein linearer Operator.

Definition 12.2.1 (adjungierte und hermitesche Operatoren).
Ist A: V — V ein linearer Operator, so bezeichnet man den Operator At : V' — V charakteri-
siert durch

(z, Ay) = (Afz,y)  firallez,y eV

als den adjungierten Operator oder auch hermitesch konjugierten Operator.
Ist AT = A, so nennt man A auch hermitesch oder selbstadjungiert®.

Wir konnen nun Darstellungen des Operators A angegeben. Dazu sei {¢x} eine Orthonormalba-
sis von V. Beliebige Elemente « € V' lassen sich daher als Linearkombinationen x = >, cxpx
darstellen. Wir konnen hiermit z.B. die Identitdt Az = y in eine Matrixgleichung Ubersetzen:

Y apr=y=Az=A> apr =) alex.
k k k

6In der Mathematik gibt es einen winzigen Unterschied zwischen hermitesch und selbstadjungiert, der in der
Physik aber in der Regel unwichtig ist.
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Nun bilden wir das Skalarprodukt dieser Identitat mit ;:

= Z%@k = Z Ck 80;7 oK) = ch(%‘a ASOk) = Z kA

k k

wobei wir die Abkiirzung A, == (¢, Agﬁk) eingefiihrt haben. Somit 140t sich die Identitdt nach
Wahl einer Basis auch in Matrixform darstellen als

[BS
[}
I

|0

Z Ajkck = 6j bzw.
k

wobei die Elemente A;; zu einer Matrix zusammengefasst und die ¢, ¢; als Komponenten eines
(Spalten-)Vektors aufgefasst haben. Man beachte, dass Matrix und Vektoren im Prinzip unend-
lich sein kdnnen, wenn es sich bei V' nicht um einen endlichdimensionalen Vektorraum handelt.
Weiterhin gilt:

(z, Ay) = (Z Cj@jw‘iZCEsOl) = Tei(e Ap) = > GAC].
z il

j gl
Fir z = y nennt man dies auch Erwartungswert von A.
Es sei nun {4} eine andere Orthonormalbasis von V. Der Basis- oder Darstellungswechsel
{¢r} — {t«} wird dann durch einen unitéren Operator U vermittelt:

W; = Up; mit UlU=00"=1

mit der Matrixdarstellung
Un = (@5, Ugr) = (95, ).
Es gilt wegen UTU = 1 fiiralle z,y € V:

A~ A

(z,y) = (2, U'Uy) = (Ux,Uy).

Skalarprodukte bleiben daher bei einem solchen Basiswechsel unveréandert (invariant), weshalb
man ihn als Drehung im Vektorraum interpretieren kann.

In Komponenten gilt:

WCr2) = > (Up) =D (U => (U"),, (pr,2),

l l l

(W5, Agy) = (UTAU); = Z (UT)jk (0rs Apr) Ui

k,m
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12.3 Eigenwertproblem flur Operatoren

Analog zum Fall von Matrizen kdnnen wir auch bei Operatoren Eigenwerte und Eigenvektoren
suchen. Das entsprechende Eigenwertproblem lautet dann

Af = \f.

Im folgenden werden wir uns vorstellen, dass der Vektorraum aus Funktionen besteht. Dies haben
wir hier schon durch die Notation ’ f” statt "z’ fiir den Eigenvektor angedeutet. Natirlich gelten
aber alle folgenden Aussagen fur beliebige zugrundeliegende Vektorraume.

Beispiel 12.3.1. Ein typisches Beispiel ist der Differentialoperator

o d?
A=—.
dx?
Dieser hat die Eigenvektoren f; := sin(kz) mit den zugehdrigen Eigenwerten )\, = —k?2.

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass wir ein Operatorproblem in ein Matrixproblem (ber-
setzen konnen. Daher ist es nicht tiberraschend, dass sich die Aussagen fiir das Eigenwertproblem
von Matrizen auf Operatoren (ibertragen lassen. Insbesondere gilt:

1. Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

2. Normale Operatoren ([A, A"] = 0, d.h. AAT = A A) besitzen eine Orthonormalbasis {¢;}
aus Eigenvektoren: Ap; = \;¢;.

3. Selbstadjungierte Operatoren haben reelle Eigenwerte:
= (25 Mi95) = (95, Apy) = (Apy,05) = Nyipsn i) = X5 (s, 05) = Xy

Dabei haben wir, neben der Tatsache dass {;} eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
ist, im dritten Schritt die Selbstadjungiertheit von A ausgenutzt.

4. Unitére Operatoren beschreiben Darstellungswechsel. Im Eigenvektorsystem wird der Ope-
rator diagonalisiert:

(05, Apr) = Ny, 00) = M.
Der Operator transformiert sich daher wie

(UTAD) (U ) = AU f)
H{_/
=A

wobei A diagonal ist.

5. Hermitesche, miteinander kommutierende Operatoren haben ein gemeinsames Eigenvek-
torsystem.
Bem.: Dies wird in der Quantenmechanik wichtig, wo kommutierende Operatoren Grolien
entsprechen, die man gleichzeitig “scharf” messen kann.
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Es sei A ein hermitescher Operator und f = >_; cip; ein beliebiger Vektor, wobei {¢} eine

Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A ist. Dann ist der Erwartungswert von A (bzgl. f)
gegeben durch

([LAf) = ZC_jCI(SOjaASOl> = Zc_jcz)\l(%‘, ©1) = ZC_jCz)\z5jz
Jsl Jsl Jsl
= > Algl.
J

Es tragen also i.a. alle Eigenvektoren und Eigenwerte zum Erwartungswert bei!

12.4 Operatoren in der Quantenmechanik

Wir haben in Kapitel 10.1.2 schon den Begriff des Hilbertraumes kennengelernt. Hierbei handelt
es sich um einen Vektorraum, auf dem ein Skalarprodukt definiert ist und der dariiberhinaus
vollstandig ist.

In der mathematischen Beschreibung der Quantenmechanik wird ein quantenmechanischer Zu-
stand mit einem Vektor eines geeigneten Hilbertraumes identifiziert. MeRgrofien (Observablen)
entsprechen dann selbstadjungierten linearen Operatoren in diesem Hilbertraum. Die mdglichen
MelRwerte sind dann die Eigenwerte des entsprechenden Operators.

Definition 12.4.1 (Dirac-Notation).

Dirac hat eine sehr elegante und zweckmassige Notation, die sog. Dirac-Notation, erfunden, mit
der sich besonders elegant rechnen I1aRt.

Vektoren im Hilbertraum schreibt man dabei als |a), den zu ihm hermitesch adjungierten Vek-
tor, den man auch als dualen Vektor bezeichnet als (a| := (|a))'. Im R™ entspricht |a) einem
Spaltenvektor und (a| dem zugehdrigen Zeilenvektor’.

Man bezeichnet (a| auch als Bra(-Vektor) und |a) als Ket(-Vektor). Zusammengenommen er-
gibt dies (fast) das englische Wort bracket fur Klammer.

In Dirac-Notation lautet das Eigenwertproblem fiir eine Operator A

Hierbei haben wir schon die Standardkonvention benutzt, dass man den Eigenwert mit dem glei-
chen Buchstaben wie den Vektor bezeichnet. Auf Grund der Notation ist hier eine Verwechslung
fast ausgeschlossen.

Das Skalarprodukt zweier \ektoren ist durch

()

Dies sollte man im folgenden immer im Hinterkopf behalten!
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gegeben. Dies ist analog zum Standardskalarprodukt im IR"™. In Vektorschreibweise hatten wir
dieses immer als a - b geschrieben. Es gilt aber

a-b=> ajb;=ad"b
j=1

wobei wir die rechte Seite als Matrixmultiplikation der 1 x n-Matrix a” mit der n x 1-Matrix b
zu interpretieren haben.
Mit dem Skalarprodukt konnen wir auch die Norm angeben:

llal* = {ala).
Der Erwartungswert im Zustand |a) ist durch (a| A|a) gegeben, falls |a) normiert ist.

Der Bra-Vektor |a) entspricht der abstrakten Darstellung des quantenmechanischen Zustandes.
Wahlt man eine geeignete Basis, so kommt man z.B. zu den sog. Wellenfunktionen.

Es sei nun wieder A ein selbstadjungierter Operator mit Eigensystem A]an) = aylay). Ein be-
liebiger Vektor (Zustand) 13t sich dann schreiben als

:an|an> mit fr = (anlf) -

Die Darstellung der Entwicklungskoeffizienten f,, folgt wie friiher, da {|a,,)} eine Orthonormal-
basis ist. X
Wir konnen jetzt die Spektraldarstellung von A in sehr eleganter Weise angeben:

A= anan){an|.

Dies sieht man folgendermaRen. Fir eine beliebiges | f) = >, fu|a,) gilt:

(Zanlanﬂan\) ) = enlan) f@nlf) = 3 fuanlan) = 3 fr )

" " ffn
= Alf).

Diese Rechnung wesentlichen Prinzipien des Arbeitens mit der Dirac-Notation. Zunéchst haben
wir alle Bra’s und Ket’s gewissermallen ausmultipliziert, unter Beachtung der Reihenfolge der
Faktoren. Danach haben wir nach auftretenden GroRen der Form (bla) gesucht und diese als
Skalarprodukte interpretiert (und berechnet).

Speziell fur den Einheitsoperator 1 erhalten wir wieder die Zerlegung der Einheit oder Vollstandig-

keitsrelation:
1= lan)anl.
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Kapitel 13

Differentialgleichungen Ili

In diesem Kapitel wollen wir uns weiter mit Differentialgleichungen beschéftigten. In Kapitel 6
hatten wir die Grundlagen der Theorie der gewdhnlichen DGL kennengelernt. Zundchst wollen
wir diese Thema etwas vertiefen und uns mit Systemen von DGL und einigen speziellen DGL der
Physik genauer beschaftigen. Zum Abschlul? werden wir dann partielle Differentialgleichungen
betrachten.

13.1 Systeme von Differentialgleichungen

In der Physik hat man es sehr oft mit Systemen von DGL zu tun, d.h. mehreren DGL, die un-
tereinander gekoppelt sind. So etwas passiert z.B. immer dann, wenn man Systeme aus mehre-
ren Teilchen betrachtet, die miteinander wechselwirken (d.h. Krafte aufeinander ausiiben). Uber
diese Wechselwirkungskrafte sind die Newtonschen Bewegungsleichungen der Teilchen dann

miteinander verkoppelt.
Es gibt aber auch andere Griinde, warum man an Systemen von DGL interessiert sein kann. Als
weitere Motivation betrachten wir die folgende DGL 3. Ordnung:

y" =3y — 9y — 5y =0.
Wir definieren nun neue Funktionen durch
() =ylx), ) =y(), @) =y"(2).
Fur dies gilt dann offensichtlich folgendes System von DGL.:
o= e,

yé = Us,
vy = 3ys+9ys + 5yr

wobei wir die letzte Gleichung aus der urspriinglichen DGL 3. Ordnung erhalten, wenn wir sie
nach y” = y; auflosen und die auftretenden Ableitungen durch die neu definierten Funktionen
ersetzen.

155
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In Matrixform kdnnen wir dieses System kompakt schreiben als

?/1 010 U1
Y | = (0 0 1 Y2
yé 59 3 Y3

Dies ist jetzt ein DGL-system, allerdings ist es von 1. Ordnung, hohere Ableitungen treten nicht
mehr auf.

Allgemein kann man mit diesem Trick eine DGL n-ter Ordnung in n gekoppelte DGL 1. Ordnung
verwandeln.

Ein allgemeines Differentialgleichungssystem (1. Ordnung) hat die Form

Y1

y = fy, x) mit y(z) = | :
Yn

Hinzu kommt u.U. noch eine Anfgangsbedinung y(zo) = y,,.
Ist f(y,x) = f(y), so spricht man von einem autonomen System.

Im Fall n = 1 reduziert sich dies auf y' = f(y, z), die allgemeine DGL 1. Ordnung wie wir sie
bereits in Kapitel 6 kennengelernt haben.

13.1.1 Lineare Differentialgleichungssysteme

Zunachst betrachten wir den Fall eines autonomen Systems, bei dem die Funktion f(y) linear
ist. Dann konnen wir das System auch als Matrixgleichung der Form

y=Ay+B

mit n x n-Matrizen é und B schreiben, deren Elemente Konstanten sind.

Zunéchst betrachten wir wieder den homogenen Fall

Dann ist g;, = )\jyj und somit
Ny . =A-y. .

Dies ist eine Eigenwertgleichung! Somit liefert unser Ansatz eine Lésung des Systems, falls ),
ein Eigenwert von A ist und u; der zugehdrige Eigenvektor.
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Gibt es n unterschiedliche Eigenwerte und linear unabhangige Eigenvektoren, so lautet die all-
gemeine Ldsung

n

y(@) =3 ey (@)

j=1
mit Konstanten c;, die durch die Anfangshedingung y(zo) = Y, bestimmt sind.
Beispiel 13.1.1. Als ein Beispiel betrachten wir die Schwingungsgleichung
1+ wzy =0.
Mit y; := y und y, = y erhélt man das System

g=A-y mit é:(_oz (1))

Die Eigenwerte von A sind
) I 1
Ao = Fiw mit Eigenvektor u, , = (iiw) )

Damit lautet die allgemeine Ldsung

_ ]- wt 1 —iwt
y(t) =c1 (zw) et + ¢y (—iw) e ",

Die erste Kompente entspricht der Losung, die wir friither schon bestimmt hatten. Die zweite ist
deren Ableitung, entspricht also der Geschwindigkeit, wenn man vy, (¢) als Auslenkung interpre-
tiert.

Bemerkung. Wenn zwei Eigenwerte \; = ); ibereinstimmen, also entartet sind, und nur ein
Eigenvektor u; existiert, dann macht man den Ansatz
y,(r) = zy,(z) + Nty = N (zyy + v) -
Eine kurze Rechnung liefert dann folgende Bedingung an den noch unbekannten Vektor v:
(A-XN1) v=u,

Diese Gleichung hat eine nicht-triviale Losung fiir v (und damit y ), da ja det (A — A\;1) = 0 ist,
da \; Eigenwert von A ist.
Bei héheren Entartungen macht man dann den Ansatz

y (v) = eNi® (2u; + zv + w)

etc.

Um die Losung des inhomogenen Falls (B # 0) zu erhalten, geht man wie frither im Fall n = 1
vor. Man bestimmt eine spezielle Lésung des inhomogenen Systems, z.B. durch Raten, Variation
der Konstanten etc. Die allgemeine Losung erhdlt man dann als Summe der speziellen und der
allgemeinen Losung des homogenen Problems (wie oben angegeben).
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13.1.2 Dynamische Systeme

Wir betrachten nun ein allgemeines DGLsystem ¢ = f(y, t) und wollen die unabhéngige Varia-
ble ¢ als “Zeit’ interpretieren. Dabei sei die Funktion f(y, t) nicht notwendig linear. Ein solches
Problem bezeichnet man auch als dynamisches System. Die Lésungen im nichtlinearen Fall ha-
ben hdufig interessante Eigenschaften (Fraktale etc.)!

Wir wollen uns hier nur mit dem autonomen Fall

y=1f)

beschaftigen. Wenn wir y als den Ortsvektor eines Teilchens interpretieren, dann liefert die DGL
die zu einer Position gehorige Geschwindigkeit. Dies macht die Bezeichnung “dynamisches Sy-
stem” plausibel.

Wias passiert nun, falls an einem Punkt y gilt: f(y ) = 0 ? Offensichtlich ist dann § = 0 und
daher &ndert sich y nicht mehr, wenn das Teilchen einmal den Punkt y erreicht hat! Solche
Punkte bezeichnet man daher auch als Fixpunkte. l.a. werden sie erst nach langer Zeit, d.h. im
Grenzfall t — oo erreicht.

Je nach Verhalten in der N&he des Fixpunktes unterscheidet man

e anziehende oder attraktive Fixpunkte,
e abstoliende oder repulsive Fixpunkte.

Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der Stabilitat des Fixpunktes und nennt at-
traktive Fixpunkte stabil und repulsive Fixpunkte instabil. Uber die Stabilitdt eines Fixpunktes
erhalten wir AufschluR durch eine Taylorentwicklung in seiner N&he. Da i@o) = 0 ist, folgt:

Yily=y,

N

flyy~A-(y—y,)  mit

Mit der Abkirzung z 1=y — Y, erhélt man dann die Gleichung

§:A§7

die das Verhalten des dynamischen Systems in der Ndhe des Fixpunktes beschreibt. A heil3t
Stabilitatsmatrix, ihre Eigenwerte charakterisieren das Verhalten nahe dem Fixpunkt.

Beispiel 13.1.2. Als Beispiel betrachten wir im Fall n = 1 die logististische Gleichung
y=ay(l—y)

mit « > 0, die z.B. in der Populationsdynamik auftritt. Sie enth&lt zwei konkurrierende Terme y
und —y?2, die zum Wachstum bzw. Schrumpfen (Zerfall) von y fiihren. Ist y klein, so kann man
y? gegeniiber y vernachlassigen. Dann dominiert das Wachstum. Ist y aber groR, so dominiert
der quadratische Term, d.h. der Zerfall.
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Die Funktion f(y) = ay(1 —y) hat zwei Fixpunkte, die man direkt ablesen kann. Es sind yo = 0
und y; = 1. Fihrt man die oben beschriebene Entwicklung durch, so erhdlt man fir y,:

Ay=f'ly=0)=a(l —2y)|[y= =«
und somit die linearisierte Gleichung fir z =y —yo =y
2= Apz = az.
Deren Ldsung ist
sy (1) = Ce™.
Analog erhalt man fir y; zundchst
A= flly=1)=a(l = 2|1 = —a
und hieraus die linearisierte Gleichung fir z =y —y; =y — 1
i=Az=—az,

deren Losung durch

zl(i;) (t) =Ce .
gegeben ist.
Da o > 0, wachsen Abweichungen vom Fixpunkt y, = 0 schnell (exponentiell!) an, wéhrend
Abweichungen vom Fixpunkt iy; = 1 schnell kleiner werden. Daher ist y, abstof3end, also insta-
bil, und y; anziehend und somit stabil.

13.2 DGL als Eigenwertproblem

Differentialgleichungen haben manchmal die Form von Eigenwertproblemen. Deren typische
Form ist )

Dy(z) = Ay(z),
wobei D ein Operator ist, der Ableitungen enthalt. In der Regel fordert man noch zusétzliche
Randbedingungen, so dass die DGL nicht unbedingt fiir alle Werte von \ eine Ldsung hat. Exi-
stiert eine LOsung v, (x), so heil’t das entsprechende A Eigenwert und y,(x) Eigenfunktion oder
Eigenldsung von D.

Ein wichtiges Beispiel ist die Schwingungsgleichung, die sich fir D = % ergibt. Wir werden
darauf am Ende dieses Abschnitts zuriickkommen. Vorher wollen wir uns mit einem allgemeine-
ren Problem beschéftigen.

Definition 13.2.1 (Sturm-Liouville-Problem).

Wir betrachten die Funktionen ¢(z), p(z) und r(x), die jeweils im Intervall [a, b] definiert sind.
Dabei sei g(z) stetig, p(z) > 0 und zweimal stetig differenzierbar und »(x) > 0 und stetig in
la, bl.

Das Eigenwertproblem
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~

Sy(z) + Ar(z)y(x) =0

bezeichnet man als Sturm-Liouville-Problem, wobei S mit

A d

Sy(z) :

= (p(2)y'(2)) + g()y(x)

als Sturm-Liouville-Differentialoperator bezeichnet wird.
Zusétzlich fordert man die sog. Sturm-Liouville-Randbedingungen. Hierbei soll fiir zwei be-
liebige, unterschiedliche Lésungen w(z) und v(x) des Sturm-Liouville-Problems gelten:

p(x) [u(z)' () — o' (z)o(@)]| = 0.

Dabei ist ...|" wie bei der Integration zu interpretieren als die Differenz der Funktionswerte an

der Stelle b und a. Der Grund fir diese recht ungewdhnliche Wahl der Randbedingungen wird
gleich etwas Kklarer werden.

Man kann zeigen, dass das Sturm-Liouville-Problem unter den oben angegebenen Voraussetzun-
gen (inklusive der Randbedingungen) reelle Eigenwerte \,, hat mit zugehorigen Eigenlsungen
yn(z). Diese erflllen folgende Orthogonalitétsbedingung

(Yns Ym) = / dx r(2)yn(2)ym(x) =0 flirn £m.

Dies kann man relativ einfach beweisen. Zunéchst gilt, da y,,(x) eine Losung der Sturm-Liouville-
DGL ist,
/
(p(2)y,(2)) = = la(z) + Aur(2)] yn(2) .
Nun multiplizieren wir diese Gleichung mit y,,,(«) und integrieren dann Uber das Intervall [a, b].

Eine analoge Beziehung erhalten wir, wenn wir in obiger Vorgehensweise n und m vertauschen.
Bildet man die Differenz dieser beiden Gleichungen, so folgt

P(&) @) — Y@@’ = Com = ) / 0 1(2) (@) ().

Die linke Seite verschwindet auf Grund der Sturm-Liouville-Randbedingungen. Da A,,, # A, ist,
muB das Integral verschwinden. An dieser Stelle erkennen wir einen Grund fiir die ungewohnli-
che Wahl der Randbedingungen.

Beispiel 13.2.1. Als ein wichtiges Beispiel wollen wir auf die Schwingungsgleichung zurtick-
kommen. Hier ist offensichtlich

Als Intervall wéhlen wir [—7, 7], d.h. b = —a = 7. Mit der Wahl y(£7) = 0 sind offensichtlich
die Sturm-Liouville-Randbedingungen erfiillt.
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Die Losungen dieses Sturm-Liouville-Problems sind durch
Ap =12 und Yn(x) = Asin(nx)

gegeben. Dies sieht man folgendermalien: Ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen lautet
die allgemeine Losung fiir A > 0

y(z) = Asin(VAz) + Bcos(VAz).

Die Randbedingungen lassen sich nur erfiillen, falls B = 0 ist und v/A\ = n € N. Daher haben
die Eigenwerte in diesem Fall die Form )\,, = n? mitn € N.
Die Eigenldsungen erfiillen die Orthogonalitatsbedingungen

(Yns Ym) = / sin(nz) sin(mz)dz =0 fur n #m,

™

was wir friiher schon explizit gezeigt hatten.

13.3 Spezielle DGL

13.3.1 Legendre’sche DGL
Die Legendre’sche DGL lautet

(1—2?)y"(x) — 2zy/ () + 1(1 + 1)y(x) = 0,

wobei x € [~1,1] und I € Z sein soll*. Die Loésungen dieser Gleichung bezeichnet man als
Legendre-Polynome P;(x) zu den Eigenwerten /(I + 1).

Dies kann man explizit nachpriifen mit dem Potenzreihenansatz y(z) = >~ a,z™. Explizit
lauten die ersten Legendre-Polynome

Py(x) =1, Pi(z) =z, Py(z) = =% —

Furl < 0,1 € Zqilt:
P,.=h.

Die Legendre-Polynome geniigen der Orthogonalitatsbeziehung

1
1

Man kann die Legendre-Polynome durch Ableitung aus einer sog. erzeugenden Funktion er-
halten. Diese ist definiert durch

¢(a,h) =Y Px)h.

1Es gibt auch Losung fiir I € R. Diese haben die Form von Potenzreihen und werden hier nicht betrachtet.
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Damit gilt dann
1 o
Pn(l‘) = ﬁahngb(‘r) h)‘h:[) :

Man kann zeigen, dass ¢(z, h) explizit gegeben ist durch

1
V1 —2xh + h?
Hieraus kann man dann durch Berechnung der n-ten Ableitung an der Stelle h = 0 das n-te

Legendre-Polynom bestimmen.
Eine andere Mdglichkeit zur Berechnung von P, () liefert die Rekursionsgleichung

¢(x,h) = (Ih[ <1).

(n+1)Pyia1(z) = 2n+ 1)aP,(x) — nP,_q(x).

Hiermit kann man aus Py(x) = 1 und P;(z) = x rekursiv alle hoheren Legendre-Polynome
bestimmen.

Neben der Legendre-DGL tritt auch manchmal die verallgemeinerte Legendresche DGL

% (1=2%)y () - <— o + (1 + 1)) y(x) =0,

auf, wobei m € Z mit m? < [? ist. Fir m = 0 reduziert sich dies zur Legendreschen DGL.
Die Losungen der verallgemeinerten Legendreschen DGL sind durch die zugeordneten Legendre-
Polynome

Pr() = ()" - 22T gy (0<m <)

dx™
gegeben. Fir —I < m < [ gilt dabei
-m m [ —m)! m
P 0) = (1" B,

13.3.2 Kugelflachenfunktionen
Eine sehr wichtige Gleichung der Physik ist die Laplace-Gleichung

| Af=0,

die z.B. im Zusammenhang mit Wellenphdnomenen auftaucht. Streng genommen handelt es sich
um eine partielle DGL (siehe Kapitel 13.4), die wir aber im folgenden auf gewdhnliche DGLen
zurickfiihren werden.

Wir wollen speziell die Losung der Laplace-Gleichungen in Kugelkoordinaten f(r, 9, ¢) unter-
suchen. Dazu machen wir den (Separations-)Ansatz (siehe spéter in Kapitel 13.5.4)

f(r,0,0) = R(r)S(O)T(p) ,
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d.h. wir suchen Ldsungen, die sich als Produkt von Funktionen nur einer Variablen schreiben
lassen!

Zunéchst setzen wir diesen Ansatz in die Laplace-Gleichung ein, wobei wir den Laplace-Operator
A zweckmaBigerweise in Kugelkoordinaten darstellen (siehe Kapitel 11.3.4):

0 = Af(’l“,ﬁ,@)
[t (,0 1 0 (. 0 1
- [—a— ( 5) T Tsmo 90 (%—ﬁ) " 7@%} Jor0.9)

2 |Rdr dr sin?d \ S v dd Tdp?)|

Wir betrachten nun die beiden Terme in der eckigen Klammer. Der erste hangt nur von r ab, der
zweite nur von 9 und . Daher kann die Gleichung fur beliebige Werte von r, ¢ und ¢ nur dann
erfillt sein, wenn beide konstant sind, genauer

1d 7“2@ =« und L (snvd sinﬁﬁ +ld2—T = -«
Rdr dr ) sin?9 \ S dv dv Tde?)

mit einer noch unbekannten Konstanten a.
Die Gleichung fiir » wollen wir hier nicht weiter betrachten. Fir die zweite Gleichung gilt nach
der elementaren Umformung in

i 1d%°T
(smﬁi <Sim9§) —I—ozsingﬁ) + —d— =0

S dv dd T dy?
ein dhnliches Argument: Der erste Teil hangt nur von ¢ ab, der zweite nur von . Daher gilt
i 1 d*T
Slgﬁ% (sin 19%) + asin®?d = und ffl—gﬁ = -0,

mit einer Konstanten (.
Die zweite Gleichung kann direkt geldst werden:

T(p) = 16V 4 tye V.

Die erste Gleichung formen wir zunéchst mit Hilfe der Substitution = := cos ¥ um in

% ((1—952)%) + <a—$) S(xz) =0.

Dies ist eine verallgemeinerte Legendre-DGL. Damit eine Ldsung existiert, missen o und (3 die
Form
a=I1l+1) und B =m?

haben mit ganzzahligen [ und m. Es gilt dann
S(¥) = P"(cos ).

Somit haben wir den Winkelanteil der Lésung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten be-
stimmt. Er wird erzeugt durch die sog. Kugelflachenfunktionen.
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Definition 13.3.1 (Kugelflachenfunktionen).
Die Kugelflachenfunktionen sind definiert durch

47 (I4+m)!

Yim (9, ) := \/(21 +1) (I —m) P™(cos¥)e™?

Man beachte hierbei, dass es in der Literatur durchaus unterschiedliche Konventionen fir das
\orzeichen und die Normierung gibt!
Explizit lauten die ersten Kugelflachenfunktionen

1 3 - 3
Yoo =1/ Yu=—y/gosinde?, Vi =/~ cos?.

l,—m — (_1)mm .

Die Kugelflachenfunktionen erfiillen die Orthogonalitatsbeziehungen

AuBerdem gilt

2 us
/dQY/m/ (9, 0)Yim (9, @) = / dgp/ d sin 9 Yy (0, 0)Yim (9, ) = S -
0 0

13.3.3 Bessel’sche DGL

Macht man einen analogen Separationsansatz fiir die Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten,
so kommt man fiir den p-abhangigen Teil der Losung zur Bessel’sche DGL

Eine Klasse von Lésungen sind die Besselfunktionen 1. Art der Ordnung p:

B &0 (_1)n T\ 2n+p
b =2 T(n+D(n+p+1) <§> ‘

n=0

Dabei ist I'(x) die Gamma-Funktion. Fir positive, ganzzahlige x = n + 1 gilt I'(n + 1) = n!.
Weitere Losungen sind durch die Besselfunktionen 2. Art

Y, () = tim <3TI@) = T (@)

v—p sin(7v)

gegeben.
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13.3.4 Hermite’sche DGL
Die Hermite’sche DGL

d 2dy 22 -
. (e dx) +2ne " y(z) =0

wird durch die Hermite-Polynome H,,(z) geldst. Diese erhélt man aus der erzeugenden Funkti-

on
oo h”
- Z Hn(x)_ = €_h2+2hx .
n!
n=0
Sie gentigen der Orthogonalitétsrelation

/ dre™ H,(2)Hp () = V72" 10

—00

13.3.5 Laguerre’sche DGL
Die Laguerre’sche DGL lautet

d _.dy e B
p <xe %) +ne y(x) =0.

Ihre Loésungen sind die Laguerre-Polynome L,,, die durch die erzeugende Funktion

> 1 xh
=N "L, (2)h" = ~i%h
nzzo (x) 1 — he 1—-h

bestimmt sind.

13.4 Partielle DGL

Partielle Differentialgleichungen (pDGL) enthalten (partielle) Ableitungen nach mehreren Va-
riablen, z.B. a“a(” Y und 8“8’; ) Sie sind in der Regel deutlich schwieriger als gewshnliche DGL
und selbst fur Gleichungen 1. Ordnung (bei denen nur erste Ableitungen auftauchen) gibt es kei-
ne so allgemeine Theorie wie fur gewthnliche DGL.

In der Physik am wichtigsten sind partielle DGL 2. Ordnung, bei der hdchstens 2. Ableitungen
auftreten. Ihre allgemeine Form ist im Falle von zwei unabhéngigen Variablen x und y:
0%u 0*u 0%u ou

ou
b a2 L2 4 = .
B2 + Oxdy + C@yZ + Ox + eﬁy +fu=Rzy)

Dabei kdnnen alle auftretenden Koeffizienten wie die gesuchte Funktion u(x, y) ebenfalls Funk-
tionen von x und y sein, also a = a(x, y) etc.
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Man unterscheidet drei Typen : elliptische, parabolische und hyperbolische pDGL 2. Ordnung.
Diese liegen vor, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

hyperbolisch: b? > 4ac,
parabolisch: b* = dac,
elliptisch: b? < dac.

Da a, b und ¢ Funktionen sind, kann der Typ in verschiedenen Bereichen des Definitionsbereiches
unterschiedlich sein!

Hé&ufig hat man es mit einem Randwertproblem zu tun. Hierbei muf} die gesuchte Losung «
noch am Rand 0 A des Definitionsbereiches A gewisse Bedingungen erfiillen. Man unterscheidet
dabei folgende Typen:

¢ Dirichlet-Randbedingungen: Hier sind die Funktionswerte am Rand vorgegeben, also
u(0A).

¢ Neumann-Randbedingungen: Hier ist die Ableitung der Funktion am Rand in Richtung
der Normalen vorgegeben, d.h. n - grad u|, .

e Cauchy-Randbedingungen: Hierbei handelt es sich um eine (gewichtete) Kombination
von Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen.

13.4.1 Wichtige pDGL der Physik

Im folgenden wollen wir die wichtigsten pDGL der Physik aufzahlen und klassifizieren.

e Die Laplace-Gleichung
Au=0

haben wir bereits kennengelernt. In zwei Dimensionen lautet sie expliziter

u Pu

oz oy2
Die zugehorige inhomogene Gleichung

Au = p(z,y)

heiflt Poisson-Gleichung. Sie beschreibt z.B. das elektrische Potential einer Ladungsver-
teilung p(z, y).
Die Poisson-Gleichung ist vom elliptischen Typ.
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e Die Diffusions-Gleichung oder auch Warmeleitungsgleichung lautet

10u

Au(z,y,t) = Pl

Dabei ist £ > 0 eine Konstante.

Es handelt sich um eine parabolische DGL. Fiir t — oo erhdlt man wegen

eine statische (d.h. zeitunabhéngige) Losung. Diese erfiillt dann die Laplace-Gleichung!

e Die Wellengleichung

Au(z,y,t) — =— =0
v

beschreibt die Ausbreitung die Ausbreitung von Wellen mit der Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit v. Sie ist vom hyperbolischen Typ.

e Die Schrodinger-Gleichung

h? _Ou
—%AU(D t)+V(r)u(r,t) = Zﬁ@

ist die grundlegende Gleichung der Quantenmechanik. Sie beschreibt die quantenmecha-
nische Wellenfunktion u(r,t) = wu(x,y,z,t) eines (nichtrelativistischen) Teilchens der
Masse m, das sich im Potential V(1) bewegt. & = h /2 ist das Wirkungsquantum.

In den obigen Beispielen haben wir in der Regel den zweidimensionalen Fall (zwei Raumdimen-
sionen x und y) angegeben. Die Verallgemeinerung auf den n-dimensionalen Fall ist in allen
Beispielen offensichtlich.

13.5 Losungsverfahren fir pDGL; Green’sche Funktionen

Wie schon erwahnt, gibt es fur pDGL weniger allgemeine Aussagen oder Losungsverfahren als
fur gewohnliche DGL. In der Praxis werden daher haufig numerische Methoden wie Relaxa-
tionsverfahren oder Fast Fourier Transformation (FFT) eingesetzt. Hier wollen wir aber einige
Beispiele fir analytische Methoden vorstellen.
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13.5.1 Integraldarstellung

Wir betrachten die eindimensionale Diffusionsgleichung?

0’u  Ou

o Ot

mit der Rand- bzw. Anfangsbedingung «(z,0) = f(x). Sie beschreibt die zeitliche Entwicklung
der zur Zeit t = 0 vorgegebenen Warmeverteilung u(x, t).

In den Ubungen (Aufgabe 32) werden wir mit Hilfe der Fourier-Transformation zeigen, dass sich
Losung in folgender Form schreiben 1aRt:

(z— y>2

u(z,t) =

dye f)-

2\/_

r—y 2 - - - .
Den Faktor e—“5 bezeichnet man in diesem Zusammenhang auch als Hitzekern (“heat ker-
nel’”).

13.5.2 Integraltransformation

Wir betrachten die Poisson-Gleichung in drei Raumdimensionen:
Au(r) = —4mg6®(r)

wobei
0 (r) == 6(x)d(y)d(2) .

Physikalisch beschreibt dann u(r) das elektrische Potential einer Punktladung ¢ am Ursprung
r = 0. Wir werden spéter sehen, wie man aus der Losung dieses speziellen Problems zur Lésung
fur eine beliebige Inhomogenitét p(r) kommt.

Zur Losung dieser Gleichung wenden wir eine Fouriertransformation auf alle drei Variablen z,
y, z an, z.B.

WPz, Py, p2) = FT(u(r)) = / dx/ dy/ dz e Pete Pl P2y (1 y, 2) .

Y vV 271’3 —00 —00 —0

Man beachte, dass es sich um drei getrennte Transformationen handelt. Die Variablen im Fou-
rierraum haben wir dabei mit p,, p, und p. bezeichnet. Wenn wir sie als Komponenten eines
Vektors p interpretieren, konnen wir dies auch kompakter schreiben als

\"G
Iﬁ
\_/

i(p) = Vo /d3

2\Wobei wir 0.B.d.A. k = 1 setzen.
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Wendet man nun die Fouriertransformation auf die obige Poisson-Gleichung an, so erhalt man
nach kurzer Rechnung

1
2~
—pu(p) = —4mqg ——3 ,
Z /_277'3
und somit
- 2 q
(p) = ju ]; :
Der Faktor —p* = —p2 — p; — p? entsteht dabei durch Anwendung des Laplace-Operators
A = g—; + aa_; + 5—; auf die Fouriertransformierte.
Durch Ricktransformation kdnnen wir nun die Losung explizit bestimmen:
1 .
ur) = —— / d’pi(p)e*
271‘3 3l
q 00 2 ™ 1 .
= — dp/ dcp/ dV p? sin ) — P v
21 Jo 0 0 p?
_ 4
.

Hier haben wir die Details der Rechnung ausgelassen. Beim Ubergang zur zweiten Zeile wurden
fur die Berechnung des Integrals Kugelkoordinaten (p = [p|, 9, ¢) im p-Raum eingefiihrt. Dabei
wurde die p,-Achse parallel zur Richtung von r gewéhlt. Bei der Berechnung des Integrals wurde
auBerdem [ 22¢dy = I verwendet.

Aus physikaliscﬁer Sicht ist das Ergebnis natirlich nicht iberraschend, denn es handelt sich um
das bekannte Coulomb-Potential einer Punktladung ¢ im Ursprung!

13.5.3 Green’sche Funktion

Wir wollen jetzt ein wichtiges Verfahren diskutieren, das zur Losung allgemeiner inhomogener
DGL mit gegebenen Randbedingungen, insbesondere aber auch von pDGL.

Wir wollen hier speziell den eindimensionalen Fall betrachten, und zwar fiir ein Sturm-Liouville-
Problem vom Typ

Dy(z) = f(x) ~ mit y(a) = y(b) =0
und dem Sturm-Liouville-Operator
Dy = (p(x)y' () + a(z)y.

Die Wahl der Randbedingungen ist keine einschneidende Einschrankung. Fur den Fall y(a), y(b) #
0 16st man zuerst die homogene Gleichung Dy, = 0 mit y,(a) = ya, yn(b) = yp. It y(x) die
Ldsung des oben angegebenen Problems mit y(a) = y(b) = 0, so ist

g(x) = y(z) + ya(2)
die Lésung von Dy(z) = f(z) mit §(a) = y, und §(b) = y,.
Wir kommen nun zur Lésung von Dy(z) = f(z) mity(a) = y(b) = 0.
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Definition 13.5.1 (Green’sche Funktion). )
Die Green’sche Funktion (oder Einflussfunktion) der DGL Dy(z) = f(z) mity(a) = y(b) =0
ist die Losung G/(x, z) der Gleichung

DG(x,z) = 6(x — 2)
G(a,z) =G(b,z) =0 (a<z,2<b).

G(z, z) stellt eine Art Elementarldsung dar, aus der sich die Losung von Dy(z) = f(z) mit
y(a) = y(b) = 0 bestimmen l4Rt. Dies sieht man folgendermafien: Zundchst gilt, nach Definition
der Green’schen Funktion,

(pG") +aG =b(x — 2) .

Diese Gleichung multiplizieren wir mit y(z) und subtrahieren hiervon die betrachtete Sturm-
Liouville-Gleichung,
G(py") + ayG = G(x,2) f(x),

die wir noch mit G(x, z) multipliziert haben. Dies ergibt zunéchst

p(yG' —y'G) = yd(x — 2) - Gf
und nach Integration tber x Uiber das Intervall [a, 0]

b b b
p(yG —yQ)| = / dr y(z)b(z — 2) - / dx Gz, 2) f(x) = y(z) - / 4z Gz, 2)f (z).

Die linke Seite verschwindet auf Grund der Randbedingungen. Somit erhalten wir folgende Dar-
stellung der Losung des Sturm-Liouville-Problems Dy(z) = f(z), y(a) = y(b) = 0 durch die
Green’sche Funktion:

y(z) = / dz Gz, 2) ()

fir z €]a, b[. Dies erlaubt uns, bei Kenntnis der Green’schen Funktion, die DLG fir beliebige
Inhomogenitéaten f(x) explizit zu 16sen!

Beispiel 13.5.1. Als Beispiel betrachten wir die Poisson-Gleichung?®
Au = —4mp(z,y) .

Die Green’sche Funktion hatten wir im Prinzip schon in Kapitel 13.5.2 bestimmt, wenn man dort
q = 1 setzt:

G(r,r') = !

Ce—r|”
Somit lautet die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung

ulr) = /]R i p(r)

r—r'|

SWir haben hier die Inhomogenitét etwas anders normiert, um die Poisson-Gleichung in eine ‘physikalische’
Form zu bringen.
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13.5.4 Separation der Variablen

Ein Verfahren, mit dem sich in vielen Féllen Losungen von pDGL bestimmen lassen, beruht auf
einem Separationsansatz, z.B.

u(z,y,t) = X(2)Y (y)T(t) .

Wir haben dies bereits bei der Herleitung der Kugelflachenfunktionen in Kapitel 13.3.2 ange-
wendet. Das dort beschriebene Vorgehen ist typisch fur dieses Verfahren. Wir wollen uns daher
auf ein paar allgemeine Bemerkungen beschréanken.

e Ein Separationssatz bietet sich vor allem dann an, wenn der Rand durch Koordinatenli-
nien oder -fldchen darstellbar ist. Daher ist beim Separationsansatz die Wahl geeigneter
Koordinaten, in denen man die Separation durchfuhrt, wichtig.

e Durch den Ansatz wird die pDGL in mehrere gewdhnliche DGL zerlegt, die oft die Form
von Eigenwertproblemen haben. Diese DGL sind durch gemeinsame Konstanten mitein-
ander verbunden.

e Die allgemeine Ldsung erhalt man als Linearkombination von Produkten aller Teilldsun-
gen.

e Randbedingungen schranken die Losungen ein, z.B. legen sie die erlaubten Eigenwerte
fest oder bestimmen die Koeffizienten der Linearkombinationen.

e Manchmal gibt es nur fiir bestimmte Parameterwerte der DGL zuldssige Losungen.
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Kapitel 14

Symmetrien und Gruppen

14.1 Symmetrien

Symmetrien oder Invarianzen spielen in der Physik eine extrem wichtige Rolle, da sie z.B. eine
Vereinfachung der Beschreibung erlauben. Dabei gibt es unterschiedliche Klassen von Symme-
trien, die eine Rolle spielen.

1. Symmetrien von Objekten: Z.B. ist ein Kreis invariant unter beliebigen Drehungen um
seinen Mittelpunkt. Ein Quadrat ist dagegen nur invariant unter Drehungen um den Mit-
telpunkt, wenn der Drehwinkel ein Vielfaches von 7 betragt. Ein gleichseitiges Dreieck
schliel3lich ist invariant unter Drehungen um den Schwerpunkt um Vielfache von %’r

2. Symmetrien der Naturgesetze: Wir nehmen an, dass die Naturgesetze zeitlich unverénder-
lich sind, d.h. ein (ideales) Experiment liefert heute und néchste Woche das gleiche Ergeb-
nis. Die Naturgesetze sind daher invariant unter zeitlichen Verschiebungen.

In analoger Weise sind sie auch unter raumlichen Verschiebungen invariant, d.h. die Na-
turgesetze in Koln und New York sind die gleichen.

Offensichtlich besteht auch Invarianz unter beliebigen Kombinationen von zeitlichen und
raumlichen Verschiebungen. Eine wichtige Konsequenz solcher Invarianzen sind sog. Er-
haltungssatze, z.B. impliziert die Invarianz unter zeitlichen Verschiebungen den Energie-
erhaltungssatz.

Allgemein versteht man unter einer Symmetrie eine Operation, die ein Objekt in eine von ihm
nicht unterscheidbare Form Uberfiihrt. Diese abstrakte Definition wird von den oben angegebe-
nen Beispiele gut illustriert.

Grundsatzlich ist es eine Bestimmung aller dieser Operation (Rotationen, Verschiebungen, Spie-
gelungen etc.) bei jedem Problem sehr wichtig.

Die Gruppentheorie erlaubt nun die Untersuchung der Gesamtheit solcher Operationen. Die Ele-
mente der (mathematischen) Gruppe entsprechen dabei den Symmetrieoperationen.

173
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14.2  Gruppen

Definition 14.2.1 (Gruppe).

Eine Gruppe ist eine (nichtleere) Menge G, fur deren Elemente eine Verkniipfung -’ definiert
ist, die tiblicherweise als (Gruppen-)Multiplikation! bezeichnet wird.

Die Gruppenmultiplikation mul} folgende Eigenschaften haben (Man beachte, dass statt a - b oft
einfach ab geschrieben wird!):

1. Abgeschlossenheit: Fiir alle a,b € G istauch ab € G.
2. Assoziativitét: Sind a, b, c € G, so gilt:  (ab)c = a(bc).

3. Einheitselement (neutrales Element): Es gibt ein e € (, so dass fir alle a« € G gilt:
ae = a und ea = a.

4. Inverses Element: Zu jedem a € G existiert ein b € G mit ab = e und ba = e. Man
bezeichnet dieses Element auch als das zu a Inverse und schreibt b = a1,
Bem.: Wie man leicht tiberpriift, gilt ~ (ab)™' = b71a".

Die Anzahl der Elemente einer Gruppe heilit Ordnung der Gruppe. Diskrete Gruppen haben
endlich oder abzahlbar unendlich viele Elemente. Kontinuierliche Gruppen haben dagegen
uberabzahlbar viele Elemente.

Gilt zusétzlich
5. Kommutativitat: Fir alle a,b € G ist ab = ba.
so heil’t die Gruppe kommutativ oder abelsch.
Beispiel 14.2.1. Wir betrachten einige Beispiele fiir Gruppen.
1. Die ganzen Zahlen Z bilden bzgl. der Addition eine diskrete, abelsche Gruppe.
2. {—1,1} bzgl. der (liblichen) Multiplikation.
3. {€™|a € R} mit der Multiplikation.
4. Alle Vektorraume sind bzgl. der Vektoraddition abelsche Gruppen.

5. Die natiirlichen Zahlen N mit der Addition sind bilden keine Gruppe, da die Inversen nicht
enthalten sind (z.B. —2, das Inverse von 2 bzgl. der Addition).

Endliche Gruppen kann man auch durch eine Gruppenmultiplikationstabelle oder Gruppen-
tafel definieren. Fir Beispiel 2) lautet diese z.B.

1 —1
1] 1 -1
-1|-1 1

1Selbst dann, wenn es sich eigentlich um eine Addition handelt!
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Gruppen mit einer analogen Gruppentafel bezeichnet man mit Z,.
Die Gruppe Z, ist durch die Gruppentafel

O T o B¢

O O 2
O T Q| o
D = O T|T
OO P OO

definiert.
Anhand solcher Gruppentafeln lassen sich die Gruppeneigenschaften leicht Gberprifen.

Definition 14.2.2 (Untergruppe).
Ist eine Teilmenge H C G selbst eine Gruppe, so nennt man sie auch Untergruppe von G.

Bem.: Man mul} nicht alle Gruppeneigenschaften nachweisen. Es gentigt, neben der Abgeschlos-
senheit von H, zu zeigen, dass das neutrale Element und die Inversen in H enthalten sind. Ihre
Existenz ist bereits klar, da GG eine Gruppe ist.

Definition 14.2.3 (direktes Produkt).

Aus zwei Gruppen G; und G5 kann man eine neue Gruppe G := G x (G5 konstruieren, das
direkte Produkt von G; und G2, mit den Elementen g := (a,b), wobei a € G, und b € G5, und
der Multiplikation

9192 = (a1, b1)(az, by) := (aiaz, biby).
Auf Grund dieser Definition “erbt” GG die Gruppeneigenschaften seiner Bausteine GG, und Gs.

14.3 Konjugations- und Nebenklassen

Im den folgenden Abschnitten wollen wir einige Moglichkeiten vorstellen, mit denen sich die
Elemente von Gruppen “klassifizieren” lassen.

14.3.1 Aquivalenzrelationen

Definition 14.3.1 (Aquivalenzrelation). )
Eine Verkniipfung ‘~’ zwischen den Elementen einer Menge hei3t Aquivalenzrelation, falls sie
folgende Eigenschaften hat:

1. reflexiv: a ~ a
2. symmetrisch: a ~b<=b~a

3. transitiv: Gilta ~ bund b ~ ¢, dann auch a ~ c.
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Eine Menge von Objekten, die zueiander dquivalent sind, bezeichnet man als Aquivalenzklasse
bzw. nur als Klasse. Solche Klassen sind ndtzlich, um Mengen weiter zu unterteilen (*Klassifi-
kation™).

Ein Beispiel ist der Verknupfung “... hort die gleiche Vorlesung wie. ..”. Die Reflexivitat ist
offensichtlich, da natdrlich jeder die gleiche Vorlesung wie er selbst hort. Auch die Symmetrie
ist klar, ebenso die Transitivitat: Wenn Albert die gleiche Vorlesung wie Berta hort und Berta die
gleiche Vorlesung wie Claudia, dann horen auch Albert und Claudia die gleiche Vorlesung!

14.3.2 Konjugationsklassen

Definition 14.3.2 (Konjugationsklassen).
Es sei GG eine Gruppe und a, b € G. Existiert dann ein g € G' mit

a=gbg',

so nennt man « und b konjugiert zueinander und schreibt a ~ b. Offenbar definiert dies eine
Aquivalenzrelation.

Die zueiander konjugierten Elemente einer Gruppe bilden eine Konjugationsklasse, von denen
es natiirlich mehrere geben kann. Unterschiedliche Klassen haben keine gemeinsamen Elemente!

Ein Spezialfall sind die abelschen Gruppen. Hier bildet jedes Element seine eigene Konjugati-

onsklasse, da

a=gbg' =gg'b=0.

14.3.3 Nebenklassen

Mit Hilfe einer Untergruppe H C G kann man G in durchschnittsfreie Teilmengen aufteilen, die
“Nebenklassen”.

Definition 14.3.3 (Nebenklasse).
Sei a € G. Dann heil3t
Ha = {halh € H}

rechte Nebenklasse von a. Analog definiert man die linke Nebenklasse a H.
G ist dann die Vereinigungsmenge aller unterschiedlichen Nebenklassen:

G=HeUHa UHayU---
Bemerkung.
1. Offensichtlich ist He = H.
2. Nebenklassen sind i.a. nur einfache Mengen, keine Gruppen!!

3. Alle Nebenklassen enthalten die gleiche Anzahl ny von Elementen, wobein g die Anzahl
der Elemente von H ist.
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4. Satz von Lagrange: Die Anzahl der Nebenklassen ist durch nq /ny gegeben, wobei ng die
Anzahl der Elemente von G ist.
Folgerung: Ist n¢ eine Primzahl, so hat G keine nichttriviale Untergruppe.

14.4 Spezielle Untergruppen
Wir stellen kurz einige wichtige Typen von Untergruppen vor:

Definition 14.4.1 (Spezielle Untergruppen).

a) gHg ' = {ghg~'|h € H} heilit auch konjugierte Untergruppe zu H bzgl. g.

b) IstgHg ' = H,d.h. gH = HG, so heilt H Normalteiler oder invariante Untergruppe.
Die Ordnung des Normalteilers muR3 echter Teiler der Ordnung n der Gruppe sein. Dies
ist nditzlich beim “Erraten” von Normalteilern!

Gruppen ohne Normalteil (auler den trivialen G und {e} nennt man einfach, solche ohne
abelschen Normalteiler halbeinfach.

c) Als Zentrum bezeichnet man die Untergruppe von G, deren Elemente mit allen Elemente
aus G vertauschen. Das Zentrum ist auch ein Normalteiler.
Abelsche Gruppen sind mit ihrem Zentrum identisch.

d) Die Menge aller Nebenklassen eines Normalteilers N ist selbst eine Gruppe, die man als
Quotienten- oder Faktorgruppe G/N bezeichnet:

G/N :={Ne,Nay, Nay, ...},

wobei fiir die Multiplikation zweier Elemente z € Na und y € Nb (d.h. z = nya und
Y = ngb mit ni,Ng € N) gllt

xy = (nja)(n9b) = ning(ab) = ningngc € Ne.

14.5 Wichtige Gruppen

14.5.1 Permutationsgruppe

Definition 14.5.1 (Permutationsgruppe .S,,).

Die Menge aller moglichen Permutationen von n Elementen ist eine Gruppe der Ordnung n!, die
sog. Permutationsgruppe S,,. Dabei ist die Gruppenmultiplikation als Hintereinanderausfiihrung
zweier Permutationen definiert.
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Wir hatten schon in Kapitel 2.2 einige Eigenschaften von Permutationen kennengelernt. Ausge-
hend von der Identitét (12 3 4) (im Falle n = 4) kdnnen wir z.B. die Permutation 1 — 1,2 — 3,
3 — 4,4 — 2 beschreiben durch die Aufzéhlung der Bildmenge (1 3 4 2) oder ausfihrlicher
durch L2384 .

1 3 4 2
Die Multiplikation, also Hintereinanderausfiihrung zweier Permutationen sieht dann z.B. folgen-

dermalien aus (n = 3):
1 2 3 123y (1 2 3
1 3 2 2 3 1) \3 2 1)

Dabei wird der rechte ‘Faktor’ zuerst angewendet und auf dessen Ergebnis dann der linke Faktor.
Z.B. wird die "1’ zunéchst auf die 2’ abgebildet und diese dann auf die *3’.
Vertauschen wir die Reihenfolge der Faktoren, so erhalten wir

12 3\ /1 23\ (123
2 31 1 32) \21 3)°
Die Permutationsgruppe S,, ist also nicht kommutativ!

Die Menge (siehe auch Kap. 2.2)
A, = {P € S,| P ist gerade Permutation}

ist eine Untergruppe von S,,, die sog. alternierende Gruppe. Sie ist sogar Normalteiler von S,,.

Die Menge
A, = {P € 5,|P ist zyklische Permutation}

ist ebenfalls eine Untergruppe von S,,, die man als zyklische Gruppe bezeichnet. Genauer ist
A, eine abelsche Untergruppe mit n Elementen.
Z.B. im Fall n = 4 sind ist die zyklische Gruppe gegeben durch

A, = {(1234), (4123), (3412), (2341)}.

Die Menge {0, 1,2,...,n — 1} mit der Addition modulo n (d.h. man betrachtet nur den Rest bei
Division durch n, z.B. istdann (n — 1) + 3 = n + 2 = 2 mod n) ist eine zyklische Gruppe,
die man Z, nennt. Die Multiplikationstabellen im Fall » = 2 und n = 4 hatten wir schon in
Kapitel 14.2 angegeben.

14.5.2 Matrixgruppen

Definition 14.5.2 (Matrixgruppen).

Eine Reihe wichtiger Gruppen sind Teilmengen der Menge M (n, n) aller n x n-Matrizen. In
Kapitel 14.6 werden wir sehen, dass sie auch Reprasentanten von abstrakten Gruppen mit der
gleichen Struktur sind.
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e Die orthogonale Gruppe

O(n) :=={M e M(n,n)|M"-M=1=

I<

M'}

aller orthogonalen n x n-Matrizen. Dabei heil3t eine Matrix ) orthogonal, falls gilt

Mt =M"

d.h. die transponierte Matrix ist gleich der Inversen.
Orthogonale Matrizen lassen Skalarprodukte invariant:

(Ma)-(Mb)=(Ma)" - (Mb)=a"M"Mb=a"b=a-b.

Dabei haben wir ausgenutzt, dass sich das Skalarprodukt a - b zweier Vektoren auch als
Matrixmultiplikation o”'b interpretieren 1aBt und das allgemein gilt (4 B)" = B)TA”.
Anschaulich umfasst daher die Gruppe O(n) alle Drehungen und Drehspiegelungen im
R™. Es gilt

1 = det(1) = det (M" - M) = det(M”) det(M) = (det M)*.

Somit haben orthogonale Matrizen die Determinante det M = +1. Matrizen mit det M =
1 beschreiben reine Drehungen, die mit det M/ = —1 Drehspiegelungen.

e Die spezielle orthogonale Gruppe

SO(n) := {M € O(n)| det(M) = 1}

beschreibt reine Drehungen im R".

e Die unitéare Gruppe

Un):={UeMmn)|U-U=1=U-U'}

aller unitaren n x n-Matrizen. Dabei heil3t eine Matrix U unitar, falls gilt
Ut=Uf

wobei die adjungierte Matrix (oder auch hermitesch konjugierte Matrix) definiert ist
durch B
U= (D),

d.h. man bildet die Transponierte der Matrix, die aus den komplex-konjugierten Elementen
der Matrix U besteht. Ist die Matrix reell, so ist die Adjungierte gleich der Transponierten.

Wie im Fall der orthogonalen Gruppe folgt wieder, dass det(U) = +1 ist.
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e Die spezielle unitére Gruppe

SU(n) :={U € U(n)|det(U) =1} .

¢ Die allgemeine lineare Gruppe (engl. “general linear group”)

GL(n,R) := {M € M(n,n)|det(M) # 0}

umfaft die allgemeinen, nicht singuléren (d.h. invertierbaren), linearen Transformationen
r—z'=MzimR"

14.6 Darstellungen

Gruppen konnen auf verschiedene Weise realisiert werden. Erfolgt die Realisierung durch Ma-
trizen, so spricht man von einer Darstellung der Gruppe.

Beispiel 14.6.1. Wir hatten schon am Anfang dieses Kapitels argumentiert, dass die Drehun-
gen im R" eine Gruppe bilden. Wahlt man nun eine Basis, so entsprechen den Vektoren als
n-komponentige Spaltenvektoren und deren Drehung der Multiplikation mit einer orthogonalen
n x n-Matrix (mit Determinante 1). In diesem Sinne ist die Matrixgruppe SO(n) als Darstellung
einer abstrakten Gruppe zu interpretieren, die den Drehungen im R™ entspricht.

Definition 14.6.1 (Darstellung).
Eine Darstellung D der Gruppe G ist eine Abbildung
D: G— GL(n,C) mit  D(a)D(b) = D(ab).
Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft bezeichnet man auch als Gruppenhomomorphismus.
Offensichtlich folgt hieraus bereits, dass D(e) = 1 sein muB.
Darstellungen sind nicht eindeutig, man kann immer dquivalente Darstellungen D’ durch eine

Ahnlichkeitstransformation
D'(a) ==V D(a)V ™"

mit einer nicht-singuldren Matrix V" erzeugen. Das diese die gleichen Gruppeneigenschaften hat,

sieht man folgendermaRen: Aus D(a)D(b) = D(ab) folgt

D'(ab) =V D(ab)V ™" =V D(a)D()Y. ™" =V D(a)V. ' VD)V = D'(a)D'(b).

Wir betrachten noch einige Spezialfélle:
e Bei einer unitaren Darstellung sind die Matrizen D(a) unitdr. Dann gilt auch

-1

IS

(Y = (D))" = (D(a))
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e Bei einer treuen Darstellung entspricht jedem Gruppenelement genau eine Matrix und
umgekehrt.

e Eine reguléare Darstellung einer endlichen Gruppe der Ordnung n ist durch eine n x n-
Matrixdarstellung gegeben. Regulére Darstellungen sind auch treu.

e Eine reduzible Darstellung hat z.B. die Form

0= (4" g

d.h. sie zerféllt in unabhangige Teile, die jeweils fir sich eine Gruppe darstellen. Ist das
nicht der Fall, so spricht man von einer irreduziblen Darstellung.

IS

14.7 Kontinuierliche Gruppen

Definition 14.7.1 (kontinuierlichen Gruppen).

Bei einer kontinuierlichen Gruppe G kénnen Gruppenelemente g(t) € G durch stetige Ande-
rungen eines Parameters ¢ ineinander Ubergefiihrt werden. Dabei kann ¢ auch ein Vektor sein, der
fur mehrere reelle Parameter steht.

Auf Grund der Gruppeneigenschaft gilt

g(t1)g(ta) = g(ts)  mit t3 = h(ty,ts).

Beispiel 14.7.1. Ein Beispiel ist die unitare Gruppe U(1), deren Elemente die Form g(y) = e
haben: U(1) = {e?|p € R}. In diesem Fall ist wegen

9(p1)g(p2) = e¥1e? = P12 = g(p) + )

h durch
h(p1,p2) = 01+ @2

gegeben.

Definition 14.7.2 (Lie-Gruppe).
Bei einer Lie-Gruppe ist die Funktion h(t1, t2) analytisch in ihren Argumenten.

Beispiel 14.7.2. Die Elemente g(¢) der speziellen orthogonalen Gruppe SO(2) beschreiben Dre-
hungen um die z-Achse um den Winkel o und kdnnen allgemein in der Form (vgl. Aufg. 34)

o= (s, )

—siny cosp

mit ¢ € [0, 27| geschrieben werden.
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Von Drehungen um die gleiche Achse erwartet man, dass g(p1)g(p2) = g(¢1 + ¢2) gilt. Dies
kann man explizit an Hand der angegeben Darstellung nachpriifen?. Daher ist wieder h(, ¢s) =

P1 T Pa.
Offensichtlich kommutieren die Drehungen miteinander. Dies gilt aber nicht mehr, wenn man
Drehungen um unterschiedliche Achsen betrachtet!

Beispiel 14.7.3. Ein weiteres Beispiel sind die Translationen
T@): z—2'=z+a

fur die offensichtlich auch
T(a)T(b) =T(a+0b)

gilt. Es handelt sich also um eine abelsche Gruppe.

14.8 Generatoren und Lie-Algebra

Um zu betonen, dass der Parameter ¢ auch ein Vektor sein kann, schreiben wir im folgenden
g(a) statt g(t), mit einem n-komponentigen Vektor a. AuRerdem nehmen wir 0.B.d.A. an, dass
g(a = 0) = e, dem neutralen Element der Gruppe G, ist.

Definition 14.8.1 (Generatoren einer Lie-Gruppe).
Dann kann man g(a) nach Taylor entwickeln (bis 1. Ordnung):

ole) = 90+ 0T Ofa?)

k=1 a=yY

Dann definiert man die Generatoren X, der Lie-Gruppe durch

dg(a)

1 X5 =
Rk aak

)
a=0

wobei der Faktor 7 einer verbreiteten Konvention entspricht.
Ist g Darstellungsmatrix einer Gruppe, dann sind auch die Generatoren Matrizen. Hierzu werden
wir gleich ein Beispiel kennenlernen.

Speziell fiir unitare oder orthogonale Gruppen gilt:

e=g(a)gla)™" = gla)g(a)’

= <€+ZZGka+O(G2)> <€—iZGkX]i+O(a2)>

= e+i Y ap(X,— X])+0(a?).
k

2Bei der Rechnung gehen die Additionstheoreme fiir Winkelfunktionen ein!
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In der Ordnung O(a) gilt daher
Xy, = X],

d.h. die Generatoren sind hermitesch.
Weiter gilt fur unitére oder orthogonale Gruppen

wobei die rechte Seite durch die Reihendarstellung der Exponentialfunktion definiert ist.
Aus der allgemeinen Identitat fiir Matrizen (bzw. Operatoren)?®

det(exp(A)) = exp(Spur 4),

wobei die Spur einer n x n-Matrix A definiert ist durch
Spur A := ZAjj’
j=1

folgt speziell firr die Wahl* A = InQ

1 = det g = exp(Spurlng) = exp [Spur(z’ Z aka)] )
k

Die erste Identitét gilt auf Grund der Unitaritat von g. Somit erhalten wir
Spur X, = 0.
Wir fassen die obigen Ergebnisse zusammen:

Satz 14.8.1. Die Generatoren von unitdren und orthogonalen Gruppen sind hermitesch und spur-
los.

Wir wollen diese abstrakten Definitionen an einigen konkreten Beispielen diskutieren.

Beispiel 14.8.1.

1. Fir die Gruppe U(1) mit der Darstellung g(¢) = €' istn = 1 und es gibt daher nur einen
Generator. Wegen

ist dieser durch

gegeben.

3Die man z.B. durch Diagonalisierung beweisen kann.
“Wobei die rechte Seite wieder iiber die Reihenentwicklung definiert ist.
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2. Fur die spezielle orthogonale Gruppe SO(2) ist

—sing cosy
[ cosp sinp) (0 1
30:0_ —sing cosp) \—-1 0
0 —2
(7))

Hiermit kdnnen wir jetzt auch das oben angegebene allgemeine Resultat

o= (e, 30

und somit wieder n = 1 und

also

9(p) = exp(ipX)
uberprifen:

| e i )2k
exp(ipX) = Zﬁ ILZ +ZXZ 2k+1
k=0 —0 —0

(e )y,

—sing cosy

k2k

wobei wir (iX)? = 1 ausgenutzt haben, was man leicht verifiziert.

3. Fir die Gruppe der Translationen T'(a) : x +— 2’ = z + a gilt:

d
X — —j—
de

4. In den Ubungen (Aufgabe 35) untersuchen wir den Fall der SU(2), die drei Generatoren

besitzt.

Definition 14.8.2 (Lie-Algebra).
Fur die Generatoren einer Lie-Gruppe gilt

(X5, X] =iy X,
l

wobei der Kommutator definiert ist als

[A,B] := AB — BA.

Die Zahlen ¢, heiRen Strukturkonstanten.
Die Generatoren bilden also einen Vektorraum bzw. sogar eine Algebra, die man Lie-Algebra
der Gruppe bezeichnet.



Kapitel 15

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Wahrscheinlichkeitstheorie und die damit verwandte Statistik spielen in vielen Bereichen der
Physik eine wichtige Rolle, vor allem bei der Analyse von Mel3daten und in der statistischen
Physik.

15.1 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

Unter “Zufall” versteht man im Alltag Ereignisse, die man nicht beeinfluRen oder vorhersehen
kann.

Definition 15.1.1 (Ereignis, Experiment, Zufallsexperiment).

Ein Ereignis kann eintreffen (wahr sein) oder auch nicht (falsch sein). Ein Experiment (oder
Versuch) stellt fest, ob ein Ereignis eintritt oder nicht. Ein Zufallsexperiment ist ein Experiment
mit ungewissem Ausgang.

Ein Beispiel fiir ein Zufallsexperiment ist die Ziehung der Lottozahlen. Dagegen wiirde man das
Fallenlassen eines Balles aus einer Hohe von 2 m nicht als Zufallsexperiment bezeichnen, da der
Ausgang nicht ungewil ist.

Wir geben nun eine intuitive Definition von ‘Wahrscheinlichkeit’.

Definition 15.1.2 (Wahrscheinlichkeit).

Ein Experiment resultiert mit Wahrscheinlichkeit P(F) im Ereignis £, wenn wir erwarten (1),
dass bei N-maliger Wiederholung im Limes N — oo das Ereignis N(E) = NP(E) mal ein-
treffen wird.

Bem.: Da man nie unendlich viele Versuche durchfiihren kann, mu3 man die Wahrscheinlichkeit
theoretisch begriinden oder postulieren. Man spricht daher auch von a-priori Wahrscheinlich-
keit.

Ein Beispiel ist ein perfekter Wiirfel, bei dem alle Seiten etc. exakt gleich sind. Hier erwarten wir,
dass alle Zahlen gleich oft als Ergebnis auftauchen. Daher ist z.B. die a-priori Wahrscheinlichkeit
flir eine Sechs durch 1/6 gegeben.

185
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Definition 15.1.3 (relative Haufigkeit).
Ein mit der Wahrscheinlichkeit eng verwandter Begriff ist die relative Haufigkeit. Tritt das
Ereignis £ bei N-maliger Wiederholung des Experiments N (E) mal auf, so ist seine relative
Haufigkeit (5)
N(E
hn(E) = N
Ist ein Versuch unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbar, so gilt nattirlich

lim hy(E) = P(FE).
Bem.: Die Aussage “Diese Gluhbirne hat mit der Wahrscheinlichkeit 0.99 eine Lebensdauer von

mehr als 100 Stunden” macht u.U. Sinn, obwohl man sie nicht durch Messung der relativen
Haufigkeit bestétigen kann, da man die Lebensdauer einer Birne nur einmal messen kann!

Definition 15.1.4 (Elementarereignis, Stichprobenraum).

Als Elementarereignisse bezeichnet man die Ereignisse, die nicht gleichzeitig zutreffen kdnnen.
Als Stichprobenraum oder Grundgesamtheit oder Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet man
die Menge S aller Elementarereignisse. Dann entspricht ein Ereignis £ eines Versuchs mit Wahr-
scheinlichkeitsraum S einer Teilmenge £ = {A, B, ...} C S. Das Ereignis E tritt genau dann
ein, wenn der Versuch mit einem X € E ausgeht.

Beispiel 15.1.1. Wir wollen uns diese Definitionen am Beispiel eines Wiirfels klar machen. Hier
ist der Stichprobenraum offensichtlich durch

S =1{1,2,3,4,5,6}

gegeben. Dann ist “Augenzahl = 6” ein Elementarereignis, aber “Augenzahl = 5 oder 6” nicht.
Andere Ereignisse, die keine Elementarereignisse sind, sind z.B.

E,:={1,2,3} : Augenzahl <3,

E,:={2,4,6} : gerade Augenzahl .

Die Definition 15.1.4 legt nahe, dass man Probleme der Wahrscheinlichkeitstheorie mit Hilfe der
Mengenlehre darstellen kann.

Definition 15.1.5 (Wahrscheinlichkeit und Mengenlehre).
Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum S und Ereignisse F,, F, C S. Da es sich um
Teilmengen handelt, kann man folgende mengentheoretische Operationen anwenden

e \ereinigungsmenge £ = E; U E, : entweder £, oder E, (oder beide) treten ein (“Ereignis
E; oder E57);

e Schnittmenge £ = E; N E, : sowohl £ als auch Ej treten ein (“Ereignis £ und Ey”);

e Komplementarmenge £ := S \ E: alle Elemente von S, die nicht in £ enthalten sind
(Gegenereignis);
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S

i

Ein B

Abbildung 15.1.1: Grafische Darstellung von Mengen mit Hilfe eines Venn-Diagramms am Bei-
spiel der Schnittmengenbildung.

e Differenzmenge £ = E; \ E,: Elemente in E; aber nicht in Es;

e sicheres Ereignis: Da S C S kann man den Stichprobenraum selbst als Ereignis interpre-
tieren. Per definition ist dann P(S) = 1. Man nennt S daher auch das sichere Ereignis.

e unmdgliches Ereignis: Da () C S entspricht die leere Menge ebenfalls einem Ereignis, dem
unmdoglichen Ereignis mit P(()) = 0.

Wie in der Mengenlehre lassen sich auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie grafische Darstellun-
gen von Menge mit Hilfe von Venn-Diagrammen (siehe Abb. 15.1.1) nutzbringend anwenden

Ein weiteres niitzliches Ergebnis der Mengenlehre sind die Regeln von de Morgan,
E1UE2:E1QE2, ElﬂE2:E1UEQ,

zur Bildung von Komplementarmengen.

15.1.1 Kolmogorow-Axiome

Kolmogorow hat ein Axiomensystem fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie vorgeschlagen. Aufbau-
end auf den oben angegebenen Definitionen lauten die wichtigsten Axiome:

1. Jedes Ereignis E hat eine Wahrscheinlichkeit P(E) > 0.

2. Das sichere Ereignis S in einem Wahrscheinlichkeitsraum S hat die Wahrscheinlichkeit
P(S)=1.

3. Fur disjunkte (unvereinbare) Ereignisse (d.h. £, N Ey = () gilt

P(E; U Ey) = P(E,) + P(Es).
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Aus diesen Axiomen folgen bereits zahlreiche Eigenschaften:

e Die Wahrscheinlichkeit des unmdglichen Ereignisses ist P((}) = 0, denn:

1=P(S)=P(SUD) = P(S)+ P(0) =1+ P(0).

eDaFUE=Sund ENE =0,qilt

und somit
P(E) =1-P(E).

Fur paarweise unabhangige Ereignisse gilt

P(E\UE,U...UE,) =Y P(E)).

Sind die Ereignisse nicht unabhangig, so gilt

P(E1 U Ey) < P(Ey) + P(Es).

Ist By C Es,s0ist P(E;) < P(E,).

Ist B, N E, # 0, so gilt:

P(EyUE,) < P(Ey) + P(Ey) — P(E1 N Ey) .

15.1.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition 15.1.6 (bedingte Wahrscheinlichkeit).

Die bedingte Wahrscheinlichkeit oder konditionale Wahrscheinlichkeit P(E;|E,) (gespro-
chen: “P(E; wenn E,)”) ist definiert als die Wahrscheinlichkeit, mit der £, eintritt, falls £,
eingetreten ist (mit £y, E» C S).

Spéater werden wir noch eine mathematische Definition von P(E;|E>) geben.

Ein einfaches Beispiel ist die Wahrscheinlichkeit, dass es regnet, wenn man keinen Regenschirm
mitgenommen hat oder die Wahrscheinlichkeit, eine Sechs zu wiirfeln, wenn die Augenzahl ge-
rade ist.

Wir nennen einige offensichtliche Eigenschaften der bedingten Wahrscheinlichkeit.
e P(E|S) = P(F),daS das sichere Ereignis ist.

e Sind £ und E, Ereignisse, die sich ausschlieen, so ist P(E:|Es) = 0.
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o ISt By C Ey,s0ist P(F|Es) = 1.
Ein Beispiel hierfir ist die Wahrscheinlichkeit eine gerade Zahl zu wiirfeln, wenn man eine
Sechs gewidirfelt hat.

Diese intuitiven Eigenschaften fiihren zu folgender mathematischer Definition der bedingten
Wahrscheinlichkeit :

P(E; N Ey)

P(E1|E2) = P(Eg) )

falls P(E,) # 0. Diese Definition erflllt die obigen Eigenschaften, wie man leicht nachpriift.

Beispiel 15.1.2. Als Beispiel berechnen wir die Wahrscheinlichkeit, die Augenzahl Zwei zu
wirfeln, falls die gewurfelte Augenzahl gerade ist:

“Augenzahl gerade”) — “Augenzahl 2 und Augenzahl gerade” ~ 1/6 1
J J B “Augenzahl gerade” T 12 3

P(“Augenzahl 2”

Dieses Ergebnis erwartet man nattirlich anschaulich. Wenn die Augenzahl gerade ist, so kommen
nur 2, 4 oder 6 in Frage. Da alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten, betrdgt diese fir jede
der drei Ereignisse 1/3.

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit erhdlt man eine andere Darstellung fur die
Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Eintretens der Ereignisse F; und Es:

P(Ey N Ey) = P(Ey|Ey)P(Ey) = P(Es|E\)P(E).

Satz 15.1.1 (Satz von Bayes).
Wir zerlegen den Wahrscheinlichkeitsraum S in sich einander ausschlieRende® Ereignisse E;:
S = U, E;. Dann gilt fir ein beliebiges Ereignis A:

P(A) = P(ANS)=P(AN(Y,E;)) =P (U;(ANE;) ZPAOE
= ZP P(A|E;).

Hieraus erhalten wir den Satz von Bayes:

P(A|E)P(E)
>, P(AIE;)P(E;)

!Dabei soll der Punkt tber dem Vereinigungszeichen U andeuten, dass E; N E; = ( fur alle j, [.

P(E||A) =
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Definition 15.1.7 (statistische Unabhéngigkeit).
Zwei Ereignisse E; und Es heiRen statistisch unabhangig, wenn das Eintreten von E, die Wahr-
scheinlichkeit des Eintreffens von £ nicht beeinfluf3t, oder umgekehrt. Somit gilt:

P(BE,|E\) = P(E,)  oder  P(E|E,) = P(Ey).

Hieraus folgt:

P(E,NEy) = P(E,)P(E») fur unabhangige Ereignisse.

Bemerkung. Hat man es mit mehreren paarweise statistisch unabhangigen Ereignissen E; zu tun,
so gilt
EJ) = HP<EJ)
j

Sind E; und E, statistisch unabhéngig, so gilt auBerdem:

_ P(El) + P(E;) — P(E1)P(E>).

15.1.3 Gleichverteilte Elementarwahrscheinlichkeiten und Kombinatorik

Wir betrachten den in der Praxis wichtigen Fall gleichwahrscheinlicher (gleichverteilter) Ele-
mentarereignisse genauer. Das Standardbeispiel hierfir ist der perfekte Wirfel, bei dem alle
Zahlen jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/6 auftreten.

Wir betrachten konkret einen Wahrscheinlichkeitsraum S = { A, As, ..., A, }, bei dem die Ele-
mentarereignisse A € S mit gleicher Wahrscheinlichkeit

1 1

P(A) = 1= =i

auftreten. Dabei bezeichnet | S| die Anzahl der Elemente der Menge S.
Fir ein beliebiges Ereignis £ C S gilt dann:

Z iy _ |E| _ Anzahl gunstiger Ereignisse
P= ~|S|  Anzahl mégicher Ereignisse ’

AeFE

wobei mit der “‘Anzahl gunstiger Ereignisse’ die Ereignisse in £ gemeint sind.
Beispiel 15.1.3. Als Beispiel betrachten wir wieder einen Wiirfel:

« ” 1,3,5 3 1
P(“ungerade Augenzahl”) = P({1,3,5}) = \{1@ 3.1 E}>|6}| =5=3"

Analoge Betrachtungen kann man z.B. auch fiir Lotto-Ziehungen anstellen.
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Im Fall gleichverteilter Elementarwahrscheinlichkeiten 1463t sich die Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten i.a. auf kombinatorische Probleme (“Abzahlregeln”) zuriickfiihren. Wir stellen hier die
wichtigsten zusammen.

e Variationen: Die Anzahl der Mdglichkeiten, aus n unterschiedlichen Zeichen Worte mit
k Zeichen zu bilden, wobei Wiederholungen erlaubt sind:

V., =nk.

So gibt es z.B. 102 = 100 zweistellige Dezimalzahlen (mit ‘00”).
Ohne Wiederholungen gibt es

‘Z{;:

(n—k)!
verschiedene Moglichkeiten.

e Permutationen: Alle Anordnungen von n verschiedenen Elementen. Ihre Anzahl betrégt

P,=n!.

e Permutationen von Gruppen: Alle unterschiedlichen Anordnungen von insgesamt n Ele-
menten, die in & Untergruppen von jeweils n; gleichen Elementen unterteilt sind. Ihre

Anzahl betréagt
n!

—
Hj:l n;!

So gibt es %1, = 30 unterschiedliche Mdglichkeiten, die fiinf Buchstaben {a, a, b, b, ¢}
anzuordnen.

Pn,k:

e Kombinationen: Auswahlmdglichkeiten von & Elementen aus einer Menge von n Ele-
menten (ohne Wiederholungen!). Ihre Anzahl betragt

Ky — (g) |

Beim Lotto (“6 aus 49”) gibt es demnach (469) verschiedene Moglichkeiten.

15.2 Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Zur Motivation betrachten wir zunéchst einige Beispiele.

e Glickspiel: Eine Miinze wird geworfen. Bei “Kopf” erhalten wir einen Euro, bei “Zahl”
mussen wir einen Euro bezahlen. Wie sieht die Gewinn-Verlust-Verteilung nach N Wirfen
aus?
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e Random Walk (Zufallsweg): Ein Teilchen bekommt pro Zeiteinheit einen zufalligen Stof3
nach links oder rechts und bewegt sich daher zuféllig jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2
um eine L&ngeneinheit nach links oder rechts (Brownsche Bewegung, Diffusion). Wie
sieht die Ortsverteilung nach N Schritten aus?

Definition 15.2.1 (Zufallsvariable).
Eine Zufallsvariable X ist eine Abbildung von Ereignissen eines Ereignisraums S auf die reel-
len Zahlen:

X:S—=R, E— X(E)

mit der Wertemenge X (E) = {z1,...,z,} = W.

In unseren Beispielen ist jeweils S = {(E1,..., Ex)|E; = £1}und X (B, ..., Ey) = Zj.vzl E;.
Beim Munzwurf haben wir die Identifikation “Kopf” = +1 und “Zahl” = —1 gezahlt, wéhrend
beim Random Walk +1 fiir einen Schritt nach rechts und —1 fiir einen Schritt nach links steht.
Die GroRe ZL E; entspricht dann dem Gewinn/Verlust nach N Spielen bzw. der Teilchenpo-
sition nach NV Schritten.

Wir sehen an diesen Beispielen, dass X auch wieder eine ZufallsgroRe ist! Wir kénnen nun nach
den Eigenschaften dieser Zufallsgrolie fragen.

Definition 15.2.2 (Wahrscheinlichkeitsverteilung).

Es sei f(x) die Wahrscheinlichkeit, mit der die ZufallsgroRe X den Wert x € W annimmt. Die
Funktion f : W — [0, 00| heit dann die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X (oder kurz:
Verteilung).

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung kann anhand der Wahrscheinlichkeiten fir die Ereignisse £ C
S bestimmt werden: Offenbar nimmt X den Wert = immer genau dann an, wenn der Versuch mit
einem Ergebnis aus dem Urbild EFx = X' ({z}) von z unter X endet. £y ist Teilmenge von
S und demnach ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit genau f(z) ist. In Formeln ausgedriickt
bedeutet dies:

flz) = P(Ex) =P (X"'({z})) .

Wir illustrieren diese abstrakten Uberlegungen an unserem konkreten Beispiel vom Anfang des
Kapitels.

Beispiel 15.2.1. Im Fall N = 2 ist der Ereignisraum S = {——, —+, +—, ++}, wobei + und
— Kurzschreibweisen fiir +1 und —1 sind (die wiederum fiur “Kopf” oder Zahl bzw. “Schritt
nach rechts” oder “Schritt nach links stehen!). Alle vier Ereignisse sind gleichwahrscheinlich
und treten mit der Wahrscheinlichkeit 1/4 auf.

Die ZufallsgroRe X (Gewinn/Verlust bzw. Position) ist gegeben durch

X(——)=—-2=: 2, X(—)=X(H+—-)=0==x9, X(++)=4+2=:23.
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

flz) = P{——})=
flza) = P{—+,+-}) =5
flzs) = P({++}) =

ist dann nicht gleichverteilt, im Unterschied zu den Elementarwahrscheinlichkeiten!

Bemerkung. Sind die Elementarwahrscheinlichkeiten P(FE) mit £ € S normiert, d.h.
Y P(E) =
EeS

so gilt dies auch automatisch fur die Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn

D f@)=) P(x'({z}) (UX {56}> P(S)=1.

Dabei haben wir im zweiten Schritt die Tatsache ausgenutzt, dass die Urbilder aller z € W
disjunkt sind und im dritten Schritt, dass sie ganz S tiberdecken.

Wir fassen noch einmal das Wesentliche zusammen:

Eine diskrete ZufallsgroBe X mit Werten W C R wird durch eine normierte (>~ f(z) = 1),
nicht-negative Wahrscheinlichkeitsverteilung f : W — IR beschrieben. Dabei ist f(x) die Wahr-
scheinlichkeit, dass X bei einem Versuch den Wert 2 annimmt.

Definition 15.2.3 (Verteilungsfunktion).
Die Verteilungsfunktion F'x () ist definiert als die Wahrscheinlichkeit, mit der die Zufallsvaria-
ble X einen Wert x < ¢ annimmt:

Fx(t) = P(X <t).

Per Definition ist F'x(¢) also monoton wachsend!
Hiermit kann man Wahrscheinlichkeiten fir Teilintervalle bestimmen:

Pz < X <) = P(X <x9) — P(X <) = Fx(x2) — Fx(x1).

Haben wir es nur mit einer Zufallsvariablen zu tun, so dass keine Verwechselungsgefahr besteht,
so schreiben wir F statt F'y.

Wir haben die Funktion F'(x) so definiert, dass sie rechtsseitig stetig ist: lim._.o F'(z+¢€) = F(z).
Fir eine diskrete Zufallsvariable, die die Werte ; mit Wahrscheinlichkeit P; annimmt, ist £ eine

Stufenfunktion:
=> P und > P=1.
j

T;<T
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Stetige Zufallsvariablen nehmen beliebige, meist kontinuierliche reelle Werte an. Fiir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte (Verteilungsdichte) f(z) > 0 gilt:

F(x):/m FOdt  mit F(oo):/oo Ftydt =1.

Ist F'(x) differenzierbar, so konnen wir diese Beziehung umkehren:

dF
dx

()

15.2.1 Erwartungswerte und Momente

Oft genligt es, statt der gesamten Wahrscheinlichkeitsverteilung nur gewisse typische Parameter
zu kennen, die diese charakterisieren.

Definition 15.2.4 (Mittelwert, Erwartungswert, Momente).
Der Mittelwert der Verteilung f(x) ist definiert durch

(X) == ZPJ‘Z‘J‘ = > flaj)z;,

.’JE]‘GW

wobei P; die Wahrscheinlichkeit ist, mit der die Zufallsvariable X den Wert x; annimmt. Statt
(x) schreibt man oft auch z.
Fir eine kontinuierliche Verteilung ist

(X) = /_Oo o f(@)dz.

(o)

Die Verallgemeinerung hiervon ist der Erwartungswert einer Funktion g(X') der Zufallsvaria-
blen X:

GO) = Y Pgte) baw (0= [ o) @),

Ein einfaches Beispiel ist (1) = ffooo f(z) = 1 auf Grund der Normierung. Der Erwartungswert
der Funktion ¢g(X) = X ist gerade der Mittelwert der Verteilung.
Als n-tes Moment der Verteilung bezeichnet man den Erwartungswert 1, von X™:

= (X .

Das erste Moment 1 =: p entspricht dem Mittelwert.
Zur Charakterisierung der Verteilung ist die Varianz sehr niitzlich, die man auch als Streuung
oder mittlere quadratische Abweichung bezeichnet:
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Var(X) := 0% := ((X — (X))*) = /_oo f(@)(z — (2))*dx.

Die letzte Identitat gilt fir kontinuierliche Verteilungen und ist fr diskrete Verteilungen durch
>, fx)(z; — (X))? zuersetzen. o == Vo2 heiRt Standardabweichung.
Die Varianz 4Rt sich auch anders berechnen:

(X = (X)) = (X =) = (X7 = 20X + 1)) = (X) = 20(X) + 4 = (X?) — 4
= (X% - (X,

Definition 15.2.5 (Charakteristische Funktion).
Die charakteristische Funktion ¢y einer Verteilungsdichte fx (z) ist definiert durch

¢X(t) = /oo eita:fx(l,) _ <6itX> 7

also als Erwartungswert von X . Man beachte, dass dies gerade der Fouriertransformierten von
fx entspricht?,

Die charakteristische Funktion (und damit die Verteilungsfunktion als ihre Fourier(riick)transformierte)
sind durch die Momente eindeutig bestimmt, denn

ox(t) = Z%(X% =1+it(X) — %t2<X2> NI

Dies gilt naturlich nur, falls die Momente auch existieren (endlich sind).

15.3 Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen

15.3.1 Gleichverteilung

Die Gleichverteilung?® ist die einfachste Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X : Jeder Wert
in einem Intervall [a, b] C R sei gleichwahrscheinlich, d.h. die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Gleichverteilung lautet
f(z) = ﬁ falls = € [a,b].
Die zugehdrige Verteilungsfunktion, also die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable einen
Wert < z annimmt, ist
0 firx < a,
F(r) =< &2 fira<az <,

1 fird < z.

2Man beachte, dass eine andere Konvention fiir den Normierungsfaktor als in Kapitel 10.3 benutzt wird.
3englisch: uniform distribution
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Abbildung 15.3.1: Das Galtonsche Nagelbrett: Kugeln werden oben eingefillt und auf dem Weg
nach unten an N&geln zufallig nach rechts oder links abgelenkt.

Mittelwert und Varianz der Gleichverteilung sind durch

(X) = %(a—l— b, o= 1—12(6 — a)?

gegeben. Die Momente 1, lassen sich ebenfalls relativ einfach bestimmen.

15.3.2 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung, manchmal auch als Bernoulli-Verteilung bezeichnet, lasst sich rela-
tiv einfach durch das sog. Galtonsche Nagelbrett realisieren (siehe Abb. 15.3.1). Dabei werden
fallende Kugeln durch regelmassig angeordnete Nagel zufallig nach rechts oder links abgelenkt.
Die Verteilung der Kugel in den Auffangbehéltern wird dann durch die Binomialverteilung be-
schrieben.

Zur Verallgemeinerung betrachten wir ein Experiment, bei dem das Ereignis entweder ‘0’ (oder
“wahr”) oder ‘1’ (oder “falsch”) ist®. Die beiden Ereignisse sollen dabei mit den Wahrschein-
lichkeiten P(1) =: pund P(0) = 1 — p =: ¢ auftreten. Wiederholt man das Experiment N
mal, so gibt es 2" mdgliche Ereignisse, z.B. (0,0,1,0, - - - ) etc. Die Wahrscheinlichkeit, bei N
Versuchen k-mal den Wert 1 zu bekommen, ist durch die Binomialverteilung (Abb. 15.3.2)

P =) = () ="+ = o

gegeben, denn p*(1 —p)N~* ist die Wahrscheinlichkeit fiir £ Einsen und NV — & Nullen und (g)
die Anzahl der moglichen Reihenfolgen (siehe Kapitel 15.1.3).

“Die folgenden Uberlegungen gelten fiir beliebige binire Entscheidungen!
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Abbildung 15.3.2: Die Binomialverteilung fiir den Fall p = § und N = 4,16,64 (links). Die
rechte Abbildung zeigt die selben Kurven so verschoben, dass der Mittelwert bei 0O liegt.

Die Verteilung ist bereits normiert, denn nach dem binomischen Satz gilt

NOEDY (]l\c[) PFPA-—pNF=p+0-p)" =1

k=0

Mittelwert und Varianz sind durch

p=(X)=pN,  pp=(X?)=pN+p’N(N-1), o>=Np(l-p)

gegeben.

Dieses Ergebnis illustriert das Gesetz der grol3en Zahlen, denn
o 1
—~— =0,
no VN

d.h. je mehr Versuche man macht, umso genauer wird das Ergebnis, denn die relative Schwan-
kung m strebt gegen Null.

Man spricht auch von der /n-Regel: Die Anzahl n eingetroffener unabhdngiger Ereignisse
schwankt mit o = /n.

Dies wollen wir an einem Beispiel illustrieren.

Beispiel 15.3.1. Wir zdhlen die Regentropfen, die in fester Zeit auf eine Flache A fallen. lhre
Anzahl n ist bei verschiedenen Versuchen unterschiedlich und schwankt um den Mittelwert (n).
Es stellt sich die Frage, wie groR diese Schwankung o ist!

Wir betrachten daher N > n Tropfen, die mit Wahrscheinlichkeit p < 1 die Flache treffen.
Die Tropfenzahl » ist dann die binomialverteilte ZufallsgroRe n = Z;V:l x; mit z; = 1 mit
Wahrscheinlichkeit p und z; = 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 —p. Der Mittelwert ist dann (n) = pN

und o = /Np(1 — p) =~ /pN = /(n) unabhdngig von N und p !
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Abbildung 15.3.3: Die Poissonverteilung mit ;. = 6.

15.3.3 Poisson-Verteilung

LaRt man in der Binomialverteilung die Zahl der Versuche N — oo gegen Unendlich gehen,
halt aber gleichzeitig den Mittelwert ;. konstant (d.h. die Einzelwahrscheinlichkeit p = £ strebt
gegen Null), dann gilt mitp = £:

dm (1) @) 05" = () (-8
= (%)

= lim —

N—oco (N — k)I(N — )k k! N
—e M
k
_ -
= we

Dabei haben wir z.B. benutzt, dass

falls N > 1.
Somit erhalten wir in diesem Limes aus der Binomialverteilung die Poisson-Verteilung

k

P(X =k) = %e_“,

wobei nun 4 ein freier Parameter ist und o2 = p.

Beispiel 15.3.2. Wir betrachten V >> 1 radioaktive Atomkerne. Ein Kern zerféllt mit der Wahr-
scheinlichkeit e < 1 im Zeitintervall A. Wenn im Mittel 6 Zerfalle in der Zeit A beobachtet
werden, mit welcher Wahrscheinlichkeit misst man dann 10 Zerfélle in der Zeit A ?
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Dichtefunktionen von normalverteilten ZufallsgréRen
mit unterschiedlichen Parametern

0.4

0.2 0.3

0.1

Abbildung 15.3.4: Gaul3-Verteilungen mit unterschiedlichen Mittelwerten (u = 0, 1) und Stan-
dardabweichungen (¢ = 1, 1.5, 2).

Im Prinzip wird der ProzeR durch eine Binomialverteilung mit £ = 10 und p = € beschrieben.
Da N > 1ist, konnen wir diese durch eine Poisson-Verteilung mit i = Ne = 6 approximieren:

10

P(k=10) = 1—0'6—6 ~ 0.0007 (= 1/1400),

d.h. im Mittel werden bei einem von 1400 Beobachtungen (der Dauer A) 10 Zerfélle gemessen.
Man beachte, dass fiir die obigen Uberlegungen weder die Kenntnis von N noch die von e not-
wendig war!

15.3.4 Normalverteilung (Gaul3-Verteilung)

Die Normalverteilung oder GauR3-Verteilung ist neben der Gleichverteilung die wichtigste Ver-
teilung. Einen Grund hierfiir werden wir im néachsten Abschnitt 15.4 kennenlernen. Sie ist gege-

ben durch (Abb. 15.3.4)
_ 1 (z — p)?
f(l’) - \/W exp ( 20_2 )

bzw.
1

’ / (SC/ _ :u>2 . 1 r—p
F(x) = G /_OO dz’ exp (—7202 =3 + erf - ,

wobei erf(z) die Fehlerfunktion (Error function) ist.
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Das Maximum der Verteilung liegt bei x = p und o bestimmt die Breite der Verteilung. Dabei
liegt ein Wert immer mit der Wahrscheinlichket 68.3% im Intervall [z — o, 1 + o].
Wir kdnnen auch die Momente berechnen. Zunéchst ist offensichtlich

<(X—u)2k+1> —0  (k=0,1,2,...).

Dies sieht man am Einfachsten im Fall 4 = 0 (den man nach einer Substitution x — x —
immer erreichen kann): Hier hat man eine ungerade Funktion Giber ein symmetrisches Intervall
zu integrieren. Fir k& = 0 folgt hieraus

(X)=wu,

d.h. der Mittelwert stimmt mit dem Maximum Uberein.
Um die anderen Momente zu bestimmen, definieren wir zunéchst die neue Zufallsvariable Y :=
X1 Diese ist auch normalverteilt mit Mittelwert py = 0 und Varianz o2 = 1. Flr deren

Mgomente giltdann (kK =0,1,2,...):

o0 k o0
<Y2k> = \/IQW/ dyy2k6_92/2=ﬁ27r(—2)k(a / dyy%e_“yQ/Q)

o0 dak |
k
_ (_2)k 3_L
dak \/a
Dabei haben wir den Feynman-Trick der Ableitung nach einem Parameter (siehe Kap. 5.3.3)

verwendet.
Somit erhalten wir fur die geraden Momente der Normalverteilung:

a=1

— (2k— 1= (2k—1)(2k—3)---3-1.

a=1

<(X - u)2k> = (2k — 1)1 g%
Die entsprechenden ungeraden Momente verschwinden. Fir k£ = 1 erhalten wir
(X —n)?) =0°,

d.h. der in der Normalverteilung auftretende Parameter o entspricht tatséachlich der Standardab-
weichung.

15.4 Zentraler Grenzwertsatz

Wir haben schon betont, dass die Normal- oder Gaul3verteilung in der Praxis sehr wichtig ist.
Der Grund hierfur ist der folgende sog. Zentrale Grenzwertsatz.

Satz 15.4.1 (Zentraler Grenzwertsatz).
Es seien X1, X5, X3,..., Xy unabhéngige Zufallsvariablen, deren dritten Momente beschrénkt
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sind, d.h. es gibt ein C € R mit (X?) < C fiir alle j. Die Mittelwerte bzw. Varianzen der
Verteilungen seien y.; bzw. o7, Dann ist die Zufallsvariable

1 N
N Z
im Limes N — oo gaulverteilt mit Mittelwert

|
:NZ

d.h. (X) =

1 (1<
2 2

1. In Worten bedeutet dies: Eine additiv aus vielen zufélligen Beitrdgen zusammengesetzte
Zufallsgrofie ist in guter Naherung gauBverteilt.

—
M-
=
~_

und Varianz

Hierzu einige Bemerkungen:

2. Dabei sollen alle Beitrdge substantiell beitragen, nicht nur einige wenige! Dies wird durch
die Voraussetzung (X?) < C garantiert, aus der auch die Beschrénktheit der 1. Momente
folgt.

3. Diese Bedingung garantiert auch die Konvergenz, kann aber sogar noch abgeschwécht
werden.

4. Zwei Beispiele fur mogliche Anwendungen sind:
(i) Die Position eines Random Walkers bzw. binomialverteilter GrofRen im Allgemeinen
(die Binomialverteilung néhert sich fuir groe N und groBe Np(1 — p) einer Normalvertei-
lung an.
(i) Der Mittelwert einer ZufallsgroRe aus N > 1 Messungen.

5. Auf Grund der Linearitat des Erwartungswertes ist die Aussage Uber die Mittelwerte Klar.

Aber: Die Varianz konvergiert nicht gegen das Mittel - Z A j? der Varianzen, sondern
ist um den Faktor Kleiner!! Flr gleichverteilte X |st dle Standardabweichung von X
gegenuber der Standardabwelchung oo der X, um einen Faktor VN Kleiner. Dies ist eine

Variante der v/N-Regel.

6. In der Praxis ist die Aussage oft schon fir relativ kleine Werte von N (/N = 10) sehr gut
erfullt!

7. In Experimenten setzt sich der Fehler einer MeRgroRe aus vielen Beitrdgen zusammen,
z.B. kaum kontrollierbaren Temperatur- und Druckschwankungen, Erschitterungen oder
Ungenauigkeiten im Versuchsaufbau. Den unkontrollierbaren Anteil, den man nicht durch
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geeignetes Eichen bestimmen kann, nennt man auch statistischen Fehler, im Gegensatz
zum systematischen Fehler. Nach dem Zentralen Grenzwertsatz erwartet man, dass stati-
stische Fehler gaulverteilt sind.

Zum Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes betrachten wir die charakteristische Funktion ¢ der
ZufallsgroRe

N
~ 1 Lo~
X=X - r= E_ mit X; := X; — p;

Wie die X sind auch die Zufallsvariablen X; statistisch unabhéngig und
(X,)=0 und (X)=0 (j=1,...,N)

Die charakteristische Funktion ist dann gegeben durch
o) = (%) = / Ve Fan, . an)etd S
N
N / NWN)GZNM' NN = H/d:vj flzj)e'w
N " =
H< . > H¢j (N) .

Dabei ist f(z1,...,zy) die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X, die wir beim Ubergang zur
zweiten Zeile auf Grund der statistischen Unabhangigkeit der X als Produkt deren Wahrschein-
lichkeitsverteilungen f(azj) geschrieben haben.

Wir sehen also, dass sich die charakteristische Funktion ¢(t) von X als Produkt der charakteri-
stischen Funktionen ¢, der X]- ergibt, allerdings mit reskalierten Argumenten.

Als néchsten Schritt untersuchen wir das Verhalten von ¢; (£ ) fiir groBe V. Dazu iiberlegen wir
zunéchst, dass nach Taylor gilt:

J=1

5 tX;  1(tX;)?  ien Xt (1X,)3
[ J = 7 —_
N 2 N? 6 N3

wobei wir das Restglied der Taylor-Entwicklung auf Grund der Voraussetzung tber die Be-
schranktheit der 3. Momente abschatzen kénnen durch

3 -3 ~
== 6N3 <‘XJ ><C

iein X i (tX;)?
6 N3
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Somit gilt fiir die charakteristische Funktion von X

t X, 1(tX;)?
o — ~ 1 J _ - J
CZS9(N> < "N T2 N2>
it | 2 /-
= (1) +N< ﬁ‘ﬁ <X]2>
=1 =0 ey
_ _t20]2~
N2’

wobei wir <)~(J2> = (X, — ;)% = o7 benutzt haben.f Hiermit kénnen wir nun die charakteri-
stische Funktion ¢(¢) von X fiir groBe N abschitzen:

o) = ﬁ¢j (%>:ﬂ(1—§i)+0($>

j=1
N _
_ 1—2%”(%) :1_%“9(%)
= 6_622162 +0 (%) ;
wobei wir die Abkiirzung 6% := + Z;V:1 o3 eingefuhrt haben.

Durch Fourier-Transformation erhalten wir aus ¢(¢) die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung f(x): 1 )

flz) = 7m6 27N

Dies ist ein Gaul3verteilung mit Standardabweichung o = ﬁ Die Verteilung von X = X + u
ist dann durch

fx) = f(z —p)

gegeben und somit ebenfalls eine Gaul3verteilung, wie im Zentralen Grenzwertsatz behauptet.
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Kapitel 16

Funktionentheorie

Die Funktionentheorie beschéftigt sich mit der Analysis von Funktionen f(z) einer komplexen
Variablen z. Die englische Bezeichnung complex variable theory ist etwas préziser.

Im Prinzip handelt es sich um einen Spezialfall der Analysis im R?, denn Uber
f(2) =u(z,y) +av(z,y)  mit z=x+iy, u,v reellwertig

1Rt sich das Problem auf die Untersuchung zweier reellwertiger Funktionen u, v der reellen
Variablen z, y zurlickfihren.

Allerdings haben die komplexen Zahlen € mehr Struktur als der R?. Inshesondere kénnen wir
durch komplexe Zahlen dividieren, wéhrend dies fiir Elemente des R? nicht geht. Dies hat weit-
reichende Konsequenzen.

16.1 Komplexe Differenzierbarkeit

Zunachst wollen wir feststellen, dass sich viele Begriffe und Konzepte der reellen Analysis in
natlrlicher Weise auf die komplexen Zahlen {ibertragen lassen, z.B. die Stetigkeit.

Bei der Differenzierbarkeit ergeben sich aber auf Grund der oben erwahnten zusétzlichen Struk-
tur von C neue Aspekte!

Definition 16.1.1 (komplexe Differenzierbarkeit).
Eine Funktion f heilt komplex differenzierbar im Punkt > € C, falls

. fle+ D)= fz) _df
Algilo Az T dz

(2) =: ['(2)

existiert.

Ist f in einem Gebiet! G c C komplex differenzierbar (und eindeutig), so heit f analytisch
oder auch holomorph oder regular in G.

1Ein Gebiet G ist eine offene zusammenhéngende Menge.

205
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Beispiel 16.1.1. Wir betrachten zwei Beispiele.
1. Die Funktion f(z) = 2™ ist holomorph, denn

o O nz2" 1Az + O((Az)?) — 2"
Az—0 Az T A Az e

Dabei haben wir, wie im reellen Fall, den binomischen Satz verwendet.

n—1

2. Wir betrachten die Funktion
f(z) = |z|2 =z2z=a2>+9°.

Diese ist natirlich reell differenzierbar, wie man an der letzten Darstellung sieht. Ist sie
aber auch komplex differenzierbar? Dazu betrachten wir fir Az = e (mit e € R) den

Grenzwert
. (A =2 . (24 ee”) (z+ee7 ) — 22
lim = lim .
e—0 Az e—0 cere
224 zeeTW 4 Zee® 4 €2 — 27
= lim ,
e—0 ee¥
= ze P4z,

Dieser hangt also von der Richtung ¢ ab! Daher existiert der Grenzwert lima .o . . . nicht
(fiir alle 2). Daher ist f(z) = |z|? nicht komplex differenzierbar und zwar fiir z € C, nicht
nur fur z = 0.

16.1.1 Cauchy-Riemann-Bedingungen

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen der reellen und der komplexen Differenzierbar-
keit herstellen. Dazu schreiben wir unsere komplexe Funktion wieder in der Form

f(2) = ulz,y) +iv(z,y)

mit z = x + iy und reellwertigen Funktionen v und v.
Wir berechnen nun die partiellen Ableitungen nach x und y:

Qu Ov Of df 0z df O(x+iy) df

%j%%_@x_%ax_dz or  dz’
b v 0 4 os_ i ot _dr
dy Oy Oy dzdy dz Oy  dz’

wobei wir jeweils im dritten Schritt die Kettenregel verwendet haben.
Aus dem Vergleich dieser beiden Gleichungen folgt nun
or  0x) Oy Oy
und somit, da » und v reell sind, die sog. Cauchy-Riemann-Bedingungen oder auch Cauchy-
Riemann-DGL
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ou Ov ov ou

ox 0y’ or oy
Man sieht sofort, dass » und v die Laplace-Gleichung erfiillen missen, d.h.
Au=0, Av=0.

Als Faustregel kann man festhalten, dass analytische Funktionen kein z enthalten dirfen, denn
esgiltmitz = $(z +z)und z = (2 — 2):
af Ou dr  Ou Oy ov dx  0Ov Oy
EE %5*@@“(%@*@&)
(e ()
2\ 0z Oy 2\ 0y Ox ’

wobei im letzten Schritt die Cauchy-Riemann-Bedingungen verwendet wurden.

16.1.2 Potenzreihen

Eine in einem Gebiet G holomorphe Funktion f ist dort sogar beliebig oft differenzierbar und
kann durch eine Potenzreihe

f=y ey
n=0
dargestellt werden, die man auch als Taylor-MacLaurin-Formel bezeichnet. Die Reihe konver-
giert in einem Kreis vom Radius R um z.
Ist f in G analytisch, so existieren alle Ableitungen £ (z,) und daher kann f um jeden Punkt in
eine Potenzreihe entwickelt werden. Deren Konvergenz ist aber nur im Inneren von G garantiert,

am Rand kann es Probleme geben.
Beispiel 16.1.2. Als Beispiel betrachten wir die Funktion

1

wobei sich die Potenzreihendarstellung aus der bekannten geometrischen Reihe ergibt. Die Reihe
konvergiert daher aber nur fiir |z| < 1, obwohl z.B. f(z = +1) = 5 wohldefiniert ist. Der Grund
sind die Singularitdten von f bei z = +1, weshalb der Konvergenzradius nicht grofer als 1 sein
kann.

=1-224+24 -2+

16.2 Komplexe Wegintegrale und Integralsatz von Cauchy

16.2.1 Komplexe Wegintegrale

Komplexe Wegintegrale sind analog zu den Wegintegralen im R? definiert (siehe Kapitel 8.1).
Haben wir eine Parametrisierung z(¢): [a, b] — C des Weges -, ldngs dem wir integrieren wollen,
so konnen wir das komplexe Wegintegral folgendermalien berechnen:
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Af(z)dz = /abf(z(t))zf(t)dt.

Die bekannten Rechenregeln Ubertragen sich, es ist z.B.

/hmf(z)dz = /7 f(Z)dZ-i—/wf(z)dz

etc.

Die wichtigsten Parametrisierungen sind wieder Geraden und Kreishogen:
1. Gerade von zp nach z1: z(t) = zo + t(z1 — 20) Mitt € [0, 1].

2. Kreishogen vom Radius 7 um zy: z(t) = zg + re mit ¢ € [a, ).
Far einen Vollkreis ist z.B. a = 0 und b = 27.

Uber die Zerlegung f(z) = u(x,y) + iv(z,y) kénnen wir einen Zusammenhang mit reellen
Integralen herstellen. Wegen

B de  .dy oy
dz—(dt+@dt)dt—.(x+@y)dt

/Vf(z)dz = /ab(u +iv)(a' + iy")dt = /ab(ux' — vy ) (o' +iy")dt + i /ab(uy' + va')dt
- / (udx — vdy) + i / (udy + vdz) .

Y v

Damit 1&Bt sich das komplexe Wegintegral durch zwei reelle Wegintegrale ausdriicken.

16.2.2 Integralsatz von Cauchy

Satz 16.2.1 (Integralsatz von Cauchy).
Es sei v ein geschlossener Weg (ohne Kreuzungen) und f sei analytisch im von ~ eingeschlos-
senen einfach-zusammenhdngenden Gebiet G . Dann gilt der Integralsatz von Cauchy:

}é F(2)dz =0

Bemerkungen:

1. Dies ist das zentrale Resultat der Funktionentheorie, aus dem viele weitere Aussagen fol-
gen!



16.2. KOMPLEXE WEGINTEGRALE UND INTEGRALSATZ VON CAUCHY 209

2. Die Aussage gilt in einem beliebigen Gebiet G fir alle null-nomologen Wege ~. Dies sind
Wege, die fir alle zy ¢ G die Umlaufzahl 0 haben.

Beweis: Auf Grund der reellen Darstellung, die wir am Ende von Kapitel 16.2.1 abgeleitet haben,
gilt:

A F(2)dz = /y (udz — vdy) + i / (udy + vdz) .

Y

Mit Hilfe des Green’schen Satz mit p = u und ¢ = —v (siehe Kapitel 9.2) gilt dann:

ov  Ou
/V(udx —vdy) = /Fdxdy <—% - 8_y> =0,

wobei der Integrand des Flachenintegrals auf Grund der Cauchy-Riemann-Bedingungen ver-
schwindet. Analog folgt

/(udy +vdz) =0,

o

womit der Integralsatz bewiesen ist.

Die vielleicht wichtigste Anwendung des Integralsatzes von Cauchy besteht in der Deformation
von Integrationswegen. Er erlaubt ndmlich, die Integration langs eines Weges ~; durch die In-
tegration l&angs eines anderen Weges v, zu ersetzen, wenn beide im Gebiet G verlaufen (siehe
Abb. 16.2.1). Dies ist moglich, da das Integral 1angs des kombinierten (geschlossenen!) Weges
M — 72 =71 + (—72) verschwindet:

/% f(2)dz = j{l_wf(z)dmtfmf(z)dz — /mf@dz‘

Eine solche Umformung ist natirlich dann besonders niitzlich, wenn sich das neue Integral leich-
ter berechnen 1aBt. In der Praxis bedeutet dies, dass man in der Funktionentheorie wirklich mit
den beiden oben angegebenen Standardwegen (Gerade, Kreisbogen) auskommt, da sich in sehr
vielen Fallen die Berechnung von komplexen Wegintegralen durch Deformation auf einen dieser
Félle (oder eine Kombination von ihnen) zuriickfuhren 1aRt!

Beispiel 16.2.1. Als konkretes Beispiel betrachten wir das wichtige Integral

I,(a,b) = 7{ b dz .
0l

(z —a)

Dabei ist ~y ein beliebiger geschlossener Weg, der den Punkt a umschliel3t. Da der Integrand dort
eine Polstelle (n-ter Ordnung) hat, handelt es sich eigentlich schon um eine fortgeschrittenere
Anwendung!

Als Definitionsbereich G von f(z) wahlen wir hier die komplexe Ebene mit einem Schnitt wie in
Abbildung 16.2.2 dargestellt. Damit ist G ein einfach-zusammenh&ngendes Gebiet. Man beachte,
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Abbildung 16.2.1: Deformation von Integrationswegen mit Hilfe des Integralsatzes von Cauchy.

dass die Funktion f entlang des Schnittes stetig ist (aulRer bei z = a). Daher spielt es keine Rolle,
wenn man aus Wegen, die den Schnitt kreuzen wiirden, einen Punkt herausnimmt!

Wir wollen den Weg in einen Kreisweg & deformieren. Dies machen wir, wie in Abbildung 16.2.2
dargestellt. Das Integral langs des ganzen Weges v + 7, + 2 — 7 verschwindet auf Grund des
Integralsatzes von Cauchy. Die Beitrdge der beiden Geradenstiicke v, und ~, heben sich weg,
da der Integrand dort stetig ist und die Wege in entgegengesetzte Richtung durchlaufen werden.

Damit gilt:
PELNREY g —
L (z—a) 5 (z—a)

Wir parametrisieren den Kreisweg 4 durch
2(t) = a + re mit ¢ € [0, 27,

weshalb
dz = ire'dt und (z —a)" =r"e™

ist. Somit erhalten wir

2r it . 2w
b b , 0 1
L(a,b) = / T g = / el Digr = {7 7
o Trreint =1/, 2mib n=1

= 277'@'1)57171 .

Dieses Ergebnis ist sehr wichtig und wird spater noch einige Male verwendet.

16.3 Integralformel von Cauchy

Wir betrachten wieder eine Funktion f, die im (einfach-zusammenh&ngenden) Gebiet GG analy-
tisch ist. Aullerdem sei z, € G ein beliebiger Punkt in G. Dann kdnnen wir f darstellen als

f(2) = f(20) + (2 — 20)9(2)
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Abbildung 16.2.2: Deformation des Integrationsweges zur Berechnung des Integrals 7,,(a, b) in
einen Kreisweg. Der Definitionsbereich G von f ist die komplexe Ebene ohne die gestrichelte
Gerade.

mit einer analytischen Funktion g(z). Hieraus folgt

Nun integrieren wir diese Identitét tiber den Rand ~ := JG des Gebietes G-

(2) . f(ZO) _ dz B ‘
b mdz A Zodz + ]{g(z)dz = f(20) ]{ P Zodz =2mif(2) .

Dabei haben wir den Integralsatz von Cauchy benutzt, aus dem das Verschwinden des Integrals
uber die analytische Funktion g folgt. Im letzten Schritt wurde das Ergebnis aus Beispiel 16.2.1
verwendet. Somit haben wir folgendes Ergebnis abgeleitet:

Satz 16.3.1 (Integralformel von Cauchy).

Ist v := OG der Rand eines (einfach-zusammenhédngenden) Gebietes G, so gilt fiir analytische
Funktionen f: G — C und beliebige Punkte z, € G aus dem Inneren von G die Integralformel
von Cauchy

(2) dz = 2mif(z) -

fyZ_ZO

Dies bedeutet, dass fir eine analytische Funktion alle Funktionswerte im Inneren des Analyti-
zitatsbereiches durch die Funktionswerte auf dem Rand bestimmt sind!

Beispiel 16.3.1. Die Funktion f(z) sei analytisch fiir || < 1 und hat am Kreisrand c(¢)e’ die
Werte f(z) = f(e'?) = ¢*¥ — 1. Dann gilt fur z im Inneren des Kreises, d.h. |z| < 1, nach der
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Integralformel von Cauchy:

f&) L [ f(e¥)

2rif(z) = Edz = e Zze“"dgp
c 0
27 621'(,0 -1 2r ] )
= 2/ %dw’/ e* — 1 (1 +2e7 £ e . ) dp
o l—ze 0

2w
= Z/ dp (142" +ze¥ +---)
0
= 2mi(z* —1).
Dabei haben wir im 3. Schritt den Nenner mit Hilfe der geometrischen Reihe entwickelt. Dies

geht, da |ze7%| < 1 ist.
Insgesamt sehen wir also, dass die gesuchte Funktion (fur |z| < 1) gegeben ist durch

f(z)=2*—1.

Durch Ableitung der Integralformel nach z, erhalt man

d"f n! f(2)
—(z0) = — j{ ——dz,

dzp 2mi J5 (2 — zo)" !

d.h. man kann Ableitung durch ein Integral ausdriicken!

Das Ergebnis aus Beispiel 16.2.1 ist ein Spezialfall dieser verallgemeinerten Integralformel von
Cauchy firr f(z) = =2

16.3.1 Laurentreihen

Im Analytizitatsgebiet G kann eine Funktion f(z) durch eine Potenzreihe dargestellt werden,
deren Entwicklungspunkt z, in G liegt. Manchmal hat man aber die Situation vorliegen, dass f
nur analytisch in einem Kreisring mit den Réndern ~; und v, um z ist (siehe Abb. 16.3.1).
Dann 4Rt sich zeigen, dass man f(z) in eine sog. Laurentreihe entwickeln kann. Diese hat die
Form

o0 o0

bn
Y an(z—z0)" + =z
1 z — ZO

n=0
. 1
mit an:—,%&“ b, j{f (z — z0)"dz.
2mi J., (2 — 2z0)" T 2mi

Die erste Summe bezeichnet man auch als Nebenteil, die zweite als Hauptteil.
Die Laurentreihe konvergiert zwischen ~; und ~,. Die maximale Grol3e der Kreise wird dabei
durch die Singularitdten von f(z) beschrankt.
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Y,

Abbildung 16.3.1: Die Funktion f ist analytisch im Kreisring G um zy,.

Beispiel 16.3.2. Als Beispiel wollen wir Laurentreihen der Funktion f(z) = ﬁ um zp = 0
untersuchen.

Zunachst betrachten wir das Gebiet G, = {z | |z| < 2}, d.h. einen Kreisring mit auBerem Radius
2 und innerem Radius 0. Unter Verwendung der geometrischen Reihe erhalten wir dort

1 1 1 &
z—2 __51—z/2 _§Z< )

Hier stimmt also die Laurentreihe mit der Taylorreihe Gberein, der Hauptteil verschwindet.

Wir betrachten nun das Gebiet G = {z||z| > 2}, d.h. einen Kreisring mit innerem Radius 2

und unendlichem duBerem Radius. Dann kdnnen wir wieder die geometrische Reihe benutzen,
um eine Reihendarstellung von f in G, zu erhalten:

o0

1 1 1 1 2\" 1k ot
z—2_;1—2/z_;;(;) =2 T

n=1

Hierbei war entscheidend, dass |2| < 1 ist. In G, verschwindet also der Nebenteil.

Wir haben hier die geometrische Reihe als Abkirzung verwendet. Die gleichen Ergebnisse hatte
man nattrlich auch mit der Integraldarstellung der Koeffizienten a,, und b,, bekommen, allerdings
waére die Rechnung aufwandiger gewesen.

16.4 Residuensatz

Definition 16.4.1 (meromorphe Funktion).
Eine Funktion f:G — C heillit meromorph, falls sie in G analytisch bis auf endlich viele
isolierte Singularitaten (Polstellen) ist.

Satz 16.4.1 (Residuensatz).
Es sei f in einem Gebiet G meromorph und am Rand 0G =: ~ analytisch. Dann gilt der Resi-
duensatz
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]{f(z)dz = 2mi Z Res(z,),

wobei z, die Polstellen von f sind und

Res(z,) = 2%”]{ f(2)d=

das Residuum von f in z,. Dabei ist ~, ein Weg, der aulRer z, keine weiteren Singularitdten
einschliefl3t. Das Residuum entspricht also gerade dem Koeffizienten b, in der Laurent-Reihe von
f. Somit verschwindet das Residuum in allen Punkten, in denen f analytisch ist.

Beweis: Zunachst deformieren wir den Weg ~, wie in Abb. 16.4.1 gezeigt. Da sich die Beitrage
von den Geradenstiicken jeweils wegheben, zerféllt der deformierte Weg in einzelne Wege ~,,,
die jeweils nur eine Singularitét z,, umschlie3en. Somit gilt:

?{f(z)dz _ ;é F(2)dz.

Nun betrachten wir die Laurent-Reihe um z,,:

Da (z — z,)™ analytisch ist, verschwinden die Beitrdge vom Nebenteil:

j{ am(z — 2p)"dz = 0.

n

Der Hauptteil liefert einen Beitrag, siehe Beispiel 16.2.1:

b—mdz = 271b,, 001 -
o (z—2zp)™ ’

Abbildung 16.4.1: Zum Beweis des Residuensatzes deformieren wir den Weg ~ in vielen einzelne
Wege v,,, die jeweils nur eine Singularitat z,, umschlieRen.
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Somit folgt
7{ f(z)dz = 2miby = 2mi Res(z,,) .
Tn

In der Praxis ist die Berechnung eines Residuums (ber ein komplexes Wegintegral relativ un-
handlich. In vielen Fallen kann es aber einfacher bestimmen.

e Falls f in z, einen Pol 1. Ordnung hat, so gilt

Res(zo) = lim (2 — 2z9) f(2) .

z—20

Als Beispiel betrachten wir die Funkition f(z) = <, die bei zo = 0 einen einfachen Pol
besitzt. Dann gilt

z

Res(z =0) = lim zf(2) = limz" =0 = 1.

z—0 z—0 2z

e Falls f(z) von der Form

fe)= 2

ist, mit g(z) analytisch bei z, so gilt

1 .
Res(z = 0) = (= 1)!9("_1)(,20) mit g(z) = (z — 20)" f(2) .
Dies sieht man folgendermafen: Da g analytisch ist, konnen wir es durch eine Potenzreihe
9(2) = 3 g™ (z0) (= — 20)"
— m)!

darstellen. Somit ist f(z) von der Form

1 1

f(z) = analytische Terme O(z—z)+ (n— 1)z — z

g™ Y(z)+Pole hdherer Ordnung .

Bilden wir hierliber das Wegintegral I&ngs eines geschlossenen Weges, so fallen die ana-
lytischen Terme wegen des Integralsatzes von Cauchy weg und die Pole héherer Ordnung
wegen Beispiel 16.2.1.

Als wichtige Anwendung des Residuensatzes wollen zeigen, wie wir mit ihm uneigentliche In-
tegrale der Form ffooo f(z)dz berechnen kénnen. Dazu betrachten wir zundchst das komplexe
Wegintegral langs des in Abb. 16.4.2 dargestellten geschlossenen Weges C'r. Dieser besteht aus
dem reellen Intervall A := [—R, R] und einem Halbkreisbogen vom Radius R in der oberen
Halbebene. Dann gilt:

R s
f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz = / f(z)dz + / do f (Re™) iRe™ .
Cr B -R 0

AR
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Y >

-R R

Abbildung 16.4.2: Integrationsweg C'r = Agr + Bp zur Berechnung von reellen uneigentlichen
Integralen.

Dabei haben wir die explizite Parametrisierung des Weges B verwendet.
Falls nun f(z) schnell genug abféllt, d.h. préziser

lim Rf (Re*) =0

R—o00

fir alle ¢ € [0, ], so folgt

/OO f(x)dx = lim f(z)d=.
—00 R—o0 Cr

Das Integral auf der rechten Seite 143t sich oft einfach berechnen, z.B. mit Hilfe des Residuen-

satzes. Dann gilt
/ f(z)dz = 2mi Z Res(z,) ,

n,Re(zn)>0
wobei nur Uber die Pole z,, in der oberen Halbebene (d.h. Re(z,,) > 0) zu summieren ist!

Eine analoge Uberlegung gilt natiirlich, wenn man den Weg in der unteren Halbebene durch
einen Halbkreis schlie3t. Dann tragen naturlich nur die dort liegenden Residuen bei.

Beispiel 16.4.1. Als konkretes Beispiel betrachten wir die Funktion f(z) = Tlxz fir die gilt

: R
: i\ s _
]%Hn Rf (Re ) = Rhm 1o rerie = 0

Daher sind die Voraussetzungen der obigen Betrachtung erfullt. Wegen
1 1

14+22  (z—1i)(z+1)

hat f(z) zwei Pole z.. = =i, von denen aber nur z, = ¢ im Inneren des Weges C liegt. Das
Residuum an diesem Punkt ist durch Res(z..) = 5- gegeben und somit

<1
/_OO 1+x2dw =2miRes(z;) = 7.
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Das gleiche Ergebnis erhalt man nattirlich auch durch direkte Integration, denn

° 1 oo T T
—dx:arctanx‘ = — — (——) =T.
oo L 2? -2 2
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Kapitel 17

Tensorrechnung

Neben Skalaren und Vektoren treten in vielen Bereichen der Physik sog. Tensoren auf. In der
Experimentalphysik-Vorlesung haben Sie schon den Tréagheitstensor kennengelernt. Eine beson-
dere Rolle spielen Tensoren aber in allgemeinen Relativitatstheorie.

17.1 Definition

Bevor wir eine genaue Definition geben, wollen wir ein Beispiel betrachten.

Beispiel 17.1.1. Wir betrachten die lineare Vektorfunktion b = T'a, bei der jedem Vektor a in
linearer Weise ein Vektor b zugeordnet wird. Fiir den Fall, dass es sich jeweils um Elemente des
R? handelt, schreibt man auch komponentenweise

by = tiia; +tigas + tizas,
by = taia; + taas + tazas,
bs = tsia; + tsaas + tszas,

oder kiirzer

bz‘ = tija]‘ = Z tijaj .

j=13

Dabei wurde die Einstein’sche Summenkonvention verwendet. Diese besagt, dass tber dop-
pelt vorkommende Indizes zu summieren ist. Die Summationsgrenze ergeben sich dabei aus
dem Zusammenhang. Diese Konvention ist sehr praktisch, wenn man es, wie in der allgemeinen
Relativitédtstheorie, mit vielen Matrizen, Tensoren etc. zu tun hat. Man mul allerdings sehr auf-
passen, z.B. kann man in einem Ausdruck wie ¢;;a;/(s;;a;) nicht einfach a; kiirzen! In diesem
Kapitel werden wir die Summenkonvention durchgehend verwenden!

In dem Beispiel haben wir die lineare Abbildung 7" durch eine Matrixmultiplikation dargestellt.
Unser Tensor ist daher nichts anderes als eine Matrix.

L\Wegen der spiteren Verallgemeinerung des Tensorbegriffes schreiben wir hier T statt T.

219
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In der Physik charakterisiert man allgemein Tensoren durch ihr Verhalten unter orthogonalen
Transformationen, z.B. Drehungen. Wir wenden daher auf a und b eine orthogonalen Transfor-
mation R = (r;;), d.h. R~" = R' bzw.

R- ﬁt = ]1, bzw. TiTi = 6]'[7

(wobei wir die Summenkonvention verwendet haben) also eine Drehung oder Drehspiegelung,
an:
aj =1y a;, by, = Tkibi

wobei die transformierten (“gedrehten”) Vektoren durch einen Strich gekennzeichnet sind, bzw.
die Umkehrung
aj = leCLE s bl = Tkzb;c .

Diese Umkehrung folgt aus der Orthogonalitat der Matrix &.
Wir fordern nun, dass im gedrehten System der gleiche formale Zusammenhang zwischen den
Vektoren wie im urspriinglichen System bestehen soll, d.h.

AT
k= -

Es stellt sich dann die Frage, wie der transformierte Tensor 7" = (¢},,) mit dem urspriinglichen
T = (ti;) zusammenhdngt. Dies zeigt folgende kurze Rechnung:

thaay = by = Tiibg = i (tijag) = rritiy (rigag) = (Tririjti) ag -
Somit lesen wir ab:
t;d = Tk:irljtij .

Dies definiert das Transformationsverhalten eines Tensors 2. Stufe, d.h. alle GroRen, die sich
unter Drehungen genau so transformieren, sind Tensoren.

Man beachte, dass dieses Transformationsverhalten analog zu dem des Produktes b;a; zweier
Vektoren? ist:

;CCLE == rkirljbiaj .
Definition 17.1.1 (Tensoren).

Ein Tensor 2. Stufe transformiert sich unter orthogonalen Transformationen R = (r;;) wie das
Produkt zweier Vektorkomponenten:

!
tkl = Tkﬂ“ljtij .

Allgemein ist ein Tensor n-ter Stufe (vom Rang n oder der Ordnung n) eine Menge von Termen
mit n Indizes und analogem Transformationsverhalten

2Genauer miiRte man sagen, zum Transformationsverhalten des Produktes zweier Vektorkomponenten!
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/
tklmn_,, = TkaTbTmecnd * * * Labed... 5

d.h. mit einem Faktor r;; flr jeden Index. Speziell haben wir

n=0: Skalare (1 Komponente im R?)
n=1: \ektoren (3 Komponenten im R?)
n=2: Matrizen (3% = 9 Komponenten im R?)

d.h. die Falle n = 1, 2, 3 reduzieren sich auf bereits bekannte Objekte.

Etwas formaler sind Tensoren multilineare Abbildungen des Raumes V; ® Vo ® --- ® V,,, dem
direkten Produkt oder Tensorprodukt der Vektorrdume Vi, ..., V,, in die reellen oder kom-
plexen Zahlen. Der Tensor “erbt” dann das Transformationsverhalten der einzelnen Raume.

Man unterscheidet haufig zwischen symmetrischen und antisymmetrischen Tensoren
Lig = %ty

wobei das obere (untere) Vorzeichen fur den symmetrischen (antisymmetrischen) Fall steht.
Bei Tensoren hoherer Stufe muR man zuséatzlich angeben, bzgl. welcher Indizes eine (Anti-)-
Symmetrie besteht. So bedeutet

Lijkto. = & Tjin...

(Anti-)Symmetrie in den ersten beiden Indizes.
Man kann Tensoren 2. Stufe immer in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil
aufspalten:

1 1
tiy = 5 (ty +t50) + 5 (i — 451) -
wmn;gtrisch antisyrr?r,netrisch

Fur Tensoren hoherer Stufe geht das fiir zwei beliebige Indizes.

Beispiel 17.1.2. Wir geben einige wichtige Beispiele fiir Tensoren.
1. Das Kronecker-Delta d;; ist ein symmetrischer Tensor 2. Stufe mit
51/7- = TisTjt0st = TisTjs = Oij
d.h. 4;; ist invariant unter orthogonalen Transformationen.

2. Im RR? haben wir mit o5 = —09; = 1 und 01, = 095 = 0 den sog. antisymmetrischen

Tensor 2. Stufe
(0 1
g = _1 0 .
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3. Aus den Ubungen (vgl. Aufgabe 7) kennen wir bereits das Levi-Cevita-Symbol

1, (1jk) gerade Permutation von (123),

€ijk = § —1, (7jk) ungerade Permutation von (123),
0, sonst (d.h. mind. zwei gleiche Indizes).
Es ist also €193 = €931 = €312 = 1 und €132 = €913 = €391 = —1, alle 21 anderen

Komponenten verschwinden.
Das Levi-Cevita-Symbol bezeichnet man auch als e-Tensor oder den vollstandig anti-
symmetrischen Tensor 3. Stufe.

Als physikalischen Beispiel wollen wir den Tragheitstensor I = (/;;) nennen, der den
Zusammenhang zwischen Drehimpuls L und Winkelgeschwindigkeit w fiir einen starren
Korper beschreibt:

Li = Iijwj = /VdV p(ﬂfl,l'g, xg) (TQCSij — .732'33]) wj s

wobei p(r) die Massendichte des Korpers ist und r? = z;z; = 2?2 + 23 + x2. Explizit hat
er die Form

x% + :L’§ —T1To —T13
2 2
I= / dV p(x1, 9, 23) | —ow1 a7+ 25 —x273 |
v —T3T]  —T3Ty T3+ T

d.h. der Trégheitstensor ist ein symmetrischer Tensor 2. Stufe. Das Tragheitsmoment um
eine Achse (durch den Ursprung) in Richtung n ist dann durch I,, = n,1;;n; gebeben.

17.2 Rechenregeln flr Tensoren

Wir stellen hier kurz die wichtigsten Rechenregeln fiir Tensoren zusammen.
Die Addition (Subtraktion) zweier Vektoren (gleicher Stufe!) ist analog zur Addition von Matri-
zen komponentenweise definiert:

Cik = i, £ big, .

Entsprechendes gilt fiir Tensoren beliebiger Stufe.

Im Gegensatz zur Addition unterscheidet sich die Multiplikation von Tensoren von der von Vek-
toren oder Matrizen.

Das direkte Produkt oder Tensorprodukt

Tikim = @ik @ b = ajrbim,
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fuhrt namlich auf Tensoren hoherer Stufe®. Es ist nicht nur fiir Tensoren gleicher Stufe definiert,
die Definition 1403t sich analog auf beliebige Produkte verallgemeinern. Allgemein gilt:

n-Stufe ® m-Stufe = (n + m)-Stufe.

Eine weitere neue Operation ist die sogenannte Verjungung oder Kontraktion. Hierbei werden

Indizes aussummiert, z.B. im Falle eines Tensors 4. Stufe, bei dem die ersten beiden Indizes

verjingt werden:
Sim = T'jjlm (Z erjlm> .

j
Die Verjingung, die Uber zwei beliebige Indizes erfolgen kann, fiihrt also auf einen Tensor der
Stufe n — 2.

Die Matrixmultiplikation konnen wir nun als Tensorprodukt mit anschlieBender Verjlingung dar-
stellen, z.B. fuir das Produkt einer Matrix und eines Vektors:

tij X ap = tijak = 8jk — b; = tijaj = Sijj -

Dies bezeichnet man auch als qurschiebung zweier Tensoren.
Analog ist das Skalarprodukt die Uberschiebung zweier Tensoren 1. Stufe:

a; ® b; = a;b; — ab;=a-b.

Im Fall eines Tensors 2. Stufe entspricht die Verjiingung der Spurbildung:

Spur(tjk) = tjj .

17.3 Differentialoperationen und Tensoren

Der Gradient eines Skalars (also eines Tensors 0. Stufe) ist ein Tensor 1. Stufe, denn:
dp  0¢ Or; 09 O(ryz;) 0¢ Oz 0¢

= = =7 =1
/ / / J / v
or; Ox; 0x; Oz; O« Oz Ox Oz,

=6;1

Analog sieht man, dass
Oby  Oby  Obs

p) p) d
(abi) | 961 9ba  Oba
] - Oros Ozxa  Oxo
Ox;

ob;  Oby  obs
Ors3 Oxz Oxs3

ein Tensor 2. Stufe ist, d.h.
ob, oby,

D~ T g

j 81’[

3Mit Ausnahme des Falls Tensoren 0. Stufe.
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Analoges gilt fir die Ableitungen von Tensoren hoherer Stufe.
AbschlieBend wollen wir noch den Zusammenhang mit Divergenz und Rotation beleuchten. Mit
der Abkirzung

0

laRt sich die Divergenz als Verjlingung der Ableitung 0;b; (eines Tensors 2. Stufe!) interpretieren:

Die Rotation 1a8t sich mit dem Levi-Cevita-Symbol als zweifache Verjingung eines Tensors
5. Stufe auffassen:
eijkﬁmbn I Gijkajbk = rot b .



