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Aufgabe 1: Differentialgleichungen – Linearkombinationen

(5 Punkte)

Betrachten Sie die folgenden gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

I : f(x) + f ′′(x) = 0 ,

II : f(x) + f ′′(x) = 1 ,

III : (f(x))2 + f ′′(x) = 0 .

Wir nehmen an, dass die beiden Funktionen g(x) und h(x) jeweils Lösungen die-
ser Differentialgleichungen sind (g(x) und h(x) sollen nicht bestimmt werden). Im
folgenden werden Linearkombinationen der Form

f(x) = ag(x) + bh(x) , mit a, b ∈ R ,

betrachtet.

a) Zeigen Sie durch Einsetzen, dass diese Linearkombination für beliebige a, b ∈ R

ebenfalls eine Lösung der Differentialgleichung I ist. (2 Punkte)

b) Zeigen Sie (ebenfalls durch Einsetzen), dass diese Linearkombination im all-
gemeinen keine Lösung der Differentialgleichungen II und III ist. (3 Punkte)

Aufgabe 2: Differentialgleichungen – Anfangsbedingungen

(8 Punkte)

Die Newtonsche Bewegungsgleichung kx(t) = mẍ(t) (k > 0) hat die allgemeine
Lösung

x(t) = aeλt + be−λt , λ =

√

k

m
, a, b ∈ R .

Die Anfangsbedingungen sind gegeben durch x(0) = x0 und ẋ(0) = v0.

a) Geben Sie a und b (und damit x(t)) in Abhängigkeit von x0 und v0 an.
(1 Punkt)
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b) Im folgenden wird x0 = 1 gesetzt. Für welche Werte von v0 gilt limt→∞ x(t) =
−∞, 0 bzw. ∞? (2 Punkte)

c) Skizzieren Sie die Bahn x(t) für v0 = −2λ,−λ, 0. (2 Punkte)

d) Berechnen Sie die Zeitabhängigkeit von kinetischer und potentieller Energie
für x0 = 1 und beliebige v0. Zeigen Sie für diesen Fall, dass die Gesamtenergie
E = T + V eine Erhaltungsgröße ist. (3 Punkte)

Aufgabe 3: Differentialgleichung erster Ordnung mit nicht-konstanten
Koeffizienten

(4 Punkte)

Gegeben sei eine Differentialgleichung erster Ordnung in der allgemeinen Form:

y′(x) +
p(x)

q(y)
= 0 .

a) Leiten Sie mit Hilfe der Separation der Variablen die folgende (implizite) Form
für die Lösung y(x) her:

Q(y) = −P (x) + c , c ∈ R .

Dabei ist Q(y) eine Stammfunktion zu q(y) und P (x) eine Stammfunktion zu
p(x). (2 Punkte)

b) Betrachten Sie jetzt die Differentialgleichung

y′(x) +
x2

y
= 0 .

Berechnen Sie mit Hilfe des Lösungswegs aus Teilaufgabe a) die Lösungen
y(x). (2 Punkte)
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