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Aufgabe 1: Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

(8 Punkte)

Gegeben sei folgende Differentialgleichung:

4
d2x

dt2
+ 2

dx

dt
− 2x(t) = 0 . (1)

a) Geben Sie einen geeigneten Ansatz für die Lösung dieser Differentialgleichung
an. Auf welche algebraische Gleichung reduziert sich damit die Differential-
gleichung? (2 Punkte)

b) Lösen Sie diese algebraische Gleichung und konstruieren Sie daraus die allge-
meine Lösung der Differentialgleichung. (2 Punkte)

c) Wie lautet die Lösung der Differentialgleichung für die Anfangsbedingungen
x(0) = 0 und ẋ(0) = 1? (1 Punkt)

Die Differentialgleichung wird nun um einen Term erweitert:

4
d2x

dt2
+ 2

dx

dt
− 2x(t) = aeωt . (2)

d) Zeigen Sie, dass die spezielle Lösung

xs(t) =
a

4ω2 + 2ω − 2
eωt

eine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (2) ist. (2 Punkte)

e) Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (2) ergibt sich aus der Summe
der speziellen Lösung xs(t) und der allgemeinen Lösung der entsprechenden
homogenen Differentialgleichung (1). Zeigen Sie, dass diese Summe, also

x(t) = xs(t) + a1e
t/2 + a2e

−t ,

eine Lösung der Differentialgleichung (2) ist. (1 Punkt)
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Aufgabe 2: Differentialgleichungen – Anfangsbedingungen

(8 Punkte)

Die Newtonsche Bewegungsgleichung kx(t) = mẍ(t) (k > 0) hat die allgemeine
Lösung

x(t) = aeλt + be−λt , λ =

√

k

m
, a, b ∈ R .

Die Anfangsbedingungen sind gegeben durch x(0) = x0 und ẋ(0) = v0.

a) Geben Sie a und b (und damit x(t)) in Abhängigkeit von x0 und v0 an.
(1 Punkt)

b) Im folgenden wird x0 = 1 gesetzt. Für welche Werte von v0 gilt limt→∞ x(t) =
−∞, 0 bzw. ∞? (2 Punkte)

c) Skizzieren Sie die Bahn x(t) für v0 = −2λ,−λ, 0. (2 Punkte)

d) Berechnen Sie die Zeitabhängigkeit von kinetischer und potentieller Energie
für x0 = 1 und beliebige v0. Zeigen Sie für diesen Fall, dass die Gesamtenergie
E = T + V eine Erhaltungsgröße ist. (3 Punkte)

Aufgabe 3: Differentialgleichung erster Ordnung mit nicht-konstanten
Koeffizienten

(4 Punkte)

Gegeben sei eine Differentialgleichung erster Ordnung in der allgemeinen Form:

y′(x) +
p(x)

q(y)
= 0 .

a) Leiten Sie mit Hilfe der Separation der Variablen die folgende (implizite) Form
für die Lösung y(x) her:

Q(y) = −P (x) + c , c ∈ R .

Dabei ist Q(y) eine Stammfunktion zu q(y) und P (x) eine Stammfunktion zu
p(x). (2 Punkte)

b) Betrachten Sie jetzt die Differentialgleichung

y′(x) +
x2

y
= 0 .

Berechnen Sie mit Hilfe des Lösungswegs aus Teilaufgabe a) die Lösungen
y(x). (2 Punkte)
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