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Aufgabe 1: Schwerpunkt einer Massenverteilung

(5 Punkte)

Der Schwerpunkt ~R einer Massenverteilung ρ(~r) ist definiert als

~R =
1

M

∫

d3r ~rρ(~r) , mit M =

∫

d3r ρ(~r) .

Berechnen Sie den Schwerpunkt für

a) eine konstante Massendichte ρ0 in einem Würfel mit Kantenlänge L:

ρ(~r) =

{

ρ0 : 0 ≤ x ≤ L , 0 ≤ y ≤ L , 0 ≤ z ≤ L ,

0 : sonst , (2 Punkte)

b) und für eine diskrete Massenverteilung:

ρ(~r) =
4

∑

n=1

mδ(~r − ~rn) , mit ~rn =





n

1 + n

n2



 . (3 Punkte)

Aufgabe 2: Mehrfachintegrale

(8 Punkte)

Berechnen Sie die Dreifachintegrale

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz fi(x, y, z) ,

für die folgenden Funktionen fi(x, y, z):

a) f1(x, y, z) = x2yez, (2 Punkte)

b) f2(x, y, z) = (x+ y)(z2 + x), (3 Punkte)

c) f3(x, y, z) = zy2exyz. (3 Punkte)
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Aufgabe 3: Divergenz

(6 Bonuspunkte)

Die Divergenz eines Vektorfelds ~A(~r) ist definiert als

~∇ · ~A(~r) =
∂Ax(~r)

∂x
+

∂Ay(~r)

∂y
+

∂Az(~r)

∂z
, mit ~A(~r) =





Ax(~r)
Ay(~r)
Az(~r)



 .

Berechnen Sie die Divergenz der Vektorfelder

a) ~A1(~r) = ~r, (1 Punkt)

b) ~A2(~r) = ~b× ~r, mit einem konstanten Vektor ~b ∈ R
3. (2 Punkte)

c) Zeigen Sie die folgende Produktregel (dabei ist ϕ(~r) ein beliebiges skalares
Feld):

~∇ ·

(

ϕ(~r) ~A(~r)
)

= ϕ(~r) ~∇ · ~A(~r) + ~A(~r) · ~∇ϕ(~r) . (3 Punkte)

Aufgabe 4: Rotation

(4 Bonuspunkte)

Die Rotation eines Vektorfelds ~A(~r) ist definiert als

~∇× ~A(~r) =







∂Az(~r)
∂y

−
∂Ay(~r)

∂z
∂Ax(~r)

∂z
−

∂Az(~r)
∂x

∂Ay(~r)

∂x
−

∂Ax(~r)
∂y






.

Berechnen Sie die Rotation der Vektorfelder ~A1(~r) und ~A2(~r) aus Aufgabe 3.

Aufgabe 5: Gradientenfelder, Wirbelfelder

(6 Bonuspunkte)

a) Zeigen Sie, dass für beliebige skalare Felder ϕ(~r) gilt:

~∇×

(

~∇ϕ(~r)
)

= ~0 ,

d.h.:
”
Gradientenfelder sind wirbelfrei“. (3 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass für beliebige Vektorfelder ~A(~r) gilt:

~∇ ·

(

~∇× ~A(~r)
)

= 0 ,

d.h.:
”
Wirbelfelder sind quellenfrei“. (3 Punkte)
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