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8. Ein Stabpendel auf der Waage

Ein massiver Stab der Masse M und Linge L ist an einem Ende frei drehbar in einem Lagerpunkt
eines Gestells (vernachlassigbare Masse) aufgehingt. Das Gestell mitsamt dem frei pendelnden Stab
ruht auf einer Waage. Das Pendel werde aus seiner Ruhelage um einen Winkel g ausgelenkt und aus
dieser Lage losgelassen. Daraufhin fiihrt es eine harmonische Pendelbewegung mit Amplitude ¢ und
Frequenz w aus. Was zeigt die Waage wiahrend des Pendelns an? Welche Kraft wirkt dabei auf den
Lagerpunkt des Gestells?

9. Schwerpunktsberechnung

In der Vorlesung haben Sie gelernt, dass der Schwerpunkt eines Systems von N Punktteilchen der
Massen m; mit Ortsvektoren r; (fiiri = 1,2,..., N) durch den Ausdruck R := ﬁ Zf\il m; r; mit der
Gesamtmasse M := Zf\il m; gegeben ist. Bei der Schwerpunktsberechnung von makroskopischen
Kérpern (z.B. eines Bechers) ist eine Unterteilung in die (Quasi-) Punktteilchen, namlich die Atome,
viel zu aufwendig und daher wenig sinnvoll. Statt jeden einzelnen Ortsvektor und die dazugehérige
Atommasse zu beriicksichtigen, fassen wir eine groRere Gruppen von Punktteilchen zu Massenele-
menten dM (r) mit Ortsvektor r zusammen. Der Ortsvektor r ist wiederum als Ortsvektor des
Schwerpunktes von dM (r) zu verstehen. Dann ist der Gesamtschwerpunkt — analog zu der Formel
fir N Punktteilchen — durch
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Korper
gegeben. Um den Gesamtschwerpunkt praktisch zu berechnen, miissen wir also nur den makroskopis-
chen Korper sinnvoll (d.h. angepasst an seine mégliche Symmetrie) in kleine Massenelemente dM (r)

unterteilen. Das geschieht durch geeignete Wahl des Koordinatensystems (z.B. fiir einen kugelférmi-

dM(r) .
o) Die

Massendichte p(r) ist in den einfachsten Fillen homogen, also ortsunabhingig (p(r) = p) innerhalb
des Kdrpers. Dann ergibt sich fiir die Masse des makroskopischen Korpers

gen Korper Kugelkoordinaten) und Benutzung des jeweiligen Volumenelements dV (r) =

M = dV(r) p
Korper



und fiir seinen Schwerpunkt

a)

b)

c)

d)
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Berechnen Sie den Ortsvektor des Schwerpunkt eines Vollzylinders mit Lange L, Radius R
und Massendichte p. Nutzen Sie bei der Wahl des Koordinatensystems die Symmetrie des

Problems!
Derselbe Vollzylinder wird nun der Lange nach halbiert. Wo liegt der Schwerpunkt einer der

beiden Halften nun?
Berechnen Sie nun den Ortsvektor des Schwerpunkt eines Vollkegels mit Héhe H, Radius R

der Grundflache und Massendichte p. Wie verandert sich die Lage des Schwerpunktes unter
Scherung des gesamten Kegels parallel zur Grundflache?

Ohne zu rechnen, argumentieren Sie, warum lhr Wasserglas am stabilsten steht, wenn Sie es
(nach und nach) so weit mit Wasser fiillen, bis Schwerpunkt und Fliissigkeitsspiegel zusam-
menfallen.

10. Phasenraumportrait

In dieser Aufgabe wollen wir uns mit Phasenraumportraits beschiftigen.

a)

b)

Zunichst betrachten wir das System einer frei fallenden Masse m im homogenen Gravita-
tionsfeld unter Vernachlassigung der Reibungskraft. Wir beschranken uns auerdem auf eine
Dimension, also auf die Hohe h(t) als einzige relevante Ortskoordinate. Zeichnen Sie das
Phasenraumportrait.

Nun betrachten wir das sog. mathematische Pendel: Eine Punktmasse m ist hierbei mittels
einer als masselos anzunehmenden Pendelstange an einer Achse befestigt und kann sich nur
in der zur Achse senkrechten Ebene bewegen. Auch hier ist die Bewegung der Punktmasse
eindimensional und beschrieben durch die Auslenkung ¢(t) aus der Ruhelage bei ¢ = 0. Fer-
tigen Sie qualitativ (also ohne zu rechnen) das Phasenraumportrait des Systems an, indem Sie
zunachst nur iiberlegen, wie sich das System im Phasenraum entwichkelt, wenn Sie die Punk-
tmasse von der Ruhelage aus mit sehr kleinen bzw. sehr groBen Anfangsgeschwindigkeiten
starten lassen. Was geschieht bei mittleren Geschwindigkeiten?

11. Korper im Zentralkraftfeld

Gegeben sei das Zentralkraftfeld

a)

b)
c)

d)

B

F(r) = —at

Bestimmen Sie das effektive Potential Ugss(r) fiir ein Teilchen der Masse m mit Drehimpuls-
betrag | := |L| im Kraftfeld F(r).
Bestimmen Sie die Stelle o und den Wert Usg(rg) des Maximums von Usg(r).

Diskutieren Sie qualitativ die verschiedenen Typen von Bahnkurven (insbesondere diejenige
mit E = Ug(ro)), die in diesem Potential mdglich sind.
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Nun seien m = 1kg, 8 = 1 Nm?, rg = (éﬁ) und vo = (—snrlnssl> zur Zeit t = 0 gegeben.
m Oms~!

Fallt das Teilchen unter diesen Anfangsbedingungen in das Kraftzentrum oder entweicht es

ins Unendliche?



