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14. Charakteristische Funktion 6+4 Punkte

Zu einer Zufallsvariable X definieren wir die charakteristische Funktion als
χX : R → C

k 7→ < e−ikX >

Anmerkung: Hat X die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x), so ist χX (k) deren Fouriertransformierte
p̂(k).
a) Zeigen Sie für alle unabhängigen Zufallsvariablen X und Y sowie Zahlen a ∈ R:

1. χX (0) = 1

2. |χX (k)| ≤ 1 für alle k

3. i d
dk χX (k)

∣∣
k=0

=< X >

4. − d2

dk2 χX (k)
∣∣∣
k=0

=< X2 >

5. χaX (k) = χX (ak)

6. χX+Y (k) = χX (k) χY (k)

Bei 3. und 4. sei vorausgesetzt, dass beide Seiten existieren und endlich sind.
b) Sei X eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte

pn,q(x) =
n∑
l=0

δ(x− l) ql(1− q)n−l
(
n

l

)
Bestimmen Sie χX und daraus Mittelwert und Varianz von X.

15. Wahrscheinlichkeitsdichten 2+2+2+2+2 Punkte

Bestimmen Sie von den folgenden Wahrscheinlichkeitsdichten jeweils den korrekten Normierungs-
faktor Ni sowie Erwartungswert und Varianz. a ist jeweils ein positiver Parameter,

Θ(x) :=
{

0 : x < 0
1 : x ≥ 0

. Hinweis: Eine Skizze der Dichte ist jeweils hilfreich.

a) p(x) = N1 (a− |x|) Θ(a− |x|)
b) p(x) = N2 Θ(a− x) Θ(x)
c) p(x) = N3 Θ(x) e−ax

d) p(x) = 1
4δ(x) + 1

2δ(x− a) + 1
4δ(x− 2a)

e) p(x) = N4
1

a2+x2

1



16. Zentraler Grenzwertsatz 2+3+3+3 Punkte

SeiX eine Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz σ2 > 0. Wieder seienX(1), X(2), . . . , X(n)

n unabhängige Zufallsvariablen mit derselben Verteilung wie X, und

Zn :=
1√
n

n∑
i=1

X(i) (=
√
n Xn)

deren mit
√
n skalierter Mittelwert, wieder eine Zufallsvariable. In der Vorlesung wurde bewiesen,

dass die Varianz von Xn durch σ2/n gegeben ist. Wir wollen noch weiter gehen: Für große n
und vernünftige Verteilungen von X geht die Verteilung von Zn in gewissem Sinne gegen eine
nur von der Varianz bestimmte Gaußverteilung.
a) Zeigen Sie:

χZn (k) =
(
χX

(
k√
n

))n

b) Motivieren Sie in obigem Ergebnis die Näherung χX ( k√
n

) ≈ e−
(σk)2

2n
+ε. Die kleine Störung

ε ist noch eine Funktion von k, n und χX . Welche Bedingungen muss man an χX stellen?
c) Präzisieren Sie ε und berechnen Sie limn→∞ χZn (k).
d) Berechnen Sie χY der Zufallsvariable Y mit Wahrscheinlichkeitsdichte

p(Y ) =
1

σ
√

2π
e−

1
2(Yσ )2

und vergleichen Sie.
Hinweis: der Normierungsfaktor 1

σ
√

2π
ist nur das: er garantiert

∫∞
−∞ p(Y )dY = 1 und

fällt schnell aus der Rechnung heraus.

17. Satz von Liouville 2+4+3 Punkte

In geeigneten Einheiten ist die Hamilton-Funktion des eindimensionalen harmonischen Oszillators
H0(q, p) = ω

2 (p2 + q2).
a) Bestimmen Sie daraus die Bewegungsgleichungen und lösen Sie diese allgemein.
b) Skizzieren Sie das Phasenraumvolumen {(q, p) | 1 ≤ q ≤ 2 ∧ −1

2 ≤ p ≤ 1
2} und wie es

sich nach den Zeiten π
4ω ,

π
2ω ,

π
ω ,

3π
2ω und 2π

ω entwickelt.
c) Nun stören wir den Oszillator etwas: die Hamilton-Funktion ist nunH1(q, p) = H0(q, p)+

ε
2(p2 + q2)2 mit kleinem ε. Wie verändert das die Bewegungsgleichungen? Wie sieht das
Phasenraumvolumen aus b) aus, nachdem es sich für eine gegenüber 1/ε großen Zeit
entwickelt hat?
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