Institut fiir Theoretische Physik Rochus Klesse
Universitat zu Koln Christopher Max

Theoretische Physik I
9. Ubung

Wintersemester 18/19

Abgabe der Aufgaben 28,29 und 30 bis Mittwoch, den 12.12.2018, 11:00 Uhr
in den entsprechenden Briefkisten vorm Eingang des Instituts fiir Theoreti-
sche Physik.

Zur Diskussion
e Was ist eine Phasenraumbahn?
e Wie lauten die Hamiltonschen Gleichungen und wozu kann man sie gebrauchen?
e Was versteht man unter dem Hamiltonschen Fluss?

o Was ist ein wverallgemeinerter Impuls ?

28 Harmonischer Oszillator 10

Betrachten Sie einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit Potential U(q) =
%/’{;q2 fiir ein £ > 0. Bestimmen Sie die zugehorige Lagrange und Hamiltonfunktion, stel-
len Sie die Euler-Lagrange- sowie die Hamiltonschen Gleichungen auf und iiberzeugen
Sie sich von deren Aquivalenz.

29 Hamiltonscher Fluss und der Satz von Liouville 3+3+4

a) Bestimmen und skizzieren Sie das Hamiltonsche Vektorfeld fiir den harmonischen
Ostzillator aus Aufgabe 28. Zeichnen Sie auch Phasenraumbahnen ein.

b) Bestimmen und skizzieren Sie das Hamiltonsche Vektorfeld fiir den (anti-)harmonischen
Oszillator fir den Fall £ < 0. Zeichnen Sie hier ebenfalls Phasenraumbahnen ein.

¢) Bestimmen und skizzieren Sie das Hamiltonsche Vektorfeld eines freien Teilchens. De-
monstrieren Sie den Satz von Liouville fiir ein um den Ursprung zentriertes Rechteck
mit den Eckpunkten (—a/2,+£b/2), (a/2,1+b/2). Skizzieren Sie die Entwicklung des
Rechtecks im Hamiltonschen Fluss.



30 Wiederkehrzeit 3+7

Wir betrachten ein System bestehend aus N Teilchen, die jeweils frei (d.h. mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit) auf einem Kreisring rotieren. ¢ sei die Winkelkoordinate des
k-ten Teilchens. Die Umlaufzeit des k-ten Teilchens sei

T.=kTy, k=1,...,N,

mit Ty = 1s. Zur Zeit t = 0 gelte o3 = o = --- = pny = 0.

a) Zeigen Sie, dass die Wiederkehrzeit t,,, nach der alle Teilchen wieder die Winkelko-
ordinate y; = 0 aufweisen, durch

te =keV(1,2,3,...,N) Ty

gegeben ist. Hierbei ist kgV(ny,ng,...,n,,) das kleinste gemeinsame Vielfache der
ganzen Zahlen ny,no, ... Ny,.

b) Begriinden Sie die Abschéitzung

keV(1,2,3,...,N) > [] ».

wobei die rechte Seite das Produkt aller Primzahlen p kleiner gleich N bezeichnet.
Fiir eine hinreichend glatte Funktion f(p) (wie etwa Inp) und hinreichend groftes N
gilt zudem die Néherung

N 1
30 ~ | f@pd.
(Die Summe lauft iiber alle Primzahlen kleiner gleich N.) Zeigen Sie damit, dass
tw ~ Ty eN 2.

Wie grof muss demnach N gewahlt werden, damit eine Wiederkehr in den Anfangs-
zustand innerhalb der néchsten 10 Millarden Jahre ausgeschlossen ist? Bestimmen
Sie aufserdem t,, fiir N = 100 bzw. 1000 und vergleichen Sie diese Zeiten mit dem
Alter des Universums.



