Institut fiir Theoretische Physik R. Klesse
der Universitdt zu Koln A. Wolff, T. Zell

4. Ubung zur Theoretischen Physik in zwei Semestern 11

Wintersemester 2009/2010

Abgabe: Mittwoch 11. November, Klausur: Dienstag 1. Dezember, 10-12 Uhr
14. Skalarprodukt 10 Punkte

Zusténde [¢)), |¢) und |x) eines Teilchens in einer Dimension seien durch Wellenfunktionen
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gegeben. Die Konstanten o und d haben die Dimension Linge, k die Dimension 1/Ldnge.

a) Skizzieren Sie die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten dieser Zustdnde fir o = 1,
d=3cund k=1/o.

b) Bestimmen Sie die Skalarprodukte (¥|y), (p|¢) und (x|). Benutzen Sie dabei die
Identitét ffooo e~z b gy — geb2/ e oiiltig fiir a reell positiv und b beliebig komplex.

Wir betrachten nun die Superposition |) = «a(|y)) + |x)), wobei « reell.

¢) Bestimmen Sie die Norm von |¢). Wie muss « gewihlt werden, damit |¢) normiert ist?
d) Welche Wellenfunktion besitzt der Zustand |9)?

e) Skizieren Sie die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte von |[J) fir a = 1/v/2, o = 1,
k =10/0 und vergleichen Sie diese mit 3(|¢(z)[> + |x(2)[?).

15. Orts- und Impulserwartungswert 10 Punkte

Wir betrachten wieder die Zusténde [i) und |y) eines Teilchen in einer Dimension aus Aufga-
be 14.
a) Bestimmen Sie die Erwartungswerte von Ort 2 und Impuls p beziiglich beider Zusténde.

b) Bestimmen Sie nun auch die Erwartungswerte der quadrierten Observablen z? und p?
fiir den Zustand |¢). Diskutieren Sie die Abhéngigkeit von 0. Was sagen diese Grofien
iiber den Ausgang von Orts- bzw. Impulsmessungen aus?

16. Kernspintomographie 10 Punkte

In der Kernspintomographie werden, grob gesagt, Wasserstoffatome anhand des magnetischen
Moments des Wasserstoftkerns, des Kernspins py, detektiert. Wesentlich fiir die Funktionsweise
des Tomographen sind neben einem sehr starken konstanten Magnetfeld By = — Bz ein schwa-
ches, in der xy-Ebene rotierendes Wechselfeld B (t) = —Bj cos(wt)x + Bj sin(wt)y. Der Effekt
des Wechselfeldes B (t) auf den Zustand des Kernspins ist Gegenstand dieser Aufgabe.



a)

b)

d)

Die quantenmechanische Beschreibung des Kernspins ist analog derjenigen des magne-
tischen Moments des Silberatoms im Stern-Gerlach-Experiment. D.h. wenn |¢4) und
|th_) z4 und z— polarisierte Zustinde des Kernspins beschreiben, dann sind + und z—

polarisierte Zustdnde durch |p4) = % und |p_) = %;W*) gegeben, y+ und
y— polarisierte Zusténde durch |y4) = %und Ix—) = % Begriinden Sie,

dass die Observablen des magnetischen Moments in z,y und z Richtung durch folgende
Operatoren gegeben sind:

fo = pN([P-XP+] + [P X-])
fiy = ipN([P-Xot] = [P Xb-])
fiz = pN (P ot] = [P )X-]) .

Zeigen Sie, dass der Hamilton-Operator H = Byji, + Bi cos(@t)fi, — By sin(@t)fi, in
folgende Form gebracht werden kann:

H = Boji. + pnBi(e ™ [ )| + et™ [ Xy ).

Verwenden Sie den Ansatz |[¢(t)) = a4 (t)|Y4+) + a—(f)|¢—) um zu zeigen, dass die
Schrodinger-Gleichung fiir |4 (t)) fiir die Koeffizienten a4 (t) und a—(t) die Differential-
gleichungen

Q4 = —i%mr — i%e*i‘:’ta_ und a- = —H'ga_ — i%e”‘:’taJr
impliziert. Hierbei ist w = 2|By|uxn/h die Larmor-Frequenz und wy = 2|By|un/h.
Losen Sie die Differentialgleichungen in c¢) fiir den Fall ©® = w (Resonanz) mittels des
Ansatzes

t

as(t) =gt)e ™ und a_(t) = f(t)etiT .
(Einsetzen und nochmaliges Differenzieren fithrt auf die Thnen bekannte DGL § =

2
—%Lg.) Diskutieren Sie anhand der so bestimmbaren Koeffizientenfunktionen o (t) die
Dynamik des Anfangzustandes [¢g) = |1)_). Welcher Zustand liegt zur Zeit t; = 7/w;
bzw. zur Zeit t9 = 27 /w; vor?



