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Kapitel 1

Newton Mechanik

1.1 Formale Grundlagen

Wir beginnen dieses Kapitels mit der formalen Entwicklung der Newton’schen Me-
chanik. Der erste Schritt besteht in der Definition der ’Arena’, in der sich die Me-
chanik abspielt, der Raum-Zeit und ihrer Gallilei’schen Struktur

1.1.1 Raum-Zeit

Grundlegend fiir den Aufbau der Mechanik ist die Raum-Zeit. Es handelt sich
dabei um eine Menge A* = 7 x A3, die dem raum-zeitlichen Kontinuum unserer
Anschauung entspricht. Man bezeichnet die Elemente a € A als Weltpunkte oder
Ereignisse. Ein Ereignis a = (s,a) ist durch eine zeitliche Komponente s und ei-
ne rdumliche Komponente a festgelegt. (Notation: Wir bezeichnen die raumartige
Komponente eines Ereignisses a in Fettdruck, a.) Die Schreibweise A* = 7 x A?
suggeriert, daf§ die Aufspaltung in Raum, A%, und Zeit, 7, in der klassischen Me-
chanik absolut ist. Uber diese Faktorisierung hinaus hat die Raum-Zeit aber noch
viel mehr Struktur: Es handelt sich bei A* nicht um irgendeine Menge von Punkten
sondern um einen 4 = 1 4 3 dimensionalen Raum mit einer affinen Struktur. (Die
Faktoren A% und 7 ihrerseits sind affine Riume der Dimension drei und eins.)

Info: Ein affiner Raum A ist ein Tripel bestehend aus (i) einer Menge, die ebenfalls
mit A bezeichnet werden soll und deren Elemente Punkte genannt werden, (ii) einem
Vektorraum V' und (iii) einer Verkniifung + : A x V' — A, die folgende Eigenschaften hat:

1. Zu je zwei Punkten a,b € A gibt es genau einen Vektor v € V', derart dafl a+v = b.
2. Firae Aund v,w € V gilt (a+v) +w=a+ (v+ w).

Punkt 1. besagt, daf je zwei Punkte a,b € A iiber einen Vektor v € V eindeutig mitein-
ander verkniipft sind. Man bezeichnet diesen Vektor auch als v = b — a. (Punkte eines
affinen Raumes kénnen subtrahiert aber nicht addiert werden.) Sobald man einen Punkt
o € A als Referenzpunkt auszeichnet, wird der Vektorraum V mit dem affinen Raum .4
indentisch. Jedes andere Element a € A 148t sich dann nédmlich in eindeutiger Weise als
a = 0+ v mit einem v € V darstellen. Punkt 2. beinhaltet, daf3 die Addition in A mit
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der Vektoraddition in V ’vertriglich’ ist. Grob gesprochen kann man also sagen, dafl ein
affiner Raum &quivalent ist zu einem Vektorraum, mit der Ausnahme, dafl kein Punkt eine
ausgezeichnete Rolle spielt. (In einem Vektorraum spielt der Nullvektor eine ausgezeich-
nete Rolle.)

Die Affinitit der Raum-Zeit bedeutet, (i) daf man fiir je zwei Punkte a,b € A%,
die Differenz a — b = v bilden kann, wobei v € R* = R x R? ein Vektor aus dem
vierdimensionalen Vektorraum R* ist. Die Aufspaltung des R* in zwei Komponenten
ist durch die raum-zeitliche Aufspaltung von A* induziert. (ii) LBt sich bei fester
Wabhl eines Ursprungs o € A* jeder Punkt a € A* in eindeutiger Weise als a = o+v
mit einem v € R* darstellen. In Worten: Nach Wahl eines Ursprungspunkts ist
die Raumzeit mit dem Vektorraum R* identifizierbar. Zum Beispiel konnten sie
sich entscheiden, alle Zeiten in Bezug auf diesen Moment und alle Orte in Bezug
auf ihren momentanen Aufenthaltsort zu messen. Damit konnen sie jedes andere
Ereignis in Raum und Zeit iiber seine zeitliche und raumliche Differenz zu ’'ithrem’
Ursprungspunkt festlegen. Es ist wichtig, sich in Erinnnerung zu behalten, dafl die
vorherige Wahl eines Ursprungspunkt hierbei wesentlich ist; In der Raum-Zeit gibt
es kein absolutes Bezugssystem, alle Punkte sind ’gleichberechtigt’.

Abbildung 1.1: Zur Struktur der Raum-Zeit. Bei @ und b handelt es sich um gleich-
zeitige Ereignisse.

Als ein weiteres Strukturelement der Raum-Zeit fithren wir den Begriff des Abstands
ein. Wir alle sind es gewohnt, Ereignisse iiber ihren raumlichen und zeitlichen Ab-
stand zueinander zu charakterisieren. Im folgenden wollen wir diesen Begriff prézi-
sieren und mit der oben eingefiihreten affinen Struktur in Verbindung bringen.

> Fiir zwei Ereignisse a = (s,a) und o’ = (s, a’) bezeichnet man t = s — s € R
als die Zeit die zwischen ihnen vergangen ist. Zwei Ereignisse (s, a) und (s, a’)
mit ¢ = 0 heiflen gleichzeitig (vgl. Fig. 1.1).
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> Die Menge aller Ereignisse, die zu einem Referenzereignis gleichzeitig ist, ist
in natiirlicher Weise zu A3, also der rdumlichen Komponente der Raum-Zeit,
isomorph. Fiir zwei solche Ereignisse, (s,a),(s,a’) ist v = a —a’ € R? ein
dreikomponentiger Vektor. Wir bezeichnen

p(a, a,) = \/<a —al,a— a’),

als den Abstand zwischen den Ereginissen, wobei (v,w) = Zf’zl vw; das
Standardskalarprodukt des R? ist.

Beachten sie, daf§ der Begriff des Abstands nur fiir gleichzeitige Ereignisse
erklart ist. Von einem Abstand zwischen zwei ungleichzeitigen Ereignissen zu
sprechen macht keinen Sinn.

Den mit dem oben eingefiihrten Zeit- und Abstandsbegriff ausgestatteten Raum A*
bezeichen wir als Galilei’schen Raum.

R3 ‘
Xﬂ )
el® X
0 % t

Abbildung 1.2: Zur Definition von Koordinatensystemen.

Um effizient mit der Galilei Raum-Zeit arbeiten zu konnen, fithren wir noch den
Begriff des Koordinatensystems ein. Ein fiir unsere Zwecke geeignetes Koordina-
tensystem ld8t sich folgendermaflen konstruieren.

1. Wir zeichnen einen Punkt o € A* als Ursprung aus.

2. Im dreidimensionalen Vektorraum R3, der den zu o gleichzeitigen Ereignis-
se entspricht, fithren wir ein Basissystem orthonormaler Vektoren {e;, e,, es}
ein (vgl. Fig. 1.2, wo wir mangels darstellbarer Dimensionen den Raum zweidi-
mensional gezeichnet haben.) Man kann sich die Zeit formal {iber einen vierten
Einheitsvektor ey erzeugt denken.

3. Damit ist jeder Punkt der Raum-Zeit als

3

a=o+tey+ inez
=1

darstellbar.
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Bei vorgegebener Wahl eines Ursprungs und eines raumartigen Koordinatensystems
kénnen wir jeden Punkt der Raum-Zeit also iiber einen Koordinatenvektor

t
T
T2
Zs3

a <

identifizieren. Der sprachlichen Effizienz halber werden wir im folgenden nicht immer
explizit zwischen Koordinatenvektoren und den ihnen zugeordenten Punkten unter-
scheiden. Falls einmal Verwirrung entstehen sollte, ist es gut, sich die in diesem
Abschnitt entwickelten Zusammenhénge noch einmal zu vergegenwértigen.

1.1.2 Galilei Transformationen

Die Galilei Raum-Zeit spielt in der Entwicklung der klassischen Mechanik eine im-
mens wichtige Rolle. Die bald einzufithrenden Newton Gesetze werden sich ohne
Riickgriff auf diese Struktur nicht verniinftig erkldren lassen. Eine Frage, mit der
wir immer wieder konfrontiert werden sein ist folgende: Gegeben einen Galilei Raum
A*: was ist die maximale Menge von Transformationen, d.h. affiner Abbildungen

g: AY — A
a +— gla)=b=(u,b),

die seine Struktur invariant lassen?

Info: Eine Abbildung
g: A — A
a — g(a)

eines affinen Raumes A in sich heifit affine Abbildung, wenn es in dem A zugeordneten
Vektorraum eine lineare Abbildung X : V' — V mit folgender Eigenschaft gibt:

Va,b e A:g(a) —g(b) = X(a—b).
Setzen wir speziell b = o (o0: Ursprungspunkt), so folgt
g(a) = g(0) + X,

, wobei v = a — o der a zugeordnete Vektor ist. Affine Abbildungen sind also in gewisser
Weise die natiirliche Verallgemeinerung linearer Abbildungen auf affine Strukturen; Bis
auf eine Translation (der Beitrag g(o) auf der rechten Seite) ist eine affine Abbildung
durch eine lineare Abbildung festgelegt.

'Invariant’ heiflt hierbei, dafl sich der zeitliche Abstand zwischen zwei Ereignissen
unter der Transformation nicht dndert, t —¢ = u—u’ und dafl der Abstand zwischen
gleichzeitigen Ereignissen invariant bleibt p(a — a’) = p(b — b’). Abbildungen mit
dieser Eigenschaft heifen Galilei Transformationen
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Abbildung 1.3: Galilei Transformation: Links: Translation, Mitte: Rotation, Rechts:
gleichférmige Bewegung. Oben: Aktives Bild; Unten: Passives Bild

Um Beispiele von Galilei Tranformationen zu formulieren, denken wir uns ein Ko-
ordinatensysstem gewihlt, d.h. jeder Punkt ist iiber seinen Koordinatenvektor x =
(t,x) identifiziert. Drei verschiedene Typen von Galilei Transformationen lassen sich
nun ohne weiteres angeben (vgl. Fig. 1.3, oben):

1. Translation: Die Raum-Zeit Koordinaten jedes Punktes werden um einen
festen Vektor verschoben:

gAY =AY
(t,x) — (t+u,x+V).

2. Rotation des Raumes: Die Raumkomponente jedes Punktes wird um einen
Ursprungspunkt rotiert:

g AY — A4
(t,x) +— (¢, Rx),

wobei R eine Drehung der rdumlichen Komponente beschreibt. Genauer gesagt
bezeichnet R € SO(3) eine dreidimensionale Drehmatrix, d.h. eine 3 x 3 Matrix
mit den Eigenschaften RTR = 13 und det R = 1. (SO(3) ist die dreidimen-
sionale spezielle orthogonale Gruppe, also die Gruppe aller Matrizen O, mit
OTO = 13 und det O = 1.) Beachten sie, daf in der Definition dieser Transfor-
mation die Wahl des Ursprungspunktes o wesentlich ist: Wenn man von einer
Drehung des Raumes aller Punkte spricht, mufl man immer mit angeben um
welchen Punkt gedreht wird.
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3. Gleichformige Bewegung: Die Raum-Zeit Koordinaten jedes Punktes wer-
den geméaf

g5 AY — A4
(t,x) — (t,x+vt)
transformiert.

Jede dieser Abbildungen erfiillt die oben ausgesprochenen Bedingungen. Das gleiche
gilt fiir Abbildungen, die durch Hintereinanderschaltung von ¢y, ..., g3 entstehen,
z.B. g1 0 g3, ws.w. Etwas weniger trivial sind die folgenden zwei Aussagen: (i) Die
Menge der Abbildungen der Struktur g;, g2, g3 bildet eine Gruppe. Sie heifit Galilei
Gruppe. (ii) Jede Galilei Transformation ist in der Galilei Gruppe enthalten

Aufgabe: Welche anderen (auBer 2.)) der oben angegebenen Galilei Transformationen
erfordern die Wahl eines Koordinatenursprungs. Formulieren sie die Transformationen
ohne expliziten Bezug auf ein Koordinatensystem.

Aufgabe: Rekapitulieren Sie die Definition einer Gruppe. Verifizieren Sie, dafy die Menge
der Abbildungen vom Typ g1, g2, g3 eine Gruppe bildet. Wieviele freie Parameter hat die
Galilei Gruppe?

Aufgabe: Beweisen sie die Aussage (ii).

Die oben aufgefiihrten Abbildungen bilden jeden Punkt des Raumes auf einen an-
deren Punkt ab. Die Abbildung ist iiber ihre Koordinatendarstellung identifiziert.
Man bezeichnet diese Interpretation von Galilei Transformationen als die aktive
Interpretation. Der Grund der Wortwahl liegt darin, dafl es — wie bei jeder af-
finen Abbildung — noch eine zweite, die sogenannte passive Interpretation der
Galilei Transformation gibt. In diesem zweiten Bild denkt man sich die Punkte des
Raumes als fest. Lediglich ihre Koordinaten &ndern sich (vgl. Fig. 1.3, untere Reihe).
M.a.W. die Galilei Transformation beschreibt den Ubergang von einem Koordina-
tensystem zu einem anderen. Unter einer allgemeinen Galilei Transformation kénnen
sich der Ursprung eines Koordinatensystems und die Basis seines raumartigen An-
teils &ndern. Aufgrund der Tatsache, dafl in der Raumzeit kein Punkt ausgezeichnet
ist, sind beide Bilder einander dquivalent.

Aufgabe: Machen Sie sich diesen letzten Sachverhalt anschaulich klar!

1.2 Newton Axiome

Das Grundproblem der klassischen Mechanik ist die Beschreibung der Bewegung von
Korpern (genauer: Massenverteilungen) in der oben eingefiihrten Raumzeit. Newtons
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grofle Leistung war, ein konzises System von nur drei Gesetzen aufgestellt zu haben,
die dieses Problem, im Prinzip, vollstdndig 16sen. Threr Schonheit wegen, formulieren
wir die Newton Gesetze (genauer sollte man sagen, die Newton Axiome) in ihrer
Originalform:

Lex Prima: Jeder Kérper verharrt in seinem Zustand der Ruhe oder der
gleichformig geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kréfte
gezwungen wird, seinen Bewegungszustand zu dndern.

Lex Secunda: Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegen-
den Kraft proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden
Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.

Lex Tertia: Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich; oder: die Wir-
kungen zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter
Richtung.

Wenn man diese zum ersten Mal liest, wirken sie vielleicht nicht sonderlich erhellend.
Das liegt zu einem guten Teil daran, dafl (i) Begriffe auftauchen, deren Bedeutung
noch nicht klar gefasst ist (Was ist mit 'Kraft’, "Wirkung’ u.s.w. gemeint?) und
(ii) der Tatsache, da} die Gesetze, dem Gebrauch fritherer Zeiten entsprechend, in
Worten statt in Formeln abgefasst sind. Im folgenden wollen wir die Gesetze so
aufbereiten, daf sie fiir den alltdglichen Gebrauch tauglich werden. Wir beginnen
mit einer Begriffsklarung und nutzen die Gelegenheit, gleich noch einige Termini
einzufiihren, die zwar nicht in den Gesetzen selbst auftauchen, aber zu ihrer Inter-
pretation benétigt werden.

Als einen Korper bezeichnen wir zunéchst ein punktformiges Objekt, dem wir eine
Masse m zuweisen. (Bemerken Sie, dafl wir einen Begriff auf den anderen abwiélzen,
denn was ist die Masse? Zur Kldrung dieser Problematik, siche unten.) Zu jedem
Zeitpunkt s, ist die Position des Korpers durch einen Punkt a = (s, a) in der Raum-
zeit bestimmt.

Info: Auf den ersten Blick mag die Punkt-Idealisierung akademisch anmuten; welcher
interessante Korper ist schon punktférmig? Tatséchlich ist diese Restriktion, die wir im
iibrigen spiter aufheben werden, nicht so einschrinkend wie es zunéchst scheint. Das
liegt an folgendem Sachverhalt, den wir hier nur zitieren, spéter aber beweisen werden:
(i) Jedem ausgedehnten Korper der Gesamtmasse m lédsst sich in eindeutiger Weise ein
Schwerpunkt a zuordnen. (ii) Bei Anwesenheit &duflerer Krifte, bewegt sich der Schwer-
punkt des Korpers so, wie es ein mit dem Schwerpunkt zusammenfallendes punktformiges
Objekt der Gesamtmasse m tiéte.

Die Bewegung des Korpers ist durch eine Kurve im dreidimensionalen affinen Raum

A3

T — A

s = a(s),
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el |

Abbildung 1.4: Bewegung eines Punktes in kartesischen Koordinaten dargestellt. Das
hier auftretende Symbol a bezeichnet den Beschleunigungsvektor und hat nichts mit
den (gleichfalls mit a bezeichneten) affinen Raumpunkten zu tun.

beschrieben, die jeder Zeit s den instantanen Raumpunkt des Koérpers zuweist.
Alternativ kénnen wir uns die Bewegung als eine 'Linie’ von Weltpunkten {a =

(s,a(s))|s € T} in der Raum-Zeit, eine sogenannte Weltlinie vorstellen. Es ist bei
diesen Definitionen wichtig, sich folgendes klarzumachen.

> Eine Kurve ist ein geometrisches Objekt, dafl unabhéngig von der Wahl eines

Koordinatensystems existiert. Um die Kurve konkret zu beschreiben, werden
wir i.d.R. ein System von Koordinaten verwenden, d.h. wir werden einen Ur-
sprung o € A% in der Raum-Zeit festlegen und jeden Punkt a = (s,a) < (t,x)
mit seinem Koordinatenvektor identifizieren. In Koordinaten hat die Bewe-
gung dann die Darstellung (vgl. Fig. 1.4)

R —R?3
t o~ x(t).

Man mu$ sich hierbei in Erinnerung halten, dafl die Koordinatenwahl willkiirlich
ist und — bei gleichbleibender Kurve — wechseln kann. Insbesondere ist es nicht
immer zweckméafBig, sich auf kartesische Koordinaten zu beschréanken. Gegeben,
z.B. die in kartesischen Koordinaten beschriebene kreisférmige Bewegung

x(t) = (R cos(wt), Rsin(wt),0)

koénnen wir zu einer sphérischen Polarkoordinatendarstellung tibergehen (vgl.
Fig. 1.5), in der jeder Punkt iiber ein Koordinatentripel (r, 6, ¢)

X(t) < (r(t),0(t), (1)) = (R, m/2, wt)

charakterisiert ist: gleiches Objekt, unterschiedliche Beschreibung. (Wir ver-
wenden das Symbol <=’ um hervorzuheben, dafl es sich bei dem Koordina-
tentripel rechts nicht um einen Vektor handelt; es macht keinen Sinn, solche
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Objekte komponentenweise zu addieren. (Falls Sie unsicher sind, rekapitulieren
Sie die Darstellung des R? in Polarkoordinaten.) Vielmehr ist ein allgemeiner
Vektor in Polarkoordinaten durch

X = rsinf cos ¢ e; + rsinfsin ¢ e; + 1 cos pes

gegeben.)

Abbildung 1.5: Zur Darstellung des Ortsraums mittels Polarkoordinaten.

Als die Geschwindigkeit (genauer den Geschwindigkeitsvektor) bezeichnen wir die
Grofie

v(t) = dix(t) = 1(t),

als Beschleunigung
a(t) = dyv(t) = v(t).

(Notation: Mit d; bezeichnen wir die gewohnliche Ableitung, d;, = d/dt. Die zweite
Ableitung ist mit d? bezeichnet u.s.w. Beachten Sie auch, dafi sowohl Raumpunkte
als auch die Beschleunigung mit 'a’ gekennzeichnet sind; aus dem jeweiligen Kontext
wird klar, welche Grofle gemeint ist.)

Schliefflich die Kraft: Die Newton Axiomen besagen, dafl es sich dabei um eine
Grofle handelt, der sich an jedem Raumpunkt eine Richtung und eine Grofie zuord-
nen 1a8t, um ein Vektorfeld F, also. Es wird weiter gesagt, wie sich ein Kérper bei
Anwesenheit von Kréften bewegt und welcher Art die Kraft ist, die Koérper aufein-
ander ausiiben. An dieser Stelle ist es zentral wichtig, sich klarzumachen, daf es
sich um Axiome handelt: Es ist nicht moglich, diese Aussagen aus tiefer liegenden
Prinzipien abzuleiten. Gleichfalls konnen die Begriffe 'Kraft” und "Masse’ nicht aus
noch grundlegenderen Konzepten erzeugt werden. Die Newton Axiome stellen einen
"Anfangspunkt’ dar, durch den diese Begriffe vielmehr definiert sind. Es ist jedoch
durchaus moglich, die oben eingefiihrten Begriffsdefinitionen zu verwenden, um die
Newton Axiome in eine konzise Formelsprache zu gieflen.

Wir gehen dazu zunéchst von einer idealisierten Situation aus, wo wir N Koérper
der Masse m; an Punkten b;, ¢ = 1,... N in einer ansonsten leeren und kréftefreien
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Abbildung 1.6: Zur Formulierung der Newton Axiome, Erklarung siehe Text

Raumzeit vorgegeben haben. Solche Systeme werden wir von jetzt ab als Systeme
von N Teilchen bezeichnen. Die Newton Axiome besagen nun, dafl

mt; = ZFija (1-1)

J#i

wobei F;; die vom Kérper j auf den Kérper j ausgeiibte Kraft ist'. Diese Kraft hat
folgende Eigenschaften

1. Der Vektor F;;(r;) ist parallel zu r; —r; (vgl. Fig. 1.6, links).
2. Fzg(rz) = —Fji(rj).

3. Im Prinzip ist es denkbar, dafl die bei r; wirkende Kraft F; = Zj Zi F;; von La-
gekoordinaten und Geschwindigkeiten aller Punkte abhéngt: F;(r;, ;; {r;,1,}).
Da in der Raum-Zeit kein Punkt ausgezeichnet ist, besteht der allgemeinst
mogliche funktionale Zusammenhang jedoch in einer Abhédngigkeit von den
Differenzen der Lagekoordinaten der Punkte sowie, im allgemeinsten Fall, von
den Differenzen der Geschwindigkeitsvektoren abhéngen: F;;({r; — r,,, &, —

T })?.

Das oben vorgegebene Szenario einer bis auf N Massenpunkte leeren Raum-Zeit ist
hoch idealisiert. In realiter hat man es dagegen oft mit Situationen zu tun, in denen
eine dufiere Kraft F' auf einen Korper der Masse m bei x wirkt. Die Kraft kann von
Lage und Geschwindigkeit des Korpers abhéngen. (Damit ist die oben diskutierte
Situation mit erfasst: Man kann die Kraft F;, = Zj i F;; als auf das Teilchen ¢
wirkende duflere Kraft deuten, vgl. Fig. 1.6 rechts.) Die Newton Axiome sagen aus,
daf sie die Bewegung des Korpers geméfl

mi = F (1.2)

Im Prinzip ist dies nicht die allgemeinst mégliche Form einer mit den Newton Axiomen ver-
tréglichen Kraft. Anstelle reiner Paarkrifte, F;; konnte man ein System von Kraften F; ., iy
betrachten, bei dem die auf die i-te Teilchen wirkende Kraft von der Lage aller anderen Teilchen
abhéngt. Da die in der Natur auftretenden fundamentalen Kréfte aber von Paarkraft-Typ sind,
wollen wir auf diese Komplikation nicht weiter eingehen.

2Daf die Kriifte nicht von den Beschleunigungen der Kérper abhingen, ist Teil der Newton Axio-
matik (wenn auch nicht explizit in den Gesetzen ausgesprochen) und kann nicht "bewiesen’werden.
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beeinfluft. Es ist hierbei zweitrangig, oft sogar unbekannt, wodurch diese Kraft ver-
ursacht wird. Die Formeln (1.1) und (1.2) bilden die formale Implementierung der
Newton Gesetze. Einige Erklarungen zu diesen Gleichungen und ihrem Zusammen-
hang mit der Text-Formulierung zu Anfang des Abschnitts:

> Bei Abwesenheit von Kriften gilt a = 0. Die Geschwindigkeit eines Korpers ist
dann konstant. Bewegungen mit dieser Eigenschaft heiflen gleichformig (Lex
Prima).

> Die ’Anderung der Bewegung’ ist durch den Beschleunigungsvektor gegeben.
Daf3 er parallel zur Summe aller wirkenden Krifte ist, is der Inhalt von Lex
Secunda.

> F;; = —F;; implementiert Lex Tertia.

> Besonders wichtig: Lex Secund und Tertia definieren die Begriffe Kraft und
Masse: Betrachten Sie (1.1) fiir den Fall eines 2-Korpersystems. Aus Fip =
—F9; (Lex Tertia) folgt

Durch Messung der Beschleunigung der beiden Korper ist ihr Massenverhdltnis
festgelegt. Definiere ich die Masse m; als Referenzmasse, lassen sich so, im
Prinzip, alle anderen Massen eindeutig festlegen. Nehmen wir an, wir hétten
auf diese Weise die Masse eines Testkorpers zu my, festgelegt. Eine beliebige auf
diesen Korper wirkende Kraft &8t sich nun dadurch bestimmen, dafl man die
Beschleunigung des Testkorpers mifit. Aus my (bekannt) und ¢ (auch bekannt)
folgt ja F = mt (Lex Prima) eindeutig. Beachten Sie, daf die Festlegung der
Begriffe Kraft und Masse wesentlich beide Gesetze, Lex Secunda und Tertia
beinhaltet.

Die so formulierten Axiome bilden eine im Prinzip vollstindige Antwort auf das
oben ausgesprochene Grundproblematik der klassischen Mechanik und wir kénnten,
zumindest vom Standpunkt des mehr philosophisch orientierten Wissenschaftlers
aus, die Vorlesung an dieser Stelle beschlielen. Der gesamte Rest, der noch folgen
wird, besteht eigentlich 'nur noch’ in der Interpretation und Anwendung der Newton
Gesetze.

Um zu einem guten Verstédndnis eines Satzes von Bewegungsgleichungen in der Phy-
sik zu gelangen — nicht notwendigerweise der Newton, sondern z.B. auch der Maxwell
Gleichungen, der Schrodinger Gleichung u.s.w. — ist es immer eine gute Idee sich
zunéichst einen Uberblick iiber ihre Symmetrien, Invarianzeigenschaften und Erhal-
tungsgroflen zu verschaffen. Im folgenden wollen wir zunéchst klaren, was mit diesen
zunéchst abstrakt anmutenden Begriffen gemeint ist, und wie sie in Zusammenhang
mit den Newton Gesetzen Bedeutung gewinnen.

Info: Bemerkungen iiber Einheiten: Die Form der Newton Gleichungen beinhaltet, dafl
zur Formulierung der Mechanik drei dimensionsbehaftete Groflen erforderlich sind: Zeit,
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Lénge im Ortsraum und Masse. Wir schreiben
(X]=T,L,M

fiir eine physikalische Observable X, deren Dimension die einer Zeit (T), Liange (L) oder
(M) Masse ist. In dieser Vorlesung verwenden wir das sogenannte MKS-System zur Fest-
legung physikalischer Einheiten: Zeit, Linge und Masse werden in Einheiten von Sekunden
(s), Metern (m) und Kilogramm (kg) gemessen. Physikalische Dimension und Mafleinheit
aller anderen Grofien liegen damit fest. Aus dem Newton Gesetzen folgt, z.B., daf} die
Kraft die Dimension [F] = MLT 2 hat und damit in Einheiten von mkg/s? zu messen ist.
Die Krafteinheit 1mkg/s? = 1N heiBt ein Newton.

1.3 Analyse der Newton Gesetze

Die Gleichungen (1.1) und (1.2) sind unter Bezug auf ein Koordinatensystem K for-
muliert. Andererseits sollten die Newton Gesetze, die ja den Anspruch erheben, eine
vollstéandige Beschreibung der Mechanik zu liefern, nur bedingt davon abhéngen, aus
was fiir einem System heraus wir die Bewegung der Korper betrachten. Im folgenden
wollen wir die Invarianzeigenschaften des Newton Formalismus beim Ubergang von
einem Koordinatensystem zu einem anderen genauer studieren.

Info: Worin liegt der Bezug der obigen Formulierung auf ein Koordinatensystem? Eine
Betrachtung der mathematischen Struktur der Newtongleichungen suggeriert, dafl kei-
ne unmittelbarer Bindung an ein Koordinatensystem vorliegt. Tatséchlich ergibt sich die
Koordinatenabhéingigkeit in indirekter Weise aus lex prima: Angenommen wir beobach-
teten in einem bestimmten Koordinatensystem, K einen beit Abwesenheit einer Kraft
sich gleichférmig bewegenden Korper: ma = 0. Eine in einem relativ zu unserem System
beschleunigten Koordinatensystem K’ sitzende Beobachterin wiirde aber eine andere Be-
obachtung, nidmlich beschleunigte Bewegung machen: ma’ # 0, wobei a’ die im Alter-
nativsystem vorgefundene Beschleunigung ist. Sie miifite die Sache so interpretieren, dafl
(i) auf den Korper eine Kraft wirkt, die (ii) zu Beschleunigung fiihrt. Offensichtlich hat
der Wechsel von einem zu einem anderen Bezugssystem zu einer anderen Form von New-
tongleichungen gefiihrt, d.h. den Gleichungen an sich kommt keine koordinateninvariante
Bedeutung zu. Eine sich unmittelbar hieraus ergebende Fragestellung ist: Gegeben ein
Koordinatensystem K, wie sieht die Klasse all derjenigen Koordinatensysteme K’ aus, in
denen die Newtongleichungen die gleiche algebraische Form, wie in K haben. Dies ist eine
der Fragen, mit denen wir uns im folgenden Abschnitt beschéftigen werden.

1.3.1 Invarianzen und Symmetrien

Nehmen wir an, wir wollten die Newton’sche Naturbeschreibung unter Bezug auf
ein anderes Raum-Zeit Bezugssystem K’ formulieren. In K’ wird ein Weltpunkt b
durch die Koordinaten (#,r’) anstelle von (¢,r) beschrieben. Die Koordinatenbe-
schreibung einer Bewegung ist durch r/(¢') anstelle von r(t) gegeben, wobei beide
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Groflen in eindeutiger Beziehung zueinander stehen. Wir bezeichnen das System
Newton’scher Gleichungen als invariant beim Ubergang von K zu K’, wenn die in
neuen Koordinaten ausgedriickten Gleichungen die Form

2./ 2 : /
J#i

annehmen, wobei F’ die in neuen Koordinaten ausgedriickte Kraft ist. Um einzuse-
hen, daf§ dies durchaus nicht selbstverstéindlich ist, betrachten wir das Beispiel eines
Koordinatensystems K’, dafl achsenparallel zu K ist, aber seinen Ursprung o bei
agt?/2 hat. Der Ursprung von K’ bewegt sich also immer schneller von dem K’s
weg; es handelt sich um ein beschleunigtes Bezugssystem. Die Beziehung zwischen
alten und neuen Koordinaten ist durch

t = t,
a
r = ' +£22 (1.3)
2
gegeben. Substituieren wir dies in den Newton Gleichungen des Systems K, so ergibt
sich
mdar' +mag = F,
m.a.W., die Gleichungen haben ihre Form gedndert, es ist ein Zusatzterm auf der
linken Seite aufgetaucht. Wo liegt das Problem? Ist der Newton Formalismus un-
brauchbar, weil an bestimmte Bezugssysteme gekoppelt?
Bevor wir zur Beantwortung dieser Frage kommen, wollen wir zunéchst einmal die-
jenigen Koordinatentransformationen finden, die gutartig sind und die Gleichungen
invariant lassen. Eine Idee davon, welche Transformationen zuléssig sind, bekommt
man, wenn man sich klarmacht, da8 (i) der Raum an sich translations- und rota-
tionsinvariant ist und (ii) die Zeit gleichfalls translationsinvariant ist. In der Tat
iiberzeugt man sich leicht davon, daf§ die Transformationen

1. Translation von Raum- und Zeit-Ursprung,

(t',r') = (t+s,r +u),

2. Rotation des Raumes
(t',r") = (¢, Rr)

mit R € O(3) und
3. Gleichformige Bewegung des Bezugssystems

(t', ") = (t,r + vit)
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die Newton Gleichungen in dem oben angesprochenen Sinne invariant lassen®. Etwas
weniger offensichtlich ist, dafl es sich bei 1.)-3.) um die maximale Invarianzgruppe
von Koordinatentransformationen handelt?. Beachten Sie nun, da8 es sich bei diesen
Koordinatentransformationen um nichts anderes als die oben diskutierten Galilei
Transformation in ihrer passiven Sichtweise handelt. Formal gesprochen:

Die Galilei-Gruppe ist die Invarianzgruppe der klassischen Mechanik.

Wir wiederholen, dafl die Symmetriegruppe der Meachnik 10 frei relle Parameter
hat, vier fiir Translation in Raum und Zeit, drei fiir die Rotation und drei fiir die
gleichférmige Bewegung.

Info: Ahnlich wie die Galilei Transformation zwei Sichtweisen zulieB, eine aktive und eine
passive, konnen wir auch die Invarianz der Newton Gleichungen nicht nur passiv, sondern
auch aktiven deuten. Zum Beispiel bleibt die Dynamik eines Systems von N Koérpern (ge-
nauer gesagt, die Relativbewegung der Korper) ungeéindert, wenn wir das Gesamtsystem
(innerhalb eines festen Koordinatensystems) um einen festen Vektor in Raum und Zeit
translatieren. (Die Dynamik eines abgeschlossenen Systems von N Korpern wird nicht
davon abhingen ob sie jetzt und hier oder zu einer anderen Zeit an einem anderen Ort
stattfindet.) Ahnliches gilt fiir Rotationen im Raum und gleichformige Bewegungen (ma-
chen Sie sich das anschaulich klar!)

Schliefilich kommen wir auf das oben aufgetauchte Problem der nicht-Invarianz der
Newton Gleichungen beim Ubergang zu einem beschleunigten System K’ zuriick.
wir betrachten dazu den einfachen Fall eines Korpers der Masse m, der sich in K
kréftefrei bewegt, z.B. ruht:

K: ma = 0.

Die transformrierte Gleichung lautet (vgl. (1.3))
K': ma’ = —ma,.

Um zu verstehen, dafl die nicht-Invarianz der Gleichung kein Problem darstellt, so-
gar physikalisch zwingend ist, mufl man sich in Erinnerung rufen, wie die Newton
Gleichungen aufzustellen sind: (i) man begibt sich in ein Koordinatensystem, (ii)
stellt fest, was fiir Krifte vorliegen und (iii) stellt die entsprechende Gleichung auf.
Der Punkt ist nun, dal ein Beobachter in K’, die Bewegung des Korpers nicht als

3Bei Translation (1.) und gleichfsrmiger Bewegung (3.) bleibt die Kraft invariant, F/ = F, bei
Raumrotation (2.) transformiert sie sich geméfi F/ = RF. Die Invarianz unter 1.,3. versteht man,
wenn man sich klarmacht, daf8 es sich bei der Kraft nicht um Punkte des affinen Raumes A3,
sondern um eine vektorielle Gréfie handelt. (Auf der die Kraft definierenden linken Seite der New-
tongleichung stehen Ableitungen, d.h. {infinitesimale} Differenzen von Punkten, also Vektoren.)
Sowohl bei Translation als auch bei gleichférmiger Bewegung bleiben Vektoren aber invariant.

4Das ist nicht ganz korrekt, denn die Zeitspiegelung (t',r') = (—t,r) Lifit die Newtongleichun-
gen ebenfalls invariant. Gleiches gilt fiir die Raumspiegelung (¢',r') = (¢, —r). Auf den Aspekt
von Zeit- und Raumumkehr wollen wir hier aber nicht weiter eingehen (vgl. die Diskussion in[6]).
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kraftefrei empfinden wird. Von K’ aus betrachtet wirkt auf den in K ruhenden
Korper eine 'Beschleunigungskraft’, die der Richtung der Beschleunigung entgegen-
gesetzt ist. (Ein Mensch der in einer fensterlosen Fahrstuhlkabine eingesperrt ist,
wird nicht ohne weiteres entscheiden kénnen, ob er sich in einem Schwerefeld mit
Gravitationskraft befindet, oder beschleunigt durch den Weltraum gezogen wird!)
Der Zusatzterm, der in den Gleichungen beim Ubergang von K zu K’ auftaucht,
entspricht genau der Kraft, die der K’ Beobachter konstatiert. Die Nicht-Invarianz
der Gleichungen ist also physikalisch erforderlich.

Aus diesen Betrachtungen lernen wir, dal Bezugssysteme, die miteinander iiber Ga-
lilei Transformationen in Beziehung stehen, zueinander physikalisch dquivalent sind,
in dem Sinne, daf in ihnen, ’die gleichen Kréfte wirken’. Man bezeichnet zwei solche
Galilei verkniipfte Bezugssysteme als zueinander intertial. Es liegt nahe zu fragen,
ob es in der Menge aller moglichen Bezugssysteme, eine Klasse zueinander inertialer
Systeme gibt, die in irgendeiner Weise ausgezeichnet ist. Dafl dem so sein konnte,
wird durch das Beispiel oben nahegelegt: Die in Bezugssystem K’ wirkende Kraft
ist in gewisser Weise trivial, denn sie 148t sich ja durch einen Bezugssystemwechsel
K’ — K eliminieren. Ganz allgemein bezeichnet man Kréfte, die sich durch einen
Wechsel des Bezugssystems eliminieren lassen als Scheinkréfte. Dagegen heiflen
Krifte, die nicht in diese Kategorie fallen, eingeprigte Krifte. Systeme, die frei
von Scheinkréften sind, werden als Inertialsysteme bezeichnet. Durch Anwendung
aller Galilei Transformationen entsteht aus einem vorgegebenen Inertialsystem, eine
ganze Klasse von Inertialsystemen. Die Inertialsysteme sind dadurch vor generischen
Systemen ausgezeichnet, dafl in ihnen die Newton Gesetze ihre einfachst mogliche
Form annehmen; es treten keine die Naturbeschreibung komplizierenden Schein-
kréifte auf.

1.3.2 Erhaltungsséitze

Irgendwann einmal werden wir die Newton Gleichungen nicht nur betrachten, son-
dern auch losen miissen. Die Losung von eines Systems von Differentialgleichungen
vereinfacht sich drastisch, wenn Erhaltungsgrofien vorliegen. (In Zusammenhang mit
den Newton Gleichungen — eines Systems von Differentalgleichungen bzgl. der Va-
riablen 'Zeit’ — bezeichnet man eine Variable als erhalten, wenn sie sich zeitlich
nicht dndert.) Dies ist die formale Motivation, die diesem Abschnitt zugrundeliegt.
Inhaltlich relevant ist, dal alle Erhaltungsgrofien der klassischen Mechanik physika-
lisch zentral wichtig sind, eine Tatsache, die unser tégliches Leben stdndig beeinfluf3t,
ohne dal man sich dessens notwendigerweise bewuft ist.

Im folgenden sollen die Erhaltungsgrofien der Mechanik und noch einige weitere zur
Charakterisierung dynamischer Prozesse bendtigte Begriffe eingefithrt werden. Um
diese Diskussion in verniinftiger Allgemeinheit fithren zu konnen, generalisieren wir
zunéchst den oben eingefiihrten Begriff des Systems von N-Teilchen noch etwas.
Wiéhrend bei der urspriinglichen Definition auf Seite 14 vorausgesetzt war, dafl die
Teilchen zwar untereinander Kréafte ausiiben, ansonsten aber kréftefrei sind, soll von
jetzt ab auch zugelassen sein, daf auf jedes Teilchen i eine externe Kraft F. ; wirkt.
Bei diesen externen Krifte kann es sich z.B. um auf das Gesamtsystem wirkende
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Gravitationskréfte, durch eine globale Beschleunigung hervorgerufene Scheinkréfte
u.s.w. handeln.

Bei Anwesenheit solcher externen Kréfte verallgemeinert sich die Bewegungsglei-
chung zu

mzrl = Z FZ] + Fe,i-
J#i
Man bezeichnet die die F;; als innere Kréfte des Systems. Die Summe

heifit gesamte externe Kraft, die auf das System wirkt.

Impuls

Der Impuls eines Korpers, p ist definiert als Produkt von Masse und Geschwin-
digkeit,
p =mv.
Die Newton Gleichung,
p=F
besagt daB die zeitliche Anderung des Impulses gleich der angreifenden Kraft ist. Im

trivialen Fall einer kraftefreien Bewegung ist der Impuls erhalten.
Der Gesamtimpuls eines Systems von N Teilchen, P ist durch

P = Z m;Vv;
definiert. Diese Grofle geniigt der Gleichung,
P =F.. (1.4)

Beweis:

a.P L Z F;; + Z F.,=

i#] i
1 1
- §Z<FJZ+F]Z)+Fe - §Z<F]Z —FZ]) +Fe :Fe7
7] 7]

wobei wir im zweiten Schritt die '"dummy’ Indices ¢ und j vertauscht haben und das
dritte Gleichheitszeichen auf F;; = —Fj; beruht.

Wir halten die triviale aber wichtige Tatsache fest, dafl bei Abwesenheit externer
Krifte (oder, allgemeiner, fiir externe Krifte, die sich zu 0 summieren), F, = 0, der
Gesamtimpuls erhalten ist, d;P = 0.

Beachten Sie, dafl die Bewegungsgleichung des Gesamtimpulses der eines einzelnen
Teilchens dhnelt. Dieses 'Superteilchen’ hat die Gesamtmasse

MEZmZ-,
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Impuls P und ist einer Kraft F, ausgesetzt. Anschaulich: Wenn Sie ein System
von N-Teilchen aus sehr grofler Entfernung betrachten, konnen sie die Lage der
konstituierenden Teilchen nicht mehr auflésen. Die Bewegung 'wirkt’ dann wie die
eines einzelnen Korpers der Masse M, der der gesamten externen Kraft ausgesetzt
ist, die auf das System wirkt. Gleichung (1.4), setzt diesen Eindruck in eine prézise
Formulierung um.

Wir entwickeln diesen Zusammenhang noch etwas weiter und definieren:

als den Schwerpunkt des Systems. Es handelt sich beim Schwerpunkt in gewisser
Weise um denjenigen ausgezeichneten Punkt des Systems, in dem seine Gesamtmasse
konzentriert zu sein schiene, wenn man es aus weiter Ferne betrachtete (vgl. Fig.
1.7). Schwerpunkt, Gesamtmasse und Gesamtimpuls stehen wie bei einem einzelnen
Teilchen miteinander in Beziehung;:

MdR =P,

wie elementar aus den Definitionen folgt.
Die Tatsache, daf§ der Gesamtimpuls eines Systems von Teilchen einer einfachen
Gleichung geniigt, legt es nahe, die Lagekoordinate jedes konstituierenden Teilchens
1 geméf

r,=R+r]
aufzuspalten. Man bezeichnet r} als die Relativkoordinate des Teilchens (beziiglich
des Schwerpunkts) und r; = v/ als seine Relativgeschwindigkeit.
Die Einfithrung von Schwerpunkt- und Relativkoordinaten induziert eine Aufspal-
tung der Dynamik des N-Teilchensystems in die Dynamik des Schwerpunkts und
die der Relativkoordinaten. Generell bezeichnen wir die zur Angabe aller Lagekoor-
dinaten eines mechanischen Systems erforderliche Zahl von Variablen als die Zahl
seiner Freiheitsgrade. Die Zahl der Freiheitsgrade eines uneingeschrinkten® N-
Teilchensystems ist 3V, entsprechend den 3N Koordinaten, die zur Fixierung der
Koordinatenvektoren r;;2 = 1,..., N benotigt werden. Da die Schwerpunktsdyna-
mik {iber drei Freiheitsgrade (die drei Koordinaten des Schwerpunktsvektors R,
namlich) festgelegt ist, verbleiben 3N — 3 Freiheitsgrade fiir die Relativdynamik.
Woraus folgt, daf} fiir N > 2, letztere wesentlich komplexer als die Schwerpunktsbe-
wegung ist.

Drehimpuls

Der Drehimpuls eines Korpers bei r beziiglich eines vorgegebenen Raumpunktes
ro ist definiert als
l1=x x p,

5Es ist denkbar, dafl die Bewegung der Konstituenten eines N-Teilchensystems aufgrund ir-
gendeines Mechanismus eingeschriinkt ist. (Denken Sie, z.B. an Kugeln, die auf einer Tischplatte
rollen; die Bewegung ist auf eine Ebene eingeschriinkt.) In diesem Fall ist die Zahl der Freiheits-
grade kleiner als 3N. (Im Beispiel, 2N, entsprechend der Zahl zweidimensionaler Koordinaten, die
die Lage der Kugeln festlegen.)
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0

Abbildung 1.7: Zur Definition von Schwerpunkt, Gesamtimpuls, Relativimpuls und
Relativkoordinaten

wobei x =r — ry (vgl. Fig. 1.8). Das am Korper angreifende Drehmoment ist
n=xxF.

Beachten Sie, dafi die Definition von Drehimpuls und Drehmoment wesentlich einen
Bezugspunkt beinhaltet. Zum Beispiel ist der Drehimpuls eines Wurthammers von
seinem eigenen Standpunkt aus gering, von dem des Hammerwerfers jedoch be-
trachtlich.

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses eines Korpers ist durch das angreifende
Drehmoment bestimmt:

dtl =1,

wobei wir d;x X p = v X p = 0 verwendet haben.

Abbildung 1.8: Zur Definition des Drehimpulses. Erklarung, siehe Text

Der Drehimpuls eines Systems von N Teilchen beziiglich eines Punktes ry ist
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definiert als

LEZXiXpia

\yobei X; = r; — rg und p; = m;Vv; der Impuls des ¢-ten Teilchens ist. Die zeitliche
Anderung dieser Grofle ist durch das angreifende Drehmoment der ezternen Kraft,

N.=) x; xF;

bestimmt:

&L = N.. (1.5)

Beweis:

dL = Y x xFy+ Y x x Foi =

itj i
1
D) Z(Xz‘ —x;) X Fij + Ne = N,
i#j

wobei das zweite Gleichheitszeichen wiederum auf einem Austausch der Summati-
onsindizes beruht und das dritte wegen F;||(x; —x; = r; —r;) folgt. Fiir verschwin-
dendes externes Drehmoment ist der Drehimpuls erhalten.

Wir bemerken noch, dafl sich der Drehimpuls eines N-Teilchensystems, dhnlich wie
der Impuls, in einen Schwerpunktsbeitrag und eine Summe von Teildrehimpulsen
der einzelnen Teilchen beziiglich des Schwerpunkts aufspalten la83t:

L=R-1)) xP+> 1} xp]

Aufgabe: Beweisen Sie diese Identitét!

Energie

Wir geben uns zwei Punkte im Raum, r und r’ vor und einen Weg ~, der die beiden
verbindet (vgl. Fig. 1.9). Betrachte die Grofie

AVE—/F-dS,

v

also das Wegintegral der wirkenden Kraft entlang des Wegs v. Wir bezeichnen A,
als die Arbeit, die entlang des Wegs gegen die Kraft zu verrichten ist. Im allgemei-
nen la8t sich iiber die Definition hinaus nicht viel mehr iiber die Arbeit sagen. Eine
besondere Situation stellt sich jedoch ein, wenn es sich bei 7 nicht um einen gene-
rischen Pfad, sondern um die Kurve einer Bewegung handelt. Damit ist gemeint,
daB in einer geeigneten Parameterisierung, v = {r(t)|t € [t1, 2]}, wobei r(t;) = r,
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Abbildung 1.9: Zur Definition der Arbeit. Erklarung, siehe Text

r(ty) = r’ und r(t) die Newton Gleichungen 16st. Fiir einen solchen Pfad kénnen wir
das Integral unter Verwendung der Newton Gleichungen ausfiihren:

r’ to
A, = —/F~ds:—/F-dtrdt:
r t1
to to
2 m 2
= —m/(dtr) . dtrdt = —5 /dt(dtr) dt = (]_6)
t1 t1
m
- 5(\/(751)2 —v(t2)?). (1.7)
Wir bezeichnen die Grofle
_m o
T = EV

als die kinetische Energie eines Teilchens. In Worten besagt die Identitéit oben,
daB die Arbeit, die im Laufe einer Bewegung gegen die Kraft zu verrichten ist, der
Anderung der kinetischen Energie des Teilchens gleicht.

Der Zusammenhang zwischen Arbeit und kinetischer Energie 148t sich noch viel wei-
ter entwickeln, wenn das Kraftfeld F konservativ ist. Fiir den Begriff der konser-
vativen Kraft gibt es drei dquivalente Definitionen: Eine Kraft heifit konservativ,
wenn

> Vr,r’, das Integral [ F-ds nicht von der Wahl des zwichen r und r’ eingeschla-
8!
genen Wegs abhingt.

> fiir alle geschlossenen Wege v, § F - ds = 0.
8!

> F als Gradient einer eindeutigen skalaren Funktion geschrieben werden kann:

F(r) = —VU(r)".

6Das negative Vorzeichen ist natiirlich inhaltlich unerheblich. Mit der Wahl des Vorzeichens
folgen wir einer in der Mechanik gebriuchlichen, physikalisch motivierten Konvention.
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Aufgabe: Zeigen Sie, die Aquivalenz der drei Definitionen!

Bevor wir die physikalische Bedeutung konservativer Krifte besprechen, noch ei-
ne Bemerkung zu den eben gegebenen Definitionen. In der Praxis sind sie etwas
unhandlich, und zwar weil die ersten beiden nichtlokaler Natur sind (Integrale bein-
halten) und die dritte, bei vorgegebener Kraft, die Losung der Differentialgleichung
F = —VU erfordert. Es ist daher niitzlich zu wissen, daf§ es eine einfach zu iiber-
priifende notwendige Bedingung fiir die Konservativitit einer Kraft gibt:

F konservativ = V x F = 0.

Beweis: Der Stoke’sche Satz besagt, daf fiir jeden geschlossenen Weg ~,

%F~ds:/ V x F-dS,
v Sy

wobei S, eine Fldche mit Rand ~ bezeichnet. Da (i) fiir eine konservative Kraft die
linke Seite verschwindet und (ii) der Weg 7, und damit das Integrationsgebiet auf der
rechten Seite beliebig gewahlt werden kénnen, mufl V x F identisch verschwinden.
Gegeben eine Kraft unbekannter Natur, ist es also immer eine gute Idee, zunéchst
einmal ihre Rotation zu berechnen. Verschwindet sie, stehen die Chancen gut, dafl es
sich um eine konservative Kraft handelt. Wir wiederholen jedoch, daf} es sich hierbei
lediglich um eine notwendige, nicht aber hinreichende Bedingung handelt.

Aufgabe: Gegeben sei ein Kraftfeld mit Komponenten

Yy —Z

==, F=—-, F3=0.
22 + 92 2 22 + 92 3

F
Skizzieren Sie F. Berechnen Sie, V x F und § F - ds entlang eines kreisférmigen Weges mit
Radius R und Mittelpunkt o. Zeigen Sie, dafl mit V' = arctan(y/z), F(r) = VV (r) fiir
r # o. Es handelt sich bei V' jedoch nicht um eine eindeutige Funktion” und daher nicht um
eine Funktion, die die Bedingungen der obigen Definition erfiillt. F ist nicht konservativ!
Machen sie sich diesen Sachverhalt anhand der Skizze von F und der Definition der Arbeit
anschaulich klar.

Abbildung 1.10: Links: im R? einfach zusammenhiingendes Gebiet. Rechts: nicht-
einfach zusammenhéngendes Gebiet.

"Da tan(z + 2m) = tan(z) ist die Umkehrfunktion des tangens, d.h. arctan nur modulo 27
bestimmt; es handelt sich um eine sogenannte ‘mehrblattrige’ Funktion.
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Info: Tatséchlich kann man die Rotationsfreiheit von Kriften zu einem Kriterium fiir
Konservativitdt ausbauen, wenn man noch den Begriff des Zusammenhangs von Gebie-
ten hinzunimmt. Ein Gebiet A heifit einfach zusammenhingend, oder einfacher nur
'zusammenhingend’, wenn man jede in A geschlossene Kurve stetig auf einen Punkt zu-
sammenziehen kann (vgl. Fig. 1.10, links fiir ein Beispiel eines im R? zusammenhiingenden
Gebietes.) Das in Fig. 1.10, rechts gezeichnete Gebiet ist nicht zusammenhéngend, da eine
das Loch umschlieende Kurve nicht kontrahierbar ist. Es gilt nun folgendes Kriterium,
fiir dessen Beweis wir auf einschlidgige Lehrbiicher der Vektoranalysis verweisen: Ein auf
einem zusammenhéngenden Gebiet rotationsfreies Vektorfeld ist als Gradient eines Ska-
larfelds darstellbar.

Worin liegt die Besonderheit konservativer Kréfte? Zunéchst einmal ist die Mehrzahl
der uns in der Mechanik begegnenden Krifte konservativ. Die gegen eine solche Kraft
zu verrichtende Arbeit ist

A, =U(ry) — Ulra),

unabhéngig vom gewéhlten Weg. Wir bezeichnen die die Kraft erzeugende Funkti-
on U als die potentielle Energie des Teilchens. Gleichung (1.6) 148t sich nun so
umschreiben

Wir definieren
E=T+U

als die Gesamtenergie eines Teilchens und schliefen, dafl diese Gréfe entlang einer
Bewegung erhalten ist,
th - 0

Wir konnen das nocheinmal unabhéngig von der oben verwendeten Definition der
Arbeit nachrechnen:

— i (—F+VU) =0,

wobei wir im zweiten Gleichheitszeichen die Kettenregel verwendet haben.

Der physikalische Inhalt des Energieerhaltungssatzes ist in Fig. 1.11 veranschaulicht.
Im Laufe einer Bewegung kann kinetische Energie in potentielle umgewandelt werden
und umgekehrt (Kugel, die einen Berg hinauflduft). Die Gesamtenergie bleibt jedoch
konstant.

In &hnlcher Weise kann man die Gesamtenergie eines Systems von N Teilchen
diskutieren. Wir betrachten hierzu den Fall konservativer Paarkrafte. Damit ist ein
System von Kriften F;; gemeint, dafl sich aus Potentialfunktionen U;; geméf3

Fij(r; —r;) = =V, Ug(|r; — 1)

erzeugen laBt. (V,,: Gradient beziiglich des Arguments r;.) Wiederum handelt es sich
bei der Einschrinkung auf konservative Paarkrifte um keine besonders einschnei-
dende Mafinahme; die Mehrzahl der in der Natur vorkommenden Wechselwirkungen
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i

U

t

Abbildung 1.11: Zum Energieerhaltungssatz

gehort zu diesem Typ. Die auf das System wirkenden externen Kréfte seien gleich-
falls konservativ:

Fe,z’ — —VriUe.

Als die potentielle, kinetische und Gesamtenergie des i-ten Teilchens be-
zeichnen wir

1
Ui(r;) = B Z Usj(lri — xj]) + U,
i
(wobei die Rolle des Vorfaktors 1/2 gleich klar werden wird,)

Vv

m
Ti(r;) = 5

2
7

und
Ei =T+ U

Man iiberzeugt sich leicht davon, daf§ die Gesamtenergie einzelner Teilchen nicht er-
halten ist. Physikalisch: Einzelne Teilchen kénnen Energie miteinander austauschen.
Die Energie des Gesamtsystems,

E=>YE

ist es aber,

Beweis:

1
th = Zmlrz . I'Z + 5 ZdtUZJ(‘rZ — I'j‘) + dtUeﬂ' =
i i#j
= > myty-fi+ % > (Vo Uiy - 15 + Vi, Uigty) + Vi Ues - 15 =
{ i#£]
= Zmzrz T+ Z Vi, Uij 1 + Vi, Ui - 15 =
( i#]j

= ZI‘Z . (mlrl - Z Fij - Fe,i) =0,

i#]
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wobei wir in der dritten Zeile verwendet haben, daf aus F;; = —F;; und V. U;; =
=V, Ui
Uij(ri —r;) = Uji(r; — 1;)

folgt®.

Erhaltungsgrofle | 1-Teilchensystem  N-Teilchensystem

Impuls F=0 F.=0

Drehimpuls N=0 N.=0

Energie F konservativ F;; und F; . konservativ

Tabelle 1.1: Erhaltungsgrofien der Punktmechanik

Die in diesem Abschnitt herausgearbeiteten Erhaltungssétze sind in Tabelle 1.1 un-
ten zusammengefafit. In Kapitel 2 wird sich herausstellen, dafl es kein Zufall ist,
daB die Mechanik sowohl drei Symmetrien (Raum-Zeit Translation, Rotation und
gleichformige Bewegung) als auch drei Erhaltungsgrofien hat. Vielmehr werden wir
sehen, daf} ein Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungsgréfien besteht,
der sehr allgemein ist und sich weit iiber den Giiltigkeitsbereich der Mechanik hinaus
erstreckt.

1.3.3 Allgemeines zur Losung

Bislang haben wir die allgemeine Struktur der Newton Gleichungen analysiert aber
noch nichts zu ihrer tatsdchlichen Losung gesagt. Kann man diese Gleichungen
tatsdchlich immer 16sen und wenn ja, wovon héngen die Losungen ab? Unsere
alltdgliche Erfahrung sagt, dafl bei vorgegebenen Kriften die Bewegung eines Korpers
eindeutig bzw. deterministisch verldauft, sobald Anfangsposition und Anfangsge-
schwindigkeit vorgegeben sind (vgl. Fig. 1.12). Ziel dieses letzten Abschnitts unserer
allgemeinen Analyse der Newton Gleichungen ist es, diese Erfahrungstatsachen aus
den Gleichungen formal abzuleiten.

Technisch handelt es sich bei den Newton Gleichungen eines Systems von N Teilchen
um eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die 3N Komponen-
ten des Vektors q = (qu, ..., qy) der Positionsvariablen®. Um allgemeine Aussagen
zur Losbarkeit dieser Gleichung(en) machen zu kénnen, bedienen wir uns eines Stan-
dardverfahrens der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen und formulieren die
Newton Gleichungen als ein System von 6N = 2 x 3N Gleichungen erster Ordnung.

Info: Eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung
Fy™,y™ Y, y) =0

8Streng genommen, ist diese Aussage nicht ganz korrekt: da die Kraft iiber eine Ableitung
definiert ist, ist F;; = —F}; bereits durch U;;(|r; —rj|) = Uj;(Jr; — r;|) 4 const. gewihrleistet. Aus
dem selben Grund ist das Potential aber nur bis auf einen Konstante bestimmt, d.h. wir knnen
0.B.d.A. const = 0 setzen.

9In Hinblick auf die weiter unten durchgefiihrte Analyse, speziell der Einfithrung des sogenann-
ten Phasenraums, folgen wir schon jetzt einer in der Literatur gebriuchlichen Konvention und
bezeichnen die Raumkoordinaten mit q; anstelle den bislang verwendeten r;’s.
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Abbildung 1.12: Zur Rolle von Anfangsbedingungen. Bei vorgegegebener Kraft hangt
die Bewegung eines Korpers von seiner Anfangsposition und -geschwindigkeit ab

(y("): n-fache Ableitung) l&8t sich stets auf ein System n-gekoppelter Differentialgleichun-
gen erster Ordnung reduzieren. Wir fithren dazu n — 1 neue Funktionen y1,...,y,—1 ein.
Die Gleichung n-ter Ordnung ist dann offensichtlich dem System von Gleichungen erster
Ordnung

Yy = Y1,
yll = Y2
/
Yn—2 = Yn—-1,
F(yiz—l’ynfly--'ayl,y) =0

dquivalent. Man mufl sich bewuflt machen, dafl man mit dieser Manipulation der Ldsung
der Differentialgleichung nicht néher gekommen ist. Man hat lediglich eine Schwierigkeit
(n-te Ordnung) gegen eine andere (n-faches System) eingetauscht.

Die 3N neu zu verwendenden Variablen sind uns bereits frither begegnet, es sind
die Impulse p; der Teilchen. Aus ihrer Definition folgt in trivialer Weise, dafi die
Newton Gleichung (1.1) dem gekoppelten System

) 1.
9 = —DPi,
my
pi = F,({ai,p}), (1.9)

dquivalent ist, wobei
F, = Z Fi;+F.;
J#
die auf das i-te Teilchen wirkende Gesamtkraft ist.
Auf den ersten Blick sieht das nur wie eine formale Umschreibung aus, deren Nut-
zen nicht ganz klar ist. Das tduscht. Tatséchlich ist (1.9) der erste Schritt hin zu

einer volligen Umformulierung der Mechanik, einer Formulierung, die den Weg zu
Anwendungen weit jenseits des Einzugsbereichs des Newton Formalismus 6ffnet.
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Gleichung (1.9) legt die Einfiihrung eines 6 N-komponentigen Vektors

<= (5)

nahe. Fiir ein allgemeines mechanisches System mit f Freiheitsgraden (hier f = 3N)
bezeichnet man den 2 f-dimensionalen Raum I', der von den Koordinatenvektoren x
aufgespannt wird als den Phasenraum!®. Ohne es an dieser Stelle deutlich machen
zu konnen, weisen wir schon jetzt darauf hin, dafl es sich beim Phasenraum um ein fiir
die Mechanik zentral wichtiges Konzept handelt; die gesamte moderne Entwicklung
der klassischen Mechanik, insbesondere die Theorie nicht-integrabler dynamischer
Systeme (’Chaos’) ist im Phasenraum formuliert.

In kompakter Notation nehmen die Newton Gleichungen nun die Form

x = F(x),

an, wobei die Funktion F durch die rechte Seite von (1.9) definiert ist.
Die entsprechenden Gleichungen fiir ein einzelnes Teilchen bei vorgegebener Kraft
F lauten

1
_ ];n}(% p), (1.10)

bzw. einfach

x=F,
wobei x = (q, p).
Die Bedinungen unter denen Gleichungen dieses Typs — Systeme gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung — 16sbar sind, werden in der Theorie gewhnlicher
Differentialgleichungen behandelt. Wir zitieren hier nur den fiir uns entscheidenden

Abbildung 1.13: Zum Eindeutigkeitssatz der Losung gewohnlicher Differentialgklei-
chungen. Erklarung, siehe Text.

Satz: Es sei F(x) beziiglich x € T stetig differenzierbar. Dann gibt es zu jedem
Punkt z € T" eine Umgebung U und ein Zeitintervall I 5 0 derart, dafl es Vxq € U

10Vorausgreifend erwihnen wir, daf es sich beim Phasenraumn nur in Spezialfillen, ndmlich der
Mechanik des unbeschriankten N-Teilchensystems, um einen Vektorraum handelt. Im allgemeinen
hat der Phasenraum die Struktur einer gewissen differenzierbaren Mannigfaltigkeit (néheres, siehe
unten), die lokal durch den 6 N-komponentigen Satz von Koordinaten x dargestellt werden kann.
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genau eine Kurve x(t) mit ¢t € I gibt, die die folgenden Bedingungen erfiillt (vgl.
Fig. 1.13):

1. dix(t) = F(x(t)).
2. x(0) = xo.
3. x(t) ist beziiglich xq stetig differenzierbar.

Inhaltlich besagt dieser Satz, dafl zu vorgegebener Kraft und x; € I' immer eine
Bewegung x(t) existiert, die x¢ als Anfangsbedingung hat. Die Kurve ist durch die
Anfangsbedingung eindeutig bestimmt. Dies ist die oben angekiindigte Formalisie-
rung des aus dem Alltagsleben bekannten Sachverhalts.

Es ist instruktiv, sich die Eindeutige Losbarkeit Newton’scher Gleichungen anhand
einiger Beispiele zu veranschaulichen. Wir beginnen mit dem nach der kraftefreien
Bewegung zweit-einfachsten Beispiel, das die Mechanik zu bieten hat, dem

Bsp.: Bewegung im Konstanten Kraftfeld

Wir betrachten ein Teilchen bei Anwesenheit einer Kraft F = Fe, wobei e ein
vorgegebener Einheitsvektor ist. O.B.d.A. kénnen wir ein Koosrdinatensystem so
wihlen, dafl e = e;. Die erste Hélfte der Newton Gleichungen hat dann die eindeutige
Losung,

pi(t) =pi(0) + Ft,  pa(t) = p2(0),  p3(t) = p3(0).

Substitution dieser Komponenten in die zweite Hélfte fithrt auf die Gleichungen

W) = (Fitp(0))
W) = —pl0), =23,

die sich gleichfalls trivial zu

Ft*  pi(0)t
Q) = py. + - + ¢1(0),
pi(0)t .
) t = ) ) = 27 3
qi(t) = +ai(0) i

l6sen lassen. Beachten Sie, dafl diese Losungen aufgrund der Vorgabe der Anfangs-
bedingungen eindeutig sind.

Etwas weniger trivial ist das

Bsp.: Der Eindimensionale Harmonische Oszillator
Als einen eindimensionalen harmonischen Oszillator bezeichnet man ein Teilchen,
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das sich (i) nur in einer Dimension bewegt!! und (ii) eine potentielle Energie U(x) =
2

mT“’QQ hat, wobei ¢ die ein-dimensionale Positionskoordinate und w ein Parameter

der Dimensionalitéit [w] = T~ ist. Die Gesamtenergie des Teilchens ist also,

2

E=T+U="—+4—-¢. (1.11)

»
2m 2

Abbildung 1.14: Zum ein-dimensionalen harmonischen Oszillator

Mit F' = —0,U (eindimensionale Version des Gradienten!), lauten die Newton Glei-
chungen
_ 1
q = —D,
m
p = —mwiq.

Wir kénnen diese Gleichungen in eine symmetrischere Form bringen, indem wir neue,
umskalierte Variable einfithren. Mit

1
Vmw

nehmen die Gleichungen die Form

21, b= \/Ez%

2‘;1 = W2y,
22 = —Wz (112)

an. Die in neuen Variablen ausgedriickte Energie ist E = (27 + 23) /2. Die allgemeine
Losung der transformierten Newton Gleichungen 1&8t sich leicht erraten:

2z = xsin(wt + @)
2z = xzcos(wt+ @),

wobei x und ¢ reelle Konstanten sind, die durch die Anfangsbedingungen fixiert
werden miissen. Um konkret zu sein, nehmen wir an, dafl wir das Teilchen bei ¢t = 0

11 Ausgehend von einer drei-dimensionalen Welt kann man das immer durch Vorgabe von Zwangs-
bedingungen erreichen (siehe hierzu unsere Diskussion unten). Genausogut kann man von vorn
herein annehmen, dafl die Dynamik sich nur in einer Dimension abspielt.
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mit einer Auslenkung ¢m.x und Anfangsgeschwindigkeit v = 0 gestartet hétten (vgl.
Fig. 1.14). Man rechnet leicht nach, dafl das auf die Forderungen ¢ = 7/2 und
T = \/Mw(nax fithrt. Riicksubstitution der alten Variablen fithrt auf

Q<t) = QmaxCOS(Wt>7
p(t) = —M@maxw sin(wt). (1.13)

Damit ist das Problem gelost. Das Teilchen fiihrt eine periodische Bewegung mit
charakteristischer Frequenz w aus. Substitution der Losung zeigt dafl

1 MW frmax

konstant ist, wie es aus allgemeinen Griinden ja auch sein mufl. Dafl der Wert der
Gesamtenergie gerade mit dem der potentiellen Energie bei gp,ax ibereinstimmt liegt
daran, daf§ wir das Teilchen dort ja mit Anfangsgeschwindigkeit 0, d.h. T = 0
gestartet hatten. Bei ¢uax, und damit bei jeder anderen Koordinate auch, ist die
Energie also durch E = U(gmax) gegeben.

An der obigen Darstellung der Energie 148t sich iibrigens ein Sachverhalt erahnen,
der uns spéter noch in erheblichen Mafle beschéftigen wird: Nach Einfiihrung der
z-Variablen, sieht es so aus, als bestehe vollstandige Symmetrie zwischen den Varia-
blen des Problems. Es ist gelungen, von der vormals asymmetrischen Darstellung im
Variablenpaar (p, ¢) auf eine manifest symmetrische Form zu transformieren. Damit
dréngt sich der Verdacht auf, dal die Trennung in ’koordinatenartige’ und 'impuls-
artige’ Variable keinen besonders tiefen Ursprung hat, unter gewissen Bedingungen
Umstanden sogar artifiziell ist. Tatsédchlich werden wir spéter forgeschrittene For-
mulierungen der Mechanik kennenlernen, in denen sich die Unterscheidung zwischen
Koordinaten und Impulsen vollstdndig auflost.

Info: Fiir Leute, die sich mit dem ’Erraten’ der Losung einer Differentialgleichung nicht
zufriedengeben wollen, skizzieren wir hier noch kurz die Idee einer systematischen Losung.
Es ist gut investierte Zeit, sich mit den hierbei verwendeten Konzepten néher vertraut zu
machen.

Wir fithren einen Vektor

und die Matrix

()

ein. Mit diesen Definitionen nehmen die Newton Gleichungen die Form
Z = tWwo9z

an. Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Thre allgemeine
Losung lautet (vgl. einschligige Lehrbiicher iiber gewohnliche Differentialgleichungen)

z(t) = exp(iwoat)z(0),
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wobei die Exponentialfunktion einer Matrix A iiber die Potenzreihe
1
eXpA:1+A+§A2+...

definiert ist. Die Matrix o9 hat nun die schéne Eigenschaft a% = 19, wobei 1o die zwei-
dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet. Damit erhalten wir

z(t) = exp(iwoat)z(0) = (cos(woat) + isin(iwoat))z(0) =
= (cos(wt) + isin(wt)oz)z(0).

Man verifiziert leicht, dafl das mit der oben erratenen Lésung identisch ist.

U |

Abbildung 1.15: Karikatur eines generischen Potentials mit lokalem Minimum
(durchgezogene Linie) und seiner Approximation durch ein Oszillatorpotential (ge-
strichelte Linie).

Schliefflich noch eine Bemerkung zur Anwendungsbedeutung des harmonischen Os-
zillators. Tatséchlich begegnet man dem Oszillatorproblem in der theoretischen Phy-
sik auf Schritt und Tritt, eine Tatsache, die sich anhand eines einfachen Beispiels
erldutern lafit: Denken Sie an das (klassische) Modell eines zweiatomigen Molekiils.
Die Krifte, die die Atome aufeinander ausiiben, lassen sich durch eine im allgemei-
nen hochkomplexe Potentialfunktion beschreiben, die z.B. dhnlich wie die in Fig.
1.15 skizzierte Funktion aussehhen konnte. Dieses Potential hat ein Minimum bei
einer Ortskoordinate g, die dem Bindnungabstand der Atome entspricht. Stellen
wir uns nun vor, dafl wir an der Bewegung der Atome fiir kleine Anregungsenergien
interessiert seien. Es ist klar, daf} sich die Bewegung in erster Linie in der Umgebung
von ¢min abspielen wird. Fiir ein halbwegs gutartiges Potential, kénnen wir nun in
der Ndhe von g, entwickeln (vgl. Fig. 1.15):

]' !/
U(q) = U(Guin) + §U’(qmin)q2 T

In erster Naherung 148t sich die Bewegung also als ein Oszillatorproblem mit einer
charakteristischen Frequenz w = (U”/m)'/? formulieren. Dieser hier am Molekiilbei-
spiel veranschaulichte Sachverhalt hat fiir allgemeine Giiltigkeit: Bewegungen in der
Néhe von Potentialminima lassen sich als harmonische Oszillatoren approximieren.

An dieser Stelle wollen wir mit der formalen Diskussion der Newton Mechanik zu
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einem vorldufigen Abschluss kommen. In den vorangegangenen Abschnitten haben
wir

> die Galilei Raum-Zeit als den allgemeinen Bezugsrahmen eingefiihrt, iiber dem
die Mechanik definiert ist,

> die Newton’sche Formulierung der Mechanik eingefiihrt,
> ihre Invarianzen und Symmetrien untersucht und

> die allgemeine Losbarkeit der Bewegungsgleichungen mechanischer Systeme
diskutiert.

Es ist nun dringend an der Zeit, diesen allgemeinen Formalismus auf Beispiele me-
chanischer Systeme anzuwenden ...

1.4 Beispiele und Anwendungen

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine Reihe von Anwendungen des oben ent-
wickelten Formalismus. Wir beginnen mit der Untersuchung eines der klassischen
Probleme der Mechanik, des sogenannten Zweikorper Zentralkraftproblems. Die
Losung dieses Problem war fiir die Entwicklung der dlteren Mechanik von zentraler
Bedeutung, da Zweikorper Zentralkréfte bei der Beschreibung von Planetenbewe-
gungen eine wesentliche Rolle spielen. In Hinblick auf die Mechanik als Ganzes, hat
das Zweikorperproblem jedoch Sonderstatus, insofern nédmlich als es sich um ein
losbares Problem handelt, also um eines fiir das Losungen der Newton Differential-
gleichungen explizit berechnet werden koénnen.

Die Mehrzahl mechanischer Probleme fillt nicht in diese Klasse, auch wenn man
bei der Lektiire von Lehrbiichern oft einen anderen Eindruck gewinnt. (Dort wird
eben den wenigen losbaren Problemen besondere Bedeutung geschenkt.) Tatsache
ist, daB fiir den bei weiten grofiten Teil mechanischer Systeme Losungen nicht an-
gegeben werden kénnen oder, schlimmer, dafl man von den Losungen nur weif3; dafl
sie pathologischen Charakter haben (fiir die Préizisierung des Begriffs 'pathologisch’
siehe, Abschnitt XX). Es ist ist daher von besonderer Wichtigkeit, Methoden zu ken-
nen, die eine moglichst weitgehende Charakterisierung dynamischer Systeme auch
bei Abwesenheit expliziter Losungen erlauben. Im zweiten Teil dieses Abschnitts
werden wir anhand von Beispielen einige solcher Methoden erarbeiten.

Drittens werden wir uns in diesem Abschnitt, einen Uberblick dariiber zu verschaf-
fen, welche Arten von Kréften in typischen Problemen der Mechanik auftauchen.
Diese Klassifizierung wird weitreichende Konsequenzen haben; wir werden sehen,
daB es zur Analyse des Grofiteils der Probleme der ’irdischen” Mechanik einer volli-
gen Neuformulierung des Formalismus bedarf.

1.4.1 Zweikorper Zentralkraft Problem (allgemein)

Beim Zweikorper Zentralkraft Problem handelt es sich um einen der Klassiker der
Mechanik. Ein Grofiteil der frithen Forschung der Mechanik bezog sich auf die Be-
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schreibung von Planetenbewegungen. Eine Reihe von Gesetzen der Mechanik wurden
in vor-Newton’scher Zeit empirisch durch Beobachtung von Planetenbahnen erhal-
ten. So ist z.B. das oben abgeleitete Gesetz von der Drehimpulserhaltung erstmals
von Kepler durch direkte Beobachtung der Bahn des Mars gefunden worden.
Planetenbewegungen lassen sich oft in erster Ndherung als ein Zweikorper Problem
beschreiben: Man konzentriert sich auf die zwei wichtigsten zur Beschreibung der
Bewegung relevanten Himmelskdérper und “vergifit” den Rest des Universums. Z.B. ist
die Bewegung unseres Mondes nédherungsweise im Rahmen des Zweikorper Systems
(Erde/Mond) zu verstehen, die der Erde im Rahmen des Systems (Erde/Sonne)
u.s.w. Ein erster und wesentlicher Schritt hin zu einem Verstandnis der Dynamik von
Himmelskoérpern besteht daher in der Analyse des allgemeinen Zweikoérper Problems.
Dieses ist durch

mit; = Fio
mgfg = F21:—F12 (114)

definiert, wobei r; und m;, 7 = 1,2 Lagekoordinate bzw. Masse zweier Korper sind
(vegl. Fig.1.16).

Abbildung 1.16: Definition von Koordinaten und Kréften im Zweikorperproblem

In (1.14) sind wir vor das Problem gestellt, ein System von sechs Freiheitsgraden zu
16sen, eine im allgemeinen nicht zu schaffende Aufgabe. An dieser Stelle kann man
sich von den Vereinfachungen iiberzeugen, die die Anwesenheit von Symmetrien bzw.
Erhaltungsgréfien mit sich bringen:

Reduktion der Freiheitsgrade I: Gesamtimpulserhaltung

Oben hatten wir gezeigt, dafl fiir N-Teilchensysteme, also insbesondere fiir Zwei-
Teilchensysteme, der Gesamtimpuls erhalten ist. Zur effizienten, die Gesamtimpul-
serhaltung beriicksichtigenden Formulierung des Problems fithren wir eine Reihe
neuer Groflen ein (wobei sich die meisten als N = 2 Spezialisierungen von oben
allgemein definierten Groen ergeben):

Gesamtmasse: M =mq + mo
. mims
reduzierte Masse: m=——"—
mi + ma
1

— (myry + mors)

Schwerpunktskoordinate: R i
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Relativkoordinate: r=r; —ry
Gesamtimpuls: P = MR
Relativimpuls:  p = mr.

Wie oben allgemein gezeigt, ist der Gesamtimpuls erhalten, P = 0. Das beinhaltet
eine Reduktion der Freiheitsgrade, und damit der Zahl der zu lésenden Gleichun-
gen, von sechs auf drei. (Dafl Erhaltungsgrofien zu einer Reduktion der Zahl der
Gleichungen fiithren, liegt daran, dafl bei Anwesenheit von z.B. n erhaltenen Gréfien
in einem System mit f Unbekannten f —n Variablen dadurch fixiert sind, dafl sich
die n ausgezeichneten Variablen nicht &ndern diirfen.) Die Variablenreduktion 148t
sich explizit machen, indem wir die Newton Gleichungen in den neuen Variablen
formulieren. Substitution von

m
r, = R+M2r,

m
ro = R—er

in die Bewegungsgleichung fiithrt auf
mr =F,

wobei wir der Einfachheit der Notation halber F = F ;5 definiert haben. Zusammen
mit R = 0, sind diese Gleichungen dem obigen System #quivalent.

Anschaulich kann man sich die Konsequenzen der Gesamtimpulserhaltung so vor-
stellen: Die Bewegung des Schwerpunkts der zwei Korper ist gleichférmig, trivial.
Der interessante Teil der Dynamik spielt sich in den inneren Freiheitsgraden ab.
Die reduzierte Gleichung fiir r besagt, dal die intrinsische Bewegung der eines ein-
zelnen Teilchens der Masse m in einer vorgegenen Kraft F(r) dquivalent ist. Nach
der Abspaltung der Gesamtbewegung kénnen wir das Zweikorperproblem also ef-
fektiv wie ein Einkorperproblem behandeln. Fiir die Kraft dieses reduzierten Pro-
blems gilt F(r)||r. Man bezeichnet Krifte mit dieser Eigenschaft als Zentralkrifte.
Dariiberhinaus gilt F(r) = F(r), d.h. die Kraft hiangt nur vom Abstand des effekti-
ven Korpers vom Ursprung ab.

Reduktion der Freiheitsgrade II: Drehimpulserhaltung

DaB es sich bei dem reduzierten Problem um eine abstandsabhéngige Zentralkraft
handelt, fithrt zu einer weiteren Reduktion der Variablen. Kréfte diesen Typs haben
zwei wichtige Eigenschaften, die sie vor generischen Kréften auszeichnen: (i) sie
sind konservativ, (ii) der Drehimpuls um den Ursprung ist erhalten. Zu (i), per
definitionem, kann F als,

F(r) = F(r)e,

geschrieben werden, wobei F eine skalare Funktion und e, der radiale Einheitsvektor
beziiglich des Ursprungs r = 0 ist. mit U(r) = — [ F(r')dr’ gilt

F=_VI,
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wobei wir benutzt haben, da der in Polarkoordinaten ausgedriickte Gradient die

Form
1

rsind

1
Vf = 6rfer + ;69fe9 + 8¢fe¢

hat.

Aufgabe: Rekapitulieren Sie die Form der wichtigsten Vektordifferentiationen gradf =
Vf,divv = V - v sowie rotv = V x v (f: Funktion, v: dreidimensionaler Vektor) in kar-
tesischen, Zylinder- und Polarkoordinaten. Wie rechnet man diese Operatoren allgemein
von einem System auf ein anderes um?

Die Erhaltung des Drehimpulses beziiglich des Urspungs 1&8t sich unmittelbar nach-
rechnen. Mit
Il=rxp

haben wir '
l=rxp+rxp=mvxv+Frxe.=0,

da das Kreuzprodukt paralleler Vektoren verschwindet. Dem obigen Argument nach
steht zu erwarten, dafl die Erhaltung des Drehimpulses zu einer weiteren Reduktion
des Zahl zu losender Gleichungen fiihrt. Um dies zu erkennen, miissen wir jedoch ein
wenig mehr arbeiten als zuvor. Zunéchst einmal stellt man fest, dafl die Bewegung
bei erhaltenem Drehimpuls nicht beliebig verlauft, sondern auf eine Ebene einge-
schrénkt ist. Es handelt sich dabei um die Ebene E, die durch den Ursprung geht
und senkrecht zum Drehimpuls 1 liegt (vgl. Fig. 1.17). Zu jedem beliebigen Zeit-
punkt liegen sowohl die Geschwindigkeit v als auch der Lagevektor r des Teilchens
in dieser Ebene (da ja beide senkrecht auf 1 stehen.)

TI

g0
%

\'

Abbildung 1.17: Zur Dynamik im Zentralkraftproblem; die Bewegung findet in einer
Ebene senkrecht zum erhaltenen Drehimpuls statt.

In der Bewegungsebene fithren wir ebene Polarkoordinaten (r, ¢) beziiglich des Ur-
sprungs ein. Es ist auBlerdem zweckméfig, die Ebene nicht durch kartesische Ko-
ordinatenvektoren ey, €2, sondern durch ein (mitbewegtes!) orthonormiertes System
polarer Einheitsvektoren aufzuspannen, das durch die Position des Teilchens defi-
niert ist. Dieses System ist explizit durch

e, = e;Ccoso+ eysing, (1.15)
e, = —e;sing+eycosg (1.16)
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gegeben. Es ist wichtig, sich zu vergegenwértigen, daf das System {e,,e;} der Be-
wegung des Teilchens folgt. (Sowohl e, als auch e, &ndern sich mit der Zeit.) In der
Tat rechnet man leicht nach, daf3

ér - Q‘se¢7
é¢ = —(ber.
Die Position des Teilchens ist zu jedem Zeitpunkt durch
r=re,

gegeben, der Betrag des erhaltenen Drehimpulses durch [ = |1| = mr%f). Mit den
obigen Formeln fiir e, 4 ist es eine Sache von wenigen Zeilen, die Newton Gleichungen
in Polarkoordinaten auszudriicken. Das Ergebnis ist:

nzkf—ré%er+(%ﬁw#n@e4::Pbm
oder, komponentenweise ausgeschrieben,

¢ 1 m(2rdp+rd) =0 d(mrie) =0,

ro mf—mrgéQ:F.

Die Gleichung fiir die ¢-Komponente besagt also nichts anderes als die uns schon
bekannte Erhaltung des Drehimpulses. Unter Verwendung von ¢ = [ /(mr?) kénnen
wir die zweite Gleichung in eine Form bringen, die ausschliellich die Koordinate r
enthélt:
l2

mr
Damit sind wir am vorlaufigen Ziel. Unter Verwendung der Symmetrien des Pro-
blems, Gesamt- und Drehimpulserhaltung ist es gelungen, die Zahl der zu l6senden
Gleichungen von sechs auf nur noch eine zu reduzieren. Die Losung dieser einzelnen
gewohnlichen Differentialgleichung ist ein durchaus machbares Problem, dem wir
uns nun zuwenden wollen.

Diskussion des Radialproblems

Wir haben die Newton Gleichungen des Zweikorper Problems auf eine einzelne, die
Dynamik der (relativen) Radialkoordinate beschreibende Gleichung reduziert. Es ist
sinnvoll, sich vor der expliziten Losung dieser Gleichung etwas mit ihrer allgemeinen
Struktur zu befassen.

Zuniichst einmal kénnen wir unter Ausnutzung von 12/(mr3) = —9,12/(2mr?), die
Radialgleichung zu

. 12
mit = —0, <U + 2mr2) (1.17)

umschreiben. Das ist die Gleichung einer eindimensionalen Bewegung in einem ef-
fektiven Potential 2
2mr?’

V=U+
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Abbildung 1.18: Effektives Potential, V' eines Zentralkraftproblems mit Potential U
und Drehimpuls /.

Man bezeichnet den Zusatzterm # als das Zentrifugalpotential. In ihm ist der
Einflul der Rotationsbewegung um den Ursprung auf die Radialdynamik kodiert.
Es handelt sich bei der Zentrifugalkraft —&% iibrigens um eine Scheinkraft im
Sinne der oben gegebenen Definition. Sie kommt dadurch zustande, dal wir die
Bewegung von einem mitbewegten und fiir [ # 0 auch beschleunigten Bezugssystem
aus betrachten.

Die Gesamtenergie des effektiven eindimensionalen Problems ist durch

E::%#?+V (1.18)
gegeben. Diese Grofle ist (i) erhalten (eine Tatsache, die man unter Verwendung von
(1.17) leicht nachrechnet) und (ii) identisch mit der Energie des Problems in seiner
urspriinglichen, dreidimensionalen Formulierung,

E:%fMU.

In der Tat ist

%P+U=%MW@W+U:

_m,, C o m o, 12 o m o,
_E(rer+r¢e¢) +U—§T‘ +<U+W)—§T +V

Die Energieerhaltung gestattet es nun, die Newton Gleichung in einfacher Weise zu
16sen. Mit
2

E-V)

E="024V ==/~
2 m
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ergibt sich

t r(t) 1 r(t) d
t:/dt:/ Wdr:/ L . (1.19)
0 r(0) 4t r@ /2(E-V(r))
Fiir ein gegebenes Potential V' (r) 1aft sich das Integral auf der rechten Seite (ana-
lytisch oder zumindest numerisch) ausfithren und wir erhalten einen funktionalen

Zusammenhang t = G(r(t)), wobei G(r(t)) = f:(g)) (2(E - V(r)))_l/Q. Auflésung
dieser Gleichung nach t (eine Operatation, die rein algebraisch ist, also keine Integra-
tion/Differentiation mehr involviert) fithrt dann auf den gesuchten Zusammenhang
r(t) = G7(t), wobei G~! die Umkehrfunktion zu G bezeichnet.

Zur vollstdndigen Charakterisierung der Bewegung brauchen wir noch den Zusam-
menhang zwischen Radius 7(¢) und Winkelkoordinate ¢(t). In &hnlicher Weise wie

oben, 148t sich dieses Problem auf eine Integration zuriickspielen: Mit
do dodt 1
ar dtar 0T
r r &
ergibt sich
dp 1 1

dr 1?2 2om(E — V)

bzw.
dr 1

2\ /2m(E — V)

Gleichungen (1.19) und (1.20) stellen — bis auf noch ausstehende Integrationen —
eine vollstandige Losung des Problems dar. Man sagt, das Problem sei ‘bis auf
Quadraturen’ gelost.

Um einen Uberblick iiber das Aussehen der Losung fiir ein vorgegebenes Potential zu
bekommen, konnen wir nun (i) das Integral (1.20) explizit ausfiihren, eine Aufgabe,
die sich im allgemeinen nur numerisch 16sen 148t, oder (ii) die Differentialgleichung
fiir » und ihre Losung erst einmal qualitativ untersuchen. Wir gehen so vor, daf§ wir
zunédchst einige qualitative Aspekte des Problems mit allgemeinem V' besprechen
und im Anschlufl die quantitative Analyse eines wichtigen Spezialfalls beispielhaft
durchfiihren.

Wir betrachten die in Fig. 1.18 dargestellte Situation eines effektiven Potentials mit
einem lokalen Minimum bei einer gewissen Radialkoordinate ry'2. Die Energie sei
zunéchst so gewahlt, daf fiir zwei Punkte r,;, < ro < rmax das effektive Potential der
Gesamtenergie des Teilchens gleicht, £ = V ("min/max). Man nennt den Radialwert
Tmax (Tmin) den Aphel (Perihel) der Bewegung. An diesen beiden Punkten gilt 7 = 0
(vgl. (1.18)), die Radialkomponente der Geschwindigkeit verschwindet. Anders als
bei einer rein eindimensionalen Bewegung bedeutet das jedoch mitnichten, daf die
Bewegung als ganzes zu einem Stillstand kommt. Aufgrund der Drehimpulserhaltung
ist ja ¢ stets nichtverschwindend, d.h. an Aphel und Perihel hat die Bewegung keine
Radialkomponente, wohl aber eine senkrecht zum Radialvektor.

=1 (1.20)

12Es gibt natiirlich auch Potentiale ohne lokales Minimum. Z.B. sind die effektiven Potentiale
repulsiv wechselwirkender Teilchen von diesem Typ. Siehe hierzu die Diskussion unten.



42 KAPITEL 1. NEWTON MECHANIK

Abbildung 1.19: Qualitative Struktur der gebundenen Zentralkraftdynamik. Punkte
grofter Anndherung (Entfernung): Aphel (Perihel)

Qualtitativ kann man sich das so vorstellen, dafy das Teilchen von irgendeinem Punkt
(7 € [Fimin, "max), ®) mit sagen wir auswérts gerichteter Initialgeschwindigkeit 7(0) >
0 kommend nach auflen lduft, dabei kinetische Energie verliert und schliefSlich, bei
Tmax Nicht mehr weiter kommt; es ist im Potential gefangen. Die radiale Bewegung
kehrt ihre Richtung um, das Teilchen lduft nach innen bis es bei ry;, nicht weiter
nach innen kommt, es dreht abermals um u.s.w. Zwischen je zwei Durchlaufen von
Tmin UNd Ty 1St ein Winkel

Tmax ﬁ 1
Tmin T2 \/ Qm(E - V)

eingeschlossen. Falls dieser Winkel komensurabel mit 27 ist, 27 /¢ =n/m, n,m € N
schliet die Bahn nach n Durchlaufen. Man kann zeigen, daf§ im anderen, nicht-
schlieSenden Fall, die Bahn des Teilchens im durch r;, und 7., definierten Kreis-
ring dicht liegt.

Mit anwachsender Energie des Teilchens wandert der Aphelpunkt immer weiter nach
auBen bis er schliefllich im Unendlichen verschwindet. Physikalisch bedeutet dies, dafl
das Teilchen nicht ldnger im Potential eingefangen ist, sondern eine ungebundene
Bewegung durchfiihrt. In die Klasse solcher Bewegungen fallen auch repulsive Po-
tentiale, also Potentiale, fiir die —0,U > 0 eine nach auflen weisende Kraft darstellt.
Fir solche U ist das effektive Potential monoton fallend und ein Punkt 7., exi-
stiert nicht. Nach Erreichens des Punktes grofiter Annédherung verschwindet jede
Bahn wieder im Unendlichen.

Unsere bisherige Diskussion der Zentralkraftdynamik war eher qualitativ gehalten.
Das liegt unter anderem daran, dafl das Integral (1.20) im allgemeinen nicht lsbar
ist. Im folgenden diskutieren wir eine sehr wichtige Ausnahme, ndmlich den Fall von
Potentialen der Form U(r) = —k/r. Dies ist das sogenannte

¢=1

1.4.2 Keplerproblem

Fiir Potentiale vom Typ U(r) = —k/r, k € R lauft das Zentralkraftproblem unter
dem Namen 'Keplerproblem’'3. Eine seiner Besonderheiten ist, dafl die die Bewegung

13Zur Motivation der Namensgebung, siche unten.
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beschreibenden Integrale geschlossen gelost werden kénnen. Dafl wir dieses Problem
hier in einigem Detail diskutieren, liegt nicht so sehr daran, daf seine Losung fiir den
weiteren Aufbau der Mechanik von besonderer Bedeutung wire; das ist sie nicht.
Der Grund ist vielmehr, da§ der Fall U(r) = —k/r in Hinblick auf Anwedungen
extrem wichtig ist. Zwei der wichtigsten Potentiale der Natur, das Gravitationspo-
tential und das Coulombpotential sind von diesem Typ. Genauer gesagt, ist das
Graviationspotential zweier im Abstand r befindlicher Koérper der Massen m;

und ms durch
mime

U(r) = —g

gegeben, wobei g die Newton’sche Gravitationskonstante ist.

r

Info: Wir betrachten die Newton Gleichung eines Korpers der Masse m im Gravitations-
potenital der Erde (Masse, M > m, Radius R):

Mg

mi = —-VU = My ers

wobei wir angenommen haben, dafl sich die Bewegung in unmittelbarer Nihe der Erd-
oberflache abspiele und damit in der Kraft r &~ R approximiert werden kann.

Der Punkt auf den wir hinauswollen ist, dafl die Masse des Koérpers, m, auf beiden Sei-
ten der Gleichung auftritt. Ihre physikalische Interpretation auf den jeweiligen Seiten ist
jedoch verschieden. Die Masse m links bezeichnet man als tridge Masse des Korpers.
Unabhéngig davon, was fiir eine Kraft rechts steht, driickt dieser Massenparameter das
'Unwillen” des Kérpers gegen Beschleunigung aus. (Je grofler die triige Masse, desto ge-
ringer, bei vorgegebener Kraft, die Beschleunigung.) Den Parameter m rechts, bezeichnet
man als schwere Masse: je schwerer ein Korper, desto grofler die Kraft, die auf ihn im
Gravitationspotential wirkt. Das Gravitationsgesetz oben driickt nun das Prinzip

schwere Masse = trige Masse

aus. Die Beschleunigug von Koérpern im Gravitationspotential ist von der tragen Masse un-
abhingig, eine Entdeckung, die Galilei im Rahmen seines legendéren Experiments auf dem
Turm von Pisa machte. (Galilei lie Kugeln verschiedener Masse vom Turm herabfallen
und fand heraus, dafl sie in gleicher Zeit (~ gleiche Beschleunigung) am Boden anka-
men.) Die Form des Gravitationspotentials U = —gmymg/r driickt diese experimentelle
Tatsache aus. Man muf} sich aber klarmachen, dafl das Gesetz im Rahmen der Mechanik
nicht "bewiesen’ werden kann. Tatséchlich ist diese Gleichheit von schwerer und tréger
Masse in keiner Weise trivial begriindbar. Das Problem ihrer Identifikation bildete einen
der Hauptanstopunkte zur Entwicklung Einsteins allgemeiner Relativitétstheorie.

Das Coulombpotential zweier Punktladungen ¢; und ¢ ist

_ 4192
—

U(r)

Ein gutes Verstdndnis der Keplerproblems ist daher fiir die Beschreibung von Proble-
men wie Planetenbewegungen, der Bewegung wechselwirkender geladener Teilchen
u.s.w. unabdingbar.
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Wir substituieren U = —k/r in (1.20) und erhalten
1

1E
™ am (B E - )

2mr?2

¢ =

B l/dr 1 B

— 7\/ : — =
2m(E7’ —i—k'r—%)
—7r

p
= arccos ,
€r

wobel wir die Parameter

3
Il

)

|
—_
+

definiert haben.

Aufgabe: Untersuchen sie die ,/-Definition von e. Was passiert fiir £ < —mk?/(212)?
Sind solche Werte der Energie physikalisch zuléssig?

Wir 16sen nach r auf und erhalten

p

= 1.21
1+ €ecos¢ ( )

r

Dies ist die oben angekiindigte geschlossene Losung des Problems. Wir diskutieren
ihr Verhalten fiir die beiden Félle positiver und negativer Energie E getrennt.

Negative Energie: Gebundene Bewegung

Fiir £ < 0ist € < 1. In diesem Fall handelt es sich bei (1.21) um die Parameterie-
sierung einer Ellipse in der sogenannten Fokaldarstellung.

Info: Eine Ellipse ist durch zwei Parameter festgelegt. Eine Moglichkeit der Parameteri-
sierung besteht in (vgl. Fig. 1.20)

wobei a und b die sogenannten Halbachsen und (z,y) kartesische Koordinaten beziiglich
des Ursprungs sind. Eine Alternative besteht darin, die Ellipse iiber ihre Fokalpunkte
festzulegen. Wir definieren hierzu die zwei Groflen

Parameter : p=—,

Exzentrizitit : e=1/1—- —.
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Abbildung 1.20: Zu den verschiedenen Mdoglichkeiten, eine Ellipse zu parameterisie-
ren.

Bei den Fokalpunkten F o handelt es sich dann um zwei Punkte, die sich im Abstand +c,
P _ o

vom Ursprung auf der groflien Halbachse befinden. Die Ellipse ist die Menge aller Punkte,
deren Abstéinde r; und 79 eine konstante Summe 71 4+ r9 = 2a haben (Erinnern sie sich an
die Bindfadenkonstruktion der Ellipse?). Man rechnet leicht nach, dafl die Polarkoordina-
tendarstellung (r, ¢) der Ellipse beziiglich eines der Fokalpunkte durch

p

"= 1+ ecos¢

gegeben ist.

Das Gesetz (1.21) besagt also, daf die gebundene Bewegung fiir ein —k/r Potential
sich auf ellipsoidalen Bahnen abspielt (vgl. Fig. 1.21). Dieses und noch zwei andere
Resultate wurden erstmals von Kepler rein empirisch, durch Beobachtung der Bahn
des Mars, im frithen 17. Jahrhudert gefunden:

> Erstes Kepler’sches Gesetz: Die Planetenbahnen sind Ellipsen.

> Zweites Kepler’sches Gesetz: Der Radiusvektor (Fahrstrahl) von der Sonne
zu den Planeten iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flidchen.

> Drittes Kepler’sches Gesetz: Das Verhéltnis der Kuben der groflen Halb-
achsen [der planetaren Ellipsen] zu den Quadraten der Umlaufzeiten ist fiir
alle Planeten eines gegebenen Planetensystems dasselbe.

Das erste Kepler’sche Gesetz haben wir gerade selbst gefunden. Beim zweiten han-
delt es sich um den Satz von der Drehimpulserhaltung in Verkleidung: Zu einer
vorgegebenen Zeit befinde sich das Teilchen (Planet) bei Abstand r(¢) relativ zum
Ursprung!. Zur Zeit ¢t +dt, 6t klein, befindet es sich bei r(t+9) ~ r(t)+d;r(t)dt. Ele-

14An dieser Stelle kénnte Verwirrung entstehen. Wieso behaupten wir der Ursprung des
Zweikorpersystems Planet/Sonne stimme mit der Sonnenposition iiberein? Per Konstruktion han-
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Abbildung 1.21: Zum ersten und zweiten Kepler Gesetz.

mentare Vektoralgebra zeigt, dal die dabei eingeschlossene Fliache (vgl. die schraf-
fierte Fldche in Fig. 1.21) durch

1 1 1
S(t,ot) = 2|r(t) xr(t+ot)| = 2|r(t) x v(t)|ot = le(t)ét,

gegeben also proportional zum zeitunabhéngigen Drehimpuls ist: Die pro Zeit dt
eingeschlossene Flidche ist konstant. (Der rechnerischen Einfachheit halber haben
wir dieses Resultat fiir infinitesimale Zeiten 0t abgeleitet. Iteration des Arguments
zeigt aber, daf es fiir beliebige Zeiten Giiltigkeit hat.)

Der Beweis des dritten Gesetzes lauft auf einige Substitutionen bereits abgeleiteter
Resultate hinaus: Aus dem zweiten Kepler Gesetz folgt, dafl die Gesamtfliche der

Ellipse durch

Tab = LT
2m

gegeben ist, wobei T die Umlaufzeit bezeichnet. Kombination mit b = (pa)'/2 und der

Definition von p fithrt auf a®/T? oc k/m. Nun ist fiir das Gravitationspotential eines
Planeten der Masse m,, in bezug auf die Sonne (Masse m;) k = gm,m,. Wegen m, >
m,, ist die reduzierte Masse des Problems ist in guter Néherung m =~ m,. Damit
ergibt sich a®/T? oc m, unabhiingig von den Eigenschaften (Masse, Drehimpuls
u.s.w.) des jeweiligen Planeten. Beachten Sie jedoch, dafi das dritte Kepler’sche
Gesetz nur Giiltigkeit fiir das Gravitationsproblem stark ungleichgewichtiger Partner
hat.

Positive Energie: Ungebundene Bewegung

Fiir £ > 0 sind wir in der oben allgemein diskutierten Situation eines effektiven
Potentials ohne Aphelpunkt. In der allgemeinen Losung (1.21) ist € > 1. In diesem
Fall beschreibt (1.21) keine Ellipse mehr aber ein artverwandtes Objekt, nédmlich
eine Hyperbel.

Info: Eine Hyperbel ist wie eine Ellipse durch zwei Parameter festgelegt. In kartesischen

delt es sich beim Ursprung doch um die Schwerpunktskoordinate des Systems, der i.A. nicht mit
einer der beiden Korperpositionen iibereinstimmen wird. Der Grund dafiir, dafl das beim Plane-
tenproblem effektiv doch der Fall ist, ist das die Sonne unverhéltnisméBig viel schwerer ist als jeder
Planet. Zur Ilustration: Setzen sie fiir das System Erde/Sonne die Schwerpunktskoordinate mit
dem Sonnenradius in Bezug!
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Abbildung 1.22: Zu den verschiedenen Moglichkeiten, eine Hyperbel zu parameteri-
sieren.

Koordinaten ist sie durch
22 2
a2 B2
parameterisiert, wobei man a bzw. b als relle bzw. imaginére Halbachsen bezeichnet (vgl.
Fig. 1.22). Ahnlich wie bei der Ellipse definieren wir

=1

)

b2
Parameter : p=—,
a

/ b2
Exzentrizitit : e=+4/1+ —-
a

Die Fokalpunkte Fi o der Hyperbel sind zwei Punkte, die sich im Abstand +c,

P _ S22

CcC =
1— €2

vom Ursprung auf der xz-Achse befinden. Die Hyperbel 148t sich nun alternativ als die
Menge aller Punkte definieren, deren Absténde r 2 zu den Fokalpunkten konstante Diffe-
renz haben. Es ergeben sich zwei Hyperbeléste, einer mit vy — ro = +2a, der andere mit
r1 —ry = —2a. Die Polarkoordinatendarstellung (7, ¢) des negativen (x < 0) und positiven
(z > 0) Hyperbelastes beziiglich des Fokalpunkts Fj ist durch

p -1
<0:r= ——m—— — <¢p<1
* " 1 + ecos(9) € ¢l
p -1
0:r—— 1<h<— 1.22
x > r 1+ECOS(¢) _Qb_ € ( )

gegeben.

Gleichung (1.21) besagt also, dafl ein Teilchen positiver Energie sich auf einer Hy-
perbelbahn bewegt. Das Kraftzentrum liegt in einem der Fokalpunkte der Hyperbel.
0O.B.d.A nehmen wir an, daf§ es sich um den in Fig. 1.23 mit o bezeichneten Punkt
handelt.

Aber welcher der beiden Hyperbeldste entspricht einer physikalischen Bewegung,
beide oder nur einer und wenn ja, welcher? Eine Idee davon, welcher der Aste fiir
vorgegebenes Potential der Richtige ist, bekommt man durch Inspektion von Fig.
1.23: Der rechte Ast weicht in gewisser Weise vor dem Kraftzentrum zuriick, der
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Abbildung 1.23: Ungebundene Bewegungsbahn fiir den Fall attraktiver und repulsi-
ver Potentiale.

linke schliefit es ein. In der Tat ist der rechte (linke) Ast fiir repulsive (attrakti-
ve) Potentiale der physikalische, was man folgendermaflen sieht. Fiir ein repulsives
(attraktives) Potential ist der Parameter p in (1.21) negativ (positiv). Andererseits
muf die Radialkoordinate r grundsétzlich positiv sein. Das bedeutet dafB fiir ein (re-
pulsives) attraktives Potential die untere (obere) der Parameterisierungen in (1.22)
die richtige ist.

Damit wollen wir die Diskussion des Keplerproblems beschlieSen. Es soll an dieser
Stelle nocheinmal betont werden, dal wir das k/r-Potential in erster Linie aufgrund
seiner Bedeutung fiir physikalische Anwendungen diskutiert haben. In Hinblick auf
die konzeptionelle Entwicklung der Mechanik hat dieses Problem untergeordnete Be-
deutung, insofern namlich, als es sich um ein gechlossen losbares handelt. Tatséchlich
ist es neben dem trivialen Fall der freien Bewegung und dem harmonischen Oszillator
das mehr oder weniger einzige Problem der Mechanik, das exakt 16sbar ist'®. Insofern
ist die Analyse dieses Abschnitts — eine manchmal seltsam unmotiviert scheinende
Kette von Substitutionen und Integraltransformationen — auch untypisch fiir das
"gewOhnliche’ Arbeiten der Mechanik.

In Anbetracht der Tatsache, dafl die iiberwéltigende Mehrheit der in der Praxis
auftauchenden Probleme auf nicht-16sbare Differentialgleichungen fiihrt, ist es von
besonderer Wichtigkeit, Methoden zu kennen, die eine allgemeine Charakterisie-
rung mechanischer Bewegungen erlauben. Im néchsten Abschnitt sollen einige sol-
cher Konzepte fiir den vergleichsweise einfachen Fall eindimensionaler Probleme ein-
gefithrt werden.

1.4.3 Allgemeine Charakerisierung von Bewegungen (in Ei-
ner Dimension)

Wie bereits mehrfach gesagt, konnen die Newton Bewegungsgleichungen nur in einer
geringen Zahl von Ausnahmefillen gelost werden. Es ist daher besonders wichtig,

15Man kann sogar soweit gehen zu sagen, daf der harmonische Oszillator das einzig wirklich
losbare System ist. Mittels einer cleveren Variablentransformation[] ist es ndmlich méglich, das
Kepler Problem auf das Oszillatorproblem zuriickzuspielen. (Die freie Bewegung ist natiirlich auch
ein Oszillatorproblem, ndmlich eines mit Potential 0.)
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effiziente Verfahren zu kennen, die eine qualitative Charakterisierung von Bewe-
gungstypen auch bei Abwesenheit geschlossener Losungen erlauben. In diesem Ab-
schnitt sollen einige solcher Konzepte vorgestellt werden, und zwar fiir den Fall
ein-dimensionaler Bewegungen. Die Einschriankung auf eine Dimension ist dadurch
motiviert, dafl dieser Fall (i) besonders einfach ist und (ii) anders als in hoheren Di-
mensionen eine Losung der Newton Gleichungen in einer Dimension stets angegeben
werden kann und damit die Aussagen der qualitativen Analyse kontrolliert werden
koénnen.

Qualitative Untersuchungen mechanischer Bewegungen fiihrt man am zweckmé&fig-
sten im Phasenraum durch. Dafl der Phasenraum eine besonders gut geeignete
Grundlage zur Beschreibung von Bewegungen darstellt, 148t sich anhand eines Bei-
spiels illustrieren, das wir bereits diskutiert hatten, ndmlich des harmonischen Os-
zillators. Betrachten wir zundchst die Charakterisierung der Bewegung anhand ei-
ner expliziten Losung (1.13) der Bewegungsgleichung. Jede solche Losung ist durch
einen Satz von Anfangsbedingungen festgelegt: Man muf3 die Information vorgeben,
wo das in Frage kommende Teilchen zu einer gewissen Zeit gestartet wurde und
mit welcher Anfangsgeschwindigkeit dies geschah. Fiir den speziellen Fall einer bei
(max Mit Geschwindigkeit 0 gestarteten Bewegung fiithrt das z.B. auf die Losung
(1.13), im allgemeinen jedoch auf Ausdriicke, die zwar dhnliche funktionale Gestalt
aber durchaus kompliziertere Parameterabhéngigkeiten haben konnen. Es ist klar,
daf diese auf expliziten Losungen aufbauende Art, die Dynamik des Oszillators zu
charakterisieren nicht besonders kompakt, geschweige denn anschaulich ist.

Abbildung 1.24: Phasenraumprotrait der Bewegung eines harmonischen Oszillators

Vergleichen wir das mit der in Fig. 1.24 skizzierten Darstellung der Bewegung im
Phasenraum. Die Energieerhaltungsrelation (vgl. GL.(1.11))

2 2
P mw’
E ==

2m+ 2

besagt, dafl die Bewegungsbahnen im Phasenraum die Form von Ellipsen annehmen.
Jede dieser Ellipsen ist durch Angabe nur eines Parameters, ndmlich der Energie £
vollstdndig charakterisiert. Die Phasenraumdarstellung der Bewegung, man spricht
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auch von einem 'Phasenraumportrait’, enthélt einerseits weniger, in gewisser Wei-
se aber auch mehr Information als die oben angesprochene Charakterisierung durch
Losungen der Bewegungsgleichung. "Weniger’, weil wir die Bewegungsgleichungen ja
zur Aufstellung der Ellipsen nicht haben losen miissen und daher auch nicht wis-
sen mit welcher Zeitabhdngigkeit sie durchlaufen werden. '"Mehr’, weil die Ellipsen
nicht an einen spezifischen Satz von Anfangsbedingungen, und damit nicht an eine
spezifische Bewegung gebunden sind. Eine Ellipse portraitiert vielmehr alle Bewe-
gungen, deren initiale Phasenraumkoordinaten auf ihr liegen. (Erinnern Sie sich and
die in Abschnitt 1.3.3 abgeleitete Tatsache, daBl Bewegungen im Phasenraum durch
Angabe einer Anfansgskoordinate x( vollstdndig festgelegt sind. Fiir jedes xq, das
auf einer der Phasenraumellipsen des Oszillators liegt, wird die Bewegung auf eben
dieser Ellipse bleiben.)

Die Vorgabe einer Anfangsbedingung bedeutet, dafl man festlegt, dafi das Teilchen
sich zur Zeit ty bei einem gewissen Punkt im Phasenraum befindet. Damit ist festge-
legt, daB es sich fiir alle Zeiten auf der durch diesen Punkt gehenden Phasenraumel-
lipse befinden wird. Durch Angabe einer Ellipse sind alle Bewegungen, die mit der
entsprechenden Energie ablaufen, unabhéngig von den spezifischen Anfangsbedin-
gungen, erfasst. Zugegebenermaflen ist die Darstellung im Phasenraum, zumindest
auf den ersten Blick, weniger anschaulich als die direkte Ortsraumdarstellung der
Bewegung. Das wird aber mehr als aufgewogen durch die Tatsache, dal die Phasen-
raumdarstellung der Bewegung eindeutig ist. Sobald ich die Phasenraumkoordinaten
eines Teilchens x = (p, ¢) zu einer gewissen Zeit ¢y kenne, kann ich, im Prinzip we-
nigstens, seine Bewegung eindeutig konstruieren. Im oben angesprochenen Beispiel
des Oszillators, z.B., wird das Teilchen auf derjenigen Ellipse bleiben, die durch
(p,q) geht. Das ist mit der nicht-eindeutigen Ortsraumdartellung zu vergleichen.
Die Angabe einer Orstraumkoordinate reicht nicht zur Charakterisierung einer Be-
wegung aus. Sie mufl durch Angabe eines in der Ortsraumdarstellung 'unsichtbaren’
Parameters, der Anfangsgeschwindigkeit ndmlich ergédnzt werden.

Die oben fiir den Fall des harmonischen Oszillators formulierten Eigenschaften von
Phasenraumportraits haben allgemeine Giiltigkeit. Der tatsédchliche Wert solcher
Beschreibungen, wird aber erst dann richtig deutlich, wenn wir es mit Problemen
zu tun haben, deren Losungen nicht mehr geschlossen ermittelt werden kénnen. Ein
Beispiel eines solchen Problems ist durch das in Fig. 1.25 oben skizzierte Potential
gegeben. Fiir dieses Potential lassen sich die Losungen der Bewegungsgleichungen
sicher nicht geschlossen angeben. Trotzdem kénnen wir die Bewegung durch das in
Fig. 1.25 unten skizzierte Phasenraumportrait qualitativ charakterisieren.

Wie stellt man solche Portraits auf? Zunéchsteinmal gibt es zwei allgemeine Regeln
(deren Giiltigkeit auch nicht an den hier diskutierten Fall einer Raumdimension
gebunden ist):

> Phasenraumkurven schneiden sich nicht. (Das ist eine unmittelbare Konse-
quenz der in Abschnitt 1.3.3 Eindeutigkeit der Phasenraumkurven; ein Schnitt-
punkt wire Anfangspunkt zweier Kurven — Widerspruch.)

> Phasenraumkurven liegen immer auf Mannigfaltigkeiten konstanter Energie.
(Folgt aus Energieerhaltungssatz.)
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Abbildung 1.25: Phasenraumportrait einer Bewegung mit komplexen Potential. Die
Numerierung bezieht sich auf Werte fester Energie.

In allgemeinen Dimensionen kann die Aufstellung von Phasenraumportraits trotz
dieser zwei Einschriankungen bliebig komplizert sein. (Bedenken Sie, daf§ der Pha-
senraum bereits eines zweidimensionalen Problems vierdimensional ist!). Wir werden
auf diesen Punkt spéter, in Zusammenhang mit der Beschreibung chaotischer Bewe-
gungen zuriickkommen. In einer Dimension sind wir jedoch in der gliicklichen Lage,
dafl die die Energieerhaltungsrelation

P
E=—+4+U
oy T U@
die Phasenraumkurven bereits festlegt. Abgesehen von Punkten fiir die 0, £ = 0,F =
0, konnen wir die Relation nach p = F(¢; E') auflosen und damit die Phasenraum-
kurven explizit konstruieren.

Aufgabe: Was lafit sich iber Punkte mit 9,F = 0,F = 0 sagen? Koénnen solche Punkte
iiberall im Phasenraum liegen? Wie sieht die 'Bewegung’ bei solchen Punkten aus?

Fiir einige Energien (durchnumeriert) sind solche Kurven in Fig. 1.25 unten quali-
tativ skizziert. Um sich solche Kurven zu veranschaulichen, ist es hilfreich, das Bild
einer in der Potentiallandschaft rollenden Kugel vor Augen zu haben. Im Laufe Ihrer
Bewegung (¢-Koordinate) wandelt die Kugel potentielle in kinetische (p-Koordinate)
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um und umgekehrt. Die Summe beider Anteile bleibt konstant.

Aufgabe: Veranschaulichen Sie sich im Rahmen dieses Bildes die in Fig. 1.25 durchnu-
merierten Kurven!

Was einen auf den ersten Blick stutzig macht, ist das es auf der p = 0-Achse der Fi-
gur zwei Punkte gibt, die der oben formulierten Regel der Abwesenheit von Schnitt-
punkten scheinbar wiedersprechen. Diese singuldren Punkte sind offenbar lokalen
Potentialmaxima zugeordnet. Damit fallen sie in die oben angesprochene Klasse
von Punkten mit 0,F = 0,E = 0. Vergleich mit (1.10) zeigt, daf} in diesen Punkten
x = 0 gilt, es handelt sich um (instabile) Gleichgewichtspunkte. (Die Kugel ruht
auf dem Potentialberg.) Daraus erklért sich auch, dafl tatsichlich kein Widerspruch
zu der Regel oben vorliegt. Die einem solchen Punkt zugeordnete "Kurve’ bleibt ein
Punkt. Sie ist singulédr aber dennoch eindeutig und damit nicht in Widerspruch zu
der Regel. Es liegt in einem solchen Punkt auch nur scheinbar eine Kreuzung vor.
Die zulaufenden Kurven erreichen den singuldren Punkt auf der p = 0-Achse nicht
in endlicher Zeit, sie laufen also auf den Punkt zu, erreichen ihn jedoch nie.

Aufgabe: Zeigen sie, daf3 die zwischen dem Durchlaufen zweier ¢g-Koordinaten ¢; und g9

vergangene Zeit durch
At /%d‘/ o
= q _—
q1 2(E - V(q)

gegeben ist. Es sei nun ¢, die Ortskoordinate eines singuldren Punktes. Entwickeln sie V'
um ¢, und zeigen sie, dafl die zum Erreichen von ¢, benétigte Zeit divergiert.

Man bezeichnet eine in einem solchen singuldren Punkten terminierende Kurve als
Separatrix. Der Name erklért sich daraus, das eine solche Kurve auf der Grenze
zwischen mehreren qualitativen verschiedenen Bewegungstypen liegt (z.B. gebunde-
ne Bewegung rechts links vom Potentialberg, Rollen iiber den Potentialberg hinweg
U.S.W.).

Aufgabe: Verwenden Sie die Energierelation und die Entwicklung des Potentials um einen
singuléren Punkt gs um zu zeigen, dafl die Tangenten an die Separatrix durch

p =3 -—mV"(qs)q

gegeben sind.

Eine Regel, die man aus dieser Diskussion mitnehmen sollte, ist dafl es bei der
Untersuchung eines vorgegebenen Potentials immer sinnvoll ist, sich zunéchst einmal
auf seine Extrema zu konzentrieren

> In der Ndahe der Potentialminima 148t sich, wie oben diskutiert, die Bewegung
als ein Oszillatorproblem behandeln.

> Den Potentialmaxima sind singuldre Punkte und Separatrix artige Losungen
zugeordnet.
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Mittels einer Klassifikation der Extremalpunkte kann man sich so einen Uberblick
iiber die verschiedenen fiir das vorgegebene Potential realisierten Bewegungstypen
verschaffen.

Spéter werden wir sehen, wie sich Elemente dieser Diskussion auf den Fall hoherdi-
mensionaler Probleme verallgemeinern.

1.4.4 Kleine Schwingungen

Eine oft in der Natur realisierte Grundsituation: gegeben sei ein System von N Mas-
senpunkten, deren Position durch Angabe von f Koordinaten x; festgelegt sei. Die
‘Wechselwirkung’ zwischen diesen Massen sei durch eine Potentialfunktion V ({x;})
beschrieben, d.h. die Bewegungsgleichung des Systems laute

1
—E =0,V i=1,...,f,

)

wobei m; die Masse des durch die ite Koordinate beschriebenen Koérpers sei. Wir
nehmen nun an, da (i) die Abbildung V : R — R an dem Punkt z = (74, ...,%y)
ein Minimum besitze, und (ii) die Gesamtenergie des Systems, F, nur geringfiigig
oberhalb dieses Minimums liege. (Fiir eine Illustration dieser Ausgangslage im Falle
f =1, siehe Fig. ) Wie 148t sich die Dynamik eines derartigen Systems beschreiben?
Bevor wir uns mit dieser Frage auseinandersetzen, sei anhand einiger Beispiele die
ihre Anwendungsrelevanz illustriert:

> Z.B. konnte es sich bei dem System um ein N-atomiges Molekiil handeln. Am
Temperaturnullpunkt, 7" = 0, befindet sich das Molekiil in seinem Grundzu-
stand, also in einem Minimum der durch die chemische Bindung der Konsti-
tuenten beschriebenen Potentialfunktion. Eine (in der physikalischen Chemie
sehr relevante Frage) ist nun, wie die Dynamik des Molekiils bei kleinen Tem-
peraturen oberhalb des Nullpunkts aussieht.

> In einer klassischen Néherung kann man sich die Atome eines kristallinen
Festkorpers als ein System von N Massen vorstellen, die durch elastische Bin-
dungen (‘Federn’) aneinander gebunden sind. Ahnlich wie oben fragen wir,
wie sich die Dynamik des Systems bei kleinen Temperaturen beschreiben 1483t.
Wie éndert sich die Dynamik, wenn man von einem reguléren kristallinen
Festkorper zu einem strukturell ungeordneten ‘Glas’ iibergeht. (Letztere Fra-
ge ist nach wie vor in weiten Bereichen unbeantwortet.)

> Das oben aufgeworfene Grundproblem ist auch in Bereichen auflerhalb der Na-
turwissenschaften realisiert. Zum Beispiel konnte es sich bei unserem System
um eine Gruppe von N Personen handeln, deren Kaufverhalten durch Parame-
ter x; charakterisiert sei. Die gegenseitige Beeinflussung des Konsumverhaltens
sei durch eine Funktion R({z;} beschrieben, d.h. es bestehe ein funktionaler
Zusammenhang #; = OR({x;})'®. Wie dndert sich das Konsumverhalten bei
kleinen Auslenkungen um Gleichgewichtskonfigurationen z mit d;z = 0.
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Abbildung 1.26: Eindimensionale Visualisierung einer komplexen Potentialstruktur
mit mehreren Minima. Fiir Energien nur wenig oberhalb eines dieser Minimuma
kann das Potential harmonisch genéhert werden, d.h. es liegt ein verallgemeinertes
Ostzillatorproblem vor.

Aufgrund der Voraussetzung, dafl die Energie des Systems nur geringfiigig oberhalb
des Potentialminimums liege (man sagt auch, das System sei nur schwach ‘ange-
regt’), ist der Abstand der Lagekoordinaten des System von der Gleichgewichtslage,
|z; — ;| in gewisser Weise klein. (Warum?) ‘Klein’ bedeutet hier, da§ die Bewe-
gung auf Koordinatenbereiche eingeschrankt ist, fiir die sich das Potential durch
eine harmonische Niherung, d.h. eine Entwicklung in zweite Ordnung in den
Abweichungen z; — z; approximieren l&ft:

Viz) ~ V(z)+ E > a2,

4,J

T=T

Mit der Notation A;; = 2

i = mi . V(x) und v; = x; — Z; stellt sich die gendherte

=T
U; = — E Aijuj
J

dar. Konzeptionell handelt es sich hierbei um eine lineare Bewegungsgleichung zwei-
ter Ordnung fiir die f Variablen wu;, d.h. eine Art hoherdimensionaler Verallgemei-
nerung des eindimensionalen harmonischen Oszialltors. Antizipierend, daf§ die f
schwach ausgelenkten Massenpunkte eine schwingende, d.h. in der Zeit periodische
Bewegung ausfithren werden, gehen wir in die linearisierte Bewegungsgleichung mit
dem Ansatz

Bewegungsgleichung als

u;(t) = Re (e“'z) (1.24)

%Der formale Bezug zur Newtongleichung, d.h. einer Differentialgleichung zweiter Ordnung in
der Zeit erklirt sich daraus, dafl man letztere (s. Abschnitt 1.3.3) um den Preis einer Verdopplung

der Zahl der Freiheitsgrade ja immer auf eine Differentialgleichung erster Ordnung transformieren
kann.
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ein, wobei z; € C ein komplexer Parameter und w die zunéchst noch unbestimmte
Frequenz der Oszillation ist. (Wie stehen Anfangskoordinate u;(0) und -geschwindigkeit
%;(0) mit diesem Parameter in Beziehung?) Substitution in die Bewegungsgleichun-
gen fithrt auf den Satz algebraischer (!) Gleichungen

Ziw? — ZAz‘ij =0,
J
bzw. in kompaktifizierter Schreibweise
2 A _
(w 1-—- A) z =0,

wobei 1 die f-dimensionale Einheitsmatrix beziechnet, A = {Aj;}und z = (21, .., 2p).
Die Losbarkeit dieser Gleichung ist dquivalent zu der Forderung

det <w2 - A) ~0. (1.25)

Letztere Determinante ist ein Polynom f-ter Ordnung in der Variablen w? (warum?),
d.h. wir wissen, daB f Nullstellen w?, a = 1,...f mit det(w? — A) = 0 existieren.
Eine sich aus der Physik des Systems (d.h. der inneren Struktur der Matrix A erge-
bende) Zusatzforderung ist das w, € R!". Denn wiire ein w, € C — R, dann wiirde
ja exp(iwyt) = exp(i Re (w,)t — Im (w,)t) fiir positive (Im (w,) < 0) oder negative
(Im (w,) < 0) Zeiten divergieren. Physikalisch bedeutete dies, dafl wir entgegen unse-
rer Grundannahme um eine instabile Gleichgewichtslage (vgl. Kapitel 5.2) entwickelt
hitten. Die f Werte w, werden als Eigenfrequenzen des Systems bezeichnet!8.
Da fiir jede der Eigenfrequenzen w,, det(w? — fl) = 0, lassen sich f Eigenvektoren
(man spricht auch von Eigenmoden) z, mit

(wg - A) 20 =0 (1.26)
angeben. Sobald das System von Eigenfrequenzen/-moden gefunden ist, ist unser

Problem im wesentlichen gelost. Alles was noch zu tun bleibt, ist den die Anfangs-
bedingung kodierenden Vektor z nach den z, zu entwickeln

z = Z CaZas cq € R. (1.27)

Aufgabe: Begriinden Sie die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren z,.

1"Der Fundamentalsatz der Algebra besagt ja zunsichst nur, daB8 f kompleze Losungen existieren.

18Ein Einwand wiire, daf$ die Sikulargleichung det(w? — 121) ja nur die Quadrate der Eigenfe-
quenzen, w? bestimmt; woher wissen wir also, ob w, oder —w, die ‘richtige’ Eigenfrequenz ist?
Tatséchlich ist die Wahl des Vorzeichens unerheblich. Denn letztlich werden wir ja nur den Real-
teil der Konstruktion exp(iw,t)z; mit frei wihlbaren z; betrachten. Vorzeichenwechsel von w, bei
gleichzeitiger komplexer Konjugation z; — 27 hat dabei keinen Effekt, d.h. die Wahl des Vorzei-
chens von w, ist irrelevant. Konventionshalber wihlt diejenige Losung mit w, > 0.
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Wie sich durch direkte Substitution in die Differentialgleichung unmittelbar nach-
rechnen 1d8t, ist die Losung des Problems dann durch

u(t) = Re Z CaZal™™

a

bzw. in Komponenten

u;(t) = Re Z cazaviei““t (1.28)
gegeben, wobei z,; die ite Komponente des Vektors z, bezeichnet. Offenbar handelt
es sich hierbei um eine Uberlagerung von f-Schwingungsvorgingen der charakte-
ristischen Frequenzen w, (deshalb der Name ‘Eigen’frequenzen). Ein dem System
immanenter ‘reiner’ Schwingungsvorgang liegt vor, wenn alle Koeffizienten ¢, bis
auf einen verschwinden. Da in diesem Fall u(t) o< z, exp(iw,t) kolinear zu z,, be-
zeichnet man die z, als ‘Eigen’'moden.
Der Ubersicht halber fassen wir den Algorithmus zur Losung des Schwingungspro-
blems nocheinmal kurz zusammen:

1. Finde ein Minimum z der das Problem beschreibenden Potentialfunktion V' (x).

2. Entwickle das Potential um 7 in zweite Ordnung in dem Variablenvektor u =
T —Z.

3. Lose die sich hieraus ergebende lineare Differentialgleichung durch den oszil-
latorischen Ansatz (1.24).

4. Finde die f Eigenfrequenzen w, des Problems als Losungen der Gleichung
(1.25).

5. Finde die f Eigenmoden z, durch Losung von (1.26).

6. Entwickle die Anfangsbedingung geméf (1.27) woraus die Losung (1.28) folgt.

Zwei Wagen auf einer Schiene

Zur Illustration des Verfahrens betrachten wir die in Fig. 7?7 dargestellte Anordnung
zweier sich unter dem Einflufl von Federn auf einer Schiene bewegender Wagen. Fiir
moderate Auslenkungen aus der entspannten Lage 148t sich die Potentialfunktion
einer Feder quadratisch néhern, so dafl die das System beschreibende Potentialfunk-
tion zu

V(xy,29) = (w2 — 21)* + d(z1 + a)® + d(z5 — a)?

angesetzt werden kann. Hier sind x, x5 die Lagekoordinaten der beiden Wagen, aus
Symmetriegriinden haben wir den Ursprung des Koordinatensystems symmetrisch
zwischen die begrenzenden Wénde gelegt, 2a is die Gesamtausdehnung des Systmes
und die Konstante ¢(d) bemifit die Stérke der zentralen (dufleren) Federn.

Wie sieht die Bewegung der Wagen fiir kleine Auslenkungen um die Ruhelage aus?
Ohne jedes Rechnen 1483t sich vorhersagen, dafi das System zwei unabhéngige Typen
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Abbildung 1.27: Zwei Wagen sich auf einer Schiene befindende Wagen sind durch
Federn sowohl mit begrenzenden Wénden als auch untereindander verbunden. Wie
sieht die Bewegung fiir kleine Auslenkungen aus der Ruhelage aus?

von Schwingungen ausfiithren kann: kollektive Schwinungen der beiden Wagen gegen
die Wénde (bei gleichbleibenden Abstand xy — 1) sowie Schwingungen der Wagen
gegeneinander. Es steht zu erwarten, dafl diese beiden Schwingungstypen durch die
Eigenmoden des System charakterisiert sind. Um diese Vermutung quantitativ zu
bestétigen, wenden wir das oben beschriebene Programm auf unser Programm an:
Differentiation der Potentialfunktion fithrt auf zwei lineare Gleichungen 0,,V|,_. =
0y, V|,_; = 0, aus dehnen sich unmittelbar die Gleichgewichtslage (1.))

B da
 2c+d

T = —i’l

ergibt. (Veranschaulichen sie sich dieses Resultat, indem sie die Grenzfille ¢/d — 0,
d/c — 0, sowie gleichstarker Federn ¢ = d betrachten.) Mit (2.)) u = x — Z ergibt
sich das System von Bewegungsgleichungen

miiy = 2cuy — 2(d + ¢)uy,
mily = 2cuy — 2(d + ¢)uo,

wobei m die Wagenmasse ist. Substitution des Ansatzes (3.)) u(t) = Re exp(iwt)z
fithrt auf das Gleichungssystem

—mw?z; = 22y — 2(d + €)1,

—mw?zy = 2cz1 — 2(d + ¢) 2,

bzw. in Matrixschreibweise R
(—w21 — A) z =0,

Azg(—(dJrc) c )

m c —(d+c¢)
und 1 die zweidimensionale Einheitsmatrix bezeichnet. Als nichstes Losen wir die
(in der Variablen w?) quadratische Gleichung

det(—w?1 — A) = <w2 - 3(d+ c))2 — <§>2 =0

m m

wobel

zu (4.))

wy =+/2d/m, w1 = +/(2d + 4c)/m.
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Beachten sie, daf die Frequenz w; von der Zentralfederstéirke ¢ unabhéngig ist. Dies
legt die Vermutung nahe, dal die zugehorige Eigenmode die Kollektivschwingung
der Wagen beschreibt. Wir bestitigen diese Vermutung, indem wir (5.)) die die

~

linearen Gleichungen (mwq /o — A)z1/2 zu

() )

auflosen. Damit liegt die allgemeine Losung des Problems geméf3

u1(t) (1N Geamrze | C2 1\ i@diac)m)2t
=Re |—= e + — e
() =[5 A

fest. Betrachten wir z.B. eine Schwingung, bei der die beiden Massen anfénglich
gegeneinander ausgelenkt sind: u;(0) = —u2(0) = u. In diesem Fall ist ¢; = 0 und
¢s = v/2u, woraus sich

uy(t) = —us(t) = ucos(t((2d + ¢)/m)?)

ergibt: Schwingung der beiden Korper gegeneinander. Fiir eine anfénglich gleichge-
richtete Auslenkung u;(0) = u5(0) = u’ ergibt sich

uy (1) = usg(t) = ' cos(t(2d/m)Y?),

d.h. die Korper schwingen miteinander. Allgemeinere Anfangsbedingungen fiithren
zu Uberlagerungen dieser beiden prototypischen Schwingungsformern.

1.5 Krifte

Die allgemeinste auf ein Teilchen wirkende Kraft F(q, q,?) hingt von seinen Ko-
ordinaten, seiner Geschwindigkeit und der Zeit ab. Bisher haben wir uns auf den
vergleichsweise einfachen Fall nur koordinatenabhéngiger Krifte F(q), die in der Re-
gel auch noch konservativ waren, konzentriert. Im folgenden, wollen wir eine Reihe
von Krafttypen diskutieren, die bislang vernachléssigt wurden, aber in verschiedenen
physikalischen Anwendungen eine relevante Rolle spielen. Diese Diskussion wird uns
direkt auf die Notwendigkeit hinfithren, die Newton’sche Beschreibung der Mechanik
zu verallgemeinern.

1.5.1 Geschwindigkeitsabhingige Krifte

Es kommt vor, dafl die auf ein Teilchen wirkende Kraft explizit von seiner Geschwin-
digkeit abhéngt. Die wichtigsten Klassen von Kréften mit dieser Eigenschaft sind
Beschleunigungskrifte, Reibungskrifte und die Lorentzkraft.
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Beschleunigungskrifte

Wie der Name schon sagt, treten Beschleunigungskréfte beim Wechsel auf beschleu-
nigte Bezugssysteme auf. Wir erwdhnen diesen Krafttyp in diesem Abschnitt nur der
Vollsténdigkeit halber, werden ihn aber weiter unten, in Zusammenhang mit der Be-
wegung des sogenannten ’starren Korpers’ ausfiihrlich besprechen. An dieser Stelle
sei nur soviel gesagt, dafl Beschleunigungskrafte per definitionem Scheinkréfte sind.
(Sie lassen sich ja durch Riicktransformation auf ein nichtbeschleunigtes Bezugs-
system eliminieren.) Beschleunigungskriifte konnen geschwindigkeitsabhéingig sein
(z.B. beim Wechsel auf ein rotierendes Bezugssystem) miissen es aber nicht (Wech-
sel auf ein gleichférmig beschleunigtes System.)

Reibungskrifte

Wir alle wissen, dafl Reibungskrifte ein fiir das tagliche Leben aulerordentlich wich-
tiger Krafttyp sind. Praktisch jede unserer Bewegungen ist Reibungskraften unter-
worfen. Die funktionale Form solcher Kréfte kann man sich leicht klarmachen: Eine
Reibungskraft Fy mufl geschwindigkeitsabhéngig sein. (Anderenfalls wiirde sie ja ein
ruhendes Teilchen in Bewegung versetzen.) Sie mufl ferner der Geschwindigkeit ent-
gegengesetzt sein. (Uberlegen Sie sich, daB jede andere Richtungsabhingigkeit zu
absurder Phinomenologie fiihrte.) Damit ist die allgemeinste Form einer Reibungs-
kraft durch

Ff(q7 V) = _f(cb V>V7

wobei die skalare Funktion f > 0 von Geschwindigkeit und Ort abhéngen kann.

Bei Anwesenheit von Reibungskréften ist die Energie eines Teilchens nicht ldnger
erhalten, sondern nimmt als Funktion der Zeit ab. (Auch das ein aus dem Alltag gut
bekanntes Phdnomen.) Die Energie £ = T + U fassen wir hier wie gewohnt als die
Summe von kinetischer Energie und der potentiellen Energie einer ezternen Poten-
tialkraft F = —VU (also nicht der Reibungskraft) auf. Aus der Bewegungsgleichung

mé = ~VU - f4

folgt dann
dE=q-(q+VU)=—-fq-4<0.

Man Bezeichnet diesen Mechanismus durch Reibung abnehmenden Energie als Dis-
sipation.

Die Gleichung d;FE < 0 sollte stutzig machen. Oben hatten wir doch gezeigt, dafl
die Naturgesetze der Mechanik fundamental energieerhaltend sind. Sofern wir bereit
sind zu akzeptieren, dafl der der Reibung zugrundeliegende Mechanismus letztend-
lich mechanischen Gesetzen geniigt, miissen wir uns also fragen, wohin die Energie
die das der Reibung ausgesetzte Teilchen verliert, denn verschwindet. Die Antwort
ist, dafl im Laufe eines reibungsbehafteten Prozesses Arbeit am externen Medium
geleistet wird. Eine Eisenkugel, z.B., die einen mit einem Perserteppich ausgelegte
schiefe Ebene herunterrollt, wird einerseits Energie verlieren (Anschaulich: Sie wird
viel langsamer rollen, als es eine auf einer glatten Ebene abrollende Kugel téte)
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andererseits aber auch die Fasern des Teppichs plattdriicken, sie erwdrmen u.s.w.
Die der Kugel durch Reibung abhanden gekommene Energie ist also in den Teppich
investiert worden. An diesem einfachen Beispiel, wird eine weitere wichtige Eigen-
schaft von Dissipation anschaulich: Im Laufe dissipativer Prozesse wird Energie von
einem System mit wenigen Freiheitsgraden (Kugel) auf eines mit 'unendlich vielen’
(die Fasern des Teppichs) umgeleitet.

Lorentzkraft

Wir betrachten ein geladenes Teilchen, das sich in einem orts- und zeitabhingigen
elektrischen und magnetischen Feld bewegt. Aus der Experimentalphyisk wissen sie,
das die entsprechende Bewegungsgleichung

méj = eB(q,t) + -4 x B(q,1)

lautet, wobei e die Ladung, ¢ die Lichtgeschwindigkeit, E das elektrische und B das
Magnetfeld ist. Der Magnetfeldabhéngige Term ist die Lorentzkraft.

1.5.2 Zeitabhingige Krifte

Ganz zu Anfang hatten wir gesagt, dal die Galilei Raum-Zeit zeitlich homogen
ist; kein Zeitpunkt ist als besonders ausgezeichnet. Als Ganzes betrachtet, kann das
mechanische System "Universum’ daher nur von allen moglichen Zeit differenzen zwi-
schen Ereignissen, nicht aber von Absolutwerten der Zeit abhéngen. Man bezeichnet
ein System von Bewegungsgleichungen

p=F(q,q)

ohne explizite Zeitabhéngigkeit als ein autonomes System. Das Universum, z.B.
ist autonom.

Nun kommt es in der Praxis aber hiufig vor, dafl wir an der Bewegung eines Systems
s von Korpern interessiert sind, die in irgendeiner Weise an ein grofleres System S
angekoppelt sind. Sobald (i) S eine wie auch immer geartete Zeitabhéngigkeit hat
und (ii) die Riickwirkung des kleineren Systems s auf S vernachléssigbar ist, haben
wir es mit einer Situation zu tun, in der die Bewegungsgleichung von s eine explizite
Zeitabhéngigkeit bekommt (die von S némlich).

Z.B. hatten wir im Abschnitt iiber die Lorentzkraft ein geladenes Teilchen an ein
externes und moglicherweise zeitabhéngiges elektromagnetisches Feld angekoppelt,
wenn wir auf einem Schiff herumlaufen, das in unruhiger See befindet, sind wir effek-
tiv einer zeitabhéngigen Kraft ausgesetzt u.s.w. Unter derartigen Bedingungen wird
die prinzipielle Autonomie des Gesamtuniversums irrelevant und die Bewegungsglei-
chung von s nimmt die nicht-autonome Gestalt

p=F(a,q,%)

an, wobei die Zeitabhéngigkeit iiber die Bewegung von S induziert ist.
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1.5.3 Zwangskrifte

In den meisten bislang untersuchten Beispielen hatten wir die Bewegung freier, pla-
netenartiger’ Korper betrachtet, Korper also, die zwar Kréften ausgesetzt, aber an-
sonsten uneingeschrinkt im dreidimensionalen Raum beweglich waren. Einer der
Griinde fiir diese Schwerpunktsetzung war, dafi das Studium plantetarer Bewegun-
gen historisch eine der Haupttriebfedern fiir die Entwicklung der Newton Mecha-
nik war. Fangt man aber an, iiber die Relevanz solcher uneingeschréankt freien Be-
wegungsformen in unserer 'terristrischen’ Erfahrungswelt nachzudenken, so kommt
man schnell zu dem Schluf}; da3 der Bezug nicht allzu grof ist: Die wenigsten Be-
wegungen, mit denen wir konfrontiert sind, sind frei. Viel haufiger kommt es vor,
da Bewegungen unter dem Einflul sogenannter Zwangsbedingungen stehen. Ein
einer Zwangsbedingung ausgesetzter Korper ist in seiner Bewegung auf eine Unter-
mannigfaltigkeit des A® eingeschrinkt. Z.B. kann sich die in Fig. 1.28 dargestellte
Kugel sich nur auf dem ’hiigeligen’ Untergrund bewegen. Ein Moment Reflexion
zeigt, dafl die bei weitem iiberwiegende Mehrzahl aller praxisrelevanten Bewegun-
gen in irgendeiner Weise Zwangsbedingungen ausgesetzt ist.

Abbildung 1.28: Kugel auf Hiigellandschaft. Die (den Boden nicht verlassen kénnen-
de) Kugel ist einer Zwangsbedingung ausgesetzt.

Wie koénnen wir solche Zwangsbedingungen in die theoretische Entwicklung der Me-
chanik einbauen? Zunéchst einmal ist zu iiberlegen, auf welche Weise Zwangsbe-
dingungen mathematisch zu beschreiben sind. In einer Vielzahl von Fillen liegen
Zwangsbedingungen vor, die eine Bewegung auf eine vorgegebene Untermenge des
Raumes einschrinken. Beispielsweise kann die Bewegung iiber einen System von
Gleichungen

filg) =0, i=1,...,n—k, (1.29)

eingeschrankt sein, wobei k kleiner als die Zahl f der Freiheitsgrade des Systems
zu sein hat. (Fir k& = f unabhéngige Gleichungen wére die Bewegung vollsténdig
"ausgefroren’.) Systeme der Form (1.29) schrinken den Koordinatenraum auf Un-
termannigfaltigkeiten des (Fldchen, Kurven u.d.) ein

Info: Eine Teilmenge M C R™ heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es
zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebugng U C R™ und n — k linear unabhingige'®

19Eine Menge von | Funktionen heifit linear abhingig, wenn es [ Konstanten ¢;,i = 1,...,1 gibt,
sodaBB Vx: ) ¢ fi(x) =0.
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Funktionen f; : U — R gibt, so dal M NU = {x € U|f;(x) = 0}.

Z.B. definiert das System (1.29) fiir n = 3 und k¥ = 1 eine zweidimensionale Unterman-
nigfalitigkeit des R3, also eine Fliche. Fiir k& = 2 definiert das System eine Kurve u.s.w.
Ganz allgemein bezeichnet man eine n — 1 dimensionale Untermannigfaltigkeit als eine
Hyperfliche. Die in Fig. 1.28 skizzierte Kurve ist eine Hyperfliche im R2. Die in Fig.
1.29 dargestellte Fliche eine Hyperfliche im R? u.s.w. In Fillen, wo die Tatsache, da8
M in einen Vektorraum R"™ eingebettet ist, zweitrangig ist, spricht man oft auch von ei-
ner Mannigfaltigkeit. (Das "Unter’ ist weggelassen?’.) Alternativ zu der Beschreibung

F(x,y,2=0

¢(0,.9,)

y

Abbildung 1.29: Zur Beschreibung von Untermannigfaltigkeiten. Eine Fliche im R? 18t
sich lokal (i) als Nullstellenmenge F' = 0 einer Funktion F : R® — R : (z,y, 2) — F(z,v,2)
oder (ii) als Bildmenge einer Funktion ¢ : R? — R3: (q1, 12) — ¢(q1, 12) beschreiben.

als Nullstellenmengen von Funktionen lassen sich Untermannigfaltigkeiten M iiber eine
Parameterbeschreibung charakterisieren:

M ist eine Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt a € M eine (beziiglich M)
offene Umgebung U, eine offene Teilmenge V C R* und einen Diffeomorphismus (d.h.
eine invertierbare differenzierbare Abbildung)

oV = U

¢ $1(a)
q=| : = ¢(q) = :

qk én(a)

gibt. Derartige Abbildungen heiflen Karten der Mannigfaltigkeit. Ein Satz von Karten,
{pili =1,...,r}, derart daBl U]_,U; = M die Mannigfaltigkeit komplett iiberdeckt heift
Atlas.

Die Kartendefinition besagt, daf sich eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (lokal)
immer iiber einen Satz von Koordinaten g¢i,...q; und eine zugeordnete Koordinaten-
abbildung ¢ beschreiben 1afit. Man sagt auch, dafl die Mannigfaltigkeit lokal zu einem
k-dimensionalen Vektorraum isomorph ist.

Beachten Sie, dal Koordinatendarstellungen und Atlanten einer Mannigfaltigkeit niemals
eindeutig sind. (Z.B. ist fiir einen Isomorphismus 7 : V' — V und eine Koordinatenabbil-
dung ¢ : V. — U ¢por1: V' — U auch eine Koordinatenabbildung.) Oft hat man es mit

20Tatsichlich kann der Begriff der Mannigfaltigkeit auch abstrakt, ohne Bezug auf einen ein-
bettenden Raum definiert werden. Da in den uns interessierenden Fillen jedoch i.d.R. ein Einbet-
tungsraum in natiirlicher Weise vorgegeben ist, wollen wir auf diese Abstraktion verzichten.
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Situationen zu tun, wo zwei oder mehrere (physikalisch motivierte) Koordinatenabbildun-
gen die gleiche Teilmenge U C M iiberdecken (vgl. Fig. 1.30.) Fiir eine (u.U. lokal) iiber
zwei Koordinatenabbildungen ¢1 : Vi — U und ¢2 : Vo — U erzeugte Mannigfaltigkeit
erzeugt die Abbildung

oc=¢;loh Vi — Vh
a — olq)=q

einen Koordinatenwechsel. Es ist wichtig, im Auge zu behalten, dafl q; und qs demsel-
ben Punkt a = ¢1(q1) = ¢2(q2) entsprechen.

ERV

Abbildung 1.30: Zum Konzept von Koordinatenwechseln.

Eine Mannigfaltigkeit 148t sich also auf mindestens zwei Arten beschreiben, als Nullstel-
lenmenge von Funktionen oder iiber die Parameterdarstellung. Je nach Anwendungsbeich
ist die eine oder andere Beschreibung zweckméBiger.

Der Einheitskreis S; C R? z.B. ist eine Untermannigfaltigkeit des R?. Wir kénnen S
definieren als (i) Nullstellenmenge der Funktion F(x,y) = 22432 —1 oder (ii) als Bildmenge
der Abbildung ¢ : R D]0, 27] — R?, 6 + cos fe, + sin fe,. Beide Darstellungen haben ihre
Vorteile.

Abschlielend fiithren wir noch ein Konzept ein, das weiter unten eine wichtige Rolle spie-
len wird. Lokal sieht jede glatte Mannigfaltigkeit flach aus: Eine glatte Fliche &8t sich
lokal durch eine tangential an ihr anliegende Ebene approximieren, eine Kurve durch eine
tangentiale Gerade u.s.w. Préziser: Die Umgebung jedes Punktes r € M 148t sich iiber
einen Vektorraum, den sogenannten Tangentialraum 7'M, charakterisieren. Die Notati-
on betont, dafl dieser Vektorraum explizit vom Aufpunkt r abhéingt.

Fine Basis dieses Tangentialraums kann wie folgt konstruiert werden: Wir gehen von einer
Parameterdarstellung {g;} aus. Es sei r = ¢(q") = r(q"). (Notation: Anstelle von ¢(q)
schreibt man oft einfach r(q). Die Schreibweise betont, dal r € M (lokal) als Funktion
von q dargestellt werden kann.) Im Parameterraum definieren wir nun & Kurven

v :R — V
t — 7i(t) =qo +te;,
wobei {e;} eine k-dimensionale Orthonormalbasis ist. Damit sind & Kurven
roy,:R — M
t — r(7(t) =r(qo +te;)
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erzeugt. Nach Konstruktion sind diese Kurven (i) stetig nach ¢ differenzierbar und (ii)
enden alle in r: r(v;(0)) = r. Wir definieren nun k Vektoren & = di|,_,r(7i(t)) =
di),—or(ao+te;) (vgl. Fig. 1.29). Das System {&;} spannt den Tangentialraum auf. Beachten
Sie, daf} die obige Konstruktion besagt, daf3

§i = Oyl q=q,r(Q) (1.30)

einfach die partielle Ableitung von r nach der Koordinate ¢; ist. Wir haben die obige
Konstruktion iiber Kurven, die nichts weiter als die konstruktive Definition einer parti-
ellen Ableitung wiederholt, nur durchgefithrt, um den anschaulichen Bezug zwischen der
partiellen Ableitung und einem tangential an die Mannigfaltigkeit anliegenden Vektor her-
zustellen.

Die Vereinigung aller Tangentialrdume Upcp/T' M, = T'M wird als das Tangentialbiindel
der Mannigfaltigkeit bezeichnet.

Aufgabe: (Fiir mathematisch Interessierte): Zeigen Sie, dafl das Tangentialbiindel 7'M
einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit seinderseits eine 2k-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist.

Ein Beispiel: Fiir den oben parameterisierten Einheitskreis ist der Tangentialraum eindi-
mensional. Die eben angegebene Konstruktionsvorschrift liefert

£ =dyi|,_or(0 +t) = —sinfe, + cos fe,
als Tangentialvektor an r(6). Beachten Sie, dafl £ explizit von der Koordinate § abhingt.

Aufgabe: Die Oberfliche S einer Kugel mit Radius 1 ist eine zweidimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R3. Charakterisieren So (i) als Nullstellenmenge einer Funktion und
(ii) iiber eine Parameterdarstellung. Konstruieren Sie fiir r € Sy den Tangentialraum.

Eine triviale, aber fiir das inhaltliche Verstdndnis nicht-kartesischer Koordinatensysteme
wichitige Bemerkung ist, dal der Vekorraum R" eine n-dimensionale Untermannigfaltig-
keit seiner selbst ist. Die Mannigfaltigkeit M = R?, z.B. kann iiber die triviale Koordina-
tenabbildung

$ Vi =R> — R?
(q1,02) — qie1 + qez

erzeugt werden (“kartesische Koordinaten’). Als Alternative bieten sich ebene Polarkoor-
dinaten

by : Vo =]0,00[x]0,27[ — R2
(r,¢) +— 1cospe + rsin pey
an?!. Der Koordinatenwechsel ist durch
c:Vi - VW
(q1,a2) = ((af +a3)"/* arctan(gz/a1))

21Beachten Sie jedoch, daf die Karte ¢o den R? nicht komplett iiberdeckt: der Wertebereich
des offenen Intervalls ]0, 0o[x]0, 27| spart die positive relle Achse aus. Ein zur Uberdeckung des
R? mittels Polarkoordinaten geniigender Atlas mufl daher mindestens zwei Karten enthalten. (Wie
liefle sich eine ergéinzende Karte konstruieren?).
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gegeben. Ein normiertes System von Tangentialvektoren (bitte nachrechnen) fiir das karte-
sische System ist (eq,es), fiir das Polarkoordinatensystem (e, ey), wobei die Umrechnung
durch (1.15) gegeben ist.

Z.B. liele sich die fiir Fig.1.28 relevante Zwangsbedingung als
y—h(z)=0

formulieren, wobei das Koordinatenpaar (x,y) die uneingeschrinkte Ebene auf-
spannt, h(x) die Kurve parameterisiert und wir den Radius der Kugel der Einfachheit
halber vernachléssigt haben.

Man bezeichnet Zwangsbedingungen, die sich iiber ein Gleichugssystem wie in (1.29)
fassen lassen als holonom. Sofern die bestimmenden Funktionen f; nicht explizit
von der Zeit abhédngen, bezeichnet man die Bedingungen auflerdem als skleronom.
Manchmal jedoch erfordert es eine Anwendung, solche expliziten Zeitabhéingigkeiten
zuzulassen. Das gilt z.B. fiir die Bewegung eines Passagiers, der sich auf dem Deck ei-
nes in bewegter See fahrenden Schiffes befindet; die Bewegung des Decks definiert ei-
ne explizit zeitabhéngige Zwangsbedinung. Zwangsbedingungen mit zeitabhéngigen
fi heilen rheonom. Dariiberhinaus gibt es Zwangsbedinungen, die sich iiberhaupt
nicht iiber einen Satz von Gleichungssystemen fassen lassen. Z.B. ist die Bewegung
eines Systems von N Gasmolekiilen, die sich in einem kugelférmigen Hohlraum mit
Radius R befinden, durch die Ungleichungen

|I'Z‘|§R, 221,,N

eingeschrankt. Es gibt auch Zwangsbedingungen, die sich {iberhaupt nicht als ein
Satz algebraischer Funktionen der Lagekoordinaten formulieren lassen. Allgemein
heiflen Zwangsbedingungen, die sich nicht auf die Form (1.29) transformieren lassen,
nichtholonom. In diesem Kurs werden wir uns auf die Untersuchung holonomer
Zwangsbedingungen beschrinken.

Nehmen wir also an, wir seien mit einem durch holonome Zwangsbedingungen auf
eine Untermannigfaltigkeit eingeschrankten Problem konfrontiert. Genauer gesagt,
bestehe das Problem darin die Bewegung eines einer Korpers der Masse m zu be-
schreiben, der (i) einer externen Kraft F und (ii) einer durch (1.29) mit n < 3
definierten Zwangsbedingung ausgesetzt sei. (Man kann z.B. wieder an die Situati-
on aus Fig.1.28 denken, wobei die Kugel der Gewichtskraft F = —mge, ausgesetzt
sei.)

Klar ist, dafl die Bewegung des Korper nicht dem naiv angesetzten Newton Ge-
setz mr¥ = F geniigen wird, denn dieses 'weif}’ ja von der Zwangsbedingung noch
nicht. Vielmehr miissen auf der die Beschleunigung beschreibenden rechten Seite
Zusatzterme auftauchen, die der Einschrankung Rechnung tragen:

mi =F +F,. (1.31)

Man bezeichnet den Korrektivterm F, als eine Zwangskraft. Aus Griinden, die
weiter unten noch klar werden werden, bezeichnet man die um eine Zwangskraft
erginzten Newton Gleichungen auch als Lagrange Gleichungen erster Art.
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Ohne jede Rechnung kann man feststellen, dafl die Zwangskraft senkrecht auf der
durch die Zwangsbedingungen definierten Untermannigfaltigkeit stehen mufi (vgl.
Fig.1.28). Denn téte sie das nicht wiirde ihre nichtverschwindende Tagentialkompo-
nente bereits bei Abwesenheit duflerer Kréfte F einen auf der Untermannigfaltigkeit
ruhenden Korper in Bewegung versetzen ~» Widerspruch. Dies ist alles, was sich
in Allgemeinheit {iber die Zwangskrift sagen 148t. Beachten Sie, daf§ wir eine Aus-
sage iiber die Richtungsabhingigkeit von F,, aber noch nichts iiber ihre Stéarke
gesagt haben. Tatsédchlich reicht diese Information aber schon aus, Probleme mit
Zwangsbedingungen — zumindest im Prinzip — eindeutig zu losen. Wir illustrieren
das Verfahren einer senkrecht zu der Untermannigfaltigkeit angesetzten Zwangskraft
anhand eines einfachen Beispiels

Bsp.: Kugel auf schiefer Ebene

Abbildung 1.31: Kugel auf schiefer Ebene

Wir betrachten eine auf einer schiefen Ebene unter dem Einflufl der Gewichtskraft
—mge, abrollende Kugel mit Masse m. Die Anfangsbedinungen der Bewegung seien
r(0) = v(0) = 0 und es sei ein Koordinatensystem so gewéhlt, daf§ die Ebene durch

F(z,y,z) =z —tanaz =0

festgelegt ist (vgl. Fig.1.31). Die auf der Ebene senkrecht stehende Zwangskraft kann
nun als

F,=\VF = \(e, — tanae,)

angesetzt werden, wobei )\ ein noch unbekannter reller Parameter ist??. Die fiir die
Komponenten von r ausgeschriebenen Lagrange Gleichungen erster Art lauten nun

mx = —Atana,
mzZ = —mg—+ A,
my = 0.

22Machen Sie sich klar, daf fiir eine als Nullstellenmenge einer Funktion f festgelegte Hyperfliche
der auf der Fliche ausgewertete Gradient V f ‘ =0 senkrecht auf der Fliche steht.
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Auf den ersten Blick sieht es so aus, als hitten wir hier ein Problem. Verglichen mit
"konventionellen” Newton Gleichungen ohne Zwangsbedinungen taucht ein zusétzli-
cher unbekannter Freiheitsgrad auf, A ndmlich. Dafl die Gleichungen trotzdem ein-
deutig gelost werden konnen, liegt daran, dafl wir ja mit f = 0 auch eine zusétzliche
die Losung einschriankende Gleichung hinzubekommen haben:

Wir substituieren z = (tana)~'z in die erste Gleichung und l6sen nach

A= —mtan 2 a2

auf. Damit eliminieren wir A aus der zweiten Gleichung und erhalten

3 = —gsin’a,
was sich zu L
sin” v
o) = -2 L2
2
16st. Zusammen mit der trivialen Losung y(t) = 0 fiir die kréaftefreie z-Komponente
und z(t) = z(t)/ tano = —£ sina cos at? ist das Problem damit gelost.

Am Beispiel oben sollte das allgemeine Losungsprinzip Lagrange’scher Gleichungen
erster Art klar geworden sein: Fiir eine k-dimensionale {iber Zwangsbedingungen
R, =0,i=1,...,n— k festgelegte Untermannigfaltigkeit

1. setzt man die Zwangskraft zu F, = 3.7 AF) an, wobei die Vektoren ng)(r)
an jedem Punkt r der Mannigfaltigkeit (i) senkrecht auf dem Tangentialraum,
(ii) linear unabhéngig aber ansonsten beliebig sind. Die A; sind freie Parameter
(sogenannte Lagrange Parameter.) Im Anschlufl

2. 16st man das System

n—~k
mi = F+) \NFY,
=1
RZ‘ = 0, izl,...,n—k

wobei die neu hinzugekommenen Unbekannten \; mittels der zusétzlichen Glei-
chungen R; = 0 eliminiert werden.

Als Corrolar halten wir fest, daf§ dieses Losungsverfahren nicht nur die Bewegung
sondern auch die explizite Form der Zwangskraft liefert. Aus dem Prinzip ’actio
gleich reactio’ folgt das letztere gleich der Kraft ist, mit der der Korper auf die die
Bewegung einschrinkende Mannigfaltikeit riickwirkt. Diese Kraft kann von Interesse
sein (so zum Beispiel beim Bau von Achterbahnen.)

Zu eingeschréankten Bewegungen und ihrer Losung mittels des oben umrissenen Ver-
fahren liéBe sich noch eine Menge sagen. Wir wollen an dieser Stelle jedoch auf eine
weitere Diskussion der Lagrange Gleichungen erster Art verzichten, und zwar aus
folgendem Grund:
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Geht man das Losungsverfahren noch einmal kritisch durch, so fallt auf, dafl es selt-
sam umstandlich wirkt. Wir wissen ja schon von vornherein, daf§ sich die Bewegung
auf einem nur k-dimensionalen Gebilde abspielen wird. Dennoch wird das Problem
zunéchst wie gehabt auf dem gesamten Raum formuliert. Der hierfiir zu zahlende
Preis ist, dal ein System zunéchst noch unbekannter Kréfte einzufiihren ist, deren
einzige Aufgabe darin besteht, die Bewegung auf die Zielmannigfaltigkeit festzuna-
geln. Ein wesentlicher Teil der Arbeit besteht darin, diese Kréfte zu ermitteln und
gleichzeitig Freiheitsgrade der Bewegung zu eliminieren.

Viel 6konomischer wére doch ein Zugang, bei dem von Anfang an k£ Koordinaten so
gewihlt wiren, dafl ausschliefSlich die Zielmannigfaltigkeit und nicht der redundante
Rest des Raumes parameterisiert waren. Auf diese Art liefe sich die umstéandliche
Eliminationsprozedur von n auf k Variablen vermeiden. Das Problem ist nur, daf} in
keiner Weise offensichtlich ist, wie sich ein solches Verfahren im Rahmen der Newton
Mechanik implementieren 148t. (Es lohnt sich, {iber dieses Problem nachzudenken.)
Tatséchlich handelt es sich hier um ein fundamentales Problem der Newton Mecha-
nik. Sie beinhaltet essentiell eine Formulierung im uneingeschriinkten Raum A%, Im
nédchsten Kapitel werden wir einen voélligen Neuzugang zur Mechanik entwickeln,
die 'Lagrange Mechanik’. Mit der Lagrange Mechanik wird nicht nur das hier auf-
geworfene Problem gelost sondern auch der Blick auf Zusammenhénge frei, die den
Rahmen der klassischen Mechanik bei weitem iibersteigen und direkt an moderne
Aspekte der theoretischen Physik heranfiihren.

1.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir die Grundlagen der klassischen Mechanik eingefiihrt —
ihre Galilei Struktur und ihre axiomatischen Formulierung iiber die Newton Glei-
chungen. Wir haben untersucht, welche Information zur eindeutigen Losung der
Newton Gleichungen erforderlich ist und wie Symmetrien und Erhaltungssétze die
Losung mechanischer Probleme vereinfachen kénnen.

Das Keplerproblem wurde als einer der historisch wichtigsten Anwendungen der
Mechanik ausfiihrlich besprochen. In Kombination mit dem gleichfalls untersuch-
ten harmonischen Oszillator und dem trivialen Fall der gleichférmig beschleunigten
Bewegung sind damit tatsédchlich schon alle geschlossen 16sbaren Probleme der Me-
chanik erfafit. In Vorbereitung auf die weiter unten noch ausfiihrlich zu besprechende
Analyse fundamental nicht-l6sbarer mechanischer Systeme haben wir Phasenraum-
portraits als niitzliches Konzept zur qualitativen Charakterisierung mechanischer
Prozesse eingefiihrt.

SchlieBSlich wurden die wichtigsten in der Mechanik auftretenden Krafttypen — neben
Potentialkriften, Schein-, Reibungs-, Lorentzartige und Zwangskréfte — eingefiihrt.
Die Analyse durch Zwangskriften eingeschrankter Bewegungen fiihrte schlieSlich auf
den Verdacht, daf} es eine flexiblere als die Newton’sche Formulierung der Mechanik
geben sollte.



Kapitel 2

Lagrange Mechanik

In diesem Kapitel werden wir eine von Lagrange im 18. Jhdt. entwickelte Neuformu-
lierung der Mechanik kennenlernen. Inhaltlich steht die Lagrange Formulierung in
keiner Weise in Widerspruch zu der Newton Mechanik. Tatséchlich kann man sich
von der Lagrange Mechanik jederzeit auf die Ebene der Newton Mechanik zuriick-
ziehen. (Der umgekehrte Weg ist weniger offensichtlich.) Methodisch jedoch, hat die
Lagrange Formulierung den Vorteil einer ungleich groBeren Flexibilitéit und ’Anwen-
derfreundlichkeit’. Vorwegnehmend und zur Motivation seien hier schon einige der
wichtigsten Vorteile des Lagrange Formalismus aufgelistet:

> Im Rahmen der Lagrange Mechanik 16st sich die gegen Ende des letzten Kapi-
tels aufgetauchte Problematik der Beschreibung von Bewegungen mit Zwangs-
bedingungen auf. Damit zusammenhéngend:

> Anders als der Newton Formalismus ist die Lagrange Formulierung auf eine
problemangepasste Wahl von Koordinaten gleichsam zugeschnitten.

> Im Rahmen der Lagrange Mechanik wird der Zusammenhang zwischen Sym-
metrien und Erhaltungssietzen, auf den wir in Abschnitt 1.3.2 bereits hinge-
wiesen hatten, transparent.

> Uber die Lagrange Beschreibung lift sich in natiirlicher Weise der Kontakt
zwischen der Mechanik und anderen Gebieten der Physik, wie z.B. der Elek-
trodynamik und Quantenmechanik herstellen.

Wir werden die Lagrange Beschreibung zweimal, iiber verschiedene Zugéinge ent-
wickeln. Die erste Route wird bei der im letzten Kapitel besprochenen Bewegung
unter dem Einflufl von Zwangsbedingungen ansetzen. Der zweite Zugang fiihrt das
Konzept von Variationsprinzipien in der Mechanik ein.

2.1 Ableitung I: d’Alembert’sches Prinzip

Wir setzen bei der gegen Ende von Abschnitt 1.5.3 diskutierten Problematik einer ef-
fizienten Beschreibung von Bewegungen mit Zwangsbedingungen an. Der Vollstéandig-

69



70 KAPITEL 2. LAGRANGE MECHANIK

keit halber formulieren wir das Problem hier nocheinmal neu und zwar gleich ver-
allgemeinert auf ein System von NN-Teilchen:

Gegeben sei ein System von N-Teilchen. Seine Bewegung im 3/N-dimensionalen
Raum sei iiber holonome Zwangsbedingungen auf eine f-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit M eingeschrankt. (f: Gesamtzahl der Freiheitsgrade.) Die Zwangsbe-
dingungen seien iiber das System

fi(r,t)zo, 221,,3N—f,

implementiert, wobei der 3N-komponentige Vektor r = (ry,...,ry) die N Koordi-
natenvektoren r; zusammenfafit. (Beachten Sie, dafl explizit zeitabhéngige Zwangs-
bedingungen zugelassen sind.)

Die durch die f; bestimmte Mannigfaltigkeit 148t sich iiber ein System von f Koor-
dinaten ¢; parameterisieren. M.a.W. die Koordinatenvektoren der eingeschrénkten
Bewegung lassen sich als r({¢;}) eindeutig darstellen. In der Mechanik bezeichnet
man den Satz {¢;},7 = 1,..., f als einen Satz verallgemeinerter Koordinaten
des Problems. Die Wahl dieser Koordinaten ist natiirlich nicht eindeutig vorgeschrie-
ben. Allerdings gibt es in der Praxis mehr oder weniger geschickte Arten, die Ko-
ordinaten festzulegen. Notation: Der Kiirze halber werden wir oft r(q) schreiben,
wobei q = (¢1, - . ., qr) die generalisierten Koordinaten zusammenfaft.

Bsp.: Teilchen auf Sphire

Betrachten Sie z.B. einen einzigen Kérper (N = 1), dessen Bewegung iiber |r| = R
eingeschrénkt ist. Die dadurch definierte 3 — 1 = 2 dimensionale Untermannigfaltig-
keit ist eine Kugeloberflache (2-Sphére) mit Radius R. Als generalisierte Koordina-
ten des Problems bieten sich sphérische Polarkoordinaten (6, ¢) mit

ry = Rsinfcosg,
ry = Rsinfsin ¢,

r3 = Rcosf

all.

Bsp.: Doppelpendel

Etwas weniger offensichtlich gestaltet sich die Situation bei dem in Figur 2.1 darge-
stellten Doppelpendel.

Die Bewegung der zwei Massen m; und ms sei auf eine Ebene eingeschriankt. (Reduk-
tion von sechs auf vier Freiheitsgrade.) Die Fixierung der Langen /; und /5 beinhaltet
eine weitere Reduktion von vier auf nur noch zwei Freiheitsgrade. Die Bewegung 1463t
sich also iiber zwei generalisierte Koordinaten beschreiben. Ein Moment Uberlegung
zeigt, daB die in der Figur mit ¢; und ¢ bezeichneten Winkel eine zweckméflige Wahl
darstellen.

Aufgabe: Parameterisieren Sie die Koordinatenvektoren r; und rs der Korper aus Figur
2.1 explizit iiber die Winkel ¢ und ¢, d.h. finden Sie eine Darstellung r;(¢1, ¢2),7 = 1, 2.
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Abbildung 2.1: Doppelpendel

2.1.1 Formulierung des d’Alembert’schen Prinzips

Unser Ziel ist es Bewegungsgleichungen der im obigen Sinne eingeschréankten Be-
wegung so aufzustellen, dafl nur die f generalisierten Koordinaten involviert sind.
(Im Gegensatz zum Newton’schen Zugang, wo aus einer Bewegungsgleichung fiir 3N
Freiheitsgrade zunichst 3N — f Koordinaten explizit zu eliminieren sind.)

7N

Abbildung 2.2: Zur Analyse der Bewegungsgleichungen mittels virtueller Verriickun-
gen.

Als Ausgangspunkt betrachten wir eine sogenannte virtuelle Verriickung. Hier-
unter versteht man traditionell eine ’infinitesimale Verschiebung des Koordinaten-
vektors, die mit allen Zwangsbedingungen vertréglich ist’, eine kleine Verschiebung
also, die auf der Konfigurationsmannigfaltigkeit M bleibt. In der Literatur werden
virtuelle Verriickungen meist mit dr bezeichnet, wobei das § andeuten soll, dafl
man es mit etwas 'Kleinem’ zu tun hat. Nun 148t sich der Begriff einer ’'kleinen
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Verriickung’ mathematisch nicht besonders gut fassen (was sich darin widerspiegelt,
dafl in Lehrbiichern meist in recht viel Worten erkléart wird, was mit diesem Begriff
gemeint ist.)
Mathematisch unzweideutig 148t sich der Begriff einer virtuellen Verriickung von r
tiber den Tangentialraum 7'M, definieren (vgl. Fig.2.2). Eine virtuelle Verriickung im
Sinne der obigen 'Definition’ ist dr = xidt, wobei 6t ein beliebig klein zu wihlender
Parameter und & ein Vektor des Tangentialraums ist. Die Grofle or liegt tangential
an M und ist daher mit den Zwangsbedingungen vertriglich (solange 6t klein und
damit die Kriimmung der Mannigfaltigkeit nicht spiirbar ist.) Fiir das Folgende ist
es praktischer, nicht mit den Verriickungen selbst, sondern direkt mit den Vektoren
des Tangentialraums zu arbeiten.
Wir kénnen das Problem nun komplett iiber einen Satz von zwei Gleichungssystemen
beschreiben:

mit; = Fi+Fy;

)

N

Y F,-¢ =0

i=1

Die erste Gleichung ist die um Zwangskréifte erweiterte Newton Gleichung eines
Systems von N Teilchen. F; ist hier die gesamte duflere Kraft, die auf Teilchen ¢
einwirkt, F,; die Zwangskraft. (Im allgemeinen wird F; = > i Fij + Fexti Summe
einer Wechselwirkungskraft und einer externen angelegten Kraft Fey ,; sein.) In der
zweiten Gleichung haben wir den Tangentialvektor &€ € R3Y gemifl

3
e=| ¢ |
En
organisiert, wobei £, € R der dem 3-dimensionalen Unterraum von Teilchen ¢ zu-
geordnete Teilvektor ist. Diese Gleichung besagt, dal die Vektoren des Tangen-
tialraums senkrecht auf den Zwangskréiften F, des Problems stehen (da diese ja

ihrerseits senkrecht auf der Tagentialebene stehen (vgl. Fig.2.2).)
Wir multiplizieren nun die Newton Gleichung skalar mit & und erhalten

N

> (miF; —F;)- €& =0. (2.1)

i

Das ist die mathematische Formulierung des d’Alembert’schen Prinzips. Sei-
ne Bedeutung kann man sich am einfachsten fiir den Fall einer Gleichgewichtslage,
r; = 0,2 = 1,..., N veranschaulichen. Die Gleichung sagt dann aus, daf} die ex-
ternen Krifte senkrecht auf der Konfigurationsmannigfaltigkeit zu stehen haben.
(Téten sie das nicht, wiirden die Teilchen ja anfangen, sich beschleunigt zu bewe-
gen.) Gleichung (2.1) verallgemeinert dieses Prinzip auf den beschleunigten Fall.
Interpretiert man m;¥; als eine 'Beschleunigungskraft’, so besagt die Gleichung, dafl
sich externe Krifte und die 'Beschleunigungskréfte’ vektoriell zu einer Grofle senk-
recht auf der Konfigurationsmannigfaltigkeit kompensieren. Beachten Sie aber, dafl
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diese Gleichug nicht fiir jeden einzelnen Summanden gilt, d.h. im allgemeinen ist
(m;t; — F;) - & # 0. Das liegt daran, dafl das System {¢;} zwar den k-dimensionalen
Tangentialraum aufspannt, aber keine vollstéindige Basis des R*" ist. Aus dem Ver-
schwinden der Summe kann daher nicht auf das individuelle Verschwinden der 3N
Summanden geschlossen werden.

2.1.2 Herleitung der Lagrange Gleichung

Wir wollen nun Gleichung 2.1 verwenden, um ein System von ausschliellich die gene-
ralisierten Koordinaten involvierenden Bewegungsgleichungen aufzustellen. Ausge-
hend von der Parameterdarstellung r(q, t)! stellen wir zuniichst einige Hilfsformeln
auf:

f
or;
6%1'@ = 8ku'2‘ (23)
& - Y (24)
;= Ck. .
‘ —1 Iqr, g

Die erste Gleichung ist einfach die Kettenregel. Der Term 0;r; taucht auf, weil wir
zugelassen haben, daf} die Zwangsbedingungen explizit zeitabhédngig sind. (Machen
Sie sich diesen Zusammenhang klar!) Die zweite Gleichung entsteht durch Differen-
tiation der ersten nach ¢. In der dritten Gleichung sind die ¢,k = 1,..., f frei
withlbare Koeffizienten. Die Gleichung ist (vgl. Seite 61f, speziell Gleichung (1.30)
einfach die allgemeine Form eines Tangentialvektors in der Basis der {{, = 0,,r}.
Wir verwenden nun diese Gleichungen, um die einzelnen Terme in (2.1) auf eine
Darstellung in verallgemeinerten Koordinaten zu transformieren. Die gleich folgen-
de Rechnung sieht komplizierter aus als sie ist; im wesentlichen handelt es sich um
wiederholte partielle Differentiationen und Anwendungen der Kettenregel. (Erinn-
nern sie sich an die Vertauschungsregel 0,(9, f) = 0,(0, f), die ganz allgemein fiir die
partielle Ableitung von Funktionen gilt. Im folgenden werden wir von dieser Regel
stdndig gebrauch machen.)

Der Term ). F; - &;: Substitution von (2.4) ergibt

n f
> Fi =) Quor, (2.5)
i—1 P

wobei die f Groflen )y durch

N
Qr = ZFz : 3%1"@'
i=1

!Die Notation r(q, t) betont, da$ fiir rheonome Zwangsbedingungen die Koordinatendarstellung
eine explizite Zeitabhédngigkeit bekommt.
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definiert sind?

Der Term ), myt; - €;: Zunéchst ist
N N /
i=i =i k=1

Die hier auftretenden Skalarprodukte ¥; - 9,,r; schreiben wir nun gemifl
I'Z . 8qkr,~ = dt (I‘Z . 8%['2‘) — I'Z . 8%1',

um, woraus sich

(2.3)

N N
i=i =1

ergibt. Kombination von (2.5) und (2.6) fithrt auf die Gleichung

Z (Qr — (d:0y, — 04,) T cx = 0.

/
k=1

Der entscheidende Punkt ist nun, dafl die ¢ unabhdngig wéahlbare Parameter sind.
Damit muf} die Gleichung fiir jeden ihrer £ Summanden einzeln gelten.

(di0y, — 0y,)T = Q. (2.6)

damit sind wir am Ziel. Die Bewegungsgleichung hat die Form einer Differentialglei-
chung in den generalisierten Koordinaten angenommen. Zwangskréfte treten nicht
mehr explizit auf.

Aufgabe: Zeigen Sie, dal (2.6) fiir den Fall einer uneingeschriinkten Bewegung, M = R3Y
auf die Newton Gleichungen zuriickfiihrt.

Bevor wir die neue Darstellung ausfiihrlicher besprechen, wollen wir uns noch etwas
spezialisieren und annehmen, daf3 die urspriinglichen Kréfte konservativ waren,

Fi = —VrzU(r)

2In der Literatur (siehe z.B. [6]) werden die Q; manchmal als Koeffizienten einer ’generalisierten
Kraft’ bezeichnet. Diese Bezeichnung kann Verwirrung stiften, da der Begriff 'generalisierte Kraft’
in der Mehrheit der Lehrbiicher fiir eine andere Grofie (siehe unten) reserviert ist.
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In diesem Fall sind auch die Groflen y konservativ, in dem Sinne, daf sie sich als
Ableitung der generalisierten Koordinaten nach einem Potential darstellen lassen:

Q=Y Fi-0pri==) V., U-dyr;=-0,U(r(q.t)).
i=1 =1

Damit konnen wir die Bewegungsgleichung in ihre entgiiltige Form bringen:

(di0;, — 0,4,)L(q,4q,t) =0, (2.7)

wobel
L=T-U (2.8)

die Lagrange Funktion ist.

Wir betonen nochmals, daff die Lagrangefunktion als Funktion der generalisier-
ten Koordinaten {¢;} aufzufassen ist. Die allgemeine Konstruktionsvorschrift ist
also folgende: Verwende die Darstellung r(q,?) um die kinetische Energie, T'(f) —
T(r(q,t)) = T(q,q,t), und die potentielle Energie, U(r) — U(r(q)) = U(q,t),
in Abhéngigkeit der generalisierten Koordinaten auszudriicken. Die Differenz dieser
Groflen ist die Lagrange Funktion.

Wir illustrieren die Anwendung des Lagrange Formalismus an zwei Beispielen:

Bsp.: Atwood’sche Fallmaschine

Betrachten Sie die in Figur Fig.2.3 dargestellte sogenannte Atwood’sche Fallmaschi-
ne. Ein Faden fester Lange gleite reibungsfrei iiber eine Kreisscheibe. An den Enden
des Fadens seien zwei Massen m; und msy befestigt. Wir nehmen an, daf3 die Massen
sich zur Zeit ¢ = 0 in Ruhe auf Hohe x;(0) bzw. x2(0) unter dem Referenzpunkt 0
befinden.

Abbildung 2.3: Atwood’sche Fallmaschine.

Wir 16sen das Problem {iber den Lagrange Formalismus. Es gilt x1 +x = [ = const..
Damit ist die Konfigurationsmannigfaltigkeit M iiber x; + xo — [ = 0 festgelegt; das
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Problem hat einen Freiheitsgrad. Wir nennen die generalisierte Koordinate x und
‘parameterisieren’: 1 = x, 9 = [ — x. Es ist nun

mp .o Mg .o Mp+My o

U = —mygr; —maegxs = (Mg —my)gx — magl.
Die Bewegungsgleichung (2.7) liefert
.. mip — Mg
i=—-——""q,
mi + Mo

Was sich zu z = z1 = (my — my)/(my + mo)t?/2 + 21(0) integriert. Damit ist das
Problem gelost.

Aufgabe: Losen Sie das Problem mit Hilfe Lagrange Gleichungen erster Art. Welche Me-
thode scheint ihnen effizienter zu sein?

Bsp.: Rotierende Schleife

Wir betrachten nun ein etwas fortgeschritteneres Beispiel mit einer explizit zeitabhéngi-
gen Zwangsbedingung. Gegeben sei eine kreisférmige Drahtschleife mit Radius R.
Die Schleife rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um die z-Achse eines
Koordinatensystems, dessen Ursprung am Schleifenmittelpunkt liegt (vgl. Fig.2.4.)
Auf die Schleife sei eine Perle der Masse m reibungsfrei aufgezogen. Die Perle
sei der Gewichtskraft —mge, ausgesetzt. Zur Zeit t = befinde sich die Perle am
Ort (R,0(0),4(0) = 0), wobei sphérische Polarkoordinaten beziiglich des Schlei-
fenmittelpunkts vorausgesetzt sind. Ziel ist es, die Bewegungsgleichung aufzustellen
und festzustellen, welche Anfangskoordinate 6(0) einer 'Ruhelage’ mit konstantem
6(t) = 6(0) entspricht.

In diesem Problem legen wir die Konfigurationsmannigfaltigkeit direkt iiber eine
Parameterdarstellung fest. In sphérischen Polarkoordinaten ist die Position der Perle
durch (r = R, ¢ = wt, 0) gegeben. Der Winkel 0 ist die einzige freie Koordinate. Die
beiden anderen sind iiber die Zwangsbedingungen festgelegt. Ausgehend von den
Standardformeln fiir die Umrechnung kartesische < Polarkoordinaten

x = rsinfcos¢
= rsinfsin ¢
z = rcosf

iiberzeugt man sich leicht davon, dafl

T — %($2+92+22) :%R2(92+sin20w2),
U = mgRcosb,
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Abbildung 2.4: Rotierende Schleife mit Perle.

wobei R = 0 und ¢ = w verwendet wurde. Damit nimmt die allgemeine Lagrange-
gleichung (d,0; — 0p)L die Form

RO — Rw?sinfcosd — gsinf = 0

an. Die Gleichgewichtslagen des Problems sind durch 6§ = 0 gekennzeichnet. Aus
der Bewegungsgleichung folgt, dafi die Gleichgewichtslagen des Problems durch die
Gleichungen

9
0y =0, , cosby = ———
0 0 Ru2
bestimmt sind.
Aufgabe: Diskutieren sie die Gleichgewichtslagen. Welche der Lagen sind stabil (werden

bei einer kleinen Stérug 6 — 6y + 06 nicht verlassen) welche instabil? Was passiert fiir
g(Rw?)™2 > 1 und fiir g(Rw?)~2 — 07?

Aufgabe: Zeigen Sie, daBl sich das Problem fiir § < 1 auf einen harmonischen Oszillator
reduziert.

An diesen Beispielen sollte klarwerden, daf sich der Lagrange Formalismus iiberaus
effizient zur Losung mechanischer Probleme einsetzten lafit. Ein nicht unberechtigter
Einwand gegen die oben gegebene Herleitung der Lagrange Gleichung wére jedoch,
dafB sie aus einer seltsam unmotiviert erscheinenden Iteration von Anwendungen der
Kettenregel besteht. Auflerdem ist, anders als das bei den Newton Gleichungen der
Fall war, die physikalische Bedeutung der funktionalen Form von (2.7) und des dort
auftretenden Differentialoperators (d;0;, — 0,,) nicht direkt offensichtlich.

Um dem entgegenzuwirken, wollen wir im néchsten Abschnitt eine alternative, me-
thodisch und inhaltlich vom Zugang oben vollig verschiedene Herleitung der Lagran-
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ge Gleichung besprechen.

2.2 Ableitung II: Variationsprinzipien

Die in diesem Abschnitt formulierte Herleitung der Lagrange Gleichung wird, im Ge-
gensatz zu der aus Abschnitt 2.1.1 knapp und elegant sein. Der 'Preis’, der hierfiir
zu zahlen ist, ist dal es zur Formulierung der Alternativableitung einer recht um-
fangreichen mathematischen Vorbereitung bedart:

2.2.1 Exkurs iiber Variationsprinzipien

Vergessen wir fiir einen Moment die Mechanik. Wir betrachten die Menge M = {~ :
I = [to,t1] — R"}. M besteht also aus allen Kurven -, die das reelle Intervall I in
den R™ abbilden.

Abbildung 2.5: Zur Definition eines Funktionals. Das Funktional ® bildet Kurven ~
in die rellen Zahlen ab.

Wir betrachten nun Abbildungen

d:. M — R,
v = Dy,

die jeder Kurve aus M eine relle Zahl zuweisen. Man nennt Abbildungen diesen
Typs Funktionale. (Einer weit verbreiteten Konvention folgend, schreiben wir ®[y]
(anstelle von ®(7)), um anzudeuten, dafl es sich beim Argument um eine Funkti-
on handelt.) Funktionale bilden Kurven® in die rellen Zahlen ab, #hnlich wie eine
gewohnliche Funktion eine Zahl oder einen Vektor in die rellen Zahlen abbildet.

Bsp.: Kurvenlinge

3In der allgemeinsten Definition bilden Funktionale beliebige Typen von Funktionen (also nicht
unbedingt Kurven, die ja ein Spezialfall eines Funktionentyps sind) in die rellen Zahlen ab.
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Ein Beispiel eines Funktionals ist die Kurvenlinge. Betrachte die Abbildung,
t1
¥ = [ daerte) - dev(®)
to

Das Integral auf der rechten Seite gibt die Lange der Kurve an. Jeder Kurve wird
durch @ eine Zahl, die Kurvenldnge nédmlich, zugewiesen.

Der Umgang mit Funktionalen erfordert etwas Gewthnung. Sobald man mit diesen
Objekten etwas vertraut ist, merkt man, dafl sich mit ihnen im wesentlichen wie mit
gewohnlichen Funktionen rechnen 148t.

Wir betrachten nun zwei Kurven, 7,7’ : I — R™ und fragen nach dem Inkrement
O[] — @[v] (vgl. Fig.2.5.) Es sei vorausgesetzt, da h = v — « klein sei (in einer
Weise die gleich prézisiert werden wird.)

Ein Funktional ® heifit differenzierbar, wenn

Oy + h] = ®[y] = F|,[h] + O(h?),

wobei F'| ein lineares Funktional ist (also eines fiir das gilt F| [cihy + coho] =
c1F| [m] + caF| [hs]) und O(h?) symbolisch fiir Restterme von der Ordnung h?

steht. Priizis: Fiir [h(t)] < e und |A(t)] < € ist O(h?) < const. - €2. Man bezeichnet
das lineare Funktional F'|_ als das Differential von ®. Die Schreibweise deutet an,
daB das Differential (im allgemeinen in nicht-linearer Weise) von 7 abhéngt.

Diese Definition verallgemeinert den Begriff der Differenzierbarkeit von Funktio-
nen auf Funktionale; Ersetzt man ® durch eine gewohnliche Funktion f und die
Argumente v und 7’ durch Zahlen, so gelangt man zuriick zur Definition der Dif-
ferenzierbarkeit gewohnlicher Funktionen. Das Differential F| , verallgemeinert die
Ableitung f'(x).

Eine Kurve 7 heifit Extremalkurve eines Funktionals @, falls F'| = 0 das Nullfunk-
tional ist. Dieser Begriff verallgemeinert in offensichtlicher Weise den des Extremums
einer gewohnlichen Funktion.

Anstelle den Begriff der Differenzierbarkeit von Funktionalen in Allgemeinheit zu
untersuchen, schrinken wir uns von jetzt ab auf eine Klasse von Funktionalen ein,
die in den Anwendungen unten eine ausgezeichnete Rolle spielen wird: Es sei L :
R” x R" x R — R eine Funktion (kein Funktional) von zwei vektorwertigen und
einem skalaren Argument. Wir definieren nun das Funktional

S:M — R
v Shl= / AEL(Y(8), diy(t), ).

to

Das Funktional S ist differenzierbar und sein Differential ist durch

t1 t1
FL[H] = / [y L — did5 L] -hat — 4L b (2.9)

5
to to
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gegeben?.
Bewers:

ﬂ7+m—shp:/hﬁ{u7+m7+h¢yiu%7¢ﬂ:

to

t1 n .
= / dt la—Lhi + a—th} +O(h?) =
to i=1 672

i
b IS[oL  d 8L} oL |"
= dt — == i+ =—h +O(h?) =
/to i1 [8% dt 8’)/2 0% to ( )
t1 d t1 9
= t dt 87[/—%&7[/ -h+&-‘),L-ht0+O(h):

wobei wir im vorletzten Schritt partiell integriert haben.

Was sind die Extremalkurven des oben definierten Funktionals? Wir wollen diese
Frage nicht in volliger Allgemeinheit beantworten, sondern eine weitere (physikalisch
motivierte) Einschrankung vornehmen. Anstelle die Menge aller Kurven v : I — R™
betrachten wir die Einschrinkung auf diejenigen Kurven, die ~(ty) = v, und ~(t1) =
7, mit konstant vorgegebenen 7, , erfiillen (vgl. Fig. 2.6.) O.B.d.A bezeichnen wir
die Menge dieser Kurven wieder mit M.

Y:

Yo

Abbildung 2.6: Einige Elemente der durch Vorgabe von Anfangs und Endwert ein-
geschréankten Kurvenmenge M.

Wir behaupten nun: Das auf die Menge M eingeschrankte Funktional S ist dann
und nur dann auf der Kurve v € M extremal, wenn 7 den Differentialgleichungen

(0 — di0s,) L(7, %, 1) =0, i=1,...n (2.10)

geniigt. Der Beweis der einen Richtung dieser Aussage folgt direkt aus (2.9): Die
der Definition von M zugrundeliegende Einschrinkung beinhaltet h(to;) = 0. (Bei
to und ¢; nehmen ja alle Kurven gleiche Werte an.) Gilt zusitzlich (2.10), so ist F|
identisch 0. Zum Beweis der Gegenrichtung, brauchen wir folgendes

4Die in diesen Formeln verwendete Notation ist eine Kurzform fiir

dyL-h =8, L(r,4,t)

hi.

h =0, L(r,%,t)
i=1 =7

r="y

Auf den ersten Blick mutet die Schreibweise d~ L - h vielleicht abstrakt an. Dem mufl man aber
gegeniiberstellen, was fiir eine fiirchterliche Form die Formeln unten annihmen, wenn wir die
‘expandierte’ Notation auf der rechten Seite verwendeten!
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Lemma: Gegeben sei eine stetige vektorwertige Funktion f : I = [tg, t1] — R" mit
folgender Eigenschaft: Vh : I — R™ mit h(t;) = h(te) = 0 gilt

/ " GHE() h(t) = 0.

to

Dann ist auf ganz I, f(t) = 0.

Abbildung 2.7: Zum Verschwinden von Funktionen, die sich gegen alle Testfunktio-
nen zu 0 integrieren.

Dieses Lemma wird in praktisch jedem Lehrbuch der Analysis mit grofler Sorgfalt
bewiesen. Wir beschrinken uns hier darauf, die Beweisidee fiir den Fall skalarer
Funktionen (n = 1) zu skizzieren (vgl. Fig. 2.7). Angenommen, es gibe ein ¢t € [
mit f(t) # 0. Dann ist aufgrund der Stetigkeit f in einer ganzen Umgebung von
t nichtverschwindend. Wir definieren uns nun eine ’Testfunktion’ A, die in einer
Umgebung von ¢ gepeakt, im Grof3teil des Intervalls aber verschwindend klein ist.
Das mit dieser Funktion konstruierte Integral [ fh wire nichtverschwindend ~»
Widerspruch.

Aufgabe: Generalisieren Sie das obige Argument auf den Fall vektorwertiger Funktionen
f.

Damit ist der Beweis der Gegenrichtung der Aussage oben weitgehend komplett:
Nehmen wir an, es sei fiir ein gewisses v, F| ., = 0. Dann ist

t1
Vh - / |0y L = didy L] - hdt = 0.

to

Da sowohl alle unsere Kurven als auch L stetig differenzierbar sind, sind die Vor-
aussetzungen des Lemmas oben erfiillt. Da ferner h nach Konstruktion beliebig
gewihlt werden kann, folgt dafl (2.10) fiir die einzelnen Komponenten des Vektors
O~ L — dt&-),L gelten muf3.

Der Ubersichtlichkeit halber wiederholen wir noch einmal die Kernaussage dieses
Abschnitts:
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Bei vorgegebener Funktion L ist das auf der Menge aller Kurven vy mit (fo1) = 7o,
(70, fiir alle Kurven gleich) definierte Funktional
t1
Shi= [ deLae). 4.0
t

0

auf genau denjenigen Kurven extremal, die den Differentialgleichungen
(05, — d10s,) L(7y,7, 1), 1=1,...,n

geniigen. Man bezeichnet diese Gleichungen als die Euler-Lagrange Gleichun-
gen fiir das Funktional S.

Der Differentialoperator 0,, — d;0;, wird im folgenden geh&uft auftreten. Zur Ver-
einfachung der Notation definieren wir das Symbol

= (8%' - dta‘ﬁ')[’<77 v t)'

Man bezeichnet §5/d~ als die Funktionalableitung® von S nach . Eine Kurve ist
Extremalkurve, wenn die Funktionalableitung identisch verschwindet,

6S[]
67i(t)

v Extremalkurve < Vit : =0.

Beachten Sie, dafl die Struktur der Euler Lagrange Gleichungen mit der der Lagran-
ge Gleichungen (2.7) iibereinstimmt. Das ist natiirlich kein Zufall. Wir werden die
Beziehung zwischen Extremalkalkiil und Lagrange Formulierung der Mechanik im
néchsten Abschnitt besprechen, vorher jedoch den Umgang mit Funktionalableitun-
gen an einem Beispiel illustrieren.

Bsp.: Extremalwert der Kurvenléinge

Wir probieren die allgemeine Aussage oben fiir ein zwei-dimensionales Beispiel (n =
2) aus. Es sei v(t) = x(t) = (x1(t), z2(t)) eine in zweidimensionalen kartesischen
Koordinaten dargestellte Kurve. Wir betrachten die Funktion

L(x) = |%| = (k- %) = (a1 + 43)"/%,

(also den Spezialfall einer Funktion L, die keine Abhéngigkeit von der Koordinate
x selbst und von der Zeit hat.) Vergleich mit dem Beispiel auf Seite 78 zeigt, dafl

5 Ahnlich wie man eine Funktion f(z) nach der Zahl = abgeleitet werden kann, kann ein Funk-
tional S[y] nach dem kurvenwertigen Argument v abgeleitet werden. Das Resultat ist die Funktio-
nalableitung. Dieser Begriff wird in der Funktionalanalysis systematisch definiert. Uns kommt es
aber nur darauf an, §5/év als die Notation vereinfachendes Symbol zu verwenden.
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das Funktional®

die zwei-dimensionale Variante des allgemeinen Funktionals fiir die Kurvenlénge ist.
Wir fragen fiir welche zwischen x(ty) = x¢ und x(t;) = x; verlaufenden Kurven
dieses Funktional extrem wird, welche Kurven in zwei Dimensionen also extremale
Lange haben. Die Euler-Lagrange Gleichung lautet

(0r, — dis,) (i + #5)"/? = == = =t (2.11)

Diese Gleichung wird von allen x, und x; geradlinig verbindenden Kurven gelost.
Eine gerade Verbindungskurve x(¢) 148t sich ja gemifB x(t) = [(t — t1)xo — (t —
to)x1]/(to — t1) parameterisieren. In dieser Parametrisierung gilt X = 0 und (2.11)
ist offensichtlich gelost.

Aufgabe: Man koénnte auf die Idee kommen, eine gerade Verbindungslinie zwischen xg
und x; anders als oben zu parameterisieren. Anschaulich gesprochen: Wéhrend in der
Parametrisierung oben die Strecke zwischen x; und xg mit konstanter Geschwindigkeit
durchlaufen wird, sind auch Durchléufe mit variabler Geschwindigkeit denkbar. Finden Sie
eine solche Alternativparametrisierung. Machen Sie sich anschaulich klar (besser: zeigen
Sie), dafl fiir Prameteriesierungen, die von der oben abweichen, % nicht iiberall in [to, 1]
verschwinden kann. Uberpriifen Sie, daB (2.11) dennoch Giiltigkeit hat.

Wir haben also die anschaulich offensichtliche Tatsache verifiziert, daf§ gerade Kur-
ven die Lange extremieren. Etwas weniger leicht zu beweisen ist die (gleichfalls an-
schaulich evidente) Tatsache, daf§ es keine anderen Losungen gibt. (Keine krumme
Kurve kann Extremalkurve des Langenfunktionals sein.)

Aufgabe: Zeigen Sie, dafl (2.11) ausschliellich von geraden Kurven gelost wird: Tip: Ma-
chen Sie sich klar, dafl der zweite Term auf der rechten Seite von (2.11) die Projektion des
Beschleunigungsvektors auf den der Geschwindigkeit proportionalen Einheitsvektor x/|x|
ist. Daraus folgt, dafl (2.11) nur von Kurven gelést wird, deren Beschleunigungsvektor
parallel zum Geschwindigkeitsvektor liegt. Zeigen Sie, dal das nur fiir gerade Kurven der
Fall ist.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts noch eine wichtige Bemerkung: Wie bereits frither
betont (siehe S. 12) handelt es sich bei einer Kurve um ein geometrisches Objekt,

6Es ist vielleicht eine gute Idee, sich hier noch einmal die Bedeutung der Notation klarzumachen:
In S[x] bedeutet [x] Abhingigkeit von der Kurve als komplettes geometrisches Objekt. In L(%)
bedeutet (x) Abhiingigkeit von der lokal bei einer gewissen Zeit ¢ genommenen Zeitableitung der
Kurve. Man mu$ sich klarmachen, da8 in ’[x]’ die komplette Information iiber die Kurve, inklusive
aller ihrer zeitlichen Ableitungen steckt. Daher ist es kein Widerspruch, dafl auf der rechten Seite
der Funktionaldefinition die Zeitableitung explizit auftaucht, auf der linken aber nicht.
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das unabhéngig von seiner Koordinatendarstellung existiert. Dementsprechend ist
die Aussage, daf} eine gewisse Kurve ein vorgegebenes Funktional extremiere gleich-
falls von Koordinaten unabhéngig. Auf der anderen Seite sind die zur Untersuchung
von Extremwerteigenschaften verwendeten Fuler-Lagrange Gleichungen in Koordi-
naten formuliert. Die Struktur der Gleichungen (2.10) ist immer die gleiche, was
eine unmittelbare Konsequenz ihrer Herleitung ist. (Wir haben zwar Koordinaten
verwendet, aber niemals von speziellen Eigenschaften eines besonderen Koordina-
tentyps Gebrauch gemacht.) Die konkrete Form der Gleichungen héngt aber im
allgemeinen von der Koordinatenwahl ab.

Wir werden diesen Sachverhalt weiter unten noch ausfiihrlicher untersuchen. An
dieser Stelle sei nur anhand des obigen Beispiels illustriert, welch drastischen Einfluf3
die Koordinatenwahl auf Form und Schwierigkeit der Losung eines Problems haben
kann.

Bsp.: Gerade Linien in Polarkoordinaten

Im Beispiel oben hatten wir verifiziert, dal gerade Linien das Funktional fiir die Kur-
venlédnge extremieren. Dabei handelt es sich um eine koordinatenunabhdngige Aus-
sage. Die Rechnung dagegen hatten wir in kartesischen Koordinaten durchgefiihrt.

Abbildung 2.8: Gerade Linie in Polarkoordinaten.

Man konnte nun auf die zugegebenermafien abwegige Idee kommen, eine gerade
Kurve mit kartesischer Darstellung z1(t) = ¢, x9(t) = at + b in Polarkoordinaten
(r,¢) darzustellen (vgl. Fig. 2.8). Die Polardarstellung von Kurve und Funktion L
lautet

r(t) = +/(at+0b)%+12,
¢(t) = arctan (atT—l—b)

und

L(%) = /72 + r2¢?

Aufgabe: Verifizieren sie diese Formeln.
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Die Euler-Lagrange Gleichungen in Polarkoordinaten behalten ihre standard Form
(vgl. (2.10) und die Bemerkungen oben)

(dt&z - &JL - 0,

Aufgabe: Stellen Sie die Euler-Lagrange Gleichungen explizit auf, d.h. fithren Sie die

partiellen Ableitungen 0, an der oben angegebenen Funktion L aus. Es resultieren

7'f‘7¢)7¢.)
zwei gewohnliche Differentialgleichungen in den Variablen (7, ¢). Verifizieren Sie, daf} diese
Gleichungen durch die oben in Polarkoordinaten parameterisierten geraden Linien gelost

werden.

An diesem Beispiel sieht man sehr plastisch, wie wichtig eine effiziente Koordina-
tenwahl bei der Losung mechanischer Probleme ist.

2.2.2 Hamilton’sches Extremalprinzip und Weitere Begriffs-
bildung

In Abschnitt 2.1.2 hatten wir gesehen, daf} die in generalisierten Koordinaten ausge-
driickte Losungskurve eines mechanischen Problems die Lagrange Gleichungen (2.7)
16st. Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gefunden, daf§ Gleichungen dieses
Typs die Extremalkurven von Funktionalen festlegen. Die beiden Resultate lassen
sich zu einer Aussage iiber die Losungskurven mechanischer Probleme kombinieren,
dem sogenannten Hamiltonschen Extremalprinzip:

Gegeben sei ein in generalisierten Koordinaten q = (¢i,...qs) formuliertes me-
chanisches System mit f Freiheitsgraden und Lagrangefunktion L(q,q,t) = (T —
U)(q,q,t). Es sei q(t) eine Losung der Bewegungsgleichung

(dtadk - an>L(q7 q7 t) = 07 k= 17 .- -uf

mit Anfangs- bzw. Endwert q(tg) = qo und q(t1) = q;. Eine solche Kurve ist
Extremalkurve des sogenannten Wirkungsfunktionals

Sl = [ arzta(0),a).1)

to

Den Beweis dieses Sachverhalts lduft auf eine Kombination zweier in den Abschnitten
2.1 und 2.2 erarbeiteter Aussagen heraus: Die physikalischen Bewegungsgleichungen
(2.7) sind ein Spezialfall von Euler-Lagrange Gleichungen (der fiir das tiber die Funk-
tion L definierte Funktional [ dtL ndmlich). Wie oben diskutiert, stehen Losungen
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der Euler-Lagrange Gleichungen in eindeutiger Bezichung mit Extremalkurven des
entsprechenden Funktionals.

Wir haben {iber das Hamiltonsche Prinzip also einen Bezug zwischen der Lagran-
ge Formulierung der Mechanik und dem Extremalkalkiil hergestellt. Was wir noch
nicht wissen, ist wozu diese Briickenbildung niitzlich ist. Vor Einstieg in die Diskus-
sion dieser Frage ist es sinnvoll, die Begriffsbildung der Lagrange Formulierung der
Mechanik zu einem Abschlufl zu bringen und noch zwei weitere relevante Konzepte
einzufiihren.

Fiir eine generalisierte Koordinate ¢; bezeichnet man die Gréfe

pi = aqu(qv q7 t)

als den ihr zugeordneten generalisierten Impuls. Die Motivation fiir die Bezeich-
nung ist, dafl sich der generalisierte Impuls fiir eine 'gew6hliche’ Lagrange Funktion
mit kinetischer Energie T'= (m/2)q? und geschwindigkeitsunabhiingigem Potential
U(q) auf den in Kapitel 1 definierten Impuls

bi = mu;

reduziert. Weiter definiert man

F,=0,L

als i-te Komponente einer generalisierten Kraft. Als unmittelbare Konsequenz
der Definitionen ergibt sich

dp; = F,. (2.12)

Diese Gleichungen stellen eine Art Verallgemeinerung der Newton Gleichungen dar.
In kartesischen Koordinaten reduzieren sie sich auf die Newton Gleichungen. Anders
als diese gelten (2.12) jedoch in beliebigen Koordinatensystemen und stellen damit
eine wesentlich allgemeinere Beschreibungsform mechanischer Systeme dar.

Eine generalisierte Koordinate ¢;, die in der Lagrange Funktion nicht auftaucht
(0, L =0), wird als zyklische Koordinate bezeichnet.

‘Der einer zyklischen Koordinate zugeordnete generalisierte Impuls ist erhalten.

Der Beweis ist einfach: Aus der Lagrange Gleichung folgt

dyp; = d,9;, L 2 9,,L = 0.

Bsp.: Zentralpotential in Lagrange Formulierung

Zur Illustration der Begriffe 'generalisierte Koordinate, Kraft, Impuls’ kehren wir
noch einmal zum Zentralkraft Problem zuriick. Wir vereinfachen uns das Leben,
indem wir von Anfang an investieren, dafl sich die Bewegung in der durch Anfangs-
ort und -geschwindigkeit festgelegten Ebene abspielt (siehe S. 38.) In dieser Ebene
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fithren wir Polarkoordinaten (r, ¢) beziiglich des Ursprungs als generalisierte Koor-
dinaten ein. Die in Polarkoordinaten ausgedriickte Lagrange Funktion lautet

L= 20 +1°¢") ~ Ur)

Die Koordinate ¢ ist zyklisch. Den ihr zugeordneten generalisierten Impuls
py = mr’¢

erkennen wir als den (erhaltenen) Drehimpuls wieder (vgl. Seite 38.) Die ¢ zugeord-
nete generalisierte Kraft Fy = 0,L = 0 verschwindet.

Wir generalisieren das Problem ein wenig und nehmen an, dafl zusétzlich zur Zen-
tralkraft eine beliebige in der Ebene liegende Kraft F = —VU an das Teilchen
angreife. Die nun im allgemeinen nicht mehr verschwindende generalisierte Kraft
—8¢U ist das am Teilchen angreifende Drehmoment n = ne3” in Verkleidung. Man
erkennt dies, indem man auf kartesische Koordinaten riicktransformiert:

2

N Nl
Qu= =001 = =3 = 3 iy =
i=1 ¢ i,j=1

wobei das vorletzte Gleichheitszeichen auf den standard Umrechnungsformeln

X1 = 1 COS @, To = 7sin ¢

beruht und o
) 1 (4,5) =(1,2)
e/ =¢ -1 (i,j)=(2,1)

0 sonst

der sogenannte voll antisymmetrische Tensor ist. (Esist n = (xxF)3 = Y, . €/x;F}.)
Dieses Beispiel illustriert den allgemeinen Sachverhalt, dafl die aus einer proble-
mangepassten Koordinatenwahl resultierenden generalisierten Gréflen in der Regel
physikalische Bedeutung tragen (hier Drehimpuls, Drehmoment u.s.w.)

Der Ubersichtlichkeit halber stellen wir noch einmal das fiir das Arbeiten im La-
grange Formalismus benotigte Vokabular zusammen:

2.3 Uber die Bedeutung des Hamiltonschen Ex-
tremalprinzips

Im vorangegangenen Abschnitt hatten wir den Kontakt zwischen der Lagrange For-
mulierung der Mechanik und Variationsprinzipien hergestellt. Was wir noch nicht

"Das Drehmoment einer parallel in der Bewegungsebene liegenden Kraft steht senkrecht auf der
Ebene.
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Grofle Bezeichnung bzw. Definition
Verallgemeinerte Koordinate | g

Verallgemeinerter Impuls pr = 04, L

Verallgemeinerte Kraft F,=0,L

Lagrange Funktion L(q,q,t)
Wirkung(sfunktional) Slq] = ftzl dtL(q,q,t)
Funktionalableitung %[(qt}) = (0, — di04)L(q,q,1)

Tabelle 2.1: Fiir die Lagrange Formulierung der Mechanik relevante Gréfien.

gesehen haben, ist wozu dieser Zusammenhang niitzlich ist. Uber den Anwendungs-
nutzen des Lagrange Formalismus an sich brauchen nicht mehr viele Worte verloren
zu werden; die Verwendung von Lagrange Gleichungen ist der Newton Beschreibung
bei der Analyse mechanischer Systeme mit Zwangsbedingungen haushoch iiberlegen.
Damit wird der Lagrange Formalismus zu einem fiir die Praxis zentral wichtigen
Werkzeug.

Die Vorteile, die sich aus dem Bezug zu Variationsprinzipien ergeben sind mehr
grundsitzlicher Natur®. Durch Analyse des der Lagrange Funktion zugeordneten
Wirkungsfunktionals lassen sich tiefe Grundstrukturen der Mechanik verstehen und
fiir die Praxis nutzbar machen. Zwei wichtige Beispiele solcher Zusammenhénge,
die Koordinateninvarianz der Formulierung mechanischer Probleme und der sich
bereits in Kapitel 1 abzeichnende Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhal-
tungssétzen, sollen in diesem Abschnitt diskutiert werden.

2.3.1 Koordinateninvarianz der Lagrange Gleichungen

Bereits an den bislang in diesem Kurs abgehandelten Beispielen wird klar, daf§ in
der Praxis mechanischen Rechnens immer wieder zwischen verschiedenen Koordina-
tensystemen gewechselt werden mufl. Es ist daher gut zu wissen, dafl der Lagrange
Formalismus einem flexiblen Hin- und Herwechseln zwischen verschiedenen Koor-
dinatensystemen ideal angepasst ist. In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst den
Begriff des Koordinatenwechsels prézisieren, dann den allgemeinen Beweis der Koor-
dinateninvarianz der Lagrange Gleichungen fithren und schliellich eine anschauliche
Begriindung fiir die Koordinatenunabhéngigkeit geben.

Um die Koordinateninvarianz der Lagrange Formulierung inhaltlich (im Gegensatz
zu rein rechnerisch) verstehen zu konnen, miissen wir den Begriff des Koordina-
tenwechsels etwas préziser definieren als das bislang geschehen ist. Wir erinnern
zundchst daran, dal die Physik von Bewegungen an sich keinen Bezug zu Koordi-
naten hat. Die Bewegung eines N-Teilchensystems, z.B. wird sich im allgemeinen
in einer (moglicherweise durch Zwangsbedingungen eingeschriankten) (f < 3N)-

8 Am Rande bemerken wir, dafl sowohl die Lagrange Funktion als auch das Wirkungsfunktional
eine quantenmechanische Entsprechung haben. In der Quantenmechanik hat das Wirkungsfunktio-
nal nicht nur grundsétzliche Bedeutung, sondern wird auch bei der Lésung konkreter Probleme zu
einem méchtigen Werkzeug.
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dimensionalen Untermannigfaltigkeit M des R3" ab®. Diese Mannigfaltigkeit ist oh-
ne Bezug auf Koordinaten definiert. Lediglich fiir praktische Zwecke fithren wir im
allgemeinen Koordinaten auf M ein. Wir erinnern daran (siehe S. 1.5.3), daf ein
Satz von Koordinaten q = (¢, . .., qy) iiber eine Koordinatenabbildung

p:RIDV — M
q — ¢(q)
erzeugt ist. Nehmen wir nun an, daf§ M Bild zweier verschiedener Koordinatenabbil-
dungen ¢; und ¢, sei'’. Jedem Punkt a € M sind damit zwei Koordinatenvektoren
q; € V;,i = 1,2 zugeordnet (vgl. Fig. 2.9). Die Umrechnung von einem Satz Koor-
dinaten auf den anderen erfolgt vermoge der differenzierbaren Abbildung
p=dyop Vi — T (2.13)
a — pla)=q. (2.14)
Manchmal schreibt man der Kiirze halber qy(q;) um die Abhéngigkeit von g, von q;
auszudriicken. Sollte mit dieser Notation einmal Verwirrung entstehen, ist es gut, die
korrekte Definition der vermittelnden Abbildung p noch einmal zu rekapitulieren.
Die Abbildung p bildet die formale Definition von Koordinatenwechseln, wie wir sie
schon von Anfang an verwendet haben. Fiir den Fall M = A? hiitten wir z.B. mit
¢1 : ‘/1 = R2 - Ma

qi = (z1,m3) +— 0+ x1€] + T9€9,
kartesische und mit

Go Vo =R x[0,2rn] — M,
qZE(T7¢) = O+Ter

Polarkoordinaten gewihlt. (Beachten Sie, daf die ¢-Abhéngigkeit von ¢»(q) in der
Winkelabhéngigkeit von e, implizit ist.) Der Koordinatenwechsel ist durch die Ab-
bildung

p:Vi — Wy

(21,15) — ((2? + 22)"/?, arctan(zy/z1))

vermittelt.

9Genauer gesagt, handelt es sich bei M um eine Untermannigfaltigkeit des 3/N-dimensionalen
affinen Raumes A3V . Da sich letzterer jedoch nach Identifikation eines Ursprungs mit dem R3Y
identifizieren 148t, fassen wir M als Untermannigfaltikeit des 3/V-dimensionalen Vektorraums auf.

0Tm allgemeinen wird sich eine Mannigfaltigkeit nicht global von einer einzigen Koordinaten-
abbildung iiberdecken lassen, d.h. im allgemeinen ist ¢(V') C M eine echte Teilmenge von M. Fiir
(V) € M sind mehrere Koordinatenabbildungen zur Uberdeckung von M erforderlich. Alles was
weiter unten iiber Koordinatenwechsel gesagt werden wird ist ohne Schwierigkeiten auf diesen Fall
verallgemeinerbar. Um die Darstellung transparent zu halten, wollen wir auf den Fall nicht global
abbildbarer Mannigfaltigkeiten jedoch nicht explizit eingehen.
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@

G@ % 2\

Abbildung 2.9: Zur mathematischen Defintion von Koordinatenwechseln, Erklarung
der Symbole, siehe Text.

Nehmen wir nun an, wir hétten ein mechanisches Problem in zwei Séatzen von Koor-
dinaten q; und qy formuliert, die Lagrangefunktionen L;(qy, q1,t) und La(qs, G2, )
in beiden Bildern aufgestellt und die Bewegungsgleichungen vorliegen. Die Koordi-
nateninvarianz der Lagrange Mechanik 148t sich nun folgendermaflen ausdriicken:

Fiir eine differenzierbare Abbildung p (die durch einen Koordinatenwechsel erzeugt,
aber auch anderer Herkunft sein kann) ist die Kurve q2(t) = p(q;(t)) genau dann
Losung der Bewegungsgleichungen

(Oq, — diO4,) La(q2, G2, 1) = 0,
wenn d(t) die Gleichung

(Oqy — di0q, ) L(ar, G, 1) = 0
16st, wobei

Li(a1, qi,t) = La(p(ar), dip(ai), t) = La(qa(ar), dida(a1), t).

Die Bedeutung dieses Sachverhalts kann nicht hoch genug angesetzt werden: Bei
der Losung mechanischer Probleme im Rahmen des Lagrange Formalismus’ besteht
vollige Freiheit in der Wahl der generalisierten Koordinaten. Sobald die Lagrange
Funktion in einem vorgegebenen Satz von Koordinaten aufgestellt ist, ist die Glei-
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chung (04 — di04q)L = 0 zu losen. Die Form dieser Gleichungen &dndert sich beim
Wechsel zwischen Koordinaten nicht. (Dies ist zu vergleichen mit der Newtonschen
Formulierung, in der die Bewegungsgleichungen sensitiv von der Wahl der Koor-
dinaten abhéngen und nur fiir Intertialsysteme in kartesischen Koordinaten ihre
kanonische Form F = ma annehmen.)

Bevor wir die Koordinateninvarianz der Lagrange Mechanik anschaulich erkléren,
formulieren wir ihren (wenig inspirierenden) Beweis. Es sei, 0.52[qs]/dq2(t) = 0, d.h.
q2(t) sei eine Losung der Euler-Lagrange Gleichungen. Zu verifizieren ist, daf§ daraus
dS1[a1]/0qi(t) = 0 folgt. Unter Verwendung von

QQz (h Chj

H Mxﬁ

ergibt sich

(5[/2 8QQ] _ Z (5[/2 8QQ] _
5q2 NI 86]1 % 5(]2 ,J 86]1 %

_ i (d (5[/2) aqu i (5[/2 8q'27j)
, ‘ dGa;) Oqui 042 Oqu;

404, , L1 = dy Z

und

Z (5[/2 8QQ] 5[/2 aqu)
ql - - 5Q2] 8(]1 i 5(]2,]' a(h,z‘ .
Substraktion dieser beiden Gleichungen fiihrt auf

(551[(]1] ( 5L2 ( 5L2 )) 8q2j
Oy — A0y, ) Lalq, qu, t] = —di | — = =0,
5(]1,2‘ ( q1,i t q1,i ) 1 [ql ql Z 5Q2 J 5q27] s 8q17l

-~

=0

womit die Behauptung bewiesen ist.
Die eben fiir den Fall ’statischer Abbildungen’ p bewiesene Koordinateninvarianz
der Lagrange Gleichunge gilt auch fiir den Fall explizit zeitabhéngiger Koordinaten-
transformationen,
pt): Vi — Vy
a — q = p(q,t).

Aufgabe: Erweitern sie den gerade durchgefiihrten Beweis auf diesen Fall.

Die Rechnung oben beweist die Koordinateninvarianz der Lagrange Mechanik, ist
aber inhaltlich nicht besonders erhellend. Der direkteste Weg zu einem anschaulichen
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Versténdnis fithrt iiber die Deutung der Lagrange Gleichungen als Ausdruck eines
Variationsprinzips. Auf der Konfigurationsmannigfaltigkeit M ist ein Wirkungsfunk-
tional S[y] definiert. Eine Losung der Bewegungsgleichungen existiert genau dann,
wenn es eine Kurve v : R D I — M gibt, die S[y] extremiert. Diese Aussagen sind
koordinatenunabhéngig.

Zum tatsdchlichen Aufstellen und Losen der Bewegungsgleichungen verwenden wir
Koordinaten. Fiir jede Koordinatenabbildung ¢, induziert y eine Kurve v; = ¢~ tory :
I — V; (siehe Fig.2.9). Das Funktional S[y] induziert das in Koordinaten ausge-
driickte Funktional (So¢)[1], das jede Kurve v, in Vi auf (Sog)[y1] = S[poyi] = S[v]
abbildet. Das fiir S;[y1] in Koordinaten dargestellte Extremalprinzip nimmt die Form
der Euler-Lagrange Gleichungen beziiglich der Variablen q; an. Gleiches gilt fiir die
durch die Koordinatenabbildung ¢s erzeugte Kurve -5, Funktional Sa[7ys], u.s.w.
Man muf} sich nun klarmachen, da wir es bis auf das Einschieben von Koordina-
tenabbildungen immer noch mit dem urspriinglichen Funktional S[y] zu tun haben:

S[’Y] = 51[71] = 52[’7/2] =....

M.a.W. wenn v das Funktional S[y] extremiert, extremiert die induzierte Kurve 7,
das in Koordinaten formulierte Funktional Si[y], und analoges gilt fiir das Koordi-
natensystem 2. Dies ist das allgemeine Prinzip, das hinter der Koordinateninvarianz
der Lagrange Mechanik steckt.

2.4 Noether Theorem

Bereits in Abschnitt 1.3.1 hatten wir auf einen sich abzeichnenden Zusammenhang
zwischen den Symmetrien der Newton Mechanik und ihren Erhaltungsgréfien hin-
gewiesen. Diese Beziehung lét sich erst im Rahmen der Lagrange Formulierung
verniinftig fassen und in Allgemeinheit in die Theorie einbauen. In diesem Abschnitt
wollen wir zunéchst den Begriff der Symmetrie eines mechanischen Systems unter
einer vorgegebenen Transformation definieren und dann beweisen, dafl eine solche
Symmetrie grundsdtzlich eine erhaltene Gréfle nach sich zieht. Die hier vorgestell-
te Argumentationskette ist sehr allgmein, in dem Sinne, dafl sie nicht nur in der
Mechanik, sondern auch in der Elektrodynamik, Quantenmechanik und in anderen
Teilgebieten der Physik unverdndert Giiltigkeit hat.

q(0) q(t)

/‘//\L_/

(a0) (o)

Abbildung 2.10: Zur Definition von Symmetrietransformationen
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Wir betrachten eine einparametrige Schar von Abbildungen
hy:V —=V
qa — hs(q),

der Koordinatenmannigfaltigkeit eines mechanischen Systems in sich, wobei s ein
kontinuierlicher Parameter ist und hs—o(q) = q die Identitét ist (vgl. Fig. 2.10).
Man bezeichnet die Transformation h, als eine Symmetrie(transformation) des
Systems, wenn das Wirkungsfunktional

Slgl = Slhs o q]

bei Anwendung von hg invariant bleibt. Es gilt folgender

Satz (E. Noether): Die Wirkung S[q] eines mechanischen Systems sei unter der
Transformation q — hs(q) invariant. Es sei q(¢) eine Losungskurve des Systems.
Dann ist die Grofle

f
oL
[<q7 q) = —.dshs,i<q)
1 8(],

erhalten:

diI(q,q) = 0. (2.15)

Beachten Sie, dafl eine fiir die Invarianz der Wirkung hinreichende Bedingung das
Verschwinden der totalen Ableitung

d,L(hy(q), dihs(q), 1) = 0

ist. In der Praxis ist es oft leichter, mit der Lagrangefunktion anstelle mit der Wir-
kung selbst zu arbeiten.

Beweis: Nach Voraussetzung ist die Wirkung des Systems invariant. Wir bilden die
(verschwindende) Variation explizit,

t f
oL oL .
0 =d,S|hs :/ dt (—dshsi + —dsh; ):
o) = [ ey ( G odshaita) + 52 dihsi(a)

i=1 g

f t
OL 8L) OL (2.7)
dt - dshs,i q + —.dshs,i q =
/0 Z[(% 37 )| )+ o <>J
f t
DN
i=1 8% hs(q) , 0

Da das Zeitargument ¢ beliebig gewéahlt werden kann, folgt aus der letzten Zeile
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womit (2.15) bewiesen ist. Im Beweis oben bedeutet das Symbol |5, (4, da8 die Ab-
leitungen der Lagrangefunktion an der Stelle h4(q) zu nehmen sind.

Aufgabe: Begrnden Sie, dal aus der Invarianz der Wirkung folgt, dal mit g auch hg o g
Extremalkurve ist, und damit die Euler Lagrange Gleichungen 16st.

Wir analysieren den Zusammenhang zwischen Symmetrien und erhaltenen Gréfien
fiir einige Erhaltungsgrofien, die uns bereits frither begegnet sind.

Bsp.: Translationsinvarianz < Impulserhaltung

Wir betrachten die Dynamik eines Teilchens in einer Umgebung mit Translati-
onsinvarianz in einer Koordinatenrichtung. Wir wihlen kartesischen Koordinaten
q = (q1, g2, q3), wobei die 1-Richtung als Invarianzrichtung festgelegt sei. Eine Raum-
translation ist mathematisch iiber die Abbildung

hs(q) = q+ se;

erzeugt. Translationsinvarianz bedeutet, daf§ die Lagrangefunktion (und damit die
Wirkung) ungeéndert bleiben:

dsL(hs(q),dihs(q),t) = 0 = d,S[hs(q)] = 0.
Der erhaltene Strom ist

3
oL .
I= Z 8—%dshs7z‘(Q) =04 L = ps.
i=1

Translationsinvarianz impliziert Erhaltung des Impulses.

Aufgabe: Generalisieren sie die Argumentation auf ein System von N-Teilchen, das kei-
nerlei externen Kriften ausgesetzt ist. Zeigen Sie, (i) dal das System invariant unter der
Abbildung q; — q; + se (q;: kartesischer Koordinatenvektor des i-ten Teilchens, e: belie-
biger fester Vektor) ist und (ii) dafl diese Invarianz die Erhaltung des Gesamtimpulses P
nach sich zieht (Notation wie in Abschnitt 1.3.2.)

Bsp.: Rotationsinvarianz < Drehimpulserhaltung
Wir betrachten ein System, das unter Drehungen um die 3-Achse invariant sei.
In kartesischen Koordinaten ist eine Drehungen erzeugende Schar von Abbildungen
durch
q— he(q) = RYq
gegeben, wobei die Drehmatrix

cos¢ sing 0
R((;’) = | —sing cos¢p 0
0 0 1
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gegeben ist. Die entsprechende erhaltene Grofie ist

3 3 2
oL OL . i ’

I = —.dhi ‘ - —'dR(U i = z‘w':la

2 g, e (@] _, 2 93,0 oo > pieq; =1

ij=1

also die 3-Komponente des Drehimpulses. Rotationsinvarianz impliziert Drehimpul-
serhaltung.

Aufgabe: Generalisieren Sie das Argument auf ein N-Teilchensystem in Abwesenheit
externer Kriifte: Finden Sie die explizite Form der Drehmatrizen R¥) &k = 1,2 fiir die 1
und 2 Achse und folgern Sie, daf} aus der Invarianz unter Drehungen um alle drei Achsen

qQ — R((f)qi die vektorielle Erhaltung des Drehimpulses d;L = 0 folgt.

In Abschnitt 1.4.1 hatten wir gesehen, dafl man rotationsinvariante Probleme am
zweckméafigsten in Polarkoordinaten angeht. Die Koordinateninvarianz der Lagran-
ge Mechanik beinhaltet, dafl wir die Konsequenzen der Rotationsinvarianz ohne
jeden Aufwand auch in Polarkoordinaten q = (r, 0, ¢) formulieren konnen. In Polar-
koordinaten wird eine Drehung um die 3-Achse durch die Abbildung

he(q) = (1,0, ¢ + k)

beschrieben (vgl. Fig. 1.5). Die Lagrangefunktion eines rotationsinvarianten (und
konservativen) Systems hat die Form

m . .
L= 5(7’“2 + 720 + r?sin? 0¢*) — U(r).
Aufgabe: Beweisen Sie diese Identitéit. Verwenden Sie dazu die zwischen kartesischen und

Polarkoordinaten vermittelnden Identitaten

xr1 = rsinfcos¢
To = rsinfsing
r3 = rcosf,

bilden Sie i = d; > z;e; und achten Sie auf sich aus cos? k+sin’k = 1,k = ¢, 6 ergebende
Vereinfachungen.

Damit ergibt sich ‘
I = msin® 0r?¢

als Erhaltungsgrofie. Legen wir den Ursprung des Koordinatensystems so, daf die
Aquatorialebene des Systems, # = 7/2 mit der Bewegungsebene!! iibereinstimmt,
so erhalten wir mit [ = mr% die bereits frither ermittelte Form des erhaltenen
Drehimpulses zuriick.

" Erinnern Sie sich daran, daf sich die Bewegung fiir rotationsinvariante Systeme in einer Ebene
abspielt.
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Der Vollstéandigkeit halber erwéhnen wir, dal man auch die Erhaltung der Energie
iiber das Noether Theorem, als eine Konsequenz der Invarianz unter Zeittranslatio-
nen nimlich, fassen kann. Die Beweisfithrung (vgl. z.B. [6]) erfordert jedoch etwas
Aufwand weshalb wir sie hier nicht explizit durchfithren wollen.

2.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Lagrange Formulierung der Mechanik eingefiihrt. Der
zentrale Vorteil dieses Zugangs liegt darin, daf} er eine vollstindig flexible Koordina-
tenwahl gestattet. In Abschnitt 2.1 haben wir gesehen, wie sich hierdurch die Losung
der im Rahmen der Newton Mechanik nur schlecht zu behandelnden Probleme mit
Zwangsbedingungen vereinfacht. In Abschnitt 2.2 wurde die Lagrange Formulierung
als Ausdruck eines Variationsprinzips identifiziert. Uber die Beziehung zu Variati-
onsprinzipien lielen sich zwei wichtige Grundprinzipien der Mechanik, ihre Koordi-
nateninvarianz und der Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungsgrofien
auf natiirliche Art erkléren.

Im folgenden Kapitel werden wir eines der wichtigsten Anwendungsgebiete der Me-
chanik, die Beschreibung der Bewegung des sogenannten ’starren Kérpers’, im Rah-
men der Lagrange Formulierung angehen. In diesem Kapitel werden die Vorteile
einer problemangepassten Koordinatenwahl voll sichtbar werden.



Kapitel 3

Der Starre Korper

Die Beschreibung der Bewegung ausgedehnter Korper ist eines der Hauptanwen-
dungsgebiete der Mechanik. In der Regel wird sich die Bewegung eines ausgedehnten
Systems als eine komplizierte Superposition der Bewegung seines Schwerpunkts und
der — ungleich komplizierteren — Bewegung seiner internen Freiheitsgrade darstellen.
(Denken sie z.B. an einen mit Wasser gefiillten Luftballon, der durch die Luft gewor-
fen wird.) Die Beschreibung der Dynamik der inneren Freiheitsgrade ausgedehnter
Systeme ist Gegenstand der Kontinuumsmechanik, auf die wir an dieser Stelle
nicht eingehen wollen.

Eine ungleich einfachere, aber im Hinblick auf Anwendungen immer noch sehr wich-
tige Situation stellt sich ein, wenn die inneren Freiheitsgrade des in Frage kommen-
den Korpers "ausgefroren’ sind. (Backstein, der durch die Luft geworfen wird.) Man
bezeichnet solche Korper als ’starr’. Die Analyse der Dynamik starrer Korper ist
Gegenstand dieses Kapitels.

3.1 Definition des Starren Korpers

77,

Abbildung 3.1: Zur Definition des starren Korpers

Zunéchst einmal miissen wir uns klarmachen, wie der Begriff des starren Korpers
zu definieren und mit den Untersuchungen der vorangegangenen Kapitel in Verbin-
dung zu bringen ist. Nehmen wir also an, wir hétten einen Kérper vorgegeben. Eine

97



08 KAPITEL 3. DER STARRE KORPER

Moglichkeit die Beschreibung des Korpers anzugehen wére, ihn zunéichst einmal zu
diskretisieren (vgl. Fig. 3.1). Man konnte den Korper mit einem System von N Ku-
ben (oder auch anders geformter Uberdeckungsvolumina) vorgegebener Kantenlinge
iiberdecken und wiirde jedem Kubus eine Lagekoordinate r; und diejenige Masse m;
zuordnen, die in seinem Uberdeckungsgebiet enthalten ist. ’Starre’ des Kérpers be-
deutet, daf sich die Absténde zwischen den Diskretisierungseinheiten im Laufe der
Bewegung nicht d&ndern kénnen. Wir drehen den Spiefl nun um und verwenden diese
Eigenschaft des approximativen Systems als Definition des starren Korpers.

Ein starrer Korper ist ein System von N Punktmassen mit Masse m; und Lage-
koordinate r; eingeschrankt durch das System holonomer Zwangsbedingungen

|r; —r;| = r;; = const., i,j=1,...N. (3.1)

Die Qualitét der approximativen Beschreibung des Korpers a8t sich durch Verfeine-
rung der Diskretisierung verbessern. Man konnte z.B. jedes Diskretisierungsvolumen
seinerseits in eine gewisse Zahl von Untervolumina aufgliedern, diesen Prozess ite-
rieren und damit zu einer immer besseren Approximation an die tatséchliche Form
des Korpers gelangen. Im Limes N — oo wird aus den Partialmassen m; bei r; eine
Massendichte,

(ml-, I'Z') — p(r)dV,

wobei dV ein infinitesimales Volumenelement und p(r)dV die infinitesimale in ihm
enthaltene Masse ist. Damit gelangen wir zu einer zweiten Moglichkeit, den Begriff
des starren Korpers zu definieren.

Def.: Ein starrer Korper ist durch eine fest vorgegebene, kontinuierliche Massenver-
teilung p(r)dV definiert, deren Gestalt sich nicht dndert.

Die etwas schwammige Formulierung 'Gestalt sich nicht dndert’ ist durch den fiir
das Kriterium (3.1) genommenen Grenzwert N — oo definiert. Beachten Sie, daf
die Definition des starren Korpers die in den vorangegangen Kapiteln diskutierten
N-Teilchensysteme beinhaltet, sofern fiir diese daf8 die Einschrankung (3.1) voraus-
gesetzt ist.

Aufgabe: Wie sieht die einem N-Teilchen System entsprechende Massenverteilung p(r)dV
aus?

Der enge Bezug zwischen starren Korpern und N-Teilchen Systemen beinhaltet,
dafB sich eine Reihe von in Abschnitt 1.3.2 eingefiihrten Begriffen auf den Fall eines
durch eine kontinuierliche Massenverteilung beschriebenen Korpers verallgemeinern.
Die relevanten Definitionen sind in Tabelle 3.1 zusammengefaf3t:

Aufgabe: Machen Sie sich im Rahmen des oben diskutierten Diskretisierungsschemas
klar, wieso die Definitionen der dritten Spalte die natiirliche Verallgemeinerung der der
zweiten Spalte sind.
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Grofle N-Teilchen System | Starrer Kérper
Gesamtmasse | M = Zmi M = /de(r)

Schwerpunkt | R = M"" Z mir; | R=M"1 /de(r)r

Gesamtimpuls | P = d; Zmiri P =d, / dVp(r)r

Tabelle 3.1: Masse, Schwerpunkt und Impuls des starren Korpers

Wir betrachten einen allgemeinen starren Korper im dreidimensionalen Ortsraum
(vgl. Fig. 3.2). Zur Beschreibung der Dynamik des Koérpers wird es zweckméfig
sein, zwei Koordinatensysteme K und K’ zu verwenden. Beim System K handelt
es sich um ein beliebiges raumfestes Inertialsystem. Das Koordinatensystem K’ ist
fest in den Korper hineingelegt. In der Regel wird man den Schwerpunkt R als
Ursprungspunkt von K’ festlegen. Die wichtigsten Eigenschaften und Vorteile der
beiden Bezugssysteme lassen sich wie folgt zusammenfassen:

K: Das System K ist dasjenige, aus dem heraus wir die Bewegung des Korpers
beobachten. In der Regel wird es sich dabei (ndherungsweise) um ein Inertial-
system handeln, um ein System also, das frei von Scheinkréften ist ~» einfache
Naturbeschreibung.

K': Im System K’ ist die charakterisierende Massenverteilung statisch; in diesem
System ruht jeder Punkt des Korpers. Allerdings wird es sich bei K’ im all-
gemeinen nicht um ein Inertialsystem handeln. Jede nichttriviale Bewegung
des Korpers wird mit dem Auftreten von Scheinkréiften verbunden sein. Die
Charakterisierung dieser Kréfte ist eine der wesentlichen Aufgaben, die wir zu
16sen haben.

Abbildung 3.2: Zur Beschreibung des starren Kérpers mittels eines raumfesten (K)
und eines korperfesten (K’) Bezugssystems.
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Anhand der Charakterisierung iiber zwei Bezugssysteme la3t sich die Zahl der Frei-
heitsgrade des starren Korpers ermitteln: Da das Bezugssystem K’ fest in den Korper
eingebaut ist, ist die Position des Korpers iiber die des Bezugssystems K’ vollstandig
festgelegt. Zur Charakterisierung der Lage von K’ wiederum sind sechs Parameter
erforderlich: Drei Parameter geben die Position seines Ursprungs an, und drei weitere
legen die Achsenrichtungen fest!. Damit folgt:

Ein starrer Koérper hat sechs Freiheitsgrade.

Die Analyse der Bewegung eines Korpers wird also im wesentlichen darauf hinauslau-
fen, die allgemeinst mogliche Relativbewegung zweier Bezugssysteme zu beschreiben.
Damit ist ein Problem gestellt, dessen Anwendungsrelevanz iiber das Problem des
starren Korpers hinausgeht. Zum Beispiel wird jedes in einem terrestrischen Labor
durchgefiihrte astronomische Experiment aus einem Bezugssystem heraus gefiihrt,
das gegen den inertialen Hintergrund des Universums in komplizierter Weise bewegt
ist. Ein gutes Verstdndnis der Relativbewegungen von Bezugsystemen und insbe-
sondere der Scheinkrifte, die beim Ubergang zwischen gegeneinander beschleunig-
ten Systemen auftreten, ist daher in einer Vielzahl physikalischer Anwendungen von
zentraler Bedeutung.

3.2 Bewegte Bezugssysteme

Ziel dieses Abschnitts ist die Beschreibung der relativen Bewegung zweier Bezugs-
systeme K und K’ und der resultierenden Scheinkréfte. Der Abschnitt ist allgemein
gehalten in dem Sinne, daf} es sich um zwei beliebige Systeme handeln kann und kein
spezieller Bezug zum Eigensystem eines starren Korpers vorausgesetzt ist. Fiir alles
weitere wird es zweckméfig sein, die von den Systemen aufgespannten Vektorrdume
als zwei voneinander getrennte Raume aufzufassen; als zwei Rdume némlich, die im
Sinne der Diskussion von Seite 61 die Mannigfaltigkeit ’euklidischer Ortsraum A3’
aufspannen. (Die Darstellung dieses Abschnitts orientiert sich eng an Arnold [1].)

3.2.1 Koordinatentransformationen

Unser erstes Ziel wird es sein, den Bezug zwischen den Systemen K und K’ quan-
titativ in Form von Transformationsformeln zu fassen. Wir beginnen mit einigen
Definitionen:
Def.: Eine Bewegung von K’ relativ zu K wird durch eine Familie von Abbildungen
DK — K
q — q=Ddq

beschrieben, die Metrik (und Orientierung) invariant lassen (vgl. Fig. 3.3.)

1 Bei festgehaltenem Ursprung kann jedes kartesische Koordinatensystem aus einem festgelegten
Referenzsystem durch Anwendung einer Drehung erzeugt werden; Eine Drehung ist durch Angabe
dreier Parameter bestimmt.
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Abbildung 3.3: Zur mathematischen Definition der Relativbewegung zweier Koordi-
natensysteme: K’: bewegtes System, K: raumfestes System, R;: Rotation, C;: Trans-
lation, D;: Gesamtbewegung.

Def.: Eine Bewegung D; = R; heifit Rotation, wenn sie den Ursprung 0’ von K’
auf den von K’ abbildet (und damit jedes R, : K’ — K ein linearer Operator ist.)

Aufgabe: Zeigen Sie, dafl eine Bewegung mit D;(0) = 0’ eine lineare Abbildung ist.
Tip: Verwenden Sie, daf fiir eine Orthonormalbasis {e,}, a = x,y, z, von K die Vektoren
Dy(e,) eine Orthonormalbasis von K’ darstellen.

Jede Bewegung D; kann eindeutig als Produkt D, = C;R; einer Rotation R; und
einer anschlieBenden Translation

Ct K — K

q — Ciq=q+R(),

mit R(t) € K geschrieben werden. (Setze R(t) = D,0' und R, = C; ' D,. Dann gilt
RtO/ - 0)
Def.: Eine Bewegung heifit translatorisch, wenn R; = R, nicht von ¢ abhéngt.
Wir betrachten nun einen bewegten? Vektor q'(t) € K’ und sein Abbild

q(t) = Dq'(t) = Rq'(t) + R(t),

in K. Ziel ist es, die Bewegung von q(¢) (seine Geschwindigkeit, Beschleunigung
usw.) iiber die von ¢'(¢) auszudriicken. Differentiation der Transformationsgleichung
fithrt auf

q=Rd + R4 +R. (3.2)
Um die Bedeutung der drei Terme auf der rechten Seite zu verstehen, empfiehlt es

sich, vor dem allgemeinst moglichen Fall zunéchst einige Spezialfille von Bewegun-
gen zu betrachten.

2Vorsicht: Wenn wir hier von einem bewegten Vektor sprechen, haben wir eine Bewegung (spiiter
— physikalische Bewegung eines Massenpunktes) innerhalb von K’ im Sinn. Diese ist sorgfiiltig zu
unterscheiden von dem eben eingefiihrten Begriff der (Relativ)bewegung der zwei Systeme K und
K'. Entsprechend der zu Beginn des Kaptitels gewihlten Konvention, wird K’ spiter die Rolle des
korperfesten, K die des raumfesten Systems iibernehmen.
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Translatorische Bewegung

Im Falle einer translatorischen Bewegung (R; = 0) ist
q=Rq +R. (3.3)
Die Bedeutung der einzelnen Terme ist
q: Absolutgeschwindigkeit (der physikalischen Bewegung) in K.
Rq': Relativgeschwindigkeit bezogen auf den Punkt R.
R: Geschwindigkeit des bewegten Systems K.

q": Geschwindigkeit in K’.

Rotation

Etwas interessanter gestaltet sich die Situation im Falle einer reinen Rotation, R(t) =
0. Wir betrachten zunédchst den Fall eines in K’ ruhenden Punktes, ¢ = 0. Es gilt
folgender Sachverhalt:
Fiir R(t) = 0 und ¢’ = 0 gibt es einen (im allgemeinen zeitabhéngigen) Vektor w(t),
so daf3

q=w xq. (3.4)
Bevor wir diesen Sachverhalt deuten, beweisen wir ihn. (i) Mit @ = Rq' und q' =
R™1q gilt:

q= RR \q.
(ii) die lineare Abbildung A = RR™' : K — K ist antisymmetrisch, A7 = —A.

Beweis: R ist eine Rotationsmatrix ~» RT = R™!. Weiter gilt fiir beliebige Matrizen

C~1 = —C~'CC! (folgt aus dy(CC~") = 0 und der Produktregel). Damit ist
AT = [RRYN"=RR'=-RR™ = —A.

(iii) Die allgemeinst mogliche Form einer dreidimensionalen antisymmetrischen Ma-
trix ist

0 —Ws W9
A= W3 0 —Ww1 y (35)
—Wa w1 0

wobei wy 93 reelle Parameter sind. (iv) Mit
Wi
w = Wo
w3

rechnet man direkt nach, dafl

VqeR?*: Aq =w x q.
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Abbildung 3.4: Rotation um einen Vektor w.

Anschaulich bedeutet (3.4), dal der Vektor q mit einer Winkelgeschwindigkeit |w|
um den Einheitsvektor w/|w| rotiert (vgl. Fig. 3.4). Man sieht dies, indem man fiir
infinitesimales 6t approximiert,

q=wxq=0q=q(t+dt)—qt) =~ w x qit.
Der Vektor w x q steht senkrecht auf w und q, hat schon einmal die einer Rotation
entsprechende Richtung. Die Normierung folgt aus der Forderung dafl fiir Winkel-
geschwindigkeit |w|, nach einer Zeit ¢t = 27/|w| eine vollstindige Rotation erfolgt

sein muf} (bitte tiberlegen).
Vorsicht: Der Vektor w ist kein 'normaler’ Vektor. Es ist

d.h. es macht keinen Sinn, die 'Lénge’ von w mit der gewthnlicher Vektoren mit
[v] = L zu vergleichen.
Wir geben nun die Forderung ¢’ = 0 auf und lassen zu, daf sich der Punkt q’ in K’
bewegt. Gleichung (3.2) nimmt damit die Form an

q=wxq+ Rq, (3.6)
wobei die Bedeutung der einzelnen Groflen wie folgt ist:

q: Geschwindigkeit in K,

Rq'’: Relativgeschwindigkeit bezogen auf K’. (Es ist aber Rq' € K!)

w x q: Aus Rotation rithrende Geschwindigkeitskomponente.
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Allgemeiner Fall

Die Transformationsformel fiir eine allgemeine Bewegung D = C'R lafit sich am
okonomischsten erhalten, indem man sie geméf

C

KB g B g Sk

in zwei Schritten ausfithrt. Mit (3.3) und (3.6) ergibt sich

q’ = Rq, a=q"+R,
q'=wxdq'+RY,  qa=q"+R
und durch Kombination
q=wx (q—R)+ R +R. (3.7)

Dies ist die allgemeine Transformationsformel fiir bewegte Systeme. Oft ist es niitz-
lich, das auf der rechten Seite auftretende Kreuzprodukt w x (q —R) durch Gréflen
aus dem System K’ auszudriicken. Wir verwenden dazu die fiir beliebige Vektoren
v, w € R? und orthogonale Abbildungen R giiltige Hilfsformel

Rv x Rw = R(v X w).

In Worten: Eine Rotationsmatrix ist mit dem Kreuzprodukt vertriglich.® Damit 148t
sich (3.7) zu

q=R(W xq+q)+R (3.8)

umschreiben, wobei mit w’ = R~'w die Komponenten des Drehvektors w beziiglich
der Basisvektoren von K’ bezeichnet werden.

Im folgenden diskutieren wir, wie sich aus den Transformationsformeln (3.7) und
(3.8) die schon in Kapitel 1 andiskutierten durch Ubergang zwischen beschleunigten
Systemen induzierten Scheinkréifte berechnen lassen.

3.2.2 Beschleunigungs-, Zentrifugal- und Corioliskriifte

Wie lassen sich aus den Tranformationsformeln (3.3) und (3.6) die beim Ubergang
zwischen Systemen induzierten Scheinkriifte berechnen? Ahnlich wie im vorange-
gangenen Abschnitt betrachten wir den Fall translatorisch bewegter und rotierender
Bezugssysteme getrennt.

Translatorische Bewegung

Fiir R = 0 hat (3.3) Giiltigkeit. Differentiation nach der Zeit ergibt

q=R4 +R=md =R 'F—-mR 'R,

3Dies folgt (i) aus der Tatsache, daf orthogonale Abbildungen die Metrik von Vektorrdumen
invariant lassen oder (ii) durch direktes Nachrechnen.
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wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, daff im Intertialsystem K das New-
tonsche Gesetz mq = F Giiltigkeit hat. In Worten:

In einem System K’, daf translatorisch gegen ein Inertialsystem bewegt ist, gelten
Bewegungsgleichungen wie in einem Inertialsystem. Allerdings tritt zusétzlich zur
eingeprégten Kraft eine Scheinkraft Fy der Stirke |Fs| = —m|R| auf.

Ein Beispiel eines solchen Ubergangs hatten wir bereits in Abschnitt (1.3.1) disku-
tiert.

Rotation

Wir gehen von (3.8) mit R = 0 aus und differenzieren nochmals nach der Zeit. Es
ergibt sich

d=d[RW xd +q)]=RW xd +d)+Rw xd +w' xq +§) =
=R +2w' xq +w x (W' xdq)+w xd),

wobel wir in der letzten Zeile die Identitat
Rv' = RR'RV =w x RV = R(w' x V')

verwendet haben. Durchmultiplikation mit R~! fithrt auf die gesuchte Umrechnungs-
formel
d=R'q-2wxq - x(Wxq)-wxq

zwischen den Beschleunigungsvektoren der Systeme:

In einem System K', das beziiglich eines Inertialsystems rotiert, treten drei Typen
von Scheinkréiften auf:

> die durch (Winkel)geschwindigkeitsinderung induzierte Beschleunigungskraft
—mw’ x q,

> die sogenannte Corioliskraft —2mw’ x ¢’ sowie

> die Zentrifugalkraft —mw’ x (W’ x ().

Die Richtungsabhéngigkeit der drei Krafttypen ist in Figur 3.5 angedeutet. Zur Zen-
trifugalkraft ist nicht viel zu sagen. Sie beschreibt den aus dem téglichen Leben
gut bekannten Effekt, dafl Rotationsbewegungen von einer nach ’auflen’ wirkenden
Kraft, der Zentrifugalkraft eben, begleitet sind.

Die Wirkung der Corioliskraft macht sich subtiler bemerkbar. In vielen Lehrbiichern
(siche z.B. Goldstein ?? fiir eine interessante Diskussion) wird diese Kraft in Zu-
sammenhang mit der Erdbewegung diskutiert. Ohne in irgendeiner Weise ins De-
tail zu gehen bemerken wir nur, daf§ die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation
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I:COI’.

Abbildung 3.5: Richtungsabhéngigkeit der in einem rotierenden Bezugssystem wir-
kenden Corioliskraft (Fi..) und der Zentrifugalkraft (Fen.)-

|w'| = 2m/(24 - 3600s) ~ 7 -1075s7! ist.* Daraus ergeben sich (im Vergleich zur
Gravitationskraft) kleine, aber fiir prézise durchgefiihrte Experimente allemal re-
levante Kraftkorrekturen. Fiir die Erde lauft die Rotationsachse w’ durch Nord-
und Stidpol. An jedem Erdpunkt kann der Vektor w’ in eine Tangential- und in
eine Normalkomponente zerlegt werden. Das Kreuzprodukt der Normalkomponen-
te mit dem Geschwindigkeitsvektor einer tangentialen (erdgebundenen) Bewegung
fithrt auf der nordlichen (siidlichen) Hemisphére zum Erscheinen einer Kraft, die b
eziiglich der Bewegungsrichtung stets nach rechts (links) gerichtet ist (vgl. Fig.3.6.)
Sie ist z.B. dafiir verantwortlich, dal die Ufer von Fliissen der Nordhemisphére dazu
tendieren, rechts stéarker ausgewaschen zu sein.

Abbildung 3.6: Zur Beeinflussung irdischer Bewegungen durch die Corioliskraft.

Aufgabe: Wie beeinflufit die Corioliskraft Bewegungen, die sich normal zur Erdoberflache
abspielen?

4Die Drehung des erdfesten Bezugssystems gegen ein vorgegebenes duferes Inertialsystem ist
parallel zu w, womit w = w’ ist.
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Aufgabe: Stellen sie sich vor, ein Geschofl werde am Nordpol in horinzontaler Richtung
abgeschossen. Wie wirkt die Corioliskraft? Interpretieren Sie die Kraft anschaulich. (Den-
ken Sie daran, daf} sich die Erde 'unter der Geschoflbahn wegdreht’.

3.3 Lagrangefunktion des Starren Korpers

Wir kehren zuriick zum Hauptanliegen dieses Kapitels, der Untersuchung der Bewe-
gung des starren Korpers. Wir beginnen mit der Untersuchung des komplizierteren
Beitrags zur Lagrangefunktion, der kinetischen Energie. In einem raumfesten System
K ist die kinetische Energie eines durch ein starres System von N Massenpunkten
m; bei Koordinaten q,; implementierten Korpers® durch

1 . :
T = 5 Z MiQo,i * Yo,i
gegeben®. Unter Verwendung von (3.7) ergibt sich

T %me % (Qoi —=R) + V) - (@ x (qos —R) + V),

wobei V. = R und die entscheidend wichtige Tatsache q; = 0 verwendet wurde:
Die Elemente des Korpers bewegen sich im korperfesten System nicht, sonst wére
er ja nicht starr. Die Definition der (allesamt im raumfesten System ausgedriickten
Vektoren) ist noch einmal in Fig. 3.7) angedeutet.

Wir legen nun fest, dafl, sofern nicht explizit anders vereinbart, der Translationsvek-
tor R in den Schwerpunkt des Korpers gelegt sei. Mit dieser Wahl und der Definition
q; = qo; — R ergeben sich erhebliche Vereinfachungen in der Formel fiir 7*:

1
T:§Zmi(wxqi+V)-(wqu~+V):

:%Zmi((wxqi)-(wXqi)+2V-(wxqi)JrV'V):

1 M

wobei die als Triagheitstensor bezeichnete 3 x 3 Matrix [ = {/,} durch

Iab = Z mi(qi,c%,céab - Qi,aQi,b) (310)

2

SWir bezeichnen die beziiglich des Ursprungs des raumfesten Systems ausgedriickten Koordina-
ten mit q, ;, da die einfachere Bezeichnung q; fiir die beziiglich des Ursprungs R des korperfesten
Systems K’ gemessenen Koordinaten q; = q,; — R reserviert bleiben soll.

6 Alle Formeln dieses Abschnitts lassen sich durch

S i (s i) — [ AVp(@F (a,4.8)

auf den Fall eines durch eine kontinuierliche Verteilung definierten Korpers verallgemeinern.
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Abbildung 3.7: Zur bei der Formulierung der in raumfesten Koordinaten formulierten
Theorie verwendeten Konventionen.

definiert ist, ¢; 4, a = x,y, z die Raumkomponenten des Vektors q; bezeichnet und
die sogenannte Einsteinsche Summenkonvention v,w, = ), v,w, verwendet wurde:
Sofern nichts anderes gesagt, wird iiber paarweise auftauchende Indizes summiert.
Dem Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile in (3.9) liegt (i) die fiir allgemeine
Vektoren v, w giiltige Identitét

(VX W) (VX W) = 0,0,wpwp — (Vaw4)>

sowie (ii) die Beobachtung zugrunde, dafl wegen ) ", m;q; = 0 der mittlere Term der
zweiten Zeile verschwindet. Die explizite Form des Trégheitstensors ist durch

G+aE —ae -
I = Zm ~01 GG —ae |, (3.11)
—q1q3  —G2q3 4t + 45

wobei wir zur weiteren Vereinfachung der Notation den Teilchenindex ¢ = 1,..., N
zeitweise unterdriickt haben:

Zml-F(ri,...) — ZmF(r,...).

Die Anwesenheit des Symbols > m sorgt dafiir, dafl hieraus keine Zweideutigkeiten
entstehen konnen.

Info: Behalten Sie im Auge, dafl die einfache Darstellung (3.9) nur Giiltigkeit hat, sofern
der Schwerpunkt des korperfesten System im Korperschwerpunkt liegt!

Worin liegt die Bedeutung von (3.9)7 Zunéchst einmal macht diese Formel die oben
bereits getroffene Aussage, dafl der starre Korper sechs Freiheitsgrade habe, expli-
zit. Drei Freiheitsgrade stecken in der Definition des Vektors w, drei in der durch
V beschriebenen Schwerpunktsbewegung. Zweitens sind in (3.9) der Rotations- und
Translationsanteil der Bewegung klar getrennt. Der Term %M V-V beschreibt die be-
reits in Abschnitt (1.3.2) diskutierte Schwerpunktsbewegung. Fiir einen kréftefreien
Korper ist diese Komponente der Bewegung weitgehend trivial. Der Rotationsanteil
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der Bewegung wird durch den Term w,/,,w, beschrieben. Wie wir weiter unten sehen
werden, ist die durch diese Bilinearform beschriebene Physik selbst bei Abwesenheit
externer Kréfte sehr reichhaltig.

Die Anwesenheit einer externen konservativen Kraft 148t sich durch eine Potential-
funktion U(R, ¢1, ¢o, ¢3) beschreiben, wobei die Notation andeutet, dal das Potenti-
al sowohl von der Lage des Schwerpunkts als auch von der Orientierung des Korpers
(letztere zu beschreiben durch Angabe dreier winkelartiger Variable (¢, ¢o, ¢3))
abhéngen wird. In Kombination mit der kinetischen Energie erhalten wir

1 M
L=gw lwot V- V-U (3.12)

als die allgemeine Lagrangefunktion des starren Korpers.

3.4 Tragheitstensor und Eulergleichungen

Anstatt die Untersuchung der Lagrangefunktion sofort in Gédnze anzugehen — in der
Regel der Félle ohnehin ein unlésbar schwieriges Problem — betrachten wir zunéchst
den Rotationsanteil der Bewegung. Spéater werden wir den translatorischen Anteil,
also die Dynamik des Schwerpunkts R, mit hinzunehmen. Die Struktur der Lagran-
gefunktion (3.12) beinhaltet, dafi beide Anteile weitgehend getrennt voneinander
analysiert werden konnen.

Zur Diskussion der Rotationsbewegung begeben wir uns in ein System K, dessen
Ursprung zu jeder Zeit mit dem Schwerpunkt des Kérpers zusammenféllt. In K ist
(i) ein Punkt des Korpers, sein Schwerpunkt nédmlich, fix und (ii) die Bewegung ist
reine Rotation. Ganz allgemein bezeichnet man einen Korper, fiir den ein Punkt
fixiert ist, als einen Kreisel.

Im System K ist die Bewegung des Korpers durch Angabe des die Rotation cha-
rakterisierenden Vektors w vollstéandig spezifiziert. Man konnte nun versuchen, die
Bewegung von w direkt zu betrachten. Besser ist es jedoch, zunédchst eine Beziehung
zwischen w und einer der erhaltenen Gréflen des Problems — dem Drehimpuls L
ndmlich (vgl. Abschnitt 1.3.2) — herzustellen.

Unter Verwendung von (3.6) ergibt sich:

L Equxq:qux(wxq):
= m(wq-q-qw-q),
wobei wir die allgemein giiltige Formel
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b)

verwendet haben. Komponentenweiser Vergleich mit (3.10) ergibt L, = I,w,. In
Matrixschreibweise:

L= Jw. (3.13)
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Der Drehimpuls des starren Korpers ist durch Matrixmultiplikation des Tréagheits-
tensors mit dem Vektor der Winkelrotation gegeben. Gleichung (3.13) ist im raum-

festen System K formuliert.
Transformation nach K’ fithrt auf R-'L =L’ = R"'/TRR 'w, d.h.

L' =TI, (3.14)

wobei I’ = R7'I R der Trigheitstensor in K’ ist. Man rechnet leicht nach, daf} seine
explizite Form durch (3.11) gegeben ist, wobei die Koordinaten ¢, — ¢, durch ihre
Darstellung in K’ zu ersetzen sind. Beachten Sie, daf8 aus (3.13) und (3.14)

als Darstellung der kinetischen Energie folgt.

Beide Darstellungen des Drehimpulses (3.13) und (3.14) haben ihre Vorteile: In K
geniigt der Drehimpuls L der vergleichsweise einfachen Bewegungsgleichung d;L =
N (vgl. GL (1.5)). Das bedeutet im allgemeinen aber nicht, dafl auch der uns inter-
essierende Drehvektor w eine einfache Form annimmt; der L und w verkniipfende
Tragheitstensor kann ja zeitlich variieren. Dagegen ist in K’ der Tragheitstensor kon-
stant. Allerdings werden im allgemeinen L und w zeitlich variieren. Unsere Strategie
zur Formulierung der Bewegungsgleichungen wird daher die folgende sein: Zunéchst
werden wir in K’ den konstanten Tragheitstensor auf eine moglichst einfache Form
bringen. Im Anschluff daran werden wir uns die Eigenschaften von (3.13) und (3.14)
zunutze machen und einen Satz von Bewegungsgleichungen fiir w’ aufstellen.

3.4.1 Analyse des Trigheitstensors

Beim Trégheitstensor I’ handelt es sich um eine symmetrische 3 x 3 Matrix. Wie bei
jeder symmetrischen Matrix existiert eine orthonormale Basis €/,,a = 1,2, 3 von Ei-
genvektoren, die I diagonalisiert. Die zugeordneten Eigenwerte seien mit I; bezeich-
net. Man bezeichnet die durch die Vektoren €/, definierten Achsen als die Haupt-
trigheitsachsen des Korpers und die Eigenwerte I, als seine Haupttrigheits-
momente. In der Hauptachsendarstellung nimmt I’ die einfache Form

[/ = diag([17 [27 [3)

an, wobei I} = > m(¢f + ¢§), us.w. und mit ¢, die Koordinaten beziiglich der
Hauptachsenbasis bezeichnet seien.

Wie hat man sich die Hauptachsen anschaulich vorzustellen und was sind die Vor-
teile der Hauptachsendarstellung? Im allgemeinen kann man iiber das Hauptachsen-
system nicht viel mehr sagen, als daf es sich um ein orthonormales System handelt,
dessen Lage durch die Form des Korpers bestimmende Geometrie der Massenver-
teilung bestimmt ist. Einfacher gestaltet sich die Lage im Falle von Kérpern, deren
Geometrie Symmetrien aufweist. Fiir einen Korper mit Spiegelsymmetrie beziiglich
einer Ebene (vgl. Fig.3.8, rechts) etwa miissen zwei der Hauptachsen in dieser Ebene
liegen, die dritte steht senkrecht darauf. Fiir einen Korper mit Rotationssymmetrie
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Al

Abbildung 3.8: Zur Lage der Hauptachsen von Korpern mit Symmetrien.

(vgl. Fig.3.8, links) fillt eine der Hauptachsen mit der Rotationsachse zusammen.
Das System der beiden anderen Achsen ist entartet, in dem Sinne, dafl seine Aus-
richtung in der senkrecht zur Rotationsachse liegenden Ebene frei gewihlt werden
kann.

Aufgabe: Beweisen Sie diese Aussagen. Hinweis: Gehen Sie von einem symmetrieange-
pafiten Ansatz fiir das Hauptachsensystem aus und {iberlegen Sie sich, wie sich die oben
formulierten Symmetrieeigenschaften in Eigenschaften der Massenverteilung des Koérpers
iibersetzen.

Durch Angabe der Hauptachsen und der Haupttrigheitsmomente sind die fiir die
Bewegung eines Korpers relevanten Aspekte seiner Geometrie vollstéindig bestimmt:
Zwei Korper noch so exotischer Geometrie werden sich in dquivalenter Weise durch
den Raum bewegen, sofern ihre Hauptachsensysteme und -trigheitsmomente {iber-
einstimmen. Damit ist die Beschreibung der fiir die Mechanik relevanten Eigenschaf-
ten eines starren Korpers von der Angabe einer u.U. hochkomplizierten Massenver-
teilung auf drei Winkel (Orientierung des Hauptachsensystems) und drei Zahlen
(Tragheitsmomente) reduziert. In dieser Informationsreduktion liegt der grofie Vor-
teil des Konzepts des Hauptachsensystems.

Die Untersuchung der Geometrie des Hauptachsensystems l&8t sich sehr weit ent-
wickeln und bis hin zu einer Theorie der ’qualitativen Beschreibung von Kreiselbe-
wegungen’ ausbauen. Ohne in irgendeiner Weise ins Detail zu gehen (Sommerfeld),
wollen wir hier nur einige Grundideen dieser Theorie skizzieren.

Im Hauptachsensystem nehmen die kinetische Energie (3.9) und die Darstellung des
Drehimpulses (3.14) des Kreisels die einfache Form

13
T = §;Iaw2
L, = Iw, (3.15)
an. (Beachten Sie, dafl wir die kinetische Energie vermoge
wilw=(R'W)!'R'RR'w) =T

im korperfesten System ausgedriickt haben.) Diese Darstellung bildet eine geeignete
Ausgangsbasis zur Formulierung der Bewegungsgleichungen des Kreisels.
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Info: Der Ausdruck fiir 7' erinnnert an die Standarddarstellung eines Ellipsoids. Tatséchlich
ist es praktisch, iiber die Forderung

3
1= Z Wi,
a=1

ein mit dem Korper fest verbundenes Ellipsoid, das sogenannte Trégheitsellipsoid ein-
zufithren. Eine Vorstellung von der Lage dieses Ellipsoids bekommt man, indem man sich
klarmacht, dafl seine Koordinaten w, in denjenigen Richtungen groie Werte annehmen,
fir die I, klein ist. Inspektion der Form der Haupttrdgheitsmomente zeigt, dal es sich
dabei um Achsen handelt, beziiglich derer der Korper ’langgestreckt’ ist (vgl. Fig. 3.9):
Grob gesprochen passt sich das Trigheitsellipsoid der Form des Korpers an. Aufbauend
auf dem Konzept des Tragheitsellipsoids ist es gelungen, sehr weitreichende Methoden zur
qualitativen Beschreibung von Kreiselbewegungen zu entwickeln. Eine Grundidee ist z.B.,
daf} die Bewegung im kréftefreien Fall zwei Erhaltungsgrofien hat: Die kinetische Energie
T und den Betrag des Drehimpulses |L| = |L/|:

IL| = ZLZ:const.
a

L2
T = Z I—: = const.
a

Im Raum der Drehimpulse definiert |L| = const. eine Sphére und 7" = const. ein Ellip-
soid (das sich bis auf Umskalierung mit dem Trigheitsellipsoid identifizieren 148t.) Die
Bewegung von L spielt sich dementsprechend auf den Schnittlinien eines Ellipsoids und
einer Sphére ab. Man kann diese Gedanken weiterentwickeln — das relevante Stichwort ist
Poinsotkonstruktion — und zu einem qualitativen Bild der Bewegung des freien Kreisels
ausbauen. Da der Schwerpunkt in diesem Kurs jedoch auf der konzeptionellen Entwicklung
der Mechanik (und nicht so sehr auf deren Anwendung auf Einzelprobleme) liegt, wollen
wir nicht weiter auf die qualitative Kreiseltheorie eingehen.
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Abbildung 3.9: Zweidimensional-qualitative Darstellung des Trégheitsellipsoids.
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3.4.2 Ableitung der Bewegungsgleichungen

Die Gleichungen (3.15) stellen eine geeignete Ausgangsbasis zur Ableitung der Be-
wegungsgleichungen des Kreisels dar. Zunéchst gilt darstellungsunabhéngig

N =dL % R x U+ d L) “2Y R(w' x I'v + I'dw) =

=N =uw xI'W + I'dw.
Wir verwenden nun die Hauptachsendarstellung (3.15) und erhalten
[1dtu)1 = ([2 — [3)(,()5(,(){)) + N{
Igdtw; = (Ig — ]ﬂwéwi + Né
Dies sind die sogenannten Eulergleichungen des starren Korpers. Es handelt sich

um ein System dreier gekoppelter nichtlinearer Differentialgleichungen, das im all-
gemeinen nicht gelost werden kann.

Bsp.: Kriftefreier symmetrischer Kreisel

Eine drastisch vereinfachte Situation mit immer noch wesentlicher Anwendungsrele-

vanz stellt sich ein, wenn zwei der Haupttragheitsmomente gleich sind. Man bezeich-

net einen solchen Korper als einen symmetrischen” Kreisel. Fiir einen kriftefreien

(N = 0) symmetrischen Kreisel lassen sich die Euler Gleichungen geschlossen 16sen

und einige wichtige Bewegungstypen starrer Kérper quantitativ analysieren.

Ohne Einschrénkung setzen wir I; = I. Aus (3.16) folgt, dafl w} zyklisch ist, wj =

w)| = const. Wir definieren

I — I
L

0=

wj
und erhalten
dw] = +Quw,
dwy = —Quwi.

Dieser Satz von Gleichungen ist denen des harmonischen Oszillators (1.12) dquiva-
lent. Die allgemeine Losung ist

wp = wysin(Qt + @)
wy = wy cos(Qt+ ¢).

Zusammenfassend finden wir, dafl im korperfesten System die auf die Figurenachse
ez projizierte Komponente wy des Rotationsvektors konstant ist, wihrend die senk-
recht auf der Figurenachse ez stehende Komponente mit einer charakteristischen
Frequenz () rotiert. Man bezeichnet die Rotation von w um die Figurenachse als

"Beachten Sie, daB ein symmetrischer Kreisel nicht symmetrisch aussehen muf: Fiir eine Mas-
senverteilung inhomogener Massendichte konnen die Haupttrigheitsmomente auch bei assymme-
trischer Form iibereinstimmen.
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Abbildung 3.10: Zur Dynamik des freien Kreisels

Priazession. Der durch w ausgefriste Kegel heifit Polkegel (vgl. Fig. 3.10). Wir
bemerken noch, daf der Drehimpuls L’ mit der Achse €} und w’ in einer Ebene liegt,
eine Tatsache, die man unter Verwendung von L' = I'w’ und I; = I; elementargeo-
metrisch nachpriift.

Um eine Vorstellung von der 'von auflen betrachteten’ Bewegung zu bekommen,
muf der Vektor w’ ins raumfeste System zuriicktransformiert werden. Diese Aufgabe
erledigt sich am elegantesten unter Verwendung von Erhaltungsséitzen. Da (i) das
Tripel von Koordinatentupeln (e}, L', w’) in einer Ebene liegt, muB dies auch fiir das
ins raumfeste System zuriickrotierte Tripel (es, L, w) gelten (bitte gut iiberlegen).
(ii) ist im raumfesten System L = const. (Kréftefreiheit!). (iii) ist wegen |w| =
|w’| = const., |L| = const. und

1 1
T = 5w L= §|L||w'| cos § = const.

der von L und w eingeschlossene Winkel 6 konstant. Gleiches gilt (iv) fiir den zwi-
schen w und e; eingeschlossen Winkel ¢: Es ist const. = w} = w'- €}, = w-e3 =
|w| cos ¢.

Damit ergibt sich, dal im raumfesten System die Vektoren w und es synchron um
den konstanten Drehimpuls rotieren. In der Kreiseltheorie werden die durch w und
die Figurenachse definierten Kegel als Spurkegel bzw. Nutationskegel bezeich-
net.

Die Eulergleichungen beschreiben die Rotationskomponte der Bewegung des star-
ren Korpers. Um zu einer vollstdndigen Beschreibung der Bewegung zu gelangen,
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miissen sie durch einen Satz von Gleichungen ergénzt werden, die die Translations-
komponente beschreiben. Alle dazu notige Arbeit ist bereits in den vorangegangenen
Abschnitten geleistet worden: Bei Anwesenheit einer externen Kraft F, gilt fiir die
Schwerpunktskoordinate

MR =F..

In Kombination mit den Eulergleichungen («+ drei Gleichungen fiir die Orientie-
rungsfreiheitsgrade) stellen diese Gleichungen («+ drei Gleichungen fiir die Transla-
tionsfreiheitsgrade) eine vollstédndige Beschreibung der Dynamik der sechs Freiheits-
grade des starren Korpers dar.

3.5 Schwerer Kreisel

Wir illustrieren die Analyse der Bewegungsgleichungen an einem zweiten, bereits
recht fortgeschrittenen Beispiel. Gegeben sei ein schwerer symmetrischer Krei-
sel, d.h. ein Korper, der (i) rotationssymmetrisch beziiglich der Figurenachse sei
(I, = I,), (ii) an einem auf der Symmetrieachse liegenden Punkt (nicht notwendiger-
weise der Schwerpunkt) fixiert sei und (iii) der Schwerkraft F = —mges ausgesetzt
sei.

Abbildung 3.11: Zur Darstellung des schweren Kreisels iiber Eulerwinkel. Zur Ver-
einfachung der Notation sind die ins raumfeste System transformierten Vektoren
Re! des korperfesten Systems gleichfalls mit €] bezeichnet.

Das Studium dieses Systems ist in zweierlei Hinsicht instruktiv: Erstens zeigt es, wie
bereits vergleichsweise einfache Bewegungsgleichungen auf komplexe Bewegungsfor-
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men fithren und zweitens — fiir uns noch wichtiger — illustriert es nochmals die
Flexibilitat des Lagrangeformalismus bei der Losung mechanischer Probleme.

Wie iiblich empfiehlt es sich, sich vor Beginn der quantitativen Analyse des Problems
einen Uberblick iiber seine Freiheitsgrade und vor allem iiber die Anwesenheit even-
tuell erhaltener Groflen zu verschaffen. Wir betrachten dazu zunéchst die auf den
Korper wirkende Gewichtskraft. In der Terminologie des starren Korpers spielt die
Gewichtskraft die Rolle einer externen Kraft F.. Thre explizite Form ist durch

F. = —ngeg = —Mges

gegeben. Das durch diese Kraft verursachte Drehmoment ist

N:—Zergeg.

Offensichtlich ist N3 = 0 und damit d;L3 = 0: Im raumfesten System ist die 3-
Komponente des Drehimpulses erhalten. Auflerdem ist, wie bei jedem konservativen
mechanischen System, die Gesamtenergie erhalten. Damit haben wir zwei Erhal-
tungsgréffen ausgemacht. Dem sind die drei Freiheitsgrade eines an einem Raum-
punkt fixierten Korpers gegeniiberzustellen. Insgesamt steht zu erwarten, dafl sich
das Problem bei geschickter Koordinatenwahl auf eines mit 3—2 = 1 Freiheitsgraden
reduzieren lassen wird.

Eine Idee davon, wie eine solche Koordinatenwahl aussehen konnte bekommt man,
wenn man sich in Erinnerung ruft, dafl eine Koordinate zyklisch ist, wenn sie in der
Lagrangefunktion nicht auftaucht. Gelingt es, zwei zyklische Koordinaten auszuma-
chen, ist das Problem auf eines mit einer 'nichtrivialen’ Koordinate reduziert und
eine problemangepafite Wahl getroffen. Im momentan betrachteten Problem sind
Koordinaten Rotationen um gewisse Achsen zugeordnet. (Die die Dynamik eines
Kreisels charakterisierenden Variable sind winkelartige Grofien.) Offensichtlich ist
das Gesamtproblem rotationsymmetrisch um (i) die raumfeste Achse e; und (ii)
um die korperfeste Symmetrieachse ej. Es steht zu erwarten, daf§ die mit diesen
Rotationen verbundenen Winkelfreiheitsgrade zyklisch sind.

Ein Koordinatensatz, der diese beiden Drehungen — und damit zwei zyklische Ko-
ordinaten — explizit enthélt, existiert; die dieses System aufspannenden drei Winkel
(¢,0,1) heiflen die Eulerschen Winkel. Die Eulerwinkel lassen sich am einfach-
sten iiber ein direktes geometrisches Konstruktionsschema einfiihren. Die Strategie
ist, explizit drei durch je einen Winkel parametrisierte Drehungen um gewisse Ach-
sen anzugeben. Diese Drehungen miissen so beschaffen sein, dafl sie das raumfeste
System K in jedes mogliche korperfeste System K’ iiberfithren konnen. Gelingt es,
drei Drehungen mit dieser Eigenschaft zu finden, ist das Problem gelost. Eine Kette
von Drehungen dieser Eigenschaft sieht wie folgt aus (Fig. 3.11):

> Ausgehend von einer Situation, in der K und K’ zusammenfallen drehen wir
um einen Winkel ¢ (zyklische Koordinate) um die Achse es. Unter dieser Dre-
hung bleibt e; fest und e; dreht auf eine Achse n = Re,(¢)es, die sogenannte
Knotenlinie. Anwendung der Hilfsformel (3.17) zeigt, da8 die diese Drehung
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vermittelnde Drehmatrix durch

cos¢p —sing 0
Re,(¢) = | sing cos¢ 0
0 0 1
gegeben ist.

> Wir drehen nun um einen Winkel # um die Knotenlinie. Hierbei wird ez auf
seine endgiiltige Position e} gedreht. Die entsprechende Matrix ist

1 0 0
Rn(e) = R93(¢)Re1 (Q)Ril(gb)a Re, (0) = |0 cosf —sinb |,

0 sinf cosd
wie mit der Hilfsformel (3.17) einsichtig ist.

> SchlieBlich drehen wir um einen Winkel ¢ um die Achse €} (~ zyklische Ko-
ordinate). Die entsprechende Drehmatrix ist

Rey (¥) = Rey () Rn(0) Re, (V) Ry (0) Re ().

Aufgabe: Zeigen Sie, dafi eine Drehung um die Achse R'e,, a = 1,2,3 um einen Winkel
a durch durch die Drehmatrix
R'Re, (¢)R 1 (3.17)

beschrieben wird. Hierbei ist R’ eine beliebige feste Drehmatrix.

Es ist nicht schwer, sich davon zu vergewissern — entweder durch geometrische Uber-

legungen oder durch formales Nachrechnen (siehe z.B.[?]) —, daB jedes gegeniiber K

gedrehte System K’ durch sukzessive Anwendung dieser Drehungen®,

R = Rey () Ru(0) Rey (¢) = Rey(¢) Re, (0) Re, (1)

auf das Orthonormalsystem {e,}, a = 1,2, 3, generiert werden kann. Die hierzu
erforderlichen Parameterbereiche der drei Eulerwinkel sind durch

¢ € [0,2m), 6 € [0,7), Y € [0,2m)
gegeben.

Info: Die oben angegebene Form der Drehmatrix ist im aktiven Bild einer Koordinaten-
transformation (vgl. Abschnitt 1.1.2) zu interpretieren. Wir diskutieren diesen Punkt am
Beispiel der Abbildung Re,(¢). Bei Anwendung dieser Drehmatrix wird der Basisvektor e
von K, repriisentiert durch die Komponentendarstellung e; = (1,0,0)7, *aktiv’ abgebildet

auf den Basisvektor
cos ¢
e = Re,(p)er = | sing

0
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Abbildung 3.12: Zur aktiven und passiven Deutung der Drehmatrix Re,(¢). Die Vektoren
e3 = €} stehen senkrecht zur Bildebene.

von K'. Dies ist zu unterscheiden vom passiven Bild: Gegeben einen Vektor v, der beziiglich
K die Komponentendarstellung v = (vx,vy,vz)T hat, d.h. v = vie; + v2e9 + vzes. Was
ist seine Darstellung (v}, vh,v4)T beziiglich K’, d.h. wie lauten die Koeffizienten in v =
vie] + vhel + vhes? (Beachten Sie, dafl der Vektor hier fest bleibt und lediglich in einer
anderen Basis dargestellt wird.) Die Antwort ist

V) U1

T
Ué = Rez (¢) v2 ],
vh V3

Die hier auftretende Matrix ist RL,(¢) = Rg!(¢) = Re,(—¢) — beachten Sie den Vorzei-
chenwechsel! Man kann sich diesen Sachverhalt leicht veranschaulichen: Im aktiven Bild
werden die Basisvektoren fiir positives ¢ im Gegenuhrzeigersinn um die z-Achse gedreht.
Dagegen erscheint jeder feste Vektor v vom Standpunkt des gedrehten Koordinatensy-
stems so, als sei er im Uhrzeigersinn gedreht (vgl. Fig. 3.12). In vielen Lehrbiichern sind
die die das Eulersystem erzeugenden Drehungen in ihrer passiven Form gegeben, anstelle

der oben angegebenen Matrizen treten deren Transponierte auf.

3.5.1 Lagrangefunktion des Schweren Kreisels

Néchstes Etappenziel ist es, die Lagrangefunktion des schweren Kreisels in den Eu-
lerwinkeln auszudriicken. Wir werden dabei von vornherein investieren, daf§ die Ko-
ordinaten ¢ und v zyklisch sind und daher nicht explizit in der Lagrangefunkti-
on auftreten konnen. Dies wird zu einer erheblichen Vereinfachung der Rechnung
fiithren®. Da ¢ und v zyklisch sind, kénnen wir ohne Einschrinkung ¢ = 0 = %
setzen. Zyklizitat bedeutet jedoch nicht, dal diese Koordinaten vollig ignoriert wer-
den kénnen. Auch wenn die Lagrangefunktion nicht explizit vom Wert dieser Winkel
abhéngt, kann sie doch immer noch ihre zeitlichen Ableitungen enthalten. (Zum Bei-
spiel darf die Lagrangefunktion eines allgemeinen Problems mit Rotationssymmetrie
um die z-Achse aus Symmetriegriinden nicht vom Azimuthwinkel ¢ abhdngen. Sie

8Man beachte, daf die Drehmatrizen genau in entgegengesetzter Reihenfolge auf die kérperfe-
sten Basisvektoren wirken, als das Konstruktionsprinzip suggeriert.

9Man kann die gleich folgende Ableitung natiirlich auch ohne diese Annahme durchfiihren. Am
Ende einer ungleich aufwendigeren Rechnung steht das gleiche Resultat, womit explizit nachgepriift
ist, daf} ¢ und 4 zyklisch sind.
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enthéalt aber sehr wohl Terme, die <;5 enthalten. Diese Terme beschreiben die Azi-
muthkomponente des Geschwindigkeitsvektors.)

Der wesentlichste Bestandteil der im korperfesten System ausgedriickten Lagran-
gefunktion eines Kreisels ist neben dem Triagheitstensor der Rotationsvektor w' =
R~ 'w. Die Hauptarbeit ist geleistet, sobald wir es geschafft haben, w’ iiber die Eu-
lerwinkel auszudriicken. Der Schliissel zur Losung dieses Problems liegt in dem oben
erarbeiteten Zusammenhang (3.4) zwischen Rotationsvektoren w und der Zeitablei-
tung von Drehmatrizen. Im momentanen Kontext ist R = R(¢(t),6(t),v(t)) durch
die Eulerwinkel parametrisiert, d.h. es mufl moglich sein, auch w durch Eulerwinkel
darzustellen. Zur Losung dieses Problems gehen wir von der Kettenregel aus,

RR™ = {(é% + 00y + zb&p)R}R*l (3.18)
Substitution von (3.18) in die Definitionsgleichung von w ergibt
WX Q= (Wy+wy+wy) Xq= {(gf)&b + 08y + d)%)R}R*lq,
wobei die Vektoren wy g, durch
wy X T =¢(0,R)R™'q

(und analog fiir die anderen) definiert sind. Inhaltlich besagen diese Gleichungen, dafl
w als Summe dreier Rotationsvektoren wy g, dargestellt werden kann. Die Vektoren
Wy 0.4 entsprechen Drehungen um die das Eulersystem definierenden Drehachsen:

> wy = (ﬁeg,: Drehung um ez mit Winkelgeschwindigkeit <;5

> wy = On: Drehung um n mit Winkelgeschwindigkeit 0.

> Wy = @Z}eg: Drehung um e} mit Winkelgeschwindigkeit .
Info: Wem diese Argumente zu vage sind, der kann die Vektoren wy g, mittels der oben
angegebenen Drehmatrizen und der Definition (3.18) auch explizit ausrechnen. Dazu be-

nutzen wir die Relation

[&IR%(Q)] Ril(a)q =e, X q,

Wir illustrieren das Vorgehen am Beispiel von wy. Es ergibt sich

e es

0 0 0 1 0 0
[39Rel(9)]R;11(9)q =0 —sinf —cosé 0 cosf sinf | q

0 cosf —sinf 0 —sinf cos6

0 0 O
=10 0 —1]qg=e; xq,
01 0

(D R)R™ = Rey(6) [0 Re, (0)] B (0)Re)(6).

Nun ist
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Zusammen mit der oben bewiesenen Vertriglichkeit von Drehungen und Kreuzprodukt
erhalten wir

(QR)R™"a = Re,(¢)(e1 x B/ (¢)a) =n xq.

Wir haben also gezeigt, dafl der Drehvektor als
w = ¢ey + On + el

geschrieben werden kann. Um mit dieser Darstellung arbeiten zu kénnen, ist noch
der raumfeste Vektor ez durch die Vektoren des korperfesten Systems auszudriicken.
Fir ¢v = 0 = ¢ ist die zwischen den zwei Systemen vermittelnde Matrix R eine
Drehung um die Achse e; = €]. (Bei der Identifikation e; = €] verwenden wir
wiederum ¢ = ¢ = 0.) Der Drehwinkel ist 6. Thre explizite Wirkung wird durch die
Gleichungen (vgl. auch Fig. 3.13)

€ = €,
e, = cosfe,y + sinfe;,
e; = cosfe; —sinfe,

beschrieben. Dieses Gleichungssystem kann nach den raumfesten Basisvektoren auf-
gelost werden:

€ = e€q,
e; = cosfe, — sinfe;,
e = cosfe} + sinfe;.

Die letzte Zeile ist die uns Interessierende. Mit ihr transformiert sich die oben an-
gegebene Gleichung fiir den Drehvektor zu

w = e, + ¢sinbe), + (¥ + ¢ cosh)el.

Abbildung 3.13: Veranschaulichung der durch Re,(#) beschriebenen Drehung. Die
Achse e steht senkrecht auf der Papierebene.
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Die Koeffizienten des im korperfesten System ausgedriickten Drehvektors sind also
durch

o=
wh = ¢sinb,
Wy = 1+ ¢dcosh

gegeben. Der néchste Schritt der Problemlésung besteht in der Formulierung der
Lagrangefunktion.

Tatséchlich konnen wir nicht unmittelbar von der oben abgeleiteten Funktion (3.12)
ausgehen, denn letztere war ja unter Verwendung eines Bezugssystems K’ mit Ur-
sprung im Schwerpunkt konstruiert, wahrend im derzeitigen Kontext ein beliebiger
Punkt auf der Figurenachse als Ursprung gewahlt ist. Eine fiir unsere Zwecke mo-
difizierte Lagrangefunktion 148t sich jedoch unter Verwendung der oben allgemein
abgeleiteten Transformationsformeln leicht konstruieren. Es ist

L=T-U-=- qu q=- Zm (W xd)] [Rlw xq)]—-U=
3
:—me xq) (W xq)— U:w’TIw’—U:waIa—U

wobei Iy = > m(qeqedap — qaqp) der beziiglich des fixierten Punktes in K’ berechnete
Tragheitstensor ist und wir im letzten Schritt verwendet haben, dal das System
K’ beziiglich der Symmetrieachse ausgerichtet ist und I daher Diagonalgestalt mit
Haupttriagheitsmomenten I, = I, und I3 hat.

Substitution der oben abgeleiteten Ergebnisse fiir die Koeffizienten von w’ fiihrt auf

I - . I . i
T:51(92+¢25in29)+§3(1/1+<bcos«9)2.

SchlieSlich ist noch die potentielle Energie iiber Fulerwinkel auszudriicken. Die auf
jedes Massenelement m; des Korpers wirkende Gewichtskraft ist Fo; = —m;ges.
Eine diese Kraft geméfl F,; = —VU,; erzeugende Potentialfunktion ist durch U, ; =
m;gqs,; gegeben. Das Gesamtpotential erhélt man durch Summation

Ue =Y miggs; — g/de(r)q3 = gMR,,

wobei der Pfeil einen Kontinuumlimes andeutet und im zweiten Gleichheitszeichen
die Definition des Schwerpunkts verwendet wurde. In dieser Formel ist R3 als die
3-Koordinate des Schwerpunkts beziiglich eines festgehaltenen Raumpuntes. Wir
wéhlen diesen Punkt als denjenigen fest, an dem der Korper fixiert ist (gleichzeitig
der Ursprung beider Koordinatensysteme). Vergleich mit Fig. 3.13 zeigt, daf diese
Koordintate fiir den gedrehten Kreisel durch R3 = R cos 6 gegeben ist, wobei R der
Abstand des Schwerpunkts vom Fixierungspunkt ist.

Zusammenfassend erhalten wir

L= L (02 + ¢?sin’ 0) + (1/} + ¢ cosh)? — gMR cos 0 (3.19)
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als Lagrangefunktion des schweren Kreisels. Wie zu erwarten hingt sie von drei
Koordinaten ab (Wegen der Fixierung fallen ja drei Koordinaten weg.). Die Winkel
¢ und v sind zyklisch (was wir freilich nicht bewiesen, sondern in der Ableitung von
Anbeginn vorausgesetzt haben.)

3.5.2 Diskussion der Kreiselbewegung

Im folgenden beschéftigen wir uns mit der Analyse der Lagrangefunktion und der
aus ihr resultierenden Bewegungsgleichungen. Wir werden die Gleichungen zwar
nicht geschlossen l6sen kénnen — das geht nur fiir einige spezielle Kreiseltypen, wie
den ’schlafenden’ und den ’schnellen’ Kreisel[2] — uns aber einen weitreichenden
halbquantitativen Uberblick iiber verschiedene in der Kreiselphysik realisierte Be-
wegungstypen machen koénnen.

Zunéchst stellen wir die Bewegungsgleichungen fiir die zwei zyklischen Variablen
¢ und v auf. Unter Verwendung von (2.7) und des auf Seite 94 ausgearbeiteten
Zusammenhangs 9;L = Lz, wobei ¢ der Drehwinkel um die Achse e3 und L3 der
zugeordnete Drehimpuls ist, ergibt sich auf. Mit

oL = Lz= gf)(]l sin? @ + I3 cos? ) + ¥ cos Bl = const.,
oL = Ly= I5(1) + ¢ cos B) = const.

Auflerdem wissen wir, dafl die Gesamtenergie des Systems
I . . Io . .
E=T+U-= —1(92 + ¢?sin? 0) + —3(1/1 + ¢cosf)? + gM R cos 6

erhalten ist. Mittels der oben angegebenen Formeln koénnen die hier auftretenden
Winkelableitungen gb und 2/} als Funktion der erhaltenen Drehimpulskomponenten
und 6 dargestellt werden. Eine kurze Rechnung fiithrt auf

b= Ly — LY cos®
- I;sin%0
und L? (L3 — L cos6)?
= «92 — Rcosf
AT T YRy,

Wir definieren E' = F — L2(213)~" und schliefen daf sich die Dynamik von 6 als
die eines eindimensionalen Problems mit Energie

I

B =02+ V(0),

und
(L3 — Lf cos6)?
21, sin? 0
darstellt. Zur Losung dieses effektiv eindimensionalen Problems fiihren wir eine Rei-
he dimensionsloser Hilfsparameter ein:
L L 2F' _ 2mgR

= — b:— = —
“=T7 R A

V(0) = mgRcosf +
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Mit cos@ = u € [—1, 1] nimmt der Energiererhaltungssatz nun die Form

an, wobei das Polynom dritten Grades

fw) = (o = Bu)(1 —u?) — (a — bu)*
Die in den neuen Variablen ausgedriickte Variation des Azimuthwinkels lautet

a— bu

b= —— (3.20)

1=

Da > 0ist f(u — fo0) = oo (vgl. Fig.3.14). Weiterhin ist (abgesehen vom

Abbildung 3.14: Die die Kreiseldynamik charakterisierende Hilfsfunktion f(u).

entarteten Fall a # +b
f(£1) = —(aFb)? <O0.

Schliefllich wissen wir, dafl wegen u = cosf das Intervall u € [—1, 1] physikalischen
Bewegungen entspricht. Fiir eine nichttriviale Bewegung mufl zumindest irgendwann
einmal § # 0 = 6% > 0 sein. Dies beinhaltet, da$ fiir zumindest ein u € —1,1]
w? = sin206? > 0 = f(u) > 0 gelten muB. In Kombination mit f(£1) < 0 folgt,
da f die in Fig. 3.14 dargestellte Struktur haben mufl. Insbesondere existieren
zwei Nullstellen u; und uy im Intervall [—1,1]. Wegen 0 < 42 = f(u) entspricht
das Intervall [uq, us] tatsdchlich angenommenen Werten der Winkelvariable. Wegen
u2|u:u1’2 = f(u12) = 0 verschwindet die Winkelgeschwindigkeit an den AuBengren-
zen des zuldssigen Bereichs. Von einem Punkt im Intervallinneren kommend wird
sich die Variable u daher bis zu einer der Intervallgrenzen vorarbeiten dort umkeh-
ren und wieder ins Intervallinnere zuriicklaufen. Mittels § = arccos(¢) kann hieraus
auf die zwischen den zwei Grenzwinkeln 60, 5 = arccos(u; 2) ablaufende Dynamik des
Winkels 6 riickgeschlossen werden.

Die in Fig.3.15 abgetragenen Kurven geben die Bewegung des Schnittpunkts der Fi-
gurenachse mit einer Einheitssphére, des sogenannten Locus, wieder. Entsprechend
den eben abgeleiteten Eigenschaften der Bewegung ist die Locusbewegung auf einen
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0,

Abbildung 3.15: Bewegung der Figurenachse auf der Einheitssphére. Gestrichelt:
Position der Variable u'.

Polarwinkelbereich 6 € [0, 05] eingeschrénkt. Man nennt die §-Komponente der zwi-
schen den beiden Grenzwinkeln verlaufende Bewegung Nutation. Als néchstes dis-
kutieren wir die Azimuthaldynamik, d.h. die Bewegung der Winkelvariable ¢. Diese
Bewegungskomponente wird allgemein als Prézession bezeichnet. Die Struktur von
Gleichung (3.20) beinhaltet, da8 drei qualtiativ verschiedene Fille zu unterscheiden
sind.

> Sofern die Losung v’ der Gleichug a — bu’ = 0 auflerhalb des physikalischen
Intervalls [uy, us] liegt, hat ¢ gleichbleibendes Vorzeichen. Die Bewegung sieht
qualitativ wie in Figur 3.15 links aus, d.h. im Laufe der Nutation wandert die
Figurenachse gleichbleibend in eine Richtung.

> Fiir o/ € [uy,us] wechselt ¢ im Laufe jedes Nutationsintervalls einmal sein
Vorzeichen, d.h. der Locus ’spiralisiert’ zwischen den beiden Grenziwinkeln
(Fig. 3.15 mitte).

> Ein Grenzfall liegt fiir ' = u; vor. In diesem Fall verschwindet die Geschwin-
digkeit der Prézession am oberen Grenzpunkt der Nutation. Physikalisch ist
dieser Fall nicht so grenzwertig wie es scheint: Ein Kreisel, der mit Anfangs-
geschwindigkeit b=0=0 (aber natiirlich w # 0, denn sonst fiele der Kreisel
ja einfach um) losgelassen wird fiihrt diesen Bewegungstyp aus. Startend von
0, = 0(0) ’sackt’ er zunidchst nach unten weg, richtet sich dann aber wieder
auf u.s.w.

Aufgabe: Beweisen Sie, daf} der dritte der oben angesprochenen Bewegungstypen fiir die
Anfangsbedingungen ¢ = 6 = 0 charakeristisch ist.

Die Gesamtbewegung des Kreisels ist durch drei Komponenten charakterisiert, die
oben diskutierte Nutation und Prézession sowie die Rotation um die Eigenachse
(Winkel v). Jede der drei Komponenten hat ihre eigene Winkelgeschwindigkeit,
wobei ¢ i.d.R. die mit Abstand groBte ist. Abgesehen vom Grenzfall miteinander
komensurabler Winkelgeschwindigkeiten kehrt der Kreisel niemals zu seiner Aus-
gangsposition zuriick.
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Die oben halbquantitativ durchgefithrte Diskussion kann fiir einige Kreiseltypen
(z.B. sehr schnell angeworfene Kreisel oder Kreisel deren Figurenachse fast vertikal
ist) quantifiziert werden [2, 1]. Wir wollen hier jedoch nicht weiter in diese Diskussion
einsteigen.

Bsp.: Der schlafende Kreisel
Wir betrachten eine spezielle Losung der Bewegungsgleichungen des schweren Krei-
sels, ndmlich 6(t) = 0, (t) = const.

Aufgabe: Verfizieren Sie anhand der Ergebnisse fiir den allgemeinen schweren Kreisel,
daBl (# = 0,7 = const.) eine Losung der Bewegungsgleichungen ist.

Es handelt sich also um eine Konfiguration, in der der Kreisel mit konstanter Ge-
schwindigkeit um seine Figurenachse rotierend aufrecht steht. Da er von aufien be-
trachtet zu ruhen scheint, bezeichnet man das System als einen schlafenden Krei-
sel.

Diese Losung kann nur dann physikalische Bedeutung haben, wenn sie gegeniiber
kleinen Storungen von auflen stabil bleibt. Die Frage, die es also zu stellen gilt, ist
was passiert, wenn wir eine kleine Auslenkung 6 # 0 vornehmen. Bleibt # im Laufe
der Zeit klein (entsprechend einer leicht um 6 = 0 'vibirierenden’ Kreiselspitze) oder
wéchst 6 mit der Zeit rasch an (der Kreisel wacht auf)?

f \

Abbildung 3.16: Stabile Bewegung des schlafenden Kreisels

Wir bemerken zunéchst, daf§ fiir # = 0 die Systeme K und K’ nicht in 3-Richtung
gegeneinander gekippt sind. M.a.W. fiir alle vektoriellen GroBén v ist vs = 5.
Insbesondere w}ly = wsls = Ly = L. Unter Verwendung dieser Formeln entwickeln
wir das oben abgeleitete effektive Potetial V' (6) in 0 < 1:

V() = mgRcosf +

(Ls — Lycos6)® [ mgR N BE 5
2I;sin®0 2 814 '

C/2

N
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Subsitution in die Energiebilanzgleichung fithrt auf

C

E, — [1 éQ + 582

T2
Dies ist die Energiegleichung fiir einen eindimensionalen Oszillator, fiir kleine 6 wird
die Winkelauslenkung der Bewegungsgleichung!®

1,0 = —C0

geniigen. Fiir C' > 0 beschreibt diese Gleichung die gebundene Bewegung eines
harmonischen Oszillators, d.h. abgesehen von einer kleinen oszillatorischen Kompo-
nente bleibt die § ~ 0 eine stabile Losung. Fiir C' < 0 entspricht die rechte Seite
jedoch einer vom Ursprung wegtreibenden Kraft und 6 divergiert exponentiell (bitte
nachrechnen). Das Kriterium fiir Stabilitiat lautet also

Al
I3

! !
C>0=w?>—mgR.

Damit 1488t sich die Bewegung eines schnell angeworfenen Kreisels voraussagen. Ein
geiibter Kreiselwerfer kann den Kreisel so plazieren, dafl er zunéchst stabil und auf-
recht steht (abgesehen von einer kleinen iiberlagerten Nutation). Im Laufe der Zeit
verliert der Kreisel durch Reibungsverluste Winkelgeschwindigkeit bis schliellich das
obige Stabilitétskriterium verletzt ist. An diesem Punkt bricht gerdt die Bewegung
aufler Kontrolle und der Kreisel kollabiert.

3.6 Zusammenfassung

Gegenstand dieses Kapitels war die Untersuchung von N-Teilchensystemen mit fe-
sten Relativabsdnden. In solchen sogenannten starren Korpern reduziert sich die
Zahl der Freiheitsgrade von 3N auf 6, womit analytisch-theoretischen Behandlun-
gen moglich werden.

In die quantitative Beschreibung der Bewegung starrer Korper waren stets zwei
Koordinatensysteme involviert, ein raumfestes und ein korperfestes. Die zwischen
diesen Systemen vermittelnden Umrechnungsformeln beinhalteten das Erscheinen
zweier charakteristische Typen von Scheinkriften, der Zentrifugalkraft und der Be-
schleunigungskraft. Die Eigenschaften der in Frage kommenden Korper selbst wur-
den im korperfesten System mittels der Konzepte Trégheitstensor, Tragheitsellip-
soid, Hauptachsensystem, instantane Winkelgeschwindigkeit und der resultierenden
Lagrangefunktion charakterisiert. Der wesentlichste Teil der zur Beschreibung der
Korperdynamik notigen Arbeit bestand darin, diese Groflen vom korperfesten ins

10Man rechnet dies explizit nach, indem man 0 = d,E’ = (1,6 + C#) bildet.
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raumfeste System zuriickzutransformieren. Dieses Programm lief§ sich fiir das Bei-
spiel eines symmetrischen kraftefreien Kreisels noch geschlossen durcfithren. Be-
reits beim néchstschwierigeren’ System, dem symmetrischen Kreisel im konstanten
Kraftfeld lielen sich jedoch keine geschlossenen Losungen mehr angeben, obschon
die Bewegung einer qualitativen Analyse noch zugénglich war. Fiir komplizierter ge-
formte Korper (~ Trégheitsellipsoide ohne identische Haupttrigheitsmomente) bzw.
kompliziertere externe Krifte sind analytische Berechnungen kaum mehr moglich.
Abschlieend erwihnen wir, dafl dieses Kapitel verglichen mit dem ’iiblichen’ Rah-
men in dem der dem starren Korper in Mechanikvorlesungen diskutiert wird, ziem-
lich knapp ausgefallen ist. Wichtige Konzepte wie z.B. die Poinsot Konstruktion
oder andere Verfahren der qualitativen Analyse von Korperbewegungen, allgemeine
Kreiseltheorie, Stabilitdtsanalyse der Hauptachsenrotationen, der Steinersche Satz
u.a. wurden nicht diskutiert.
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Kapitel 4

Hamilton Mechanik

Im Rahmen der Lagrange Beschreibung hatten wir mechanische Systeme iiber einen
Satz generalisierter Koordinaten ¢;,7 = 1,..., f und deren generalisierte Geschwin-
digkeiten ¢; beschrieben. Dabei hatte sich herausgestellt, dal neben dem Variablen-
satz {q;, ¢;} immer wieder auch nachgeordnete Groflen X (q, q) eine Rolle spielten.
Insbesondere hatten wir gefunden, dafl die iiber p; = J;, L definierten generalisierten
Impulse (i) in der Regel der Félle direkte physikalische Bedeutung tragen aber (ii)
nur im Falle kartesischer Koordinaten mit den Geschwindigkeiten iiber die triviale
Beziehung p = mq verkniipft sind.

Es treten immer wieder Situationen auf, in denen es sinnvoll wire, anstelle der Ge-
schwindigkeiten ¢; die Impulse p; selbst als primére Variable zu verwenden. Eine
solche auf dem Variablensatz {¢;, p;} aufbauende Formulierung der Mechanik exi-
stiert und wird als Hamilton Mechanik bezeichnet. Man muf} sich hierbei bewuf3t
sein, dafl es sich bei dem Wechsel {g;,¢;} — {¢,p;} nicht um einen der bereits
frither besprochenen ’gewohnlichen’ Variablenwechsel von einem Satz generalisierter
Koordinaten auf einen anderen handelt. Es passiert mehr, und tatsdchlich handelt
es sich bei der Hamilton Formulierung um einen Zugang zur Mechanik, der sich
qualitativ von der Lagrange Formulierung absetzt. Zu den entscheidenden Vorteilen
der Hamilton Mechanik zdhlen

> eine Flexibilitat bei der Koordinatenwahl, die der der Lagrange Mechanik noch
bei weitem iibersteigt.

> die Tatsache, daf§ sie direkt im Phasenraum formuliert ist. Der Phasenraum be-
sitzt weitreichende mathematische und physikalische Strukturen, die im Rah-
men der Hamilton Formulierung fiir die Losung mechanischer Probleme nutz-
bar gemacht werden konnen. Beispielsweise ist die moderne Theorie irrever-
sibler dynamischer Systeme (— ’Chaos’) grofitenteils in der Hamilton’schen
Formulierung entwickelt.

> daf} das nichtklassischen Gegenstiick der Punktmechanik, die Quantenmecha-
nik, in einer Weise formuliert ist!, die der Hamilton Mechanik parallel 1auft.

! Jedenfalls gilt das fiir den sogenannten kanonischen Zugang zur Quantenmechanik (und damit
denjenigen Zugang, der einfithrenden Kursen zugrundeliegt.) Es gibt auch einen der Lagrange

129
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Praktisch alle unten entwickelten Konzepte haben eine quantenmechanische
Entsprechung.

Man darf hieraus jedoch nicht schlieflen, dal die Hamilton Mechanik "héher’ als
die Lagrange Mechanik stiinde. Es handelt sich einfach um einen Alternativzugang,
der eine Reihe spezifischer Vorteile hat, aber durchaus nicht immer der Lagrange
Formulierung vorzuziehen ist. Viele moderne Theorien, zum Beispiel die Quanten-
feldtheorie, moderne Theorien der Kontinuumsmechanik und andere werden parallel
in einer Hamilton’schen und einer Lagrange’schen Formulierung entwickelt, wobei
sich mal die eine mal die andere als geigneter erweist.

4.1 Hamilton Funktion und Hamilton Bewegungs-
gleichungen

Wir beginnen mit einer formalen Herleitung der zentralen Konzepte der Hamilton
Mechanik.

4.1.1 Herleitung der Hamilton Gleichungen

Eine Art die Hamilton Mechanik zu entwickeln baut auf einer Analyse des totalen
Differentials der Lagrangefunktion auf.

Info: Wir erinnern an den Begriff des Differentials einer Funktion f : R” — R. Das an
der Stelle x € R™ genommene Differential df (x) ist in gewisser Weise die hoherdimensionale
Verallgemeinerung der Ableitung. Genauer gesagt handelt handelt es sich um eine lineare
Abbildung

df(x) :R" — R
h — df(x)h,

die iiber folgende Vorschrift definiert ist:
Vh € R" : f(x + €h) — f(x) = edf (x)h + O(€?).

In Worten: df (x) angewendet auf den Vektor h ergibt die Richtungsableitung von f in
Richtung h. Man darf sich dabei df (anders als oft suggeriert) nicht als etwas "Kleines’
vorstellen?. Es handelt sich einfach um diejenige lineare Abbildung von R™ nach R, die f
an der Stelle  am besten approximiert. Wenn man gerne bildhaft denkt, kann man sich
df dagegen als ein "hungriges’ Objekt vorzustellen, das man mit einem Vektor gefiittert
werden muf, um eine Zahl zu produzieren (vgl. Fig. 4.1). Da es sich bei dem Differential um
eine verallgemeinerte Ableitung handelt, erfiillt df eine Reihe von fiir den Ableitungskalkiil
typischen Rechenregeln:

Formulierung parallel laufenden Zugang zur Quantenmechanik.
2Die ’Kleinheit’ steckt vielmehr in dem in die Definition von df eingehenden Parameter €, der
besagt, daf3 f nur lokal durch df approximiert werden kann.
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Abbildung 4.1: Zur Definition des Differentials einer Funktion

Produktregel: d(fg) = fdg + gdf .
Kettenregel: Fiir g : R® — R" ist

n

of
— Y9
(3
wobei g;(z) die i-te Kompoonente des Bildvektors g(z) € R™ ist.
Koordinatendarstellung: Es ist

Die ersten beiden Regeln werden in Analogie zum eindimensionalen Fall bewiesen (—
Lehrbiicher der Analysis). Die letzte Identitéit beweist man, indem man die rechte und die
linke Seite auf die Einheitsvektoren e; anwendet. Einerseits ist

df (x)e; = lim ~(f(x + ce;) — F(x)) = By, F(x),

e—0 €

andererseits:
dwiej = 8351..%'@' = 52]
(Beachten Sie, da8 x; eine gewohnliche Funktion ist, die den Punkt x auf seine i-te Koordi-

natenkomponente abbildet.) Da die {e;} ein vollstéindiges System bilden, ist die Identitét
oben bewiesen.

Eine unmittelbar aus dx;e; folgende und in der Praxis sehr wichtige Identitét ist dx;v = v;.
In Worten: Das Differential der i-ten Koordinatenfunktion angewendet auf einen Vektor
v liefert dessen i-te Komponente.

Wir betrachten die Lagrangefunktion

L R"xR" xR — R
(9,9,t) — L(q,q,t)
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als Funktion von 2f + 1 unabhéngigen Variablen und bilden ihr vollsténdiges Diffe-
rential:

/
oL oL . oL

/

oL oL
> 5da + pidds ) + —-dt =
— (aql ql +p’l Qz) + 8t

f

oL oL
2 (8(1@-qu (Pidi) qz9)+at
Die Bedeutung der letzten Zeile konnen wir folgendermafien interpretieren: Wir de-
finieren eine Funktion

f
H=> pii— L. (4.1)
=1

Man bezeichnet H als die Hamiltonfunktion des (durch L beschriebenen) Systems.
Die Ableitung oben besagt, dal H das Differential

f
oL ) oL
dH = Z <_8qz- dg; + Qidpi) - Edt

i=1

hat. Auf der rechten Seite treten die Differentiale dg;, dp; und dt auf. Aus der
allgemeinen Konstruktion des Differentials einer Funktion folgt, dafl H als Funktion
H(q;, pi,t) von ¢;, p; und t aufzufassen ist:

H:R' xR/ xR — R,
(a,p,t) — H(q,pt).

Vergleich mit der allgemeinen Koordinatendarstellung

f
o0H o0H o0H
dH = ; (8% sz‘ + a—pldpz) + Edt

Fiihrt auf die Gleichungen
aqu - —6%.[/, 8p1H - C:h, 8tH - —8tL

Hierbei sind die rechten Seiten so zu interpretieren, daf (i) (¢;, pi) = (¢, p:)({¢j. 45, t})
(Koordinaten und Impulse als Funktionen der Koordinaten, Geschwindigkeiten und
moglicherweise der Zeit) nach (¢;,¢;) = (¢, ¢)({g;,p;,t}) (Koordinaten und Ge-
schwindigkeiten als Funktionen von Koordinaten, Impulsen und Zeit) aufgelost wur-
de und (ii) L = L(q,q(q,p,t),t) als Funktion der Koordinaten und Impulse aus-
gedriickt ist. Alles andere machte keinen Sinn, denn H(q, q,t) ist ja eine Funktion
von Koordinaten und Impulsen.
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Fiir den eigentlich interessanten Fall, in dem q(¢) eine Losungskurve des Problems
(Losung der Lagrange Gleichungen 0, L = d;04, L = p;) ist, nehmen die Formel oben
die Gestalt

pi = _8qu7

‘ ol (4.2)
4 = pi L1 -

Diese Gleichungen werden als die Hamilton Gleichungen des Systems bezeich-
net: ein System von 2f gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Sie
iibernehmen die Rolle der Lagrange Gleichungen des Lagrange Formalismus.

Bsp.: Hamilton Gleichungen in kartesischen Koordinaten

Als ein Beispiel zum Aufwérmen betrachten wir den einfachen Fall eines in kartesi-
schen Koordinaten formulierten Ein-Teilchen Problems mit der standard Lagrange-
funktion

m.
L= 5012 - V(Q)-

Der Impuls ist p = 0L = mq woraus

Lia.4(p) = 5 -~ V(a)

und

H(a,p) =a(p) p— L(q.a(p)) = %pz +V(Q = E

folgt. (Bemerken Sie, daf§ die Hamiltonfunktion mit der Energiefunktion des Systems
tibereinstimmt, ein Sachverhalt, mit dem wir uns gleich noch beschéftigen werden.)
Die Auswertung der Hamilton Gleichungen fiihrt auf

= —0qH =—-0,V =F,
p
Diesen Gleichungen sind wir bereits sehr frith in (1.9) als einer Moglichkeit, die Be-

wegungsgleichungen der Newton Mechanik zu formulieren, {iber den Weg gelaufen.

Eine unmittelbare Konsequenz der Hamilton Gleichungen ist
d,H = 0;H.

Diese Identitét besagt, dafi eine Hamilton Funktion, die nicht explizit von der Zeit
abhéngt, im Laufe der Bewegung konstant bleibt, eine Erhaltungsgrofie des Systems

ist. Beweis:
f
0H 0H OH (.
dH =3 S+ i ) +
t ;<8Qiq+3pip)+ ot

N

)
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f
42~ (OHOH OHOH\ OH
; dq; Op;  Op; Og; + ot OH.

=0

=1 /

Was ist die physikalische Bedeutung dieser Erhaltungsgréfie? Zur Beantwortung die-
ser Frage betrachten wir die zwischen L und H vermittelnde Identitdt (4.1) in kar-
tesischen Koordinaten. Eine direkte Verallgemeinerung der oben fiir ein Teilchen
durchgefiihrten Uberlegung auf ein System von N-Teilchen fithrt auf

pj:quj7 jzl,,N

und damit

N

N
1 1
H=Y Eij'Pj—E 5 PPtV =
=1

J

M-

—Pp; p;+V(q) =F,

1
2mj

1

Jj=1 J

wobei wir im ersten Gleichheitszeichen die in Koordinaten und Impulsen ausgedriick-
te Lagrangefunktion eingesetzt haben. Aus dem Prinzip der Koordinateninvarianz
der Lagrange Mechanik folgt, dafl diese Identitéit koordinatenungebunden ist und
allgemeine Giiltigkeit hat. Es ergibt sich:

Die Hamiltonfunktion eines nicht explizit zeitabhédngigen Systems bleibt im Laufe
der Bewegung konstant und nimmt den Wert der Gesamtenergie des Systems an.

4.1.2 Praktisches zum Ubergang Lagrange — Hamilton

Ein beim Ubergang von der Lagrange- zur Hamiltonformulierung zentral wichtiger
Punkt ist, dafl man beim Arbeiten mit den Funktionen L, H u.s.w. sehr genau auf
die Argumentabhéingigkeiten aufpassen muf}. Es macht z.B. keinen Sinn, Gleichun-
gen der Art H = ... hinzuschreiben, wenn auf der rechten Seite die Variablen ¢;
auftauchen: H ist eine Funktion von Koordinaten ¢; und Impulsen p; nicht aber von
Geschwindigkeiten ¢;. Umgekehrt ist L eine Funktion von ¢; und ¢;. Auch wenn in
manchen Texten etwas lasch mit diesem Sachverhalt umgegangen wird und durchaus
einmal Formeln der Art L(g;, p;) auftauchen, sollte man sofort zu L(g;, pi({g;,d;}))
iibersetzen. Man kann sich eine Menge Verwirrung ersparen, wenn man diesen Punkt
immer gut im Auge behélt.

Wir fassen den Ubergang L — H noch einmal in einer Konstruktionsvorschrift
zusammen, wobei die Betonung auf den Argumentabhéngigkeiten liegt:

1. Gehe von der in generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten formu-
lierten Lagrangefunktion L({¢;, ¢;},t) aus.

2. Bestimme die generalisierten Impulse geméaf

pi = 05 L({qi, ¢:}, t).
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Es ergeben sich f Funktionen p;({g;,q;},t). (In der Regel ist die Lagrangefunk-
tion quadratisch in den Variablen ¢; (vgl. die bereits behandelten Beispiele) ~»
p; ist linear in den ¢;, kann aber in nichttrivialer Weise von den ¢; abhéngen.)

3. Lose diese Gleichungen nach den ¢; auf:
pi({Qja Qj}v t) ~ Qi<{Qj7pj}7 t)'

4. Berechne die Hamiltonfunktion geméaf
f
H(q,p,t) = ZpiQi({Qjapj}at) — L(gi, ({45, pj}. 1), 1)
i=1

Natiirlich werden wir in der Regel der Fille die Notation kompater halten. Falls aber
einmal Verwirrung auftauchen sollten, ist es gut, sich dieses Schema noch einmal zu
vergegenwértigen.

Bsp.: Zentralkraftproblem via Hamilton Mechanik
Auf Seite 94 hatten wir die Lagrangefunktion eines zentralsymmetrischen Problems
in Polarkoordinaten mit

L= %(rz + 20 + r2sin 00%) — U(r)

angegeben. Die sich hieraus ergebenden Impulse sind

br = 0L = mr,
po = O;L= mr?6,
py = O4L = mr? sin? 0¢.

Inversion dieser Identitdaten fiihrt auf

.y
r = -

m
] Yz
o — Do

mr?
Y Dy
¢ mr2sin®@’

Damit ergibt sich die Hamiltonfunktion

. D P
H=-"= Ul(r).
2m + 2mr2  2mr2sin® 0 (r)

Die Bewegungsgleichungen fiir den Impuls p, ist
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Der Impuls py ist erhalten, eine Tatsache, die wir schon kannten, denn es handelt sich
ja um die 3-Komponente des erhaltenen Drehimpulses (vgl. Seite 2.4). Die Hamilton
Gleichungen fiir das Paar (6, py) lauten

6 = 8,,H=-"L"

mr?’
2
) p; cos 6
= —0yH = ————.
bo ’ mr2sin® 0
Wir wihlen Anfangsbedingungen so, dafl sich zur Zeit { = 0, die Bewegung in
der Aquatorialebene des Systems abspielt, d.h. es ist 6(0) = 7/2 und py(0) = 0
(bitte veranschaulichen). Mit diesen Startbedingungen werden die Gleichungen oben
fiir alle Zeiten durch 6(t) = /2 und py(t) = 0 gelost: Die Bewegung verlafit die
Aquatorialebene nicht, eine Wiederentdeckung der bereits frither allgemein gezeigten
Tatsache, daf} sich Zentralkraftbewegungen in erhaltenen Ebenen abspielen. Mit
0(t) = /2, pg = 0 ergibt sich schlielich
. Pr
r = aer == E,
P2
pr = —0,H=-—2-0,U.
mr

Kombination dieser Gleichungen fiihrt auf die bereits frither diskutierte Bewegungs-
gleichung im Zentralpotential

2
mf:—ar(UJr Pe )

2mr?

Info: SchlieBlich sei noch erwihnt, daB es sich beim oben diskutierten Ubergang zwischen
Lagrange- und Hamiltonfunktion um eine allgemeine mathematische Funktionentransfor-
mation handelt. Man bezeichnet Ubergiinge dieser Art als Legendre Transformationen.
Wir illustrieren das Prinzip am Beispiel einer eindimensionalen Funktion f(z). Fiir eine
solche Funktion bezeichnet man

9(y) = f(z(y)) — yz(y)

als ihre Legendretransformierte, wobei y = d,f(z) ist und x(y) bedeutet, dafi die ur-
spriingliche Variable durch Inversion als Funktion von y auszufriicken ist. Die Motivation
fiir die Einfithrung dieser Operation ist, daf sie einen Wechsel der unabhéngigen Variablen
x — y = d. f ohne Informationsverlust ermoglicht. Dafl bei der Legendretransformation
keine Information verloren geht, sieht man daran, dafl zweimalige Anwendung der Trans-
formation (bis auf einen Vorzeichenwechsel im Argument) auf die Ausgangstransfunktion

zuriickfithrt. Mit
_df dw dx

z=dyg = %d_y —x(y) — yd_y = —z(y)
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erhalten wir ndmlich die Legendretransformation von g als

h(z) = 9(y(2)) —y(2)z = f(=2) +y(2)z —y(2)z = f(=2).

Aufgabe: Probieren Sie diese Riicktransformation am Beispiel der Hamiltonfunktion aus
und verifizieren Sie, daf} sie zur Lagrangefunktion zuriickgelangen.

Auf den ersten Blick sieht die Legendretransformation ungewohnt aus, aber man muf} sich
bewuflt sein, daf} sie die einfachste Moglichkeit darstellt, einen Wechsel © — d, f = y der
unabhéngigen Variablen durchzufiihren. Insbesondere reicht es hierzu nicht aus, einfach in
f(z) — f(z(y)) die invertierte Variable zu substituieren. Betrachten Sie z.B. die Funktion
f(x) = Cexpx, C = const.. Es ist y = d,f = f(z). Die durch einfache Substitution
erhaltene Funktion wére also einfach f(z(y)) = y: Alle Information tiber die Konstante C
ist verlorengegangen, Informationsverlust. Dagegen lautet die Legendretransformierte

9(y) = f(z(y)) —2(y)y =y — In(y/C)y,

enthilt also die Konstante C noch. Die Riicktransformation fithrt auf h(z) = C exp(—z)=f(-
z), wie oben allgemein gezeigt.

4.2 Formale Mechanik

In diesem Abschnitt werden wir die Hamilton Formulierung der Mechanik auf ih-
re formale Struktur hin untersuchen; anwendungsorientierte Aspekte treten in den
Hintergrund.

Die Hamilton Theorie hat eine sehr schone und reichhaltige innere Struktur. Eini-
ge ihrer Schliisselelemente sollen in diesem Abschnitt erarbeitet werden. Die hierzu
notwendigen gedanklichen und technischen Schritte sind vergleichsweise abstrakt.
Andererseits werden wir in Hinblick auf die konkrete Losung der bislang aufge-
tauchten Problemtypen nicht viel weiter kommen, als wir es ohnehin schon sind.
Das legt die Frage nahe, warum man sich, abgesehen vielleicht von &dsthetischen
Gesichtspunkten, tiberhaupt mit dem unten entwickelten Apparat beschéaftigen soll.
Dies doch zu tun, ist durch zwei Gesichtspunkte motiviert:

> Erstens wird uns die Untersuchung der Hamilton Formulierung zu einem ver-
tieften Strukturverstéindnis der Mechanik bringen. Insbesondere werden geo-
metrische Konzepte beginnen, eine Rolle zu spielen, wobei mit 'Geometrie’
nicht die rdiumliche Geometrie eines gegebenen mechanischen Systems, sondern
die Geometrie des zugrundeliegenden Phasenraums gemeint ist. Die 'moderne
Mechanik’, womit in erster Linie die Theorie nichtintegrabler dynamischer Sy-
steme gemeint ist, baut ganz wesentlich auf solchen geometrischen Konzepten
auf. Einige Anséitze dieser Methodik werden wir in einem spéteren Kapitel
behandeln.
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> Zweitens liegt in der formalen Struktur der Hamilton Mechanik der Schliissel
zu einem Verstédndnis der Parallelen zwischen klassischer und Quantenmecha-
nik. Wie oben bereits angedeutet, haben alle unten eingefiihrten klassischen
Konzepte eine inhaltlich und methodisch sehr naheliegende quantenmechani-
sche Entsprechung.

Sollte einmal Erniichterung dariiber auftauchen, dafl das komplexeste der unten
diskutierten Beispiele der harmonische Oszillator ist, ist es gut, sich sich diese Ge-
sichtspunkte in Erinnerung zu rufen.

4.2.1 Struktur der Hamilton Gleichungen

Die oben abgeleiteten Hamilton Gleichungen sind im Phasenraum formuliert, d.h. es
handelt sich um Differentialgleichungen fiir generalisierte Koordinaten und Impulse.
Eines der wesentlichen Ergebnisse unserer Untersuchungen wird sein, daf}, zumin-
dest im Rahmen der Hamilton Mechanik, kein konzeptioneller Unterschied zwischen
Impulsen und Koordinaten besteht. Um diese Entwicklung vorzubereiten, fithren wir
eine Notation ein, in der Impulse und Koordinaten gleichbehandelt sind. Wir gehen
aus von dem bereits in Abschnitt 1.3.3 eingefiihrten 2 f-komponentigen Vektor

(3)

Inhaltlich handelt es sich bei dem Vektor x um einen (auf den Ursprung q =p =0
bezogenen) Punkt im Phasenraum. Die fiir die Komponenten von x formulierten

Hamilton Gleichungen lauten
j;i = 8xi+fH, ’lIl,,f
i, = —0, H, i=f+1,...,2f.

Ti—f Y

Dies 148t sich in kompaktere Notation bringen, indem man eine 2f x 2 f-Matrix

I = ( Oy 1y )
—1y Oy
definiert. (Wie iiblich, ist 1; die f-dimensionale Einheitsmatrix.) Damit ergibt sich:
iy = 10, H, i=1,...,2f, (4.3)
(Summenkonvention!) bzw. in komponentenfreier Schreibweise
x = 10H.

(Der Vektor Oy H ist durch (0xH); = 0., H definiert.) Im folgenden werden wir der
Matrix I stdndig wiederbegegnen. Aus Griinden, die weiter unten klar werden wer-
den bezeichnet man sie als die symplektische Eins. Anhand der neu eingefiihrten
Schreibweise 148t sich die geometrische Bedeutung der Hamilton Gleichungen erken-
nen: Die Grofie J0, H ist ein Vektor im Phasenraum. Formaler: Uber die Vorschrift

Xyg:x— I0H
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wird jedem Punkt des Phasenraums ein Vektor zugeordnet (vgl. Fig. 4.2.) Das so er-
zeugte Vektorfeld Xy heiit Hamilton’sches Vektorfeld. Die Hamilton Gleichun-
gen x = Xpy(x) besagen, daf} die Tangenten an die Losungskurven mechanischer
Systeme parallel zm Hamilton’schen Vektorfeld ausgerichtet sind. Man kann sich
das veranschaulichen, indem man sich Xy als das Stromungsfeld einer bewegten
Fliissigkeit vorstellt. Zur Zeit ¢ = 0 werde an einer Stelle x(0) etwas Farbstoff in die
Fliissigkeit gegeben. Der entstehende 'Farbfaden’ symbolisiert die Losungskurve.

Info: Der Vollstéandigkeit halber soll erwédhnt werden, dafl unsere Behandlung des Phasen-
raums als Vektorraum die Darstellung der Theorie vereinfacht, inhaltlich jedoch nicht ganz
korrekt ist: Die Koordinaten der Lagrangemechanik definierten eine f-dimensionale diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit M. Fiir jeden Punkt q € M ist die Geschwindigkeit q € Tq M
ein Element des Tangentialraums an M am Punkt ¢, d.h. die Gesamtheit aller Koordina-
ten und Geschwindigkeiten (der fundamentale Satz von Variablen der Lagrangemechanik)
spannt das auf Seite 77 definierte Tangentialbiindel TM auf. In der Theorie differenzier-
barer Mannigfaltigkeiten wird gezeigt, dafl es sich bei T'M selbst um eine 2 f-dimensionale
Mannigfaltigkeit handelt. Die Hamiltonmechanik geht aus der Lagrangemechanik durch
wechsel der fundamentalen Variablen (q,q) — (g, p) hervor. In weiterfithrenden Darstel-
lungen der Mechanik wird gezeigt, dal der natiirliche Darstellungsraum der den Geschwin-
digkeiten zugeordneten Impulse der Cotangentialraum Tg M, d.h. der dem Tangentialraum
zugeordnete Dualraum ist. Der Phasenraum, d.h. die Menge aller Tupel (p, p) ist dement-
sprechend durch das in Analogie zum Tangentialbiindel konstruierte Cotangentialbiindel
TM*M = UqTqM gegeben. Wie beim Tangentialbiindel handelt es sich hierbei um ei-
ne 2f-dimensionale Mannigfaltigkeit, also ein Objekt, daB lokal zum R?/ isomorph ist.
Wenn wir im folgenden den Phasenraum wie einen Vektorraum behandeln, wird auf die-
sen Zusammenhang aufgebaut. Auch wenn wir in diesem Kurs die globale Struktur des
Phasenraums als Mannigfaltigkeit nicht weiter betonen, sollte man jedoch im Hinterkopf
behalten, daf} seine Darstellung als Vektorraum nur lokal Giiltigkeit besitzt.

Xy

Abbildung 4.2: Das Hamilton’sche Vektorfeld Xz im Phasenraum I'. Die Losungs-
kurven sind parallel zu Xy ausgerichtet.

Ganz allgemein bezeichnet man fiir ein Vektorfeld X : R” — R" x — X(x) die
einparametrige Schar von Abbildungen,

®:R"xR — R"
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(x,t) — D(x,t)

mit den Eigenschaften ®(x,0) = x und 0,9 (x,t) = X(P(x,t)) als den Flufl des Vek-
torfelds. Die durch Losung der Hamilton Gleichungen zu allen Anfangsbedingungen
x(t = 0) = x gewonnenen Menge von Losungskurven definiert geméf

d(x,t) = x(t)

den Flul von X, den sogenannten Hamilton’schen Fluf.

Bsp.: Phasenflu3 des harmonischen Oszillators

Abbildung 4.3: Hamilton’sches Vektorfeld des harmonischen Oszillators.

Mit p = 9;L = mq ergibt sich die Hamiltonfunktion des harmonischen Oszillators

zu 2 2 2
p mwoq
H=—+ .

2m 2

Daraus resultiert das Hamilton’sche Vektorfeld (vgl. Fig. 4.3).

= () - (L)

Die tangential zu Xy liegenden Losungskurven sind die in Fig. 1.24 dargestellten
Ellipsen.

Die oben eingefiihrten Konzepte des Hamilton’schen Vektorfelds und seines Flufl
sind ihrem Wesen nach geometrisch. Andererseits haben wir uns bis jetzt iiberhaupt
noch keine Gedanken zur (geometrischen) Struktur des Phasenraums als Ganzes
gemacht. Es ist hilfreich, sich an dieser Stelle noch einmal in Erinnerung zu ru-
fen, wie die Hamilton Formulierung (und damit das Konzept des Phasenraums)
eingefithrt worden war: Ausgegangen waren wir von der in einem gewissen Satz
von Koordinaten formulierten Lagrange Beschreibung. Daraus wurden {iiber eine
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Legendretransformation die Hamilton’schen Formulierung, gleichfalls in einem spe-
zifischen Satz von Koordinaten x = (q, p), abgeleitet. Das wesentliche Stichwort in
diesen Sétzen ist 'Koordinaten’. In der Lagrange Mechanik hatten wir immer wieder
betont, daf sich die eigentliche Bewegung eines Systems auf einer (unabhéngig von
Koordinatensystemen) existierenden Mannigfaltigkeit M abspielt. Zur Beschreibung
von M wurden (u.U. nur lokal definierte Koordinatensysteme) verwendet. Uber ein
vorgegebenens System diesen Typs wurde dann der Ubergang zur Hamilton Me-
chanik durchgefiihrt. Tatséchlich handelt es sich bei den Groflen (q, p) gleichfalls
nur um lokale Koordinaten und zwar um Koordinaten fiir den Phasenraum I' als
'Ganzes’. Ahnlich wie die Konfigurationsmannigfaltigkeit M der Lagrangemechanik
kann auch der Phasenraum in einer koordinatenunabhéngigen Weise definiert wer-
den. Allerdings brauchte es dazu, anders als in der Lagrange Mechanik, wesentlich
weitergehender mathematischer Grundlagen, als wir sie hier haben.

Wir erwédhnen daher nur, dafl der Phasenraum I" die Struktur einer 2 f-dimensionalen
Mannigfaltigkeit hat. Lokal ist T' isomorph zu einer Teilmenge V C R?*' und kann
durch einen Satz von Koordinaten x beschrieben werden. Wir werden in dieser Vor-
lesung in der Regel die Koordinatenbeschreibung verwenden. Um die Notation nicht
zu sehr aufzubldhen, verzichten wir im folenden darauf, die Koordinatenmannigfal-
tigkeit V' C R?/ und den Phasenraum I' explizit zu unterscheiden. Man mufl dabei
jedoch in Erinnerung behalten, dafl der Phasenraum als Ganzes durchaus nicht die
Struktur eines Vektorraums haben muf}, und es sich bei I' ~ V nur um eine lokale
Identifikation handelt. Einige allgemeine und koordiantenunabhéngige Eigenschaf-
ten der 2 f-dimensionalen Mannigfaltigkeit I' werden wir weiter unten ausarbeiten.
Jedem Punkt x € I ist ein Tangentialvektorraum 7T (x) zugeordnet. Per Konstruk-
tion liegen die zeitlichen Ableitungen x(t)|,_, € TT(x) in diesem Tangentialraum.
(Erinnern Sie sich daran, wie wir auf Seite 61 den Tangentialvektorraum einer Man-
nigfaltigkeit M iiber die Tangentialvektoren von Kurven 7 : R — M eingefiihrt
hatten. In unserer momentanen, koordinatengestiitzten Formulierung brauchten wir
eigentlich nicht zwischen I' und seinem Tangentialraum unterscheiden. Die Motiva-
tion dazu, dies doch zu tun, liegt darin, dafl das Auseinanderhalten von I' und dem
zugeordneten Tangentialraum 7T das konzeptionelle Versténdnis der Hamiltonme-
chanik unterstiitzt.)

Wenn wir von jetzt ab also von Phasenraumuvektoren bzw. Vektorfeldern sprechen,
so sind damit Groflen aus dem Tangentialbiindel 7T gemeint. Bisher eingefiihr-
te Beispiele sind die Tangentialvektoren x oder das Hamilton’sche Vektorfeld X.
Dagegen werden Elemente x € I' des Phasenraums selbst als Punkte bezeichnet.
(Da T selbst ein Vektorraum ist, ist jeder Punkt {iber seinen Komponentenvektor
x = (q, p) identifiziert. Nachdem was oben gesagt wurde, sollte hieraus aber keine
Verwirrung entstehen.)

4.2.2 Symplektische Struktur des Phasenraums

Die oben eingefiihrte symplektische Eins spielt der Hamilton Mechanik eine zentrale
Rolle. Thre Bedeutung fiir die Entwicklung der Theorie wird sich in den kommenden
Abschnitten schrittweise erarbeiten. Hier soll zunéchst gezeigt werden, dafl iiber die
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symplektische Eins dem Phasenraum eine starke geometrische Struktur aufgepragt
ist. Wir beginnen mit folgender

Def.: Es sei M eine 2 f-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine symplektische Struk-
tur ist eine nichtentartete schiefsymmetrische Bilinearform w? auf dem Tangenti-
albiindel T'M, d.h. eine Abbildung

Wi TM, xTM, — R

(v,w) — W(v,w)
mit den Eigenschaften
> Vv eTM,:w*(v,w)=0= w =0 (Nichtentartung),
> Vv, w € TM, : w?(v,w) = —w?(w, V) (Schiefsymmetrie).

Uber die oben eingefithrte Matrix I ist dem Phasenraum eine solche symplektische
Struktur aufgeprégt. Denn mit der Definition

v,w € TTy : (v, w) = v Iw = v;[;w;,

ist eine schiefsymmetrische und nichtentartete (bitte nachpriifen) Bilinearform er-
klart.

Kritischen Lesern wird auffallen, dal wir die Matrix I und damit die Form w
in einem spezifischen Satz von Koordinaten (g;,p;) definiert haben. Damit sieht
es zundchst so aus, als sei die symplektische Struktur nicht kanonisch, d.h. nicht
basisunabhéangig erklart; Eine solche Definition wére in Hinblick auf Strukturiiber-
legungen weitgehend wertlos. Tatséchlich jedoch, kann die Bilinearform w? in koor-
dinatenunabhéngiger und damit kanonischer Weise eingefiihrt werden. Dazu miifite
man jedoch wesentlich tiefer in die Differentialgeometrie des Phasenraums — die
relevanten Stichworter sind Kotangentialbiindel und Kalkiil &ulerer Differentialfor-
men — einsteigen als wir es uns hier leisten kénnen. Wir erwéhnen daher nur, daf
die koordinatenfreie Definition von w? sich in jeder Darstellung iiber generalisierte
Koordinaten und Impulse auf die oben angegebene Form reduziert.

Uber die Bilinearform w? wird der Phasenraum zu einem Vektorraum mit Skalar-
produkt. Man konnte sich fragen, warum wir dieses Skalarprodukt betrachten, wo
es doch auch das ’einfachere’ x7x = ax; gibt. Obwohl man den Phasenraum for-
mal tiber dieses Skalarprodukt zu einem euklidischen Raum machen kann, ist da-
mit nichts gewonnen. Unter den weiter unten betrachteten physikalisch motivierten
Transformationen ist das ’gewohnliche’ Skalarprodukt nicht invariant und wird da-
mit weitgehend wertlos. Merke: Der Phasenraum ist kein euklidischer Raum. Anders
das (positiv indefinite) Skalarprodukt w?. Unter "kanonischen’ Koordinatentransfor-
mationen bleibt w? invariant und hat damit hervorgehobene Bedeutung.
Grundsétzlich spielen fiir einen Vektorraum mit Skalarprodukt diejenigen Trans-
formationen, die das Skalarprodukt invariant lassen, eine besondere Rolle. Konkret
fragen wir, welche linearen Abbildungen

2

M:TTy — TTy

v — Mv
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das Skalarprodukt w? invariant lassen, also die Relation
Vv, w € TTy : w*(Mv, Mw) = w?(v,w)
erfiillen. Aus der Definition von w? folgt, dafl dies zu der Forderung
MTIM =1

dquivalent ist. Die Menge aller Matrizen mit dieser Eigenschaft bildet eine Un-
tergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GL(2f)3. Man bezeichnet sie als die
symplektische Gruppe, Sp(2f).

Aufgabe: Beweisen Sie: (i) Die Elemente M € Sp(2f) sind invertierbar. (ii) Sp(2f) ist
eine Gruppe. (iii) VM € Sp(2f) : (det M)? = 1. (iv) M € Sp(2f) = M € Sp(2f).

Info: Am Rande erwdhnen wir, daf} fiir geradzahlig dimensionale Vektorrdume die sym-
plektische Gruppe Sp(2n) neben der orthogonalen Gruppe O(2f) (also der Matrizengrup-
pe, die das gewohnliche Skalarprodukt invariant 148t,) die wichtigste Matrizen-Untergruppe
von GL(2n) ist. In verschiedensten physikalischen und mathematischen Anwendungen
kommt ihr zentrale Bedeutung zu.

Aus I? = —1y; (bitte nachrechnen) und I7 = —7 folgt 711 = I, d.h. I € Sp(2f). In
gewisser Weise spielt die Matrix I dieselbe Rolle, die die gewOhnliche Einheitsmatrix
fiir die orthogonale Gruppe hat. Daraus erklért sich der Name 'symplektische Eins’.
Der ’Lohn’ fiir die hier geleisteten Vorarbeiten wird sein, dal eine Reihe unten er-
arbeiteter Zusammenhénge, die sich ansonsten nur durch ldngliche indexbehaftete
Formeln ausdriicken lassen wiirden, in eine koordinatenfreie ’gut merkbare’ Form
gebracht werden kénnen. Ein erstes Beispiel eines wird im folgenden Abschnitt auf-
tauchen.

4.2.3 Poisson Klammern

Als ein weiteres Element der Hamilton Mechanik fithren wir den Begriff der Poisson
Klammern ein: Wir betrachten eine beliebige Funktion
g:I'xR — R,
(x,t) — g(x,t)
iiber dem Phasenraum, wobei eine explizite Zeitabhingigkeit zugelassen sei. Was

ist die zeitliche Evolution der Grofie g(x(t),t) entlang einer Phasenraumtrajektorie
x(t)? Die Antwort ist

!
dig =3 (L 25) + a9 =
Jq; ' p; '

i=1

3Wir erinnern daran, da GL(2f) die Gruppe aller invertierbarer 2f x 2 f-Matrizen ist.
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B i dg OH 99 OH
B i1 0q; Op;  Op; Oy

= {H7g} +8tg7

wobei wir die fiir beliebige Phasenraumfunktionen f,¢g : I' — R erkldrte Poisson-
klammer als

)+ath

_(ofag  of oy
191 = Z (api 0q;  Oqi apz‘) (4.4)

=1

eingefiihrt haben.

Die zeitliche Evolution einer Funktion g : I' x R — R, (x,t) — ¢(x,t) entlang einer
Phasenraumtrajektorie x(t), ist durch

dig={H,g} + Oy

gegeben.

Info: Mittels der oben eingefiithrten Form w? kann die Poissonklammer auch in koordina-
tenfreier Weise eingefiihrt werden. Ausgangspunkt hierfiir ist die Tatsache, dafl mittels der
Form w? jeder auf dem Phasenraum erklirten Funktion ¢ : I' — R in eindeutiger Weise
ein Phasenraumvektorfeld X, zugeordnet werden kann. Die Konstruktionsvorschrift ist wie
folgt: Wir gehen aus vom Differential dg, das, wie oben allgemein diskutiert eine lineare

Abbildung
dgx : TTx — R

vV — dgxv

darstellt. Wir definieren nun ein Vektorfeld X, durch die Forderung:

Vx,Vv € TTx : dgxv = w?(Xy(x), V).
Daf3 dies wirklich eine verniinftige Definition darstellt, liegt daran, dal w? nichtentartet

ist (bitte iiberlegen.).

Aufgabe: Verwenden Sie die allgemeine Definition des Differentials und die Matrixdar-
stellung von w?, um zu zeigen, daf X, die Komponentendarstellung

81719

x,= | %9
—0q:19

hat.
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Ein Beispiel dieser Konstruktion hatten wir oben bereits kennengelernt: Xy ist das der
Hamiltonfunktion kanonisch zugeordnete Vektorfeld. Fiir zwei vorgegebene Funktionen f, g
kénnen wir also (fiir jeden Punkt x) zwei Vektoren X;(x), X, (x) und daraus wiederum
die Zahl w?(Xf(x), X4(x)) produzieren. Die oben angekiindigte Alternativdefinition der
Poissonklammer lautet:

f,9:T = R:{f g} =w’(Xy Xy),

(wobei fiir zwei beliebige Vektorfelder X, Y die Funktion w?(X,Y) in naheliegender Weise
durch w?(X,Y)(x) = w?(X(x), Y(x)) definiert ist.)

Aufgabe: Zeigen Sie, daf diese Definition mit der oben gegebenen iibereinstimmt.

Mit dieser Definition kénnen wir den oben erwdhnten Zusammenhang zwischen der Ha-
miltonfunktion H und dem Hamilton’schen Vektorfeld noch einmal unabhéngig und koor-
dinatenfrei nachrechnen. Zunéchst ist #; = {H, z;}, wobei xz; auf der rechten Seite die Be-
deutung einer gewohnlichen Phasenraumfunktion (der i-ten Koordinatenfunktion ndmlich)
hat. Es folgt

i’i = {H, 1‘2} = WQ(XQC“XH) = dmiXH = (XH)u

wobel wir im letzten Gleichheitszeichen die allgemeine Identitét (vgl. Seite 130) dx;v = v;
verwendet haben.

Bevor wir auf die Frage eingehen, wozu die Poissonklammern gut sind, stellen wir
ihre wesentlichsten Eigenschaften zusammen. Fiir beliebige Funktionen f,g,h : ' —
R und Konstante ¢, d € R ist

> {f.9} = —{g, } (Antisymmetrie).

> {cf +dg,h} =c{f, h} + d{g,h} (Linearitét).

> {c, f} =0.

> {fg,h} = f{g,h} + {g,h}f (Produktregel’).

> {f,{g,h}} + {9, {h, f}} +{h,{f,9}} = 0. (Jacobi Identitit).

Die ersten drei Eigenschaften sind unmittelbare Konsequenzen der Definition, die
vierte folgt aus der Produktregel. Fiir die sogenannte Jakobi Identitédt scheint es
keinen knappen Beweis zu geben. Man kann iiber algebraische Eigenschaften der
Ableitung argumentieren[5] (wobei der gedankliche Aufwand recht hoch ist) oder die
Identitéit mittels der Definition der Poissonklammer direkt nachrechenen. Letzteres
lauft auf eine ldngliche Rechnung hinaus. Da sie weder interessant noch schwierig
ist, wollen wir sie hier nicht reproduzieren.

Fiir eine (nicht explizit zeitabhéngige) Erhaltungsgrofie f ist {H, f} = 0. Eine in-
teressante Konsequenz ist, dafl fiir zwei gegebene Erhaltungsgrofien f und g auch
{f, g} erhalten ist:

d{f, g} = {H,{f.9}} "= ~{f, {9, H}} — {9, {H. [}} = 0.
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Man darf daraus jedoch nicht den Schlufl ziehen, daf§ sich aus einem Paar von Er-
haltungsgréoflen durch iterative Bildung von Poissonklammern eine ganze Sequenz
weiterer erhaltener Grofien generieren liele (zu schon um wahr zu sein). In der Regel
der Fille wird die Poissonklammer erhaltener Grofien verschwinden. Die resultieren-
de Null ist zwar auch erhalten, doch ist mit diesem Ergebnis wenig gewonnen.

Die Poissonklammern nehmen eine besonders einfache Form an, wenn man sie auf
den Koordinatenfunktionen selbst auswertet. Als direkte Konsequenz ihrer Definiti-
on ergibt sich:

{gi,q;} =0, {pi,p;} =0, {pi, a5} = 945 (4.5)

Eine leicht merkbare Kompaktschfassung dieser Gleichungen ist
{ZL‘Z‘,I‘]‘} = —IZ]

Schliefflich geben wir noch eine weitere fiir das praktische Rechnen mit Poissonklam-
mern niitzliche Darstellung an: Mit Oy f = (9, f, ..., 0, f) ist

{fag} = _8xfT[axg-

Auf die inhaltliche Rolle der Poissonklammern werden wir im folgenden Abschnitt
zuriickkommen.

4.2.4 Variationsprinzip

Fiir die konzeptionelle Entwicklung der Lagrange Mechanik hatte sich die Existenz
eines Variationsprinzips als niitzlich erwiesen. Gleiches gilt fiir die Hamilton Mecha-
nik. Da Lagrange- und Hamiltonfunktion miteinander iiber eine Legendretransfor-
mation in Beziehung stehen, liegt es nahe zu vermuten, dafl das fiir die Hamilton
Mechanik relevante Wirkungsfunktional aus dem der Lagrange Mechanik gleichfalls
durch Legendretransformation zu erhalten ist.

Wir gehen vom in Kapitel 2 definierten Wirkungsfunktional aus und unterziehen es
einer Legendretransformation:

t1 t1 f

to i=1

Auf der rechten Seite fungieren die Groéien (g;, p;) als unabhéngige Variable, d.h. das
Funktional S[x] bildet Phasenraumkurven ¢ — (q,p) = x in die rellen Zahlen ab.
Groflen wie ¢; = ¢;({gj,pj,t}) sind nachgeordnete Grofien, die wie oben allgemein
erldutert, iiber Koordinaten und Impulse auszudriicken sind. Die Randbedingungen,
unter denen das Funktional zu nehmen ist, lauten nach wie vor, q(ty) = qo, q(t1) =
q1, wobei qg und q; fest vorgegeben sind. M.a.W. das Funktional rechts entspricht
einem Variationsprinzip, bei dem iiber Phasenraumkurven v : ¢t — (q(t), p(t)) mit
festgehaltener Anfangs- und Endkoordinate variiert wird.
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Wie in der Lagrange Mechanik suchen wir nach Kurven (q(t), p(t) fiir die das Funk-
tional bei infinitesimaler Variation (q(t), p(t) — (q(t)+dq(t), p(t)+0p(t)) invariant
bleibt. Um die Notation kompakt zu halten, fithren wir die Rechnung fiir den Fall
eines Freiheitsgrades, f = 1, durch. Der allgemeine Fall rechnet sich vollstéandig
analog. Da p und ¢ unabhéngige Variable sind, kénnen sie auch unabhéngig variiert
werden. Variation nach dp fithrt auf:

t 0q OH
58 = / dt (q'ap+ p s — _5p) _
to ap

h dq OH dq
— dt [ gop — d e il =
/t O <q5p +(pdp) o p ) dp + pdp o

(Im zweiten Gleichheitszeichen haben wir partiell nach der Zeit integriert und ver-
wendet, dal d,¢ = 0.) Da diese Identitét fiir beliebiges dp gelten muB, folgt ¢ = 0,H,
die erste der Hamilton Gleichungen. Die Variation nach dq lauft vollig analog. Das
Ergebnis einer Rechnung, die wir nicht explizit auffithren wollen, ist der zweite Satz
Hamilton Gleichungen.

Aufgabe: Fiihren Sie die Variation nach §q explizit aus und generalisieren Sie die Be-
weisfithrung oben auf den Fall von f > 1 Freiheitsgraden.

Als Ergebnis dieses Abschnitts halten wir fest:

Das auf der Menge aller Phasenraumkurven t — x(t), q(to) = qo, q(t1) = @
definierte Funktional

t1 f
Slx] = /t dt (Zpi% - H(%PJ))

wird auf den Losungen der Hamilton Gleichungen extremal.

4.2.5 Kanonische Transformationen I: Definition

In der Formulierung und Anwendung der Lagrange Mechanik spielten Wechsel zwi-
schen verschiedenen Systemen generalisierter Koordinaten eine zentrale Rolle. Glei-
ches gilt fiir die Hamilton Mechanik. Tatséchlich ist in der Hamilton Mechanik
die Flexibilitdt der Koordinatenwahl noch erheblich grofier als in der Lagrange
Mechanik. Wahrend in letzterer der allgemeinst mogliche Koordinatenwechsel die
Form einer Abbildung q — q'(q,t) hatte, konnen in der Hamilton Mechanik Ko-
ordinaten und Impulse unabhéngig voneinander transformiert werden: (q,p) —
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(Q(q,p,t),P(q,p,t))* (Die Notation deutet an, da die Transformation explizit
zeitabhéngig sein kann.) In dieser zusétzlich gewonnenen Freiheit liegt einer der
grofiten Vorteile der Hamilton Formulierung. Eine gewisse Einschréankung besteht
jedoch darin, dafl in der Hamilton Mechanik nicht jede grundsétzlich mogliche Ab-
bildung (q, p) — (Q, P) auch physikalisch sinnvoll ist. ’Sinnvoll’ heifit hier, daf} sich
unter der Transformation die grundsétzliche Struktur der Hamilton Gleichungen
nicht &ndern darf. Die Unterklasse von Koordinatenwechseln fiir die das der Fall ist,
heifit "kanonisch’.

Def. (vorliufig): Eine (i.A. zeitabhéngige) Abbildung

gbt:l—‘ - P)

x=(q,p) — ¢&x)=X(x,1)=(Q(q,p,t),P(q,pt)),
H(x,t) — H'(X,t)

ist eine kanonische Transformation, wenn die in neuen Variablen ausgedriickten
Bewegungsgleichungen die Standardform

Qi - aPiH/7
Pl' = _aQiHlv
bzw. in Kurzform '
X =IoxH'

haben. Man muf3 hierbei beachten, dafl die neue Hamiltonfunktion H' i.A. nicht
durch H'(X) = H(X(x)) gegeben sein wird. Sie kann in durchaus komplizierterer
Weise mit der alten Hamiltonfunktion verkniipft sein. Einzig entscheidend ist, dafl
die kanonischen Gleichungen ihre Form behalten.

Bsp.: Austausch von Koordinaten und Impulsen

Ein einfaches Beispiel, an dem man sehen kann, dafl in der Hamilton Mechanik viel
mehr Raum fiir Koordinatenwechsel als in der Lagrangemechanik besteht, ist durch
folgende Transformation gegeben:

Q =P, P =q, Hl(Qa Pat) = H(q(Q7 P)v p(Qa P)7t)'

Diese Transformation ist kanonisch, denn es gilt

OH Op; .

,H/ = ! :—:—P

an 8p2 an q2 )
OH 0q; .

_H, = v = 7, = .
aPz aql aPZ p’l Ql

Andererseits macht diese Transformation etwas Seltsames: Sie tauscht Koordinaten
und Impulse einfach aus. Man sieht hieran, daf die Zuordnung (Koordinaten « Orte
im Raum, Impulse < Ortsédnderungen) in der Hamilton Mechanik ihre Bedeutung

4Wir folgen einer in der Literatur allgemein iiblichen Konvention und bezeichnen die neuen
Variablen mit Grofbuchstaben.
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vollsténdig verliert. Verallgemeinerte Koordinaten und Impulse sind vielmehr gleich-
berechtigte Elemente der Beschreibung eines mechanischen Systems. Ihr Bezug zu
anschaulich fa$baren Groflen ist weitgehend variabel. Einzig wichtig ist, daf§ diese
GroBen durch die kanonischen Relationen (4.5) miteinander in Bezug stehen. Aus
diesem Grunde gibt man manchmal die Bezeichnung 'Koordinaten’” und 'Impulse’
vollig auf und bezeichnet die ¢; und p; einfach als zueinander kanonisch konju-
gierte Grofien.

Das oben formulierte Kriterium legt fest, unter welchen Bedingungen eine Koordina-
tentransformation kanonisch ist, ist jedoch fiir praktische Zwecke nur sehr begrenzt
nutzbar: (i) ist es indirekt iiber die Bewegungsgleichungen formuliert (anstelle di-
rekt eine Bedingung fiir die Transformation x — X(x, t) anzugeben) und (ii) wissen
wir noch nicht, wie kanonische Transformationen systematisch konstruiert werden
konnen.

Diese Liicken sollen jetzt geschlossen werden. Die hierzu notige mathematische Auf-
wand ist nicht sonderlich hoch. Gedanklich jedoch, sind einige ziemlich anspruchs-
volle Schritte durchzufiihren. Fast alle bislang entwickelten Konzepte sind involviert.
Es ist sicher eine gute Idee, ausreichend Zeit in das Verstidndnis der gleich folgenden
Argumente gut zu inverstieren!

(Hamilton Gleichurgen) x 9X] extrema

r
1/ Gleichheit der Furktionale

(Hamilton GIeichurgen)x —~— gX] extrema

Abbildung 4.4: Zum inhaltlichen Bezug zwischen kanonischen Transformationen und
Variationsprinzip.

Der Weg zu einer direkten Beschreibung kanonischer Transformationen fiihrt iiber
das Variationsprinzip. Wir nehmen an, wir hétten eine Transformation x — X(x,t),
H(x,t) — H'(X,t) gefunden, so daf} in alten und neuen Koordinaten die kanoni-
schen Gleichungen gélten. Die Giiltigkeit der kanonischen Gleichungen in alten Koor-
dinaten bedeutet, dafl das (gleichfalls in alten Koordinaten formulierte) Wirkungs-
funktional S[x| auf den Losungskurven der Hamilton Gleichungen extremal wird
(vgl. Fig. 4.4). Aus der Kanonizitéit der Transformation folgt, daf§ die Darstellung
derselben Losungskurven (Erinnern Sie sich daran, dafi Losungskurven ein geome-
trisches, koordinatenunabhéngiges Objekt sind.) in neuen Koordinaten zu Losungen
der transformierten Hamilton Gleichungen fiihrt. Dies wiederum beinhaltet, dafl das
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in neuen Koordinaten ausgedriickte Funktional

t /
S’[X]:/t dt (ZPZ-Qi—H’(Q,P,t)> (4.6)

0

gleichfalls auf den Losungskurven extremal wird. Da dies unabhingig von den An-
fangsbedingungen und dem gewéhlten Zeitintervall [tg, ¢1] gilt, miissen die in neuen
bzw. alten Koordinaten dargestellten Funktionale (bis auf eine die Variation nicht
beriihrende Konstante) identisch sein:

S[x] = S'[X] + const. (4.7)

Diese Gleichung beinhaltet ihrerseits eine direkte Relation zwischen den die Funk-
tionale definierenden Integranden: Die maximale mit der Relation (4.7) vertrigliche
Abweichung zwischen den Integranden ist durch die Gleichung

f f
=1 =1

beschrieben, wobei die unter der totalen Zeitableitung auftauchende Funktion M,
im Prinzip, von alten und neuen Koordinaten sowie von der Zeit abhéngen kann,
M = M(q,p, Q,P,t). Integrieren dieser Relation iiber die Zeit liefert

t1
Sx| = 5'[X] +/ dtd; M = S'[X] + M(t;) — M(to)
to

Sofern M so gewahlt ist, dafl auf der durch q(t9) = qo, q(t1) = q definierten Kur-
venklasse® die Differenz M (t;) — M (ty) = const. eine die Variation nicht beriihrende
Konstante ist folgt (4.6), und die Addition der totalen Zeitableitung d;M zum In-
tegranden war zuléssig. Tatséchlich wird sich aus dieser Freiheit eine Methode zur
systematischen 'Erzeugung’ kanonischer Transformationen ergeben.

Aufgabe: Uberlegen Sie sich, warum aus (4.6) die Gleichung (4.8) folgt, d.h. warum keine
allgemeineren Beziehungen zwischen den Integranden moglich sind. Hinweis: Verwenden
Sie, daB (4.7) fiir beliebige Zeitintervalle [to, t1] Giiltigkeit haben mu$.

Gl. (4.8) stellt eine Beziehung zwischen den vier Koordinatenpaaren (q, p, Q, P) her.
Gleichungen dieser Art weden im folgenden des tfteren auftauchen, und man muf3
sich sehr genau klarmachen, wie sie zu lesen sind: Von den vier Koordinatensétzen
sind vermoge der Relation

X = ¢(x)

nur zwei unabhingig. Eine Gleichung der Art F(q,q,Q,P) = 0 kann daher als
F(q,p,Q(q,p,t),P(q, p,t) gelesen werden. Nun besteht aber ein grofler Spielraum

®Beachten Sie, daB sich aus q(to) = qo, q(t1) = a1 Q(to) = Q(qo, p(to),to) ergibt. Da im
allgemeinen p(tg) nicht fiir alle Kurven identisch sein wird, gilt also nicht Q(to) = Qo, Q(t1) = Q1
mit konstanten Qg 1. Mehr dazu unten.
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darin, welche zwei der insgesamt vier Sétze als unabhéngig gewihlt werden, ei-
ne Freiheit, die im folgenden eine Groflie Rolle spielen wird. Wir kénnen z.B. die
Relation zwischen x und X gemdl p = p(q,Q,t) und P = P(q,Q,t) eindeu-
tig auflosen und fortan q und Q als unabhéingige Variable in den zwischen al-
ten und neuen Koordinaten vermittelnden Gleichungen verwenden. Dies fiithrte auf
F(q,p(q,Q,%),Q,P(q,Q,t)) als vollig gleichwertigen Ersatz fiir die oben angege-
bene Relation.

Ein weiterer Punkt, der uns die Formulierung der gleich folgenden Schritte erleich-
tern wird, ist daB (4.8) als eine Gleichung fiir die vollsténdigen Differentiale der
beteiligten Funktionen umgeschrieben werden kann:

f f
> pidg — H(q,p.t)dt = Y PdQ; — H'(Q, P, t)dt + dM. (4.9)

i=1

Man kann sich diese Relation leicht heuristisch ’herleiten’: Ausgehend von (4.8)
schreiben wir alle Zeitableitungen I als dF/dt, und alle nichtdifferenzierten Funk-
tionen als G = G - dt/dt. 'Durchmultiplikation” mit dem im Nenner stehenden ’dt’
fithrt auf (4.9).

Info: Der ordentliche Beweis von (4.9) geht wie folgt. Wir betrachten eine Gleichung der
Art Y7, figr = 0, wobei die Zeitableitung entlang einer beliebigen Phasenraumtrajektorie
genommen ist. (Gleichung (4.8) ist von diesem Typ, bitte iiberlegen.) Ferner betrachten
wir die Paare (x,t) als Elemente als eines um die Zeit erweiterten f + 1-dimensionalen
Raums T'. In diesem Raum fiihren wir ein f + 1 komponentiges System von Koordinaten
(Y1,---,yf41) ein. (Man kénnte z.B. das System (q1,...,qf,p1,-..,pf,t) aber auch ein
ganz anderes verwenden.) Dann gilt:

f+1

=> fig = Zsz%yz Zfz 9y

l

wobei wir im letzten Schritt die Definition und Koordinatendarstellung des Differentials
(vgl. Seite 130f) verwendet haben. Da der Vektor ¢ durch Anderung der der betrachte-
ten Phasenraumtrajektorie zugrundeliegenden Randbedingungen beliebig geéindert werden

kann, folgt
> fidgi =0
l

als Gleichung fiir das Differential.

4.2.6 Kanonische Transformationen II: Erzeugende

Aufbauend auf Gleichung (4.9) kénnen wir nun explizite Ausdriicke fiir die Umrech-
nung ziwschen den Koordinatensétzen ableiten. Die Struktur dieser Formeln wird
wesentlich davon abhéngen, welche zwei der vier Koordinatensétze als unabhéngige
Variable gewéhlt sind.
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Variable q und Q unabhingig

Wir nehmen zunéchst an, q und Q seien als unabhéngige Variable gewéhlt. Aus
Griinden, die gleich klar werden, geben wir der so definierten Funktion M einen
eigenen Namen und setzen Mi(q, Q,t) = M(q,p(q,Q,1),Q,P(q, Q,t)t). Mit

f
8M1 aMl a]\41
dMy =) ( dg; + —dQ; ) dt
— 9q; 0Q; ot

ergibt sich

Mkﬁ

— 0y, M1)dg; + (—P; — 0g,M1)dQ;] + (H — H' — 9, M;)dt = 0.

=1
Diese Gleichung kann nur dann identisch erfiillt sein, wenn die die Differentiale
multiplizierenden Koeffizientenfunktionen verschwinden:

Di = 6ql.M1, PZ = —8QZ.M1, H = Hl — 6tM1.

Die ersten beiden Ausdriicke liefern eine Vorschrift, die, fiir gegebenes M, eine
explizite Umrechnung zwischen alten und neuen Koordinaten ermoglicht. Wir gehen
von dem ersten Satz von Gleichungen aus und losen nach Q auf®:

pl(q7 Q7 t) = aqiMl(qu Q7 t) ~> Ql(qu P, t)

In die zweite Gleichung eingesetzt ergibt sich damit

P2<q7 P, t) = Pz<q7 Q(q7 p, t)) = _8Q'L M1 |Q:Q(q,p,t)'

Da der Ausgangspunkt fiir diese Konstruktion die nach Koordinaten differenzierte
Funktion M ist, nennt man M; auch Erzeugende der kanonischen Transformation.
Eine direkte, zwischen alten und neuen Variablen vermittelnde Relation ergibt sich
durch zweimalige Differentiation der Erzeugenden:

dq.pj = aQia(Ile = aq]'aQiMl = _aqg'Pi'

Beachten Sie, daf§ diese Gleichung fiir eine kanonischen Transformation zwingend
erfiillt sein muB, also einen Test (nicht hinreichend aber notwendig) fiir Kanonizitét
darstellt.

Aufgabe: Verifizieren Sie explizit, daf die Variation des durch

t1
S'[X] + const. = / dt

to

f
(Z PQ;— H'(Q,P,t) + dtM1>

i=1

6Nach dem Satz iiber implizite Funktionen la8t sich genau dann nach Q; auflésen, wenn

api o 62M1
det (aczj) = det (aquj) 70




4.2. FORMALE MECHANIK 153

gegebenen Funktionals auf Losungen (Q,P) der 'neuen’ kanonischen Gleichungen ver-
schwindet. Achten Sie dabei in besonderer Weise auf Randterme (.. )|§é und zeigen Sie,
daf die kanonischen Gleichungen auch dann Giiltigkeit haben, wenn Q(to) und (Q(t1)

nicht konstant sind (vgl. die Fufinote auf S.150).

Variable q und P unabhéngig

Die Wahl von q und Q als unabhéngige Variable ist in keiner Weise zwingend. Wir
konnten uns z.B. entscheiden, stattdessen q und P als unabhéngig zu betrachten.
Nun ist in der alten Formulierung P; = dg,M;, d.h. der Wechsel von Q zu p als
unabhéngige Variable lduft auf eine Legendretransformation hinaus. Wir setzen

Ms(q, P,t) = My(q,Q,t) + Y | RiQs,

wobei die Gleichung wie bei Legendretransformationen iiblich so zu lesen ist, dafl
auf der rechten Seite Q = Q(q, P, t) als Funktion der neuen unabhéngigen Variable
ausgedriickt ist. Damit erhalten wir

f
8M1 8M1 8]\41
dM;y = E (—d% + ——dQ; + d(Pin‘)) + dt =
p— 0g; 0Q; ot

!
Z (pidg; — PdQ; + d(P,Q;)) + (H' — H)dt =

i=1

I
M~

(pidg; + Q:dP;) + (H' — H)dt =

i=1

I
M~

dq; + ——dP,
4 + i o

8]\/[2 8M2 aMQ
(Goaa+ Gprar) + 25 ar

T

1

wobei die letzte Zeile die Definition des Differentials ist, und die erste sich aus den
oben abgeleiteten Eigenschaften der Funktion M, ergibt. Vergleich der beiden letzten
Zeilen dieser Rechnung fithrt auf

Di zaqng, Qz :apng, H:H’—OtMQ.
Ahnlich wie oben bilden wir
8pl.pj = 8}32.8qu2 = aqjapng = 8%@2‘

und erhalten eine zweite Bedingung, die von kanonischen Transformationen erfiillt
sein mu$.

Wir bemerken noch, daf sich iiber M, die Identitatstransformation formulieren 148t:
Mit My (p, Q) = q - P ergibt sich ndmlich:
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Variable p und P unabhingig

Ausgehend von M; konnen wir eine Form der Erzeugenden angeben, die durch p und
P als unabhéngigen Variablen ausgedriickt ist. Da die Vorgehensweise komplett ana-
log zu der oben diskutierten Legendretransformation ist, geben wir die wesentlichen
Formeln komentarlos an:

Mit

M;(p,P) = (MQ((L P) - sz‘qz)
t a=q(p,P.t)
ergibt sich
dMs =Y (—qidp; + QudP;) + (H' — H)dt
und damit
¢ = —0Op, Ms, Q; = Op, M3, H = H'— 0;Ms,

sowie

Op,q; = —0p, Q.

Variable p und Q unabhingig

Eine letzte Klasse von Erzeugenden ergibt sich durch Legendretransformation auf
eine Funktion, die von p und Q als Variablen abhéngt.
Aus der Definition

M4(p7 P) = M3(q7 P) - Z Qsz

folgt
dMy =) (—qudp; — PdQ;) + (H' — H)dt,

was auf die bestimmenden Gleichungen
q; = _8piM47 PZ - _aQiMéla H = H, - 8tM47

und

fiihrt.

Es ist nicht leicht, sich in dem Dschungel aus vier verschiedenen Erzeugenden kano-
nischer Transformationen zurechtzufinden. Aus diesem Grunde stellen wir die wich-
tigsten Eigenschaften der Erzeugenden nocheinmal in einer Tabelle zusammen. (Die
Tabelle ist als Referenz gedacht, es ist nicht nétig, sie auswendig zu lernen.)

Alle Erzeugenden haben gemeinsam, dafl

> H' = H + 0,M;,

> det ( gjg) # 0, wobei z; und X; die unabhéngigen Variablen sind, und daf§

> jede iiber sie erzeugte Koordinatentransformation kanonisch ist.
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‘ Erzeugende H Unabh.Var. ‘ Generierte Variable ‘ Koordinatenrelationen
M,y Qi i pi = 04, My, P = =0, M 9q.p; = —0q, P
M, ¢, b pi = O Ma, Qi = Op, M Op,pj = 0, Qi
M; pi, B; G = —0p,M3,Q; = Op, M3 | Op,q; = —0,,Q;
M, pis Qi i = —Op My, Py = —0q, My | 0q,q; = Op, F;

Tabelle 4.1: Die vier Erzeugenden kanonischer Transformationen und ihre Eigen-
schaften

Bsp.: Harmonischer Oszillator via kanonische Transformation
Als Beispiel fiir die Losung eines mechanischen Problems iiber eine geeignete ka-
nonische Transformation betrachten wir noch einmal den harmonischen Oszillator.

Auf ) )
p mw= o
=2

om 2 ¢

wenden wir die durch o
Mi(a,Q) = "¢ cotan Q

generierte Transformation an. Aus der Tabelle liest man ab:
p = 0,M; = mwq cotan @), P =—-0gM, = %qz sin 2 Q.

Dies l6sen wir geméfl

q:\/isinQ, p=V2mwP cosQ

mw

auf. Mit H'(P, Q) = H(p(P, @), q(P,Q)) resultiert der einfache Ausdruck.
H =wP.

Damit ergibt sich

Q:w = Q) =wt+a,

P=0 = P{t)=p

16st. (Zwei freie Integrationskonstante, wie es fiir eine noch nicht iiber Anfangsbe-
dingungen festgelegte Losung sein muf.) Riicksubstitution in die alten Variablen
fithrt auf die altbekannte Losung

q=1/ %sin(wt+a).
mw

Ist diese Art den harmonischen Oszillator zu losen einfacher als die oben diskutier-
ten? Nein, denn die Hauptarbeit steckt im Auffinden der Erzeugenden M;, die oben
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einfach vom Himmel viel. Spéter werdern wir systematische Verfahren zur Berech-
nung von Erzeugenden kennenlernen.

4.2.7 Kanonische Transformationen III: Kriterien fiir Ka-
nonizitit

Aufbauend auf der letzten Spalte der Tabelle oben lassen sich eine Reihe von Kriteri-

en aufstellen anhand derer sich direkt priifen 1483t, ob eine gegebene Transformation

kanonisch ist oder nicht. 'Direkt’ bedeutet hier, daf§ es nicht notig ist, explizit die

Struktur der neuen Hamilton Gleichungen zu untersuchen. Vielmehr wird die die

Transformation vermittelnde Abbildung ¢ direkt untersucht.

Im Mittelpunkt der folgenden Untersuchungen steht die Jakobi Matrix der Abbil-

dung ¢, d.h. die Matrix 2f x 2 f-Matrix

aSL’Z’

0X;'

In einer nach Koordinaten und Imulsen differenzierenden Blockform nimmt T die

F
o 9 o
| 0Q OP
= dp  Op
oQ OoOP
an, wobei die Blocke f x f-Matrizen der Struktur dg,q; u.s.w. sind. Wie fiir Jakobi
Matrizen tiblich ist die Inverse der Matrix T ist durch

0X;
-1y _ 7
(T )U 8$’j

T, =

gegeben (denn es gilt ja §;; = g?’_ = %—fj%.) Wir behaupten nun:
J J

Eine Transformation ist genau dann kanonisch, wenn die Jakobi Matrizen T =
Ox,x; der vermittelnden Abbildung ¢ : x — X Elemente der symplektischen Grup-
pe Sp(2f) sind, d.h. die Bedingung

T7IT =1, (4.10)

erfiillen, wobei I die 2 f-dimensionale symplektische Eins ist.

Beweis der Hinrichtung: "Transformation kanonisch ~» T" symplektisch’: Hierzu for-
men wir die Behauptung zunéichst zu 7-! = —IT7T um und verwenden die letzte
Spalte von Tabelle 4.1:

(@)@
—ITT] = — 2Q 2Q _
0 0
—1y 7 o —1y
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() (R Y. [5% %

— 99 oP  oP

dq op
Beweis der Riickrichtung, "T' symplektisch ~» Hamilton Gleichungen strukturin-
variant’: Wir setzen voraus, dafl die Hamilton Gleichungen in alten Koordinaten
Giiltigkeit haben. Zu verifizieren ist, dafl in neuen Koordinaten X = I9x H', wobei
H' = h+ 0;M und M die Erzeugende der Transformation ist. Dazu transformieren
wir zunédchst die linke und rechte Seite der zu verifizierenden Gleichung separat auf

die alten Koordinaten zuriick. Fiir die linke Seite ergibt sich:
0X;

Oxj

und fiir die rechte

(IaxH/)Z = Ii]@XjH' = Iijaxj (H + atM) =
oH 8:51

J 8:1:1 3X]

+ ;07 x, M = (IT"0 H); + 9, (10x M);

Kombination dieser Gleichungen fiihrt auf die Forderung
T % + 0,X = ITTOH + 0,I0x M.
Die jeweils ersten Terme heben sich weg, denn es ist ja
0=%x—I0H=TYx—10,H) =T (x—~TIT 0, H) =T "% — IT 0, H.

Es bleibt also zu zeigen, dafl
8tX == atjaxM

Hierzu begeben wir uns in eine Darstellung in der ein alter und ein neuer Koor-
dinatensatz unabhéngig sind. Z.B. seien q und Q unabhéngige Variable, d.h. fiir
die Erzeugende ist die Form M = M; gewéhlt. In dieser Darstellung gilt (bitte gut
klarmachen) 0;Q) = 0 und zu verifizieren bleibt

815PZ' == —8t8QiM1.

Diese Gleichung ist aber (vgl. dritte Spalte von Tabelle 4.1) identisch erfiillt.
Kritiker konnten berechtigterweise einwenden, dafl wir beim Beweis der Behauptung
nicht nur von 7' € Sp(2f) sondern auch aktiv von den Eigenschaften der Erzeugen-
den der Transformation Gebrauch gemacht haben. Dem sei entgegengesetzt, dafl
diese Schwierigkeit nur fiir explizit zeitabhéngige Transformationen auftritt. Fiir ei-
ne zeitunabhéingige Transformation ist ;M = 0 und der behauptete Sachverhalt
148t sich ohne Riickgriff auf die Eigenschaften von M verifizieren. In einem strikten
Sinne gilt die Behauptung, so wie sie steht, also nur fiir zeitunabhéngige Abbildun-
gen ¢. Im zeitabhéngigen Fall miissen die oben verwendeten Zusatzeigenschaften der
Erzeugenden mit vorausgesetzt sein.
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Aus der Eigenschaft (4.10) lassen sich nun einige weitere leicht handhabbare Test-
kriterien fiir kanonische Transformationen ableiten. Wir betrachten die in neuen
Koordinaten ausgedriickte Poissonklammer

- (Of 99 Of 9y
{fodx=)_ <ag 0Q; 9Q, 33’)

i=1

zweier Funktionen f und g. Mit {f, g} x = —0% fI0xg und der Kettenregel
&rj

Oxif = 0X,

T
ergibt sich:

{f’g}X = —a)T(f]an - _(TTaxf)T-[TTaxg ==
= 0 fITITT0kg = =0y f1I0xg = {f,9}s

In Worten:

Die Poissonklammer zweier Phasenraumfunktionen f,g ist unter kanonischen
Transformationen invariant:

{f9}x =1/, 9}x. (4.11)

Tatséchlich gilt die Riickrichtung der Aussage bereits in einer sehr schwachen Form:

Wenn nur die Poissonklammer der Koordinatenfunktionen selbst forminvariant ist,

—I; = {X:, Xj}x = {Xi, X)), (4.12)

dann ist die Transformation x — X kanonisch.

Dieses Kriterium ist wirklich sehr leicht abzufragen. Mat hat lediglich die beziiglich
der alten Koordinaten gebildete Poissonklammer der neuen Koordinaten {X;, X;}x =
—8XXZ-T 104X zu bilden und zu testen, ob —I;; herauskommt. Falls ja, ist die Trans-
formation kanonisch.

Der Beweis der Aussage ist leicht. Man mufl die Forderung lediglich explizit hin-
schreiben:

0X; 7 0X; _

_[ij = {Xi7Xj}x = - aSL’l lm%

—(T il (T 1) jum =
= [ =717,

Wir haben also gezeigt, daf die Inverse der Transformationsmatrix 7" symplektisch
ist. Da aber Sp(2f) eine Gruppe ist, ist damit auch 7" selbst symplektisch. Das
wiederum bedeutet, dafl die Transformation kanonisch ist.

Wir fassen die vier in diesem und im vorangegangenen Abschnitt formulierten Kri-
terien fiir Kanonizitdt von Koordinatentransformationen noch einmal zusammen.
Eine Phasenraumtransformation ¢ : x — X ist kanonisch, wenn
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> sie die Struktur der Hamilton Gleichungen invariant ist,

> die Jakobimatrix T = g—; symplektisch ist,

> die Poissonklammern beliebiger Funktionen forminvariant bleiben, {f, g}x =
{f,g}x oder nur

> die Poissonklammern der Koordinatentransformationen selbst die kanonische
Form {X;, X;}x = —I;; haben.

Aufgabe: Rekapitulieren Sie nocheinmal die Argumentationskette iiber die wir die Aqui-
valenz der Kriterien gezeigt haben.

Damit ist unsere Analyse der Grundlagen der Hamilton Mechanik abgeschlossen.
Als néchstes miissen wir sehen, wie sich diese formalen Strukturen fiir die inhaltliche
Entwicklung der Theorie nutzbar machen lassen. Dies wir Gegenstand des néchsten
Kapitels sein. Zum Abschlufl dieses Kapitels diskutieren wir einen Satz, der inhaltlich
mehr in die statistische Mechanik gehort, aber aufgrund seines unmittelbaren Bezugs
auf die symplektische Struktur des Phasenraums bereits an dieser Stelle besprochen
werden soll.

4.2.8 Liouville’scher Satz

In Anwendungen der statistischen Mechanik hat man es nicht mit einzelnen oder
endlich vielen, sondern i.d.R. mit Ensembles von makroskopisch vielen Teilchen zu
tun. Zum Beispiel konnte man sich fiir die zeitliche Evolution der Molekiile eines
Gasstrahls interessieren, der unter hohem Druck durch eine Diise geschickt wird.
Vom Standpunkt der (statistischen) Mechanik aus gesehen, stellt sich die Situation
folgendermaflen dar:

> Die Bewegung jedes der (klassisch behandelten) Molekiile geniigt einer mecha-
nischen Bewegungsgleichung, deren detaillierte Struktur unbekannt ist.

> Die Zahl N der Molekiile ist groB, von der Ordnung 10%, > O(20).

> Die Anfangsbedingungen der Bewegung einzelner Molekiile sind weder be-
kannt, noch wire diese Kenntnis von grofiem Nutzen (denn wir sind ja an
der Bewegung des Systems als ganzes und nicht an einzelnen Molekiilen inter-
essiert.)

Wie geht man ein solches Problem an? Zunéchst einmal ist klar, dafl der Phasenraum
ein niitzliches Konzept bleibt, denn seine Struktur, speziell die geometrische Struk-
tur, ist von Details der Bewegungsgleichung unabhéngig. Dem vorangegangenen
Aufbau der Theorie entsprechend, kénnte man das System nun durch einen Punkt
im 6/N-dimensionalen Phasenraum eines N-Teilchen Systems beschreiben. Der sta-
tistischen Natur des Problems angepasster ist es jedoch, sich das Ensemble von N
Molekiilen als einen Schwarm von N Punkten im sechsdimensionalen Ein-Teilchen
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Phasenraum vorstellen. Anstelle jeden dieser Punkte einzeln zu betrachten — ohnehin
unmoglich — ist es besser, den Schwarm als ganzes {iber das Konzept einer Phasen-
raumdichte zu charakterisieren. Wir definieren p;(x)d(x) als die Zahl der Teilchen,
die sich zur Zeit ¢ im infinitesimalen Volumenelement d(x) = dq;dgedqsdp,dpsdps
befindet. Man kann sich p;(x) als eine Phasenraumfunktion vorstellen, die die in-
stantane Verteilung des Ensembles wiedergibt. Die Menge M; = {x|p:(x) # 0} aller
Punkt fiir die p; nichtverschwindend ist, definiert die Ausdehnung der Verteilung im
Phasenraum bzw. préziser, ihr Phasenraumvolumen (vgl. Figd.5.)

wEAﬂn

p(t)
r

Abbildung 4.5: Zum Liouville’schen Satz. Das Phasenraumvolumen der Verteilung,
angdeutet durch die umrandete Fliche, d&ndert sich im Laufe der Bewegung nicht.

In der Regel werden die Bewegungsgleichungen eines makroskopischen Vielteilchen-
systems so kompliziert sein, daf§ die zeitliche Evolution der Phasenraumdichte nicht
oder nur qualitativ bestimmbar ist. Es ist daher von besonderer Bedeutung, dafl un-
abhéngig von der Beschaffenheit des Ensembles und der Struktur der Vielteilchen-
Hamiltonfunktion eine Invariante der Bewegung existiert:

Satz (Liouville): Das Phasenraumvolumen V; eines Enesembles von Teilchen dndert
sich im Laufe der Bewegung nicht, d,V; = 0.

Anschaulich bedeutet dies, daf§ zwar die Form der Verteilung im Laufe der zeitlichen
Evolution &ndern kann, dafl dies jedoch so zu geschehen hat, daf§ das gesamte von
ihr im Phasenraum eingenommene Volumen ungeéndert bleibt. Das zentrale zum
Beweis dieser Aussage benotigte Konzept ist der oben eingefithrte Hamilton’sche
Flul. Innerhalb einer Zeit ¢ bewegt sich ein Phasenraumpunkt x(0) zum Punkt
x(t) = ®(x(0),t). Die durch die Verteilung zur Zeit t = 0 definierte Menge M;—
bildet sich auf die Menge M; = ®,(My) = {®(x,t)|x € My} ab (vgl. Fig.4.5.) Der
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Satz ist bewiesen, sobald es gelungen ist zu zeigen, dafl

voz/MOd<x>i/Mtd<x>:vt,

(wobei das letzte Gleichheitszeichen die Definition des Phasenraumvolumens zur
Zeit t darstellt.) Zum Beweis dieser Aussage bendtigen wir folgendes Lemma

Der Hamilton’sche Fluf3

o, :I' - T

x — O (x)

definiert eine symplektische Transformation des Phasenraums, d.h. es ist

0%} (x)
al‘j

€ Sp(2f).

Dieses Lemma ist nicht weniger bedeutend als die eigentlich zu beweisende Aus-
sage selbst. Durch die in der Zeit ¢ ablaufende Bewegung ist eine Transformation
®,; des Phasenraums definiert. Das Lemma besagt, dafl diese Transformation kano-
nisch ist. M.a.W., die Bewegung des Systems selbst kann als kanonische "Koordina-
ten’transformation aufgefasst werden. Diese Aussage wirft eine Reihe interessanter
Fragen auf, z.B. die nach der Erzeugenden der Transformation ®;. Im néchsten
Kapitel werden wir auf diesen Punkt zurtickkommen.

th """"""""""""""""""""""""""""""""" -~
Jo X
X LT
\ N / N \
/

S ,./V\\
X(O) \\ / CD&: /
7 /

By

Abbildung 4.6: Hamilton’scher Flufl als Hintereinanderschaltung infinitesimaler
Fliise dargestellt.

Beweis (des Lemmas): Zum Beweis des Lemmas reicht es aus, den Fluf§ &y fiir
infinitesimales ¢ zu untersuchen. Der Grund ist, dal man sich den Fluf fiir endliche
Zeiten t als Produkt

D, = Dy ... Dy

vieler hintereinandergeschalteter infinitesimaler Fliifise vorstellen kann. Sobald ge-
zeigt ist, dafl die durch &4 generierte Transformation symplektisch ist, ist auch ®;
selbst, als Hintereinanderschaltung kanonischer Transformationen, symplektisch.
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Aufgabe: Zeigen Sie, daf fiir zwei kanonische Koordinatenwechsel, ¢; : x — ¢;(x), i = 1,2
die Verkettung ¢; o ¢o ihrerseits kanonisch ist. Hinweis: Stellen sie die Jakobimatrix der
Gesamttranformation {iber die (symplektischen) Jakobimatrizen der Teiltransformationen
dar und verwenden Sie die Gruppeneigenschaft.

Das Arbeiten mit dem inifinitesimalen Fluf} ist deswegen vorteilhaft, weil ®5 = id.
dicht bei der Einheitsabbildung liegt. Fiir infinitesimales d¢ kann in linearer Ordnung
um t = 0 entwickelt werden und wir erhalten

Dsi(x) = x(t = §t) = x + %0t + O(6t*) = x + [0, H + O(6t%).

Damit ergibt sich fiir die dem infinitesimalen Flufl zugeordnete Transformationsma-
trix .
@’l

(T Ny =5"=0

dx; (@i + 130y, H) = 05 + 1,02, H

Tix )

bzw. in kompakter Form
T' =1y + IR,

wobei die symmetrische Matrix R = {aixjH }. Wir erinnern daran, daf alle Formeln
nur bis zu linearer Ordnung in §t Giiltigkeit haben. Es folgt

TIT = (135 + TR I(195 + [ Rt) =
= (loy — RISt)I (15 + IRGt) = I + (—RII + II1R)§t + O(6t%) =
=1+ O(5t?),

womit gezeigt ware, dafl der infinitesimale Flufl in der Tat symplektisch ist.

Nach dieser Vorarbeit ist der Beweis des Liouville’schen Satzes einfach. Wir verwen-
den ein Standardergebnis der Analysis, nach dem stetig differenzierbare bijektive
Abbildung p:x—y

dy
dly) = / —ld(x
[ 1= [ o]0
Angewandt auf die Abbildung ®; ergibt sich:
8(I)t (X)

%:Aﬂ@ﬁé%ﬂ@f&

wobei wir im entscheidenden vorletzten Gleichheitszeichen die Eigenschaft det M =
+1 jeder symplektischen Matrix M benutzt haben. (Aus MTIM = I und dem
Determinantenmultiplikationssatz folgt det M det MT = (det M)?> = 1 = det M =
+1.). Damit ist der Liouville’sche Satz bewiesen.

|00 = [ =,

4.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Hamilton Mechanik als nach der Newton- und Lagran-
ge Mechanik dritter grofler Zugang zur klassischen Mechanik entwickelt. Es stellte
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sich heraus, da} die Hamilton Mechanik eine Vielzahl von Parallelen zur Lagran-
ge Mechanik aufweist, eine Tatsache, die sich schon daraus erklart, dafl die fiir die
Theorieentwicklung zentrale Hamiltonfunktion durch Legendretransformation aus
der Lagrangefunktion hervorgeht. Die Bewegungsgleichungen beider Zugénge lassen
sich ’direkt’ oder {iber Variationsprinzipien herleiten. Sowohl in der Lagrange- als
auch in der Hamilton Mechanik besteht weitgehende Freiheit in der Wahl proble-
mangepasster Koordinaten. Dariiberhinaus gibt es noch eine Reihe von Parallelen
auf die wir aus Zeitmangel nicht haben explizit eingehen konnen. Z.B. gibt es in der
Hamilton Mechanik dhnlich wie in der Lagrange Mechanik einen hochentwickelten
Mechanismus {iber den sich ein direkter Bezug zwischen Symmetrien und Erhal-
tungsgrofen herstellen und fiir Problemlésungen nutzbar machen 1483t.

Einer der zentralen Unterschiede zwischen den Zugéngen besteht in ihrem Trans-
formationsverhalten unter Koordinatenwechseln. Wéahrend in der Lagrange Mecha-
nik lediglich die 'Lagekoordinaten’ ¢; transformierbar waren — dies allerdings vollig
unbeschrankt — besteht in der Hamilton Mechanik viel gréflerer Spielraum. Koor-
dinaten und Impulse sind frei ineinander transformierbar, was allerdings mit dem
Preis zu bezahlen ist, dafl nicht jede denkbare Transformation physikalisch sinnvoll
(kanonisch) ist. Der bei weitem groite Teil der in diesem Kapitel geleisteten Arbeit
wurde in die Ausarbeitung von Kriterien fiir Kanonizitit von Phasenraumtransfor-
mationen investiert. Bis jetzt haben wir, abgesehen vom notorisch immer wieder
auftauchenden Beispiel des harmonischen Oszillators, freilich noch nicht gesehen,
wozu die in der Hamilton Mechanik realisierte Flexibilitit bei der Koordinatenwahl
tatsdchlich niitzlich ist. Diese Liicke soll im néchsten Kapitel geschlossen werden.
Ein zweiter Unterschied zwischen Lagrange und Hamilton Mechanik ist, daf in letz-
terer geometrische Aspekte in den Vordergrund treten. Uber die symplektische Bi-
linearform w? wird der Phasenraum der Hamilton Mechanik zu einem Raum mit
einer starken geometrischen Struktur. Uber diese Struktur lieBen sich Beziehungen
zwischen verschiedenen Objekten mit geometrischer Signifikanz, Funktionen, Kur-
ven, Vektorfeldern u.i. herstellen. Bislang hat sich die Bedeutung geometrischer
Konzepte in der Mechanik nur angedeutet, z.B. in Form der oben diskutierten Pha-
senraumportraits oder der "Fliisse’ mechanischer Bewegungen. Im folgenden Kapitel
wird die zentrale Rolle der (Phasenraum)Geometrie in der modernen Mechanik da-
gegen voll sichtbar werden.
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Kapitel 5

Stabilitit und Chaos

In Kapitel 1 wurde, bereits unter Riickgriff auf die Hamilton’sche Formulierung,
gezeigt, dafl mechanische Bewegungsgleichungen lokal stets eine eindeutige Losung
besitzen. Lange Zeit hat man ohne grof3 Fragen zu stellen, daraus den Schlufl ge-
zogen, dafl die Existenz von Losung auch ’im Groflen’ garantiert ist. Auch wenn
sich die Bewegungsgleichugen nur in den wenigsten Féllen explizit werden losen
lassen, so kann man ja doch wenigstens im Prinzip durch ’Aneinanderhingen’ lo-
kaler Losungen eine globale Losung konstruieren. Eine ganz andere Frage ist, ob
das so erdachte Losungsschema, selbst wenn es sich praktisch realisieren liefle, zu
physikalisch sinnvollen Resultaten fithrt. Ein Kriterium fiir 'physikalisch sinnvoll’
ist z.B., dafl zwei Losungen, deren Anfangsbedingungen infinitesimal dicht beiein-
ander liegen, im Laufe ihrer Evolution auch benachbart bleiben (Fig. 5.1, links).
Da sich Anfangsbedingungen namlich niemals mit der Prézision eines mathemati-
schen Punktes vorgeben'lassen, wire anderenfalls (Fig. 5.1, rechts), abgesehen von
der schieren Existenzaussage, die Evolution der Losungen nicht vorhersagbar. Sy-
steme mit solchem singuldren Verhalten nennt man nichtintegrabel (fiir eine prézise
Definition des Begriffs, siehe unten).

@

B r

Abbildung 5.1: Phasenraumevolution eines integrablen (links) und eines nichtinteg-
rablen Systems (rechts). Im letzteren Fall ist selbst préaziser Vorgabe von Anfangsbe-
dingungen die Phasenraumevolution der Losungskurven nicht vorhersagbar; Bereits
infinitesimale Abweichungen der Anfangsbedingungen fiithren zu auf grofien Skalen
divergierenden Losungskurven.

'Das maximale Auflésungsvermégen im Phasenraum ist durch die Quantenmechanik limitiert.
Aufgrund der Unschirferelation lassen sich auf Skalen unterhalb des Phasenraumvolumens dV = hAf
keine Strukturen mehr auflsen (% : Planck’sches Wirkungsquantum).
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Frither war man, ohne es explizit auszusprechen, der Ansicht, das solch 'pathologi-
sches” Verhalten in der Physik nicht realisiert ist. Heute weifl man, dafl das Gegenteil
der Fall ist; die nichtintegrablen Systeme sind gegeniiber den Integrablen bei wei-
tem in der Mehrzahl. Gegenstand dieses Kapitels ist eine erste und notgedrungener
Maflen sehr oberflichliche Einfithrung in das moderne Gebiet der Dynamik nichtin-
tegrabler Systeme.

5.1 Beispiele Nichtintegrablen Verhaltens

Vor der systematischen Analyse nichtintegrabler Systeme ist es sinnvoll, sich anhand
einiger Beispiele einen gewissen qualitativen Eindruck von ihren Eigenschaften zu
verschaffen. Wie eben schon gesagt, ist Nichtintegrabilitéit eine in der Mechanik
oft anzutreffendes Erscheinung. In diesem Abschnitt, wie auch im Rest des Ka-
pitels, wollen wir uns auf die Betrachtung nichtintegrabler konservativer Systeme
beschrénken. Eine vollstdndige Diskussion der Physik nichtintegrabler Systeme er-
forderte unbedingt den Einschluss dissipativer Systeme (vgl. Abschnitt 1.5); einige
der wichtigsten und faszinierendsden Erscheinungsformen nichtintegrablen Verhal-
tens sind in diesem Bereich realisiert. Um die Diskussion jedoch nicht zu sehr aus-
zudehnen, wollen wir uns auf die Physik konservativer Systeme beschréinken.

5.1.1 Das Henon-Heiles System

Einen ersten Eindruck von den gegeniiber den bislang studierten integrablen Sy-
stemen dramatisch gednderten Eigenschaften nichtintegrabler Systeme kann man
bereits anhand eines sehr einfachen Beispiels bekommen. Wir betrachten die schein-
bar harmlose Hamiltonfunktion
1 1
H =St +p;+di +6) + 66 — 30

Dieses System wurde 1964 von Henon und Heiles zur einfachen Modellierung der
Bewegung von Sternen in einem galaktischen Potentialfeld eingefiihrt. Seine zweidi-
mensionale Potentialfunktion

V(g q2) = %(Qf +a3) +aiaz — %QS’
ist in Figur 5.2 dargestellt.
Die Hamiltonfunktion H beschreibt ein konservatives System mit Energieerhaltung.
Fiir kleine Werte der Energie E nehmen die Koordinaten g; kleine Werte an und die
kubischen Terme in der Potentialfunktion sind vernachléssigbar. In diesem Regime
ist V(q1,q2) ~ (¢?+4q3)/2 die Uberlagerung zweier harmonischer Oszillatorpotentiale
und das System ist integrabel

Aufgabe: Bestimmen Sie die allgemeine Form der Losungskurven des durch die Hamil-
tonfunktion

1
H = 5(p?+p§+(ﬁ+qg)
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Abbildung 5.2: Potentialfunktion des Henon-Heiles Systems.

beschriebenen zweidimensionalen harmonischen Oszillators.

Fiir ansteigende Energie beginnen die anharmonischen Potentialbeitrige eine Rol-
le zu spielen, und das Problem ist nicht mehr elementar l6sbar. Ein wesentlicher
Beitrag zum physikalischen Versténdnis dieses Systems mit f = 2 Freiheitsgraden
wire geleistet, wenn es geldnge, seine Bewegung im vierdimensionalen Phasenraum
in irgendeiner Weise zu veranschaulichen. Tatséchlich gibt es ein Methode, die es
gestattet, Elemente der Bewegung der Phasentrajektorien beliebiger f > 1 dimensio-
naler Systeme im 2 f-dimensionalen Phasenraum in einfacher Weise zu visualisieren.

_—
——
P T |
T
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Abbildung 5.3: Veranschaulichung einer surface of section A. Dreidimensional dar-
gestellt: Phasenraumtrajektorie eines Systems mit f = 2 Freiheitsgraden auf der
dreidimensionalen Mannigfaltigkeit konstanter Energie.

Die Idee ist in Figur 5.3 fiir den Fall f = 2 visualisiert. Die Bewegung eines autono-
men Systems mit f = 2 spielt sich auf einer dreidimensionalen, durch £ = const. de-
finierten Untermannigfaltigkeit des vierdimensionalen Phasenraums ab. (Fir f > 2
hat diese sogenannte 'Energieschale’ Dimensionalitét 2f — 1.) Wir denken uns nun
durch diese Mannigfaltigkeit eine zweidimensionale Ebene A hindurchgelegt. Die
Phasenraumtrajektorien x(¢) des Systems stechen im Laufe der Zeit ¢ immer wieder
durch diese Ebene hindurch. Die Auftragung dieser Schnittpunkte liefert ein zweidi-
mensionales Diagramm, das man allgemein als eine surface of section bezeichnet.



168 KAPITEL 5. STABILITAT UND CHAOS

Anhand solcher Diagramme kann man sich gut einen qualitativen Eindruck vom
Charakter mechanischer Bewegungungen verschaffen.

() Py

Abbildung 5.4: Surface of section fiir das Henon-Heiles System.

Eine surface of section des Henon-Heiles Systems ist in Figur 5.4 fiir drei verschie-
dene Werte der Energie abgetragen. Als Koordinaten der Ebene sind die Phasen-
raumkoordinaten y = ¢ und p, = p, gewdhlt. In Teil (a) der Figur ist £ = 1/12
gewahlt. Fiir diesen Energiewert ist die Bewegung durch die harmonischen Beitréige
zum Potential bestimmt und ihrem Charakter nach integrabel. Die fiir (Kurven
verschiedener Anfangsbedingung) aufgetragenen DurchstoBpunkte liegen auf glat-
ten Kurven. (Es sind so viele Punkte aufgetragen, daf keine einzelnen Punkte mehr
sichtbar sind und die Kurven wie durchgezogen aussehen.). In Teil (b) der Abbil-
dung ist ein groflerer Energiewert F = 1/8 zugrundegelegt. Offensichtlich sind zwei
verschiedene Bewegungstypen realisiert. Fiir einen manche Anfangsbedingungen ist
die Bewegung immer noch reguldr, in dem Sinne, dafl die surface of section eine
glatte Kurve liefert. Daneben jedoch ist ein Schwarm anscheinen vollig irregulérer
DurchstoBpunkt (generiert von einer einzigen Kurve) aufgetreten. Dies ist unser er-
stes Beispiel fiir komplett irregulére, chaotische Dynamik. Fiir noch grésere Energie,
E =1/6, Teil (c) ist jedwelche Regularitat verschwunden und das System komplett
chaotisch.
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Der hier fiir das Henon-Heiles System Ubergang von integrabler zu gemischt integrabel-
chaotischer bis hin zu komplett chaotischer Dynamik ist fiir eine Vielzahl von Sy-
stemen charakteristisch.

5.1.2 Nichtintegrabilitit im Sonnensystem

Die Planetenbahnen gelten gemeinhin als Beispiele sehr regelméfiger, mit hoher
Genauigkeit periodisch ablaufender Bewegungen. Wahrend dies fiir die gréferen
Himmelskorper des Sonnensystems auch (nédherungsweise) der Fall ist, hat man in
letzter Zeit entdeckt, dafi neben reguldren Bewegungsformen in verbliiffend groflier
Zahl auch irregulire, nichtintegrable Bewegungstypen im Sonnensystem realisiert
sind. Der Grund fiir diese Abweichungen liegt zum einen darin, daf3 die Bewegung
der Himmelskorper in der Regel einem {iberaus komplizierten Kraftgesetz unterwor-
fen ist. Wahrend sich die Bewegung eines schweren Planeten, der Erde z.B., in guter
Néherung auf das Zweikorpersystem Erde/Sonne, und damit auf ein integrables Sy-
stem reduzieren lafit, ist die Situation bei kleineren Himmelskérpern komplizierter.
Z.B. zeigt sich, dal die Bewegung von Asteoriden z.T. ganz wesentlich durch die
Gravitationskraft der Sonne und der schweren Planeten des Sonnensystems beein-
fluBt ist. In diesem Fall hat man es mit einem Mehrkorperproblem zu tun, das je
nach Lage seiner physikalischen Parameter integrabel oder nichtintegrabel sein kann
(s. unten.) Es ist interessant, dafl die Stabilitdt der Bewegung des Sonnensystems
als ganzes bis heute nicht abschlieend bewiesen ist (auch wenn die Erfahrung der
letzten vier Milliarden Jahre natiirlich dafiir spricht.)

Eine zweite Quelle fiir nichtintegrables Verhalten ist, dal eine Reihe kleinerer Him-
melskorper nur in sehr diirftiger Naherung kugelformig sind. Abgesehen von den
ohnehin irreguléar geformten Asteoriden gibt es auch einige Monde, den Saturnmond
Hyperion z.B., deren Form wesentlich von der einer Kugel abweicht. Wenn ein solches
unregelméfiges Objekt einer Gravitationskraft ausgesetzt wird, kann es zu nichtinte-
grabler Bewegung kommen. Am Beispiel des eben erwéhnten Saturnmondes wollen
wir diesen Typus irregulérer Bewegung etwas genauer untersuchen.

Der Sturnmond Hyperion ist von der Sonde Voyager 2 vermessen worden, mit dem
Ergebnis, daf} es sich um einen asymmetrischen Kreisel der Abmessungen

190 km x 145km x 114 km

bei einer Unsicherheit von £15 km handelt. Die Besonderheit dieses Mondes ist,
daB er keine schon regelméflige Trabantenbewegung um Saturn herum durchfiihrt,
sondern sich vielmehr in einer chaotischen, torkelnden Weise um seinen Mutterpla-
neten herumbewegt. Im Laufe eines Umlaufs dndert sich die Orientierung seines
Hauptachsensystems dabei in irreguldrer und unvorhersehbarer Weise.

Wie oben schon angedeutet, riithrt die Irregularitit der Bewegung aus einem Wech-
selspiel des assymmetrischen Trigheitstensors von Hyperion und der durch Saturn
verusrsachten Gravitationskraft her. Eine einfache Moglichkeit, die Situation zu mo-
dellieren, ist in Fig. 5.5 angedeutet. In erster Naherung bewegt sich der Mond auf
einer Keplerellipse um das durch Saturn repréasentierte Kraftzentrum S. Die Assym-
metrie von Hyperion simulieren wir durch ein einfaches zweidimensionales Modell,
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Abbildung 5.5: Zur Erkldrung der Bewegung des Saturnmondes Hyperion.

in dem seine Massenverteilung durch vier kreuzartig angeordnete Massenpunkte
1,2, 3,4 gleicher Masse. Ziel ist es, die Torkelbewegung des Mondes, d.h. in unserem
zweidimensionalen Modell seine Drehbewegung um die auf der Papierebene senk-
recht stehende 3-Achse durch den Schwerpunkt zu beschreiben. Wir fassen hierzu
Hyperion als einen starren Koérper und betrachten seine Bewegungsgleichung

L3 - N37

wobei L der Drehimpuls des Mondes beziiglich seines Schwerpunkts und N das von
auBen angreifende Drehmoment ist. Fiir die 3-Komponente des Drehimpulses gilt
die allgemeine Identitédt L3 = Isws = [5w;, wobel I3 das Haupttragheitsmoment
um die 3-Achse und ws die 3-Komponente des Drehvektors ist. Wir haben hier
verwendet, daf§ in unserem zweidimensionalen Modell die Drehung um die 3-Achse
verlauft und damit die 3-Komponenten aller Groflen im korperfesten und raumfe-
sten Bezugssystem zusammenfallen (bitte iiberlegen). Fiir die 3-Komponente des
Drehvektors setzten wir ws = 6 an, wobei 6 den von der Haupttragheitsachse 12 und
der groflen Halbachse der Keplerellipse eingeschlossenen Winkel bezeichnet. Aus der
allgemeinen in Abschnitt 3.4.1 angegebenen Formel fiir die Haupttragheitsmomente
folgt (bitte tiberlegen) Iy = 2 (I}, + [3,), wobei [;; den Abstand zwischen den Mas-
senpunkten ¢ und j bezeichnet. Die 3-Komponente des Drehmoments schliellich

berechnet sich geméf3
4

N3 = Z(rz X Fy)s,
i=1
wobei r; die Lagekoordinate des Massenpunktes ¢ beziiglich des Hyperion-Schwerpunkts,
F; = —mMg(R+r;)|R+r1;| 2 die Gravitationskraft und M die Saturnmasse ist. Wir
zerlegen N3 = Nélz) + N§34) in zwei Beitrage, wobei N?E” ) das auf die Massenpunkte
(1j) wirkende Drehmoment ist. Aus r; = —r, folgt

(12)_ R+r1 R—I'l -
Ny = —mig ( . <|R+r1\3 - |R—r1|3)) =
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wobei wir verwendet haben, dafl r; < R. Mit
1 ) 1
(ri xR)3 = 5112Rsma, r-R= 5112Rcosa
sowie a = ¢ — 0 und 2sin 5 cos § = sin(203) ergibt sich
N?Eu) ~_
Eine analoge Rechnung fiir den Beitrag N§34) fithrt auf
3 By — B4

N3 ~ —ZmMg 73 sin(2(0 — ¢))

und damit auf die Bewegungsgleichung

G 3 et =l sin(2(6 — ¢(t)))
4 g LR(t)? |

wobei die Notation andeutet, dal auf der rechten Seite die sich aus der Losung der
Keplergleichung ergebende Bahnkurve R(t), ¢(t) zu substituieren ist.

30

Abbildung 5.6: Transversalschnitt der Bewegung des Hyperion. Erkldrung der Ach-
sen, siehe Text.

Fiir den Fall einer Bahnkurve mit verschwindender Exzentrizitit, ¢ = 0 ~ R(t) =
const, ¢(t) = wt, w = const, laBt sich die Zeitabhéngigkeit der rechten Seite elimi-
nieren (bitte nachrechnen) und die Bewegungsgleichung ist integrabel. Fiir den Fall
nichtverschwindender Exzentrititdt jedoch, kann die Gleichung nicht mehr geltst
werden. Eine numerische Analyse zeigt, daf}, in Abhéngigkeit von den gewéhlten
Parametern, sowohl regulire Losungen als auch anomale Losungen mit irregulérem
und unvorhersagbarem Verhalten des Orientierungswinkels 6 existieren. Dieser Sach-
verhalt ist in Fig.5.6 dargestellt, wo fiir jeden Durchgang des Perihels (Winkel ¢ = 0)
der Orientierungswinkel 6 und die Winkelgeschwindigkeit 6 aufgetragen sind.
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Ahnlich wie beim Transversalschnitt fiir das Henon-Heiles System identifiziert man
Bereiche verschiedener Struktur. Wie dort entsprechen die linienartigen Gebilde Re-
gimes integrabler Dynamik. Die 'verschneiten’ Gebiete entsprechen Regimes vollaus-
gepriagten Chaos. Zwischen diesen Extremféllen existieren kompliziert strukturierte
Bereiche des Ubergangs von integrablem zu chaotischen Verhalten.

Jiingere Untersuchungen haben gezeigt, daf die Geschichte der Bewegung des Hype-
rion ungefidhr wie folgt aussieht. In der Friihzeit des Sonnensystems hatte der Mond
eine hohe Eigenrotationskomponente 0 entsprechend einem Bereich, der 'oberhalb’
des in Fig.5.6 dargestellten Fensters liegt und integrabel war. Im Laufe der Zeit
richtete sich (i) die Drehachse senkrecht zur Bahnebene auf (was das oben verwen-
dete einfache Modell rechtfertigt) und (ii) senkte sich die Eigendrehgeschwindigkeit
aufgrund des Wirkens sogenannter Gezeitenkréfte ab. Schliellich trat Hyperion in
einen Bereich chaotischer Dynamik ein und die Drehbewegung wurde innerhalb von
Tagen (!) vollig irregulér.

Abbildung 5.7: Transversalschnitt der Bewegung der Marsmonde Deimos (links) und
Phobos (rechts).

Es ist instruktiv, die Bewegung des Hyperion mit der zweier dhnlich assymetrischer
Monde, ndmlich der Marsmonde Deimos und Phobos zu vergleichen. Die Bahnkurven
beider Monde haben wesentlich kleinere Exzentrizitdten als die des Hyperion, und
dementsprechend eine schwécher ausgeprigte Tendenz zu chaotischem Verhalten.
Der dunkle Klecks in der Mitte des Transversalschnitts von Deimos entspricht der
sogenannten Synchronphase, bei der sich die Orientierung des Mondes synchron mit
seinem Umlaufwinkel dndert (wie bei unserem Mond, der der Erde immer das glei-
che Gesicht zeigt.) Am Transversalschnitt von Phobos 148t sich schon die Struktur
der Zwischenbereiche zwischen chaotischen und integrablen Gebieten Erkennen. Be-
achten Sie, dal in der Ndhe der Grenzen integrabler Gebiete (also von Gebieten mit
geschlossenen kurvenartigen Strukturen) eine Tendenz zur Ausformung geschlosse-
ner Kurven kleinerer Grofle besteht. Dahinter verbirgt sich ein allgemeines Prinzip,
dafl weiter unten untersucht werden soll. Die Monde Deimos und Phobos torkeln
heute nicht mehr haben aber vermutlich einmal eine solche Phase durchgemacht.
Man schétzt, dal sie bei Deimos 100 Mio. Jahre, bei Phobos ca. 10 Mio. Jahre
gedauert hat.

Eine weitere Form chaotischer Bewegung im Sonnensystem 148t sich an verschiede-
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Abbildung 5.8: Zur Beinflussung der Bewegung des Asteroidengiirtels durch Jupiter.

nen Asteoridengiirteln beobachten. Die Bewegung der Asteoriden des zwischen Mars
und Jupiter angesiedelten Asteoridengiirtels, z.B. ist wesentlich durch die durch Ju-
piter ausgeiibte Gravitationskraft beeinfluit (vgl. Fig. ??7.) Das die Bewegung eines
Asteoriden dieses Giirtels beschreibende Hamilton’sche System héngt wesentlich von
zwei Parametern, der Umlaufsfrequenz w; des Asteoriden um die Sonne und die Um-
laufsfrequenz ws von Jupiter um die Sonne ab. Weiter unten werden wir zeigen, dafl
die Bewegung eines durch zwei eingepriagte Frequenzen gekennzeichneten dynami-
schen Systems dann instabil wird, wenn sich die zwei Frequenzen wy/ws = n/m, in
rationalem Verhéltnis befinden. Die Auswirkungen dieser Instabilitéat auf die Aste-
roidenpopulation sind in Fig. ?? dargestellt. Man sieht, daf} die Population der
Asteoriden in der nihe rationaler Frequenzverhéltnisse tatsichlich drastisch redu-
ziert ist. Der Grund ist, daf fiir diese Frequenzverhéltnisse ist die Bewegung instabil
ist, und die in Frage kommenden Asteoriden dazu tendieren, aus ihrer Bahn her-
auszukatapultieren. Einschrankend ist zu sagen, dafl neuere Forschungsergebnisse
darauf hinweisen, dafi die Populationsliicken kompliziertere Ursachen als die unten
diskutierte rationale Frequenzinstabilitit haben konnten. Fiir eine ausfiihrlichere
Diskussion dieses Sachverhalts, siehe [6].

oL 1 1 L=

1 i 3 L L6,

Abbildung 5.9: Haufigkeitsverteilung der Asteoriden des Giirtels zwischen Mars und
Jupiter als Funktion der eingepriagten Frequenzverhiltnisse.
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Ein &hnliches Phanomen lé3t sich schon an den Saturnringen beobachten. Bei diesen
Ringen handelt es sich um planare "Wolken’ von Gesteinsbrocken, die sich auf im
Prinzip stabilen Bahnen um Saturn herumbewegen. Eine genauere Betrachtung zeigt
jedoch, dafl die Bahn dieser Partikel nicht nur von Saturn selbst, sondern auch
vom Gravitationspotential der Saturnmonde beinfluft ist. In der N&dhe rationaler
Umlaufverhéltnisse kommt es zu einer Instabilitdt vom oben angesprochenen Typ.
Das Resultat ist eine Region reduzierter Partikelpopulation, die sogenannte Cassini-
Region (Fig.5.10.)

Abbildung 5.10: Cassini Region der Saturnringe. Man erkennt eine Region reduzier-
ter Partikelkonzentration, die graduell in Breiche stabiler Dynamik iibergeht.

In den vorangegangenen Beispielen haben wir eine Reihe von Eigenschaften irre-
guldrer bzw. chaotischer Bewegungsformen kennengelernt. Wir fassen die wesentli-
chen Punkte nocheinmal zusammen und formulieren gleichzeitig einige Fragen, die
wir weiter unten beantworten wollen.

> Zunéchsteinmal ist festzustellen, dal wir die Begriffe ’integrabel’, 'nichtinte-
grabel’ und ’chaotisch’ bis jetzt noch iiberhaupt nicht klar definiert haben.
Dies wird im iibernéchsten Abschnitt nachgeholt werden, wo wir zunéchst die
vergleichsweise gutartigen Eigenschaften integrabler Systeme untersuchen und
uns von dort zu den nichtintegrablen Systemen vorarbeiten.

> Unbeschadet der Abwesenheit einer formalen Definition haben wir anhand
des Konzepts der Transversalschnitte gesehen, dafl es zwei Extremformen fun-
damental verschiedener Dynamik zu geben scheint: Bewegungsformen, deren
Transversalschnitt die Form glatter geschlossener Kurven annimmt (Dies wird
ein Kriterium fiir integrable Dynamik sein) sowie Bereiche volliger Irregula-
ritét, in denen der Transversalschnitt die Form quasi-stochastischer Punktwol-
ken annimmt (Chaos).

> Zwischen diesen Extremformen existieren Ubergangsbereiche, an denen auffllt,
daf} die geschlossenen Kurven der integrablen Dynamik zunéchst in gleichfalls
geschlossene aber kleinere Kurven iibergehen, um dann im chaotischen Un-
tergrund zu verschwinden. Darin driickt sich ein generelles Grundmuster des
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Ubergangs von integrabler zu nicht-integrabler Dynamik aus, das wir verstehen
wollen.

> In der Physik nichtintegrabler Systeme spielt das Konzept der 'Stabilitat’ ei-
ne entscheidende Rolle: Nichtintegrable Systeme tendieren dazu, instabil ge-
geniiber Storungen, z.B. gegen Variation der Anfangsbedingungen, zu reagie-
ren. Das Versténdnis ihrer Physik erfordert daher eine erste Einfithrung in die
sogenannte Stabilitédtstheorie, d.h. in die allgemeine Theorie stabiler bzw. in-
stabiler dynamischer Systeme. Dies ist Gegenstand des folgenden Abschnitts.

5.2 Lineare Stabilitatstheorie

Wir kniipfen bei dem bereits in Abschnitt 1.4.3 kurz eingefithrten Konzept der Pha-
senraumportraits allgemeiner dynamischer Systeme an. Dort hatten wir (vorerst un-
ter Einschrankung auf den einfachen Fall eindimensionaler Probleme) argumentiert,
daf sich (i) Bewegungen qualitativ iiber die Struktur ihrer Phasenraumtrajektorien
beschreiben lassen, und da8 (ii) diese Struktur maBgeblich durch Lage und Beschaf-
fenheit der Gleichgewichtspunkte beeinflult ist. Wie {ibertréagt sich dieses Bild auf
den jetzigen Stand der Theorie und insbesondere auf den Fall hoherdimensionaler
Systeme?

Die Gesamtheit aller Phasenraumtrajektorien ist das, was wir mittlerweile als den
Hamiltonschen Flufl ®(x,¢) bezeichnen?. Gleichgewichtspunkte sind solche fiir die
x = 0 = 0xH = 0 gilt. In der Stabilitdtstheorie bezeichnet man einen Punkt mit
dieser Eigenschaft als einen Fixpunkt.

Fiir Systeme mit f > 1 ist eine einfache zweidimensionale Kartographie des Flusses
im Phasenraum nicht mehr méglich. Allerdings wird im allgemeinen immer noch ein
(moglicherweise unendlicher) Satz von Fixpunkten existieren. In Verallgemeinerung
der in Abschnitt ?? gemachten Uberlegungen steht zu erwarten, daf8 diese Punkte
herausragende Bedeutung haben, sich der globale Flul der Bewegung gewisserma-
Ben um sie herum organisiert (vgl. Fig. 1.25). Tatséchlich 148t sich aus der Kenntnis
der Bewegung eines Systems in der Umgebung aller seiner Fixpunkte sein Verhalten
‘im Groflen’ oft bereits qualitativ vorhersagen. Der erste Schritt bei der Analyse
eines vorgegbenen dynamischen Systems besteht daher in der Regel im Auffinden
seiner Fixpunkte gefolgt vom Studium seiner Bewegung in der unmittelbaren Umge-
bung dieser Punkte. In der Umgebung von Fixpunkten lassen sich die Bewegungen
allgemeiner dynamischer Systeme (in einem gleich erklidrten Sinne) linearisieren,
quantitativ bestimmen und nach einem von wenigen moglichen qualitativen Féllen
gruppieren.

Info: Im Text oben war schon 6fters von ’dynamischen Systemen’ die Rede, ohne dafl wir
den Begriff bislang prézis definiert hédtten. Allgemein bezeichnet man als ein dynamisches
System (von Gleichungen) einen Satz von Differentialgleichungen erster Ordnung in der

2Erinnern Sie sich daran, dal Abtragung von ®(x,t) gegen t eine Phasenraumtrajektorie mit
Anfangsbedingung ®(x,0) = x liefert.
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Zeit
T1 = fl(xl,...,a:n,t),
Ty = fg(xl,...,a:n,t),
Ty = fn(ml,...,xn,t).

Beispielsweise sind die Hamiltongleichungen von diesem Typ. Allgemeiner treten dynami-
sche Systeme immer dann auf, wenn es um die zeitliche Evolution meBbarer Grofien (die
x;’s) unter dem Einfluf} dieser Groflen selbst sowie (optional) anderer zeitlicher Faktoren
geht. Ein bekanntes Beispiel aus der Populationsbiologie sind die Lotka-Volterra Gleichun-
gen: wie dndert sich die Zahl von Fiichsen, z;, und Hasen xj,, unter der Bedingung, dafl
Hasen sich stindig vermehren (Rate o), daf Fiichse Hasen essen und sich vermehren (so-
fern es vorher einen Hasen zu essen gab, Rate A) aber auch an Altersschwiche sterben
(Rate o). Eine vereinfachte (rdumliche Wanderbewegungen vernachlissigende) Version der
Gleichungen nimmt dann die Form eines einfachen dynamischen Systems an

Ny = —pnp + Angny,
np = +onpy — )\nfnh.

(Motivieren Sie die Struktur der Gleichungen. Wie lieflen sich statistische variierende Um-
weltfaktoren (Futterangebot fiir Hasen, etc.) modellieren?)

Wir erkldren das Prinzip anhand eines einfachen durch die zwei Gleichungen

T = f1(3717372),

Ty = folz1,72)

bestimmten Systems, in dem die Funktionen f; beliebig, aber der Einfachheit hal-
ber als zeitunabhingig gewéhlt sind. (Fiir f; = 0., H beschreiben diese Gleichungen
ein autonomes Hamiltonsches System mit f = 1 Freiheitsgraden. Im Gegensatz zur
oben erwahnten rein graphischen Phasenraumportraitierung lassen sich die hier ent-
wickelten Konzepte jedoch direkt auf den Fall hoherdimensionaler Systeme verallge-
meinern, siehe unten.) Die Fixpunkte X = 0 des Systems sind durch die Nullstellen
f = (f1, f2) = (0,0) bestimmt. Wir betrachten nun die Bewegung in unmittelba-
rer Umgebung eines vorgegebenen Fixpunkts xg, d.h. wir setzen x = xy + y und
entwickeln in erste Ordnung in y:

. of
y~f(xo+y)~ oy

b )

wobei das '~" andeutet, dafi Terme von O(y?) vernachlissigt sind und 9y f die Ja-
cobimatrix ist. In Komponenten ausgeschrieben:

(yl) _ (aylfl a312.]01) (yl)
U2 ay1f2 ayng Y2 )

Dies ist lineares System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung. Es
beschreibt das in Fixpunktumgebung linearisierte dynamische System.
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Es seien v;,7 = 1,2 die Eigenvektoren der Jacobi Matrix und \; ihre Eigenwerte.
Die allgemeine Form der Losung des linearisierten Problems ist dann durch

y(t) = civieM! + cyvpe?! (5.1)
gegeben, wobei die ¢; beliebige Konstante sind.
Aufgabe: Alle bisher gemachten Uberlegungen lassen sich unmittelbar auf den Fall von

Systemen mit n > 2 bestimmenden Gleichungen generalisieren. Formulieren Sie die ent-
sprechenden Ausdriicke und geben sie die allgemeine Losung an.

yz y2

~

-~
y \Jyl

y2 y2

Y1

7
g\

Y1

-
N

N N N

T
/5

Abbildung 5.11: Die sechs qualitativ moglichen Formen der Bewegung in der Néhe
eines Fixpunkts.

Der tatséchliche Charakter der Losungskurve des linearisierten Systems hédngt nun
entscheidend von der Form der Eigenwerte \; ab. Es sind sechs verschiedene Fille
zu unterscheiden. (Wem das viel vorkommt, der sollte sich daran erinnern, daf§ das
hier diskutierte Schema vollig allgemein und auf beliebige dynamische Systeme an-
wendbar ist. Die Grundaussage ist, dafl die um Gleichgewichtslagen linearisierte
Bewegung dynamischer Systeme in eine von nur sechs moglichen Kategorien fallt.)
Die sechs verschiedenen Typen linearisierter Bewegungen sind in Fig.5.11 darge-
stellt, wo die beiden Komponenten y; = ¢; exp()\;) der in der Basis der Eigenvekto-
ren v; dargestellten Kurve y gegen die Zeit aufgetragen sind. (Um hieraus auf das
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‘tatsdchliche Aussehen’ der Bewegung im Phasenruam schliefen zu kénnen, muf3
man beachten, dal die Vektoren v; nicht notwendigerweise orthogonal aufeinander
stehen. Die Phasenraumkurve ergibt sich durch Substitution der Komponenten y;
in(5.1) und wird im Allgemeinen gegeniiber den dargestellten Kurven verzerrt aus-
sehen. Inhaltlich ist diese Abweichung jedoch nicht von Bedeutung.)

Die einzelnen Typen der dargestellten Fixpunktbewegungen lassen sich wie folgt
charakterisieren.

1. XN > 0,0 = 1,2, Fig. 5.11 oben links: Fin Fixpunkt mit dieser Eigenwert-
struktur wird stabiler Fixpunkt genannt. Der Grund ist, daf (fiir beliebige
Anfangsbedinungen), die Kurve y(¢) exponentiell gegen den Fixpunkt y = 0
konvergiert.

2. \i >0,1=1,2,, Fig. 5.11 mitte links: Es liegt ein instabiler Fixpunkt vor.
Die Kurven y(t) divergieren exponentiell.

3. A\ <0, Ay >0, , Fig. 5.11 unten links: Punkte mit dieser Eigenschaft heiflen
hyperbolische Fixpunkte?. Die y;-Komponente konvergiert exponentiell ge-
gen die Linie y; = 0, wahrend die y,-Komponente exponentiell divergiert. Man
bezeichnet die 1 bzw. 2-Richtung als die stabile bzw. instabile Richtung des
Fixpunkts.

4. \; = a+ib, \y =a—ib, a,b € R,a <0, Fig. 5.11 oben rechts:*. Aus v; = v3*
und der physikalisch motivierten Forderung y(¢) € R folgt

y(t) = Re (c;vie™)e™,

wobei 'Re’ fiir 'Realteil” steht. Die Kurve kontrahiert also exponentiell (~
exp(—|alt)) und rotiert gleichzeitig um den Ursprung herum. (Sie sehen dies
explizit, wenn Sie den Re.(...) ausschreiben und exp(ibt) = cos(bt) + i sin(bt)
beachten.). Insgesamt ergibt sich das Bild einer sich nach innen zusammen-
ziehenden Spirale, weshalb man den Fixpunkt einen stabilen Spiralpunkt
nennt.

5. Ay =a+1ib, \s =a—1ib, a,b € R,a >0, Fig. 5.11 mitte rechts. Analog wie im
vorherigen Fall, nur dafl wegen a > 0 die Kurve ~ exp(at) exponentiell nach
auBen wandert. Fixpunkte diesen Typs heiflen instabile Spiralpunkte.

3Die Bezeichnung riihrt daher, daf8 im Fall |A\;| = A2, y192 = const., d.h. die gegen y; abgetra-
gene Komponente yy liegt auf einer Hyperbelkurve (yo = const./y1).
4Wir erinnern daran, daB eine relle 2 x 2-Matrix M komplexe Eigenwerte haben kann. (Z.B.
hat die Matrix
1
()

Eigenwerte +i.) Wegen det M = A\ A2 € R muB} jedoch Ay = A} gelten. Durch komplexe Konjuga-
tion der Gleichung Mv; = A\1vy zeigt man, vo = vj, d.h. dal auch die Eigenvektoren miteinander
iiber komplexe Konjugation miteinander in Beziehung stehen.
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6. \y =1ib, Ay = —ib, b€ R, Fig. 5.11 unten rechts. Der Grenzfall zwischen den
eben diskutierten Fallen. Die Kurve

y(t) = Re (cvie™)

beschreibt eine periodische Bewegung um den Ursprung herum. Die Kurvenli-
nien (bitte nachpriifen) haben die Gestalt von Ellipsen. Fixpunkte diesen Typs
heiflen daher elliptische Fixpunkte.

Aus dieser Klassifizierung ergibt sich unmittelbar folgendes Kriterium fiir die Sta-
bilitat der Gleichgewichtslagen dynamischer Systeme:

Fiir eine stabile Gleichgewichstslage xy eines dynamischen Systems hat keiner der
Eigenwerte \; des in der Umgebung von x, linearisierten Systems einen positiven
Realteil.

Der Vollstdandigheit halber erwéhnen wir noch, dafl das oben diskutierte Klassifi-
zierungsschema nicht ganz komplett ist: Der Fall entarteter Eigenwerte \; = Ao
ist nicht abgedeckt. In diesem Ausnahmefall ergeben sich noch zwei andere Be-
wegungstypen, die wir hier jedoch nicht weiter diskutieren wollen (siehe z.B. 77).

Bsp.: Gedampftes Pendel

Wir probieren die oben eingefithrten Konzepte am Beispiel des (eindimensionalen)
geddmpften Pendels aus. Man kann sich das System durch ein in einer zu Reibungs-
verlusten fithrenden Fliissigkeit schwingendes Pendel der Masse m realisiert denken
(Fig.5.12.) Ohne Démpfung wire die fiir den Auslenkungswinkel ¢ formulierte La-

Ol

Abbildung 5.12: In Olwanne schingendes gediampftes Pendel.

grangefunktion durch
L= %lzéz + mgl cos ¢

(bitte iiberlegen), woraus die Bewegungsgleichung

¢ = —w?sin
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mit w = /g /I resultierte (bitte nachrechnen.) Man bezeichnet diese Gleichung auch
als die Gleichung des mathematischen Pendels. Der Einflul der Reibungskraft
148t sich nun phdnomenologisch durch Einfiigen eines Zusatzterms (vgl. Abschnitt
1.5) —~¢ auf der rechten Seite der Gleichung beschreiben, wobei 7 eine positive
Déampfungskonstante ist.

Mit der Defintion x; = ¢ schreiben wir die modifizierte Gleichung

6= —sing -1
nun als zweikomponentiges dynamisches System

T = Ty

Ty = —w?sinz; — YTy

um und machen sie damit fiir die oben entwickelten Methoden zugénglich. Die Fix-
punkte des Systems sind durch

To — 0, o .
—w?sinz; —yry =0 } = (71 =nm, 22 =0)
gegeben. Wir beschréanken uns auf die Bewegung in der Nihe des Fixpunktes (z1, x2) =
(0,0), fiir den das Pendel an seinem untersten Punkt ruht. Linearisierung der rechten
Seite der Bewegungsgleichungen um (0, 0) fiihrt auf

()= (2 )0

(Fir v = 0 sind wir zuriick beim harmonischen Osrzillator, wie das fiir ein Pendel
mit kleinen Ausschlidgen ja auch nicht anders zu erwarten ist.) Die Eigenwerte der
definierenden Matrix sind durch

gegeben. Damit ergeben sich zwei verschiedene Félle.

v > 2w: Beide Eigenwerte sind negativ rell ~» stabiler Fixpunkt. Die Beweugungs-
kurven laufen monoton auf den Fixpunkt zu. Physikalisch handelt es sich um den
Falle eines iiberddmpften Pendels. Die Dampfung ist so stark, dafl keine Schwin-
gungen mehr realisiert sind.

v < 2w: Esist Ay = A5 = —3 +iy/w? — %2. Da ReM; 2 > 0, ist ein stabiler Spiral-

punkt realisiert. Das Pendel fiihrt Schwingungen (entsprechend Ursprungsumliufen
in der (y1, y2)-Ebene) aus, nihert sich dabei aber immer weiter an den Ursprung an.

Bsp.: Stabilitidt und Instabilitit des freien Kreisels
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stabil instabil
| >
Q stabil

Abbildung 5.13: Zur Stabilitdt der Hauptachsenrotationen beim freien Kreisel. Zwei
Achsen sind stabil, eine instabil.

Ein hiibsches Beispiel, an dem sich die oben eingefiihrten Konzepte untersuchen
lassen, ist der freie Kreisel.

Aufgabe: Besorgen Sie sich ein Pickchen Tempo-Taschentiicher. Werfen Sie es in die
Luft, und zwar so, dafl es dabei um je eine seiner Hauptachsen rotiert. Welchen Eindruck
haben Sie von der Stabilitédt der Bewegung?

Die Bewegung des freien Kreisels ist durch die Euler-Gleichungen (3.16) mit ver-
schwindendem Drehmoment N’ = 0 beschrieben:

I, — I3

r ’o
dw! = Iy — 1 o

tWy = 1, Way
dow! = I — I o

In der Nomenklatur dieses Abschnitts handelt es sich um ein dynamisches System
mit drei Gleichungen. Seine drei Fixpunkte lassen sich sofort angeben. Es handelt
sich um die drei "Punkte’ w™® = (w, 0, 0), w?® = (0,wp, 0) und wW® = (0,0, wy), fiir
die die rechte Seite verschwindet. Physikalisch entsprechen diese Gleichgewichtslagen
Rotationen mit Winkelgeschwindigkeit wy um eine der Hauptachsen des Systems
(Fig.5.13). Wir betrachten die um w® linearisierte Bewegung. Mit w = w® + &
ergibt sich in linearer Ordnung in &, £; = 0 und

/%52 o 0 13[;211(,00 K9
/:63 %WQ 0 K3 .

Die Eigenwerte dieser Matrix sind

Wo

VLI

Daraus ergeben sich zwei qualitativ verschiedene Fille (wobei angenommen ist, dafl
der Kreisel asymmetrisch ist, d.h. seine Haupttrigheitsmomente paarweise verschie-

den sind):

Mo =+ (I — L) — )
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> [ ist ein extremes Haupttriagheitsmoment, d.h. I} > I, I3 oder I} < I5, I3.1 In
diesem Fall ist das Argument unter der Wurzel negativ, d.h. beide Eigenwerte
sind rein imaginér. Es liegt der Fall eines elliptischen Fixpunktes vor und eine
Stérung der durch w™® charakterisierten Fixpunktbewegung resultiert in einem
mit geringer Auslenkung um w rotierenden Drehvektor w™® + k.

> [ ist das mittlere Drehmoment, z.B. I3 < I; < I5. Das Argument unter der
Waurzel ist positiv und einer der Eigenwerte hat positiven Realtiel. Es liegt ein
hyperbolischer Fixpunkt vor und die Bewegung ist exponentiell instabil.

Aufgabe: Was passiert, wenn die Rotation eines symmetrischen Kreisel um (i) seine Sym-
metrieachse, (ii) eine der beiden anderen Haupttrigheitsachsen gestort wird?

Wir wenden uns nun der Untersuchung der zweiten zum Verstdndnis der Physik
nichtintegrabler Syteme notwendigen Voruntersuchung zu: Ziel ist es, die Begrif-
fe ’integrabel’ und ’nichtintegrabel’ formal und physikalisch zu fassen sowie die
Eigenschaften integrabler Systeme von denen Nichtintegrabler abzusetzen. Es hat
sich gezeigt, dafl hierzu eine auf dem Formalismus der Hamiltongleichungen und
ihrer kanonischer Transformationen aufbauende Theorie, die sogenannte Theorie
von Hamilton-Jacobi optimal geeignet ist. Im folgenden Abschnitt werden wir diese
Thoerie in allgemeiner Weise einfithren. (Inhaltlich gehort dieser Abschnitt eigentlich
in das vorangegangene Kapitel. Da die Diskussion der Theorie von Hamilton-Jacobi
jedoch ganz wesentlich durch ihren aktuellen Bezug zur Physik der Nichtintegrabi-
litdt motiviert ist, haben wir sie in dieses Kapitel verlegt.) In den darauf folgenden
Abschnitten werden wir uns dann, alles im Rahmen der Theorie von Hamilton-
Jacobi, mit den Eigenschaften integrabler und spéter auch nichtintegrabler Systeme
befassen.

5.3 Theorie von Hamilton-Jacobi

Ausgangspunkt der Theorie von Hamilton-Jakobi ist die Formulierung eines auf
den ersten Blick bizarr anmutenden Ziels: Es wird nach einer kanonischen Trans-
formation gesucht, die die Hamiltonfunktion annuliert, H" = 0. Bevor wir uns der
Frage zuwenden, ob und gegebenenfalls wie eine solche Transformation gefunden
werden kann, wollen wir zunéchst untersuchen, welche Konsequenzen die Existenz
einer solchen Transformation hitte. Zunichst einmal wiren alle Koordinaten X;
trivialerweise zyklisch, dx;H I = Jx;0 = 0. Als Konsequenz wire X; = const. und
das Problem trivial gelost. Das bedeutet, dal die gesamte Schwierigkeit der Losun-
gung mechanischer Probleme in das Auffinden der fiktiven Transformation x — X
gewandert sein muf.

Wir nehmen an, eine auf konstante Koordinaten abbildende Transformation exi-
stierte tatsichlich und liee sich durch eine Erzeugendenfunktion M generieren. Fiir
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alles weitere wird es zweckmifig (aber keinesfalls zwingend) sein, diese Transfor-
mation vom Typ Ma, also als eine Funktion S(q,P) = Ma(q,P,t) der alten (La-
ge)koordinaten und der konstanten neuen Impulse zu wihlen. (Ublicherweise wird
die die Hamilton-Jacobi Transformation generierende Abbildung mit S bezeichnet,
eine Konvention deren Ursprung bald klarwerden wird.)

Mit den im letzten Kapitel abgeleiteten Identitéten

0= H' = H(q,p(q,P),t) + :5(q, P, )

und 9,,S = p; ergibt sich die Forderung

Dies ist die sogenannte Differentialgleichung von Hamilton-Jakobi. Technisch
gesprochen handelt es sich um eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung
fiir S in den f + 1 Variablen ¢; und ¢. Beachten Sie, dafl in (5.2) die neuen Impulse
nicht explizit angesprochen sind (in dem Sinne, dafl keine Differentialoperatoren auf
die P; wirken). Wir werden auf diesen Sachverhalt gleich zuriickkommen.

Die Losung von (5.2) ist der Losung des gegebenen mechanischen Problems véllig
dquivalent, denn sobald die Funktion S gefunden ist, kennen wir die explizite Um-
rechnung zwischen den konstanten neuen und den uns eigentlich interessierenden
alten Koordinaten; Durch Angabe der Umrechnungsformel x = x(X = const., ) ist
die physikalische Bewegung beschrieben. Nach den Newton, Lagrange und Hamilton
Gleichungen handelt es sich bei der Differentialgleichung von Hamilton-Jakobi al-
so um eine vierte Moglichkeit die Bewegungsgleichungen physikalischer Systeme zu
formulieren. Da wir wissen, dafl solche Gleichungen nach Vorgabe von Anfangsbe-
dingungen eindeutige Losungen haben, steht zu Vermuten, dafl auch (5.2) eindeutig
16sbar ist.

Tatséchlich gilt folgender Sachverhalt, den wir der Theorie partieller Differential-
gleichungen entnehmen und aufgrund der Komplizitét dieser Theorie auch nicht an-
satzweise ndher begriinden konnen: Eine partielle Differentialgleichung der Struktur
(5.2) besitzt eine f + 1-parametrige Familie von Losungen

Q1,...,0p1 = const.

Nun ist mit jeder Funktion S auch S + ¢, ¢ = const. eine Losung, d.h. wir kénnnen
die allgemeine Losung ohne Einschrinkung zu

ansetzten. Wie konnen wir die Anwesenheit der Konstanten «; inhaltlich interpretie-
ren? Auf keinen Fall konnen diese Grofien als neben den neuen Koordinaten (Q;, B;)
frei wahlbare konstante Parameter im Spiel bleiben, denn das wiirde mit der Eindeu-
tigkeit der Losung mechanischer Systeme in Widerspruch stehen. Zweitens wissen
wir, dal in die Erzeugende S ohnehin f konstante Parameter eingehen, die neu-
en Impulse P; namlich. Der entscheidende Schritt ist nun, die Parameter a; geméfl
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a; = P; mit den neuen Impulsen zu identifizieren. M.a.W. wir wéhlen die freien Pa-
rameter der Losung einfach als neue Impulse und haben damit einen wesentlichen
Schritt der Losung des Problems, namlich die Identifikation f konstanter neuer Ko-
ordinaten, automatisch gelost. Es ist hilfreich, sich an dieser Stelle noch einmal die
eigentliche Zielsetzung des Programms vor Augen zu fithren: Es geht darum, eine
eindeutige Transformation auf irgendeinen konstanten Satz neuer Koordinaten zu
bewerkstelligen. Wie diese neuen Koordinaten aussehen ist zweitrangig. Hauptsa-
che, sie stehen in eindeutigem und bekannten Zusammenhang mit den alten, uns
eigentlich interessierenden Koordinaten des Problems.

Nehmen wir also einmal an, wir hitten die Hamilton-Jacobi Gleichung durch eine
Schar von Funktionen S(q;, P; = ay, t) gelost. Unter Verwendung der generischen Ei-
genschaften der Erzeugenden kanonischer Transformationen ist es dann nicht schwer,
die uns interessierende Phasenraumtrajektorie x(t) zu finden. Zunéchsteinmal ist

Q; = 0p,S(q,P,t) = const..
da generell det(@l%i’qu ) = det(9,,Q;) # 0, kann diese Gleichung gemif

qi = qz(Qa P7 t)

invertiert werden. Schlieilich setzten wir in
Di = aqu(qa Pv t)

die Darstellung ¢;(Q, P, t) ein und erhalten p;(Q, P, ¢) damit sind die Phasenraum-
trajektorien x(X, ) in Abhéngigkeit von 2f freien Parametern gefunden. Wie iiblich
sind diese Parameter durch die Anfangsbedinungen des Problems fixiert.

Die tatséchliche Umsetzung dieses Programms vereinfacht sich fiir autonome Pro-
bleme, Probleme also, in denen H keine explizite Zeitabhéingigkeit hat und geméfl
H(q(t),p(t)) = E die erhaltene Gesamtenergie des Systems liefert. (Alle weiter
unten untersuchten Systemtypen werden diese Eigenschaft haben.) Da die Gesam-
tenergie erhalten ist, liegt es nahe, sie mit einer der neuen erhaltenen Koordinaten
des Problems zu identifizieren.

Tatséchlich kommt man im autonomen Fall in der Hamilton-Jacobi Gleichung mit
der Identifikation Py = E und dem Ansatz

S(q,Pl,...,Pf,t)EW(q,Pl,...7Pf,17E)—Et

weiter. Beachten Sie, dafl die Grofle W zeitunabhéngig gewéhlt ist. Substitution
dieser Darstellung in die Hamilton Jakobi-Gleichung fiithrt auf

H(q,0,W)—-E=0

und damit auf eine Differentialgleichung in nur noch f Variablen. Die so vereinfach-
ten Gleichung wird zeitunabhingige Hamilton-Jacobi Gleichung genannt.
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Die zu bestimmende Funktion W heifit verkiirzte Wirkung®® Sobald W bekannt
ist, erhalten wir die Losung des Problems durch Inversion der Gleichungen

Qi = 8P,S:8PZVV7 Z.Zla"'af_]-a

Qf = anS = aES = GEW — 1.

Bsp.: Harmonischer Oszillator via Hamilton-Jacobi
Wir illustrieren die Methode am harmonischen Oszillator. Die Hamiltonfunktion
) 2
p mw= o
H="—
om 2 ¢

ist zeitunabhéngig und wir kénnen von vornherein im Rahmen der autonomen Theo-
rie arbeiten. Die zeitunabhéngige Hamilton-Jacobi Gleichung lautet

oW 2 2
WP | me?
2m 2
(Beachten Sie, dafl wegen f = 1 W nur der eine neue Impuls P = F existiert und
W nur von ¢ abhéngt.) Diese Gleichung formen wir gemifl

2
oW = \/2m (E — m;u q2)

algebraisch um und erhalten durch Integration
mw? ).
2

W(q) = /dq\/zm (E _

Nun konnten wir darangehen, dieses Integral explizit zu 16sen. Dies ist jedoch gar-
nicht notig, denn in der Theorie von Hamilton-Jacobi kommt es lediglich auf Ablei-
tungen der Erzeugenden an: Es ist

m 1 m
=0gW —t= [ d > —t=—arcsin [ quy/— | +¢c— 1,
Q=0k /q\/z(E—mqu2) % (q \V QE)

mit einer beliebigen Integrationskonstanten c. Diese Konstante ist unwesentlich, und
driickt lediglich die Freiheit der Wahl des zeitlichen Nullpunkts aus. (Durch Umde-
finition ¢ — ¢ + ¢ kann ¢ eliminiert werden.) Ohne Einschrénkung setzen wir ¢ = 0.
Inversion der Gleichung fithrt auf

0@ 2.0 L+ 1)

5Zur Motivation fiir diese Namensgebung, siehe unten.

6Man kann sich fragen, ob Ansitze des Typs S = W — Et einfach vom Himmel fallen, oder aus der
Struktur der zu losenden Differentialgleichung systematisch generiert werden konnen. Tatséchlich
ist letzteres der Fall. Der oben gemachte Ansatz ist ein Beispiel fiir einen sogenannten Separations-
ansatz. Fiir die systematische Verwendung von Separationsanséitzen bei der Losung von Hamilton-
Jacobi Gleichungen fiir Hamiltonfunktionen mit vereinfachenden Strukturen, siehe z.B.[2].
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2
pzﬁqW:\/Qm (E—m; q2)

erhalten wir schliellich noch den Impuls

p(Q, E,t) = V2mE cos((Q + t)w)

In diesem Beispiel haben die neue Koordinate und Impuls also die Bedeutung von
Energie bzw. Anfangszeit des Problems. Man sieht daran, dafl die neuen Koordinaten
des Hamilton-Jacobi Schemas auch nicht im Entferntesten artverwandt mit den
‘eigentlichen” Koordinaten eines Problems sein miissen.

In Hinblick auf den harmonischen Oszillators ist die Hamilton-Jacobi Methode ganz
sicher unverhéltnisméflig aufwendig. Daraus darf man aber nicht schliefen, daf es
sich bei Hamilton-Jacobi im allgemeinen um ein ineffizientes Verfahren handelt.
Tatséchlich existieren eine Reihe von Problemen, die sich ausschlieflich im Rahmen
der Hamilton-Jacobi Theorie 16sen lassen.

Info: Die Erzeugende S der Hamilton-Jacobi Transformation hat eine interessante physi-
kalische Deutung: Wir bilden einmal das vollstéandige Differential von S

I
5 (a_s as > o8

doi+22ap ) + L =
9, % T ap M) T o

- 1]

(pidgi + QidP;) + (H' — H)dt.
=1

Differentiation nach der Zeit fiithrt auf

f f
s = Z(piQi+QiR)—H:ZPiQi_H7
i=1

i=1

wobei wir H = 0 und P; = 0 verwendet haben. Riickintegration dieser Identitét iiber die
Zeit fiihrt auf

t1 S t1
S(a(t), P,t1) — S(q(to), P, to) = /t dt <Zpiq'z‘ - H) = / dtL(q,q,t).

i=1 to

Die Aussage dieser Gleichung ist, da8 S (bzw. genauer gesagt die zeitliche Anderung von
S) durch die entlang der Losungskurve q : ¢ — q(t) berechnete Wirkung S|[q| des Problems
gegeben ist. Aus diesem Grunde wird die Erzeugende der Hamilton-Jacobi Transforma-
tion mit S-wie-Wirkung bezeichnet. Diese Assoziation ist jedoch mit grofler Vorsicht zu
behandeln; man darf keinesfalls das Wirkungsfunktional S[g] mit der Erzeugendenfunktion
S(q,P,t) identifizieren: Bei S[g] handelt es sich um eine Abbildung, die auf der Menge
aller Kurven definiert ist. Die Erzeugendenfunktion S entsteht dagegen, wenn ich in S[q]
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tatséchliche bei q(¢;) endende Extremalkurven einsetze und damit eine Funktion von q(t1)
erhalte.

Man sieht an obiger Konstruktion auch sehr plastisch, wie sich beim Hamilton-Jacobi
Schema die Schwierigkeit des Problems von der Losung der Bewegungsgleichungen (in
neuen Koordinaten tirivial) auf das Auffinden der Koordinatentransformation (sehr nicht-
trivial) verlagert hat: Die die Transformation vermittelnde Erzeugendenfunktion entsteht
durch Integration iiber die Ldsungs. Die Kennnis der Erzeugendenfunktion ist also mit der
Losung des Problems dquivalent.

5.4 Integrable Systeme

Nach diesen Vorarbeiten konnen wir zum Zentralthema dieses Kapitels, der Diskus-
sion integrabler und nicht-integrabler mechanischer Bewegungen, zuriickkommen. In
diesem Abschnitt beschéftigen wir uns zunédchst mit den Eigenschaften integrabler
Systeme. Die Vorgehensweise wird folgende sein. Wir werden den Begriff des integ-
rablen Systems zunéchst einmal definieren, und zwar auf eine Weise, die den Bezug
zur Physik und zu den eben eingefiihrten Konzepten nicht deutlich machen wird. Im
folgenden wird diese Definition iiber eine im wesentlichen geometrische Konstrukti-
on mit Inhalt gefiillt werden. Das geometrische Bild wird auf eine zweite Definition
des Begriffs der Integrabilitdt und auf einen unmittelbaren Bezug zur Theorie von
Hamilton-Jacobi fithren. Uber diese Briickenbildung wird sich die Erweiterung hin
zu den nicht-integrablen Systemen ergeben.

Def.(I): Zwei Phasenraumfunktionen f, g stehen miteinander in Involution, wenn
ihre Poissonklammer verschwindet. Ein mechanisches System mit f Freiheitsgraden
ist integrabel, wenn f unabhéngige miteinander in Involution stehende Erhaltungs-
groflen F; : I' = R, =1,..., f existieren.

Im Sinne dieser Definition bezeichnet man einen Satz von k Funktionen f; als
abhingig, wenn sich k Funktionen ¢ : I' — R finden lassen, so daf§ Zle ci(x)df;(x) =
0. Mit anderen Worten, die Funktionen werden als unabhéngig aufgefasst, wenn ih-
re Differentiale an jedem Punkt des Definitionsgebiets linear unabhéngige Elemente
des Raums linearer Abbildungen sind. Inhaltlich wird mit dieser Forderung folgen-
de Redundanz ausgeschlossen: Fiir jede Erhaltungsgrofe F' ist die Funktion g(F')
trivialerweise gleichfalls erhalten: dig(F) = ¢'(F)diF' = 0. Allerdings ist nach der
Kettenregel auch dg(F) = ¢'(F)dF'. Dies ist gleichbedeutend mit dg — ¢'(F)dF = 0,
d.h. die Funktionen g(F') und F sind nicht unabhéngig. Die Definition schlieit also
ein Uberzihlen von Erhaltungsgréfien aus.

Im folgenden wollen wir uns generell nur fiir gebundene Bewegungen interessieren,
also fiir Bewegungen die sich in kompakten Gebieten des Phasenraums abspielen.
Die Phasenraumkurven gebundener Bewegungen integrablen Systeme haben die be-
sondere Eigenschaft, dafl sie im auf Mannigfaltigkeiten einer sehr speziellen geome-
trischen Struktur liegen: Es handelt sich um Mannigfaltigkeiten, die diffeomorph”

"Zwei Mengen M und M’ sind diffeomorph zueinander, wenn es eine stetig differenzierbare
bijektive Abbildung F : M — M’ gibt, die M auf M’ abbildet.
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zu einem f-dimensionalen Torus sind. (In der Mechanik werden diese Tori oft als
invariante Tori bezeichnet.) Mit anderen Worten, es gibt einen Satz von Koordi-
naten in dem die Bewegung die Form einer Bewegung auf einem Torus annimmt.
Eines unserer Ziele wird sein, eine Vorschrift fiir die Konstruktion dieser Koordina-
tentransformation zu finden.

Info: Ein k-dimensionaler Torus T% im Vektorraum R™ ist eine Untermannigfaltigkeit,
die diffeomorph zum kartesischen Produkt S7 x ... x S; von k Einheitskreisen ist. Das
k

klingt komplizierter als es ist. Ein zweidimensionaler Torus im R? lifit sich z.B. folgen-
dermaBen konstruieren. Wir starten von einem in den R? eingebetteten Einheitskreis (vgl.
den gestrichelten Kreis in Fig.5.14 'vorne links’.) Nun drehen wir den Kreis um eine Linie,
die auflerhalb seiner selbst liegt (z.B. um die in der Figur eingezeichnete Linie.) Die durch
eine vollstdndige Drehung um 27 ’ausgfriste’ Fliche definiert den Torus. Diese Fliche ist
diffeomorph zum Produkt S; x S zweier Kreise, denn fiir jeden Winkel ¢ € [0, 27| (ent-
sprechend dem horizontalen Kreis in der Figur) haben wir eine 'Kopie’ des usrpriinglichen
Kreises vorliegen. Per Konstruktion handelt es sich bei 72 um eine Untermannigfaltigkeit
(im Sinne der auf Seite 61 gegebenen Definition). Die Konstruktion erlaubt es ndmlich ei-
ne stetig differenzierbare Abbildung [0, 27] x [0,27] — T? anzugeben, die je zwei Winkeln
(¢, 0) einen Punkt auf dem Torus zuweist.

Abbildung 5.14: Zweidimensionaler Torus 72 im R3.

Aufgabe: Geben Sie eine explizite Parameterisierung fiir einen Torus an, dessen &uflerer
GroBkreis (entsprechend dem grofleren gestrichelten Kreis in Fig. 5.14) mit Radius R in
der (z3 = 0)-Ebene eines kartesischen Koordinatensystems liegt und dessen Dicke (Durch-
messer des kleineren gestrichelten Kreises der Figur) D ist.

Bevor wir uns iiber explizite Koordinatendarstellungen Gedanken machen, mufisen
wir zunéchst einmal die Tatsache an sich verifizieren, daf} sich die gebundener Syste-
me auf Tori abspielt. Wie iiblich bezeichnen wir die Bewegungsmannigfaltigkeit mit
M. Dafi es sich bei M um eine f-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit des
R?/ handelt, folgt direkt aus den Grundannahmen iiber die Bewegung: Die Phasen-
raumfunktionen F; sind erhalten. Daher ist die Bewegung auf die Nullstellenmenge

M = {x|Fi(x) — Fi(x(0)) =0, =1,..., f}
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eingeschriinkt. Uber diese Vorschrift (vgl. Seite 61) wird M zu einer (2f — f =
f)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit. Die Mannigfaltigkeit ist kompakt da die
Bewegung als gebunden angenommen war.

Die Mannigfaltigeit M hat ein entscheidendes Strukturmerkmal, das sie von generi-
schen f-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten absetzt und als Torus identifizieren
wird: Auf dem Tangentialbiindel von M existieren f unabhéngige und global stetige
Vektorfelder. Es handelt sich hierbei um die den Funktionen F; kanonisch zugeord-
neten Vektorfelder Xp, (vgl. Seite 144).

Abbildung 5.15: Zur Existenz stetiger Vektorfelder auf kompakten Mannigfaltigkei-
ten.

Daf die Existenz eines global stetigen Vektorfelds auf einer Mannigfaltigkeit keines-
falls selbstverstéindlich ist, kann man sich an folgendem einfachen Bild klarmachen.
Wir stellen uns vor, dafl die in Frage kommende Mannigfaltigkeit behaart sei. Ein
stetiges Vektorfeld existiert, wenn es moglich ist, ihre Haare so zu kdmmen, daf kei-
ne Unstetigkeiten, d.h. Haarwirbel entstehen. Man macht sich leicht klar, dafl dies
zum Beispiel fiir eine Kugeloberfliche nicht der Fall ist (vgl. Fig. 5.15, links). Wie
immer man sie kimmt, es bleibt immer ein Wirbel iibrig. Dieser Sachverhalt wird
in der Topologie rigoros bewiesen. (In Anlehnung an das oben erwidhnte anschau-
liche Bild wird das entsprechende Theorem manchmal als das "hariy-ball-Theorem’
bzw. als das 'Einen-Igel-kann-man-nicht-kéimmen-Theorem’ bezeichnet.) Ein Torus
dagegen, ist stetig kimmbar. Ein Beispiel fiir (die Fliisse) zweier unabhéngige Vek-
torfelder auf dem Torus T? (entsprechend zweier moglicher stetiger Frisuren) ist in
Figur 5.15, rechts angedeutet.

Ein mathematisches Theorem, dafl wir hier ohne Beweis (vgl. z.B. [1]) zitieren,
besagt, dal eine k-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit mit k& unabhéngigen
stetigen Vektorfeldern X;® diffeomorph zu einem Torus ist.

Zum Beweis der Aussage, dafl auf M f unabhéngige Vektorfelder Xp, existieren,
miissen wir zeigen, dafl (i) die X g, linear unabhéngig sind und (ii) tangential an M
anliegen. (Zunéchst einmal sind sie ja als Vektorfelder Xz € I' definiert; dafl sie
€ T'M sind, ist eine weitergehende Aussage.

Wir beginnen mit (i). Nimm an, die X, wéren linear abhingig. Dann gébe es f
Konstanten ¢;, so daf3 Zlf:l ¢iXp, = 0. Insbesondere wére fiir jeden Vektor X € I,

8Der Begriff 'unabhiingig’ beduetet hier folgendes: (i) Vx € M sind die k Vektoren X;(x) linear
unabhéngig. (ii) Die den Vektorfeldern zugeordneten Fliisse ®; ; kommutieren, in dem Sinne, daf§
fiir infinitesimales s,t € R, ®; ;0 ®; s = ®; 0P, ,,i,7 = 1,..., k. Man kann zeigen[1], daB diese
Forderung fiir die einem Satz involutorischer Funktionen zugeordneten Vektorfelder erfiillt ist.
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0=w(L, e Xp, X) = 3oL ¢dFi(X), dh. 331 ¢;dF; = 0. (Im zweiten Gleich-
heitszeichen haben wir die Definition von w? verwendet.) Das Differential E{Zl c;dF;
kann aber nur dann identisch verschwinden, wenn Z{Zl c;F; = const., in Wider-
spruch zu der angenommenen Unabhéngigkeit der Funktionen F;.

Zum Beweis der Aussage (ii) zeigen wir, dal die M definierenden f Funktionen
Fj sich in Richtung der Vektorfelder X, nicht dndern: Vi, j : dFj(Xp;) = 0. Zum
Beweis verwenden wir die Definition der Vektorfelder {iber Poissonklammern,

dFZ(XFJ) = WQ(XFwXFj) = {FjaFi} =0.

Zusammenfassend haben wir also gefunden, dafl die gebundene Bewegung eines in-
tegrablen Systems auf einer Mannigfaltigkeit stattfindet, die (bis auf Diffeomorphis-
men) einem Torus gleicht. Was zu klédren bleibt, ist wozu diese Einsicht niitzlich
ist und in welchem physikalischen Sinne die Bezeichnung ’integrabel’ gerechtfer-
tigt ist. Beide Fragen lassen sich mit Hilfe des Konzepts der sogenannten Winkel-
Wirkungsvariable beantworten.

5.5 Winkel-Wirkungsvariable

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dafl sich die Bewegung integrabler Systeme auf
Tori abspielt. In diesem Abschnitt sollen Bewegungen dieses Typs konkret beschrie-
ben werden. Im Fall eines integrablen Systems ist Diese Aufgabe im wesentlichen
gleichbedeutend mit der Identifikation eines Systems geeigneter Koordinaten.

Ein f-dimensionaler Torus ist {iber f-winkelartige Variable ¢; parameterisierbar
(die f Winkel namlich, die das kartesische Produkt S; x ... x S; von f Einheits-
kreisen definieren.) Damit sind f Koordinaten definiert. Es bleibt die Frage, wie
die zugehorigen kanonischen Impulse zu wihlen sind. In Anlehnung an die dem
Hamilton-Jacobi Schema zugrundeliegende Idee konnte man auf die Idee kommen,
die erhaltenen Groflen F; selbst als konstante neue Impulse einzufithren. Das Pro-
blem ist jedoch, daf die Transformation (g;, p;) — (s, F;) i.A. nicht kanonisch sein
wird.

Gliicklicherweise existiert jedoch ein ausgezeichneter Satz von Koordinaten [;, der
(i) so gewdhlt ist, daf§ die Transformation (g;,p;) — (¢, ;) kanonisch ist und (ii)
die Losung der gegen Ende des letzten Abschnitts aufgeworfenen Fragen beinhaltet.
Aus Dimensionsgriinden ist klar, daf die /; die Dimension [[;] = E-T einer Wirkung
haben?. Man bezeichnet sie daher als Wirkungsvariable.

Allgemein ist das System (¢;, I;) von Winkel-Wirkungsvariablen iiber folgende For-
derungen definiert.

> Die Wirkungsvariablen [; sind Erhaltungsgrofen (und damit eindeutig als
Funktion I; = f({F}}) der vorgegebenen Erhaltungsgréfien ausdriickbar.)

> Winkel- und Wirkungsvariable sind zueinander kanonisch konjugiert, {¢;, I;} =
d;; (d.h. die Transformation (p;, ;) — (¢, 1;) ist kanonisch.)

9Es ist [¢] = 1 aus T~ = [¢;] = [0, H'] = [I]'E folgt [I] = E - T.
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> Die Winkelvariable ¢; &ndert sich um 27, wenn sich eine Phasenraumtrajek-
torie einmal um die i-te Einheitskreiskomponente des Torus herumwindet.

Eine direkte Konsequenz dieser Forderungen ist, daf} sich die Bewegungsgleichun-
gen im System der Winkel-Wirkungsvariable trivial integrieren lassen. Zunéchstein-
mal muf} die transformierte Hamiltonfunktion H'(¢,I) = H(q(¢,I), p(¢,1))° un-
abhéngig von ¢; sein. Das liegt daran, dal (i) H auf dem Torus ja selbst erhalten
ist und daher winkelunabhéngig sein mufl oder, gleichbedeutend, daf§ (ii) /; erhalten
ist und daher die zugehorige Koordinate ¢; zyklisch sein muf.

Die explizite Form der Bewegungsgleichungen lautet nun

ji — —8¢iH/:0,
(bi == 811,H’Ewl-,

wobei die w; gewisse "Winkelgeschwindigkeiten’ sind, die die Anderungsrate der Va-
riablen ¢; spezifizieren. Diese Gleichungen lassen sich unmittelbar zu

I, = const.

integrieren, wobei die 2f unabhéngigen Konstanten I;, ¢;(0) iiber die Anfangsbedi-
nungen festgelegt sind. Aus der Riicktransformation der Losung (¢(t),I) ergibt sich
(a(t),p(t)) = (q(I, ¢(t),p(I, ¢(t)) und damit die gesuchte Phasenraumtrajektorie
in ihrer urspriinglichen Parameterisierung.

Das vorldufige Resultat dieser Uberlegungen ist, daf die Schwierigkeit der Losung
des Problems auf das Auffinden der Transformation auf Winkel-Wirkungsvariable
verlagert worden ist. Die Suche nach dieser Transformation 148t sich am effizien-
testen im Rahmen der Hamilton-Jacobi Theorie angehen. Im Vergleich zum oben
formulierten Hamilton-Jacobi Schema sind wir bescheidener und fordern nicht, dafl
die neue Hamiltonfunktion verschwinde, sondern lediglich, daf} sie ausschliellich von
den neuen Impulsen [; abhénge. Tatsdchlich 1&8t sich die Existenz einer Transfor-
mation auf eine nur von f konstanten Impulsen anhdngende Hamiltonfunktion als
zweite Definition des Begriffs der Integrabilitéit verwenden:

Def. (II): Ein durch eine Hamiltonfunktion H(q, p) beschriebenes mechanisches Sy-
stem ist integrabel, wenn eine kanonische Transformation auf eine nur von den neuen
Impulsen [; abhédngende Hamiltonfunktion H'(I) existiert.

Aufgabe: Wieso folgen aus Definition II die Forderungen der oben gegebenen Definition
17

Wie gehabt wihlen wir die Erzeugende der Transformation vom M,-Typ (Variable
¢; und I; unabhéngig gewihlt) und bezeichnen sie mit S(q,I). Aus H(q,p) = H'(I)
und p; = 0,5 folgt die Hamilton-Jacobi Gleichung

H(q,045(q,1)) = H'(I)

0Wir erinnern daran, daf8 wir uns mit autonomen Problemen ohne explizite Zeitabhingigkeit
beschiiftigen. Daher ist H'(X) = H(x(X)) ohne etwaige partielle Zeitableitungen Erzeugender
Funktionen.
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Im Gegensatz zu generischen mechanischen Problemen i3t sich diese Gleichung fiir
integrable Systeme durch algebraische Manipulationen und Berechnung bekannter
Integrale losen. (Dies ist der letzendliche Grund fiir die Bezeichnung ’integrable
Systeme’.) Wir diskutieren das Losungsschema zunéchst fiir den Fall eines Systems
mit einem Freiheitsgrad.

5.5.1 Winkel-Wirkungsvariable fiir Systeme mit f =1

Bewegungen autonomer Systeme in einer Dimension sind grundsétzlich integrabel.
Der Grund ist, dafl die Energie erhalten ist, damit f = 1 Erhaltungsgrofie vorliegt
und die Forderung der oben gegebenen Definition erfiillt ist. Die Phasenraumtrajek-
torie einer gebundenen Bewegung im zweidimensionalen Phasenraum spielt sich auf
einer geschlossenen Kurve 7 ab, die diffeomorph zu einem Kreises (d.h. dem einfach
moglichsten Torus) ist. Diese Kurve ist bekannt. Es ist eine durch die Erhaltung
der Energie ausgezeichnete ein-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dagegen ist die
Losung der Bewegungsgleichungen, d.h. die Zeitabhingigkeit des Kurvendurchlaufs
noch zu ermitteln.

Zur Losung dieser Aufgabe gehen wir vom Differential der Erzeugenden der Trans-
formation

oS oS

dS = —dq+ —dI
27"t a1
aus. Wir verwenden nun, dafl sich die Kurve lokal eindeutig durch die Variable q
darstellen 148t. Technisch gesprochen: Abgesehen von singuldren Punkten gibt es
Vxo = (qo, po) € 7y eine (beziiglich v offene Umgebung U C v und ein Intervall I, so
daB U = {(q,p(q, E))|q € I} (vgl. Fig. 5.16.)

Abbildung 5.16: Zur lokalen Parameterisierbarkeit einer Kurve im zweidimensionalen
Phasenraum.

Gegeben eine solche Darstellung konnen wir das Differential entlang der Kurve in-
tegrieren und erhalten

1798 oS 108 a
E) = P+ )= | g = ' E)dd
S(q,E) /qo (aq,dq +a[d[) ; aq,dq /qop(q, )dq’,

wobei wir im zweiten Gleichheitszeichen verwendet haben, dafl sich I auf der Kurve
nicht &ndert, das auf v eingeschréinkte Differential dI also null ist, und die Notation
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andeutet, dafl die Wirkung als zunéchst als Funktion von ¢ und der erhaltenen
Energie resultiert.

Um die Wirkung als Funktion von ¢ und I auszudriicken verwenden wir die bislang
nicht verwendete Forderung, daf sich bei einmaligem Durchlauf von v soll sich die
Phasenvariable ¢ um 27 dndern soll. Hieraus 148t sich eine explizite Identitat zwi-
schen der Winkelvariable I und der Energie ableiten: Wir betrachten die Ableitung

do S
dq  0qol’

Globale Integration iiber die Kurve ~ liefert

! (0] (0] aS
21 = /dgb = / (—dq + —d]) =0 | —dq.
. 4 \9q ol 4 0q

Diese Forderung ist mit
I = L 8_qu
2 )., Oq
erfiillt. Wir verwenden diese Gleichung als Definition der Wirkungsvariablen. Durchfiihrung
des Integrals liefert eine Darstellung I = F(E) der Wirkungsvariablen in Abhéngig-
keit der erhaltenen Energie. Durch Inversion finden wir £ = H' = F~}(I) und
damit

I = const., o(t) = (0rH')t + ¢(0) = O F (1)t + ¢(0).

Substitution der Darstellung F = F~!(I) in die oben abgeleitete Formel fiir S liefert
die gesuchte Darstellung S(g,I) = S(q, E|p_p-1(y). SchlieBlich erhalten wir durch
Auflésen von

¢ = af S (I > q)
nach ¢ eine Darstellung ¢(¢(t), I), wobei das bereits berechnete ¢(t) zugrundegelegt
ist. Aus p = 0,5 ergibt sich p(¢(t),I) und damit die Losung des Problems.
Wem diese Vorgehensweise unotig kompliziert vorkommt, der sollte sich vor Augen
fithren, dafl wir kein einziges Mal eine Differentialgleichung 16sen mufiten. Wahrend
dies im Falle einer Dimension noch keinen wirklich durchschlagenden Vorteil dar-
stellt, wird eine Methode, die ohne Loésung von Differentialgleichungen auskommt,
in hoheren Dimensionen zu einem méchtigen Werkzeug.

Info: Die Berechnung des definierenden Integrals fiir I 148t sich oft tiber folgenden Trick
vereinfachen: Wir verwenden die zweidimensionale Version des Stoke’schen Satzes

/V -ds = / dwlde(alvg — 82’01),
¥ S
wobei v eine Kurve und S die von der Kurve berandete Fldche ist.

Aufgabe: Beweisen sie diesen Satz unter Verwendung des dreidimensionalen Stokes’schen

Satzes,
%v-ds:/(va)-dS,
0 S
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wobei v ein Vektorfeld, v eine Kurve im dreidimensionalen Raum, S eine beliebige ~y
berandende Flidche und dS deren (orientiertes) Flichenelement ist.
Hinweis: Legen Sie das Vektorfeld v, die Kurve v sowie S in die 12-Ebene.

Wir identifizieren die ¢/p Richtung des Phasenraums mit der 1/2-Richtung. Damit 148t
sich das I definierende Kurvenintegral als

1
I=—¢v-ds
27
mit einem durch vy = —p, vo = 0 definierten zweikomponentigen Vektor schreiben (bitte

nachpriifen!). Die rechte Seite des zweidimensionalen Stokes’schen Satzes liefert

1
I=—A, A= / dpdgq, (5.3)
2 S

wobei A die von der Bewegungskurve eingeschlossene Fliche ist.

Bsp.: Winkel-Wirkungsvariable fiir den harmonischen Oszillator

Wie {iblich illustrieren wir das neue Losungsverfahren am harmonischen Oszillator.
Zunéchst bemerken wir, dafl die Phasenraumtrajektorien die Form von Ellipsen ha-
ben und damit offensichtlich diffeomorph zu einem ein-dimensionalen Torus (Kreis)
sind.

Mit

2 2 2
=2 M 2 o (BT
om 2 2

- el )

(wobei man die Untegrenze ¢y = ¢(0 zweckmaﬁlgerwelse mit der Anfangskoordi-
nate der Bewegung identifizieren wird.) Wie schon oben bei der Losung des har-
monischen Oszillators iiber Hamilton-Jacobi, verzichten wir darauf, dieses Integral
durchzufiiren und berechnen zunéchst die Beziehung zwischen der Erhaltungsgrofie
FE und der Winkelvariablen I.

Die im Phasenraum von der ellipsenformingen Bewegungskurve eingeschlossene Fléiche
ist A = T@maxPmax = 27 E /w woraus

ergibt sich

I = Flw,
o(t) = wt+ 6(0)

q 2
S(q,I) :/ dq'\/Zm (Iw o
%0

")
resultieren. Differentiation nach / fithrt auf

, [mw
¢ =015(q,1 —w/ dq\/ — mw2 ) = arcsin (q T) + (g0, 1),

und
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wobei ¢(qo, ) = — arcsin (go(mw/21)"/?) eine von der Untergrenze der Integration
her rithrende Konstante ist. Auflésung nach ¢ und Subsitution der Losung fiir ¢

fithrt auf das Ergebnis
21
t) =/ —si t+6
(1) = | sinfwt +9),

wobei die Phase 0 = ¢(0) — ¢(qo, I) durch die Anfangsbedingungen bestimmt ist.
(Fiir die oben getroffene Wahl ¢q = ¢(0) ergibt sich ¢(0) = 0 als Anfangskoordinate

fir ¢.)

Aufgabe: Berechnen Sie aus p = 9,5 die Losung fiir den konjugierten Impuls p.

5.5.2 Winkel-Wirkungsvariable fiir Systeme mit f > 1

Die Transformation auf Winkel-Wirkungsvariable fiir Systeme mit mehr als einem
Freiheitsgrad dhnelt der fiir den Fall f = 1. Das Ziel ist nach wie vor die Konstruk-
tion eines Losungsschemas, das ohne Losung von Differentialgleichungen auskommt.

Abbildung 5.17: Bewegung eines integrablen Systems auf einem 2-dimensionalen
Phasenraumtorus.

Wir setzen die durch Vorgabe von Erhaltungsgrofien spezifizierte Bewegungsmannig-
faltigkeit M als bekannt voraus. Da M die Geometrie eines f-dimensionalen Torus
hat!!, existieren f geschlossene Kurven ;, die (i) sich nicht stetig auf einen Punkt
zusammenziehen lassen und (ii) nicht stetig ineinander tiberfithrbar sind (vgl. Fig.
5.17). (Beachten Sie, da die Wahl der ; in keiner Weise eindeutig ist. Jede durch
stetige Deformation einer Kurve v; gewonnene Kurve 4} erfiillt die Kriterien (i) und
(ii) genauso gut wie ~;.)

UWir erinnern daran, dafl M nicht wie ein Torus "aussehen’ muf}. Die Bewegungsmannigfaltigkeit
ist jedoch zu einem Torus diffeomorph. Anschulich: M kann stetig so deformiert werden, daf} sie
die Form eines Torus annimmt. Da die Struktur dieser Deformation fiir alles weitere unerheblich
ist, konnen wir von Anfang an annehmen, dafl M einem Torus gleiche.
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Wir definieren f Winkelvariable durch

f
1
Il:%fzpjdqj.

Vi oj=1

Die unter dem Integral auftretenden Groflen hangen parametrisch von den f erhalte-
nen GroBen F = (£, ..., Fy) ab, d.h. die Definition liefert die Winkelvariable geméf
I = G(F) als eine Funktion der ErhaltungsgréBen. Inversion dieser Beziehung (eine
algebraische Operation) liefert F = G~1(I) also die ErhaltungsgréBen als Funktion
der Winkelvariablen. Kritische Leser werden fragen, ob die oben gegebene Definition
kanonisch ist, d.h. ob sie von der Wahl der Kurven ~; abhéngt oder nicht. Tatséchlich
ist die Wahl der v; unerheblich, ein Punkt auf den wir gleich zuriickkommen werden.
Der néchste Schritt ist die Konstruktion der Erzeugendenfunktion S. Wir wéhlen ein
Xo € M als Referenzpunktpunkt aus und parameterisieren seine Umgebung geméfl
x(q) = x(q, p(q, F)) durch die f Variablen q. (Vgl. die oben in Zusammenhang mit
f = 1 gemachten Kommentare zur Moglichkeit einer solchen Parameterisierung.)
Der Referenzpunkt selbst ist durch x¢(qg) gegeben. Die Wirkungsfunktion wird nun
durch

q !
S@F = [ > pla P

0 j=1

definiert, wobei die Integration sich entlang einer xy = x(qg) und x(q) verbindenden
Kurve 7 erstreckt. Die einzige Bedingung, die an 7 gestellt wird, ist daf sie sich fiir
q — qp auf eine Kurve der Léange null zusammenzieht (sich also nicht wie die Kurven
v; um den Torus herumwindet.)

An dieser Stelle kommen wir nun nicht mehr darum herum zu fragen, ob das so spe-
zifizierte S eine sinnvoll definierte Funktion darstellt, d.h. ob S(q,F) unabhéngig
von der Wahl der in die Konstruktion eingehenden Kurve 7 ist. Tatséchlich ist die
Definition gegeniiber der Kurvenwahl invariant (in dem Sinne, dafl jede andere x,
und x verbindende Kurve 7 auf den gleichen Wert fiir S fithrte.) Um diesen Sachver-
halt in einer dem Problem angepassten Weise zu beweisen, wére ein etwas stérkerer
Hintergrund in Differentialgeometrie erforderlich, als wir ihn bislang bereitgestellt
haben. (Die relevanten Stichworter sind ’allgemeiner Stokes’scher Satz’ und "dufleres
Produkt von Differentialformen’.) Einen wenig eleganten, aber immerhin tragfihigen
Beweis geben wir im folgenden Einschub.

Info: Um zu beweisen, dafl die Definition von S gegeniiber der Kurvenwahl invariant ist,
geniigt es zu zeigen, dafl

f
%ijdqg‘ =0,
v j=1

wobei 7 eine stetig auf Linge Null kontrahierbare Kurve ist. (Kurven mit dieser Eigenschaft
heien nullhomotop!?.) Denn fiir zwei xo und x verbindende Kurven 7 und 7/ ist (vgl.

12Man kann sich diesen Begriff veranschaulichen, indem man sich vorstellt, daf die in Frage
kommende geschlossene Kurve eine Seilschlinge sei. Nullhomotopie bedeutet, daf§ die Schlinge auf
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Fig. 5.18)
! f f f
0= ijdq]‘ - ijdq]‘ = ijdqj‘7
T j=1 =1 V=1

wobei v die durch Verkettung von 7 und 7’ gebildete Kurve ist. Die definierenden Eigen-
schaften von 7 und 7/ beinhalten, dafl v nullhomotop ist.

Aufgabe: Rekapitulieren Sie die in Kapitel 1 gegebene Definition konservativer Kréfte,
insbesondere den Zusammenhang zwischen verschwindenden Kurvenintegralen und der
Moglichkeit in kanonischer Weise eine Potentialfunktion zu definieren. Sehen Sie einen
Zusammenhang zu der hiesigen Diskussion? Rekapitulieren Sie den Beweis des Stoke’schen
Satzes.

Xo

Abbildung 5.18: Zur Invarianz der Wirkungsfunktion S gegeniiber der Wahl der zugrun-
degelegten Kurven.

Der Fufigingerbeweis dieses Sachverhalts vollzieht sich in zwei gedanklichen Schritten.
Zunichsteinmal vereinfachen wir die Fragestellung, indem wir uns klarmachen, dafl es

hinreichend ist
f
j{ ijdq]' =0,

zu zeigen, wobei R ein infinitesimal kleiner Polygonzug (z.B. von der Form eines Rechtecks
ist). Der Grund hierfiir ist in Fig. 5.19 angedeutet. Eine endliche Kurve kann durch eine
groe Zahl N kleiner Kurven R; ’zugepflastert’ werden. Fiir ein beliebiges Vektorfeld v ist
fv dv =lmy 00y, fRi dv, wobei fRi fiir ein im Uhrzeigersinn um R; durchgefiihrtes Li-
nienintegral steht. Der Grund ist, daf§ sich die iiber die Grenzlinien zwischen benachbarten
R; im Inneren von « durchgefiihrten Linienintegrale gegenseitig wegheben (bitte klarma-
chen). Der einzig unkompensierte Beitrag ist der iiber die ’Oberfliche’ der Ansammlung
von R;’s. Fiir N — oo wird die aus Rechtecken gebildete Oberfliche immer ’glatter’ und
gleicht sich schliefllich der Form von ~ an.

Was also 14t sich {iber ein infinitesimales Kurvenintegral {iber R sagen? Sicher wird
das Integral iiber das Differential > y pjdg; nicht fiir allgemeine geschlossene Kurvenziige
verschwinden

Aufgabe: Geben sie eine geschlossene Kurve v im Phasenraum an, fiir die fy > j pjdg; # 0.

Lénge null zusammenziehbar ist. Eine nicht nullhomotope Kurve wére z.B. eine, die sich einmal
um den Torus herumwindet. Die entsprechende Schlinge kann nicht zusammengezogen werden.
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Abbildung 5.19: Zur Integration iiber geschlossene Kurven auf dem Phasenraumtorus.

Das Verschwinden muf} also damit zusammenhéngen, dafl wir es mit Kurven auf einer
Mannigfaltigkeit besonderer Geometrie zu tun haben. Die Besonderheit der Geometrie
des Phasenraumtorus liegt in der Existenz f unabhingiger Vektorfelder X; = Xy,, die
den involutorischen Funktionen f; zugeordnet sind. Es wird daher zweckméflig sein, die
Kurven R so zu wihlen, daf sie in direktem Bezug zu den X, stehen.

Abbildung 5.20: Zur Konstruktion der Integrationsfliichen R iiber die Vektorfelder Xy,.

Es sei x als einer der Eckpunkte der zu konstruierenden infinitesimalen Kurve R fest-
gelegt. Jedem der f Vektoren X;(x) ist ein Flul ®4(x) = ®(s,x) tiber die Forderung
ds|s=0®Pi(s,x) = X; zugeordnet (vgl. Fig. 5.20). Aus der Unabhéngigkeit der X; folgt —
und das ist der entscheidende Punkt — dafl die Umgebung von x durch die f Parameter
s = (s1,...,5¢) geméB x(s) = Pro Py qo...0Pi(x) eindeutig darstellbar ist. Wir de-
finieren uns nun einen kleinen Kurvenzug R als Vereinigungsmenge der vier Teilkurven
x(u,0) x(e,v), x(u,€), x(0,v),u,v € [0,€¢] (vgl. Fig. 5.20), wobei die Argumente u und
v fiir die Parameter s; und sy stehen, alle anderen Parameter s; auf Null gesetzt sind
und e infinitesimal ist. Mittels derart konstruierter Kurvenziige 148t sich jede geschlossene
nullhomotope Kurve auf dem Torus approximieren. Das zu berechnende Integral schreibt
sich nun
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:/ep(u’o).Mdu"‘/ep(ﬁ,u)'mdv—
0 0

ou ov
‘ 9q(u, €) /e dq(e, v)
/Op(u,e) 5 du ; p(0,v) 5 dv.

Da € beliebig klein gewéhlt werden kann, bietet es sich an, die Integrale in fithrender Ord-
nung in einer Taylorentwicklung (nach den Variablen ¢, u,v) zu berechnen. Das Ergebnis
dieser Rechnung (Ubungsaufgabe!) ist

Nun ist

0udi(u,0) = Dugi(P1u(x)) = P, (x) = Xi(x)
die i-te Komponente des Vektors X;(x) und 9,¢; die i-te Komponente von Xs. Aus einem
Vergleich mit der in Kapitel 4 gegebenen Definition der symplektischen Bilinearform w?
ergibt sich, dafl

f
=D (XX - Xix) =
i=1

u=v=0
= w2(X1,X2) = —{Fl,FQ} =0.

Damit verschwindet das Kurvenintegral bis auf Korrekturterme, die im Limes ¢ — 0
vernachlassigbar werden. Das abschlieende Ergebnis dieser Analyse ist, daf3 Integrale
f7 pdq iiber nullhomotope Kurven « verschwinden und damit die Erzeugendenfunktion S
wohldefiniert ist.

Aufgabe: Gehen Sie die Argumentationskette nocheinmal durch und begriinden Sie,
warum die oben gegebene Definition der Wirkungsvariablen unabhéngig von der Wahl
der Réapresentantenkurven -; ist.

Damit ist der wesentliche Teil der Arbeit geleistet. Wie im Fall im Fall f = 1 verwen-
den wir die Relation F = G~1(I) und driicken die Erzeugende S(q,I) = S(q, F(I))
als Funktion der Wirkungsvariablen aus. Die neuen Bewegungsgleichungen

I; = —0,H(I)=0,
¢ = O,H'(I) = w;
integrieren sich trivial zu
I, = const.
¢i = wit + ¢i(0).
SchlieBlich erhalten wir durch Auflésung der Transformationsformeln
P=045(q,1), ¢ =0dS(q])

nach (q(¢(t),I),p(¢(t),I)) die Losung des Problems. Wir bemerken nocheinmal,
daf keine Differentialgleichungen zu lésen waren. Zusammenfassend haben wir in
diesem Abschnitt
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> die Phasenraumgeometrie integrabler Systeme iiber das Konzept der invarian-
ten Tori beschrieben,

> eine auf eine nur von f Wirkungsvariablen abhdngende Hamiltonfunktion ex-
plizit konstruiert (und damit die Aquivalenz der beiden oben fiir den Begriff
der Integrabilitidt gegebenen Definitionen gezeigt) und

> einen Algorithmus fiir die Losung der Bewegungsgleichungen gegeben.

Damit haben wir die Eigenschaften integrabler Systeme hinreichend im Griff.

5.6 Storung Integrabler Systeme

Ausgehend von der im vorangegangenen Abschnitt durchgefithrten Analyse integ-
rabler Systeme, wollen wir nun die groflere Klasse generischer autonomer Systeme,
inklusive der nichtintegrablen Systeme untersuchen. Ein naheliegender Zugang zu
diesem Problem ist von einem vorgegebenen integrablen System auszugehen, und
zu untersuchen, was passiert, wenn es einer kleinen Stérung ausgesetzt wird. Diese
Vorgehensweise wird uns nicht nur wichtige Einblicke in die Physik nichtintegrabler
Systeme ermoglichen, sondern ist auch fiir sich genommen anwendungsrelevant: Kein
in der Natur ablaufender mechanischer Prozess verldauft vollig ungestort. Z.B. sind
die in Kapitel 1 unter der Zweikoérper Zentralkraftannanhme analysierten integra-
blen Planetenbewegungen Stérungen durch alle moglichen anderen Himmelskorper
ausgesetzt. Es ist wichtig, Kriterien zu kennen, die entscheiden, unter welchen Bedin-
gungen eine Storung eine integrable Bewegung nur geringfiigig beeinfliifit, bzw. sie in
ein Regime der Instabilitéit treiben. Der Apparat, der die Beantwortung derartiger
Fragestellungen ermoglicht, wird in der Physik allgemein (nicht nur der Mechanik)
als Storungstheorie bezeichnet.

5.6.1 Storungstheorie

Ziel ist es, die Sensibilitit eines integrablen Systems gegeniiber einer generischen
Storung zu analysieren. Wir betrachten hierzu ein durch die Hamiltonfunktion

H:H0+€H1

beschriebenens mechanisches System, wobei Hy Hamiltonfunktion eines integrablen
Systems, H; eine generische Hamiltonfunktion und € ein kleiner dimensionsloser
Parameter ist, {iber den die Stéarke der Ankopplung von H; kontrolliert ist.

Nach Voraussetzung existiert fiir Hy eine Transformation auf einen Satz von Winkel-
Wirkungsvariablen (¢;, I;). Wir beginnen unsere Untersuchung, indem wir das kom-
plette Problem in diesen Koordinaten darstellen:

H(,T) = Hy(T) + eHy (6, 1),

wobei verwendet wurde, dafi der integrable Anteil Hy nur von den Wirkungsvaria-
blen abhéngt und H; iiber die neuen Koordianten parameterisiert ist. Wir versuchen
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nun, das so gestellte Problem zu ’integrieren’, d.h. eine kanonische Transformation
auf einen neuen Satz von Koordinaten (¢}, I/) zu finden, dergestalt, dafl die in neuen
Koordinaten ausgedriickte Hamiltonfunktion H’(I') nur von den neuen Wirkungsva-
riablen abhéngt. Die Suche nach einer solchen Transformation gehen wir im Rahmen
der im letzten Kapitel formulierten Version der Hamilton-Jacobi Theorie an. Gesucht
ist also eine Erzeugende S(¢,I), die (i) von den alten Koordinaten ¢; und den neuen

Impulsen /] abhéngt und (ii) die Hamilton-Jacobi Gleichung
H(¢,045(¢,1')) = H'(I')

16st. Es ist in keiner Weise klar, daf3 eine solche Transformation auffindbar, denn
in diesem Fall wire auch das gestorte Problem integrabel, eine Annahme, die nicht
gemacht wurde. Aber zumindest suchen kann man nach einer Losung S ja.

Bis jetzt haben wir noch nicht verwendet, dafl die Storung e H; als klein vorausgesetzt
ist. Da H dicht bei Hy liegt, wird die gesuchte Transformation S in der Nihe der
identischen Transformation

SO(¢a I,) = gb T

liegen.

Aufgabe: Rekapitulieren Sie, warum Sy die identische Transformation ¢ = ¢/, I =T
erzeugt.

Wir gehen also von dem Ansatz

S(¢7 I,) = SO(¢7 I/) + 651(¢7 I/)

mit gesuchtem S; aus und verwenden die Tatsache, dal ¢ beliebig klein gewahlt
werden kann, indem wir die Hamilton-Jacobi Gleichung in fithrende Ordnung nach
€ entwickeln:

H0(8¢(So + 651)) + GHl(Q’), 3¢(SO + 651)) = HI<I/) =
= Ho(T') + e I:IIHO(I) 0y S1 + el (¢, 1) + O(e*) = H'(T').

Nun muf3 diese Gleichung fiir beliebiges € Giiltigkeit haben. Die einzige Moglichkeit,
diese Forderung zu erfiillen, besteht darin zu fordern, dafl die Koeffizienten jedes
Beitrags von der Ordnung €”,n = 0,1, ... einzeln verschwinden. Im einzelnen:

Hy(T')
O Ho(I) - 0

Die uns interessierende Gleichung ist die zweite. Wir verwenden, dafl nach Kon-
struktion der Winkel-Wirkungsvariable 0y, Hy = w; den konstanten Vektor der Um-
laufsfrequenzen des invarianten Torus liefert. Die zu analysierende Gleichung nimmt
damit die Form

w - 8¢51(¢, I/) = —H1(¢), I/)
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an. Nun ist jedes ¢; eine winkelartige Variable, d.h. die Koordinaten ¢; und ¢; + 27
beschreiben den gleichen Punkt im Phasenraum und konnen identifiziert werden.
Das bedeutet, daf alle in der Gleichung auftretenden Elemente periodische Funk-
tionen der ¢; sind und daher in eine Fourierreihe entwickelt werden kénnen.

Aufgabe: Rekapitulieren Sie die Definition von Fourierreihen. Wie lautet die Fourierrei-
hendarstellung einer Funktion f(¢1,...,¢y), die in allen Argumenten ¢; 2r-periodisch ist?
Wie berechnen sich die Fourierkoeffizienten aus f?

Fiir eine beliebige Funktion f(¢) der ¢; setzen wir

[e.9]

F@)= D0 fiagetothie,

k1,....,kp=—00

wobei fi, & ; die Fourierkoeffizienten der Entwicklung sind. Zur Vereinfachung der
Notation definieren wir den f-komponentigen Koeffizientenvektor k = (ky, ..., k)

und schreiben '
F(@) =Y fie™?.
Kk

(Behalten Sie im Auge, daf die Koeffizienten des Vektors k ganze Zahlen sind.) Als
unmittelbare Konsequenz dieser Darstellung ergibt sich

a¢zf(¢’l) - Z Zkleﬂ((ﬁ

k

Anwendung dieser allgemeinen Formeln auf die Elemente der uns interessierenden
Gleichung fiithrt auf

3 (iw - kSix(l) + Hyg(L)) P = 0,

k

Nun muBl diese Gleichung fiir beliebiges ¢ gelten, was nur moglich ist, wenn die
Koeffizienten einzeln verschwinden®: iw - kS  (I') + Hy x(I') = 0 bzw.
- Hik(T)

SLk(I)—Z ok .
Damit sind wir am vorldufigen Ziel angelangt: Es ist gelungen, in fithrender Or-
dung in € eine explizite Darstellung der erzeugenden Funktion iiber die als bekannt
vorausgesetzte Storung H; anzugeben. Fourier-Riicktransformation dieser Gleichung
fithrt auf eine Funktion S1(¢,I’) die fiir kleiner werdendes € eine beliebig akkurate
Transformation auf die Losungskoordinaten des gestorten Problems vermittelt.
Gleichzeitig jedoch, sind wir in eine mathematische Katastrophe gelaufen!: Betrach-
ten wir z.B. den vergleichsweise einfachen Fall eines Systems mit f = 2 Freiheits-
graden. In diesem Fall ist w = (w1, ws), k = (k1, ko) und der im Nenner der Losung

13Dieses Argument driickt einfach die allgemeine Tatsache aus, daB fiir eine identisch verschwin-
dende Funktion f(¢) = 0 auch die Fourierkoeffizienten fx = 0 identisch verschwinden.
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auftretende Ausdruck nimmt die Form wik; + weks an. Nehmen wir nun einmal an,
da das Verhéltnis der beiden Umlaufsfrequenzen

Wi _ m
%) - To
rational mit ganzzahligen ni, no sei. In diesem Fall ist fiir k&y = —ny und ky = ny

w -k = 0 und die rechte Seite der Gleichung explodiert. Dies ist das berithmte
Problem der verschwindenden Nenner.

Seine inhaltliche Bedeutung ist, daf fiir integrable Systeme mit eingeprégtem ratio-
nale, Frequenzverhéltnis eine storungstheoretische Behandlung externer stérender
Einfliisse ausscheidet, da bereits die fithrenden Beitrdge einer Entwicklung nach
der Storungsstiarke divergieren. Anders herum formuliert: Integrable Probleme mit
rationalem Frequenzverhéltnissen sind hoch instabil gegeniiber externen Einfliissen.
Beachten Sie, dafl der Einwand, ein rationales Frequenzverhéltnis représentiere einen
Ausnahmefall physikalisch zu kurz greift. Jedes irrationale Frequenzverhéltnis 148t
sich beliebig gut durch ein rationales approximieren. (Erinnern sie sich daran, daf
die rationalen Zahlen dicht in den reellen liegen.) Vom Standpunkt des Physikers
aus besteht kein Unterschied zwischen einer irrationalen Zahl und einer rationalen,
sofern letztere nur dicht genug an erstere herankommt.

Damit sind wir gezwungen uns mit folgenden zwei Fragestellungen auseinanderzu-
setzen:

> Was passiert, wenn ein integrables System mit w;/ws dicht bei einer irrationa-
len Zahl (d.h. wy /ws nur durch n(ny mit grofien n; und ny darstellbar) durch
eH, gestort wird?

> Was passiert tatséchlich, wenn ein System mit generischem rationalen Fre-
quenzverhéltnis einer Storung ausgesetzt wird?

5.6.2 KAM-Theorem

Eine Antwort auf die erste der oben gestellten Fragen — die Storungsanfilligkeit
eines Torus mit 'fast irrationalem’ Frequenzverhéltnis — wurde 1954 von Kolmogorov
formuliert und in den sechziger Jahren von Arnold und Moser bewiesen. Sowohl die
prizise Formulierung als auch der Beweis des Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)
Theorems sind kompliziert (siche z.B. [tabor]). Wir beschrianken uns darauf, einen
groben Abrif} seines inhaltlichen Gehalts zu geben.

Betrachten wir der Einfachheit halber ein Problem mit f = 2 Freiheitsgraden. Ne-
ben einer Reihe von anderen technischen Forderungen sei vorausgesetzt, dafl die

Jacobideterminante :
w.
det .
¢ (811') 70

sei, d.h. daf} eine lokal eindeutige Beziehung zwischen Wirkungsvariablen und cha-
rakteristischen Frquenzen bestehe. Wir betrachten den Fall eines Frequenzverhalt-
nisses, das "hinreichend irrational’ ist, und zwar in dem Sinne, dafl

w1 p’ ' k(e)

w2 q
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Abbildung 5.21: Regionen instabilen Frequenzverhéltnisses wy/ws.

wobei k() eine Funktion der Storungsstarke mit k(e) N\, 0 fiir e \, 0 und p, ¢ Prim-
zahlen sind. Inhaltlich besagt die Forderung, dafl das Frequenzverhéltnis sich von
rationalen Zahlen fernhalten soll, wobei der einzuhaltende Abstand mit wachsendem
q bzw. kleiner werdender Storungsstéirke kleiner werden darf.

Eine solche Forderung kann nur dann physikalische Bedeutung haben, wenn sie von
einer Zahlenmenge {w;/ws|w; 2 € R} mit MaB ungleich null erfiillt ist. Anderenfalls
ndmlich, wiirden die ausgezeichneten Frequenzverhéltnisse wie ein Satz isolierter
Punkte auf der Zahlengeraden liegen und bereits eine infinitesimale Anderung der
Parameter fiithrte zu einer Verletzung der Bedingung. Tatséchlich wird durch die
Bedingung oben eine Menge von Mafl ungleich Null definiert, wovon man sich durch
folgende einfache Abschétzung iiberzeugen kann. O.B.d.A. sei wy > wy, d.h. wir
kénnen uns auf die Betrachtung des Intervalls [0, 1] beschrinken. Betrachten wir
zunéchst ein festes ¢. Fiir jedes ¢ gibt es O(¢q) (Prim)zahlen p mit p/q € [0, 1]. Jede
dieser O(q) rationalen Zahlen induziert eine no-go-Zone’ der Ausdehnung k(¢)/¢*/2.
Die Gesamtausdehnung des verbotenen Gebiets 1d8t sich durch Summation iiber alle

q 7zu
oo

Zq5/2q— Zq_?’/Q—COHSt k(e )eﬂo()

g=1

Die verbotene Zone der Frequenzverhaltmsse nimmt also in ihrem Gesamtumfang
fiir kleiner werdende e¢ immer mehr ab. Jede rationale Zahl induziert ein kleines
verbotenes Gebiet, man kann sich die gesamt verbotene Zone also als eine fragmen-
tierte Untermenge des Intervalls [0, 1], vorstellen, wobei die Komplementérmenge
Maf echt grofler Null hat.

Das KAM-Theorem besagt, da§ Tori mit Frequenzen, die die Bedingung (5.4) erfiillen,
fiir kleine € unter Storungen e H; stabil bleiben. Ein Torus mit einem solchen robusten
Frequenzverhéltnis wird bei Anwesenheit einer Storung in einen leicht gednderten
Torus deformiert. Das beinflute System ist nach wie vor integrabel. Fiir wachsende
Storungsstéirke e fallen mehr und mehr Tori aus dem Stabilitdtskriterium heraus.
Ab einem gewissen Grenzwert €, sind keine Tori mehr vorhanden, und das Problem
hat nichts mehr mit der integrablen Ausgangssituation gemein.

Im folgenden Abschnitt wollen wir konstruktiv untersuchen, wie sich ein solcher
Ubergang von integrablem zu nicht-integrablem Verhalten vollziehen kann.

5.7 Nichtintegrable Systeme

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns zunéchst mit der Frage, wie sich der Uber-
gang von integrablem zu nichtintegrablem Verhalten konstruktiv beschreiben 14a83t.
Wie oben auch verwenden wir als Ausgangsbasis unserer Untersuchungen ein be-
liebig vorgegebenes integrables System — beschrieben durch eine Hamiltonfunktion
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H(I) und einen Satz von Winkel-Wirkungsvariablen (¢,I) — und fragen nach den
Auswirkungen einer kleinen Storung eHq (¢, I).

Um diese Frage in effizienter Weise untersuchen zu kénnen, bedarf es einer Methode,
die Bewegung auf invarianten Tori in etwas konkreter Weise zu beschreiben, als wir
es bislang getan haben. Eine sehr effiziente Beschreibungsmoglichkeit besteht in den
sogenannten "Twist Maps’.

5.7.1 Twist Maps

Die sogennanten Twist Maps erlauben eine einfache Beschreibung wesentlicher Ele-
mente der Bewegung mechanischer Systeme auf Phasenraumtori. Vor der eigentli-
chen Definition dieser Abbildungen fassen wir noch einmal die oben abgeleiteten
wesentlichen Grundelemente der Bewegung integrabler Systeme zusammen:

> Die Bewegung integrabler Systeme im Phasenraum spielt sich auf invarianten
Tori ab.

> Jeder Torus ist durch einen Satz konstanter Wirkungsvariable (11, ..., If) cha-
rakterisiert.

> Die charakteristischen Umlauffrequenzen w; der Wirkungsvariable ¢; hdngen
geméf w; = 07, H(I) von den Wirkungsvariablen ab.

Bei einer twist map handelt es sich nun im wesentlichen um eine durch einen Pha-
senraumtorus hindurchgelegte surface of section (vgl. Seite 166f). Die Grundidee ist
in Figure 5.22 fiir ein System mit zwei Freiheitsgraden angedeutet.

7

Abbildung 5.22: Zur Definition einer twist map fiir ein System mit zwei Freiheits-
graden.

Als surface of section sei die linke der beiden abgebildeten Schnittflichen gewéhlt.
Die verschiedenen in dieser Ebene abgetragenen Kreise deuten die Schnittlinien der
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Fliache mit durch verschiedene Werte der Wirkungsvariablen I; charakterisierten
Tori an. Ohne Einschrénkung nehmen wir an, da} die Umlaufsfrequenzen w; =
O, H fiir zunehmendes I; (entsprechend zunehmendem Radius 7 der Schnittkreise)
zunehmen.

Wir betrachten nun die DurchstofSpunkte einer durch festgehaltenes (I3, I5) einge-
schrankten Phasenraumtrajektorie mit der Schnittfliche. Klar ist, dafl alle diese
Punkte (x1,Xa,...) auf einem Schnittkreis liegen miissen (vgl. Fig.5.22) unten. Auf-
grund der einfachen Struktur der in Winkel-Wirkungsvariablen formulierten kanoni-
schen Gleichungen lassen sich aber noch wesentlich weitergehende Aussagen machen.
Fiir ein System mit f = 2 ist die explizite Losung der Gleichungen durch

gbl(t) = wlt,
gbg(t) = u}2t

gegeben!'®. Die surface of section ist durch einen festen Wert der Winkelvariablen
P2 = ¢g definiert. Ohne Einschrankung setzen wir auch ¢y = 0. Diese Fliche wird zu
jeder Zeit t; = 2mi/wy (= ¢o(t) = 2mi) durchstoffen. Der Wert der Winkelvariablen
¢1 zu diesen Zeiten ist durch

o1(t;) = ¢ = ot = 2mia
)
gegeben, wobei wir die vereinfachte Notation ¢; = ¢;(¢;) und die sogenannte Rota-
tionszahl

eingefiihrt haben. Dieser Parameter hangt geméf a(r) = «(I1(r)) von dem iiber die
Wirkungsvariable [; spezifizierten Radius des Umlaufkreises ab. (Beachten Sie, dafl
aufgrund unserer Vereinbarung einer mit wachsendem r zunehmenden Frequenz w;
die Funktion «a(r) monoton wachsend ist.) Das vorlaufige Ergebnis dieser Untersu-
chung ist, daf§ die Koordinaten x; = (7, ¢;) der Durchstopunkte in der surface of
section durch (r; = r,¢; = 2mia) gegeben sind. Fiir alles weitere ist es sinnvoll,
diesen Sachverhalt noch etwas anders zu formulieren: Wir erkldren durch

T:RY x[0,2r] — R* x[0,27]
(r,¢) = (r,¢+2ma(r))

eine auf der gesamten surface of section definierte Abbildung, die sogenannte twist
map. Mit dieser Definition erhalten wir den i 4+ 1-ten Durchstofpunkt x;,; geméafl
x;+1 = T'(x;) als Bild des i-ten Punktes unter der twist map.

Die twist map bildet Kreise festen Radius I in sich ab. Ihr Name erkléart sich daraus,
daBl eine Linie festen Winkels ¢ aufgrund der Tatsache monoton wachsendenden
a(I)’s durch diese Abbildung verdreht (‘twisted’) wird (vgl. Fig.5.23).

Wir bemerken noch, eine Tatsache, die weiter unten wichtig werden wird, dafl die
twist map eine flichenerhaltende Abbildung ist. 'Flédchenerhaltend’ bedeutet hier,

4Ohne Einschrinkung haben wir die Anfangswerte ¢;(0) auf Null gesetzt.
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Abbildung 5.23: Zur Namensgebung "twist map’: Linien L konstanten Winkels wer-
den durch die Abbildung 7" im Gegenuhrzeigersinn verdreht.

daB sich eine Teilmenge A C R? der surface of section mit Fliche

FAE/rdrckb
A

unter der twist map auf eine Menge T'(A) gleicher Flidche abbildet. (Die Notation
i) 4 rdrd¢ deutet an, daf iiber alle in A gelegenen Flichenelemente rdrd¢ zu inte-
grieren ist.) Beweis: Es ist

0
Fray = /m) rdrdg = /AT(T(T, ?)) ‘%‘drdgbz /Ardrdgb:FA.

Hier beruht das zweite Gleichheitszeichen auf der allgemeinen Formel

[, fwiy=[ |5

fiir den Variablenwechsel in mehrdimensionalen Integralen. (‘g—f’(‘ bezeichnet die
Jacobi-Determinante.) Im dritten Gleichheitszeichen haben wir r(7'(r, ¢)) = r und
die elementar nachpriifbare Tatsache
'5’T(T, ¢) ’ 4
o(r, ¢)

dx

verwendet.
Die so defnierte twist map bildet nun eine gute Ausgangsbasis zur Untersuchung
der Phénomene, die beim Ubergang von integrablem zu nichtintegrablem Verhalten
auftreten.

5.7.2 Poincaré-Birkhoff Fixpunkt Theorem

Wir kommen zuriick zur zweiten oben in Zusammenhang mit der Stérung inva-
rianter Tori aufgeworfenen Fragen: Was ist das Schicksal von Tori mit rationalen
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Frequenzverhéltnissen bei Anwesenheit von Stérungen eH;. Die Lehre aus der oben
gefiihrten Diskussion ist, dafl sich dieses Fragestellung sicher nicht im Rahmen einer
storungstheoretischen, d.h. einer auf einer expliziten Entwicklung im Parameter €
basierenden Analyse wird behandeln lassen. In diesem Abschnitt werden wir das
Problem 16sen und zwar im Rahmen einer Vorgehensweise, die auf einem kombi-
nierten Einsatz der twist map und elementargeometrischer Argumente basiert. Wir
werden dabei in einem zwei-Stufen Programm vorgehen. In einem ersten Schritt wer-
den wir uns einen Uberblick iiber die Fixpunkte des gestorten Systems verschaffen.
Im Anschlufl werden wir uns im Rahmen einer Stabilitdtsanalyse iiberlegen, wie die
Dynamik des Systems in der Umgebung dieser Punkte aussieht. Nach dem, was in
Abschnitt 5.2 gesagt wurde, steht zu erwarten, dafl dieses Programm einen wesentli-
chen Teil der Information iiber die Dynamik des gestorten Systems als ganzes liefern
wird.

Wie iiblich gehen wir von einem durch eine Hamiltonfunktion Hy(I) beschriebenen
integrablen System (der Einfachheit halber mit f = 2) und seinem System invarian-
ter Tori aus (Fig. 5.22.) Wir betrachten die wie oben erklirte twist map, und ganz
besonders die Wirkung der twist map auf dem Schnittkreis eines Torus rationaler

Rotationszahl
I N

w2 g
mit dem Transversalschnitt. Dieser Kreis ist in Figur 5.24 mit S bezeichnet. Eine
besondere Eigenschaft dieses Kreises ist, dal jeder der auf ihm liegenden Punkte
Fixpunkt der g-fach angewendeten Twist map

To---oT =T1
S———

q Faktoren

ist. Der Grund ist, daf§ g-fache Iteration der Abbildung
T:(r,¢) €S (r,¢+2ra) = (7’,¢+27r§) es

auf
T: (r,¢) — (r,¢+ 27p) = (1, 9)

fithrt (wobei das letzte Gleichheitszeichen besagt, dafi der Winkel ¢ nur modulo 27
definiert ist.) Unter 77 bleiben alle Punkte des Kreises S also fest.

Wie oben nehmen wir an, dafl die Rotationszahl a mit zunehmendem Schnittkreis-
radius wichst und betrachten zusitzlich zu S zwei weitere Schnittkreise S~ und S+
mit Radius kleiner bzw. grofler als S. Es sei vorausgesetzt, dal die diesen Kreisen
zugeordneten Tori irrationale Umlaufzahlen haben. Generell bleiben Punkte mit r
grofer (kleiner) als der Radius des "Fixkreises” S unter T nicht fest, sondern werden
in Richtung des Gegenuhrzeigersinns (Uhrzeigersinns) abgebildet. Unter 77 bewegt
sich der aufien (innen) liegende Kreis ST (S7) daher wie in Fig. 5.24, links abgebil-
det.

Ausgehend von dieser Situation legen wir nun eine kleine Stérung eH; an. Es ergibt
sich dann folgendes Bild. Der aufien (innen) liegende Kreis sind nach Vorausset-
zung invarianten Tori irrationaler Umlaufszahl zugeordnet. Setzen wir voraus, dafl
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Abbildung 5.24: Links: Die aus drei invarianten Tori durch Bildung eines Transver-
salschnitts herausprojizierten Schnittkreise. Der mittlere Kreis ist einem Torus mit
rationaler Rotationszahl zugeordnet. Rechts: Die duflere und innerste Kurve sind die
aus dem duferen und inneren Torus (beide irrationales Frequenzverhéltnis) hervor-
gehenden Transversalschnitte fiir das leicht gestorte System. Zur mitteleren Kurve,
siehe Text.

die Stérung hinreichend klein ist, werden diese Tori nicht zerstort, sondern bilden
sich auf Mannigfaltigkeiten (moglicherweise leicht gedanderter Geometrie) ab (KAM-
Theorem). In anderen Worten, fiir Anfangsbedingungen, die auf dem dufieren bzw.
inneren Torus liegen, hat die Bewegungsmannigfaltigkeit des gestorten Systems nach
wie vor die Topologie eines Torus, kann aber aufgrund der Stérung gegeniiber dem
Torus des ungestorten Systems leicht gedndert aussehen. Die Schnittkurven dieser
Torusartigen Mannigfaltigkeiten mit dem Transversalschnitt sind in Fig.5.24 mit S*
bezeichnet.

Was mit dem Torus rationaler Umlaufszahl passiert, wissen wir noch nicht (Die
777 in Fig.5.24.) Um uns an diese Frage heranzutasten, untersuchen wir zunéchst
die twist map T, des gestorten Systems. Was beschreibt diese Abbildung? Ein im
Transversalschnitt liegender Punkt x = (r, ¢) wird sich entlang der Phasenraum-
trajektorie des gestorten Systems entwickeln und nach einer gewissen Zeit bei einer
Koordinate x’ = (1, ¢') den Transversalschnitt wieder durchstofen. Per Definition
liefert die Abbildung T.(x) = x’ fiir jeden Punkt des Transversalschnitts den dar-
auffolgenden Durchstopunkt. (Fiir ¢ = 0 erhalten wir natiirlich die oben definierte
twist map zuriick.) Wie die Abbildung 7, genau aussieht, wissen wir nicht. Klar ist
nur, dafl (i) 7’ im allgemeinen nicht mehr gleich r sein wird (denn wir haben es ja
nicht mehr mit exakten Tori als Bewegungsmannigfaltigkeiten zu tun) aber auch
(ii) daB fiir kleines €, T, nicht stark von der Abbildung 7" des ungestorten Systems
abweichen kann'®. Ein allgemeiner Ansatz fiir die Struktur der Abbildung 7T, sieht
daher wie folgt aus:

T.: Rt x [0,27] — R" x[0,2n]
(r,@) = (r+ef(r,¢), ¢+ 2malr) + eg(r, 9)),

15Wie wir im Abschnitt 5.6.1 gesehen haben, gilt diese Argumentationskette nur fiir die ’gutarti-
gen’ Schnittkreise mit irrationaler Umlauffrequenz (also nicht fiir S.) Fiir die Formulierung userer
Argumentationskette ist diese Einschrankung jedoch unerheblich.
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wobei die Funktionen f und g unbekannt sind. Auch wenn wir diese Funktionen und
damit die genaue Wirkung der Abbildung nicht kennen, lassen sich doch eine Reihe
von Aussagen machen. Zunéchsteinmal bildet 7, per Definition die deformierten
Schnittkurven S in sich ab (bitte iiberlegen). Zweitens werden, sofern e nur klein
genug ist, die Punkte dieser Kurven bei Anwendung der ¢-fach iterierten Abbildung
T¢ immer noch im Gegenuhrzeigersinn (S.) bzw. Uhrzeigersinn (S ) abgebildet.
(Denn diese Eigenschaft galt ja fiir die nicht deformierten Ausgangskurven S* und
wird fiir hinreichend kleines € erhalten bleiben.)

Abbildung 5.25: Zur Konstruktion einer Kurve mit unter 7, erhaltener Radialkoor-
dinate.

Daraus lassen sich Riickschliisse auch fiir das Gebiet zwischen S und SI ziehen.
Wir betrachten dazu eine Linie festen Winkels ¢ (gestrichelte Linie in Figur 5.25.)
Fiir groBe (kleine) Werte der Radialkoordinate werden die Punkte dieser Linie von
T7 im Gegenuhrzeigersinn (Uhrzeigersinn) abgebildet. Aus Stetigkeitsgriinden muf
es daher einen Wert 7x(¢) geben fiir den sich die Winkelkoordinate bei Anwendung
von T nicht dndert: T4(rx(¢),¢) = (1, ¢). (Beachten Sie, dafl sich die Radialko-
ordinate sehr wohl &ndern kann. Lediglich die Winkelkoordinate bleibt fest.) Durch
Vereinigung aller dieser ausgezeichneten Punkte erhalten wir eine geschlossene Linie

X ={(rx(¢),9)|¢ € [0,27]}

Von dieser Linie wissen wir folgendes: (i) Sie existiert und (ii) alle ihre Punkte bilden
sich bei Anwendung von 77 in radialer Richtung nach auflen oder innen ab.

Wir wenden uns nun wieder unserem ersten Etappenziel, der Bestimmung der Fix-
punkte von 7Y zu. Eine notwendige Bedingung, die ein solcher Fixpunkt erfiillen
muf; ist ¢(T9(r, ¢)) = ¢, wobei ¢(r) die ¢p-Komponente des Punktes r bezeichnet.
Aus dieser Beobachtung folgt schon einmal, dafl alle Fixpunkte auf unserer ausge-
zeichneten Linie X liegen miissen. Natiirlich wird nicht jeder Punkt von X Fixpunkt
sein, denn im allgemeinen éndert die Anwendung von 7Y ja die Radialkomponente.
Auf die Existenz einer endlichen Zahl von Punkten fiir die Azimuthal und Radi-
alkomponente ungedndert bleiben 148t sich aber mittels iiber folgendes einfaches
Argument schlieflen. Wir betrachten das mit 72(X) bezeichnete Bild der Linie X
unter 7. Die von dieser Linie eingeschlossene Fléche gleicht der von X eingeschlos-
senen Fldche. Dies folgt aus der (hier ohne Beweis zitierten Tatsache (siche z.B.
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Abbildung 5.26: Zur Struktur der Fixpunkte eines schwach gestorten integrablen
Systems.

[tabor])), dal die gestorte twist map 7T, mit der ungestorten Abbildung T' die Eigen-
schaft der Flachenerhaltung gemein hat. Hieraus folgt (vgl. Fig. 5.26), dafi T2(X)
die Kurve X in einer endlichen geraden Anzahl von Punkten schneiden muf} (bitte
tiberlegen). Tatséchlich konnen wir iiber die Anzahl der Fixpunkte eine noch weiter
gehende Aussage treffen: fiir einen gegebenen Schnittpunkt ro betrachten wir die
Sequenz von g Punkten rg, T.(ro), T2(rg), ..., 79 (ry). Alle diese Punkte sind Fix-
punkte von 7¢ (warum?). Jeder Fixpunkt ist daher Mitglied einer Sequenz von ¢
weiteren Fixpunkten, was bedeutet, daf§ die Gesamtanzahl von Fixpunkten 2kq ein
geradzahliges Vielfaches von ¢ sein muf. Dies ist der Inhalt des beriihmten Poin-
caré-Birkhoff Fixpunkt Theorems: Die Storung eines integrablen Systems fiihrt dazu,
dafl die durch den Transversalschnitt eines Torus’ rationalen Umlaufzahlverhéaltnis-
ses entstehenden Linie von Fixpunkten der Abbildung 77 zu einer diskreten Anzahl
von Fixpunkten (der gestorten Abbildung 7)) kollabiert.

Warum ist dies eine wichtige Aussage? Wir betrachten hierzu den durch die Abbil-
dung T? erzeugten Flufl in der Umgebung der Fixpunkte. (Der Flufl kann man sich
so entstanden denken, dal man fiir jeden Punkt der Umgebung des Fixpunkts die
Richtung abtréigt, in die er unter T abgebildet wird.) Eine gleichfalls elementargeo-
metrische Uberlegung zeigt, daB die Fliisse aufeinanderfolgender Fixpunkte, die in
Fig. 5.26 angedeutete Struktur haben. Vergleich mit der in Abschnitt 5.2 bespro-
chenen allgemeinen Struktur von Abbildungen in Fixpunktumgebung ergibt, daf
die Fixpunkte abwechselnd von elliptischen (oberer Einschub in Figur 5.26) und hy-
perbolischen (unterer Einschub in Figur 5.26) Typ sind. Diese zunéchst rein formal
erscheinende Aussage enthilt einen Gutteil der Antwort auf die oben aufgeworfene
Frage zum Ubergang von integrablem zu irregulir/chaotischem Verhalten. Insbe-
sondere erklart sie das in Abschnitt 5.1 diskutierte Phénomen des Erscheinens von
Hierarchien immer kleiner werdender geschlossener Kurven in Transversalschnitten
von Systemen beim Ubergang von integrabler zu irregulirer Dynamik:

Wir betrachten den sich in der Umgebung eines elliptischen Fixpunktes ergeben-
den Flufl der gestorten Abbildung 79. Elliptizitdt bedeutet, dal der Flu die Form
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geschlossener Bahnen hat. (Diese geschlossenen Bahnen lassen sich als die kleinen
geschlossenen Kurven interpretieren, die in den in Abschnitt 5.1 gezeigten Trans-
versalschnitten in der Nahe groflerer geschlossener Bahnen auftauchten.) Von diesen
Kurven werden einige ein rationales Umlaufzahlverhéltnis haben, also Fixpunkte der
Abbildung 77 fiir ein gewisses ganzzahliges r sein. Der springende Punkt ist nun, dafl
wir die oben durchgefiihrte Argumentationskette iterieren kénnen: Die rationalen
Bahnen sind entsprechend der obigen Analyse instabil und brechen zu einer gerad-
zahligen Menge von Fixpunkten auf. Die Hélfte dieser Fixpunkte ist elliptisch, und
von geschlossenen Bahnen umgeben. Die rationalen Vertreter dieser Bahnen sind
wiederum instabil und brechen ... Das Gesamtresultat dieser Uberlegung ist, daf
der Transversalschnitt des gestorten Systems eine sich auf allen Léngenskalen wie-
derholende Struktur von abwechselnd elliptischen und hyperbolischen Fixpunkten
hat. Ganz allgemein bezeichnet man ein solches iteratives Gebilde als eine Struktur
mit Selbstidhnlichkeit. Selbstéhnlich’, da eine Betrachtung der Struktur unter ei-
nem Vergroflerungsglas wieder auf die Struktur selbst zuriickfithrte. Die Morphologie
des selbstéhnlichen Transversalschnittes ist in Fig.5.27 angedeutet, wobei die Kreu-
zungspunkte hyperbolische Fixpunkte und die konzentrischen Linien stabile Bahnen
irrationalen Frequenzverhéltnisses andeuten. Diese Bahnen sind von selbstdhnlichen
Hierarchien hyperbolisch/elliptischer Fixpunktsequenzen umgeben.

Abbildung 5.27: Zur Ausbildung selbstihnlicher Strukturen beim Ubergang von in-
tegrabler zu nichtintegrabler Dynamik.
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