Theoretische Festkorperphysik I
E. Miiller-Hartmann

WS 2005/06

Die elektronische Version dieser Vorlesung ist nicht ganz
vollstandig. Bisher sind nur die ersten 15 Kapitel, das
Kapitel 20 und 3 Anhidnge verfiigbar. Das vollstandige
handschriftliche Manuskript ist in der Physikbibliothek
erhaltlich. Diese Vorlesung wurde in den Wintersemestern
1975/76, 1976/77, 1980/81, 1986/87, 1991/92, 1993/94,
1996/97, 1998/99, 2000/01, 2002/03 und 2005/06 ange-
boten.

Hinweise auf Tippfehler und andere Unzulanglichkeiten
sind willkommen (per email an: mh@thp.uni-koeln.de).

Literatur:

Es gibt ein Lehrbuch, das weitgehend nach dem Konzept dieser Vorlesung
aufgebaut ist:

- G. Czycholl: “Theoretische Festkorperphysik”, Vieweg, Braunschweig/
Wiesbaden 2000

Als niitzlichstes Lehrbuch, das anders als diese Vorlesung aufgebaut ist und
in dem viel Information zur Festkorperphysik gesammelt ist, wird empfohlen

- N.W. Ashcroft und N.D. Mermin: “Solid State Physics”, Holt, Rine-
hart and Winston, New York 1976

Als weitere Quellen werden folgende Biicher besonders empfohlen

- J.M. Ziman: “Prinzipien der Festkorperphysik”, Verlag Harry Deutsch,
Ziirich 1975

- W. Harrison: “Solid State Theory”, McGraw—Hill, New York 1970
(auch als Taschenbuch erhéltlich)

- C. Kittel: “Quantum Theory of Solids”, John Wiley, New York 1963

1



Vorwort

Ziel der Vorlesung “Theoretische Festkorperphysik I” ist eine Einfiihrung
in die theoretischen Grundlagen zur Beschreibung der Struktur und der ele-
mentaren Anregungen fester Korper. Die Betonung wird dabei auf den the-
oretischen Konzepten liegen, die fiir die Beschreibung fester Korper verwen-
det werden. Dies beinhaltet gleichzeitig eine Einfiihrung in die Sprache, mit
der sich Festkorperphysiker unterhalten. Deshalb sollte diese Vorlesung, die als
Wahlpflichtvorlesung zur Spezialisierung in theoretischer Festkorperphysik ange-
boten wird, auch fiir diejenigen Studierenden niitzlich sein, die sich in experi-
menteller Festkorperphysik spezialisieren wollen.

Vorausgesetzt werden Grundkenntnisse in Quantenmechanik und in statistischer
Physik. Deshalb empfiehlt sich diese Vorlesung bei regularem Studienablauf fiir
das siebte Fachsemester.
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I. Struktur von Festkorpern

1. Adiabatische Naherung

Es ist klar, dafl Festkorper wie Atome, Molekiile und andere Formen kondensierter
Materie wie Fliissigkeiten nur im Rahmen einer Quantentheorie verstanden wer-
den kénnen. Das schlie3t nicht aus, dafl manche Eigenschaften kondensierter Ma-
terie mit der klassischen Mechanik bzw. Statistik qualitativ oder sogar quanti-
tativ beschreibbar sind. Da bekanntlich jedoch selbst die Stabilitat der Materie
erst durch Quanteneffekte bewirkt wird, ist die Quantentheorie notwendiger Aus-
gangspunkt einer umfassenden Theorie der Festkorper. Man wird sich gegebenen-
falls klarmachen, warum manchmal klassische Uberlegungen ausreichen.

Wie in der Atomphysik und anders als etwa in der Kernphysik ist man in der
Festkorperphysik in der zunéchst gliicklichen Lage, den Hamiltonoperator, der
die Dynamik und die Statistik des Systems bestimmt, genau zu kennen. Jeder
Festkorper besteht aus Elektronen der Masse m und der Ladung —e sowie aus Ker-
nen der Massen M, und der Ladungen Zie. Die Wechselwirkung zwischen diesen
Teilchen ist rein elektromagnetisch. Der weit iiberwiegende Anteil dieser Wechsel-
wirkung ist die Coulombwechselwirkung; andere Anteile - etwa die Spinbahnwech-
selwirkung - miissen gelegentlich fiir eine quantitative Beschreibung hinzugefiigt
werden. Wenn wir der Einfachheit halber solche relativistischen Korrekturen ig-
norieren, lautet der Hamiltonoperator

1 ZkZl Zk:
H= Zsz ezZ\ri—rJ] Z]Rk—Rl| QZ]ri—RH.
i<j i,k

k<l
(1.1)

Dabei werden Orte und Impulse der Elektronen durch kleine Buchstaben r, p, die
der Kerne durch grofle Buchstaben R, P gekennzeichnet.

Um den Einflul der verschiedenen auftretenden Naturkonstanten h, e, m, M
iiberblicken zu konnen, gehen wir zu atomaren Elnhelten iiber. Wir messen alle
Lingen in Bohrschen Radien ag = 7*/me? = 0,529 - 10~8 cm und alle Energien in
Einheiten von 2Ry= me?/ h? = 0,436 - 10710 erg= 27.2¢eV, ersetzen damit r durch
aor, R durch apR und ‘H durch 2Ry-H und erhalten

1 Zi 2 Zy,
Moy A e N R

(1.2)
Die einzigen Parameter, die sich durch Skalentransformation nicht eliminieren
lassen und von denen die Eigenschaften der Materie nicht-trivial abhéngen,
sind also die Kernladungszahlen Z; und die Massenverhéltnisse m/Mj. Es ist
faszinierend, dafl so wenige Parameter ausreichen, um das ganze Spektrum der
Erscheinungsformen fester Korper zu iiberstreichen.

Der Einflul der Zj auf die Festkorpereigenschaften ist wie bei den Atomen bizarr
(wenn auch periodisch), aus den gleichen Griinden wie dort: wegen der Schalenef-
fekte hangt nicht nur die Chemie, sondern auch die Festkorperphysik empfindlich
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von den Kernladungszahlen ab. Wir werden darauf bei der spateren Diskussion
der elektronischen Eigenschaften zuriickkommen.

Der Einflufl der Massenverhéltnisse m /M), auf die Festkorpereigenschaften ist in-
sofern viel einfacher zu verstehen, als der genaue Wert der Massenverhéltnisse
keinen qualitativen Einflufl hat. Wichtig ist nur, daf§ die Massenverhaltnisse sehr
kleine Zahlen sind, typische Werte liegen zwischen 1/2000 und 1/500000. Man
sieht sofort, dafl sich die Massenverhaltnisse als Entwicklungsparameter
anbieten, deren Kleinheit wesentliche Konsequenzen fiir die Eigenschaften von
Festkorpern (wie auch von Molekiilen) haben und zu einer Vereinfachung der The-
orie fithren sollte.

Man wird daher den Hamiltonoperator H in einen ungestorten adiabatischen
Hamiltonoperator

1 1 ZkZl Zk
Hy=—2 A; + —_ 1.3
LA P AR Ry (Y
und die kinetische Energie der Kerne als Storung
1 m
T=—= —A 1.4

aufspalten, so daf
H=H,+7T (1.5)

gilt.

Unter volliger Vernachlassigung der kinetischen Energie der Kerne stellen wir
zunachst - in nullter Ordnung beziiglich der Storung 7 - fest, dafl die Kernorte Ry
Erhaltungsgrofien des ungestorten Hamiltonoperators H, sind und daher in H, als
feste Parameter angesehen werden konnen: H, = H,({Rx}). Dies gewdhrt uns
zwel interessante grundlegende Einsichten. Es erklért erstens, warum Materie (bei
tiefen Temperaturen) eine rdumliche Struktur hat, d.h. warum die Kerne in
Festkorpern und Molekiilen im Grundzustand feste Relativpositionen einnehmen,
und gibt uns zweitens eine im Prinzip einfache Vorschrift an die Hand, wie die
Struktur bestimmt werden kann. Wir halten fest: Materie hat Struktur we-
gen der Kleinheit der Massenverhaltnisse von Elektronen zu Kernen.

Die offensichtliche Vorschrift zur Bestimmung der Struktur (in nullter Ordnung
beziiglich m /M) lautet folgendermaflen:

(1) Bestimme die Grundzustandsenergie von H, bei vorgegebenen Kernorten:
Eo({Ry}) :H}/}in<¢|Ha({Rk})|¢>/<¢|¢>
=(Wo({R D) Ha({Re })[o({Ri 1))/ (o ({Ri}) [0 ({Ri }))-

Dies ist natiirlich der schwierige Teil des Problems, weil es die Bestimmung der
Grundzustandswellenfunktion ¢y des durch H, beschriebenen inhomogenen

(1.6)
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Elektronengases erfordert. Dies wird uns spater noch beschaftigen miissen
(siehe dazu Kapitel 16).
(2) Bestimme das absolute Minimum der Energie durch Variation der Kernlagen:

Ep = min E,({Ry.}) = E,({R{}). (1.7)
{Ry}
Die dadurch erhaltene Kernkonfiguration {R)} beschreibt die Gleichgewichts-
struktur des Systems.

Unter der kinetischen Energie der Kerne 7 sind die Kernpositionen nicht mehr
erhalten. Wir wollen jetzt analysieren, wie sich der Einflufl der kleinen Storung
T fiir Systeme bemerkbar macht, die sich in der Nahe der Gleichgewichtskonfigu-
ration {RQ} befinden. Wir beginnen mit einer einfachen klassischen Uberlegung,
indem wir die Beschleunigungen vergleichen, die auf Elektronen und Kerne wirken.
Wegen des Reaktionsprinzips sind die Kréfte, die Elektronen und Kerne aufeinan-
der ausiiben, entgegengesetzt gleich und wir konnen die qualitative Beziehung
MR ~ mi aufstellen. Dies sagt uns, daB die schweren Kerne sich viel langsamer
als die leichten Elektronen bewegen. Aus dieser Einsicht ergibt sich die Idee der
adiabatischen Naherung: Die schnellen Elektronen passen sich der langsamen
Bewegung der Kerne zu jedem Zeitpunkt adiabatisch so an, dafl sie (in guter
Néherung) immer in dem aus (1.6) bekannten Grundzustand |io({Rx})) bleiben.
Daraus folgt eine betrachtliche Vereinfachung der Beschreibung, weil die Bewe-
gungen der Elektronen und der Kerne entkoppelt werden.

Bei Auslenkung aus seiner Ruhelage RY erfihrt ein Kern eine harmonische
riicktreibende Kraft, die in atomaren Einheiten durch die klassische Bewegungs-
gleichung %R x —(R — Ry) beschrieben wird. Daher skalieren die Frequenzen w
der Kernbewegung mit dem Massenverhaltnis wie

wox y/m/M. (1.8)

Um dariiber hinaus eine Aussage iiber die Grofle der quantenmechanisch beding-
ten Auslenkungen machen zu kénnen, miissen wir jetzt zur Quantenmechanik
iibergehen. Bei der Quantenmechanik des harmonischen Oszillators haben wir
gelernt, dafl die Nullpunktsenergie sich zu gleichen Teilen aus einem kinetischen
Anteil (7-P?) und einem potentiellen Anteil (3(R — Rg)?) zusammensetzt und
dafl beide Anteile proportional zur Frequenz sind. Daraus lesen wir das folgende
Skalierungsverhalten fiir die quantenmechanischen Nullpunktsschwankungen

ab:

AR o (m/M)'4, (1.9)
P o (m/M)~Y4, (1.10)
R o (m/M)*/*, (1.11)

Wir haben damit das Skalierungsverhalten der quantenmechanischen Null-
punktsbewegung der Kerne in dem Entwicklungsparameter m /M gewonnen. Man
beachte besonders, dafl die Ortsunscharfe der Kerne nur proportional zur vierten

6



Wurzel aus m/M klein ist. Dies macht vielleicht verstandlich, warum die Quan-
tenfluktuationen in besonderen Fillen die Ausbildung einer raumlichen Struktur
verhindern konnen. Tatséchlich existieren zwei Systeme, die (unter nicht zu hohen
Driicken) bis zu beliebig tiefen Temperaturen fliissig bleiben: die beiden Quan-
tenfliissigkeiten 3He und “He.

Auf der Grundlage der obigen Analyse werden wir im Kapitel 6 eine systematische
Entwicklung nach dem Storoperator 7 besprechen. Es wird nicht tiberraschen, dafl
als Entwicklungsparameter nicht das winzige Massenverhéltnis m /M, sondern die
viel weniger kleine Zahl

k= (m/M)/4 (1.12)

erscheinen wird.
Anhang: Umrechnung von Einheiten

In der Festkorperphysik benutzt man oft fiir Energien die Einheit Kelvin. Wir
geben im folgenden die Umrechnungsfaktoren zu anderen Einheiten an.

Nach der Formel EF = kpT werden Energien in Kelvin umgerechnet. Dabei
entspricht die Energie 1eV = 1,6022 - 10~ '2 erg einer Temperatur von 11604 K.
Faustregel: 1eV entspricht ungefihr 10* K.

In der optischen Spektroskopie wird die Wellenzahl eines Photons mit der rezipro-
ken Wellenlange 1/) identifiziert. (Man beachte jedoch, daf es in der theoreti-
schen Physik iiblich ist, die Wellenzahl k als 27/ zu definieren.) Ein Photon der
Wellenzahl 1/\ = 1cm™! hat die Energie E = he/A = 1,2398 - 10~* eV, die einer
Temperatur von 1,4388 K entspricht. Faustregel: 1cm™! entspricht ungefihr
1K.

Auch magnetische Energien werden oft in Kelvin ausgedriickt. Die Zeemanauf-
spaltung der Energie eines Elektrons in einem Magnetfeld H aufgrund seines ma-
gnetischen Spinmoments betragt AE = 2up H. Fiir ein Feld von H = 1 Tesla gilt
AE = 1,8561 - 10~ !0 erg. Diese Energie entspricht nach obiger Umrechnung einer
Temperatur von 1,3443 K. Faustregel: 1 Tesla entspricht ungefihr 1 K.



2. Periodische Strukturen

Nachdem wir eingesehen haben, warum Materie im allgemeinen raumliche Struk-
tur entwickelt, stellt sich als nachstes die Frage, weshalb Materie im allgemeinen
im Gleichgewicht kristallisiert. Diese Frage ist offenbar viel schwieriger zu beant-
worten und es ist keine allgemeine Antwort bekannt.

Die Beobachtung stellt jedenfalls die starke Tendenz zur Kristallisation, d.h. zu
einer periodischen Anordnung der Atome, auf sicheren Boden. Es gibt zwar auch
nichtkristalline Festkorper, wie etwa Glaser oder Kautschuke, aber bei diesen ist
nach unserem Versténdnis die Kristallisation nur durch die Art der Herstellung ver-
hindert worden, sie befinden sich dadurch in einem Zustand, den man als metasta-
bil betrachten kann.

Unter einem idealen Kristall wollen wir einen Festkorper verstehen, dessen
mikroskopische atomare Struktur raumlich periodisch ist. Dabei sollen drei lin-
ear unabhangige Periodizitatsvektoren existieren. Periodizitatsvektoren sind
Verschiebungen (Translationen), unter denen der Kristall invariant ist. Dies im-
pliziert u.a. eine Periodizitit der Kernlagen und der Elektronendichte, gegebenen-
falls auch der Spindichte der Elektronen. Ein realer Kristall unterscheidet sich
von einem idealen durch seine endliche Ausdehnung und durch strukturelle Fehler
verschiedenster Art.

Die Menge aller Translationen 7 = {1}, unter denen ein Kristall invariant ist,
bildet eine Vektorgruppe, da mit 1 auch —1 und mit 1y, 1o auch 1; + 15 in 7 sind.
Diese Vektorgruppe heifit die Translationsgruppe des Kristalls. Da aufler 1 =0
alle Vektoren in 7 eine positive Mindestlinge haben, nennt man 7 auch eine
diskrete dreidimensionale Vektorgruppe.

Die Struktur der diskreten dreidimensionalen Vektorgruppen 7 wird durch fol-
gende Eigenschaft geklart, die wir hier ohne Beweis zitieren (einen Beweis findet
man z.B. auf Seite 25 des Lehrbuchs “Anwendungen der Gruppentheorie in der
Physik” von G.J. Ljubarski):

Zu jeder diskreten dreidimensionalen Translationsgruppe 7 existiert eine
Basis a1, as, ag von primitiven Translationen, so dafl

T = {1 / 1= lla1 + lgaQ -+ lgag; lz ganze Zahlen}. (2.1)




Die Spitzen der Translationen bilden also ein dreidimensionales Punktgitter. Die
drei primitiven Translationen spannen wie oben gezeigt ein Parallelepiped auf, das
man eine Elementarzelle des Gitters nennt. Uberlagern wir einem Kristall sein
Translationsgitter - die Wahl des Ursprungs ist dabei beliebig -, so zerfallt der
Kristall in lauter aquivalente Elementarzellen, von denen jede zur vollstandigen
Beschreibung der Struktur ausreicht. Dies ist hier an einem zweidimensionalen
Beispiel verdeutlicht, in dem die Punkte Atomlagen anzeigen sollen:

Es ist zu betonen, dafl die Wahl der Basis primitiver Translationen und damit
auch die Form der Elementarzelle nicht eindeutig ist. Die folgende Abbildung zeigt
drei der unendlich vielen Formen fiir die Elementarzelle eines zweidimensionalen
Gitters:

Sind die Vektoren ay, as, ag eine Basis primitiver Translationen, dann bilden die
Vektoren /
a, = Zmijaj, (M = (my;) ganze Zahlen) (2.2)

ebenfalls eine Basis genau dann, wenn
| det(m;;)| = 1. (2.3)
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Um dies einzusehen, betrachten wir das Volumen der Elementarzellen, das un-
abhangig von der Wahl der Basis sein sollte. Wir bilden aus den kartesischen
Komponenten der Basisvektoren a;, as, ag die Matrix

A1y A2 A3z
A= A1y A2y A3y . (24)
aiz A2z A3z

Damit schreibt sich das Elementarzellenvolumen als
V. = (a1 x ag)as| = |det A|. (2.5)

Gleichung (2.2) lautet nun in Matrixform A’ = MA. Daraus folgt mit dem De-
terminantenmultiplikationssatz die Bedingung (2.3).

Durch die von einer Basis primitiver Translationen aufgespannte Elementarzelle
wird der Raum in lauter gleichwertige Bezirke aufgeteilt. Wie wir gerade gese-
hen haben, unterliegt die Form dieser Zellen einer groflen Willkiir. Es gibt eine
alternative willkiirfreie Aufteilungsvorschrift, die auf die sehr niitzliche Wigner—
Seitz—Zelle fiihrt. Als Mittelpunkt einer Wigner—Seitz—Zelle wahlt man einen
Gitterpunkt aus und ordnet der Zelle alle Raumpunkte zu, die dem ausgewahlten
Gitterpunkt naher als allen anderen Gitterpunkten sind. Offenbar kann man eine
Wigner—Seitz—Zelle dadurch konstruieren, dafl man zu allen Verbindungsstrecken
zwischen ihrem Mittelpunkt und allen anderen Gitterpunkten die mittelsenkrechte
Ebene errichtet. Diese paarweise parallelen Ebenen schneiden dann die Wigner—
Seitz—Zelle aus, wobei nur endlich viele zu den ndheren Nachbarn gehorige Ebenen
eine Rolle spielen. Es zeigt sich, dafl die Wigner—Seitz—Zellen in zwei Dimensionen
von bis zu drei Geradenpaaren begrenzt werden, wie das folgende Beispiel demon-
striert, wahrend in drei Dimensionen bis zu sieben Ebenenpaare benotigt werden.
Wir werden spéter einige wichtige Wigner—Seitz—Zellen in drei Dimensionen naher
kennenlernen.
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Bei der Untersuchung von Gittern wird man zwangslaufig auf den Begriff des
reziproken Gitters gefithrt. Er taucht sowohl bei physikalischen Fragestellun-
gen (z.B. bei der Rontgenbeugung an Kristallen) wie auch bei rein mathematischen
Uberlegungen (in der Darstellungstheorie der diskreten Vektorgruppen) auf. Wir
werden auf die Bedeutung des reziproken Gitters fiir die Beugung an der gitter-
periodischen Elektronendichte am Ende dieses Kapitels eingehen. Hier wollen wir
von der Frage ausgehen, wie man gitterperiodische Funktionen darstellt. Sei f(r)
irgendeine physikalische Eigenschaft eines idealen Kristalls, die gitterperiodisch
ist; d.h. fiir alle 1 € 7 gilt

flr+1)= f(r). (2.6)

Man erinnert sich sofort daran, daf} solche Funktionen mit Vorteil als Fourierreihen
dargestellt werden:

flr) =) fee®™. (2.7)

Fiir die Fourierkoeffizienten fg gilt die Umkehrgleichung

1 .
fe= v /., (r)e & d%r. (2.8)

In der Fourierreihe ist die Summation iiber alle Wellenvektoren g zu erstrecken,
fiir die fiir alle 1 € 7 die Bedingung

e®l =1 (2.9)

gilt. Die Beschrankung auf solche Wellenvektoren g garantiert, dal die ebe-
nen Wellen e’®% gitterperiodisch sind, wihrend der Einschluf aller solcher g die
Vollstindigkeit des Funktionensystems {e’®*} auf der Elementarzelle sicherstellt.
Man sieht sofort, dafl statt der unendlich vielen Bedingungen (2.9) die drei Bedin-
gungen

8% =1 (j=1,2,3) (2.10)

ausreichen. Offenbar bildet die Menge der Losungen g von (2.9) bzw. (2.10) eben-
falls eine diskrete Vektorgruppe, die wir 7* nennen und die das reziproke Gitter
aufspannt. Eine Basis aj, a3, a5 von 7* wird durch die Gleichungen

al - a; = 27T(5¢j (211)

7
festgelegt. Die Losung dieses Gleichungssystems lautet

. 27 . 2T . 2m
aj = Vag X ag, a; = Vag X ap, a3 = Val X ag. (2.12)
e e e

Wir haben damit zu jedem Gitter 7 ein reziprokes Gitter 7* konstruiert. Das
Volumen der Elementarzelle des reziproken Gitters 7 ist durch die Beziehung

VeV, = (21)° (2.13)

e
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gegeben. Man versteht diese Beziehung sofort, wenn man (2.11) unter Benutzung
der Notation (2.4) und der Einheitmatrix I als Matrixgleichung A**A = 27T
auffaBBt und die Determinante bildet.

Aufgrund der Symmetrie der Bestimmungsgleichungen (2.11) ist klar, dafl das zu
T* reziproke Gitter identisch mit dem urspriinglichen Gitter ist:

T =T. (2.14)

Die Gitter im Ortsraum und im Wellenvektorraum sind einander also paarweise
reziprok zugeordnet.

Die Vektoren des reziproken Gitters 7* haben eine einfache geometrische Bezie-
hung zu den Netzebenen des urspriinglichen Gitters 7. Eine Netzebene wird
durch je drei nicht kollineare - d.h. nicht auf einer Geraden liegende - Gitterpunkte
festgelegt, wie in der folgenden Abbildung verdeutlicht.

In jeder Netzebene liegen unendlich viele Punkte des Gitters, namlich ein zwei-
dimensionales Teilgitter: Bestimmen die Endpunkte der Gittervektoren 1y, 15, 13
eine Netzebene, so liegen die beiden Differenzvektoren 1o — 1; und I3 — 17 in dieser
Ebene und spannen ein zweidimensionales Teilgitter auf.

Zu jeder Netzebene gibt es unendlich viele parallele Netzebenen.

Die Beziehung zwischen Netzebenen und Wellenvektoren des reziproken Gitters ist
eine Beziehung zwischen den Normalenvektoren der Netzebenen und den rezipro-
ken Gittervektoren. Zunéchst sieht man sofort anhand (2.12), daf§ zu jeder Netz-
ebene der Normalenvektor g = 2Z(1, — 1;) x (I3 — 1;) ein reziproker Gittervektor
ist. Umgekehrt gibt es auch zu jeedem reziproken Gittervektor g(# 0) Netzebe-
nen, zu denen er normal ist. Um dies einzusehen, verwenden wir die Darstel-
lungen g = gi1aj + ¢g2a5 + gzaj und 1 = l1a; + lpas + lza3. Die lineare Gleichung
% g-1 = g1l1 +g2la+g3ls = 0 hat dann offenbar zwei linear unabhangige Losungen
{l;}1 und {l;}2, die ganzzahlig gewahlt werden kénnen und zwei eine Netzebene

aufspannende Gittervektoren 1; und 1, definieren.

12



Die Wellenvektoren g # 0 des reziproken Gitters und die Normalen zu Netzebe-
nen sind einander also vollstdndig zugeordnet. Auflerdem gibt es eine einfache
Beziehung zwischen dem Abstand d zweier benachbarter paralleler Netzebenen
und der Lange des kiirzesten dazu normalen Vektors g # 0 des reziproken Gitters.
Sie lautet

d-g=2m. (2.15)

Wir geben hier nur einige Hinweise zum Beweis dieser fiir das folgende wichtigen
Relation. Man muf zeigen, da8 jeder kiirzeste Wellenvektor g = g1aj +g2a5+gzaj
einer vorgegebenen Richtung (d.h. g1, g2, g3 sind tellerfremd) zu einer primitiven
Basis (g,g ,g ) erginzt werden kann (d h. (g x g')g" = V). Dann zeigt sich,
daf der primitive Gittervektor a = ;%-g’ xg benachbarte Netzebenen verbindet,

die senkrecht zu g stehen, und es gﬂt a-g=2r.

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir die Bedeutung des reziproken Gitters und
der Fourierreihe (2.7) fiir die Strukturanalyse von Kristallen mittels Rontgen—
oder Neutronenbeugung erlautern. Ein Photon oder Neutron mit dem Wellen-
vektor k, dessen Zustand wir durch die ebene Welle e’ beschreiben, werde an
einem von den Kernen oder den Elektronen herrithrenden gitterperiodischen Po-
tential f(r) in ein Teilchen mit dem Wellenvektor k~ gestreut. Zur Berechnung
des Streuquerschnitts braucht man das Ubergangsmatrixelement

<k/‘f|k> :/d3r€ ik’ rf zkr_Zf /dSrei(k+g—k’)r

(2.16)
=27)* Y fed(k+g—k).

In Bornscher Naherung ist der Streuquerschnitt proportional zum Absolutquadrat
dieses Matrixelements. Wir lesen aus (2.16) die Auswahlregel

kK =k+g (2.17)

ab, die uns sagt, dal der Wellenvektor des gestreuten Teilchens sich nur um die
diskreten Wellenvektoren des reziproken Gitters dndern kann. Durch Messung
von mindestens drei Braggreflexen kann man das reziproke und damit auch das
raumliche Gitter eines Kristalls bestimmen. Dariiber hinaus liefert die Messung
der Intensitaten der Braggreflexe Information iiber die Fourierkoeffizienten fg der
Dichte f(r). Da nur die Absolutquadrate |fg|?> aus der Messung des Streuquer-
schnitts abzulesen sind, hat man allerdings keine vollstandige Information zur
Bestimmung der Dichte aus (2.7) (Man spricht hier vom Phasenproblem der
Strukturanalyse).

Die Auswahlregel (2.17) ist dquivalent zu der Braggbedingung, die man aus In-
terferenziiberlegungen tiber die Streuung an Netzebenen erhélt. Um dies zu sehen,
bllden wir unter Beachtung der Erhaltung der Energie des streuenden Teilchens,
k'|? = [k|?, die Absolutquadrate der Vektoren in der Auswahlregel. Es folgt

2k - g +g* =0. (2.18)
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Wenn der Wellenvektor k des einfallenden Teilchens mit der Netzebene den Winkel
O einschliefit, gilt k-g = —kgsin © und wir erhalten mit der Wellenlénge A = 27 /k
und g = 27n/d (siehe (2.15)) die bekannte Form der Braggbedingung

2dsin © = nA. (2.19)
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3. Kristallsymmetrien

Nachdem wir im vorigen Kapitel die Translationssymmetrie von Kristallen disku-
tiert haben, werden wir uns nunmehr den Invarianzen unter allgemeinen Bewe-
gungen zuwenden. Festkorper haben ndmlich das Bestreben, zusitzlich zu den
Translationssymmetrien weitere Bewegungsinvarianzen zu haben. Dies wirkt sich
so aus, daf} die Winkel zwischen den Gittervektoren oft ganz bestimmte Werte an-
nehmen und die Langen der Gittervektoren in bestimmten rationalen Verhaltnissen
zueinander stehen. Die Kristallographie hat zur Beschreibung dieser Invarianzen
eine Reihe von Klassifikationsbegriffen entwickelt, die wir in diesem Kapitel
kurz besprechen wollen.

Die Drehungen und Drehspiegelungen (= uneigentliche Drehungen), die ein Gitter
7 invariant lassen, bilden ebenfalls eine Gruppe, die Symmetriegruppe oder
Holoedrie des Gitters. Man beachte, dafl wir hier noch nicht von den Invarianzen
eines Kristalls, sondern von den Invarianzen eines (leeren) Punktgitters sprechen.
Nach ihrer Holoedrie teilt man die Kristalle in Kristallsysteme ein.

Wir verdeutlichen den Begriff der Symmetriegruppe zunéachst anhand des zwei-
dimensionalen Falles. Die Symmetriegruppe enthalt fiir alle Gitter die Inversion,
weil mit 1 € 7 auch immer —1 € 7. Die Symmetriegruppe des linken Gitters
in der obenstehenden Abbildung enthalt neben der Identitdt nur die Inversion
(, die in zwei Dimensionen die Drehung um 7, also eine eigentliche Drehung ist).
Dies ist die kleinste Holoedrie in zwei Dimensionen. Die Symmetriegrupe des
mittleren Gitters enthélt aufgrund der Rechtwinkligkeit zusétzlich zwei Spiegelun-
gen an den Rechteckkanten und damit insgesamt vier Symmetrieelemente. Die
Symmetriegruppe des rechten Quadratgitters schliellich enthalt auch noch zwei
Drehungen um 7/2 und 37/2 sowie zwei weitere Spiegelungen an den Diago-
nalen und damit insgesamt acht Elemente. Diese drei Symmetriegruppen stehen in
einfachen Untergruppenbeziehungen zueinander. Die vierte Symmetriegruppe fiir
zweidimensionale Gitter ist schliefilich die Symmetriegruppe des Dreiecksgitters,
die von einer Drehung um 7 /3 und Spiegelungen an zwei zueinander orthogonalen
Richtungen aufgespannt wird und zwolf Elemente enthalt.

Die Analyse der méglichen Symmetriegruppen von dreidimensionalen Gittern ist
viel aufwandiger als die obige in zwei Dimensionen. Zum Verstandnis der Symme-
trien in drei Dimensionen ist es niitzlich, die endlichen Untergruppen der dreidi-
mensionalen Drehgruppe O(3), die man Punktgruppen nennt, zu iiberblicken.
Wir werden im folgenden alle Punktgruppen kurz aufzahlen und erlautern.

Wir werden sagen, eine Punktgruppe enthalte eine n—zéhlige Drehachse Cy(n)
(auch Drehachse n—ter Ordnung genannt), wenn sie eine Drehung um den Winkel

15



27 /n (und damit natiirlich alle Potenzen dieser Drehung) um eine Achse mit der
Richtung k enthalt. Die Identitat, die in jeder Gruppe enthalten ist, darf nur
einmal gezdhlt werden. Daher erzeugt jede Drehachse Cx(n) genau n — 1 ver-
schiedene Drehungen (um die Winkel 27k/n mit 1 < k < n — 1). Unter den
uneigentlichen Drehungen unterscheiden wir Spiegelungen und Drehspiegelungen.
Spiegelungen werden durch eine Spiegelebene oy senkrecht zur Normalenrichtung
k gekennzeichnet, Drehspiegelungen Sy (2n) durch die Drehachse in Richtung k mit
Drehwinkel 27/2n = 7/n und die zu k senkrechte Spiegelebene. Da gerade Poten-
zen einer Drehspiegelung eigentliche Drehungen sind, ergeben nur ungerade Poten-
zen Drehspiegelungen. Auflerdem ist die (2n + 1)-te Potenz einer Drehspiegelung
Sk(4n + 2) die Inversion Sk(2), die auch nur einmal gezéhlt werden darf. Daher
tragen Drehspiegelungen Sk (4n) und Sk (4n+2) je genau n uneigentliche Elemente
zur Gruppe bei (ohne Zéhlung der Inversion).

Wir zéhlen zunéchst die eigentlichen Punktgruppen auf, die nur Drehachsen
enthalten. Es gibt zwei unendliche Serien eigentlicher Punktgruppen C,, (n =
1,2,3,...) und Dy, (n =2,3,4,...) sowie drei besondere Punktgruppen T, O und
Y:

Cn (n=1,2,3,...) ist die Symmetriegruppe einer senkrechten Pyramide iiber
einem regelmafigen n—Eck und enthalt genau eine n—zahlige Drehachse. Sie
besteht aus n Elementen. Die folgende Abbildung zeigt links eine Pyramide
mit der Symmetrie Cg.

|
el

D, (n = 2,3,4,...) ist die Symmetriegruppe eines senkrechten Prismas (die
obige Abbildung zeigt Dg) iiber einem regelméfligen n—Eck und enthalt
zusitzlich zu einer n—zihligen Drehachse Ck(n) n zweizdhlige Drehachsen
senkrecht zu k, von denen zwei oben gezeigt werden. Sie besteht aus 2n
Elementen.

T ist die Symmetriegruppe des regularen Tetraeders, die Tetraedergruppe.
Sie enthalt drei 2-zahlige und vier 3—zahlige Drehachsen und besteht daher
aus 12 Elementen. (Die Abbildung auf der néchsten Seite zeigt links eine
2-zdhlige und eine 3-zéhlige Drehachse.)

O st die Symmetriegruppe des Wiirfels und des regularen Oktaeders, die Ok-
taedergruppe. Sie enthalt sechs 2-zahlige, vier 3—zahlige und drei 4-

16



zdhlige Drehachsen und besteht daher aus 24 Elementen. (Die folgende
Abbildung zeigt rechts je eine dieser Drehachsen.)

/

)

.. /1

7

Y ist die Symmetriegruppe des regularen Ikosaeders und Dodekaeders, die
Ikosaedergruppe. Sie enthalt fiinfzehn 2-zahlige, zehn 3-zahlige und
sechs 5-zahlige Drehachsen und besteht somit aus 60 Elementen.

Nun folgt eine Liste der uneigentlichen Punktgruppen, die auch Spiegelungen oder
Drehspiegelungen enthalten. Es gibt fiinf unendliche Serien So, (n = 1,2,3,...),
Cunh (n=1,2,3,...), Cpv (n =2,3,4,...), Dun (n =2,3,4,...) und Dyq (n =
2,3,4,...) sowie die vier exzeptionellen uneigentlichen Punktgruppen Tq, Ty, Op
und Yp:

Son (n=1,2,3,...) besteht aus den Potenzen einer Drehspiegelung Sk (2n) und
enthalt somit 2n Elemente. Die geraden Potenzen bilden die Untergruppe
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C,. Auf der letzten Seite links unten ist ein angefarbtes quadratisches
Prisma der Symmetrie S, gezeigt.

(n=1,2,3,...) ist ebenfalls eine Erweiterung der eigentlichen Punktgruppe
C,, hier um die Spiegelung an der zur Drehachse k senkrechten Ebene oy.
Sie enthélt daher alle Drehungen und Drehspiegelungen an k um Vielfache
des Winkels 27 /n und damit 2n Elemente. Auf der letzten Seite ist unten
rechts ein angefarbtes Prisma der Symmetrie Cy, gezeigt.

(n=2,3,4,...) ist die uneigentliche Erweiterung der Symmetriegruppe C,,
der n-seitigen Pyramide. Sie besitzt neben der n—zihligen Drehachse n
diese Drehachse enthaltende Spiegelebenen. Die Zahl der Elemente ist 2n.
Die folgende Abbildung zeigt links zwei der Spiegelebenen der Pyramide der
Symmetrie Cegy .

€;><i>

| >

(n=2,3,4,...) ist die uneigentliche Erweiterung der Symmetriegruppe Dy,
des n—seitigen Prismas. Sie besitzt neben den Drehachsen Spiegelebenen
und Drehspiegelachsen und hat 4n Elemente. Die obige rechte Figur zeigt
drei der Spiegelebenen der Gruppe Dgp,.

(n = 2,3,4,...) ist die Erweiterung der eigentlichen Punktgruppe D,
um eine mit der n—zahligen Drehachse zusammenfallende Drehspiegelachse
Sk(2n). Sie enthélt 4n Elemente. Das folgende angefirbte Prisma verdeut-
licht die Symmetriegruppe Dag.

L]

ist die uneigentliche Symmetriegruppe des regularen Tetraeders. Sie enthalt
neben den Drehungen der Gruppe T sechs Spiegelebenen und drei 4-zahlige
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Drehspiegelachsen, von denen je eine in der obigen Figur rechts gezeigt ist.
Die Gruppe T4 enthalt die Inversion nicht und hat 24 Elemente.

Ty entsteht aus der eigentlichen Punktgruppe T durch Hinzufiigung der Inver-
sion. Sie enthélt ebenfalls 24 Elemente. Der unten links gezeigte angefarbte
Wiirfel hat die Symmetrie T,.

Oy entsteht aus der eigentlichen Punktgruppe O durch Hinzufiigung der Inver-
sion. Sie enthalt neun Spiegelebenen, von denen zwei in der obigen rechten
Figur gezeigt sind, sowie drei 4-zahlige und vier 6-zahlige Drehspiegelach-
sen. Die Zahl der Elemente ist 48.

Y1, entsteht aus der eigentlichen Punktgruppe Y durch Hinzufiigung der Inver-
sion. Sie hat 120 Elemente.

Damit ist die Aufzdhlung der Punktgruppen abgeschlossen. Wir werden sehen,
daf} insgesamt 32 dieser Punktgruppen eine Rolle in der Kristallographie spielen.

Die Bestimmung der moglichen Symmetriegruppen der dreidimensionalen Gitter
7T wird durch die Feststellung erleichtert, dafl solche Gitter nur 2—, 3—, 4— oder
6—zahlige Drehachsen haben konnen. Davon iiberzeugt man sich durch folgende
einfache Uberlegung: Wir betrachten eine Drehachse Ci(n) des Gitters 7. Es
gibt Gittervektoren, die senkrecht zu k stehen; ist namlich 1 ein Gittervektor, der
nicht parallel zu k ist, dann steht der Gittervektor Cx(n)l —1 # 0 senkrecht zu
k. Betrachten wir jetzt einen kiirzesten Gittervektor e senkrecht zu k. Dann muf}
der Gittervektor

1(e) = Cx(n)e + C ' (n)e = 2cos(27m/n)e = me, (3.1)

der parallel zu e ist, ein ganzzahliges Vielfaches me von e sein, wobei er aber
hochstens doppelt so lang wie e sein kann:

—2 <m = 2cos(2m/n) < 2. (3.2)

Hier entspricht der Fall m = 2 dem Drehwinkel 0, die anderen vier Falle ergeben
die vier oben genannten 2—, 3—, 4 oder 6—zahligen Drehachsen.

Ein weiterer hilfreicher Sachverhalt ist der folgende: Wenn ein Gitter 7 fiir n > 2
invariant unter C,, ist, dann ist es auch invariant unter C,,. Der Beweis dafiir ist
etwas langer und soll hier nicht wiedergegeben werden.
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Die moéglichen Symmetriegruppen von Gittern sind also durch folgende drei Eigen-
schaften eingeschrankt:

1. Sie enthalten die Inversion.

2. Sie enthalten keine Drehachsen fiinfter, siebter oder hoherer Ordnung.

3. Mit jeder Drehachse dritter, vierter oder sechster Ordnung enthalten sie auch
eine Spiegelebene durch diese Achse.

Wenn man die obige Liste der Punktgruppen nach diesen Kriterien durchforstet,
findet man genau sieben Symmetriegruppen (Holoedrien), die die folgenden sieben
Kristallsysteme definieren:

So  das trikline System

Con  das monokline System

D3 das orthorhombische oder orthogonale System
Dy, das tetragonale oder quadratische System
D3q das rhomboedrische oder trigonale System
Degn das hexagonale System

Oy das kubische oder regulare System.

Wir gehen nunmehr der Frage nach, welche Typen von Gittern zu den gefunde-
nen Kristallsystemen gehoren. Es stellt sich heraus, dal es zu einem Kristall-
system mehrere Gittertypen geben kann, die ohne Verletzung der Symmetrie
nicht stetig ineinander deformiert werden kénnen. Dies sei zunédchst anhand eines
zweidimensionalen Beispiels demonstriert. Wir betrachten die Symmetriegruppe
des Rechtecksgitters, die neben der Identitat und der Inversion die Spiegelungen
an zwei zueinander senkrechten Geraden enthalt. Das links gezeigte Rechtecks-
gitter mit den beiden blauen primitiven Basisvektoren, der gelben Elementarzelle
und der roten Wigner—Seitz—Zelle besitzt offenbar diese Symmetrie. Das rechts
gezeigte Gitter, dessen blaue Basisvektoren die Bedingung a; - as = a/2 erfiillen,
besitzt jedoch die gleiche Symmetrie. Es entsteht aus dem Rechtecksgitter durch
Zentrierung, d.h. durch Hinzufiigen von Gitterpunkten im Zentrum der Rechtecke.
Die dadurch entstehende Elementarzelle ist wieder gelb markiert. In griin ist eine
doppelte Elementarzelle gezeigt, die die Symmetrie besser reflektiert. Die farbigen
vertikalen Linien sind ebenfalls zur Betonung der Rechtecksymmetrie eingezeich-
net. Die rote Wigner—Seitz—Zelle dieses Gittertyps hat eine andere Form als die
des einfachen Rechtecksgitters.

|

Die sieben Kristallsysteme dreidimensionaler Gitter werden durch 14 Gitter-
typen oder Bravaisklassen realisiert. Neben den 7 einfachen Gittern gibt es

Y

20



21



verschiedene Arten von zentrierten Gittern, ndmlich je ein orthogonal, tetra-
gonal und kubisch raum— oder innenzentriertes, je ein orthogonal und kubisch
(allseitig) flichenzentriertes und je ein monoklin und orthogonal basiszentrier-
tes (einseitig flichenzentriertes) Gitter. Die Abbildung auf der letzten Seite zeigt
die 14 Gittertypen. In der ersten Reihe sind die drei kubischen Bravaisgitter, das
einfach kubische (sc = simple cubic genannt), das kubisch raumzentrierte (bcc
= body centered cubic) und das kubisch flichenzentrierte (fcc = face centered
cubic) gezeigt. Die zweite Reihe zeigt das tetragonal einfache und raumzen-
trierte, die dritte das orthogonal einfache, basiszentrierte, raumzentrierte und
flachenzentrierte, die vierte Reihe das monoklin einfache und basiszentrierte sowie
das trikline und schlief8lich die fiinfte Reihe das trigonale und das hexagonale Bra-
vaisgitter. Zur Verdeutlichung der Symmetrie wurden hierbei oft konventionelle
Elementarzellen gezeigt, deren Volumina ein Vielfaches der Elementarzelle ein-
nehmen. Fir basis— und raumzentrierte Gitter hat die konventionelle Zelle das
doppelte Volumen, fiir flachenzentrierte Zellen das vierfache Volumen der Elemen-
tarzelle. Beim hexagonalen Gitter ist eine dreifache Zelle gezeigt. Die das Symbol
I' benutzenden Bezeichnungen folgen der Notation nach Schoenflies, die grofien
lateinischen Buchstaben entsprechen der internationalen Notation.

Der Nutzen der Wigner—Seitz—Zelle wird hier besonders deutlich, weil sie immer
die Symmetrie des Gitters besitzt. Die Wigner—Seitz—Zelle des einfach kubischen
Gitters ist ein Wiirfel. Die Wigner—Seitz—Zelle des kubisch raumzentrierten Git-
ters wird von 14 Flachen begrenzt und ist in der untenstehenden Abbildung links
zu sehen. Die roten und griinen Mittelsenkrechten zu den Wiirfeleckpunkten be-
grenzen ein reguliares Oktaeder, dem durch die gelben Mittelsenkrechten zu den
zweiten Gitternachbarn die Spitzen abgeschnitten werden. Rechts in der folgenden
Abbildung ist die Wigner—Seitz—Zelle des kubisch flachenzentrierten Gitters abge-
bildet, ein Rhombendodekaeder, das von den Mittelsenkrechten zu den 12 nachsten
Nachbarn in diesem Gitter begrenzt wird. Diese beiden Wigner—Seitz—Zellen sind
fiir viele kubische Kristalle von grofier praktischer Bedeutung.

Das zu einem Gitter 7 reziproke Gitter 7* hat dieselbe Symmetrie wie das Gitter
7. Dies erkennt man sofort aus den Gleichungen (2.12) fiir die Basisvektoren.
Ebenso leicht kann man einsehen, dafl fiir einfache und basiszentrierte Gitter
die reziproken Gitter zur selben Bravaisklasse gehoren. Die zu raumzentrierten
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Gittern reziproken sind jedoch flachenzentriert und die zu flichenzentrierten sind
raumzentriert.

Die bisherigen Klassifikationsbegriffe bezogen sich ausschliellich auf die Gitter.
Wir wollen uns jetzt der Beschreibung der Symmetrie der Kristalle selbst zuwen-
den. Zur Beschreibung der Struktur eines Kristalls reicht es meistens aus, die
Lage der Kerne in einer Elementarzelle anzugeben. (Bemerkung: In den meisten
Fallen hat die elektronische Struktur dieselbe Symmetrie wie die durch die
Kernlagen gegebene. Eine wichtige Ausnahme bilden z.B. Antiferromagnete, bei
denen die Spindichte der Elektronen eine geringere Symmetrie hat.) Falls jede
Elementarzelle nur einen Kern enthélt (das kommt natiirlich nur bei chemischen
Elementen vor), nennt man die Kristallstruktur ein Bravaisgitter. Im anderen
Fall spricht man von einem Gitter mit Basis, wobei die Basis ein Satz von
Vektoren ist, die von einem Kern auf die anderen Kerne in einer Elementarzelle
zeigen.

Zur Klassifikation der Kristallstrukturen benutzt man die Bewegungsgruppen, die
die Struktur invariant lassen, die sogenannten Raumgruppen. Eine Bewegung
wird durch eine lineare Abbildung

B(r) =Dr+t (3.3)

beschrieben, wo D eine (eigentliche oder uneigentliche) Drehmatrix ist und t ein
Verschiebungsvektor. Das Ergebnis von Drehung plus Translation ist im allge-
meinen nicht leicht zu veranschaulichen. Es ist jedoch moglich, durch geeignete
Wahl des Koordinatenursprungs bei jeder vorgegebenen Bewegung den Transla-
tionsvektor t so zu verandern, dafl die Bewegung einem der folgenden vier Typen
entspricht:

- Reine Translation, falls D die Einheitsmatrix ist.

- Schraubung, d.h. eine eigentliche Drehung (um einen nicht verschwinden-
den Winkel) zusammen mit einer Translation in Richtung der Drehachse. Im
Spezialfall verschwindender Translation ist die Schraubung eine pure eigentliche
Drehung.

- Drehspiegelung, d.h. Drehung um eine Achse (um einen nicht verschwinden-
den Winkel) und nachfolgende Spiegelung an einer zur Drehachse senkrechten
Ebene. Hierbei ist keine Translation im Spiel.

- Gleitspiegelung, d.h. Spiegelung zusammen mit einer Translation um einen
in der Spiegelebene liegenden Vektor.

Nach der im Jahre 1891 von Schoenflies und Fedorov abgeschlossenen vollstandigen
Klassifikation der Kristallsymmetrien unterscheidet man 230 verschiedene
Raumgruppen. Die Drehanteile D aller Elemente der Form (3.3) einer Raum-
gruppe bilden eine Punktgruppe, nach der man die Raumgruppen in Kristall-
klassen einteilt. Die Punktgruppe mufl eine Untergruppe der Holoedrie des
Kristallgitters sein. Die sieben oben aufgeziahlten Holoedrien haben zusammen
genau 32 Untergruppen. Daher gibt es 32 verschiedene Kristallklassen. Die
zu einer Kristallklasse P gehorigen Raumgruppen werden nach Schoenflies durch
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einen oberen Index n in der Form P™ durchnumeriert. Die internationale Notation
verwendet fiir die Punktgrupppen eine symbolische Darstellung mittels Symme-
trieelementen und kombiniert fiir die Raumgruppen den Gittertyp mit den Punkt-
gruppensymbolen (siehe: International Tables for X—Ray Crystallography).

Die 32 kristallographischen Punktgruppen (siehe dazu G.F. Koster: “Properties
of the 32 Point Groups”) sind zusammen mit ihren Untergruppenbeziehungen
(Verbindungslinien) in der Abbildung auf der letzten Seite gezeigt. Dabei sind die 7
Holoedrien farbig markiert. Eine Kristallklasse wird dem Kristallsystem geringster
Symmetrie zugerechnet, in dessen Holoedrie seine Punktgruppe enthalten ist. In
der Abbildung sind alle Kristallklassen mit ihrem Kristallsystem durch gefarbte
Linien verbunden.

Man beachte, dal die Punktgruppe zu einer Raumgruppe nicht notwendig deren
Untergruppe sein mufl. Wie oben schon bemerkt wurde, hangt die Translation
t, die zu einer Bewegung (3.3) gehort, von der Wahl des Koordinatenursprungs
ab. Fiur 73 Raumgruppen ist es moglich, den Ursprung so zu legen, daf} alle
Drehanteile D in der Raumgruppe mit verschwindender Translation t = 0 vorkom-
men. Diese Raumgruppen nennt man symmorph. Fiir sie stammen alle vorkom-
menden Translationen aus der Translationsgruppe 7. Bei den nichtsymmorphen
Raumgruppen gehoren zu gewissen Punktgruppenelementen D sogenannte nicht-
primitive Translationen, die Bruchteile von Gittervektoren sind. Von den 36
Raumgruppen des kubischen Kristallsystems sind 23 symmorph und 13 nichtsym-
morph.

Bemerkung zum Phanomen der Quasikristalle: Im Jahre 1984 wurden
bei abgeschreckten Al — Mn—Legierungen erstmals Laue-Diagramme mit scharfen
Braggreflexen fiinfzédhliger Symmetrie beobachtet. Die Schérfe der Reflexe schien
auf grofle Kristallite hinzuweisen; fiinfzéhlige Symmetrie kann jedoch fiir Gitter
mit Sicherheit ausgeschlossen werden. Diese Beobachtung hat deshalb zunéachst
grofle Verwirrung hervorgerufen. Aufgelost wird das Paradoxon durch die Einsicht,
daf} scharfe Braggreflexe nicht nur durch diskrete Translationsgitter hervorgerufen
werden konnen, sondern auch durch diskrete Untermengen von Punktmengen, die
durch nichtdiskrete dreidimensionale Vektorgruppen erzeugt werden. Solche Un-
termengen konnen durch geeignete Projektion von scheibenformigen Ausschnitten
aus hoherdimensionalen Translationsgittern erzeugt werden. Die Quasikristalle
haben daher keine Translationssymmetrie 7, sondern sind nichtperiodische Anord-
nungen von Atomen, die jedoch eine Richtungsfernordnung haben, bei der
bestimmte charakteristische Verbindungsvektoren zwischen Atomen unendlich oft
vorkommen.

Zum Abschlufl dieses Kapitels werden wir die Konsequenzen der Kristallsym-
metrie fiir makroskopische Eigenschaften von Kristallen diskutieren. Symme-
trien erlauben gewisse allgemeingiiltige Aussagen iiber physikalische Eigenschaften
von Kristallen. Wir werden dabei insbesondere die Niitzlichkeit des Begriffs der
Kristallklassen begreifen.

Als erstes Beispiel betrachten wir die elektrische Leitfahigkeit eines Kristalls. Sie
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wird im allgemeinen durch den Leitfahigkeitstensor & beschrieben, mit dem
Ji = ZaijEj (34)
J

gilt. Man kann zeigen, dafl der Leitfahigkeitstensor die Symmetrie der Punkt-
gruppe des Kristalls besitzt. Dies ist fiir symmorphe Kristalle offensichtlich, weil
jede Punktgruppenoperation angewendet auf den Kristall die gesamte Versuchs-
anordnung in sich tiberfithrt. Die fiir nichtsymmorphe Kristalle auftretende nicht-
primitive Translation andert aber an diesem Resultat nichts, weil eine Translation
in dem homogenen elektrischen Feld fiir die Messung der makroskopischen (homo-
genen) Stromdichte irrelevant ist. Wir konnen daher allgemein schlieffen, dafl in
jedem Falle, d.h. auch fiir nichtsymmorphe Kristalle, tensorielle makroskopische
Kristalleigenschaften immer die Symmetrie der Punktgruppe haben.

Fiir den hier zunéchst betrachteten Leitfahigkeitstensor bedeutet das, daf fiir jedes
Element D aus der Punktgruppe P

A

D7 '%6D=6  oder [D,5]=0 (3.5)

gilt. Die Zahl der unabhéngigen Elemente des Leitfahigkeitstensors, die ohne
jegliche Symmetrien bis zu 9 sein kann, kann durch die Symmetrie erheblich
eingeschriankt werden. Fiir kubische Kristalle insbesondere kann man folgern, dafl
sie immer eine vollig isotrope Leitfahigkeit besitzen, so dafl gilt

6=o0-1. (3.6)

Wir werden dies nun fiir die kleinste Punktgruppe des kubischen Systems, die
Tetraedergruppe T, zeigen, die eine Untergruppe der anderen vier kubischen
Punktgruppen ist. Wir legen dazu das kartesische Koordinatensystem so, daf
die zweizahligen Drehachsen des Tetraeders die Koordinatenachsen sind, wie in
der folgenden Figur durch Einschreibung in einen Wiirfel verdeutlicht.

Die Tetraedergruppe wird dann durch die zweizahligen Drehachsen in Rich-
tung der Wiirfelkanten und durch die dreizéhligen Drehachsen in Richtung der
Wiirfeldiagonalen aufgespannt. Durch die zweizahligen Drehungen konnen wir
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die Vorzeichen eines beliebigen Paares von Komponenten umkehren, z.B. x —
—x,y — —y. Dies wiirde eine Vorzeichenumkehr fiir alle nichtdiagonalen Elemente
von ¢ bewirken, z.B. 0, , — —0, .; solche Elemente miissen daher verschwinden.
Die dreizahligen Drehungen vertauschen die kartesischen Komponenten zyklisch,
woraus die Gleichheit der Diagonalelemente von & folgt. Insgesamt ergibt sich
daraus die Eigenschaft (3.6).

Als zweites Beispiel betrachten wir den piezoelektrischen Tensor eines Kristalls.
Er beschreibt die elektrische Polarisation P, die durch eine Verzerrung eines
Kristalls hervorgerufen wird. Da die Verzerrungen durch den Verzerrungstensor
€;i beschrieben werden, mufl der piezoelektrische Tensor ¢ ein Tensor dritter Stufe
sein und es gilt

P = Z%’k@'h (3.7)
jk

Der Verzerrungstensor ist symmetrisch, €;, = €, und hat daher 6 unabhangige
Komponenten. Daher hat der piezoelektrische Tensor im allgemeinen 18 un-
abhéingige Komponenten und wir kénnen die Symmetrie

Cijk = Cikj (3-8)

annehmen. Falls die Punktgruppe eines Kristalls die Inversion enthalt, die die
Vorzeichen aller drei kartesischen Komponenten umkehrt, folgt ¢;jr = —c;iji = 0.
Solche Kristalle konnen niemals piezoelektrisch sein.

Fiir kubische Kristalle untersuchen wir wieder die Implikationen der Kristallklasse
T. Hinsichtlich der Komponenten 45k unterscheiden wir hierzu drei Falle:

1. 4 =75 = k: Mit einer zweizahligen Drehung, die das Vorzeichen dieser Kom-
ponente umkehrt, folgt ¢;;; = —c;; = 0.

2. Genau zwei gleiche Indizes: Mit einer zweizdhligen Drehung um die Achse
der gleichen Indizes wird das Vorzeichen des dritten Index umgekehrt und die
Komponenten c;; = ki = ciip =0 (1 # k) miissen verschwinden.

3. Alle Indizes verschieden: Hier vertauscht die dreizéhlige Drehung die Indizes
zyklisch und zusammen mit der Symmetrieeigenschaft (3.8) miissen alle 6
Komponenten dieser Art gleich sein.

Wir haben damit gezeigt, daf3 die piezoelektrischen Eigenschaften von Kristallen
aus der Klasse T durch einen einzigen Parameter gekennzeichnet sind:

o= {5 ety 9

Fir Kristalle der Klasse Tq gilt dasselbe Ergebnis. Die vierzahlige Achse der
Klasse O kann benutzt werden, um c;;, = —c;; zu zeigen. Hierzu verwendet man
die Drehung, die j in k£ und k in —j iiberfithrt. Daher sind auch Kristalle der
Klasse O niemals piezoelektrisch.

Damit wollen wir die expliziten Anwendungen beschliefen. Der interessierte Leser
kann sich durch die Bestimmung der Zahl der unabhangigen Komponenten des
elastischen Tensors (vierter Stufe) kubischer Kristalle iiben.
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4. Einfache Kristallstrukturen

In diesem Kapitel wollen wir einige einfache, haufig vorkommende Kristallstruk-
turen vorstellen.

Die einfachsten Strukturen sind solche ohne Basis, die natiirlich nur fiir chemische
Elemente vorkommen koénnen. Es zeigt sich, dafl die Mehrzahl der Elemente in
wenigen einfachen Strukturen kristallisieren, wie in dem folgenden Periodensystem
gezeigt.

BIC|N|O|F

Si|P|S|CI

GaGe|As|Se| Br

In |Sn|Sh|Te]| |

Tl Bi

Dy/Ho| Er

Cf |[EsS|Fm

. bcc . fcc hcp Diamant
dhcp

Wir werden in diesem Kapitel acht einfache Strukturen aufzéahlen.

1.

Die fec—Struktur (Raumgruppe O} bzw. Fm3m): Die Atome bilden ein
kubisch flachenzentriertes Bravaisgitter, wie auf der nachsten Seite oben links
gezeigt. Wenn man den Radius der Atome soweit vergroflert, dafl sie einan-
der beriihren, erhalt man eine dichte Kugelpackung. Es ist nicht moglich,
Kugeln in drei Dimensionen dichter zu packen. Die dichte Kugelpackung ist
besser zu erkennen, wenn man die wiirfelférmige konventionelle Elementarzelle
um eine halbe Kantenldnge verschiebt, so dafl die Atome im Zentrum der Zelle
und auf den 12 Kantenmitten liegen, wie auf der nichsten Seite oben rechts
gezeigt. Man erkennt jetzt leicht, dafl jedes Atom in der fec—Struktur 12
nichste Nachbarn besitzt. Auflerdem sieht man, dafl die Atome in Ebenen
senkrecht zu den Wiirfeldiagonalen in Form eines Dreiecksgitters dicht gepackt
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sind. Diese Dreiecksgitterebenen sind dann so aufeinandergelegt, daf ein Atom
der nachsten Ebene jeweils iiber dem Zentrum eines Dreiecks von Atomen
liegt und mit diesem ein regulares Tetraeder bildet. Wie die untenstehende
Abbildung zeigt, gibt es zwei Moglichkeiten, die Ebenen aufeinanderzulegen.
Auf eine Ebene der Position A kann eine Ebene der Position B oder C folgen.
Die fec—Struktur entsteht, wenn man die drei Positionen zyklisch wiederholt,
z.B. indem man die Ebenen in der Reihenfolge ABCABC... stapelt (d.h. die
néchste Ebene wird jeweils um einen blauen Vektor verschoben). Offenbar
konnen durch andere Stapelfolgen andersartige dichte Kugelpackungen erzeugt
werden. Darauf werden wir bei den folgenden Strukturen zuriickkommen.

Die bece—Struktur (Raumgruppe Of, Im3m): In dieser Struktur bilden die
Atome ein kubisch raumzentriertes Bravaisgitter, wie auf der néchsten Seite
oben links gezeigt. Jedes Atom hat 8 néchste Nachbarn in dieser Struktur, die
weniger dicht gepackt ist als die fec—Struktur.

Die hcp—Struktur (Raumgruppe D§,, P63/mmc, nichtsymmorph): Dies
ist eine hexagonal dicht gepackte Struktur (hcp = hexagonal close-packed),
die Dreiecksgitterebenen in der Stapelfolge ABABAB... packt. Es handelt
sich hier um eine Struktur mit zwei Atomen pro Elementarzelle, die auf der
folgenden Seite oben rechts gezeigt ist. Die roten Atome markieren drei Ele-
mentarzellen des hexagonalen Bravaisgitters. In jeder Elementarzelle liegt
auler einem rot markierten Atom in Position A ein griin markiertes in Po-
sition B. Die Raumgruppe dieser Struktur legt das Verhaltnis zwischen der
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Seitenlange a des Basissechsecks und der Prismenhdhe ¢ nicht fest. Falls die
Struktur jedoch eine dichte Kugelpackung sein soll, muf} ¢ gleich der doppelten
Hohe des reguléren Tetraeders mit der Kantenldnge a sein, d.h. ¢/a = \/8/73 ~
1,633. Bei Kristallen mit hcp—Struktur weicht der Wert des ¢/a—Verhéltnisses
meist nur wenig von diesem idealen Wert ab. Die Raumgruppe ist nichtsym-
morph. (Sie enhélt eine Schraubung mit nichtprimitiver Translation.)

Die dhcp—Struktur (Raumgruppe D@, P63/mmc): Diese hexagonale
Struktur (dhcp = double hexagonal close—packed) mit derselben Raumgruppe
wie die hep—Struktur ist durch die Stapelfolge ABACABAC... gekennzeichnet.
Gegeniiber der hcp—Struktur ist die Elementarzelle in c-Richtung verdoppelt
und enthélt hier vier Atome. Bei idealem ¢/a—Verhéltnis ist auch diese Struk-
tur dicht gepackt.

Die Diamantstruktur (Raumgruppe 0}71, Fd3m): Die Diamantstruktur
besteht aus einem kubisch flachenzentrierten Gitter (rot markierte Atome) mit
Basis (griin markierte Atome). Gezeigt ist unten die konventionelle vierfache
Elementarzelle der Kantenlénge a. Der Basisvektor (a/4,a/4,a/4) verschiebt
das griin markierte Gitter um ein Viertel der Wiirfeldiagonale. Daher liegt
jedes Atom im Zentrum eines von seinen vier nichsten Nachbarn gebildeten
reguldren Tetraeders. In dieser l6chrigen Struktur sind die Atome sehr locker
gepackt. Obwohl die Struktur um jedes Atom nur die tetraedrische Symmetrie
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besitzt, gehort diese Struktur zur Kristallklasse Oyp. Die Inversion ist
tatsachlich ein Symmetrieelement dieser Struktur, wenn man sie um die Mitte
der Verbindungslinie zwischen zwei benachbarten Atomen ausfiihrt. Dies zeigt,
dafl die Raumgruppe der Diamantstruktur nichtsymmorph ist. Wenn der Ur-
sprung ins Zentrum eines Atoms gelegt wird, sind die Elemente der Tetraeder-
gruppe T4 in der Raumgruppe enthalten, die Inversion jedoch nur, wenn sie
um eine nichtprimitive Translation (einen der Vektoren (+£a/4,+a/4,+a/4))
erganzt wird.

Das auf der Seite 28 gezeigte Periodensystem kennzeichnet die Elemente, die in
einer der oben vorgestellten Strukturen kristallisieren. Die Haufigkeit der Struk-
turen fcc und hep kann man so deuten, dafl die Atome aufgrund einer isotropen
Anziehung dichte Kugelpackungen einnehmen mochten. Offenbar wird die dichte
Packung aber bei metallischer Bindung - siehe hierzu besonders die Alkalimetalle
- nicht immer angestrebt. Die Diamantstruktur, in der die Atome sehr locker
gepackt sind, weist klar auf die Bedeutung gerichteter kovalenter Bindungen hin.
Wir werden diese Bindungstypen im nachsten Kapitel diskutieren.

Im folgenden werden wir drei weitere Strukturen vorstellen, in denen eine Vielzahl
von zweikomponentigen Verbindungen kristallisieren.

6. Die Kochsalzstruktur (Raumgruppe O, Fm3m): Hier liegen die An-
ionen und die Kationen auf je einem fec—Gitter, die um den Basisvektor
(a/2,a/2,a/2) gegeneinander verschoben sind. Wie unten links gezeigt ist,
ist dadurch jedes Ion von sechs Ionen der anderen Sorte umgeben. (Wenn die
Anionen und die Kationen identische Objekte wéren, hatten wir eine einfach
kubische Bravaisstruktur.)

7. Die CsCi-Struktur (Raumgruppe Of, Pm3m): Hier liegen die Anionen
und die Kationen auf je einem einfach kubischen Gitter, die um den Basisvektor
(a/2,a/2,a/2) gegeneinander verschoben sind. Hier ist jedes Ion von acht
Ionen der anderen Sorte umgeben, wie in der obigen rechten Abbildung zu
sehen ist. (Wenn die Anionen und die Kationen hier identische Objekte wéren,
hétten wir eine kubisch raumzentrierte Bravaisstruktur.)
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Die Zinkblendestruktur (Raumgruppe T2, F43m, symmorph): Sie hat ein
kubisch flachenzentriertes Gitter mit derselben Basis wie die Diamantstruktur,
nur enthalt die Elementarzelle hier nicht zwei identische Atome, sondern je ein
Anion und ein Kation. Die Struktur entspricht der Abbildung auf Seite 30,
wenn man die roten Atome mit den Zn—Ionen und die griinen Atome mit den
S—Ionen identifiziert. Anders als bei der Diamantstruktur ist die Inversion hier
kein Symmetrieelement und daher gehort diese Struktur zur Kristallklasse Tq.
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5. Bindung der Kristalle

In diesem Kapitel wollen wir uns einen ersten elementaren Einblick in die Bindung
der Kristalle verschaffen. Man unterscheidet eine Reihe verschiedener Arten von
Bindung, insbesondere die van der Waals-Bindung, die ionische Bindung, die kova-
lente Bindung und die metallische Bindung. Diese Bindungstypen sind idealisierte
Grenzfille, von denen in realen Kristallen oft mehrere zusammenwirken.

a) Die van der Waals—Bindung:

Edelgase bilden die am einfachsten zu verstehenden Kristalle. Das liegt daran, dafl
die Edelgasatome aufgrund ihrer gefiillten Elektronenschalen sehr starre, schwer
zu deformierende kugelsymmetrische Atome sind. Sie konnen als elementare
Bausteine betrachtet werden, die einer effektiven Paarwechselwirkung unterliegen.
Die effektive Wechselwirkung hat zwei wesentliche Ursachen, die man qualitativ
leicht verstehen kann. Quantitativ kann man die Parameter der im folgenden
erlauterten Wechselwirkung z.B. aus den Virialkoeffizienten in der Gasphase ex-
perimentell bestimmen, ohne irgendwelche Festkorpereigenschaften ins Spiel zu
bringen.

Die Wechselwirkung zwischen zwei Atomen in groffem Abstand R ist durch die
attraktive van der Waals—Wechselwirkung

U(R)~—-C/R° (R — 0) (5.1)

gegeben. Diese effektive Wechselwirkung hat ihre Ursache in der Coulombwechsel-
wirkung zwischen den geladenen Konstituenten der Atome und riithrt daher, dafl
in einem Atom durch die Anwesenheit eines anderen ein elektrisches Dipolmo-
ment induziert wird. Wir wollen die van der Waals—Anziehung im folgenden
kurz mittels einer einfachen quantenmechanischen Storungsrechnung ableiten.

Wir betrachten dazu zwei (der Einfachheit halber) identische Atome a und b mit
je Z Elektronen im Abstand R, der grofl gegen den Atomradius sein soll. Die
Lagen der Elektronen bezeichnen wir mittels der Vektoren r,, und ry,, wie in der
folgenden Abbildung gezeigt.

i rbV

Der Operator der Wechselwirkung zwischen den beiden Atomen setzt sich aus den
Coulombwechselwirkungen zwischen den Ladungen der beiden Atome zusammen
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und lautet in atomaren Einheiten

72 Z 1
v==2_2 + 5.2
R Z(\R—w rR+rb\) Z\R—rw+rby| (5:2)

Fiir Abstande R, die grofl gegen die Atomradien r sind, brauchen wir die Multi-
polentwicklung

1 1 R-r 3R-r)?—-r2R? _
|R—ﬂ:§+ m‘+< ;ﬁ +O(R™), (5.3)

die eingesetzt in den Wechselwirkungsoperator (5.2) die folgende Entwicklung
ergibt:
-1

Vrz'E§T3(H'Pa)@1'pw‘—Pm~1%]+‘O(R_4) (5.4)

Hier ist n = R/R der Einheitsvektor in Richtung der Verbindungsachse und

Pa = Zra;u Py = Z Tyy (55)

o v

sind die Operatoren des Dipolmoments der Atome a und b. Der fiihrende Beitrag
Vg der Ordnung 1/R3 in (5.4) beschreibt die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwi-
schen den beiden Atomen. Er stammt aus dem Quadrupolterm der Multipolent-
wicklung (5.3).

Im Grundzustand |0) tragen die Edelgasatome kein Dipolmoment. Deshalb gilt
fiir beide Atome (0|p|0) = 0 und der Erwartungswert von Vy4 im Grundzustand
|0,0) =]0)4]0), des Gesamtsystems verschwindet:

(0,0|V44/0,0) = 0. (5.6)

(Wegen der Kugelsymmetrie der Ladungsverteilung gilt ein analoges Ergebnis fiir
alle Terme hoherer Ordnung in der Entwicklung (5.4), so dafl der Grundzustands-
erwartungswert in keiner endlichen Ordnung 1/R"™ einen Beitrag ergibt.) Die van
der Waals—Wechselwirkung resultiert aus der Storungsrechnung zweiter Ordnung
nach Vy; und lautet

Z [(m,n|3(n-pg) (n-ps) — Pa - Ps|0, 0>|

AFE, +AE, (57)

Damit haben wir die quantenmechanische Herkunft der attraktiven Wechsel-
wirkung (5.1) zwischen zwei Edelgasatomen verstanden und einen expliziten Aus-
druck fiir die Starke C' dieser Wechselwirkung erhalten. Der erhaltene Ausdruck
fir C' kann auf die (dynamische) Polarisierbarkeit der Atome zuriickgefiihrt
werden.
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Bei kleinen Abstanden stoflen Atome einander ab. Diese sogenannte Pauli-
abstoflung ist eine unmittelbare Konsequenz der quantenmechanischen Aus-
tauschsymmetrie der elektronischen Zustande und resultiert in erster Linie aus
der Erhohung der kinetischen Energie aufgrund des Pauliverbots. Die
Berechnung der Pauliabstofung ist nicht so einfach, zumal auch sie sich aus
einem delikaten Kompromifl zwischen kinetischer und potentieller Energie ergibt.
Wenn wir diese Komplikation einmal ignorieren, konnen wir im Gedankenexperi-
ment wie im folgenden verdeutlicht zwei Potentialtopfe betrachten, die bei einer
vorgegebenen Dichte bis zur Fermienergie mit Elektronen (tiirkis) gefiillt sind. Die
Gesamtenergie steigt an, wenn man die Elektronen in einen gemeinsamen Topf
fiillt, dessen Volumen kleiner als die Summe der beiden Einzelvolumina ist.

Die Pauliabstoflung ergibt ein bei kurzen Atomabsténden steil ansteigendes Po-
tential, auf dessen genaue Abstandsabhéngigkeit es nicht so sehr ankommt. Aus
Griinden der Bequemlichkeit wird es oft als

U(R)~B/R* (R —0) (5.8)

angenommen, so dafl das Gesamtpotential zwischen zwei Atomen ein sogenanntes
6—12— oder Lenard—Jones—Potential wird, das in der iiblichen Parametrisie-

rung als
U(R) = 4e {(%)m - (%)6} (5.9)

geschrieben wird. Die Parameter € und o sind so gewéhlt, dafl das Potential bei

3
Ule

2t

2

0 0.5 1 1.5 R/o 2

R = o das Vorzeichen wechselt und daf es am Minimum bei R = 2Y/%¢ ~ 1,1220
den Wert —e hat.
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Fiir die potentielle Energie eines Kristalls mit N Atomen, die paarweise einer
Lenard—Jones—Wechselwirkung unterliegen, erhalten wir nun

1 N
Upot = 5 > U(Ry;) = > > U(Ry). (5.10)
i#£] J(F#1)

Hier wurde in der rechten Formel angenommen, dafl alle N Atome ¢ den glei-
chen Beitrag liefern. Damit sind Oberflacheneffekte vernachlassigt worden, die
aber keinen extensiven Beitrag ergeben. AuBerdem wurde die Aquivalenz aller
Atompositionen in der Elementarzelle vorausgesetzt. Diese Annahme stimmt fiir
die fcc— und fiir die hep—Struktur, die wir hier betrachten wollen. (Fiir andere
Strukturen wie die dhcp—Struktur ware eine Mittelung iiber die Atome 7 in einer
Elementarzelle vorzunehmen.)

Wenn R der Abstand néchster Nachbarn in der dichten Kugelpackung ist, die wir
betrachten, schreiben wir die Abstédnde zu allen Nachbarn als R;; = R - p;;. Die
Zahlen p;; sind dann gleich 1 fiir die nachsten Nachbarn und hangen nur noch
von der Struktur ab. Zur Berechnung der Gittersummen in (5.10) mit dem aus
Potenzen bestehenden Potential (5.9) braucht man offenbar nur Gittersummen der

Art
Co=> p;" (5.11)
J(#0)

zu kennen. Mit solchen Gittersummen schreibt sich die potentielle Energie nun-
mehr sehr einfach als

(5.12)

Upot(R):2Ne{ Cha Ce }

(R/o)2  (R/o)

Aus dieser Gleichung kénnen wir jetzt nach der Vorschrift (1.7) den Gleich-
gewichtsabstand Ry durch Minimierung bestimmen und erhalten die Relation

(Ro/o)® = Gz (5.13)

Da wegen p;; > 1 die Ungleichung Ci2 < Cg gilt, finden wir einen Gleich-
gewichtsabstand unterhalb des Minimums des Paarpotentials (5.9). Dies geht auf
den Druck zuriick, den die der van der Waals—Anziehung unterliegenden weiteren
Nachbarn auf die néchsten ausiiben.

Mit dem Gleichgewichtsabstand (5.13) finden wir fiir die Bindungsenergie des

Kristalls den Wert )

C
Upot(Ro) = —Ne—2—. 5.14
pot (Ro) 20, (5.14)
Mit diesem Ergebnis konnen wir jetzt die Frage nach der Struktur aufwerfen, die
die tiefste Bindungsenergie besitzt. Offensichtlich braucht man nur Strukturen in
Betracht zu ziehen, bei denen die Atome so dicht wie moglich gepackt sind. Es
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stellt sich heraus, dafl verschiedene dichte Kugelpackungen sich nur sehr wenig in
der Bindungsenergie unterscheiden. Die Berechung der Gittersummen Cg und C'2

ergibt
[ 14,4539  (fcc) 12,1319 (fec)
06_{14,4549 (hep) 012_{12,1323 (hep) (5.15)

Beide Gittersummen haben fiir die hep—Struktur den groBleren Wert. Da der Un-
terschied zwischen hep und fee aber bei Cg grofler als bei Ch4 ist und da Cy in die
Bindungsenergie quadratisch eingeht, kann nur die hep—Struktur den Wettbewerb
gewinnen. Die Rechnung ergibt

8,61016 (fcc)

8,61107 (hcp) (5.16)

Upot(Ro) = —NG{

Die (um etwa 10~%) bessere Bindung in der hcp-Struktur hingt nicht von der
genauen Form des Paarpotentials ab. Wie man der Information im Perioden-
system auf Seite 28 entnimmt, entspricht dieses Ergebnis nicht der beobachteten
fec—Struktur der Edelgaskristalle. Es stellt sich daher die Frage, ob Quantenkor-
rekturen in der Lage waren, die fcc—Struktur zu stabilisieren. Wir wollen deshalb
jetzt die Groflenordnung der Quantenkorrekturen zur Bindungsenergie durch eine
einfache Betrachtung abschatzen.

Dazu modellieren wir die Quantenfluktuationen eines Kerns durch den Hamilton-
operator des harmonischen Oszillators (in atomaren Einheiten)

1m «
=-—P*+ —R% 5.17
H 2 M + 2 ( )
Hierbei schatzen wir die Federkonstante a grob durch die Kohasionsenergie
(= Bindungsenergie pro Atom) ab. Die Nullpunktsenergie dieses harmonischen

Oszillators ist
(H)o = ,/%a. (5.18)

[Eine schnelle Herleitung dieser Formel erfolgt mit Hilfe der Unschérferelation
(R?)(P?) = 1 und des Virialsatzes 7+ (P?) = a(R?).] In der folgenden Tabelle sind
die Kohasionsenergien der Edelgaskristalle in atomaren Einheiten, die Massen-
verhéltnisse sowie die (5.18) entsprechenden Nullpunktsenergien in Einheiten der
Kohasionsenergie zusammengestellt.

Xe Kr Ar Ne NaCl

a [2Ry] 0,0063 0,0043 0,0029 0,0007 0,29
M/m-10~% 24 15 7.3 3,7 5

(H)o/x 0,026 0,04 0,07 0,19 0,008

Von den schweren zu den leichten Edelgasen nimmt die Bedeutung der Nullpunkts-
energie zu; sie schwécht die Bindung (in dieser sehr qualitativen Abschétzung) um
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2,6% beim Xe und um 19% beim Ne. Angesichts dieser Zahlen ist es gar nicht so
verwunderlich, dafl die Quantenfluktuationen beim He die Kristallisierung (unter
Normaldruck) verhindern. Wie man sieht, hat die Abnahme der Massen fiir das
Anwachsen der Quantenfluktuationen die gleiche Bedeutung wie die Abnahme der
Kohasionsenergie.

Anhand der obigen Abschétzung der Groflenordnung der Quanteneffekte erscheint
es durchaus moglich, dafl die fec—Struktur durch Quantenkorrekturen stabilisiert
wird. Eine um 1% geringere Nullpunktsenergie bei der fec—Struktur wiirde schon
ausreichen.

Wir wollen jetzt den Gleichgewichtsatomabstand Ry mit den experimentellen
Werten vergleichen. Aus unserer Gleichung (5.13) folgt mit (5.15) der theoretische
Wert

Ry =1,090. (5.19)

Die experimentellen Werte sind in der folgenden Tabelle zusammengefaft.

Xe Kr Ar Ne
Ro/o 1,09 1,10 T11 1,14

Die Ubereinstimmung bei den schweren Edelgasen ist sehr befriedigend, die Ab-
weichung bei den leichten wird durch Quantenfluktuationen erklart, wobei die
Asymmetrie des interatomaren Potentials um sein Minimum eine Erhéhung des
Gleichgewichtsabstands durch die Nullpunktsschwankungen schon nahelegt.

Zum Abschlufl wollen wir noch den Kompressionsmodul der Edelgaskristalle
berechnen. Er ist durch die Formel
dp d*U
B=-V—=V—_ 5.20
av av?2 ( )
definiert, wo V das Volumen des Kristalls ist. Eine einfache geometrische Uber-
legung ergibt fiir dichte Kugelpackungen die Beziehung V = N R3/+/2, mit der wir
(5.12) in
Cr2 Cs
Upot (V) =2Ne — 5.21
otV (V2V/No)'  (V2V/No)? 20
umwandeln kénnen. Mit dem Gleichgewichtsvolumen Vo = N a3m bei
verschwindendem Druck erhalten wir schliellich

4e C2/2 €
By=— -9 =752—. (5.22)
o3 sz/Q o3

Der Vergleich dieses Ergebnisses mit den experimentellen Werten erlaubt eine kri-
tische Analyse des verwendeten Modells, weil der Kompressionsmodul empfind-
licher von den Modellparametern abhangt als der Gleichgewichtsabstand und die
Kohasionsenergie.
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b) Die ionische Bindung:

Die ionische Bindung ist durch die Modellvorstellung gegeben, dafl starre Ionen
sich ahnlich wie die Edelgasatome zu einer kristallinen Struktur zusammenfiigen.
Die durch die Coulombwechselwirkung zwischen den Ionen dominierte Bindung
ist sehr viel starker als die van der Waals-Bindung. Dieses Modell beschreibt
insbesondere die Alkali-Halogenide in sehr guter Naherung. Die Alk™— und Hal™—
Ionen haben Edelgaskonfiguration und sind daher ebenfalls kugelsymmetrisch und
schwer polarisierbar. Wir machen fiir die Wechselwirkung zwischen den Ionen ¢
und j mit Abstand R den Ansatz

Uii(R) = u(R) + % (5.23)

Hier steht neben der langreichweitigen Coulombwechselwirkung ein Potential u(R),
das die Pauliabstofung und die van der Waals—Anziehung der Ionen enthélt.
Dabei ist die Beriicksichtigung der Pauliabstoflung von essentieller Bedeutung,
weil nur sie den Kollaps des Kristalls verhindert. Wir werden dagegen die van
der Waals—Anziehung hier nicht in Betracht ziehen, weil sie viel schwécher als die
Coulombanziehung ist. Wegen der kurzen Reichweite der Pauliabstoffung erscheint
es aulerdem sinnvoll, ihre Wirkung ganz auf einander unmittelbar beriihrende lo-
nen zu beschrinken. Mit diesen Annahmen erhalten wir in Analogie zu (5.12)
fiir die potentielle Energie eines Kristalls von N Molekiilen aus g—fach geladenen
Ionen Xty 4 )

Upot(R) = N (zu(R) - a%) . (5.24)
Hier ist R wieder der Abstand nichster Nachbarn, z die Anzahl der ein Ion
beriihrenden Ionen und

o= 3 Senleg) (5.25)
j;) Pig

eine (5.11) analoge Gittersumme fiir das Coulombpotential, die sogenannte
Madelung—Konstante, die nur von der Struktur des Kristalls abhédngt. (Wie
auf Seite 36 haben wir R;; = R - p;; gesetzt.) Die Berechnung der Madelung-
Konstanten ist wegen der sehr schlechten Konvergenz der Gittersummen nicht
trivial und gelingt am besten mittels der sogenannten Ewald—-Summation (siehe
dazu Anhang A). Die Werte der Madelung—Konstanten fiir drei wichtige Struk-
turen sind in der folgenden Tabelle zusammengefaft.

NaCl CsCl1 /nS
o 1,7476 1,7627 1,6381
V/NR? 2 8/3v/3 16/3v/3
z 6 8 4

Die angegebenen Werte sind trotz der sehr verschiedenen Strukturen einander

erstaunlich nahe.




Der Gleichgewichtsabstand R = Ry bei verschwindendem Druck bestimmt sich

aus der Gleichung
2

2 (Ry) + L =0, (5.26)
Ry
Fiir den Kompressionsmodul bei verschwindendem Druck brauchen wir wieder
die Beziehung zwischen Kristallvolumen V und Ionenabstand R, fiir die wir die
Konstanten ¢ = V/N R3 definieren, die wir in der letzten Tabelle schon aufgefiihrt
haben. Wegen (dU/dR)|r, = 0 gilt B = V(d*U/dR?) - (dR/dV)?|g, oder

B= (zu”(Ro) 9 ﬁ) ! (5.27)

“R2 ) 9cRy

Offenbar 148t sich aus dem Gitterabstand Ry die Kraft v/(Ry), aus dem Modul
B die zweite Ableitung u”(Ry) und aus der Kohésionsenergie das Potential u(Ry)
bestimmen. Es stellt sich heraus, daB ein Exponentialansatz u(R) = le ®/¢
in der Lage ist, alle drei Gréf8en mit einer typischen Abfallinge von o =~ 0,1Ry
zu beschreiben. Da der Pauliterm in der Gleichgewichtsbedingung (5.26) gleich
dem Coulombterm ist, macht er deshalb in der Bindungsenergie (5.24) etwa 10%
des Coulombterms aus, wéhrend er im Modul (5.27) etwa 10-mal gofler als der
Coulombterm ist und diesen stark dominiert.

H F CI Br |

Li

Na
NaCl-Struktur

K
Rb

Cs CsCI-Struktur

Von Seiten der Coulombenergie wiirde die CsCl-Struktur bevorzugt, weil die
Madelung—Konstante fiir diese Struktur den grofiten Wert hat. Der 1%-ige Vorteil
gegeniiber der NaCl-Struktur kann aber durch den 10%-igen Pauliterm aus-
geglichen werden, der proportional zur Koordinationszahl z ist. Die aus (5.26) fol-
gende Abhéangigkeit des Gleichgewichtsabstands Ry von z bewirkt zwar auch eine
indirekte Abhéngigkeit der Bindungsenergie von z, die aber im Gleichgewicht we-
gen dU/dR = 0 nicht vorhanden ist, und es gilt dU,,:/dz = OU/0z = Nu(Ry) > 0.
Tatséachlich begiinstigt die kleinere Koordinationszahl z = 6 die NaCl-Struktur
gegeniiber der CsCl-Struktur mit z = 8. Wie die oben links stehende Tabelle
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zeigt, gibt dieser Gesichtspunkt bei der Mehrzahl der Alkalihalogenide den Aus-
schlag. Um das Auftreten der CsCl-Struktur tiberhaupt zu verstehen, mufl man
sich die Radien der Ionen vor Augen fithren. Wenn namlich der Radius des Kations
zu klein ist (Ry < (v/3 — 1)R_ fiir die CsCl-Struktur), wirkt die PauliabstoBung
nicht zwischen Kationen und Anionen, sondern zwischen Anionen allein. Fiir z
mufl man dann die Zahl der zweiten Nachbarn einsetzen, die fiir die CsCl-Struktur
durch z = 6 gegeben ist. Diese Situation ist oben rechts (in einem zweidimensio-
nalen Kristall) dargestellt.

In der Tabelle auf Seite 37 ist die Kohésionsenergie fiir NaC'l angefiigt, die zeigt,
um wie viel die ionische Bindung stéarker als die van der Waals—Bindung ist. Gleich-
zeitig erkennt man die untergeordnete Bedeutung von Quantenkorrekturen fiir
Ionenkristalle.

c) Die kovalente Bindung:

Wenn man Atome zu Kristallen zusammenfiigt, wird sich immer auch die elektro-
nische Wellenfunktion adjustieren. Der dadurch entstehende Beitrag zur Bindung
heiffit kovalent und man spricht von kovalent gebundenen Systemen, wenn dieser
Beitrag iiberwiegt.

Prominente Beispiele fiir kovalente Bindung bilden die Kristalle mit Diamant-
struktur (C, Si, Ge). Die Lochrigkeit dieser Struktur &8t erkennen, dafl dichte
Packung hier nicht angestrebt wird. Wegen der Gleichwertigkeit aller Atome ist
auch kein ionischer Beitrag zur Bindung zu erwarten. Die kovalente Bindung wird
dadurch erreicht, daf§ ein Teil der Elektronenladung sich von den Atomen auf die
Verbindungslinie zwischen néchsten Nachbarn verschiebt und so zu einem Gewinn
an potentieller (wie auch kinetischer) Energie fiihrt. Das einfachste Beispiel
fiir diese Art von Bindung liefert die aus der elementaren Quantenmechanik be-
kannte Heitler-London-Naherung fiir das Wasserstoffmolekiil. Charakteristisch
fiir die kovalente Bindung ist die raumliche Ausrichtung der Bindungsladungen,
die im Falle der Diamantstruktur fiir die tetraedrische Koordination der Atome ver-
antwortlich ist. Offensichtlich erfordert die quantitative Erfassung der kovalenten
Bindung eine vollstandige Berechnung der Elektronenstruktur. Deshalb konnten
wir sie hier nur kurz qualitativ beschreiben.

Bei vielen Kristallen liegt eine Bindung vor, die sowohl ionische als auch ko-
valente Anteile hat. Ein besonders lehrreiches Beispiel dafiir bieten die folgen-
den Verbindungsklassen mit zunehmender Valenz der Partner: Alkali-Halogenide
(als 1-7-Verbindungen), Erdalkali-Chalkogenide (als 2-6-Verbindungen), 3-5-
Verbindungen (mit den wichtigen Halbleitern GaAs und InSb) und schlieflich
die Elemente mit Diamantstruktur (die 4-4-Verbindungen C, Si und Ge). Die
1-7-Verbindungen sind wie oben besprochen iiberwiegend ionisch gebunden. Bei
den 2-6-Verbindungen ist das zweite Elektron nicht mehr so stark an das Schwe-
felion gebunden und bewirkt einen kovalenten Bindungsanteil. Wenn dieser Anteil
groff genug ist, kann ein Ubergang von der ionisch dominierten NaCl-Struktur zu
der kovalent dominierten ZnS—Struktur stattfinden. Die Tabelle auf der néchsten
Seite zeigt, wie dieser Ubergang in den Sulfiden erfolgt. Bei den 3-5—Verbindungen
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ist der kovalente Charakter bereits so stark, daf} sie die ZnS—Struktur haben. Bei
den 4-4-Verbindungen gibt es schliefllich keinen Grund mehr fiir einen ionischen
Anteil der Bindung.

MgS CaS SrS BaS|ZnS CdS HgS

NaCl-Struktur ZnS-Struktur

d) Die metallische Bindung:

Die Bindung der Metalle kommt ebenfalls dadurch zustande, dafl die Valenz-
elektronen nicht an ein Atom gebunden sind. Im Unterschied zur kovalenten
Bindung gibt es hier aber keinen Nachbarn, der zur Aufnahme eines abgegebe-
nen Valenzelektrons neigt. Es entstehen daher keine gerichteten Bindungen, son-
dern die Valenzelektronen breiten sich frei nach allen Richtungen aus und werden
zu Leitungselektronen. Wir werden im Kapitel 16 aufgrund einer einfachen
Uberlegung einsehen, dafl die metallische Bindung hauptséchlich auf eine Reduk-
tion der kinetischen Energie der Elektronen zuriickzufiihren ist. Quantitativ
kann die metallische Bindung ebenfalls nur mittels einer vollen Berechnung der
Elektronenstruktur erfalt werden.
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II. Gitterschwingungen

6. Die Born—Oppenheimer—Entwicklung

Mit diesem Kapitel werden wir an die qualitativen Vorbetrachtungen zur adia-
batischen Naherung im Kapitel 1 anschlieBen, indem wir eine formale Entwick-
lung nach Potenzen des in Gleichung (1.12) definierten Paramaters « durchfiihren,
die uns eine Beschreibung der Bewegung der Kerne liefern wird. Ausgangspunkt
der Entwicklung ist die adiabatische Bewegung der Elektronen, die durch den
Hamiltonoperator H, in (1.3) beschrieben wird. Zur Vereinfachung der Notation
fassen wir alle N Elektronenkoordinaten {r;} in dem hochdimensionalen Vektor
r und alle N Kernkoordinaten {Ry} analog in dem Symbol R zusammen. Dann
lautet das Eigenwertproblem der adiabatischen Bewegung der Elektronen

Ha (R)90n<r; R) = €n<R>(pn (I‘; R) (61)

Hier sind die Kernorte R als beliebig vorzugebende Parameter zu verstehen, von
denen der Hamiltonoperator ‘H,, die Eigenwerte €, und die elektronischen Eigen-
funktionen ¢, (r) abhéngen. Auf die Losung dieses Eigenwertproblems werden wir
im Abschnitt III zuriickkommen. Hier nehmen wir an, wir hatten dieses Prob-
lem gelost. Eingedenk der Diskussion im Kapitel 1 liefert uns das Minimum der
Grundzustandsenergie €g(R) bei R = Ry die Struktur des Systems bei tiefen
Temperaturen. (Siehe jedoch die Diskussion der Edelgaskristalle auf Seite 36f.)

Gesucht werden die Eigenfunktionen W(r,R) des vollen Hamiltonoperators H =
Ho+7 (1.5). Wenn wir diese Eigenfunktionen ebenfalls als elektronische Wellen-
funktionen interpretieren, die von R parametrisch abhangen, konnen wir aufgrund
der Vollstandigkeit der Eigenbasis ¢,, mit eindeutig bestimmten Darstellungkoef-
fizienten 1,, den Ansatz

U(r,R) =) ¢m(R)pm(r;R) (6.2)

machen. Die Koeffizienten v,,(R) werden die Bedeutung von Wellenfunktionen
fiir die Kernbewegung haben. Wir gehen dann wie in der Storungstheorie iiblich
mit diesem Ansatz in die Schrodingergleichung

(H—E)¥ = (H—E)>_ ¢m(R)pm(r;R) =0. (6.3)

Indem wir diese Gleichung mit allen Eigenfunktionen ¢, skalar multiplizieren,
gewinnen wir ein Gleichungssystem fiir die Kernwellenfunktionen. Zur Durchfiih-
rung dieser Rechnung beachten wir die folgenden beiden Beziehungen. Wegen
(6.1) gilt

HY = (T + em(R)) om(r; R)Ym(R) (6.4)

m
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und mit (1.4) erhalten wir durch Vertauschen von 7" mit ¢, die Gleichung
Tom(r;R) = o (r;R)T
3 [2(Prpm(tiR)) - Py + (Pipn(mR)].  (O)
2M, ’ ’

Diese Gleichung ist als Operatorgleichung zu interpretieren, in der 7 und das nicht
in Klammern stehende P nach rechts als Operatoren wirken. Unter Einsatz von
(6.4) und (6.5) erhalt die Schrodingergleichung fiir die Kernwellenfunktionen die
Gestalt

[T+ en(R) — E]¢n(R +chmRP)wm( ) = 0. (6.6)

Hierbei haben wir die Abkiirzungen

Mk
mit
A% (R) = / o5 (1 R)P o (1 R)dN (6.8)
und .
Bin(R) = 5 [ @i R)PEon (riR) Y (6.9)
verwendet.

Im folgenden werden wir die Entwicklung der Gleichungen (6.6) bis (6.9) fiir die
Kernwellenfunktionen nach dem in (1.12) definierten Entwicklungsparameter s
diskutieren. Im Kapitel 1 hatten wir uns schon klargemacht, daf3 die Quan-
tenmechanik der Kerne Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage Ry von der
Groflenordnung k bewirkt. Wir werden daher jetzt den Ansatz

R =Ry + rp (6.10)

machen, der die Auslenkungen durch einen Vektor von Variablen p von der
GroBenordnung eins mifit. Die zu p kanonisch konjugierten Impulse sind dann

T = kP, (6.11)

so da} zwischen p und 7 die kanonischen Vertauschungsrelationen (weiterhin in
atomaren Einheiten)

[ng ﬂ'lﬁ] = idkléaﬂ (612)

gelten, wobei der untere Index das Atom und der obere Index die kartesische
Komponente bezeichnet.

Die kinetische Energie der Kerne schreibt sich in den neuen Impulsen als
(2
M
7= _p2= — T} 6.13
Z 2M;, Xk: M, Tk ( )
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wodurch sich wie frither schon diskutiert ihre GréBenordnung 2 manifestiert. Da
wir hier zunachst den elektronischen Grundzustand des Systems betrachten, wird
uns vornehmlich der tiefste Eigenwert eo(R) interessieren. Die Bindungsenergie
fir M — oo, d.h. fiir k = 0, ist durch ¢o(Rg) gegeben. Da sie das Minimum der
Funktion €y(R) markiert, beginnt deren Taylorentwicklung nach Potenzen von p
mit quadratischen Termen und wir schreiben

2
K
co(R) = co(Ro) + - > @op(k,Dppp) + O(K?). (6.14)
klag

Die Funktionen A und B aus (6.8) und (6.9) sind rein elektronische GréBen und
daher vo6llig unabhéngig von k. Damit iiberblicken wir leicht die k—Abhangigkeit
der Funktionen C' in (6.7):

Cpm = O(K%). (6.15)

Sie sind proportional k2, weil der Faktor m/Mj, von der Ordnung x* ist und der
Operator Py, den A-Term um ~~! verstiirkt. In fiihrender Ordnung kénnen wir
folglich die C—Terme in der Schrédingergleichung (6.6) ignorieren und erhalten mit
dem Energieeigenwert

w=F-— éo(Ro) (616)

die harmonische Naherung fiir die Schrédingergleichung der Kernbewegung

2 M
% ) m”i + Y Cap(k Dpip) | Yolp) = wibo(p). (6.17)
k klap

Sie liefert uns die Wellenfunktion der Kernbewegung 1(p) in nullter und die
Eigenwerte w in zweiter Ordnung in . Sie beschreibt ein System gekoppelter quan-
tenmechanischer harmonischer Oszillatoren, das wir im néchsten Kapitel studieren
werden. Die anderen Kernwellenfunktionen 1, mit n # 0 im Ansatz (6.2) ver-
schwinden in dieser Naherung und die Wellenfunktion des Gesamtsystems wird
durch den Produktansatz

¥ =1o(p)po(r;R) (6.18)

beschrieben, der Ausdruck der adiabatischen Naherung ist: Wie schon friither
diskutiert befindet sich das System der Elektronen fiir jede Kernkonfiguration in
seinem elektronischen Grundzustand.

Jede Verbesserung der harmonischen Naherung sollte aus Stabilitatsgriinden in
Schritten von k2 erfolgen. Die Fortfiihrung der Taylorentwicklung (6.14) bis zu
ungeraden Ordnungen ist namlich nach unten unbeschrankt. Daher muf3 die
nichste Korrektur eine Entwicklung bis zur Ordnung x* bzw. p* verwenden.
Um eine systematische Entwicklung zu erzielen, miissen wir gleichzeitig die durch
die Koeffizienten C' erzeugten Korrekturen beachten. Hierbei sind der Term fiir
m =n = 0 und die Terme fiir m # 0 getrennt zu diskutieren.
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Durch den Koeffizienten Cyg wird der Wellenfunktion vy keine der anderen Kern-
wellenfunktionen 1, beigemischt. Auflerdem verschwindet unter ziemlich allge-
meinen Voraussetzungen Af,. Wenn der elektronische Grundzustand nimlich ein-
deutig ist, kann die Wellenfunktion ¢q reell gewahlt werden. Dann gilt aber wegen
der Normierung der Wellenfunktion

1 1
Ay = /SOOPkSDOdgNI‘ = iPk/soﬁd:"Nr = 5P 1=0. (6.19)

Es bleibt damit nur der Beitrag von Bk, der die Energie um einen Term der
Ordnung k* korrigiert.

Durch die Koeffizienten Cjy,, mit m # 0 werden jedoch die anderen Kernwellen-
funktionen v, als nichtadiabatische Korrekturen beigemischt. Um sie zu
bestimmen, miissen wir die Schrédingergleichung (6.6) fiir n # 0 betrachten. Falls
alle angeregten elektronischen Zustande um eine positive Mindestenergie oberhalb
des Grundzustands liegen, d.h. falls das elektronische System eine Energieliicke
besitzt, konnen der Operator 7 und die Energie w gegeniiber den elektronischen
Anregungsenergien €, — ¢y vernachléssigt werden. Daher erhalten wir in fiihrender
Ordnung fiir die nichtadiabatischen Korrekturen mit (6.15) das Ergebnis

b = ——Chothy = O(s°), (6.20)

€En — €0

Indem wir diese Korrekturen in die Schrédingergleichung (6.6) fiir n = 0 einsetzen,

schiatzen wir den Einflu der nichtadiabatischen Korrekturen in dieser Gleichung
durch

ComCmotho = O(k°) (6.21)
m — €0

m(#0)
ab. Die Energie der Kernbewegung wird also erst in sechster Ordnung durch nicht-
adiabatische Korrekturen beeinflufit. Daher konnen wir im Rahmen der adiabati-
schen Néherung mit einer Gesamtwellenfunktion vom Typ (6.18) iiber die har-
monische Naherung hinaus anharmonische Korrekturen bis zur vierten Ord-
nung in k beschreiben. Die zugehorige Schrédingergleichung der Kernbewegung
lautet

T+60( — €0 RO +Z BOO RO — W wo( ) 0. (622)

Wenn hier fiir ¢g(R) die Taylorreihe bis zur vierten Ordnung eingesetzt wird,
beschreibt diese Gleichung die Kernbewegung einschliellich anharmonischer Kor-
rekturen zur harmonischen Niherung (6.17) systematisch bis zur Ordnung x*. Wir
betonen nochmals, dafl wir uns bis zu dieser Ordnung vollstandig im Rahmen einer
adiabatischen Beschreibung der Kerndynamik bewegen. Es ware jedoch
nicht systematisch im Sinne einer Storungsentwicklung nach dem Parameter x,
ohne Berticksichtigung der nichtadiabatischen Korrekturen (6.21) anharmonische
Terme bis zur sechsten Ordnung mitzunehmen.
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Die oben vorgestellte Analyse der Born—Oppenheimer—Entwicklung fufite auf
der wesentlichen Annahme einer Energieliicke im Spektrum des elektronischen
Systems. Diese Annahme ist erfiillt fiir Atome, Molekiile und fiir Festkorper, deren
elektronische Anregungen eine Liicke besitzen, d.h. fiir Isolatoren und Halbleiter.
(Das gilt streng genommen nur, sofern sie unmagnetisch sind; denn die Anregungen
magnetisch geordneter Systeme sind meist ebenfalls liickenlos.) Fiir metallische
Festkorper ist diese Voraussetzung allerdings nicht erfiillt und daher gilt die Born—
Oppenheimer—Entwicklung fiir Metalle nicht in der oben diskutierten Form.
Da Metalle elektronische Anregungen beliebig kleiner Energie besitzen, kann die
Abschétzung (6.20) fiir die nichtadiabatischen Korrekturen nicht richtig sein. Eine
sorgfiltige Analyse der Schrodingergleichung (6.6) fiir n # 0 ergibt, dafl der Ener-
gienenner Ae in (6.20) bei Metallen von der Ordnung x? ist. Damit folgt fiir
Metalle anstelle von (6.20) die Abschitzung

1

wn = AEn Cn0¢0 = O(/f); (623)

die zumindest garantiert, dafl nichtadiabatische Korrekturen auch fiir Metalle klein
sind und damit eine systematische Entwicklung nach Potenzen von k auch fiir
Metalle moglich ist.

Das hier benutzte Ergebnis Ae,, = O(k?) beruht auf folgender Uberlegung. Eine
elektronische Anregung in einem Metall kann zwar beliebig kleine Energie tra-
gen, sie tragt jedoch gleichzeitig einen (Quasi—)Impuls. Da der Quasiimpuls des
Gesamtsystems erhalten ist, muf§ die elektronische Anregung von einer Bewegung
der Kerne begleitet sein, die den Impuls der elektronischen Anregung kompensiert
(RiickstoBleffekt). Die durch die Impulserhaltung erzwungene Kernbewegung
ist nun aber mit einer Riickstofenergie der GroBenordnung x? verbunden. Daher
ergibt der Operator auf der linken Seite von (6.6) trotz des verschwindend kleinen
elektronischen Beitrags insgesamt eine Energie proportional zu x? und das erklirt
(6.23). Die Abschétzung (6.21) kann damit durch

1
Z A—EmComCmowo = O(K4) (624)
m(#0)

ersetzt werden. Hierzu mufl man nur sicherstellen, daf3 die m—Summe, die fiir
Kristalle als ein Impulsintegral zu interpretieren ist, konvergiert. Gleichung
(6.24) sagt uns, dal fiir Metalle die anharmonischen Effekte vierter Ordnung
nicht im Rahmen der adiabatischen Naherung beschrieben werden konnen. Man
muf} vielmehr elektronische Anregungen in eine Beschreibung solcher Effekte ein-
beziehen. Dies geschieht durch Betrachtung der sogenannten Elektron—Phonon—
Wechselwirkung.

Eine vollstandige Analyse der Grundlagen fiir die Born—Oppenheimer—Entwick-
lung bei Metallen wurde 1958 erstmals von A.B. Migdal erzielt und ist in der
Literatur unter dem Begriff Migdal-Theorem bekannt.
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7. Phononen

Die harmonische Néherung beschreibt mittels der Gleichung (6.17) die elementaren
Anregungen eines Kristallgitters. Wir werden in diesem Kapitel diese Anregungen
berechnen. [Referenzen: Born und Huang, Dynamical Theory of Crystal Lattices
(1954, 1962); Maradudin, Montroll, Weiss und Ipatova, Theory of Lattice Dynam-
ics in the Harmonic Approximation, Solid State Physics, Supplement 3 (1971)]

Zunichst sei noch einmal auf die Bedeutung der Parameter ®,3(k,l) in (6.17)
hingewiesen. Der Koeffizient ®,4(k, 1) ist wegen deo/0(kp)) = > ;5 Pap(k, l)(ﬁplﬂ)
die a—Komponente der Federkonstante der Kraft, die der Kern k spiirt, wenn der
Kern [ in f-Richtung verschoben wird. Wir betonen nochmals, dafl eine Berech-
nung dieser Kraftkonstanten die vollstandige adiabatische Anpassung der Elektro-
nen an die momentane Lage der Kerne einschliefen mufl. Tiefe abgeschlossene
Schalen werden sich (nahezu) starr mit ihren Kernen mitbewegen. Daher spricht
man meist nicht von einer Bewegung der Kerne, sondern der Ionen des Kristalls.
Bei Ionenkristallen bewegen sich alle Elektronen annahernd starr mit den Ker-
nen. Dieses Modell starrer Ionen haben wir im Kapitel 5 zur Berechnung
der Bindung in Ionenkristallen diskutiert und man kann in geradliniger Verallge-
meinerung der dortigen Betrachtung ohne weitere Anpassung von Parametern die
Kraftkonstanten in Ionenkristallen im Rahmen des Modells starrer lonen berech-
nen. In kovalent oder metallisch gebundenen Kristallen mufl man dagegen mit
einer nicht so trivialen Umverteilung der Valenz— und Leitungselektronen rech-
nen, die die Kraftkonstanten wesentlich mitbestimmt. Daher ist fiir solche Sys-
teme eine volle Berechnung der Elektronenstruktur zur Bestimmung der Energie
(6.14) erforderlich, wobei es offenbar fiir die Bestimmung der harmonischen Fe-
derkonstanten geniigt, ein oder zwei Kerne auszulenken.

Die Berechnung der durch (6.17) beschriebenen elementaren Anregungen wird
in volliger Analogie zur klassischen Mechanik gekoppelter harmonischer
Oszillatoren durch Diagonalisierung der quadratischen Formen in (6.17) er-
reicht. Man kann die Bewegung des Systems dann durch Normalschwingungen
beschreiben. Die Analogie zur klassischen Mechanik ist vollkommen, weil die lin-
eare Transformation der Koordinaten, die man zur Diagonalisierung vor-
nimmt, sowohl im Sinne der klassischen wie der Quantenmechanik kanonisch ist.
Die quantisierten Normalschwingungen nennt man auch Phononen.

Indem wir die Koordinaten p und Impulse 7w unter Bewahrung der kanonischen
Vertauschungsrelationen (6.12) geeignet umskalieren, schreiben wir den Hamilton-
operator in (6.17) zunéchst in der Form

o=y S aet) - 5 SR (y5a) o

ka klag

Hierbei ist durch die Umskalierung der Federkonstanten die dynamische Matrix
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M2

B(ka,18) = M

® o5k, 1) (7.2)

entstanden. Durch die Umskalierung haben wir erreicht, dafl die kinetische En-
ergie in den neuen Impulsen /M /M;7§, fiir die wir kein neues Symbol einfiihren,
die Einheitsform ist. Man kann nun durch eine orthogonale Transformation der
Koordinaten die dynamische Matrix B diagonalisieren, ohne die Diagonalitat der
kinetischen Energie wieder zu zerstoren. Da wir spater Griinde haben werden,
komplexe Normalkoordinaten einzufiithren, wollen wir fiir die Diagonalisierung
von B unitiire Transformationen C' (CT = C~1) zulassen und schreiben

C'BC =d, (7.3)

wobei d eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen d,,, sein soll. Mit dieser Trans-
formation haben wir die Normalkoordinaten

g =Y _ C*(ka,n) M o (7.4)

mit den dazu kanonisch konjugierten Impulsen

M «
Pn = % C(ka,n)y/ A (7.5)

und den kanonischen Vertauschungsrelationen

(@, Pn] = ©0mn,  [@ms Gn] = [Pm,Pn] =0 (7.6)

gewonnen. Der Hamiltonoperator (7.1) der Phononen hat in diesen Variablen
Diagonalgestalt,

2
Hpn = % > (Phpm + dnhdn)- (7.7)

m

Im Falle reell orthogonaler Transformationsmatrizen C' sind die Normalkoordi-
naten und —impulse hermitesch, d.h. es gilt ¢/ = ¢, und p! = p,,. Dann beschreibt
Gleichung (7.7) ein System entkoppelter harmonischer Oszillatoren mit den Eigen-

frequenzen
Wi = K2\ dy, (7.8)

und den Eigenwerten

1

E:Zwm(nm+§) (m =0,1,2,...) (7.9)

in Besetzungszahldarstellung. Die Bedeutung von ¢} und p!, bei komplexer Trans-
formation werden wir spater diskutieren.
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Bis zu diesem Punkte galten alle Uberlegungen dieses Kapitels nicht nur fiir
Kristalle, sondern auch fiir Molekiile und fiir ungeordnete Festkorper. Wir
weisen an dieser Stelle darauf hin, dafl nicht alle 3N Freiheitsgrade eines freien
Molekiils mit N Atomen inneren Schwingungen entsprechen. Ein Molekil hat
s Freiheitsgrade der starren Bewegung, die offenbar keine riicktreibenden Kréfte
erzeugen und daher verschwindende Eigenfrequenzen w = 0 haben. Die Zahl
der inneren Schwingungsmoden ist daher nur f = 3N — s. Die Zahl der Frei-
heitsgrade starrer Bewegung ist wie von der Mechanik starrer Korper bekannt im
allgemeinen s = 6, fiir lineare Molekiile jedoch nur s = 5, weil die Rotation um die
Molekiilachse wegen des verschwindenden Tragheitsmoments entfillt und durch
eine innere Schwingung ersetzt wird.

Fiir grofe Systeme (N > 1) erfordert die Diagonalisierung der dynamischen Ma-
trix (7.3) einen betrichtlichen numerischen Aufwand. Dieser Aufwand kann durch
Ausnutzung von Symmetrien des Systems reduziert werden. Wir werden im folgen-
den zeigen, daf} die Translationssymmetrie des Kristalls zu einer erheblichen
Reduzierung des Diagonalisierungsaufwands genutzt werden kann.

Zunachst miissen wir den Index k, der die Atome des Kristalls abzahlt, spezi-
fizieren. Wir bezeichnen die Gitterzelle durch ihren Translationsvektor 1 und nu-
merieren die Atome in jeder Zelle in gleicher Weise durch einen Index A durch
(A =1,...,r fiir r Atome pro Elementarzelle). Damit wird £ = (1, \) und (L, \)
und (m, \) bezeichnen dquivalente Atome in verschiedenen Elementarzellen. Da
im periodischen Kristall die Kraftkonstanten nur von der Relativlage der Atome
abhéingen, ist die dynamische Matrix (7.2) invariant unter Gittertranslationen,
d.h. fiir beliebige Translationsvektoren n € 7 gilt

B, A o;m, p, ) =B(1—n, A\, a;m —n, p, §) (7.10)

:B(l_mu)\ua707:uuﬁ) .
Die Translationsinvarianz der dynamischen Matrix erlaubt es, ihre Diagonalisie-
rung mittels Fouriertransformation erheblich zu vereinfachen. Da diese Aussage
mit einem Sachverhalt verbunden ist, der weitreichende Bedeutung fiir die Theo-
rie der Kristalle hat, wollen wir hier etwas weiter ausholen und das Blochsche
Theorem vorstellen. Wir werden dabei eine quantenmechanische Sprechweise
verwenden.

Wir nehmen an, ein hermitescher Operator H sei auf einem Hilbertraum von
Zustdnden |zr) gegeben. Es sei weiterhin moglich, die Zusténde |z) Translatio-
nen 1 € 7 zu unterwerfen, d.h. es gebe zu jedem 1 € 7 einen unitaren Operator
Ty, so daBl Tj|x) der verschobene Zustand ist. (Man sagt dann: die Operatoren
Ti bilden eine lineare Darstellung der diskreten Translationsgruppe 7 auf dem
Hilbertraum.) Dies impliziert wegen 117y = Ti4m = Tm11 die paarweise Ver-
tauschung der Translationsoperatoren 7Ty. Es werde nun weiter angenommen, dafl
der Operator ‘H invariant unter allen Translationen aus 7 ist, d.h. fir alle 1 € 7
gelte

[H,T;] = 0. (7.11)
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Ein aus der Quantenmechanik bekannter Satz sagt uns dann, dafl wir die Eigen-
zustande von H als gleichzeitige Eigenzustande aller 77 wahlen konnen. Die Eigen-
werte der Translationsoperatoren kénnen dann als Quantenzahlen zur Charakte-
risierung der Eigenzustdnde von H benutzt werden. Wir brauchen daher die si-
multanen Eigenzusténde aller Translationsoperatoren 7j. Nun ist ein Zustand |z)
Eigenzustand aller 77 genau dann, wenn er Eigenzustand fiir drei primitive Trans-
lationen a; (j = 1,2,3) ist. Da die Translationsoperatoren unitir sind, miissen

also Eigenwertgleichungen '
T, |z) = e 2™ |z) (7.12)

gelten, wobei die Eigenwerte durch drei Zahlen k; parametrisiert wurden, die mod1

3 l;a; € T folgt damit

eindeutig sind. Fiir beliebige Translationen 1 = > =1

. 3
Tila) = e 2™ 2uim ki gy, (7.13)

Diese Eigenwerte kann man nun mittels Gleichung (2.11) elegant durch den Vektor
1 ausdriicken. Bilden wir namlich den Vektor k = > ; k;aj, so erhalten wir

Tifk) = e~ *Jk), (7.14)

wenn wir den Eigenzustand durch den Vektor k der Quantenzahlen kennzeichnen.
Es gibt also zu jedem simultanen Eigenzustand der 7Tj einen Punkt k im reziproken
Gitterraum, der die Eigenwerte nach Gleichung (7.14) bestimmt. Der Vektor k
ist nur bis auf einen Vektor g des reziproken Gitters 7* festgelegt. Daher geniigt
es, alle Punkte k in einer Elementarzelle im Raum des reziproken Gitters zur
Klassifikation zu benutzen. Die Konvention besteht darin, k aus der Wigner—
Seitz—Zelle um den Ursprung des reziproken Gitters 7* zu wahlen. Diese
Zelle nennt man die (erste) Brillouinzone des Gitters 7.

Wir haben damit gelernt, daf§ die Eigenzustiande des Operators ‘H derart gewahlt
werden konnen, dafl sie durch die Quantenzahlen k klassifiziert werden und die
Blocheigenschaft (7.14) besitzen. Wenn wir andere Quantenzahlen in einem
Index j zusammenfassen, haben wir die Eigenwertgleichung

HIkj) = Eiglkj). (7.15)
Dies ist die Aussage des Blochschen Theorems.

Fiir Systeme, die invariant unter beliebigen Translationen sind, kennen wir die Im-
pulserhaltung, aufgrund derer beliebige Wellenvektoren (p = hk) als Quanten-
zahlen moglich sind. Das Blochsche Theorem verallgemeinert diesen Sachverhalt
auf Systeme, die invariant unter diskreten Translationsgruppen sind. Der Impuls
ist hier nur modulo hg (g € 7*) erhalten. Man bezeichnet diesen Impuls modulo
reziprokem Gittervektor auch als Quasi—Impuls.

Bei der Anwendung des Blochschen Theorems auf die Gitterschwingungen spielt
die dynamische Matrix B die Rolle des Operators H. Der Hilbertraum wird von
Vektoren c gebildet, deren Komponenten

clm, . 5) = \/ S (7.16)
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die in Gleichung (7.1) auftretenden Auslenkungen sind. Eine Translation um den
Vektor 1 erzeugt aus dem Zustandvektor ¢ den Vektor 7jc mit den Komponenten

[ﬂc](mv 122 ﬁ) = C(m - 17 My 5) (717)

Gleichung (7.10) driickt die Invarianz von B unter diesen Translationen aus. Damit
sind die Voraussetzungen des Blochschen Theorems erfiillt. Die Blocheigenschaft
(7.14) impliziert nunmehr die Beziehung ci (m —1, i, 8) = e~ * ey (m, p, B) fiir die
Komponenten eines Eigenvektors cx. Unter Einfiihrung der Polarisationsvek-
toren ey (i, ) = ck(0, 1, 3) bedeutet dies schliellich

ck(L 1, B) = e™lex(u, B). (7.18)

Wir kénnen daher Eigenvektoren der dynamischen Matrix B in der Form (7.18)
ansetzen, d.h. die Translationsinvarianz legt die I-Abhéngigkeit der Eigenvektoren
vollig fest. Dies erleichtert die Diagonalisierung der dynamischen Matrix erheblich,
weil in der Eigenwertgleichung Bex = d - ¢k die I-Summation explizit ausgefiihrt
werden kann. Wir werden dadurch auf die fouriertransformierte dynamische
Matrix

Dy (N, a1, ) = Z B(L, A\, a;;m, pu, B)eik(m_l) (7.19)
und deren Eigenwertgleichung
> D\ s, B)escs (1, B) = dujexi (A, ) (7.20)
w53

gefiihrt, wobei der Index j die verschiedenen Moden zum Wellenvektor k abzahlt.

Die Dimensionen der Eigenwertprobleme (7.3) und (7.20) vergleichen sich wie folgt.
Ein System mit N Elementarzellen und » Atomen pro Elementarzelle hat 3r N Frei-
heitsgrade. Daher miifte man in (7.3) eine dynamische Matrix der Dimension 3r N
diagonalisieren, wobei der numerische Aufwand mit der dritten Potenz (3rN)3 der
Dimension anwéchst. Die Dimension des Eigenwertproblems (7.20) ist dagegen
mit 37 unabhéangig von der Zahl der Elementarzellen. Fiir diese Reduktion der Di-
mension zahlt man den Preis, das Eigenwertproblem (7.20) fiir alle Wellenvektoren
k in der Brillouinzone 16sen zu miissen. Wegen der stetigen Abhéngigkeit (7.19)
der dynamischen Matrix D von k geniigt es jedoch, (7.20) fiir ein endliches Netz
von Wellenvektoren zu losen, dessen Grofie nur von der angestrebten Genauigkeit
der Interpolation abhangt.

Die dynamische Matrix B ist nach (7.2) und (6.14) reell symmetrisch. Daher ist
ihre Fouriertransformierte D nach (7.19) hermitesch,

Dic(p, B; A o) = Dyc(A, o5, ), (7.21)
und die 3r Polarisationsvektoren ey; (j = 1, ..., 3r) konnen orthonormiert gewéhlt
werden. Sie erfiillen dann die Orthonormierungsbeziehungen

D en(h e (A a) = 6. (7.22)
A«
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Um Normalkoordinaten (7.4) angeben zu konnen, mufl man die unitdre Matrix C
(siehe (7.3)) aus den normierten Eigenvektoren ¢ (siehe (7.16)) zusammensetzen.
Nun sind die Eigenvektoren (7.18) aber nicht normierbar, weil ein unendliches
Gitter angenommen wurde. Verbunden damit ist die Schwierigkeit, die Eigen-
zustande abzuzahlen. Wir haben k-Kontinua von Zustanden in der Brillouin-
zone erhalten, sollten fiir einen endlichen Kristall mit N Elementarzellen jedoch
auf insgesamt genau 3r N Zustande kommen. Wenn wir einfach einen endlichen
Kristall betrachten, verlieren wir die Translationsinvarianz, die die Anwendung
des Blochschen Theorems erlaubte. Tatsachlich sind die Eigenmoden in einem
endlichen Kristall bekanntlich stehende Wellen, wahrend das Blochsche Theorem
laufende Wellen lieferte. Diese Problematik wurde von Born und von Kar-
man durch den Vorschlag aufgelost, periodische (oder zyklische) Randbe-
dingungen zu betrachten. Da die Volumeneigenschaften eines Kristalls nicht
von den Randbedingungen abhangen sollten, erscheint diese Wahl vollig legitim.
Periodische Randbedingungen erhilt man, indem man einen Bereich von z.B.
N = L x L x L Elementarzellen aus einem unendlichen Kristall herausgreift und
fordert, dal die L—te Zelle in jeder Richtung in demselben Zustand wie die nullte
ist. Man kann diese Identifizierung auch realisieren, indem man sich den heraus-
gegriffenen Bereich eines Kristalls auf einen (dreidimensionalen) Torus aufgezogen
vorstellt. Das folgende Bild zeigt ein endliches zweidimensionales Gitter auf einem
Torus, das trotz seiner Endlichkeit seine Periodizitéat nicht eingebiifit hat.

Fiir unser Problem bedeutet die Identifizierung, daf3 der Eigenvektor ¢y die Be-
dingungen cx(1+ Laj, A\, ) = ex(1, A, ) (j = 1,2,3) erfiillt, und es gelten wegen
(7.18) die Quantisierungsbedingungen

ellkai =1 (j=1,2,3). (7.23)

Diese Gleichungen erlauben genau L? = N iniquivalente Losungen k = 5 ki
mit Lk; = 1,2,...,L bzw. dazu aquivalente Punkte in der Brillouinzone. Die
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erlaubten Wellenvektoren iiberziehen den k—Raum mit einem &quidistanten Netz
von Punkten, das fiir grofle L beliebig dicht wird. Summen der Art ), f(k), die
sich iiber dieses Punktnetz erstrecken, konnen fiir N — oo als Zwischensummen fiir
Integrale aufgefait werden. Die Dichte der Punkte ist durch N/V* = NV, /(27)3 =
V/(27)3 (siehe (2.13)) gegeben. Daher kénnen wir die Merkregeln

—Zf —*/ d®kf (k) (7.24)

oder

1
v Xk:f(k) - (2m)3

Pk f (k) (7.25)

formulieren.
Nunmehr kénnen wir die Eigenvektoren ¢ normieren und als Spalten der unitaren
Matrix C' verwenden. Wir erhalten

CLA ask,j) = eiklekj()\, Q). (7.26)

1
VN
Die so gebildete Matrix C ist wegen (7.22) und wegen der aufgrund der Quan-
tisierungsbedingungen (7.23) erfiillten Identitét

: / 3 e2milk;—kj)L _
Z(k—k ) _lja] _ 3
Z ¢ Z] H 27rz(k —k:’ _1 =L 5k,k’ (727)

{1351 j=1

unitar. Wir halten fiir die spatere Verwendung die kanonische Transformation
der Koordinaten auf Normalkoordinaten, die sich jetzt fiir Kristalle anstelle der
allgemeinen Gleichungen (7.4) und (7.5) ergeben, noch einmal fest:

>\ —z *
qxj = \/— Z \ kl@k] A, @)y (7.28)

1 M .
= — @/—eﬂkle (N, )y . 7.29
Pk \/N % M, k]( ) 15) ( )

Die Vertauschungsrelationen fiir die Normalkoordinaten lauten

und

[ijypk’j’] = 10kK/ 0, [ij7Qk’j’] = [pkj7pk’j’] =0 (7.30)

in perfekter Analogie zu (7.6). Der Phononhamiltonoperator (7.7) hat dement-
sprechend die Gestalt
K f f
Hpn = o Z(pkjpkj + dkakakj)- (7.31)
kj
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Die adjungierten Operatoren qlij und p;r{j stehen in enger Beziehung zu den Nor-

malkoordinaten gx; und px;. Um diese Beziehung zu verstehen, lesen wir zunéchst
aus (7.19) die offensichtliche Relation

Dlt(/\7ahuﬂﬁ) = D_k()\,Oé,,LL, ﬁ) (732)

ab. Indem wir nun in der Eigenwertgleichung (7.20) k durch —k ersetzen und sie
komplex konjugieren, erhalten wir

Z Dy (A, a; p, ﬁ)etkj (1, B) = d—kjeikj()‘a ). (7.33)
w8

Physikalisch ist diese Eigenwertgleichung als die relativ zu (7.19) zeitumgekehrte
Gleichung zu interpretieren. Gleichung (7.32) ist Ausdruck der Zeitumkehrin-
varianz unseres Systems. Wir konnen aus dieser Gleichung zweierlei erschlieflen:

1. Jeder Eigenwert d_y; von D_y ist mit der gleichen Vielfachheit wie di; auch
FEigenwert von Dyx. Wenn wir die Eigenwerte der Grofle nach sortieren, gilt
damit fiir die Eigenfrequenzen der Phononen (siche (7.8))

wi(—k) = w; (k). (7.34)

2. Die Eigenvektoren e* , ; zu einem Eigenwert d = d_x; = dx; bei vorgegebenem
k spannen denselben Eigenraum auf wie die Vektoren ey;- Daher kann man
sie so wahlen, dafl die Konvention

e*_k] - ekj (7.35)

gilt.

Falls wir der Konvention (7.35) folgen, lesen wir aus (7.28,29) sofort die Beziehun-
gen

W=k Pl =P i (7.36)
ab, die uns sagen, dafl die adjungierten Operatoren die Normalkoordinaten der

zeitumgekehrten Eigenmoden sind. Wir konnen daher den Hamiltonoperator
(7.31) auch in der Form

I<62

Hpn = 5 Z(p—kjpkj + dka—kakj) (7.37)
kj

schreiben. Man beachte, dafl dieser Hamiltonoperator fiir alle Wellenvektoren k
in der Brillouinzone, die nicht dquivalent zu —k sind, Systeme zweier gekoppel-
ter Oszillatoren kj und —kj beschreibt. Die algebraische Diagonalisierung des
Phononhamiltonoperators gelingt trotzdem sehr dhnlich wie bei einfachen Oszil-
latoren durch Einfiihrung folgender Phononerzeuger und —vernichter:

i i
b, = I . (7.38)




| /i i
bj = \| ~—5— ¢-kj + —F— P—xj- (7.39)
2 NONG™

Diese Gleichungen lassen den Quasiimpuls k erkennen, den die Operatoren qy;, pk;

und der Erzeuger bL ; tragen. Der Vernichter by; tragt demgegeniiber den Quasi-
impuls —k. Der Hamiltonoperator (7.37) trigt, wie es aufgrund seiner Transla-
tionsinvarianz sein sollte, den Quasiimpuls 0. Wir notieren mit

s = (bl +b_3)/\/ 2V, P = i — by )\ Vi /2 (7.40)

auch die Umkehrung der Gleichungen (7.38,39). Die Phononerzeuger und —ver-
nichter erfiillen die iiblichen Vertauschungsrelationen fiir Bosonen

[bkz'?blnj] = 0km0ij, [Dirbmi] = bl bf ]=0 (7.41)

ki’ Vmj ki> Ymj
und der Hamiltonoperator erhélt mit (7.8) die iibliche Diagonalgestalt

1
Hon = Y w; (k) (bl;by; + 5): (7.42)
kj

Der Grundzustand des Phononhamiltonoperators ist das Phononvakuum |0), das
durch die Bedingungen
bkj|0) =0 (7.43)

definiert ist. Seine Energie ist durch
1
By = ;wj (k) (7.44)
j

gegeben. Mit dieser Formel haben wir in harmonischer Naherung einen quan-
titativen Ausdruck fiir die Nullpunktsenergie gefunden, um die die klassische
Bindungsenergie aufgrund der Quantenfluktuationen reduziert wird (siehe die
qualitative Diskussion dieses Effekts in Kapitel 5).

Fine Basis von Zustanden erhalt man, indem man mittels der Phononerzeuger
bLj Phononen ny;-fach erzeugt. Die durch die Besetzungszahlen {ny;} (nk; =
0,1,2,...) charakterisierte normierte Basis ist

1 nies
[{me}) = g(ﬁwm )10). (7.45)

Diese Zusténde sind Eigenzustande von H,, mit der Energie

E = ij(k) (nij + %) (7.46)
kj
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(siehe (7.9)), d.h. blt ;by; ist der Besetzungszahloperator fiir das Phonon kj.

Die Funktionen w = w; (k) sind die Dispersionsrelationen fiir die Phononenener-
gien oder —frequenzen. Aus der Definition der dynamischen Matrix (7.19), deren
Matrixelemente stetig vom Wellenvektor k abhéngen, folgt die Stetigkeit von w; (k)
in Abhéangigkeit von k, wenn man die Frequenzen der Grofle nach numeriert. Man
nennt diese stetigen Funktionen auch Phononenzweige.

Drei der 37 Phononenzweige haben immer die Eigenschaft w;(k) — 0 fiir k — 0.
Dies folgt, weil starre Verschiebungen des Kristalls keine riicktreibenden Krafte
hervorrufen. In Formeln gilt Zmu O(L A, «; m,,u,ﬁ)pﬁw =0 fir pﬁw = pP, d.h.

- — (7.47)
:\/ﬁ;Dk—o(%a;u,ﬁ) < =0

Die Eigenwertgleichung (7.20) wird daher fiir k = 0 durch die Polarisationsvek-

toren
eo; (1, B) =/ My /M s;(83), (7.48)

die starren Verschiebungen entsprechen, mit drei beliebigen linear unabhangigen
sj(8) und dem Eigenwert do; = 0 gelost. Wenn wir M = > M, und die s; als
Einheitsvektoren wéhlen, sind die Polarisationsvektoren eg; auf 1 normiert.

Man nennt diese Phononenzweige akustisch, weil sie fiir kleine Wellenvektoren
den Schallwellen entsprechen. Alle anderen Phononenzweige nennt man optisch.
Um das Verhalten der akustischen Phononen bei kleinen Wellenvektoren zu verste-
hen, mufl man das Eigenwertproblem (7.20) in eine Stérungsreihe nach Potenzen
von k entwickeln. Dabei ist die Differenz Dy — Dg als Stérung zu betrachten, die
durch Entwickeln der Exponentialfunktion in (7.19) selbst eine Potenzreihe in k
wird. Man stellt fest, daf3 fiir die Matrixelemente der Stérung mit den ungestorten
Zustanden (7.48)

(e6s| D — Doleg;) = O(k?) (7.49)

gilt. Der lineare Term in k verschwindet hier, weil wegen (7.47)

> ik(m =D)L\, a;m, g, B) = % > ik(m =)@, A, a;m, 1, 3) = 0. (7.50)

mu ImAp

Um die Stérungsentwicklung in fiihrender Ordnung k? durchzufiihren, muff man
neben der Auswertung der Matrixelemente (7.49) eine Storungsrechnung zweiter
Ordnung durchfiithren, die von der in k linearen Beimischung der optischen
Phononen bei k = 0 zu den ungestorten akustischen Zustédnden (7.48) herriihrt.
Insgesamt erhalten wir so fiir die Eigenwerte der dynamischen Matrix dy; X k?
oder mit (7.8) die lineare Phonondispersion

wi(k) ~c;j(k) k (k— 0). (7.51)

J
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Hierbei hangen die Schallgeschwindigkeiten c¢; von der Richtung des Ein-

heitsvektors k = k/k ab. Die Schallgeschwindigkeiten stehen in enger Beziehung
zu den elastischen Konstanten des Kristalls.

Ohne Beweis bemerken wir an dieser Stelle, dafl die Dispersionsrelationen die volle
Symmetrie der Punktgruppe des Kristalls besitzen, d.h. fiir jede Operation D
aus der Punktgruppe des Kristalls gilt (auch fiir nichtsymmorphe Kristalle)

w;(Dk) = w;(K). (7.52)

Dieser Sachverhalt gilt in gleicher Weise fiir die elektronische Bandstruktur und
wir werden den entsprechenden Beweis fiir diesen Fall in Kapitel 13 vorstellen.

Man beachte die zusétzliche Symmetrie (7.34), die ungeachtet einer mdoglichen
Inversionssymmetrie aufgrund der Zeitumkehrinvarianz immer giiltig ist. Daher
gilt die Symmetriebeziehung (7.52) fiir alle D € P*, wobei P* die um die Inversion
gegebenenfalls erweiterte Punktgruppe ist. Fiir kubische Kristalle gilt z.B. O* =
T; = O = Op und T* = Ty = T}, so dafi die Phononenzweige immer die
Symmetrie T}, bzw. Oy haben. Es geniigt, die Phononenzweige in einem Teilbe-
reich der Brillouinzone zu kennen, der durch die Punktgruppe 7} bzw. Oj, auf die
gesamte Brillouinzone abgebildet wird. Dieser Teilbereich hat ein um den Faktor
eins durch Gruppenordnung reduziertes Teilvolumen, macht also fiir Oy nur
1/48 des Volumens der Brillouinzone aus.

Fiir Kristalle vom kubisch flachenzentrierten Gittertyp ist die Brillouinzone - die
Wigner—Seitz—Zelle des kubisch raumzentrierten Gitters - in der folgenden Abbil-
dung dargestellt. Farbig eingezeichnet sind auch das reduzierte 1/48-Teilvolumen

bei Punktsymmetrie Oj der Phononenzweige sowie die Bezeichnungen fiir beson-
dere Punkte in der Brillouinzone. Das Zentrum heifit I', der Mittelpunkt der
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Randsechsecke L, der Mittelpunkt der Randquadrate X, die Randeckpunkte W,
die gemeinsamen Kantenmitten zweier Randsechsecke K und die Kantenmitten der
Randquadrate U. Auch gewisse Verbindungslinien zwischen diesen Punkten haben
standardisierte Namen ([I', L] = A, [L,W] =Q, W, X] = Z, [X,U = K,T| = %,
', X] = A). Hierzu sollte man sich klarmachen, daf§ die Punkte K und U hin-
sichtlich der Phononenergien dquivalent sind. Man versteht das erst, wenn man
- wie in der Abbildung angedeutet - benachbarte Brillouinzonen einbezieht: Die
gemeinsame Kante zweier Randsechsecke ist gleichzeitig eine Randquadratkante
der angrenzenden Wigner—Seitz—Zellen.

Zur graphischen Darstellung der Dispersionsrelationen ist es iiblich, die Phononen-
energien langs des Weges I' - L - W - X - U = K - I' - X zu zeigen. Dies
entspricht den rot und griin markierten Wegen in der Brillouinzone auf der vorigen
Seite. Die nachfolgende Abbildung zeigt eine dementsprechende Darstellung der
Phononenzweige des Ionenkristalls NaF'. Die Linien geben dabei das Ergebnis
einer theoretischen Berechnung wieder, wahrend die Punkte Mef3daten darstellen.
In der Umgebung des I'-Punktes erkennt man einen longitudinalen akustischen
Zweig mit der grofleren und zwei entartete transversal akustische Zweige mit der
kleineren Schallgeschwindigkeit. Auflerdem gibt es einen longitudinal optischen
mit der hoheren und zwei entartete transversal optische Zweige mit der tieferen
Frequenz. Alle diese Zweige sind in der Néhe des Randes der Brillouinzone in
komplexer Weise miteinander vermischt. (Die Abbildung ist aus der folgenden
Verodffentlichung entnommen: A.M. Karo und J.R. Hardy, Phys. Rev. 181, 1272
(1969).)
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v (1012 sec’)

Die obige Abbildung zeigt eine entsprechende Darstellung der Phononenzweige fiir
NaJ. Hier sind die akustischen Phononen von den optischen energetisch deutlich
getrennt, weil die akustischen durch die Bewegung der viel schwereren Jodionen
dominiert werden und die optischen durch die Bewegung der leichteren Natriumio-
nen. (Die Abbildung ist aus der folgenden Verdffentlichung entnommen: A.D.B.
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Woods et al., Phys. Rev. 119, 980 (1960).)




Explizit analytisch 16sbar sind Phononmodelle, deren dynamische Matrix die Di-
mension 2 hat. Dies umfafit eindimensionale Ketten mit bis zu zwei Atomen pro
Elementarzelle sowie zweidimensionale Bravaisstrukturen. Als Beispiel skizzieren
wir hier ein zweidimensionales Dreiecksgitter von Atomen mit harmonischen Kopp-
lungen néachster Nachbarn, die in der Abbildung auf der letzten Seite bildhaft
durch Federn dargestellt sind. Ein derartiges Modell sollte Systeme aus Atomen
mit PauliabstofSlung und kurzreichweitigem anziehenden Potential gut beschreiben.
Wenn wir den Atomabstand gleich 1 setzen, bilden die Vektoren 1; = (1,0) und
l, = (1/2,v/3/2) eine Basis primitiver Translationen. Wir fiihren zusitzlich den
Vektor 13 = 1; — 1, = (1/2,—+/3/2) ein. Wenn T, Und Y, die kartesischen
Komponenten der Auslenkungen des Atoms (m,n) an der Stelle mly +nly aus der
Gleichgewichtslage sind, lautet die potentielle Energie

1
|4 25 Z |:(xm,n - xm+1,n>2

m,n

(7.53)

+ (mm,n + \/g ym,n - xm,n—l—l - \/g ym,n+l)2

el >

+ Z(xm,n - \/g Ymn — Tm4+1,n-1 + \/g ym—l—l,n—l)ﬂ .

Mit der abkiirzenden Notation ¢; = cos(k - 1;) ergibt sich daraus die fouriertrans-
formierte dynamische Matrix

3 — 201 — %Cz — %03 §63 — @Cg
Dy = A i Jo2, (7.54)
TCS — TCQ 3 — 562 — §C3

mit den Eigenwerten

dyt+ =3 —c1 —cy —c3 =+ \/(cl + co + ¢3)? — 3(c100 + cac3 + c301). (7.55)

Die zu l; und 1y reziproken Gittervektoren (Losungen von (2.11)) sind g =
(2, —27/v/3) und gy = (0,47/+/3). Daher besteht die Brillouinzone aus dem
unten links gezeigten Sechseck mit dem Eckpunkt W = (47/3,0) und dem Kan-
tenmittelpunkt X = (m,7/v/3). Farbig ist der reduzierte Teilbereich der Brillouin-
zone markiert, der aus Symmetriegriinden zur Darstellung der Phononenzweige
ausreicht. Rechts sind die beiden Zweige langs des geschlossenen Weges I' - W -
X - T dargestellt.
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Da auf den Wegen I' - W [(0,0) — (47/3,0)] und " - X - W [(0,0) — (0,27/v/3) —
(27/3,2m/+/3)] die Koefficienten ¢y und c3 in Dy iibereinstimmen, verschwinden
die Nichtdiagonalelemente dort und man kann die Polarisationsvektoren sofort
ablesen: e, = (1,0) und e, = (0,1). Daher gibt es auf den Wegen I' - W und
I' - X jeweils ein strikt longitudinales Phonon (d.h. e parallel k) und ein strikt
transversales Phonon (e senkrecht k). Die Schallgeschwindigkeit des longitudi-
nalen Phonons ist um den Faktor v/3 hoher als die des transversalen. Dieses
Ergebnis erhélt man am einfachsten, wenn man die dynamische Matrix um den
I'-Punkt entwickelt,

SK2+3k2 2kik
D<2>:(8w sty ately ) (7.56)
RN POV T ey 1

und sich von folgenden Identititen iiberzeugt: Dl(f)k = 2k?k und Dl(f)e = 3k%
mit e = (—ky, k;)Lk. Mit (7.8) und unter Vernachléssigung des Faktors s - wir
haben hier ja die Federkonstante gleich 1 gesetzt und sind an der absoluten Grofie
der Phononenergien nicht interessiert - folgt fiir die Phononfrequenzen bei langen
Wellenlangen

3 3 V3 3
wl~2\/§k—|—0(/€ ) wt~2\/§k+0(/€) (k — 0). (7.57)
Die Schallgeschwindigkeit ist offenbar isotrop und die Phononen sind fiir lange
Wellenlangen zu jeder k—Richtung rein longitudinal und rein transversal. Es
ist aber auch aus der obigen Bemerkung ersichtlich, dal auf dem Wege X - W
[(0,27/+/3) — (27/3,27/+/3)], auf dem der Wellenvektor aus der y-Richtung her-
ausdreht, die Polarisiationsvektoren weiterhin in x— und y—Richtung zeigen, so daf}
die Phononen dort nicht mehr longitudinal und transversal sind. Im entarteten
W—Punkt andert sich die Polarisation deshalb auf dem Wege I' - W - X unstetig.

Die Ubertragung des obigen Modells auf das fiir die Edelgaskristalle relevante
fec—Gitter ist nicht schwierig. Wir wahlen aus den 12 Gittervektoren, die nachste
Nachbarn verbinden, 6 Vektoren 1; (i = 1,...,6) aus, die paarweise nichtkollinear
sind (zB. l; = £(0,1,1) etc.). Mit den Auslenkungen ry, lautet die potentielle

Energie dann
Z 2 Z ((rn — Tnil,) 11-)2 (7.58)

1=1

V=

DO | =

und die dynamische Matrix ist

4 —cy—cC3—C5— Cg Cg — C3 Ccs — Co
Dk: Cg — C3 4—61—03—64—06 Cqp — Cq y
Cs — C2 Cqy — Cq 4—01—02—04—05
(7.59)
wobei wieder die Abkiirzungen ¢; = cos(k-1;) verwendet wurden. Die Entwicklung
um den ['-Punkt ergibt hier

L[ Fe R 2Kk, 2Kk
Dy =~ | 2koky, k24K 2kyk. |. (7.60)
2kek,  2kyk., k24 K2
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Anhand dieser Matrix kann man leicht erkennen, dafl die Schallgeschwindigkeiten
hier nicht mehr isotrop sind. Fiir Richtungen hoher Symmetrie findet man wieder
rein longitudinale und rein transversale Phononen. Die Schallgeschwindigkeiten
des longitudinalen Phonons ergeben sich in solchen Richtungen zu

L (V2 (100)
o ==4{+/5/2 (110). (7.61)
8/3 (111)

Die beiden transversalen Phononen sind in den Richtungen (100) und (111) ent-
artet, jedoch nicht in der Richtung (110). Ihre Schallgeschwindigkeiten ergeben
sich zu

(1 (100)
¢ = = { 1bzw. \/1/2 (110). (7.62)
2| 23 (111)

Die Phononenzweige sind in der nachfolgenden Abbildung in der fiir fec—Gitter
iiblichen Darstellung gezeigt.
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8. Thermodynamik der Gitterschwingungen

Nachdem wir die Phononen im Rahmen der harmonischen Naherung als elementare
Anregungen von Kristallen bestimmt haben, wollen wir in diesem Kapitel deren
Beitrag zu den thermodynamischen Eigenschaften der Kristalle bei endlichen Tem-
peraturen T = 1/ betrachten. (Die Boltzmannkonstante kp wird gleich 1 gesetzt,
so dal Temperaturen ebenfalls in atomaren Einheiten gemessen werden.) Bei nicht
zu hohen Temperaturen bilden die Phononen ein durch den Hamiltonoperator
(7.42) beschriebenes nahezu ideales Gas aus Bosonen, deren Zahl nicht erhal-
ten ist. Aus der statistischen Physik wissen wir, dal die mittlere Besetzungszahl
des Phonons kj dann durch

_ 1
g = (bleibyi)a, = T (8.1)

gegeben ist. Fiir die mittlere Energie der Phononen erhalten wir damit den Aus-

druck
1

E = Hpn)n,, = Z%‘(k)(% + m)- (8.2)
kj

Daraus ergibt sich die spezifische Warme Cy = 0E /0T oder

eBw; (k)
Cy = Z(ﬁ%’(@ﬁm = Z(ﬁwj(k)>2ﬁkj(1 + 7)) (8.3)

kj kj

als die experimentell unmittelbar interessante Grofle. Unter Benutzung von (7.25)
konnen wir auch zum thermodynamischen Limes iibergehen und erhalten

_ d’k w; (k)
CV/V_/BZ (2m)3 & ( 2T

Da die Statistik der Bosonen nur durch die Energien w;(k) bestimmt ist und
folglich der Integrand in (8.4) nicht explizit von den Quantenzahlen kj abhéngt,
braucht man zur Auswertung nicht die genaue Dispersion der Phononen, sondern
nur den Bruchteil der Moden g(w)dw im Frequenzintervall dw, d.h. die spek-
trale Dichte oder Zustandsdichte der Phononen. Sei n(w) der Bruchteil der
Phononen, deren Energie zwischen 0 und w liegt:

/sinh(“;(;)))Q. (8.4)

nw) = o >0 = 53 | Few-wm). 65

Die spektrale Dichte der Phononen ist dann durch

o) =n'@) = -3 [ G —wi00) = (B - w0 (89
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gegeben. Sie ist wegen n(00) = n(wmax) = 1 normiert:

/000 g(w)dw = 1. (8.7)

Indem man nun in (8.4) den Faktor 1 = fooo d(w — wj(k))dw einfiigt und die
Integrationen vertauscht, erhalt man fiir die spezifische Warme pro Freiheitsgrad

Cy /37N = /0 b dug() (o2 sinh( 2T))2. (8.9)

Energie, Entropie und freie Energie kann man bei Bedarf in analoger Weise durch
die Zustandsdichte ausdriicken.

Im folgenden wollen wir typische Eigenschaften spektraler Dichten genauer analy-
sieren. Es erweist sich dabei als niitzlich, die Dichte G(w?) des quadrierten Spek-
trums w3 (k) zu betrachten. Damit kann das Verhalten der Dichten bei w = 0, wo
w7 (k) analytisch von k abhéngt, w;(k) jedoch nicht, in die allgemeine Betrachtung

einbezogen werden. Wegen G(w?)d(w?) = g(w)dw gilt
g(w) = 2wG(W?) (8.9)

und

3
=5 Z | e = (e 10

kann leicht auf g(w) umgerechnet werden.

Die 6—Funktion in (8.10) kann benutzt werden, um die dreidimensionale k-
Integration in ein Flachenintegral umzuwandeln. Dazu betrachten wir die Flache
Szj im k-Raum, die durch die Bedingung =z = wj 2(k) festgelegt ist. Fiihrt
man als Koordinaten zwei Flachenkoordinaten in S:c] und eine flachenorthogonale
Koordinate k) ein, so geht wegen |Vyw?(k)|dk) = dw? das Differential d°k
in d*Syjdk; = d*Sy;dw?/|Viw? (k)| tiber. Nunmehr kann man mittels der J—
Funktion die w?flntegration beseitigen und erhélt

-7 2 | i @)

Die spektrale Dichte 148t besonders markantes Verhalten erwarten, wenn Stellen
mit Vyw? (k) = 0 ins Spiel kommen. Solche Stellen nennt man auch gew6hnliche
kritische Punkte des Spektrums. Die Dichte G(z) ist an solchen Stellen keine
glatte Funktion der Variablen z und zeigt sogenannte van Hove—Singularitaten.

Fiir die folgende Diskussion verallgemeinern wir die Analyse auf Systeme der be-
liebigen Dimension d. Wir nehmen an, w?(k) sei um einen kritischen Punkt ent-
wickelbar (analytischer kritischer Punkt): w?(k) = w2 + 32¢_, cak2 +
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Hier haben wir den kritischen Punkt nach k = 0 verschoben und die quadratische
Form der Taylorreihe auf Hauptachsen transformiert. Je nach den Vorzeichen der
Koeffizienten c,, kann bei x = w? ein Minimum, ein Sattelpunkt oder ein Maximum
liegen. Im Fall von Minima oder Maxima sind die Flachen konstanter Energie in
der Nahe des kritischen Punktes Ellipsoide im d-dimensionalen k—Raum, deren
Achsen bei Anniherung an den kritischen Punkt proportional zu |z —w?|'/? klein
werden. Die Oberfliche der Ellipsoide ist folglich proportional zu |z — w?|(d=1)/2

und wegen Viw?(k) = {2cakq}e_; ergibt sich mit |Vyw? (k)| o |z — w?|/?
G(z) o |z — w?|/2 1, (8.12)

Bei Sattelpunkten kommt man zu dhnlichen Resultaten, wobei das Potenzgesetz
(8.12) in geraden Dimensionen durch einen logarithmischen Faktor log |z — w?|
zu erganzen ist. Die nachfolgende Abbildung zeigt typische spektrale Dichten
(8.10) fiir Dimensionen d = 1,2,3. Deren Struktur wird stark durch die van
Hove-Singularitidten gepriagt. Fir d = 1 erkennt man die nach (8.12) wie
G(z) o |z — w?|~1/? divergente spektrale Dichte am Minimum und Maximum des
Spektrums. Fiir d = 2 sind die Unstetigkeiten des spektralen Dichte am Minimum
und Maximum sowie die logarithmische Divergenz am Sattelpunkt charakteris-
tisch. In d = 3 findet man van Hove-Singularititen vom Typ G(z) |z — w?|'/?
in der gezeigten Form, wobei zwei Typen von Sattelpunkten auftreten.

d=1 d=2 d=3
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Mittels Gleichung (8.9) kann man die Dichte G(z) des quadrierten Spektrums in
die spektrale Dichte g(w) umrechnen. Dabei &ndert sich fiir w. > 0 nichts am
Verhalten der singularen Beitrage und es gilt

g(w) x |w — we|?271 (we > 0). (8.13)

Fiir w, = 0 erhalten wir aus (8.12) und (8.9) jedoch
g(w) ox w1, (8.14)

Dieses Ergebnis ist relevant fiir das Minimum des Spektrums der akustischen
Phononen. Wegen w o< k (siehe (7.51)) und damit d%k oc w9~ ldw bestitigt man
(8.14) leicht nochmals direkt. Die untere Abbildung auf der letzten Seite zeigt die
aus der obigen umgerechneten spektralen Dichten im Falle akustischer Phononen,
d.h. fir wpin = 0.

Nach dieser Diskussion der typischen Eigenschaften spektraler Dichten kehren wir
zur Thermodynamik zuriick, indem wir an Gleichung (8.8) ankniipfen. Wir wer-
den das Verhalten der spezifischen Warme zunéchst anhand einer Hochtemper-
aturentwicklung studieren. Dazu schreiben wir die innere Energie (8.2) der
Phononen analog zu (8.8) in der Form

w

wm 1 1

Hier betonen wir durch die Einfithrung der Maximalfrequenz w,,, die endliche obere
Integrationsgrenze. Fiir hohe Temperaturen wird die Variable w/T" < w,, /T klein
und wir benotigen die Taylorentwicklung der Funktion

2n

1 1 T x > x
1 _ P eteht =1 By o). 8.16
x<2+ex_1> g 85 +nz_:1 gy (2l <2m) (8.16)

Die Taylorkoeffizienten sind durch die Bernoullischen Zahlen By, ausgedriickt, die
aus By = 1 und der Beziehung ), _, (nzl)Bk = 0 (n > 1) rekursiv gewonnen

werden konnen. Es gilt Bo = 1/6, By = —1/30, B¢ = 1/42. Fiir die innere
Energie pro Freiheitsgrad erhalten wir somit die Hochtemperaturentwicklung

S an <w2n>
(2n)! T2n—1"

E/3rN =T + (8.17)

n=1

wobel "
(W) = / dug(w)w? (8.18)
0

die geraden Momente der spektralen Dichte der Phononen sind. Daraus folgt
fiir die Hochtemperaturentwicklung der spezifischen Warme die Formel (Thirring
1913)

Cy/3rN=1-> (2n-1) (123;7;! <;2:> (T > wy /27). (8.19)

67



Aus diesem Resultat lesen wir ab, dafl fir hohe Temperaturen T° > w,, das
aus der klassischen Statistik bekannte Dulong—Petitsche Gesetz gilt. Wie
kommt es hier in der quantenmechanischen Behandlung zustande? Die mitt-
lere Besetzungszahl eines Phonons der Energie w ist fir Temperaturen 7" > w
durch n, = 1/(e*/T —1) ~ T/w gegeben und daher ist die zugehorige mitt-
lere Energie n, - w ~ T, derselbe Wert, der auch klassisch pro Freiheitsgrad aus
dem Gleichverteilungs— und Virialsatz fiir harmonische Oszillatoren folgt. Die
Giiltigkeit des Dulong—Petitschen Gesetzes sagt uns, dafl die Thermodynamik der
Gitterbewegung bei hohen Temperaturen allein durch die Zahl der Freiheitsgrade
bestimmt ist und daf es auf die sduberliche Statistik der Phononen nicht ankommt.

Explizit beginnt die Hochtemperaturentwicklung wie

(Ww?) | wh)
Cy/3rN =1-— — .. 8.20
v/3r 1977 * 24071 (8.20)
Wegen (w?") < w2 sind die Abweichungen vom Dulong—Petit-Gesetz bei T' =
wy, noch recht klein. Wir merken ohne detaillierte Herleitung an, dafl man zur
Berechnung der geraden Momente der spektralen Dichte die dynamische Matrix
nicht diagonalisieren mufl. Man kann vielmehr die folgende Spurformel verwenden:

(w*™) = k*"Sp(B™) /3rN. (8.21)

Bei tiefen Temperaturen tragen nur die Phononen mit Energien w < T wesentlich
zum Temperaturanstieg der inneren Energie bei. Zu einer asymptotischen Ent-
wicklung gelangt man, indem man in Gleichung (8.15) die Integrationsvariable
x = w/T substituiert und die Entwicklung der spektralen Dichte bei kleinen
Frequenzen benutzt. In Erweiterung der Analyse der akustischen Phononen bei
kleinen Wellenvektoren (7.51) findet man

w2(k) = C(k)k% + D(K)K* + ..., (8.22)

J
woraus man fiir dreidimensionale Systeme die asymptotische Entwicklung
g(w) = agw? + agw* + ... (8.23)

herleiten kann. Wenn man diese Entwicklung in (8.15) einsetzt, wird man auf
Integrale

> x"dx 74 86

I, = =n! 1), Iz3=—, Iy=— 8.24

| o, n=F n=r s2)

gefiihrt (¢(n) ist die Riemannsche Zetafunktion). Fir die spezifische Wérme folgt
damit die Tieftemperaturentwicklung

4t 1676

Cy /3rN = —asT?

v/3N = qpadt 4

Man beachte, dafl die Beitrage proportional zu Potenzen der Temperatur aus-

schliellich von akustischen Phononen stammen. Optische Phononen mit der un-

teren Grenzfrequenz wy,, tragen nur wie e~wmin/T hei  Wir bemerken, dafl3 der

asT? + ... (8.25)
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fiihrende Beitrag oc 72 in (8.25) genau dem Stefan—Boltzmann—Gesetz fiir die
Hohlraumstrahlung entspricht, das fiir alle Temperaturen gilt, weil die Dispersion
der Photonen strikt linear ist. Die Korrekturen oc 7° in der spezifischen Wirme
der akustischen Phononen resultieren aus den in Gleichung (8.22) sichtbaren Ab-
weichungen von der linearen Dispersion. Wegen Gleichung (8.14) gilt fiir den
Tieftemperaturbeitrag akustischer Phononen in einem d-dimensionalen System
Cy x T4,

Die Temperaturabhangigkeit der spezifischen Warme der Phononen ist insge-
samt sehr unspektakular und spiegelt die Struktur der spektralen Dichte nur sehr
pauschal wider. Die nachfolgende Abbildung zeigt eine willkiirlich gewéahlte, aber
qualitativ typische spektrale Dichte g(w) und die dazu gehorige spezifische Wérme
pro Freiheitsgrad.

g(w)

N —

Wy, 0.5 1 T/wm

Im Prinzip kann man aus der Temperaturabhangigkeit der spezifischen Warme
auf die exakte spektrale Dichte der Phononen zuriickschliefen. Es wiirde dazu
sogar die exakte Kenntnis der spezifischen Warme fiir Temperaturen T > w,
oberhalb einer beliebig gewéhlten Frequenz w, geniigen. Aus der Taylorentwick-
lung (8.19) kann man némlich (im Prinzip) alle geraden Momente der spektralen
Dichte gewinnen. Man kennt dann alle Momente der Funktion f(w) = g(|w|)
und dadurch ist nach einem Theorem der mathematischen Statistik die Funktion
f(w) eindeutig bestimmt. (Siehe: W. Feller, “An Introduction to Probability
Theory and Its Applications”, Band II, Abschnitt VIL.3, Seiten 224 ff.) Im prak-
tischen Sinne ist man jedoch weit davon entfernt, eine solche Rekonstruktion der
spektralen Dichte aus der spezifischen Warme durchfithren zu kénnen, weil man
nur ganz wenige Momente mit ausreichender Genauigkeit bestimmen kann. Das
beschriebene Umkehrproblem ist sehr schlecht konditioniert.

Es ist deshalb tiblich, die spezifische Warme des Gitters unter Benutzung zweier
einfacher Ansétze mittels weniger Parameter zu beschreiben. Diese Ansétze ver-
wenden ein Debye—Spektrum und ein Einstein—Spektrum.

Das Debye—-Spektrum simuliert auf einfachste Weise den Beitrag der akustischen
Phononen. Man nimmt an, dafl alle drei akustischen Zweige durch eine gemein-
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same strikt lineare Dispersion
wj=clk|]  (j=1,2,3) (8.26)

gegeben seien. Auflerdem erstreckt man diese Dispersion iiber eine Debye—Kugel
im k—-Raum mit dem Debye—Radius kp anstelle einer Brillouinzone. Damit die
Zahl der Zustande in der Debye—Kugel gleich der Zahl der Elementarzellen ist, mufl
nach (7.24) das Volumen der Debye—Kugel gleich dem Volumen der Brillouinzone
sein: 4mk?,/3 = V*. Diese Bedingung legt den Debye-Radius auf den Wert

3V

47

)= () (8.27

kp = (

fest. Zur Debye—Wellenzahl kp gehort die Debye—Energie oder Debye—
Frequenz

wp ZCkD. (828)

Den akustischen Anteil gp(w) zu der nach (8.7) normierten spektralen Dichte kann
man nun aus (8.6) bestimmen. Folgende einfache Betrachtung liefert diesen Anteil
jedoch am schnellsten: Wir wissen, daf§ fiir ein lineares Spektrum (8.26) die Zus-
tandsdichte proportional zum Quadrat der Energie ist, gp(w) = aw?. Wegen der
Normierung ["” gp(w)dw = 1/r folgt a = 3/rw}, und die Debye-Zustandsdichte

1st )
3w

= —. 8.29

gp(w) = == (8.29)

Der dementsprechende Debye—Beitrag zur spezifischen Warme lautet

P j3rN = %(T/LUD)S /O wD/T%dx. (8.30)
Er hat die Hochtemperaturentwicklung
D) /3rN = %(1 - 2“(‘))222 + 5;)%14 —.) (8.31)
und das Tieftemperaturverhalten
P J3rN = 22 (1 p) + O(S2emor /1), (.32)

Wegen der strikt linearen Dispersion im Debye-Modell fehlen der Debyeschen spe-
zifischen Wirme die Potenzkorrekturen (~ 7°) zum Stefan—Boltzmann—Verhalten.

Der Beitrag der optischen Phononen zur spezifischen Warme wird oft durch
ein Einstein—Spektrum approximiert, bei dem man die Dispersion vollig ver-
nachlassigt:

w;(k) =wg (j=4,...,3r). (8.33)
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Ein solches Verhalten ergébe sich, wenn jedes Atom unabhéngig von den anderen
seine Schwingung bei derselben Einstein—Frequenz wp ausfiihrte. Die dazu
gehorige spektrale Dichte ist

gp(w) = _ . L 5w — wp) (8.34)

und die spezifische Warme im Einstein—Modell ergibt sich zu

—1 (wE/T)Qe“’E/T
ro (ews/T —1)2°

B j3pN = = (8.35)

Die nachfolgende Abbildung zeigt die beiden spezifischen Warmen im Debye— und
im Einstein—-Modell pro Elementarzelle und fiir » = 2. (Fir » = 2 haben beide
spezifische Warmen denselben Hochtemperaturwert.) Die Energieskala © ist dabei
mit wp bzw. mit wg zu identifizieren.

1

Cy /3N

Debye

Einstein

N[

0.5 1 T/6

71



9. Streuung an Gitterschwingungen

[Referenz: M. Marshall und S.W. Lovesey, “Theory of Thermal Neutron Scatter-
ing”, Oxford, At the Clarendon Press (1971)]

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, sind Details im Spektrum der
Phononen in der spezifischen Wirme des Gitters nicht zu erkennen. Uber die
Phononendispersion lernt man auflerdem aus den thermodynamischen Eigen-
schaften grundsétzlich nichts. Um sie experimentell zu bestimmen, braucht man
empfindliche spektroskopische Methoden.

Die ideale Methode zur Bestimmung der Phononendispersion ist die inelastische
Neutronenstreuung. Hierbei wird ein mit dem Impuls k einlaufendes Neutron
den Kristall mit dem Impuls k” verlassen, wobei ein Phonon mit dem Wellenvektor
(Quasi-Impuls) +q emittiert bzw. absorbiert wurde. Es gilt dann

k=k'+q (9.1)

und

k?/2M,, = k' /2M,, + w;(+q). (9.2)

Hierbei gilt das obere/untere Vorzeichen fiir den Fall der Emission/Absorption
und M, ist die Masse des Neutrons. Aus der Messung des Streuwinkels 6 und des
Energieverlustes des Neutrons werden der Wellenvektor k/ und daraus Impuls q
und Energie w;(q) des Phonons bestimmt.

K’ g
6

>

K

Warum benutzt man nun gerade die Neutronenstreuung zur Spektroskopie der
Phononen? Neutronen sind aus zwei Griinden fiir diesen Zweck die idealen
Werkzeuge: (1) sie wechselwirken (im Gegensatz zu geladenen Teilchen) nur
schwach mit Materie, (2) sie besitzen (im Gegensatz zu Photonen) eine giinstige
Energie-Impuls—Beziehung. Wegen der Schwiache der Wechselwirkung findet
mit grofler Wahrscheinlichkeit eine Einfachstreuung statt, die man leicht in Born-
scher Naherung analysieren kann. Wegen der vorteilhaften Energie—Impuls—
Beziehung erlauben Neutronen die gleichzeitige prazise Bestimmung des Energie—
und des Impulsiibertrags an den Kristall. Ein Neutron mit einer Wellenlange von
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1A (d.h. einer Wellenzahl von 27TA_1) hat eine Energie von 0,082eV oder von 950K
(1eV entspricht einer Temperatur von 11600K). Daher hat die kinetische Ener-
gie eines Neutrons die Groflenordnung typischer Phononenenergien, wenn seine
Wellenzahl von der Groflenordnung eines Brillouinzonendurchmessers ist.

Ein Photon der gleichen Wellenzahl hat eine um etwa 5 Groflenordnungen
(Neutronenmasse/ (Elektronenmasse-Feinstrukturkonstante)) hohere Energie. Die
Messung der Anderung dieser Energie um eine Phononenenergie erfordert eine
betrachtliche Energieauflosung, die allerdings an modernen Synchrotronstrah-
lungsquellen erreicht wird. Solche Quellen stellen daher in zunehmendem Mafle
bei vielen Untersuchungen eine Alternative zur Neutronenstreuung dar.

Die Streuung der Neutronen erfolgt vornehmlich aufgrund ihrer starken Wech-
selwirkung mit den Kernen. (Es sei bemerkt, daf§ Neutronen auch elektroma-
gnetisch mit den Elektronen wechselwirken, und zwar aufgrund ihres ma-
gnetischen Moments iiber die Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Diese Wechsel-
wirkung wird zur experimentellen Bestimmung magnetischer Eigenschaften von
Festkorpern genutzt.) Weil die Neutronen niedrige Energie haben, fithrt die
starke Wechselwirkung im allgemeinen zu einer reinen s—Wellen—Streuung, die
man durch eine Streuldnge a kennzeichnen kann. Wenn wir uns auf die Streuung
an Kristallen mit Bravaisstruktur beschranken, konnen wir das Streupotential in

der Form

Vi) =Y 2]7\2 s (r — Ry) (9.3)

schreiben, wo Rj den Ort des Kerns 1 und r den Ort des Neutrons bezeichnet.

Wir werden die Streuung in erster Bornscher Naherung berechnen. Dabei
soll das Neutron vom Zustand |k) in den Zustand |k’) tibergehen, der Kristall
vom Zustand |i) in den Zustand |f). Den Impulsiibertrag an den Kristall
bezeichnen wir wie in (9.1) mit q = k — k’. Fiir die Streuamplitude erhalten wir
dann den Ausdruck

M,

My,
£l K) = =t (V) = -

2rh?

/ ErV(r)e' 9" = =Y gl (9.4)
1

Daraus folgt fiir den doppelt differentiellen Wirkungsquerschnitt (differen-
ziert nach Raumwinkel €2 und Energie w) die Formel

d%o k' iR -
So00s = 1 2P DD i) Po(w + B — Ey). (9.5)
i f 1

Hier wurde das Absolutquadrat der Streuamplitude (9.4) unter Beachtung der
Energieerhaltung iiber alle Endzustande f des Kristalls summiert. Mit F; bzw. E
wird die Energie des Kristalls im Anfangszustand ¢ und Endzustand f bezeichnet
und der Energieiibertrag an den Kristall ist

k2 k.lQ
T 9M, 2M,°

w (9.6)
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Die Anfangszustande i des Kristalls im thermischen Gleichgewicht sind mit der

Wahrscheinlichkeit
pi = e 5 Y 5 07
J

realisiert. Der Faktor k’/k gewichtet die aus— und einlaufenden Strome im Falle
eines inelastischen Prozesses in korrekter Weise.

Mittels einer geschickten Umformung werden wir im folgenden den Ausdruck (9.5)
fiir den Wirkungsquerschnitt in die Fouriertransfomierte einer Korrelationsfunk-
tion umwandeln. Dazu machen wir von der Identitat

5(z) = — /  eintgy (9.8)

:% .

Gebrauch. AuBerdem benutzen wir beziiglich des Gitter—Hamiltonoperators Hg,
der die Eigenzusténde |i) bzw. |f) und die Eigenwerte E; bzw. E; hat, das Heisen-
bergbild mittels der Operatoren

Ri(t) = e"™Me R e MG, (9.9)

Es gilt dann die Identitat

> pi > (ileFiemiaRie ity | py(fletaRmj) = (emiaRilleiaRm) o (910)
i !

wenn (...),, . den thermischen Mittelwert beziiglich H¢ bezeichnet. Wenn wir
die Auslenkungen der Kerne aus ihrer Gleichgewichtslage wieder wie in (6.10)
darstellen,

Ry =1+ kpy, (9.11)

erhalten wir fir den Wirkungsquerschnitt den Ausdruck

o _ ¥ : < dt
—_ —ig(l—m) Wb iwt
drdeo -k %alame /_oo 3¢ Sim(a1) (9.12)

mit der Korrelationsfunktion

Sim(q,t) = (e IADeindPm), (9.13)

o
Wir haben bisher den Streuldngen a; ihren Index belassen, der anzeigt, an welchem
Kern die Streuung erfolgt. Dies geschah mit Bedacht, weil selbst fiir chemisch reine
Systeme die Streulénge aus zwei Ursachen variieren kann. Sie héngt (1) vom Iso-
top und (2) von der relativen Orientierung von Kern— und Neutronenspin ab. An
jedem Gitterplatz kann daher a; mit gewissen Wahrscheinlichkeiten verschiedene
Werte annehmen. Wir haben hier eine Situation, die durch eine sogenannte Kon-
figurationsmittelung behandelt werden kann. Anstatt den Wirkungsquerschnitt
fiir eine der uniibersehbar vielen Konfigurationen {a;} zu berechnen, mittelt man
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ihn mit der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber alle Konfigurationen.
Die Rechtfertigung fiir dieses Vorgehen besteht darin, dafl im thermodynamischen
Limes fast alle Konfigurationen denselben Wirkungsquerschnitt ergeben. Man
nennt Groflen mit dieser Eigenschaft selbstmittelnd.

Ein Weg, die Selbstmittelung einer Grofie einzusehen, besteht darin, sich das
makroskopische System in viele immer noch makroskopische Teilsysteme aufgeteilt
vorzustellen. Man mufl dann zeigen, dafl die betrachtete physikalische Grofle fiir
das Gesamtsystem (bei geeigneter Normierung) gleich dem Mittelwert der Gréfien
fiir die Teilsysteme ist. Da die Teile verschiedene Konfigurationen besitzen, hat
man mit diesem Mittelwert eine Konfigurationsmittelung vorgenommen. Der
Nachweis der Selbstmittelung ist ein wichtiges Problem der statistischen Physik
ungeordneter Systeme.

Zum Zwecke der Konfigurationsmittelung schreiben wir (9.12) kompakt in der
Form

dew Zalam (1, m). (9.14)

Wir nehmen an, dafl die Streulangen a; an verschiedenen Gitterplatzen voneinan-
der statistisch unabhéngig sind. Es ist dann nur zu beachten, dafl in der Doppel-
summe in (9.14) Terme mit 1 # m und Terme mit 1 = m vorkommen. Indem wir
die Konfigurationsmittelung durch (...) kennzeichnen, erhalten wir

1
d%o Zm

<dﬂdw>:Z< (1, m) +Z
2Zhlm a®) = (a)*) ) h(1L,1) (9.15)

1

~ d?0kon n d*Ginkoh
C dQdw dQdw -

In dem ersten Term, der von zwei unabhangigen Koordinaten abhangt, in-
terferieren offenbar die Streuwellen von verschiedenen Kernen. FEr heifit der
kohiarente Streuquerschnitt. Im zweiten Term werden die Streuintensitaten
von verschiedenen Kernen addiert. Er stellt den inkoharenten Streuquer-
schnitt dar. Beide Anteile enthalten verschiedenartige interessante Information
iiber das Gitter und seine Dynamik.

Der kohéarente Streuquerschnitt ist proportional zum Quadrat der mittleren
Streulinge (a)?, wihrend der inkohirente Streuquerschnitt proportional zum
Schwankungsquadrat (Aa)? = (a?) — (a)? der Streulinge ist. Deshalb gibt es
nur dann keine inkohérente Streuung, wenn das System (1) isotopenrein ist und
(2) nur Kerne mit dem Kernspin 0 enthélt. Manche Kerne erzeugen allein auf-
grund ihres Kernspins starke inkohérente Streuung. Der (leichte) Wasserstoff ist
ein bemerkenswertes Beispiel dafiir. Das Proton hat den Spin 1/2 und bildet
mit dem Spin des Neutrons einen Gesamtkernspin von I = 0 oder I = 1. Die

75



zugehorigen Streuldngen ag = —4,74 - 10~*m und a; = 1,08 - 10~ *m sind nicht
nur sehr verschieden, sondern haben sogar verschiedene Vorzeichen. Dies fiihrt
zu einer kleinen mittleren Streuldnge, die wegen des dreimal haufigeren Gesamt-
spins 1 durch (a) = fag + 2a; = —0,375 - 10~'*m gegeben ist. Die Unschérfe der
Streulinge Aa = 2,52 - 10~ '%m ist im Vergleich dazu viel gréfler und wir erhal-

ten fiir das Verhéltnis der Intensitdaten von inkohérenter zu koharenter Streuung
(Aa)?/{a)? = 45,1.

Im folgenden werden wir die Korrelationsfunktion (9.13) in harmonischer Naherung
auswerten, d.h. wir werden als Gitter-Hamiltonoperator Hs den harmoni-
schen Phononen-Hamiltonoperator H,, in (7.42) wahlen. Um die Auswertung
vornehmen zu konnen, brauchen wir ein Reihe von Formeln, die wir zunéachst
bereitstellen werden.

Die erste Formel ist unter dem Namen Baker—Hausdorff—Formel bekannt.
Unter der Voraussetzung, daf§ der Kommutator C' = [A, B] der beiden Opera-
toren A und B mit diesen beiden Operatoren vertauscht, gilt die Identitéat

eteB = eATBC/2, (9.16)

Sie ist eine Verallgemeinerung der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
auf gewisse Operatoren und gilt z.B., wenn A und B Linearkombinationen von
Phononenerzeugern und —vernichtern sind. Zum Beweis verwenden wir die Diffe-
rentiationsmethode, mit der wir zunéachst die Hilfsformel

e PA=(A+aC)e P (9.17)

ableiten: Die Operatorfunktion f(a) = e~ *BAe*B hat offensichtlich die Eigen-
schaften f(0) = A und f’(a) = C. Sie implizieren f(a) = A + aC und damit
(9.17). Betrachten wir nun die Operatorfunktion g(a) = e*(AtBlg=aBe—ad g
gilt g(0) = 1 und mit (9.17) ¢'(a) = e*A+B) (Ae=2B —e=2BA)e~ 4 = —aC - g(a).
Da C mit g(«) vertauscht, lautet die Losung dieses Anfangswertproblems g(a) =
e="C/2 woraus fiir a = 1 die Baker—Hausdorff-Formel (9.16) folgt.

Als zweite Formel brauchen wir eine Kumulantenformel fiir das harmonische
Modell. Der Begriff Kumulantenentwicklung hangt mit der folgenden allge-
meinen und in der statistischen Physik wichtigen Fragestellung zusammen: Man
mochte den Logarithmus des Mittelwertes einer Exponentialfunktion In(e®X) in
eine Reihe nach Potenzen der Variablen av entwickeln. Der Entwicklungskoeffizient
X, heifit die n—te Kumulante und es gilt dann

oo

(€%} = e2unmr @ X0, (9.18)

In unserem Fall geht es um das folgende spezielle Kumulantenproblem: Der Ope-
rator L = b+ yb' sei linear im Erzeuger b und Vernichter b eines harmonischen
Oszillators mit dem Hamiltonoperator H = € bTb. Es gilt dann die Identitéit

(el) = 1)/, (9.19)



wobei (...) den thermischen Mittelwert mit H beschreibt. Gleichung (9.19) sagt
aus, dafl im vorliegenden Fall die zweite Kumulante gleich (L?)/2 ist und da8
alle anderen Kumulanten verschwinden. Der Beweis von (9.19) gelingt folgen-
dermafen:

(1) Durch Anwendung der Baker-Hausdorff-Formel erhalten wir wegen [b, b'] = 1
die Relation (el) = (embebe>6_“’”y/2.

(2) Die Operatorfunktion h(x) = (exbeyb” hat die Eigenschaften h(0) = 1, weil
((bH)™) =0 fiir n > 1, und W (z) = (beTbev®").

(3) Die Operatorfunktion k(a) = e=b"bp e hat die Eigenschaften k(0) = b
und k' () = k(«), woraus k(a) = be® oder die Hilfsformel

e=obb = o p gmab’d (9.20)

folgt.

(4) Wir tauschen nun im obigen Ausdruck fiir A'(xz) den linken Operator
b unter Anwendung der Gleichungen (9.20) und (9.17) einmal zyklisch
links herum durch die Spur und erhalten dadurch die Identitdt h'(z) =
Sp(e‘ﬁﬂbexbeyw)/Sp(e‘ﬂH) = e (W (z) — yh(z)).

(5) Die erhaltene Differentialgleichung h'(z) = e%iﬁ_élh(x) hat mit der Anfangs-

bedingung h(0) = 1 aus (2) die Losung h(z) = exp[wyeﬁe], woraus mit (1)

efe—1
(el) = exp[% S41] folgt.

(6) Damit haben wir aber (9.19) bewiesen, weil (L?) = ((xb + yb")?) = 2y (bbl +
bTb> = xy(l + 2<bTb>) = l’y:g:i—} =xy Ctgh%

Die Kumulantenformel (9.19) gilt in gleicher Weise fiir mehrere harmonische Os-
zillatoren, d.h. wenn L Linearkombination von beliebigen bosonischen Erzeugern
und Vernichtern ist und wenn H ein beliebiger harmonischer Hamiltonoperator
ist. Dies ist offensichtlich, weil der Mittelwert (el) in die Mittelwerte fiir die
einzelnen Oszillatoren faktorisiert und weil der Mittelwert (L?) in die Summe der
Mittelwerte fiir die einzelnen Oszillatoren zerfallt.

Hinweisen wollen wir hier auch auf das klassische Analogon der Kumulantenformel
(9.19). Wir betrachten dazu Mittelwerte (f(z)) = [~ dxf(z)w(z), die mit der

GauBverteilung w(x) = \/%e_ﬁ/z

(z?) = 1 gebildet sind. Man zeigt dann sofort: (e**) = [* d:c%e_‘#/ﬂm =

27
22, dumemdem at/2 = a2 = len))2,

— o0

mit den Eigenschaften [~ dzw(z) = 1 und

Bevor wir die gewonnenen Formeln auf die Auswertung des Streuquerschnitts an-
wenden, wollen wir sie benutzen, um die quantenmechanische Unscharfe sowie
die thermische Schwankung der Kernlagen zu berechnen. Die Wahrschein-
lichkeitsverteilung fiir die a—Komponente des Kernortes R, ist durch die Funktion

p(x) = (0(z — kpt')) (9.21)
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gegeben. Die Fouriertransformierte oder charakteristische Funktion dieser
Verteilung

f(s) = /_OO p(x)e" ™ dr = (ei"s”la> (9.22)

ist ein Mittelwert vom Typ (9.19). Deshalb gilt in harmonischer Naherung
f(S) = e—l@ 82<(p ) >/ (921)

Mit der charakteristischen Funktion ist auch die Verteilung p(x) gauflisch und
wir erhalten durch Fourierriicktransformation

1 2
re) = o = - mer) (9:24)

Zur Berechnung der Mittelwerte ((p{)?) (sowie spiter der Korrelationsfunktion
Sim(q,t) in (9.13)) miissen wir nunmehr die Auslenkungen p{* durch Phononen-
operatoren ausdriicken. Dies gelingt unter Benutzung von (7.40) mittels der
Umkehrung der unitéren Transformation (7.28) (hier fiir den speziellen Fall einer
Bravaisstruktur) und wir erhalten unter Beachtung von (7.8)

P () = \/_Ze@klekj <bT Wj<k>+b_kje—“wj<k>)/ 2wi(k).  (9.25)

Fiir spatere Verwendung haben wir hier den Operator der Auslenkung im Heisen-
bergbild angegeben. Die Zeitabhangigkeit ergibt sich dabei leicht unter Benutzung
der Hilfsformel (9.20). Man beachte, daf die Auslenkung wie definiert unabhéngig
vom Parameter « ist, weil der Vorfaktor x in (9.25) sich gegen einen entsprechen-
den Faktor im Nenner /2w, (k) weghebt.

Weil der Operator pi* hermitesch ist, erhalt man durch Adjungieren der rechten
Seite von (9.25) die Darstellung

(o) = ppt = \/— > e e )(bk,j, + b*_k,j,>/ 2w;r (). (9.26)

k//

Es empfiehlt sich, diesen Ausdruck zusétzlich zu (9.25) bei der Berechnung der
Schwankungsquadrate ((p{)?) = (p{*(p*)T) zu verwenden. Es treten dann Mit-
telwerte der Form <(bLj +b_1;) (O o + bT_k/j/)> = 0k, k' 0;,j/ (2nK; + 1) auf und man

erhalt
h 225 ﬁwg (k)

ctg
pl N Z ekj ek] 2w] (k) . (927)

Da zur Auswertung dieses Ergebnlsses die Polarisationsvektoren bekannt sein
miifiten, summieren wir jetzt noch iiber die kartesische Komponente o und er-
halten schlieflich unter Beachtung der Normierung (7.22) und der Definition der
Zustandsdichte (8.6) fiir das Schwankungsquadrat des Auslenkungsbetrages

(p)?) = (p?) = 3% /Ow % ct h%udw (9.28)
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Diese Formel beschreibt in harmonischer Naherung fiir positive Temperaturen (5 <
o0) die thermischen und fiir verschwindende Temperatur (5 = oo, ctgh%" =1)
die quantenmechanischen Fluktuationen der Auslenkungen.

Anhand der Formel (9.28) konnen wir eine qualitativ interessante Feststellung
machen, wenn wir sie auf ein— und zweidimensionale Systeme anwenden. Mit-
tels (8.14) finden wir némlich fiir positive Temperaturen (§ < oco) das Verhalten
%Ctgh%" x w?3 (w — 0). Daraus folgt sofort, daf fiir alle positiven Tempe-
raturen in den Dimensionen 1 und 2 {p?) = oo gilt. Am absoluten Nullpunkt
(8 = o0) gilt auBerdem @c’cgh%" x w?? (w — 0), so daB in Dimension 1
das Schwankungsquadrat sogar bei T = 0 unendlich ist. In allen Fallen sind
es die niederfrequenten, d.h. die langwelligen akustischen Phononen, die fiir das
Divergieren des Schwankungsquadrats verantwortlich sind. Die unendliche Un-
scharfe der Kernorte mufl so interpretiert werden, dafl sie die kristalline Fernord-
nung zerstort. Wir haben also gerade gelernt, dafl es in einer eindimensionalen
Welt aufgrund der Quantenfluktuationen keine Kristalle geben kann und dafl
in einer zweidimensionalen Welt ihre Ordnung durch beliebig schwache thermi-
sche Fluktuationen zerstort wird und sie deshalb bei 7" = 0 schmelzen.

Nach Lindemann kann man auf die Idee kommen, die Schmelztemperatur
T, realer dreidimensionaler Kristalle durch das Kriterium abzuschatzen, dafl bei
T = T, die Schwankung AR = k+/(p?) gleich einem gewissen Bruchteil =, der
Gitterkonstante a sein soll. Um dieses Kriterium anzuwenden, brauchen wir die
Hochtemperaturentwicklung des Schwankungsquadrats (9.28). Diese erhalten wir
wie in Kapitel 8 mittels der Taylorreihe (8.16). Sie lautet

B " <w2n—2>

<p2> = 3"€2T(<w_2> + Z (2;>' W) = 3/12T((w_2> + I

12772

—...). (929)

Die Abschéitzung der Schmelztemperatur ergibt sich jetzt aus der Bedingung
k2(p?) 1. = 34Ty - (w™2) = 22a%. Daraus folgt die Lindemannsche Schmelz-

formel
2

5 a
Ts = o Sl (w2
Man beachte, da3 wir uns bei Auslenkungen AR = z,a nicht mehr im strikten
Giltigkeitsbereich der harmonischen Naherung befinden, fiir die die Skalierung
AR = O(k) gelten sollte, die fiir Temperaturen T = O(k?) gilt. Die Schmelztem-
peratur (9.30) ist unabhéngig von der Kernmasse und ergibt sich auch direkt aus
einer klassisch-mechanischen Behandlung der Gitterschwingungen.

(9.30)

Die Lindemannsche Schmelzformel hat sich empirisch bewéhrt, indem sie mit
Werten 0,2 < x, < 0,25 die Schmelztemperaturen einer Vielzahl von Systemen
zu parametrisieren gestattet.

Bei tiefen Temperaturen formen wir (9.28) in

(p%) = 3—g2<<w_1> + /me/Tg(T:v)(ctghg - 1)d—x)

T
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um und erhalten fiir dreidimensionale Kristalle mit (8.23) in Analogie zu (8.25)
die Tieftemperaturentwicklung

B 3K2

(p?) 5 ((w_1> + 12@2T2 + E%T‘L +.. ) (T — 0), (9.31)

3 15

die insbesondere die Nullpunktsschwankung explizit zeigt.

Zum Abschlufl der obigen Diskussion der Schwankungsquadrate sei hier eine Be-
merkung zur thermischen Ausdehnung angefiigt. Wir werden dabei die Ab-
schitzung |(p, - pm)| < (p?) brauchen, die wegen (p?) = (pZ)) = (p?) aus
{(py £ pm)?) > 0 folgt. Zur Beurteilung der thermischen Ausdehnung schitzen
wir die Abweichung der Auslenkungsdifferenz R; — R, von der klassischen Gleich-
gewichtslage 1 — m wie folgt ab:

(R = Run) = (1=m))") = (*(p1 = pw)”) 4x7(p%).  (9.32)

Daf} diese Abweichung (fiir endliche (p?)) unabhiingig vom Abstand der Gitter-

punkte 1 und m ist, sagt uns zweierlei:

(1) Die Gitterkonstante ist trotz der quantenmechanischen und thermischen
Schwankungen wohldefiniert.

(2) Sie ist in harmonischer Néherung unabhéngig von der Temperatur.

Die thermische Ausdehnung ist daher ein rein anharmonischer Effekt.

Wir kommen jetzt auf die Auswertung der Korrelationsfunktion (9.13) in har-
monischer Naherung H¢g = H,p, zuriick. Da die Exponenten A = —ikq - p(t) und
B = ikq- p,, linear in Phononenoperatoren sind, konnen wir die Baker-Hausdorff-
Formel (9.16) und die Kumulantenformel (9.19) anwenden und erhalten so

_ o(A%)/2+(B%)/2+(AB)

<€A+B+(AB—BA)/2>H = e%((A_i-B)?H_%(AB—BA)

Wegen (A2%) = (B?) = —k?{(q - p)?) = —2W erhalten wir damit fiir die Korrela-
tionsfunktion den Ausdruck

Sim(a,t) = e 2Wer Pim(a@t), (9.33)
Hierbei wurde der Debye—Waller—Faktor als
e2W = o= ((@p)?) (9.34)
definiert und die Paarkorrelationsfunktion
Pim(a,t) = {(q- p1(1))(a " Pm)) (9.35)
eingefiihrt.
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Durch die obige Auswertung haben wir die Korrelationsfunktion S auf einfache
Paarkorrelationen zuriickgefiihrt. Der Debye-Waller—Faktor erfordert die Berech-
nung der Korrelationsfunktion (pf" plﬁ ), die sich leicht in Verallgemeinerung unseres
obigen Ergebnisses (9.27) berechnen 148t. Speziell bei mindestens tetraedrischer
Symmetrie um den Gitterpunkt 1ist der Mittelwert (p{* pf ) als Tensor isotrop, wie
wir aus der Herleitung der Gleichung (3.6) wissen, und es gilt

(07 07 Yiubisen = Bagg - (p%) /3. (9.36)

In diesem Falle konnen wir den Debye—Waller—Faktor durch das Schwankungs-
quadrat (9.28) ausdriicken und erhalten

2I/Vv|kubisch — ’f2q2<P2>/3- (937)

Wir wollen nun zunéchst den elastischen Anteil des Streuquerschnitts betrachten,
der sich nach Gleichung (9.12) aus der Fouriertransformierten der Korrelations-
funktion S(t) bei w = 0 errechnet. Dazu miissen wir das Verhalten von S(t) bei
unendlichen Zeiten kennen, das durch die Asymptotik

Sim(a,t) — eV (t = £00) (9.38)

gekennzeichnet ist. Diese Asymptotik gilt, weil die Paarkorrelationsfunktion P(t)
fiir grofle Zeiten zerfallt:

Pun(a,t) = 0 (t — £00). (9.39)

Letzteres ist eine sehr allgemein giiltige Eigenschaft der Korrelation von Groflen,
die um den Wert 0 fluktuieren. Allgemeiner gilt, dal bei grolem Zeitabstand die
Korrelation zwischen zwei Gréflen verloren geht, so dafl sich die Asymptotik

(AO)B())n — (An(B)r (It =t'| = o0) (9.40)

ergibt. Fir die Giltigkeit dieses Zerfalls der Korrelation bei grofem Zeitabstand
sind zwei Voraussetzungen zu erfiillen: (1) Das System mufl unendlich viele Frei-
heitsgrade haben, d.h. der Zerfall erfolgt nur im thermodynamischen Limes; (2)
Keine der Observablen A und B darf eine Erhaltungsgrofe des Hamiltonoperators
H sein.

Mit (9.38) erhalten wir nunmehr fiir den elastischen Anteil des Streuquerschnitts
folgendes Ergebnis, das wir nach (9.15) in den kohérenten und den inkohérenten
Beitrag aufteilen:

2
d*oxon

m|elastisch = <a>2NA<q>€_2W6(w)7 (941)
d2Uinkoh 2 oW
W |elastisch = (Aa) Ne 5(&)) (942)
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Dabei ist wegen k' = k der Impulsiibertrag ¢ durch den Streuwinkel 6 als ¢ =
2k sin(0/2) festgelegt und der Debye—Waller—Faktor ist durch

o2V _ o=k (p?) sin(6/2) (9.43)

gegeben.

Aus (9.41) und (9.42) lesen wir die physikalische Bedeutung des Debye-Waller—
Faktors ab: Er mifit die Wahrscheinlichkeit, mit der die Streuung strikt elastisch
erfolgt, d.h. mit der die Neutronen riickstoflfrei am Kristall gestreut werden.
Daf} diese Wahrscheinlichkeit nicht verschwindet, ist tatsachlich keineswegs selbst-
verstandlich. Wir erkennen anhand von (9.34) und (9.43) den Zusammenhang
dieser Frage mit der Endlichkeit des Schwankungsquadrats der Auslenkungen
aus der Gleichgewichtslage. Der Debye-Waller—Faktor hat eine &hnliche Be-
deutung fiir den Mof3bauer—Effekt, bei dem er die Wahrscheinlichkeit fiir die
riicksto3freie Emission eines y—Quants angibt. Im iibigen ist die Streuung an
einem Kristall endlicher Grofle natiirlich nicht streng riickstofifrei, sondern ist mit
einer RiickstoBenergie der Grofienordnung ¢ /2M verbunden, wenn M die Gesamt-
masse des Kristalls angibt. Diese Riickstoflenergie ist allerdings fiir makroskopische
Kristalle winzig klein.

Der inkohérente elastische Streuquerschnitt héngt nach (9.42) und (9.43) stetig
vom Streuwinkel ab. Die inkohérente Streuung erzeugt daher einen in allen Rich-
tungen beobachtbaren diffusen Hintergrund. Der kohérente elastische Streu-
querschnitt wird dagegen maflgeblich durch die Lauesche Interferenzfunktion

1 . ,
. —iq(l-m) __ —iql
A(q)_—N§ emtallmm) =} " e~ia (9.44)

Im 1

bestimmt. Sie ist offenbar periodisch im reziproken Gitter, d.h. fiir alle g € 7*
gilt A(q+g) = A(q). AuBerdem gilt fiir beliebige Funktionen f(q) in der Bril-
louinzone mit konvergenter Fourierreihe f(q) = Y fie’d und Fourierkoeffizienten
h = 5= [py fla)e " dd’q die Gleichung v [, f(@)A(q)d’q = 3, i = f(0).
Insgesamt bedeutet dies

Alq) =V > dla—g). (9.45)

geT*

Die Lauesche Interferenzfunktion beinhaltet daher die Bragg—Bedingung fiir
die koharente elastische Streuung. Elastische Neutronenstreuung ergianzt die
Moglichkeiten der Strukturanalyse von Kristallen durch Rontgenbeugung dadurch,
daf sie auch leichte Elemente nachweisen kann.

Zum Abschlufl unserer Analyse wenden wir uns den inelastischen Beitragen zum
Streuquerschnitt zu. Sie sind proportional zu S(t) — S(c0) = e”"P() 1. Hier
bietet sich eine Entwicklung nach Potenzen von k? an, die wegen P = O(q*(p?))
fiir gentigend tiefe Temperaturen T' < wp und nicht allzu grofle Impulsiibertrige
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q gerechtfertigt ist. Den Debye—Waller—Faktor (9.34) sollte man dabei in analoger
Weise entwickeln. Es zeigt sich, dafl der Beitrag proportional zu P™ einfach zu
interpretieren ist: Er entspricht Prozessen, bei denen n Phononen bei der Streuung
emittiert oder absorbiert werden.

Fir 1-Phonon—Prozesse erhalten wir daher die Formeln

d?oon 2 —ig(1-m) dt it .2
mh—Phonon - Z / 271' le(q7 ) (946)

2 !
d Oinkoh k

dt
W‘l—Phonon = E(ACL)2N/ %elwtl‘izpll(q, t) (947)

Zur weiteren Auswertung haben wir die Paarkorrelationsfunktion (9.35) zu berech-
nen und finden unter Benutzung von (9.25)

Pim(q,t Gats= 3" P (e ()
Z N Z 019

(ﬁpjenwJ (p) + (1 +7p;)e” e (p))/2wj (p)-
Damit ergeben sich die Streuquerschnitte fiir die 1-Phonon—-Streuung zu

d%okon
dQdw

4 p]’
—Phonon = E A(
|1 Phono R q p 2(,().7 (p)

("—pj5(w +wj(—p)) + (1 + fip;)0(w — wi(p)))  (9.49)

d*Oinkon K 1
W‘l—f’honon = E(Aa)ﬂm‘ Z ”4’(1 : epj|25(W2 - Wgz(p)) (9.50)
pJ

In der kohérenten 1-Phonon-Streuung (9.49) erkennt man einen Beitrag, der fiir
positive Energieiibertrage w > 0 von der Emission eines Phonons mit Impuls
p = q(mod g) und Energie w;(p) = w herriihrt. Wie bei der Wechselwirkung von
Photonen mit Materie kann man hier offenbar einen Beitrag der spontanen Emis-
sion (o< 1) und einen Beitrag der stimulierten Emission (o np;) unterscheiden.
AuBlerdem erkennt man, dafl auch negative Energieiibertrage w < 0 moglich sind,
bei denen ein Phonon mit Impuls p = —q(mod g) und Energie w;(p) = —w
vom Neutron absorbiert wird. Letzteres kann natiirlich nur geschehen, wenn
Phononen thermisch angeregt sind, weshalb der Querschnitt fiir diesen Prozess
proportional zu np; ist. Die Impulserhaltung gilt hierbei in der Form p = +q+ g,
weil zusammen mit der Erzeugung oder Vernichtung eines Phonons eine Braggre-
flexion stattfinden kann. Wir sehen also, dafl man aus der Messung der inelasti-
schen kohérenten Neutronenstreuung die Dispersion der Phononen gewinnen kann.
Dabei storen die Mehrphononenprozesse nicht ernsthaft, weil sie um einen Faktor
x? schwicher sind und weil sie bei vorgegebenem Impulsiibertrag nicht mit schar-
fen Energieiibertragen verbunden sind, sondern mit breiten Energiekontinua, die
wie die inkohérente Streuung einen kontinuierlichen Hintergrund bilden.
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Da uns bei der inkoharenten Streuung die Unterscheidung zwischen Emission und
Absorption eines Phonons nicht interessiert, haben wir in (9.50) die beiden Terme
zusammengefaflt. Das gelingt, wenn man beachtet, dafl fiir

1
e 1

= >
ePw —1 1 —e B

w= wjk)>0: 1+ng; = 0.

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich fiir kubische Kristalle. Wegen der Symme-
trie (7.52) der Phononenzweige mittelt die p—Summe in (9.50) die quadratische
Form |q - ep;|? iiber kubisch dquivalente p-Punkte. Durch den in Kapitel 13
nachzuholenden Beweis der Punktsymmetrie (7.52) werden wir lernen, daf} die
Polarisationsvektoren ep; sich unter einer Punkttransformation D aus der Punkt-
gruppe P wie

e(pp); = D(ep;) (9.51)

transformieren. Daraus folgt sofort die Invarianz des tiber die Punktgruppe gemit-

telten Tensors )

vas = l;) e(Dp); (@)€{ pp); (B) (9.52)

unter der Punktgruppe (o(P) ist die Zahl der Elemente der Punktgruppe). Fiir
kubische Punktgruppen ist daher v,3 nach (3.6) proportional zum Einheitstensor.
Mit der Normierung der Polarisationsvektoren (7.22) gilt auflerdem ) vaa = 1

und damit folgt insgesamt
1

Uozﬁ|kubisch — g 5046- (953)

Dies erlaubt fiir kubische Kristalle die Elimination der Polarisationsvektoren aus
der Formel (9.50) und wir erhalten unter Benutzung von (8.10) und (8.9)

d?Cinkon k' N 1l/jw

0. 11— onon:_A 2T giR . 9.54
Fiir kubische Kristalle (mit Bravaisstruktur) kann man also aus der inkoh&renten
inelastischen Neutronenstreuung direkt die Zustandsdichte der Phononen gewin-
nen. Hierbei ist man allerdings stéarker als bei der kohdrenten Streuung auf die Un-
terdriickung der Mehrphononenbeitriage durch den kleinen Faktor x? angewiesen.
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10. Elektrodynamik optischer Phononen

In diesem Kapitel werden wir einen Ionenkristall mit zwei lonen pro Elementarzelle
betrachten. Als Beispiele konnen wir uns die Alkalihalogenide vorstellen. Es gibt
eine Reihe von wichtigen Erscheinungen und Begriffen im Zusammenhang mit
optischen Phononen, die wir anhand dieser einfachen Systeme diskutieren wollen.

Zunéchst stellen wir einige qualitative Uberlegungen an. Wir wollen uns die beim
NaF beobachtete Aufspaltung zwischen LO— und TO—Phononen bei k — 0
(siehe Kapitel 7) klarmachen. Diese Aufspaltung ist auf den ersten Blick deshalb
iiberraschend, weil bei k = 0 die drei optischen Normalschwingungen aus Symme-
triegriinden entartet sein miissen. Diese Normalschwingungen bei k = 0 kann man
leicht erraten: Die beiden Teilgitter aus Na™— bzw. F'~—Ionen schwingen starr in
[1,0,0]-, [0,1,0]- und [0, 0, 1]-Richtung gegeneinander, wie in der folgenden Figur
dargestellt.

e

Das Paradoxon lost sich dadurch auf, dal man bei optischen Phononen sorgféltig
zwischen dem Grenzwert k — 0 und dem Punkt k = 0 unterscheiden muf.
Um dies zu verstehen, schauen wir uns langwellige LO— und T'O—Phononen an.
Wir betrachten zunéchst den Fall k = 0, der in der folgenden Figur gezeigt ist.
Eine Verschiebung der beiden geladenen Teilgitter gegeneinander fithrt zu einer
Oberflachenladung und damit zu einem makroskopischen elektrischen Feld E, das
bestrebt ist, die Verschiebung riickgangig zu machen. Dieses Feld verstarkt die
Kraftkonstanten und fiithrt dadurch zu einer Erhohung der Frequenzen der opti-
schen Phononen bei k = 0.
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Die néchste Figur demonstriert, dafl fiir k # 0 das makroskopische elektrische
Feld bei LO—Phononen bestehen bleibt, weil das elektrische Feld zwischen den
Oberflachenladungen nicht von deren Abstand abhangt, wahrend es bei T'O-
Phononen verschwindet, sobald k- L > 1 (L = Lénge des Kristalls), indem es
sich innerhalb einer Oberflache kurzschlief3t.

Damit haben wir die allgemeingiiltige Erscheinung verstanden, dafl in Ionenkristal-
len (aber nicht im Diamant)

w oK) >wrpk)  (k— 0). (10.1)

Da die langwelligen optischen Phononen makroskopische elektrische Felder erzeu-
gen konnen, ist eine enge Beziehung zwischen ihnen und elektromagnetischen
Wellen der entsprechenden Frequenzen zu erwarten. In der folgenden Figur zeich-
nen wir die Dispersionsrelation fiir Licht im Vakuum (die Lichtgerade bzw. der
Lichtkegel) in das schematische Diagramm fiir die Phononendispersion ein.

A& / Lichtgerade

LO

/ .

; -k

|
\

Wir schatzen die Grofle der Wellenzahl k.. fiir Licht der Energie Awpponon im Ver-
gleich zur Debye-Wellenzahl kp, d.h. im Vergleich zur Grofle der Brillouinzone,
ab: Mit hw, = chk. und hw. = hwphonon = v/m/M - 62/k51 folgt

Loy = 107 (10.2)



wobei das Massenverhaltnis von Elektronen— zu Kernmasse und die Feinstruk-
turkonstante je einen Faktor von etwa 1/100 beitragen. Der Scheitelwinkel des
Lichtkegels in der Brillouinzone ist also sehr klein. Man beachte jedoch, daf fiir
makroskopische Kristalle (L ~ 108A) bei einer Wellenzahlendiskretisierung von
Ak/kp = 1/Lkp ~ 1078 das Wellenzahlenintervall [0, k.] etwa 10* Moden enthélt,
so da die Diskretisierung der Moden auf der Wellenlangenskala k. keine Rolle
spielt. Weil k. aber so klein gegen kp ist, kann man bei der Diskussion der Wech-
selwirkung zwischen Licht und Phononen die Dispersion der Phononen ganz ver-
nachléassigen. Daher bietet sich eine phanomenologische Beschreibung dieser
Wechselwirkung an, die auf eine detaillierte Erfassung der atomaren Langenskala
verzichtet. Es wird im folgenden darauf ankommen, die Retardierung des elektro-
magnetischen Feldes zu berticksichtigen, die wir bei der elektrostatischen Betrach-
tung am Anfang dieses Kapitels ignoriert haben. Die Vernachliassigung dieser
Retardierung ist nur fiir £ > k. gerechtfertigt, da nur fiir solche Wellenzahlen die
Phononen viel langsamer schwingen als das Licht.

Unsere Aufgabe besteht darin, den gegenseitigen Einflufl der schwingenden Ionen
und des schwingenden elektromagnetischen Feldes aufeinander zu beschreiben. Im
langwelligen Grenzfall (“Kontinuumstheorie”) beschreiben wir die Ionen durch
ein Vektorfeld u(r,t), das die lokale Relativbewegung der positiven gegen die neg-
ativen Ionen charakterisiert und das wir mit der durch diese Bewegung erzeugten
Dipoldichte identifizieren wollen. Die durch u erzeugte elektrische Polarisation
P fihrt zu einem elektrischen Feld E. Das Feld E wirkt, wie schon besprochen,
wie eine zusatzliche Kraft auf die Relativbewegung u und polarisiert auflerdem
die Ionen, indem es die Elektronenhiillen gegen die Kerne verschiebt, wodurch
ein zusatzlicher Beitrag zur Polarisation P entsteht. Dieser Sachverhalt wird
phanomenologisch durch die folgenden beiden Gleichungen ausgedriickt: die Be-
wegungsgleichung fiir u

i=-wiut+ak (10.3)

mit den phédnomenologischen Parametern wy und « und die Bilanzgleichung fiir
die Polarisation
P=u+~E (10.4)

mit dem phanomenologischen Parameter ~. Wir suchen nach Losungen mit
Wellencharakter, benutzen also im folgenden den Ansatz u = uge!®~) E =
Eqe'®=vt) und P = Pge’* "=« Die Losung der beiden obigen Gleichungen
wird uns eine Formel fiir die dielektrische Funktion e(k,w) geben. Da unser Oszil-
lator wie oben besprochen keine Dispersion hat, taucht der Wellenvektor k in den
Gleichungen nicht auf und laut Definition der dielektrischen Funktion gilt

p— e(w)—1
47

Mit den Ansétzen wird (10.3) zu (wf — w?)u = a E. Wenn wir dies und (10.5)
benutzen, um in (10.4) u und P zu eliminieren, erhalten wir
ew)—1 a

A _7+w8—w2.

E. (10.5)

(10.6)
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Nunmehr wollen wir die Bedeutung der phanonenologischen Konstanten eruieren,
um sie durch Parameter mit groflerer physikalischer Transparenz zu ersetzen. Den
Parameter wg werden wir beibehalten, weil er einfach die Frequenz der langwelligen
transversalen optischen Phononen fiir Wellenzahlen k& mit kp > k > k. angibt, fiir
die die Ankopplung an das elektromagnetische Feld vernachlassigt werden kann.
Fiir w = 0 erhalten wir mit der statischen Dielektrizitdtskonstanten ey = €(0) die
Beziehung (eg—1)/4m = y+a/wi. Fiir w — oo wird mit €5, = €(00): (€00 —1)/4m =
v, wodurch zum Ausdruck kommt, dal fiir Frequenzen w > wg die optischen
Phononen dem Feld nicht mehr folgen kénnen. Mit diesen beiden Beziehungen
kénnen wir die Konstanten v = (e, — 1)/47 und o = w3 - (€9 — €x)/4m durch
die Parameter €y und €., ersetzen, die einfache Bedeutung haben. Der Grenzfall
w — o0 ist im iibrigen als w > wq zu interpretieren. Wenn w in die Grélenordnung
elektronischer Anregungsenergien w.; kommt, wichst €(w) natiirlich wieder an. Da
we) aber zwei GroBlenordnungen grofler als wy ist, ist der Hochfrequenzlimes €,
sehr gut definiert. Wir erhalten jetzt fiir die dielektrische Funktion die einfache
Beziehung

wg €0 — w2 €oo

€lw) = wd — w?

(10.7)

Die dielektrische Funktion (10.7) beschreibt den Einflufl der Materie auf die elek-
tromagnetischen Felder. Jetzt miissen wir noch die Maxwellgleichungen 16sen. Da
keine dufleren Ladungen oder Strome vorhanden sind, lauten diese fiir den obigen
Wellenansatz (ergénzt durch den Ansatz B = Bge'¥*=%*) fiir das magnetische
Feld):

kxB=-2¢wE, kxE=2%

C C

B (10.8)

und

k-B =0, e(w)k-E=0. (10.9)

Nach (10.9) sind die Felder immer transversal (d.h. E und B stehen senkrecht auf
k), auler wenn €(w) = 0. Wenn letztere Bedingung erfiillt ist, ist ein longitudinales
E—Feld moglich, wenn gleichzeitig das Magnetfeld B verschwindet. Diese Losung
beschreibt das vorher diskutierte longitudinal optische Phonon. Dessen Frequenz
wy erfiillt die Bedingung

Wi =Wl :_0 (10.10)
Wir haben damit die Lyddane—Sachs—Teller—Relation gefunden, die die Auf-
spaltung zwischen LO— und T'O-Phononen quantitativ mit dem Verhaltnis von
statischer und Hochfrequenz—Dielektrizitatskonstante in Verbindung bringt. Die
Ungleichung w; > wq gilt wegen ¢y > €, immer. Letztere Ungleichung ist deshalb
fiir Ionenkristalle allgemein giiltig, weil bei kleinen Frequenzen die Untergitterpo-
larisation zu der der Ionen hinzukommt und bei grofien Frequenzen ausfallt.

Die LST-Relation (10.10) ist ein typisches Ergebnis einer phinomenologischen
Theorie. Sie wurde oben miihelos erhalten, verkniipft aber nur verschiedene
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physikalische Groflen miteinander, ohne diese Groflen zu berechnen. Eine detail-
lierte miskroskopische Theorie wiirde diese Groflen auf Kraftkonstanten und lo-
nenpolarisierbarkeiten zuriickfithren und schlieBlich (10.10) bestétigen, wére aber
ungleich aufwandiger als die phanomenologische Herleitung.

Fiir w # wy, d.h. fiir € # 0, sind nur transversale Losungen der Maxwellgleichungen
(10.9) moglich. Aus den Gleichungen (10.8) folgt dann k x (k x E) = —k’E =
—é(w)E-(w/c)? oder die bekannte Dispersionsrelation fiir transversale elektromag-
netische Wellen

w = ck/n mit dem Brechungsindex n = y/e(w). (10.11)
Mit der dielektrischen Funktion (10.7) stellt dies eine implizite biquadratische

Gleichung fiir die Frequenz w dar. Deren Losung ergibt schliefllich die beiden
Moden

2k.2 1 2k.2 — €oo
W2+ )+ —\/(wf A e T iy (10.12)

€00 €0€c0

Wenn man Frequenzen in Einheiten von w; und Wellenzahlen in Einheiten von
Wiy/€xo /¢ miBt, hingen diese Moden nur noch vom Verhéltnis €y/es ab. In der
folgenden Figur sind die Dispersionsrelationen fiir den Fall €y/eo = 2 dargestellt.

w|\/g/c

w) - = w)

(WQ [~~~ A oo wo

w|\/a/c

Neben dem auf der gezeigten Wellenzahlenskala der Gréflenordnung k. = wi\/€x /¢
dispersionslosen LO-Phonon bei der Frequenz w; sind die beiden transversalen
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Moden (10.12) dargestellt, die aus einer Hybridisierung des Photons und des 70—
Phonons entstanden sind. Die untere transversale Mode verhalt sich asymptotisch

. w = { < 1 O(K) (k- 0) (10.13)
— wo + O(k_z) (k — oo) .

Sie ist fiir k& < k. ein Photon mit der Gruppengeschwindigkeit v_ = ¢/,/€y und
geht mit wachsender Wellenzahl kontinuierlich in ein TO—Phonon iiber, das bei
Wellenzahlen k > k. die Frequenz wy hat. Die obere transversale Mode hat das
asymptotische Verhalten

0€oe (10.14)
ck -1
Jeo T O(k=) (k — o0).

{wl[1+%.m+0(k4)] (k — 0)
(A)_|_: l

Sie ist fiir £ > k. identisch mit einem Photon der Gruppengeschwindigkeit
vy = ¢/ /€x. Fiir kleinere Wellenzahlen wird dieser Mode kontinuierlich das T'O—
Phonon beigemischt. Thre Frequenz bleibt aufgrund dieser Mischung (“Niveauab-
stoung”) immer oberhalb w;, so daf§ im Frequenzspektrum zwischen wy und wy
eine Liicke entsteht. Im Frequenzbereich dieser Liicke ist die dielektrische Funk-
tion (10.7) negativ. Der damit verbundene rein imaginére Brechungsindex (10.11)
erlaubt keine propagierenden transversalen Moden im Kristall. Ein Photon in
diesem Frequenzbereich, das in den Kristall eindringen mochte, wird totalreflek-
tiert.

Das TO—Phonon und das Photon gehen also in dem Bereich, in dem ihre Dis-
persionsrelationen einander kreuzen, eine enge Wechselbeziehung miteinander ein.
Die dadurch entstehende hybridisierte Mode nennt man Polariton.
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11. Anharmonische Korrekturen

In den Kapiteln 7 bis 10 haben wir Phononen ausschliefSlich in harmonischer
Naherung behandelt. Anharmonische Effekte im Sinne von Gleichung (6.22)
konnen im allgemeinen bei nicht zu hohen Temperaturen mittels Storungsrechnung
nach Potenzen des Entwicklungsparameters x (1.12) beriicksichtigt werden, weil
die Phononen sich dann wie ein verdiinntes Gas verhalten. Von besonderem In-
teresse sind natiirlich solche Effekte, die im Rahmen der harmonischen Naherung
grundsatzlich nicht auftreten. In diesem Kapitel werden wir kurz auf einige dieser
Effekte eingehen. In seltenen Féllen sind die anharmonischen Effekte so grof3,
daf sie nicht durch Stérungstheorie erfafit werden konnen. Ein Beispiel fiir solche
Quantenkristalle ist das (unter Druck) feste ‘He.

Wir benutzen eine verkiirzte Notation, indem wir zur Indizierung nur den Gitter-
vektor 1 verwenden, d.h. wir ignorieren die Indizes « fiir die kartesichen Koordi-
naten und A fiir das Atom in der Elementarzelle. Die anharmonische Korrektur
dritter Ordnung zum Hamiltonoperator der Phononen hat dann die Form

Hs = £° Y As(l,m,n)pypy,py. (11.1)
lm,n
Die Amplitude Az besitzt in Analogie zur dynamischen Matrix (7.10) die Trans-
lationsinvarianz
As(l,m,n) = A3(1 —n,m — n,0). (11.2)
Wenn man die Auslenkungen p mittels (7.28) durch Normalkoordinaten und diese
mittels (7.40) durch Phononenoperatoren ersetzt, bewirkt die Translationssymme-

trie (11.2) eine Erhaltung des Quasiimpulses und man erhélt mit der Fouriertrans-
formierten Az(k,k’) von (11.2)

K Z - As(k, K’ (bT—k + bk)(bT—k’ + bk’)(bT—k” + b)) - Ak + K+ KY).
K,k Kk

(11.3)
Der Hamiltonoperator (11.3) beschreibt vier Typen von Prozessen, bei denen die
Zahl der Phononen nicht erhalten ist, nimlich die Erzeugung (b'676) bzw. Vernich-
tung (bbb) von jeweils drei Phononen und die Aufspaltung eines Phonons in zwei
Phononen (b7b7b) bzw. die Vereinigung zweier Phononen zu einem einzigen (bbb).
Diese Prozesse werden in der folgenden Figur durch Feynman—Diagramme in
suggestiver Weise veranschaulicht.
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Man zeichnet dazu fiir den Operator Hs einen Vertex (roter Kreis) und fiir jeden
Phononerzeuger (—vernichter) eine Wellenlinie mit auslaufendem (einlaufendem)
Pfeil. Das linke Diagramm stellt damit die Aufspaltung eines Phonons in zwei
Phononen dar, das rechte Diagramm die Erzeugung dreier Phononen. Die beiden
anderen in ‘Hs enthaltenen Prozesse entstehen durch Umkehr der Pfeilrichtungen.

Der anharmonische Term vierter Ordnung H, beschreibt in analoger Weise
Prozesse, bei denen vier Phononen erzeugt werden (b'b'bTbT), ein Phonon in
drei Phononen aufspaltet (b7b7b7h), die Umkehrung dieser beiden Prozesse (bbbb
und bTbbb) sowie die Streuung zweier Phononen aneinander (bb7bb). Das Feyn-
mandiagramm fiir einen solchen Streuprozess ist in der folgenden Figur rechts
dargestellt. Links zeigt diese Figur einen Prozess zweiter Ordnung in Hjs, der
ebenfalls zu einer Phonon—Phonon—Streuung fithrt und der bei der systematischen
Storungsentwicklung nach Potenzen von k in derselben Ordnung beitragt wie der
rechts gezeigte Prozess.

Die thermische Ausdehnung ist ein Phinomen, das nach (9.32) in harmonischer
Naherung nicht zu verstehen ist. Wir wollen im folgenden anhand eines sehr
schematischen Modells verstédndlich machen, in welcher Ordnung in x dieses anhar-
monische Phéanomen in Erscheinung tritt. Unser Modell enthalt nur eine Phonon-
mode und ist durch den Hamiltonoperator

H=THy+Hs, Ho=r>Bblb, Hz=r>A(b" 4 b)> (11.4)
gegeben. Die Auslenkung aus der Gleichgewichtslage soll durch den Operator
Aa = kp=rC(b +b) (11.5)
gemessen werden. Der thermische Mittelwert der Auslenkung

_ Sp(Aae=PM)
(Aa) = “Spe P

verschwindet bei Abwesenheit des anharmonischen Terms Hs, weil Hsy die Zahl
der Phononen erhélt (oder: weil das harmonische Potential gerade in p ist). Die
Entwicklung von (11.6) in erster Ordnung in H3 ergibt

(11.6)

B
(Aa}m = —/ dTSp(Aae_THQng_(ﬂ_T)HQ)/Spe_5H2. (11.7)
0
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Mit den Identitaten

B B 5 5
/ dre™2 Age™ M2 = K,C/ dr(bTe™ B 4 be 7 B)
0 0

o , (11.8)
=55 (bT(e/B”c B_1)4+b(1—e P~ B))
Sp(bTH36_5H2)
b = = k3 AWBT(bTob + bbTh + bbb
(b7 Hs)s, Spe—Hz e AT(BT0D + 005 ) , (11.9)
= 3> An(1 + 2n)
und
Sp(bH36_5H2) 3
b = = k3ADODLDTO + bTHbT + bbTBT
(bH3) 5, Spe—AHz A + * )>H2, (11.10)
= 3r°A(1 +n)(1 + 2n)
wobei .
— —]- o
i = (b'b),, = ] (11.11)

die mittlere Besetzungszahl des Phonons ist, erhilt man schliefSlich fiir den Mit-
telwert (11.7) das Ergebnis

(Aa>(1) - _

2
6“BAC(1 +27). (11.12)

Wir lernen aus diesem FErgebnis, dafl die anharmonisch bedingte Auslenkung
proportional zu k? = y/m/M ist. Hierbei kann man anhand der Gleichungen
(11.4,5) und des Vorfaktors k?AC/B = (k3A)(kC)/(k*B) das Zustandekommen

der zweiten Potenz von x leicht verstehen.

Gleichung (11.12) impliziert, da8 auch im Grundzustand, bei 1w = 0, eine anhar-
monisch bedingte Anderung der Gitterkonstante vorliegt. Dies ist nicht verwun-
derlich, weil der Grundzustand des anharmonischen Hamiltonoperators H nicht
das Phononvakuum ist (oder: weil die Nullpunktsschwankungen des Phonons die
Asymmetrie des anharmonischen Potentials spiiren). Fiir eine einfache quantita-
tive Abschéatzung dieses Effektes wiirden wir nach (11.12) den Ansatz

24y, T (11.13)

< a M

machen, wobei wir fiir den dimensionslosen Vorfaktor o einen Wert der Groflen-
ordnung 1 erwarten wiirden. Dieser Ansatz kann mit Hilfe des folgenden experi-
mentellen Resultats iiberpriift werden. Es gibt eine Prézisionsbestimmung der
Gitterkonstanten a von zwei isotopenreinen Diamanten aus 'C' und '3C' mit dem
Ergebnis

Qo — Qusg <ACL Aa

- — e — (e = L 1074 (11.14)
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Mit Miac/m = 21874 und Misc/m = 23697 erhalten wir fiir den Vorfaktor in
(11.13) den Wert apiamant = 0,57. Wir sehen also, dafl man durch den einfachen
Ansatz (11.13) die GroBenordnung der anharmonischen Korrekturen zu Gitterkon-
stanten sehr gut abschitzen kann, und erhalten fiir 12C'

Aa m
<7>120 = ODiamant A /m = 0,0038. (11.15)

Der Koeffizient der thermischen Ausdehnung folgt aus (11.12) durch Ableitung der
mittleren Phononbesetzungszahl nach der Temperatur. Fiir realistische Ergebnisse
braucht man hier allerdings ein genaueres Modell, das alle Phononen einschlief3t.
In Gleichung (11.12) ist dann auf der rechten Seite ein geeigneter Mittelwert iiber
alle Phononen zu bilden.

Als zweites Beispiel fiir einen anhormonischen Effekt betrachten wir den Zerfall
eines longitudinal optischen Phonons in zwei akustische Phononen, der dem LO-
Phonon eine endliche Lebensdauer verleiht. Das LO-Phonon im Zentrum der
Brillouinzone, das durch den Operator bg’LO erzeugt wird, kann in ein beliebiges

Paar von z.B. transversal akustischen Phononen bL,T A und bT_k’T A zerfallen, wenn
deren Energie halb so grofl wie die Energie des LO-Phonons ist. Dieser Prozess,
der in der folgenden Figur veranschaulicht ist, wird durch anharmonische Terme
der Gestalt Mz o< £3bf 1 by 14y 1o ermoglicht.

LO

TA

-k 0 Kk

Die durch den Zerfall bewirkte Lebensdauerverbreiterung ergibt sich nach der
Goldenen Regel zu

Tro oc Y |(k, —k, TA|H5]0,LO)|*6 (wy o (0) — 2wy (k) o w1, (11.16)
k
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wobei die 6~Funktion ein k™2 beitragt, weil die Phononenfrequenzen von der Ord-
nung x2 sind. Ein dimensionsloser Ansatz fiir die Verbreiterung lautet daher

—2 =gy (11.17)

und wir erwarten wieder, daf3 der dimensionslose Vorfaktor v von der Gréflenord-
nung 1 ist.

Zur Uberpriifung dieses Ansatzes ziehen wir experimentelle Ergebnisse fiir die Ge—
Isotope "°Ge und “%Ge heran. Bei einer Frequenz von wio = 310cm™! fiir "°Ge
und wr,o = 298 cm ™! fiir “%Ge (gemessen in Einheiten der Wellenzahl des optischen
Ubergangs, siehe den Anhang zu Kapitel 1) wurden Lebensdauerverbreiterungen
von

o _[090em (TGe)
LO ™1 0,84cm™t  ("Ge)

beobachtet. Mit den Massenverhéltnissen Mrog./m = 127500 und M7eg./m =
138400 ist dies mit (11.17) vertréglich, weil yrog. = 1,037 und 7reg. = 1,049 im
Rahmen der Mefigenauigkeit der Daten (11.18) sehr gut iibereinstimmen. Es ist
als ein Zufall zu betrachten, dafl der Proportionalitidtsfaktor yge = 1,04 in (11.17)
so dicht bei 1 liegt. In jedem Falle erlaubt (11.17) eine gute Abschétzung der
GroBenordnung der Lebensdauerverbreiterung relativ zur Frequenz.

(11.18)

Referenz zu den obigen experimentellen Daten: Physikalische Blatter 52, 1116
(1996).
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IT1. Elektronen

12. Ein—Elektronen—Naherung

Wir wenden uns jetzt der Theorie der Elektronen im Festkorper zu, die wesentlich
diffiziler und vielschichtiger ist als die Theorie der Phononen. Das konkrete Prob-
lem besteht darin, die Physik des Hamiltonoperators (siehe (1.3) und (6.1))

Ha = i (_iAz ;lri_Rk’)_F;jlri_rﬂ Z|Rk—Rl| (12.1)

zu beherrschen. Im Rahmen der adiabatischen Naherung sind hier die Kernpositio-
nen Ry, als fest zu betrachten. Es ist von Interesse, die Kerne auf einem Kristallgit-
ter anzuordnen und — zur Berechnung der Phononen — einige von ihnen ein wenig
aus diesen Positionen auszulenken. Die Schwierigkeit des Problems besteht darin,
dafl ‘H, keinen offensichtlichen Entwicklungsparameter enthélt. Der erste Sum-
mand in (12.1) ist ein Ein—-Elektronen—Operator, eine (symmetrische) Summe
von Operatoren, die sich nur auf jeweils ein Elektron beziehen. Ein—Elektronen—
Operatoren fiir ein N-Teilchen—System haben die allgemeine Gestalt

N N
Hi =Y h(n) =Y h(rn.pn, o). (12.2)

Dabei bildet der Satz von Operatoren (r,,pn,,0,) eine Basis fiir die Operatoral-
gebra des Teilchens n.

Der zweite Summand in (12.1) beschreibt die Wechselwirkung zwischen den Elek-
tronen. Er besteht aus einer Summe von Operatoren, die sich auf jeweils zwei
Elektronen beziehen. Solche Zwei—Elektronen—Operatoren haben die allge-
meine Gestalt

/

/ 1
Hy = _m;:1 u(m n) émgzl u(rmupmao'myrnypnyo'n)a (12'3)
wo der Strich an der Summe den Ausschluf3 der Terme mit m = n kennzeich-
net und u(m;n) = u(n;m) eine symmetrische Funktion in den beiden Teilchen
ist. Der dritte Summand in (12.1) ist eine triviale konstante Verschiebung des
Energienullpunktes. Wir sollten allerdings beachten, dafl diese Verschiebung (bei

vorgegebener Dichte) {iberextensiv ist: Wegen

d’R | d°R' ——— ~ V5/3 12.4
Z|Rk_Rl| / / R — R'| (12.4)

k<l

wachst sie stiarker als die Grofle des Systems an. Sie wird natiirlich kompensiert
durch die Coulombanziehung zwischen Elektronen und Kernen und die Coulomb-
abstofung zwischen den Elektronen; denn jede Elementarzelle ist ladungsneu-
tral, so dafl die gesamte Coulombenergie keine iiberextensiven Summen wie in
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(12.4) enthélt. Man kann tatséchlich die Elementarzellen jeder neutralen periodi-
schen Ladungsanordnung (durch geeignete Wahl ihres Ursprungs) so wahlen, dafl
das Dipolmoment jeder Elementarzelle verschwindet (siehe dazu den Anhang B).
Damit werden die langreichweitigen Coulombsummen durch die Wechselwirkung
der Quadrupolmomente der Elementarzellen bestimmt. Wenn wir den konstanten
letzten Term in (12.1) Ho nennen, setzt sich der Hamiltonoperator H, aus den
drei Anteilen

H., = Ho+ Hi + Hs (12.5)
zusammen.

Die entscheidende Erschwerung des Elektronenproblems (12.5) riihrt von der
Wechselwirkung zwischen den Elektronen her. Ohne sie wiirde der Hamiltonopera-
tor H, in lauter vertauschende Anteile zerfallen, die sich jeweils nur auf ein einziges
Elektron beziehen. Damit wiirde es ausreichen, eine Schrodingergleichung fiir nur
ein Elektron zu 16sen und die Eigenfunktionen von H, wéren Slaterdeterminanten
det(v(r;, s;)) aus den Einteilchenwellenfunktionen. Man koénnte meinen, daf fiir
Z > 1 die Wechselwirkung zwischen den Elektronen als eine kleine Storung im
Vergleich zu der mit den Kernen aufgefat werden kann. Dies ist deshalb nicht
richtig, weil die Zahl der Elektronen pro Kern ja gleich Zj ist. Tatsédchlich kann
der Zustand der Elektronen in den inneren Schalen der Atome fiir Z; > 1 relativ
einfach berechnet werden, aber die &ufleren Elektronen verspiiren nur das durch
die inneren Elektronen abgeschirmte Coulombpotential der Kerne, gegen das die
Wechselwirkung zwischen ihnen keinesfalls klein ist. Die dufleren Elektronen sind
aber gerade diejenigen, die fiir die Struktur und die Eigenschaften des Festkorpers
besonders bedeutsam sind.

Die entscheidende praktische und begriffliche Komplikation besteht darin, dafl die
Elektronen dynamisch korreliert sind. Mit dieser Ausdrucksweise beschreibt
man den Umstand, dafl die Bewegung eines Elektrons aufgrund der Wechsel-
wirkung mit den anderen Elektronen vom jeweiligen Zustand der anderen Elek-
tronen abhéngt. Eine erhebliche Vereinfachung wird erreicht, wenn man solche
dynamischen Korrelationen vernachlassigen kann. Dies wird im Rahmen der so-
genannten Ein—Elektronen—N&iherung (Independent particle approxima-
tion) getan. Dabei wird die Wechselwirkung zwischen den Elektronen in H, nicht
weggelassen, sondern durch einen geeigneten Ein-Elektronen—Operator ersetzt.
Durch dieses Vorgehen kann man hoffen, einen wesentlichen Teil der Auswirkun-
gen der Wechselwirkung zwischen den Elektronen zu erfassen. Grundsétzlich ist
die Ein-Elektronen-Naherung jedoch eine unkontrollierte Naherung, iiber deren
Giite man keine allgemeingiiltigen Aussagen machen kann.

In der Ein-Elektronen—Naherung werden also die Dynamik und die Statistik der
Elektronen durch einen effektiven Einteilchen—Hamiltonoperator der Gestalt

Hest = D _ hesi(n) (12.6)
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beschrieben. Es kann dabei von Interesse sein, nicht nur lokale, spinun-

abhiangige Operatoren

p2
heff = % + U(r) (127)

zu betrachten, sondern auch nichtlokale Operatoren, deren Anwendung auf eine
Wellenfunktion ¢ durch

P | = /d?’r'v(r, r’)(r') (12.8)
gegeben ist, oder auch spinabhingige Operatoren wie eine Spin-Bahn—Kopplung
hsg = (o0 x Vu(r)) - p (12.9)
oder magnetische Zeemanterme der Gestalt
hpm = o - b(r). (12.10)
Wenn ein vollstandiges System 1), von Eigenfunktionen von heg mit

h/effwa - €a¢a7 (1211)

gefunden ist, dann bilden die Slaterdeterminanten

U = det (Yo, (v, 5)) | (5,j=1,....N) (12.12)

eine Basis der Eigenfunktionen des N—Teilchen—Hamiltonoperators Heg. Speziell
ist der Grundzustand von Heg durch die Slaterdeterminante aus den N energetisch
tiefsten Einelektronenzustanden gegeben.

Ziel der folgenden Rechnung wird sein, den Erwartungswert eines Operators der
Form (12.5) fiir einen Zustand der Form (12.12) zu berechnen. Wir werden bei
dieser Rechnung die Diracschreibweise verwenden. Die Orthonormiertheit des
vollstdndigen Systems von Einteilchenzusténden |a,,) beschreiben wir dann durch
die Gleichung

(ag|ou) = Okt (12.13)

Aus diesem System bilden wir die Basis von N—Teilchen—Slaterdeterminanten

1 XpP O
|¢>=|a1,...,aw>=ﬁP§N<—1> nr:[1|P<an>>n. (12.14)

Der Zustand (12.14) ist normiert, wenn die Indizes «,, paarweise verschieden sind.
P bezeichnet eine Permutation der Indizes mit dem Charakter x p und |P(a,)), ist
ein Einteilchenzustand, in dem sich das Teilchen n im Zustand P(cv,) befindet. Wir
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iiben den Umgang mit solchen Slaterdeterminanten, indem wir die Normierung des
Zustandes (12.14) iiberpriifen. Tatséchlich gilt
1 N
(a1,...,an|oq,...,ay) = i > (=1)xe X T n(P(an) [P (an)n

By =t (12.15)

N'ZH (o) P(an))n = 1.

Hierbei ergibt sich das erste Gleichheitszeichen der zweiten Zeile, weil wegen der
paarweisen Verschiedenheit der o, und der Giiltigkeit von (12.13) nur Terme mit
P = P’ beitragen.

Wir berechnen zuerst den Erwartungswert eines Einteilchen—Operators (12.2) mit
einem N—-Teilchen-Zustand (12.14):

N
(V[Haly) = ZN, Yot I wlPlam) [P (am))m
n=1""" PP’ m=1
(m#n)

X n(P(an)|h(n) [P’ (an))n (12.16)

N 1 N N
ZZNZ (arlh(n)]ar)n Zlaklh ek )1
n=1 k= k=

Die Vereinfachung in der dritten Zeile entsteht dadurch, dafl das Produkt in der
ersten Zeile nur dann nicht verschwindet, wenn fiir alle m # n die Gleichheit
P(ay,) = P'(ayy) gilt. Dann muB aber auch P(«a,,) = P’(«,) gelten und es gibt nur
Beitrige fiir P = P’. Bei festem P(a,,) = oy liefern dann die Permutationen der
anderen «a,, (N — 1)! identische Beitrdge. Der N-Teilchen-Erwartungswert eines
Einteilchen—-Operators H; mit einer Slaterdeterminante reduziert sich also auf eine
Summe der N Einteilchenerwartungswerte des Operators h iiber alle besetzten
Einteilchenzustande.

Die Berechnung eines entsprechenden Erwartungswertes eines Zweiteilchenopera-
tors (12.3) gestaltet sich nur unwesentlich komplizierter. Wir erhalten

1 o 1 al
(Y[ Hal) = 3 > N S (=rpxetxer TT 0 e Plaw) [P (an))k
i PF i
X n<P(an)|M<P(O‘m)‘“(m5n)|P/(0‘m)>m,Pl(an)>n
| N 1 N
2 mgjl N(N -1) kzz:: el ulms ) )l (12.17)
(m#n) (k1)
_n<ak|m<al|u(m§n)|ak>m|al>n)
LN
=3 > (ofauh(arlu(ts2)lax)ian):
(k1)

— 2 (a1 {au|u(l; 2)]ou) 1| au)2).
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Hier mufite P(ay) = P'(ay) fur alle k # m,n gelten. Dies hat nicht notwendig
P = P’ zur Folge, sondern es kann auch P = P’ - T,,, gelten, wenn T,,, die
Transposition von m und n ist. Die Summe iiber die Permutationen liefert
jetzt fiir jedes feste Paar (P(am), P(an)) = (ak,qq) zwei Beitrdge und jeden
davon (N — 2)! mal. Wir haben damit den N-Teilchen-Erwartungswert eines
Zweiteilchenoperators Hy auf eine Summe iiber Zweiteilchen—Matrixelemente des
Operators u zuriickgefithrt. Das erste Matrixelement, das sich aus den Termen mit
P = P’ ergibt, ist ein Erwartungswert des Operators u und hat die physikalische
Bedeutung einer Wechselwirkungsenergie. Von ihm wird das zweite Matrix-
element subtrahiert, das von den Termen mit P = P’-T,,,, herrithrt, bei denen die
beiden Teilchen vertauscht sind, und das man als Austausch—Matrixelement
bezeichnet. Es hat seinen Ursprung in der Antisymmetrie der Wellenfunktion
unter Teilchenvertauschung und erginzt die Wechselwirkungsenergie durch eine
Austauschenergie.

Der Erwartungswert des Hamiltonoperators (12.5) mit dem Zustand (12.14)

Ea(on,...,an) = (Y|Hal)) = Ho + (P[H1lY) + (| Ha|t) (12.18)

ist nach (12.16,17) ein Polynom vierten Grades in den Einteilchenwellenfunktionen
lag,).

Wir kommen jetzt auf das Konzept der zu Anfang dieses Kapitels erwdhnten
Einteilchen—Naherung zuriick. Das Prinzip der Hartree—Fock—N&aherung
besteht darin, von allen Slaterdeterminanten (12.14) diejenige als die beste
Einteilchen—Approximation des Grundzustandes von H, zu betrachten, die die
Energie (12.18) minimiert. Da die Minimierung unter den Nebenbedingungen
(12.13) fiir die Einteilchenzustdnde zu erfolgen hat, muf man unter Einfithrung
von Lagrangeparametern \;; das Funktional

N
(I)(Oél,...,OéN) = Ea(oq, Z /\lk: ozk|ozl 5k:l) (1219)
k=1
minimieren. Durch Variation dieses Funktionals nach (a,,| (n = 1,..., N) erhalten

wir die Bedingungsgleichungen

hur|an )1 = h(1)|an )1 + Z (arfu(1; 2)]eu)2|om)1
a%n) (12.20)

— o {au|u(1;2)|an)2] )1 Z/\ln]oq
Mit (12.20) haben wir den besten effektiven Einteilchen—Hamiltonoperator, den

Hartree—Fock—Operator hyp, definiert. Seine Wirkung auf einen Einteilchen-
zustand |a,) kann aus (12.20) abgelesen werden. Der Operator hpyp setzt sich
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aus dem Einteilchenoperator h aus H; und einem aus Hy stammenden Anteil
zusammen. Der letztere Anteil hiangt von dem Satz von Einteilchenzusténden
|ay,) ab, die wir aus den Variationsgleichungen (12.20) erst bestimmen wollen.
Er enthélt als ersten Summanden einen lokalen Operator, der die mittlere poten-
tielle Energie darstellt, den das Teilchen n aufgrund der Wechselwirkung mit den
N —1 anderen Teilchen verspiirt und der der Hartree—Anteil des Hartree-Fock—
Operators genannt wird. Der zweite Anteil ist jedoch ein nichtlokaler Operator,
wie wir ihn in (12.8) definiert haben. Ihn nennt man den Austauschanteil des
Hartree-Fock—Operators. Die Einschrankung [ # n in der [-Summation konnte
auch weggelassen werden, weil Hartree— und Austauschanteil sich fir [ = n kom-
pensieren. Diese Einschrinkung haben wir eingefiihrt, damit der Hartree—Anteil
keine Selbstwechselwirkung enthélt. Der Vorfaktor 1 in (12.17) taucht in
(12.20) nicht auf, weil bei der Variation nach (| zweimal der gleiche Beitrag
aus den Termen mit kK = n und | = n entsteht.

Die N Einteilchenzustdnde |a,,) spannen einen Vektorraum Uy von Einteilchen-
zustdnden auf. Man zeigt leicht, daf§ der N—Teilchenzustand (12.14) sowie auch
der Hartree-Fock—Operator (12.20) nicht von der Wahl der Basis |a,), sondern nur
vom Vektorraum Uy abhangt. Wir betrachten dazu eine unitare Transformation

o) = Zukl |81) (12.21)
=1

auf eine andere Basis |;) des Raumes Uy. Mit Hilfe des Determinantenmultipli-
kationssatzes erhalten wir die Invarianz des N—Teilchenzustandes (bis auf einen
Phasenfaktor)

det(]aj) )|(” 1,..,n) = detu - det(\ﬁj)i) (ij=1,....N) (12.22)
sowie die Invarianz von hpp wegen
N N N
> il Xlan); =Y ilBulX 1D uimum [Ba); = Y ilBml X[Bm);  (12.23)
= m,n = m=1
! ———
=6mn

(X ist ein beliebiger Operator).

Nehmen wir nunmehr an, wir hétten eine Losung der Variationsgleichungen (12.20)
gefunden. Man kann sich dann die Matrix

(ak|hur|or) = Ak (12.24)

im Vektorraum Uy diagonalisiert denken und mit ihren Eigenwerten ¢ und Eigen-
zustanden |Gy) erhalten wir anstelle von (12.20) das Gleichungssystem

hur|Br) = exlBe)  (k=1,...,N). (12.25)
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Der Hartree-Fock—Operator hgp kann nach unserer obigen Uberlegung genau so
gut mittels seiner Eigenbasis |(x) gebildet werden. Daher sagt uns das Glei-
chungssystem (12.25), dafl wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit die La-
grangeparameter \y; durch die Werte € - dx; ersetzen konnen.

Die Gleichungen (12.25) nennt man Hartree—Fock—Gleichungen. Ihre Losung
besteht in der Bestimmung der N tiefsten Eigenwerte ¢, (n = 1,...,N) und der
zugehorigen Eigenzusténde |3,) des Einteilchen—Hamiltonoperators hypp. Dieser
Operator wirkt nach (12.20) und (12.23) auf einen beliebigen Zustand |«) wie

N
harela)y = B(D)la)y + ) (2(Bifu(1:2)[B)2lan

— 2 (Bilu(1;2)|a)2| Bi)1)

(12.26)

und héngt daher selbst von den Eigenzusténden |3,,) ab. Man mufl deshalb dafiir
sorgen, dafl die Eigenzustande konsistent mit dem Hartree-Fock—Operator sind.
Dieses Selbstkonsistenzproblem wird im allgemeinen iterativ gelost:

(1) Man wéhlt zu Beginn N geeignete Einteilchenzusténde |3,,).

(2) Man bildet mit den Zusténden |3, ) den Operator hyp nach (12.26).

(3) Man sucht die N tiefsten Eigenwerte von hyp und deren Eigenzustidnde |3,,)
nach (12.25).

(4) Man wiederholt die Schritte (2) und (3), bis Konsistenz erreicht ist.

Das oben beschriebene Vorgehen setzt unausgesprochen voraus, dal man die tiefste
Energie (12.18) erreicht, indem man die N tiefsten Eigenwerte des Eigenwertprob-
lems (12.25) auswéhlt. Diese Annahme ist nicht uneingeschrankt richtig. Aus den
obigen Gleichungen folgt nédmlich die Identitat

N

N
SPuyhaE = > Aun = 3 €n = (Y[H1|¥)) + 2([Ha|y), (12.27)
n=1 n=1
die uns zeigt, da} die Summe iiber die Eigenwerte die Wechselwirkungsenergie
doppelt zahlt. Daher ist die Hartree-Fock—Energie nicht einfach durch die Summe
iiber die Eigenwerte des Hartree-Fock—Operators bestimmt, sondern es gelten die
Beziehungen

Eur = {“31% E({an}) = Ho + (Y|H1ilv) + ([Hz ()

L X N (12.28)
:HO+§Z€”+§<¢’H1|w> :H0+an_<¢|H2’¢>'

Fiir den konkreten Fall des adiabatischen Hamiltonoperators (12.1) formulieren
wir jetzt die Hartree-Fock—Gleichungen in der Standarddarstellung, in der wir die
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Einteilchenwellenfunktionen mit v, (r, s) bezeichnen, wo s = :l:% die Spinquanten-
zahl ist. Wir erhalten

A S et s [t S IR

lr —r/|

/d3 'Z 2p VBT ) VaI ) oy e (e s).

lr —r/|

(12.29)

Wir haben hier in den f—Summen die Einschrinkung § # a weggelassen. Wie
schon vorher bemerkt, wird die dadurch in den Hartree—Term eingeschlossene
Selbstwechselwirkung durch den Austauschterm kompensiert. Mit der Ladungs-

dichte der N Elektronen
=3 ) s, s (12.30)
s’ B

hat der Hartree-Operator

ve(r) = /d3 ) (12.31)

[r— ]|
die Bedeutung des durch die Elektronen erzeugten Coulombpotentials.

Die im Zusammenhang mit den Gleichungen (12.27,28) angesprochene Prob-
lematik bei der Bestimmung des Hartree-Fock—Grundzustandes kann durch eine
Verallgemeinerung der Hartree—Fock—Naherung auf endliche Tempe-
raturen vermieden werden. Da die groflkanonischen Gesamtheit die Auswer-
tung aller Formeln meist erheblich vereinfacht, werden wir gleichzeitig zu dieser
Gesamtheit iibergehen. Gleichgewichtszustande eines Systems mit dem Hamilton-
operator H, werden in dieser Gesamtheit durch die groflkanonische Dichtematrix

¢—B(Ha—uN)
PHa = Sp e~ B(Ha—pN)

(12.32)

mit der reziproken Temperatur 5 und dem chemischen Potential iz beschrieben. Als
Variationsprinzip zur Charakterisierung dieser Dichtematrix bietet sich das aus der
statistischen Physik wohlbekannte Variationsprinzip der groflkanonischen
freien Energie an. Es besagt, dafl das Funktional

Flp] = 8p [p(Ho — 1 + 510 p)] = (Ha = iV + 5 1n ), (12.33)

fiir die Dichtematrix (12.32) ihr absolutes Minimum annimmt.

Der Zustand eines unkorrelierten N—Teilchensystems mit dem effektiven Hamilton-
operator (12.6) wird bei endlichen Temperaturen durch die groflkanonische

Dichtematrix
e~ B(Hegr—pN)

PHerr = Sp e~ B(Hets—pN)

(12.34)
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beschrieben. Die Hartree—Fock—N&dherung bei endlichen Temperaturen
sucht nicht unter allen, sondern nur unter den Einteilchen-Dichtematrizen (12.34)
diejenige, die das Funktional (12.33) minimiert. Das zu minimierende Funktional
lautet dann

1
F[He) = 3 In Sp e AHett=1N) L (H, — Hog)pg,.. (12.35)

Die explizite Formulierung dieses Naherungskonzeptes gelingt am besten unter
Benutzung der zweiten Quantisierung, die wir im Anhang C kurz einfiihren.
Wir parametrisieren die Hamiltonoperatoren in zweiter Quantisierung in einer fest
vorgegebenen orthonormierten Einteilchenbasis durch

Hest = > Tap cheg (12.36)
a,B
und )
Ha = Ho + Z hag CLCB + 3 Z Uary: 85 chLc(scﬁ. (12.37)
a’/B a?ﬂ?’y75

Hier kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit die Antisymmetrieeigen-
schaft

Uary; 35 = — Uye;B6 = — Uay;08 = Uya;sp (12.38)

annehmen, weil gerade Anteile der Matrixelemente (C.13) wegen des Antikom-
mutierens (C.8) der Erzeuger und Vernichter nicht beitragen wiirden. Die Zwei-
teilchenmatrixelemente in (12.37) stehen daher zu denen in (C.13) in der Beziehung

Uary; 35 = 3(2(7|1<04|U(1; 2)|8)116)2 — 2(a]1 (v|u(1;2)]68)1]9)2

— o (v {alu(1;2)[0)1]8)2 + 2{alr (v|u(1;2)[6)1]6)2).

(12.39)

Zur Bestimmung des Minimums miissen wir die Ableitungen des Funktionals
(12.35) nach den Matrixelementen z,, von Hg bilden. Ohne Miihe berechnen
wir zunachst die Ableitung

_1 —B(Hetr—nN)
OF g _ 8( /BlnSpe £f ) _ <6Heff>H _ (CTC >H . (12.40)
6:17“” 6:17“” axuy eff w-v eff
Die Ableitung
8<Heff>’)-[e i a<c1(;zcﬁ>7'feff
Tuff = (che, o + azﬂxagTW (12.41)

besteht aus zwei Termen, von denen der erste sich bei der Differentiation von
(12.35) gegen (12.40) weghebt. Damit verbleibt die Berechnung der Ableitung des
Mittelwertes (Ha)n,,, die nach Anwendung eines sehr wichtigen Theorems der
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Vielteilchenphysik, des Wickschen Theorems, gelingt. Ohne auf den Beweis
dieses Theorems hier ndher einzugehen (siehe z.B. die Vorlesung “Einfiihrung in
die Vielteilchenphysik”, E. Miiller—Hartmann, Wintersemester 1972/73), zitieren
wir die aus dem Wickschen Theorem folgende Identitéat

<CLC]LyC§Cﬂ>Heff = <CLCﬁ>Heff <CTYC5>Heff - <CLC6>Heff <erycﬂ>7'leff' (12'42)
Unter der Annahme der Symmetrieeigenschaft (12.38) vereinfacht sich damit der
Mittelwert von H,, zu

<Ha>Heff = Ho + Z hap <C£Cﬁ>Heff + Z Uary; B8 <CLCﬁ>Heff <C]LyC§>Heff' (12.43)
Oé,ﬂ 0475:%5

Insgesamt erhalten wir jetzt das Ergebnis

OF [Hes]

] 8<CTacﬁ>Heff
0z,

- Z [haﬂ +2 Z ua’Y;ﬁ5<CTyC§>Heff — Tap 7 ) (12.44)
a,B v,6 wy

wobei die Symmetrie (12.38) noch einmal genutzt wurde, um die beiden nach
Differentiation des letzten Summanden in (12.43) entstandenen Terme zusammen-
zufassen.

Hinreichend fiir das Verschwinden aller Ableitungen (12.44) ist offenbar die
Erfiillung des Gleichungssystems

Zap = hap T2 ) Uayps(ches)rt (12.45)
v,6

Man kann zeigen, dafl (12.45) auch notwendige Bedingung zur Minimalisierung
des Funktionals (12.35) ist.

Das Gleichungssystem (12.45) stellt ein alternative Form der Hartree—Fock—
Gleichungen dar, hier fiir endliche Temperaturen abgeleitet. Wahrend die
Hartree-Fock—Gleichungen (12.26) die Eigenfunktionen und Eigenwerte des effek-
tiven Hamiltonoperators bestimmten, bestimmen die Gleichungen (12.45) dessen
Matrixelemente in einer beliebig vorgegebenen Einteilchenbasis. Die Gleichun-
gen (12.45) stellen auch ein Selbstkonsistenzproblem, weil der Mittelwert auf der
rechten Seite von den zu bestimmenden Matrixelementen abhéngt.
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13. Elektronen in periodischen Potentialen

Voll selbstkonsistente Hartree—-Fock—Berechnungen fiir Atome, auch fiir schwere
Atome, und fiir nicht zu grofie Molekiile sind unter Benutzung von Computern gut
durchfithrbar. Fiir Festkorper ist der Rechenaufwand allerdings recht betrachtlich.
Es ist allerdings auch gar nicht unbedingt wiinschenswert, eine exakte Hartree—
Fock—Naherung fiir Festkorper zu erreichen, da diese gewisse Nachteile haben
kann, auf die wir noch spater eingehen werden. Das Kriterium minimaler freier
Energie impliziert leider nicht optimale Eigenschaften der Hartree—Fock—Losung
in jeder Hinsicht. Wir werden daher die Frage nach der selbstkonsistenten Be-
stimmung eines effektiven Einelektronenpotentials jetzt in den Hintergrund treten
lassen. Wir wollen uns auf den Fall konzentrieren, dafl die Kernpositionen Ry
Gleichgewichtslagen in einer Kristallstruktur sind, und im folgenden annehmen,
wir hatten in solch einem Fall irgendein Potential vorgegeben, das die Symmetrie
der Kristallstruktur respektiert. Sei

1
hett = =5 A +v(r) (13.1)

der effektive Einteilchen—Hamiltonoperator. Aus Griinden besserer Anschaulich-
keit werden wir die folgenden Betrachtungen fiir ein lokales Potential durchfiihren.
Die Formulierung entsprechender Betrachtungen fiir nichtlokale Potentiale ist of-
fensichtlich. Der effektive Hamiltonoperator h.g mufl die Raumgruppensym-
metrie der Kristallstruktur besitzen. Da die kinetische Energie —%A unter be-
liebigen Bewegungen invariant ist, gilt diese Symmetrieforderung fiir das effektive
Potential v(r). Damit gilt insbesondere fiir alle Translationen 1 € 7 des Kristall-
gitters die Translationsinvarianz

v(r+1) = v(r). (13.2)

Wenn wir der Translation um den Gittervektor 1 den Translationsoperator Tj
zuordnen, dessen Wirkung auf einen Einteilchenzustand durch

Ty h(r) = (r — 1) (13.3)

beschrieben wird, dann kann man die Invarianz (13.2) auch durch die Ver-
tauschungsrelation
[hest, Thi] = 0 (13.4)

ausdriicken. Wir sehen, daff damit die Voraussetzungen des Blochschen Theo-
rems (siehe Seite 50) gegeben sind. Wir kénnen danach die Eigenzustdnde des
effektiven Hamiltonoperators heg nach den Wellenvektoren k aus der ersten Bril-
louinzone des Kristalls klassifizieren. Die dementsprechenden Eigenfunktionen vy
mit der Eigenwertgleichung

hest Yx; = Ej(k) ¥ (13.5)
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und der Periodizitatseigenschaft
i = e “ihg oder hy(r —1) = e” iy (r) (13.6)

heilen Blochfunktionen. Der Index j fafit alle verbleibenden Quantenzahlen
zusammen.

Um die Blochfunktionen abzahlen zu konnen, wird man wie bei den Phononen
periodische Randbedingungen annehmen (siehe Seite 53). Fiir ein Rhom-
boeder Vy aus N = L3 Elementarzellen fordert man dann die Randbedingungen
Yy (r — La;) = 1y;(r) oder mit (13.6)

elllai — 1, (13.7)

Dies liefert wieder N indquivalente Wellenvektoren k = 3. k;aj in der Bril-
louinzone, die wegen k - La; = 27k;L = 27n; mit ganzen Zahlen n; durch
k;L =1,...,L(modL) gegeben sind.

Die so diskretisierten Blochfunktionen denken wir uns normiert innerhalb des
Rhomboeders Vi, so dafl

[ S i .8) o 5.5) = iac (138)

N s

gilt. Wir definieren nun zu den Blochfunktionen die Blochfaktoren wuy; durch
die Gleichung
1 ikr
i(r) = e uy;(r).
wkj( ) VV k]( )
Offenbar sind wegen der Blocheigenschaft (13.6) die Blochfaktoren gitterperiodisch
und es gilt

(13.9)

Ui (r + 1) = uig; () (13.10)

fiir alle Translationen 1 € 7. Die Blochfaktoren entsprechen den Polarisationsvek-
toren ey, der Phononen (siehe (7.18)). Die Normierung der Blochfaktoren ist so
gewahlt, daf} sie den quadratischen Mittelwert 1 haben. Es gilt namlich

[t g (00 = [ g0 (P = 5 [ 0wy (1) = Ve 6
Ve VN VN
und daher .
v /ui';j(r)ukj,(r)d?’r =0 (13.11)
e JV,

e

Im néchsten Schritt rechnen wir die Eigenwertgleichung (13.5) auf die Blochfak-
toren um. Mit (13.9) erhalten wir so die Eigenwertgleichung

heﬂ‘(k) Uk; = Ej (k) Uk (13.12)
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mit dem neuen k-abhéangigen effektiven Hamiltonoperator

hegi(K) = €K hog KT (13.13)

Der Operator e~ r

k; denn es gilt

bewirkt eine Translation im Impulsraum um den Wellenvektor

e—ikrp oikr _ e—ikr(_iv) cikr _ p+k. (13.14)

(In unseren atomaren Einheiten entféllt der Faktor i.) Der Operator v der lokalen
potentiellen Energie in (13.1) vertauscht mit dem Operator der Impulstranslation,
e~y (r)e™ = y(r). Nichtlokale Potentiale erwerben jedoch eine Abhingigkeit
von k wegen

e_ik'“/v(r,r’)e"'kr/ulq'(I")d3 ’:/U(I‘ar) T g () d B (13.15)

Da wir in diesem Kapitel keine nichtlokalen Potentiale betrachten wollen, erhalten
wir das Ergebnis

1
#p+m2+Mﬂ. (13.16)
Der transformierte, k-abhéngige effektive Hamiltonoperator (13.16) entspricht der
fourier—transformierten dynamischen Matrix Dy bei den Phononen.

het (k) =

Die Eigenwertgleichung (13.12) ist — fiir alle k — nur noch in einer Elementarzelle
des Kristalls zu 16sen, und zwar nach (13.10) mit periodischen Randbedingungen
fiir den Blochfaktor uy;. Man lernt in der Quantenmechanik, dafl das Spektrum
fiir festes k diskret ist, wobei jeder Eigenwert hochstens endliche Entartung hat.
Daraus ergibt sich das folgende Bild: Ordnet man die Eigenwerte fiir festes k der
Grofle nach,

Ei(k) < Es(k) < ..., (13.17)

so sind die Funktionen E;(k) stetige, bis auf Entartungspunkte beliebig oft dif-
ferenzierbare und periodische Funktionen von k in der Brillouinzone. Das Spek-
trum eines Elektrons im periodischen Potential besteht aus Energie-
bandern.

Im Unterschied zu den Phononen gibt es hier allerdings unendlich viele Bander.
Denn die Eigenfunktionen des effektiven Hamiltonoperators (13.16) bilden eine
Basis des Hilbertraums aller quadratintegrablen Funktionen in der Elementarzelle.
Die Vollstandigkeit des Systems von Blochfaktoren wird wegen der Normierung
(13.11) durch die Gleichung

Zuk] r)uy,(r') = Ve d(r — ') (13.18)

ausgedriickt.

Wir wollen nun untersuchen, wie sich Kristallsymmetrien in Energiebandern
wiederspiegeln. FEin zur Gleichung (7.52) fiir die Phononenspektren analoges
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Ergebnis, das wir dort ohne Beweis zitiert hatten, werden wir hier im Falle
der Elektronenspektren beweisen. Sei also B = (D, a) ein Element der Raum-
gruppe des Kristalls, das die Bewegung r' = Dr + a beschreibt. Die Drehung
oder Drehspiegelung D ist dann ein Element der Punktgruppe des Kristalls. Das
FEinelektronenpotential v ist wie der Kristall invariant unter der Bewegung B.
Angewandt auf die Wellenfunktionen erzeugt die Bewegung B einen unitiaren Ope-
rator B (analog zum Translationsoperator 7j) im Hilbertraum der Einteilchen-
zustande :

Bij(r) = (B~ 'r) = (D7 (r — a)). (13.19)

Mit diesem Operator 1a3t sich die Invarianz des effektiven Potentials v durch die
Vertauschungsrelation R
[het, B] = 0 (13.20)

ausdriicken. Wir werden im folgenden noch die wegen BTir =D(r+1)+a=
Tp1Br einsichtige Operatorrelation

BTy=Tp B (13.20)
brauchen. Sei nun 1)x; eine Blochfunktion mit den Eigenschaften

het Y = Ej(k) g und - Ty = e iy, (13.21)

Dann gelten fiir die der Bewegung B unterworfene Wellenfunktion B i die Glei-
chungen

hett (B ;) = B (hethi;) = Ej (k) (B 1)) (13.22)

und
Tp1 (B ;) = B(Ti ;) = e ™M (Byg) = e PPV (Brjy). (13.23)

Daher ist die Wellenfunktion B Yk; eine Blochfunktion zum Wellenvektor Dk mit
der gleichen Energie E;(k) wie die urspriingliche Wellenfunktion ¢y;. Aufgrund
der Konvention (13.17) kénnen wir daraus fiir die Energiebander auf die Symmetrie

E;(Dk) = E;(k) (13.24)

schlieflen. Dies gilt fiir jedes Element der Punktgruppe des Kristalls, auch fir
nichtsymmorphe Raumgruppen. Die Energiebander haben die Symmetrie
der Punktgruppe des Kristalls.

Diese Punktgruppensymmetrie wird in jedem Falle durch die Inversionssym-
metrie erganzt, auch wenn die Inversion nicht Element der Punktgruppe ist. In
Analogie zur Symmetrie (7.34) der Phononenspektren folgt die Inversionssym-
metrie der elektronischen Bander aus der Zeitumkehrinvarianz des effektiven
Hamiltonoperators.

Die Operation der Bewegungsumkehr 7" bei Elektronen besteht in einer Vorzei-
chenumkehr der dynamischen Variablen Impuls, p — —p, und Spin, ¢ — —0.
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In der Standarddarstellung (Orts—Pauli-Darstellung) wird diese Operation durch
komplexe Konjugation (p — —p, o0, — —o,) und Spinrotation um den Winkel 7
um die y—Achse (0, — —0,, 0, — —0,) erreicht. Der effektive Hamiltonoperator
hegr ist zeitumkehrinvariant,

A

[her, T] = 0, (13.25)

falls er spinunabhingig ist, aber auch, wenn er ein Spin-Bahn-Potential (12.9)
enthélt. Dabei ist der (“antiunitédre”, siehe dazu etwa Messiah) Operator 7" durch

T(r,s) = ¢*(r, —s) (13.26)

definiert. Bewegungen sind mit der Zeitumkehr vertauschbar. Insbesondere gilt
also fiir die Translationen R )
T - h=T-T. (13.27)

Damit schlieen wir analog zum obigen Vorgehen, daf fiir eine Blochfunktion mit
den Eigenschaften (13.21) wegen (13.25)

hett(Tt) = T'(herrtng) = E; (k) (Thi) (13.28)
und wegen (13.27)
Ti(To;) = T(Titng) = T(e ™ ihiy) = €™ (D) = e "N (Tuyy) - (13.29)

folgt. Daher ist T¢kj eine Blochfunktion zur Energie F;(k) und zum Wellenvektor
—k und es gilt die Inversionssymmetrie

E;(—k) = E;(k). (13.30)

Die Bander haben also in jedem Falle — wie auch die Phononendispersionen — die
um die Inversion erweiterte Punktgruppensymmetrie.

Wir wollen nun einige Aspekte der k—Abhéngigkeit in Bandern genauer disku-
tieren. Fiir lokale Kristallpotentiale wie in (13.16) ist die einzige nichttriviale
k—Abhéngigkeit des effektiven Hamiltonoperators heg(k) durch den Term k - p
gegeben. Die lokale k-Abhéangigkeit des Spektrum in der Brillouinzone kann man
durch die sogenannte k - p-Storungstheorie untersuchen. Wir wollen hier diese
Storungsentwicklung bis zur zweiten Ordnung diskutieren.

Zur Vorbereitung der Rechnung driicken wir die Matrixelemente des Impulsopera-
tors p zwischen Blochzustédnden 9y, ¥y, durch Blochfaktoren aus. Wir erhalten

k) . *
P\ = (Yijlpltryr) = /V Vi (1) Pty (x) d7r
N
1 * —ikr ikr
= V_N Vd37“ ukj(r) (& k pe k ukj’(r> (1331)

N

1 *
=7 /dgr ukj(r)(p + k)ukj,(r).
e JV,
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Unser Ziel wird nun sein, die Energie E;(k + k) bis zur zweiten Ordnung in x zu
entwickeln. Die Methode besteht wie in der quantenmechanischen Storungstheorie
tiblich darin, den Hamiltonoperator heg(k+) in der Basis uy; (j = 1,2, ...) (siehe
dazu (13.18)) darzustellen. Wegen

1
hei(k + k) = het (k) + 5+ (P + k) + 5# (13.32)

ist dies ganz leicht durchzufithren. Wir erhalten unter Benutzung von (13.12) und
(13.31)

1 1
B (k + k) = v (e e (ke o ) [y ) = (5 (k) + 55 ?)d;5 + K- DYy (13.33)

Falls nun F;(k) mit keiner der anderen Energien E; (k) (j # j') entartet ist,
konnen wir sofort anhand der bekannten Regeln der nichtentarteten Storungsrech-
nung das folgende Resultat angeben:

’ 2

Ej (k)

K - p
Eijk+kr)=Ejk)+ K- p()~|—— —I—Z | J
3" (#39) Es(

+O(k%).  (13.34)

Aus dem Term erster Ordnung in kK entnehmen wir die Beziehung
ViE;(k) = p¥. (13.35)

Diese Beziehung hat grofie formale Ahnlichkeit mit der Relation Vi E(k) = p
fiir freie Elektronen. (Mit Naturkonstanten gilt fiir freie Elektronen p = hk,
E(k) = h*k?/2m und damit Vi FE(k) = hp/m.) Die Blochfunktion ty; ist im
Gegensatz zu der ebenen Welle e’X" keine Eigenfunktion zum Impulsoperator p.

Trotzdem erhalten wir mit (13.35) dieselbe Beziehung wie bei freien Elektronen,
(k)

wenn wir dort den Eigenwert p durch den Erwartungwert (p)x; = p,; ersetzen.
Die physikalische Bedeutung der Gleichung (13.35) erhellt sich aus der Interpre-
tation des Gradienten Vi F;(k) als Gruppengeschwindigkeit. Wir betrachten
dazu ein Wellenpaket

V(e ) = /d?’wkm(r) eI (kR (1) (13.36)

das aus Blochfunktionen in einer kleinen Umgebung des Wellenvektors k aus dem
Band j zusammengesetzt ist. (Die Amplitudenfunktion a(k) sei also auf eine
kleine Umgebung der Gréfle q des Punktes k = 0 konzentriert.) Wir driicken
dieses Wellenpaket durch die gitterperiodischen Blochfaktoren uy,;(r) aus und
benutzen die Naherungsformeln uy,; = uk; + O(k) (in r gleichmafig giiltig) und
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Ej(k + k) = Ej(k) + k - VkFEj(k) + O(x?). Damit erhalten wir fiir die zeitliche
Entwicklung des Wellenpaketes

mw(r, t) = /d3/<: a(K) Ukr;(T) eil(k+r)r—E; (k+r)t]

(13.37)
_ ez‘[kr—Ej(k)t]ukj (I‘)/dslia(lﬂ',) em[r—VkEj(k)t] + O(q)

Hier beschreibt die Fouriertransformierte der Amplitudenfunktion a(k) in der
zweiten Zeile eine gleichformige Bewegung des Wellenpaketes mit der Grup-
pengeschwindigkeit Vi E;(k). Unsere Gleichung (13.35) sagt also aus, dafl der

mittlere Impuls pg-l;) eines Blochelektrons uns die Gruppengeschwindigkeit der
Blochelektronen des Bandes j an der betreffenden Stelle in der Brillouinzone liefert.

Aus den Termen zweiter Ordnung in der Taylorentwicklung (13.34) entnehmen wir
die Beziehung

k) (k) (k) (k)
A (13.38)
Okadks — " Ej(k) - Ejr(k) |

3" (#3)

Fiir freie Elektronen gilt die analoge Beziehung 9?E(k)/0ka0ks = h*645/m (mit
Naturkonstanten). Fiir die parabelférmige Dispersion freier Elektronen ist diese
zweite Ableitung natiirlich isotrop und unabhéngig von k und gibt uns Aufschlufl
iiber die Elektronenmasse m. Man wird daher die Gleichung (13.38) so inter-
pretieren, dafl sie einen Tensor der effektiven Masse m*(k) der Kristallelek-
tronen definiert. Unter Einschlufl von Naturkonstanten sind die Elemente des
inversen Tensors der effektiven Masse durch

(k) (k) (k) (k)
m*(k) 8~ m P m2 E;(k) — E; (k) '

3 (#3)

gegeben. Wir merken uns, daf die effektive Masse von Kristallelektronen im all-
gemeinen vom Wellenvektor k abhangt und nicht isotrop sein mufl. Die oben
eingefithrten Groflen Gruppengeschwindigkeit und effektive Masse sind wichtige
Parameter zur lokalen Charakterisierung eines Bandes.

Um zu einem detaillierteren qualitativen Verstandnis von Béndern zu kommen,
werden wir jetzt die beiden Grenzféille nahezu freier und stark gebundener Elek-
tronen im periodischen Potential diskutieren.

Zur Vorbereitung der Untersuchung des Grenzfalls nahezu freier Elektronen
betrachten wir zunéachst die Bandstruktur vollig freier Elektronen. Die Eigen-
funktionen zu heg = p?/2 mit Blocheigenschaft (13.6) sind die ebenen Wellen
Py (r) = e™®'r wobei k’ ein uneingeschriinkter Wellenvektor ist. Fiir die Klassifika-
tion der Bander im Kristall ist allerdings ein Wellenvektor k aus der Brillouinzone
BZ des betreffenden Kristallgitters zu verwenden. Da es zu jedem Wellenvektor
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k’ eine eindeutige Zerlegung k/ = g + k in einen Wellenvektor k € BZ und einen
Wellenvektor g € T* gibt, sind die Blochfunktionen fiir freie Elektronen durch

0 B 1
Vig(r) = SV

gegeben. Hier liegt der Wellenvektor k in der Brillouinzone und der Bandindex j =
g ist ein Wellenvektor aus dem reziproken Gitter. Die zugehorigen Blochfaktoren

ellkte)r (13.40)

Upg (r) = ug(r) = €& (13.41)
haben die besondere Eigenschaft, vom Wellenvektor k unabhingig zu sein. Die
dementsprechenden Energiebander sind

EJ(k) = %(k +g)% (13.42)
Es wird niitzlich sein, sich an dieser Stelle die Banderschemata freier Elektronen
vor Augen zu fithren. Wir beginnen mit einer Modellstudie fiir eindimensionale
Kristalle. Wenn wir alle Wellenzahlen in Einheiten von 27 /a mit der Gitterkon-
stanten a messen, besteht das reziproke Gitter aus allen ganzzahligen Punkten
g = n und die Brillouinzone ist durch das halboffene Intervall (—%, %] gegeben.
Durch Zusammenfalten der blauen Parabel E(k’) = k'?/2 in die Brillouinzone

entstehen die roten Bénder E, (k) = 3(k + n)?.

Reduzi ertes Zonenschema d = 1
-2 -; 0 1 2

I\ \
/ /

Die einfache Parabel fiir freie Elektronen im ausgedehnten Zonenschema wird

durch das Zusammenfalten zu einer Kette von unendlich vielen Bandern im re-
duzierten Zonenschema.
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Der Fall der Dimension d = 1 ist qualitativ einfacher als hoherdimensionale Fille,
weil die Eigenwertgleichung (13.5) fiir d = 1 eine gewohnliche Differential-
gleichung zweiter Ordnung ist, die fiir jede Energie hochstens zwei linear un-
abhéngige Losungen haben kann. Wegen der Inversionssymmetrie (13.30) findet
man fiir alle Losungen mit Wellenzahlen k& im offenen Intervall 0 < k < 1/2 eine
zweite zeitgespiegelte linear unabhangige Losung der Wellenzahl —k, die im sel-
ben Band liegt. Verschiedene Bander konnen daher in eindimensionalen Systemen
niemals energetisch iiberlappen. Beriihren konnen sie sich allenfalls im Zentrum
k= 0 und am Rand k£ = +1/2 (k = £1/2 sind &dquivalente Punkte der Bril-
louinzone!). Die dort fiir freie Elektronen vorhandene zweifache Entartung der
Energieeigenwerte wird, wie wir spater sehen werden, durch das periodische Po-
tential im allgemeinen aufgehoben.

Fiir mehrdimensionale Systeme ist die FEigenwertgleichung (13.5) eine partielle
Differentialgleichung, die beliebig hohe Entartungen erlaubt, wie man am
Beispiel der mit dem Bahndrehimpuls verkniipften Entartung von Elektronen im
Zentralpotential lernt. Als zweites Ubungsbeispiel betrachten wir jetzt die Klas-
sifikation der freien Bander fiir ein Quadratgitter in zwei Dimensionen. Das
Bild unten links zeigt die quadratische Brillouinzone mit dem Zentrum I', dem
Eckpunkt W und der Kantenmitte X zusammen mit den neun angrenzenden
aquivalenten Zonen. Das durch das Zusammenfalten dieser Zonen in die tiirkise
Brillouinzone entstehende Banderschema ist rechts anhand des gebrauchlichen
Pfades I' — W — X — T dargestellt. Dabei sind nicht entartete Energien in
Rot und zweifach entartete in Blau gezeichnet. Es entsteht ein erstaunlich ver-
wickeltes Banderschema.

PR

X =] ;

r W X r

Als ein dreidimensionales Beispiel betrachten wir zunachst das einfach kubische
Gitter, dessen Brillouinzone ein Wiirfel ist. Der Mittelpunkt der Brillouinzone
wird wie immer mit I' bezeichnet. Als besondere Punkte am Rand der Bril-
louinzone bezeichnet man die Kantenmitten mit M = (%, %, ), die Ecken mit
R = (3, 3,3) und die Flichenmitten mit X = (0,0, %) Die folgende Figur zeigt
das Banderschema freier Elektronen fiir dieses Gitter anhand eines geschlossenen
PfadesI' = M — R — X — I'. Hier und in der darauf folgenden Figur sind
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die nicht entarteten Energien wieder in Rot dargestellt, die zweifach entarteten
in Blau, die dreifach entarteten in Violett, die vierfach entarteten in Griin, die
sechsfach entarteten in Magenta und die achtfach entarteten in Schwarz.

S e

r M X r

Besonders relevant fiir Anwendungen ist das kubisch flachenzentrierte Git-
ter, dessen Brillouinzone auf Seite 58 gezeigt ist. Dort findet man auch die Be-
nennung wichtiger Punkte der kubisch flachenzentrierten Brillouinzone. In den
hier benutzten Einheiten 27 /a, wo a die Gitterkonstante der (vierfachen) konven-
tionellen Elementarzelle ist, haben diese Punkte die Koordinaten: T' = (0,0, 0),
X =(1,0,0), W = (1,2,0), L= (3,3, Hywnd U = (1, 1, 1).

’ 2 21272 » 40 4

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
)
|
I
L

r X W r U X

Entartung freier Elektronenbénder EQ (k) = EJ, (k) ergibt sich an Punkten k, die
die Ebenengleichung

(2k + g1 +82)(g1 —82) =0 (13.43)
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erfiillen. Diese Ebene muf§ aber nicht gemeinsame Punkte mit der Brillouinzone
haben. Entartung kann daher in einzelnen Punkten, auf geraden Linien oder
auf ebenen Flachenstiicken am Rand der Brillouinzone auftreten oder auf ebenen
Flachenstiicken im Inneren der Brillouinzone.

Ausgehend von der besprochenen Klassifikation freier Elektronenbénder wenden
wir uns jetzt der Behandlung nahezu freier Elektronen in schwachen periodi-
schen Potentialen zu. Dazu stellen wir den effektiven Hamiltonoperator heg(k) in
der durch die Vektoren des reziproken Gitters klassifizierten Basis (13.41) freier
Blochfaktoren dar. Wir erhalten dann die Darstellung

1

: igr ig'r 1
heg' (k) = v(e B hes (k)|e™® T) = §<k +g)° Ogg’ + Vg—g' (13.44)
€ e —
=Eg(k)
wobei )
Vg—g' = 7 /Vd?’r v(r) e~ H&—8)r (13.45)

ein Fourierkoeffizient des periodischen Potentials v ist.

Falls die Energie Eg(k) mit keiner der Energien EY, (k) (g' # g) entartet ist,
konnen wir nach den Regeln der nichtentarteten Storungsrechnung sofort die
Storungsreihe fiir die Bandenergie bis zur zweiten Ordnung angeben:

2
Vo _ o’
Bg(k) = EJ(K) +vo+ » o (L)g_ggo it O®w%). (13.46)
g'(#g) & g’

Abgesehen von der gleichméfiigen Verschiebung aller Bander um das mittlere Po-
tential vg werden die Bander iiberall dort, wo sie nicht entartet sind, um Energien
von der GroBenordnung v?/AFE verschoben, wenn AFE die Abstinde zu den an-
deren Bandern bezeichnet. Diese storungstheoretische Beschreibung ist zutreffend,
solange fiir die Verhéltnisse v/AFE die Abschitzung |[v/AE| <« 1 gilt. Fiir den
zugehorigen gestorten (nichtnormierten) Blochfaktor finden wir die Gleichung

Ui (1) = u(r) +g,(z¢g) o) (k?)jgfég, o ul, (r) + O(v?), (13.47)

die dem ungestérten Blochfaktor wug(r) mit kleinen Amplituden v/AE die

Blochfaktoren u, (r) energetisch benachbarter Bander beimischt.

An Stellen mit Bandentartung (AF = 0) und in deren Umgebung kann die obige
Storungentwicklung natiirlich nicht richtig sein. Im Falle einer n—fachen Entar-
tung EQ (k) = E°(k) (i = 1,...,n) hat man nach den Regeln der entarteten
Storungsrechnung die Eigenwerte der (n x n)-Matrix {hg,g, (K)} i, j=1,..n) 2U
bestimmen, um die Verschiebungen 6 E(k) = E(k) — E°(k) des Eigenwertes EY(k)
in niedrigster Ordnung in v zu berechnen. Aus der Eigenwertbedingung

det (hgigj (k) — E(k) (5”) = det ('Ugi_gj - 6E(k> (5”) =0 (1348)
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ersieht man leicht, dal die Aufspaltung der Entartung
SE(k) = O(v') (13.49)

von erster Ordnung im Storpotential ist.

Den I“Jbergang von einer nichtentarteten in eine entartete Situation bei kontinuier-
licher Variation des Wellenvektors k kann man anhand einfacher Formeln ex-
plizit leicht im Falle zweifacher Entartung studieren. Die Sédkulargleichung (13.48)
fiir eine zweidimensionale Matrix aus Matrixelementen (13.44) hat namlich die
Losungen

B (k) = 3 (B, () + BY, (19) + 3/ (B, () BY, ()" + 4lvg, g, (1350)

N | —

Wie in der folgenden Figur gezeigt sind die beiden Bander an der Entartungsstelle
wie

B (k) = E°(K) £ |vg, .| (13.51)

linear in der Starke des periodischen Potentials aufgespalten. In groflerem Abstand
von der Entartungsstelle ist die Niveauabstoung jedoch quadratisch in v.

A
E VAAE

AE 2|v|

>k
2rt/a

Nicht alle Entartungen werden durch das Gitterpotential notwendig aufgehoben,
da das Potential nicht nur periodisch ist, sondern dariiber hinaus die Symmetrie
der Raumgrupe besitzt. Mittels gruppentheoretischer Methoden kann man all-
gemeine Aussagen iiber die symmetriebedingten Entartungen machen, die
an gewissen Punkten oder auf gewissen Linien oder Flachen in der Brillouinzone
bestehen bleiben. Wir werden hier auf solche Methoden nicht eingehen. FEine
Standardreferenz fiir derartige Fragen ist das Buch von H. Jones, “The Theory of
Brillouin Zones and Electronic States in Crystals” (North Holland 1975).

Als ein Beispiel fiir die Wirkung eines schwachen periodischen Potentials zeigen
wir in der folgenden Figur ein Banderschema fiir ein Quadratgitter, das aus dem
auf Seite 114 gezeigten Schema freier Elektronen anhand der Wirkung der drei
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Fourierkoeffizienten v(; gy = 0,05, v(1,1) = 0,03 und v(3 9y = 0,01 entstanden ist.
Fiir die Ergebnisse wurde die (9 x 9)-Matrix der in der linken Figur auf Seite
114 gezeigten neun Bander diagonalisiert. Das unterste Band ist nirgendwo mit
den hoheren Bandern entartet. Die Spektralbereiche des ersten und des zweiten
Bandes iiberlappen jedoch, weil die Energie des Maximums des ersten Bandes bei
W oberhalb der Energie des Minimums des zweiten Bandes bei X liegt. Man
spricht in diesem Fall von Bandiiberlappung. Die Entartungen des dritten und
vierten Bandes im I'-Punkt und des zweiten und dritten Bandes im W—-Punkt sind

symmetriebedingt.

r W X r

Die néchste Figur zeigt das Banderschema von Aluminium. (Die Abbildung ist
aus der folgenden Veroffentlichung entnommen: B. Segall, Phys. Rev. 124, 1797
(1961).) Ein Vergleich mit dem unteren Teil des Schemas der fcc—Struktur fiir
freie Bander in der unteren Figur auf Seite 115 148t erkennen, dafl die Bander von
Aluminium nahezu frei aussehen. Dies riihrt allerdings nicht von einem schwachen
periodischen Potential her, sondern geht auf ein schwaches Pseudopotential
zuriick (siehe Kapitel 16).

1.2
LOF \ & W Q/
ALNEA J e | X
I /A Fermi level
= 08F \ X[Z, ~ 3 K\IIK‘ N
§ I Zy e 2+ A Ks
2 osf Xy oY/ A
] - L,
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L Ay A, !
0.2
T,
r X w L r K X
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Nahezu freie Bander findet man auch bei den Alkali-, Erdalkali- und anderen
polyvalenten Metallen. Das Banderschema von Kupfer, das ebenfalls in der fcc—
Struktur kristallisiert und das in der folgenden Figur gezeigt ist, weicht deut-
lich vom Schema freier Bander ab. Bei genauerem Hinsehen erkennt man zwar
auch hier eine quasifreie Parabeldispersion, die jedoch von einem Gewirr von
fiinf schmalen Bandern durchdrungen ist. Vergleichbar starke Abweichungen vom
Schema nahezu freier Bander beobachtet man fiir die anderen Edelmetalle und fiir
Ubergangsmetalle. (Die Abbildung ist aus der folgenden Veréffentlichung entnom-
men: B. Segall, Phys. Rev. 125, 109 (1962).)

+0.8
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+0.6
A, z,
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W3 (/ \\Q + A /
\ \\ ' Kl
+02} \ N K
\ L, 3
z, \ N
- \Q—
& \
_E) \ X4
2 \ _ z,
Q Fermi level
23]

—-08[

s X w L r K X
Ein Blick auf das Periodensystem klart den Ursprung dieser Komplikation. Die
volle 3d—Schale des Kupferatoms liegt energetisch nur wenig unterhalb der Energie
des 4s—FElektrons. Die atomaren 3d—Zustdande finden sich auch im Kupfermetall
an entsprechender Position wieder. Tatsachlich erkennt man in der obigen Figur
zusatzlich zu den aus dem nahezu freien Banderschema resultierenden Bandern
deutlich fiinf schmale Bander, die auf die fiinf 3d-Orbitale zuriickgehen. Dies
legt eine Konstruktion von Blochfunktionen aus stark gebundenen Atomorbitalen
(anstelle von ebenen Wellen) nahe. Die auf diesem Ansatz basierende Meth-
ode heifit tight—binding oder LCAO—Methode (linear combination of atomic
orbitals), die wir im folgenden diskutieren werden.

Wir nehmen an, wir hitten n Atomwellenfunktionen ¢;(r) (i = 1,...,n), fiir deren
Schicksal wir uns interessieren, wenn die betreffenden Atome zu einem Kristall
zusammengefiigt werden. Es konnte sich zum Beispiel um die fiinf 3d—Orbitale
des Kupferatoms oder um das 2s— und die drei 2p—Orbitale des Kohlenstoffatoms
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handeln. Die n Orbitale auf jedem Atom seien nach der Gleichung

/R oi(r)p;i(r)d*r =6;;  (i,j=1,...,n) (13.52)

orthonormiert.

Indem wir aus diesen Orbitalen die Funktionen
Yiej (v fZ e i —1) (13.53)

bilden, verschaffen wir uns einen Satz von n Funktionen, die nach Konstruktion
offensichtlich die Blocheigenschaft (13.6) besitzen. Wie in der folgenden Figur am
Beispiel von 1s—Orbitalen angedeutet, sind die Atomorbitale auf verschiedenen
Atomen im Gitter jedoch nicht orthogonal aufeinander. Die Abweichung von der
Orthogonalitit wird durch die Uberlappintegrale

) = [l et -Ddr (150 = by) (13.54)

fiir 1 # 0 gemessen. Wir erwarten, dafl die atomaren Orbitale ein guter Aus-
gangspunkt fiir die Beschreibung der Béander sind, wenn ihr Uberlapp klein
ist (|1;;(1)] < 1 fiir 1 # 0). Im folgenden werden wir die Fourierreihe der
Uberlappintegrale

k) = I;(1)e™ (13.55)
1

benotigen, die wir anhand der nachsten Gleichung mit der Gramschen Matrix
der Blochzustande vy ; identifizieren werden.
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Wegen des Uberlapps der Atomorbitale sind die Blochfunktionen (13.53) néamlich
nicht orthonormiert, sondern haben die Skalarprodukte

(Zbk'szg N Z i(kl— Kl ) I (1 — 1/)

LY

1 N/ 1
i(k—k')1 1y ikl 13.56
(1= 1/+1~) N Z %;I 1) ( )

oy Sk S8

Natiirlich sind die obigen Blochfunktionen 1y; keine Eigenfunktionen des Hamil-
tonoperators heg. Darin besteht eben die Ndaherung. Die gendherten Eigenfunktio-
nen sind vielmehr in dem von den Blochfunktionen ¢x; (j = 1,...,n) aufgespann-
ten Vektorraum U,, zu suchen. Im Geiste des Ritzschen Variationsverfahrens
wird man (zu jedem k) den energetisch tiefsten Zustand aus U,,, dann den tief-
sten dazu orthogonalen Zustand usw. aufsuchen. Dies ist gleichbedeutend damit,
den Operator P, het P, zu diagonalisieren, wo P,, der Projektor auf den Unter-
raum U, ist. Um diese Diagonalisierung durchzufiihren, bildet man zunéchst die
Matrixelemente

Aij(l)ﬁ/ 5(r) het @ (x — 1) d>r (13.57)

des effektiven Hamiltonoperators mit den atomaren Orbitalen. Die Matrixdarstel-
lung des Operators P, heg P, ergibt sich damit als

hij (k) = (Vi hett[t1;) = Ze“‘(l ") A1)

LY (1358)
(N—o00) I ]( )

Die Eigenfunktionen
Y=Y Uiy ¢ (13.59)
J

von P, heg P, ergeben sich dann aus dem verallgemeinerten Eigenwertprob-
lem
> hij(k)e; = B() Y Sij(k) ¢;. (13.60)
J J

Man gelangt hier zu einem verallgemeinerten Eigenwertproblem, weil die Ba-
sis, in der der Hamiltonoperator dargestellt wird, nicht orthonormiert ist. In
vielen Darstellungen der tight-binding-Methode wird dieser Umstand ignoriert.
Es ist aber im Sinne einer systematischen Methodik nicht gerechtfertigt, die
Uberlappintegrale I;;(1) (1 # 0) zu vernachlissigen und gleichzeitig die Matrix-
elemente A;;(1) (1 # 0) mitzunehmen.
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Die Energiebidnder des verallgemeinerten Eigenwertproblems ergeben sich als
Losungen der verallgemeinerten Sakulargleichung

det(h;j(k) — E(k) S;;(k)) e = 0. (13.61)

Das verallgemeinerte Eigenwertproblem (13.60) kann auf ein gewohnliches Eigen-
wertproblem zuriickgefithrt werden. Da die Gramsche Matrix .S;;(k) hermitesch
und positiv definit ist, wenn die Blochzustande 1)y ; linear unabhangig sind, kann
man die Eigenvektoren ¢; in (13.60) mittels der Wurzel aus S;;(k) auf neue Eigen-
vektoren abbilden. Die Losungen der Sékulargleichung (13.61) erweisen sich dann
als die n reellen Eigenwerte der hermiteschen Matrix

(his) = (i) ™% (hay) - (S3) 72 (13.62)

Eine Vereinfachung des Eigenwertproblems entsteht dann, wenn die ﬂberlappinte—
grale I;;(1) fiir 1 # O klein gegen 1 sind. Man kann dann nach diesen kleinen
Uberlappintegralen entwickeln und meist auch die l-Summen in (13.55) und
(13.58) auf ndchste Nachbarn beschranken. In erster Ordnung in den kleinen
Uberlappintegralen gilt

1 ‘
(Sij) ™2 =615 — 3 ZGZkI Lij (1) (13.63)
140

und damit

hij = Ay (0) + > ™ [A;;(1) - % 3" (Lim (1) A (0) + Ay (0) 1 (1)) . (13.64)

1£0

Dabei wurde beriicksichtigt, da8 mit den I;;(1) auch die A;;(1) fiir 1 # 0 klein
werden. Wie schon oben erwéhnt wére die Vernachléssigung der I;;(1) fiir 1 # 0 in
(13.64) nicht systematisch, weil die A;;(1) fiir 1 # 0 gegeniiber den A;;(0) so klein
sind wie die I;;(1) gegeniiber den I;;(0) = d;;. Deshalb sind A(1) und A(0)I(1) von
der gleichen Groflenordnung.

Als ein einfachstes Beispiel betrachten wir ein Band, das aus einem atomaren s—
Orbital ¢(r) (n = 1) in einem fee-Gitter durch Uberlapp mit den 12 néchsten
Nachbarn entsteht. Neben der Energie A(0) brauchen wir die Integrale A(l) und
I(1), die hier fiir alle 12 Nachbarn identisch sind, weil ¢(r) kugelsymmetrisch und
heg Op—symmetrisch ist. Mit den 12 Translationen zu den néchsten Nachbarn
1= 5(0,£1,%1), 5(£1,0,£1), §(£1,£1,0) erhalten wir den Strukturfaktor

. i _ g % ak., ak, ak, ak, ak,y
k)—Ze = 4(cos 5 COS 5~ +co 5 5 5 5 ). (13.65)

Unter Verwendung der Energie (1 ist eine der dquivalenten Translationen zu den
néchsten Nachbarn)
B = A(l) — A(0)I(1) (13.66)
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bekommt damit das s—Band die Dispersion
E(k) = A(0) + Bf(k). (13.67)

Einsicht in das Vorzeichen des Bandbreiteparameters B erhalt man, indem man
den effektiven Hamiltonoperator aufspaltet in einen atomaren Hamiltonoperator

am Gitterplatz 0

1
he = 5]02 + v, mit hep = E,p, (13.68)

zu dem das atomare Orbital ¢ Eigenzustand ist, und eine Potentialkorrektur v—wv,,
so daf
hett = hq + (v — vg) (13.69)

gilt. Wenn wir den Potentialnullpunkt des Kristallpotentials v so legen, daf es
sich tief im Atom 0 an das Atompotential v, anschmiegt, dann ist das Differenz-
potential v — v, auflerhalb des Atoms 0 negativ. Die Verhiltnisse sind in der
folgenden Figur dargestellt.

g

Wir erhalten nunmehr (fiir beliebige Gittervektoren 1)

AQ) = B, 1(1) + / 4% (1) (0(r) — va(0))(r — 1) = EI(1) + C(1).  (13.70)

Hier definiert die letzte Gleichung die Energien C(1), mit denen sich der Band-
breiteparameter (13.66) als

B=C(l) - C(0)I(1) (I ndchster Nachbar von 0) (13.71)

schreibt. Hier mufite die Energie E, herausfallen, da die Bandbreite nicht von
der Wahl des Energienullpunktes abhéngen kann. Wenn wir, wie in der obigen
Figur dargestellt, fiir das s—Orbital ¢ > 0 annehmen, sind die Energien C(1)
negativ. Unter Vernachlissigung des Uberlapps I (1) fiir 1 # 0 wiirde man sofort auf
B < 0 schlieflen konnen. Der zweite Term in (13.71) erschwert diese Abschitzung
erheblich und fiihrt offenbar in jedem Fall zu einer Reduktion der abgeschatzten
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Bandbreite. Es zeigt sich jedoch, dafl im allgemeinen der erste Term in (13.71)
dominiert und damit das negative Vorzeichen von B bestimmt.

N =
—
12B E E E E E 1128
r X W L r U X

Die der Gleichung (13.67) entsprechende Bandstruktur ist unter Beriicksichtigung
von B < 0 in der obigen Figur dargestellt. Die Bandbreite des tight-binding—
Bandes ist 16B. Man erkennt eine konstante maximale Bandenergie 4|B| auf den
Linien X — W am Rand der Brillouinzone, die zu einer divergierenden Zustands-
dichte an der oberen Bandkante fiihrt, weil die Bandenergie um den Punkt W ein
quartisches Maximum besitzt. In der Umgebung des Zentrums I" der Brillouinzone
gilt die Entwicklung

E(k) = A(0) — Bak* + O(k*). (13.72)

Daher ist die effektive Masse dieses tight—binding—Bandes isotrop und hat den

Wert
1

- 242B°

Offenbar hat diese Masse iiberhaupt keine direkte Beziehung zur Masse m, freier
Elektronen und kann sehr viel grofler als m. sein.

m*(T) (13.73)

Fiir eine Berechnung der Valenzbander von Diamant in tight-binding-Naherung
mufl man neben dem 2s—Orbital die drei 2p—Orbitale

Pop,(2,y,2) (T) = (2,4, 2) - uzp(r) (13.74)

berticksichtigen, wobei ug, eine gemeinsame Radialwellenfunktion ist. Die Zahl der
hierbei auftretenden unabhéngigen Uberlapp— (I) und Potentialmatrixelemente
(A) 1a8t sich durch Ausnutzung der lokaler Symmetrie sehr einschranken.

Die d-Bénder im Kupfer (siehe die Bandstruktur auf Seite 119) kann man aus den
fiinf 3d-Orbitalen

¢3d,i(r) = (xy,yz,zm,xQ —?/27222 —.IQ _yQ) 'USd(T> (Z = 1775) (1375)
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konstruieren.

Den Ubergang zwischen den verschiedenen in diesem Kapitel besprochenen Re-
gimen kann man mittels eines einfachen Gedankenexperiments veranschaulichen.
Man denkt sich die Atome in einem Kristallgitter angeordnet und 1at die Git-
terkonstante a kontinuierlich von grofien Werten, bei denen die einzelnen Atome
vollig isoliert voneinander sind, auf kleine Werte schrumpfen. Dabei werden die
scharfen atomaren Niveaus zunachst zu Béndern aufgeweitet, die man in der
LCAO-Naherung beschreiben kann. Bei weiterer Reduktion des Gitterabstands
beginnen die Bander zu iiberlappen und man néhert sich schliefflich dem Regime,
in dem die Elektronen nahezu frei sind, weil die kinetische Energie tiber die po-
tentielle Energie dominiert. Die qualitative Abhangigkeit des Spektrums der Ein-
teilchenenergien vom Gitterabstand a ist in der folgenden Figur dargestellt.

nahezu freie Elektronen

—— Banduberlappung

A

atomare
Niveaus

\%

Yo
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14. Thermodynamik der Elektronen im Festkorper

Nachdem wir die wesentlichen Eigenschaften der Einelektronenzustiande in einem
Kristall diskutiert haben, wollen wir jetzt die aus ihnen aufgebauten Vielelektro-
nenzustande betrachten. Wie wir wissen, werden diese im Geiste der Einelektro-
nennaherung als Slaterdeterminanten aus den Einteilchenzustanden gebildet.
Die Elektronen werden im Rahmen der Einelektronennaherung als ein ideales
Fermigas aufgefafit. Bei einer groffkanonischen Beschreibung des thermischen
Gleichgewichts wird jeder Einteilchenzustand der Energie E mit der durch die

Fermifunktion .

f(E—p)= F /T 1 (14.1)

gegebenen Wahrscheinlichkeit besetzt. Hier ist T' die absolute Temperatur — in
unseren atomaren Einheiten entfallt die Boltzmannkonstante und Temperaturen
werden in Rydberg gemessen — und p das chemische Potential, das durch die
vorgegebene mittlere Gesamtzahl der Elektronen bestimmt wird, die durch die
Forderung der Ladungsneutralitat festgelegt ist.

Af
1

E

Ahnlich wie bei den Phononen geht auch in die Thermodynamik der Elektronen
nicht die detaillierte Bandstruktur, sondern nur die Zustandsdichte der Ein-
teilchenzusténde ein. Sie ist im thermodynamische Limes durch

N(E) =3 Ni(E),  Ni(E) = %/Bzd?’k 0(E — E;(k)) (14.2)

gegeben. Da die Zahl der Bander hier anders als die der Phononenzweige
unbeschrankt ist, haben wir hier die Zustandsdichte jedes Bandes auf 1 normiert:

/ N (B)dE ~ 1. (14.3)

(Bei den Phononen hatten wir die Zustandsdichte aller 3r Zweige zusammen auf
1 normiert.)
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Mittels der Zustandsdichte lautet die Gleichung zur Bestimmung des chemischen

Potentials
Er

n:/ f(E—pu)N(E)dE (= N(E)dE), (14.4)
wobei n die temperaturunabhéngige Zahl der Elektronen pro Elementarzelle ist.
Obschon hier die untere Grenze des Spektrums nach —oo gelegt wurde, kann man
von den stark gebundenen Elektronen in tiefen gefiillten Bandern absehen. Denn
fiir sie gilt fiir alle relevanten Temperaturen f(E — ) = 1, so daf sie in n und in
N(FE) weggelassen werden konnen. Mit dieser Konvention hat n die Bedeutung
einer Dichte der Valenzelektronen und N(E) die einer Zustandsdichte der
Valenzbander.

Im hier diskutierten Banderbild gibt es fiir die Natur des elektronischen Grundzu-
standes eines Kristalls nunmehr zwei grundsétzlich verschiedene Alternativen. Das
chemische Potential u(7" = 0) = Ep, auch Fermienergie genannt, kann entweder
in einen Bereich positiver Zustandsdichte N(Er) > 0 fallen oder in eine Liicke
zwischen den Béndern, N(Er) = 0.

AN

E

Isolator ! Metall
Er Er

Der entscheidende Unterschied zwischen beiden Fallen besteht in der Natur des
Spektrums der elektronischen Anregungen. Im ersten Fall gibt es elektronische An-
regungen mit beliebig kleiner Energie, wahrend man im zweiten Fall eine endliche
Energie von der Breite der Liicke zwischen den Bandern fiir die tiefste Anregung
benotigt. Insbesondere kann man — der Grundzustand ist wegen (13.30) stromlos —
im ersten Fall mit beliebig kleinem Energieaufwand einen stromtragenden Zustand
erzeugen, im zweiten Fall braucht man dazu pro Elektron mindestens eine Energie
von der Breite der Liicke. Man hat es also im ersten Fall mit einem Metall zu
tun, im zweiten Fall mit einem Nichtleiter. Bei kleiner positiver Zustandsdichte
an der Fermienergie spricht man von einem Halbmetall, bei gentigend kleiner
Bandliicke von einem Halbleiter. Wir kommen so zu einer Klassifikation von
Festkorpern nach ihren elektronischen Eigenschaften.

Es entsteht jetzt die Frage, bei welchen Kristallen die Fermienergie in einer
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Bandliicke liegt und bei welchen nicht. Zur Kliarung dieser Frage sind zwei Ge-
sichtspunkte von Bedeutung:

a) Die Zahl der Punkte in der Brillouinzone ist gleich der Zahl der Elemen-
tarzellen, d.h. ein Band nimmt insgesamt genau ein Elektron pro Ele-
mentarzelle auf.

b) Jedes Band ist aufgrund der Spinquantenzahl zweifach entartet. Dies
ist unbedingt bei der j—Summation in Gleichung (14.2) zu beriicksichtigen.
(Die Spinentartung kann durch die Spin—-Bahn—Kopplung aufgehoben werden,
siehe z.B. den Halbleiter Germanium. Entscheidend ist in jedem Falle, dafl
man die Bander korrekt abzahlt.)

Unter Beachtung dieser beiden Punkte konnen wir jetzt z.B. die elektronischen
Eigenschaften der Elemente verstehen. Die Alkalimetalle und die Edelmetalle
mit einem Valenzelektron pro Elementarzelle besitzen ein nahezu freies, wegen des
Spins zweifach entartetes s—Band, das genau halb gefiillt ist und mit Sicherheit
ein metallisches Verhalten ergibt. Ahnliches gilt fiir die trivalenten Elemente,
bei denen die stark iiberlappenden drei p—Béander, die insgesamt sechs Elektronen
aufnehmen konnen, nur eines enthalten — zwei Elektronen fiillen das s—Band —, so
da die Fermienergie notwendig innerhalb der p-Béander liegt.

Die Tendenz der Elemente mit ungerader Valenz, gute Metalle zu bilden, setzt
sich allerdings in der 5. und 7. Gruppe nicht fort. Die steigende Fahigkeit zur Bil-
dung kovalenter Bindung mit wachsender Zahl der Valenzelektronen bewirkt,
dal hier die Elementarzelle zwei Atome enthélt. Die zehn bzw. vierzehn Elek-
tronen pro Elementarzelle haben dann die Moglichkeit, Bander ganz zu fiillen,
falls diese nicht im Bereich der Fermienergie iiberlappen. Offenbar — dies ist eine
generelle Erscheinung im gesamten Periodensystem — wachst die Bandiiberlappung
mit der Schwere der Elemente und die Bandliicken wachsen mit ihrer Leichte. So
ist z.B. Wismut (Bismut) ein Halbmetall und Stickstoff (/No: Molekiilkristall)
ein Nichtleiter. Auch Wasserstoff ist nicht etwa ein Alkalimetall, sondern bildet
wie Stickstoff einen Molekiilkristall Hs.

Zu den Elementen mit gerader Valenz ist folgendes zu sagen. Die Erdalkalien sind
aufgrund des Uberlapps der s— und p—Valenzbéinder Metalle. In der vierten Gruppe
erzwingt die kovalente Bindung bei den leichten Elementen eine Diamantstruktur
mit zwei Atomen pro Elementarzelle und die acht Valenzelektronen pro Elemen-
tarzelle fiillen gerade die kovalent bindenden s— und p-Bénder und es entsteht
eine Bandliicke zu den antibindenden s— und p—Béandern. Beim Blei dagegen
reicht der kovalente Charakter nicht aus und es bildet eine Bravaisstruktur mit
Bandiiberlapp und ist deshalb metallisch.

Aus dem Béanderbild folgt die eine unzweifelhafte Aussage:

Alle Kristalle mit einer ungeraden Zahl von Elektronen pro Ele-
mentarzelle miissen Metalle sein.

Systeme, die diese Regel verletzen, weisen auf die Grenzen der Giiltigkeit
des Banderbildes hin. Ein aktuelles Gegenbeispiel fiir die obige Regel bildet
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die Verbindung Lay;CuQOy4, eine Muttersubstanz der Hochtemperatursupraleiter.
Wenn man von einer kleinen strukurellen Verzerrung und einer antiferromagneti-
schen Fernordnung absieht, die bei tiefen Temperaturen auftreten, enthalt diese
Verbindung eine Formeleinheit pro Elementarzelle. Wegen der Ordnungszahl 29
des Kupferatoms ist daher die Zahl der Elektronen pro Elementarzelle ungerade
und die Verbindung miifite metallisch sein. Sie ist jedoch ein Isolator mit einer
ziemlich groflen Liicke fiir Ladungsanregungen.

Das Versagen des Béanderbildes bei dieser Verbindung beruht auf starken elek-
tronischen Korrelationen, die durch die Einelektronenndherung ignoriert wer-
den und fiir die falsche Prognose im Béanderbild verantwortlich sind. Das Prinzip
dieses Effektes wurde von Neville Mott durch ein einfaches Gedankenexperiment
erhellt und man nennt solche Systeme daher auch Mott—Isolatoren.

Nach Mott stellen wir uns vor, wir konnten Alkaliatome auf ein bee—Gitter mit be-
liebig manipulierbarer Gitterkonstante setzen. Bei der normalen Gitterkonstante
sagt das Banderbild korrekt voraus, dafl dieser Kristall metallisch ist. Fiir sehr
grofle Gitterkonstanten sind die Atome jedoch véllig isoliert voneinander. Fiir eine
Ladungsverschiebung mufl man dann ein Elektron von einem Alkaliatom auf ein
anderes transferieren. Dieser Prozess

Alk + Alk — Alk™ + Alk™ (14.5)

kostet eine recht grofle positive Energie, die die Ladungsliicke des Kristalls kenn-
zeichnet, und das System ist daher ein Isolator. Mott hat aus dieser I“Jberlegung
geschlossen, dafl bei Verkleinerung der Gitterkonstanten ein Phaseniibergang von
einem isolierenden zu einem metallischen Verhalten stattfinden mufl. Man nennt
diesen Phaseniibergang danach einen Mott—fjbergang.

Offenbar kann die Fermienergie bei der Temperatur 7" = 0 fiir Isolatoren irgendwo
in der Bandliicke liegen. Bei Metallen ist dagegen nicht nur die Fermienergie
eindeutig festgelegt, sondern durch die Gleichungen

Ej(k) = Ep (14.6)

wird jedem teilweise gefiillten Band eine Fliche von Zustdnden in der Brillouin-
zone, deren Energie an der Fermienergie liegt, eine Fermiflache, zugeordnet. Der
gefiillte Teil der Brillouinzone, dessen Oberflache die Fermiflache bildet, heifit auch
Fermikorper. Die Gestalt der Fermiflache spielt fiir viele Eigenschaften eines
Metalls eine wesentliche Rolle.

Fermiflachen haben oft sehr komplizierte Gestalten. Das Zustandkommen solcher
Gestalten kann man sich leicht anhand der im letzten Kapitel ausfiihrlich disku-
tierten Bandstruktur freier Elektronen verdeutlichen. Wir zeigen das in der Vor-
lesung zunachst mittels freier Elektronen auf einem Quadratgitter und danach auf

einem fcc—Gitter. Letztere Betrachtung erklart wesentliche Ziige der Fermiflachen
der Metalle Cu, Ca, Al und Pb.

129



In der folgenden Figur zeigen wir noch einmal die Bandstruktur freier Elektro-
nen auf dem fcc—Gitter aus Kapitel 13. Eingezeichnet sind hier zusatzlich die
Fermienergien fiir n = 1,2,3 und 4 Elektronen pro Elementarzelle. Diese Fer-
mienergien berechnet man hier leicht im Rahmen des ausgedehnten Zonenschemas,
in dem die Fermifliche eine Kugel ist. Die Dichte der Elektronen ist p = 4n/a3,
wenn a die Gitterkonstante der (vierfachen) konventionellen Elementarzelle ist.
Mittels der Regel (7.25) kénnen wir die Dichte mit dem Volumen der Fermikugel
in Beziehung setzen und erhalten so unter Beriicksichtigung der zweifachen Spin-
entartung

2 4rm 4 kF_2_7r<3n)1/3

_ k% 27
p_(27r)3 3 a ‘27 B

_(2my2, 3n 2/
2_(a)(4\/§7r) . (14.7)

) EF'

Bandstruktur fcc-Gtter
T X W L T U

T X W L r U X

Wir kommen jetzt auf die Berechnung der Thermodynamik der Elektronen im
Bénderbild zuriick. Aus der Diskussion um Gleichung (12.28) wissen wir, daf§ fiir
die Berechnung der inneren Energie die Bandstruktur nicht ausreicht, weil eine
Doppelzahlung der Wechselwirkungsenergien zu vermeiden ist. Da die Entropie
jedoch ein Funktional der Dichtematrix alleine ist, konnen wir fiir sie die fiir ideale
Fermigase bekannte Formel verwenden und erhalten so

B ()~ B(E;(k) — )
S = ;[ln (1+ e PER-m)Y 4 = e—JmEj(k)—u) l. (14.8)
J

Hier kann man die Summe durch ein Integral iiber die Zustandsdichte (14.2) er-
setzen, weil die Summanden nicht explizit vom Wellenvektor k abhangen. Fiir die
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Entropie pro Elementarzelle s erhalt man damit die Formel

7 —pE—pyy . PE—)

5= /_Oiln (1+e )+ = e—ﬁ(E—u)] N(E)dE. (14.9)
Durch Differentiation nach der Temperatur leiten wir aus der Entropie s die spezi-
fische Warme ¢ = T'ds/dT pro Elementarzelle ab. Wir benutzen dazu die Identitét

T T e* d 1

d
dm[n< e )+1—|—6_$] (e +1)2 xdm<em+1)’ ( )
aus der mittels der Kettenregel die Identitat
d (B BE — p) df(E—p)
B(E—p) - _
[ (1+e )+ 1 " —sw) = BE = (14.11)

folgt. Fiir die spezifische Warme erhalten wir damit die Formel

c:/oo(E—,u)WN(E)dE:/OOEWN(EME. (14.12)

— 00 — 00

In dieser Formel ist eine eventuelle Temperaturabhangigkeit der Bandstruktur
nicht beriicksichtigt. Der Term proportional zu p konnte wegen dn/dT = 0 (siehe
(14.4)) weggelassen werden. Man beachte aber, dafl wegen

df(E_M):(_ﬁ)[E_M d_,u]

dr dE

o (14.13)

in (14.12) auch die Temperaturabhéngigkeit des chemischen Potentials y eine Rolle
spielt.

Aus (14.12) kénnen wir nun schliefilich auch die innere Energie u pro Elemen-
tarzelle ablesen. Wegen ¢ = du/dT erhalten wir ndmlich sofort

u=Au+ /OOE f(E — p) N(E)dE. (14.14)

Hier ist Aw die aus (12.28) ersichtliche Korrektur, die die Doppelzdhlung der
Wechselwirkungsenergie im Grundzustand vermeidet. Bis auf diesen temperatur-
unabhéangigen Term ergibt sich daher die innere Energie aus der Summe der Ener-
gien aller besetzten Einteilchenzustande.

Wir werden im folgenden die sehr voneinander verschiedenen thermodynamischen
Eigenschaften von Metallen und Nichtleitern im Grenzfall tiefer Temperaturen
diskutieren. Wir beginnen mit den Metallen, bei denen die Zustandsdichte N(EF)
bei der Fermienergie positiv ist. Nach Arnold Sommerfeld ist das folgende Ver-
fahren benannt, mit dem man eine Tieftemperaturentwicklung von Integralen
der Form

1) = [ om) (5 - ar (14.15)

— 00
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(siehe die Gleichungen (14.4) und (14.14)) erzielt. Hier kann g(E) eine Funktion
sein, die fiir £ — —oo hinreichend schnell verschwindet und fiir £ — oo nicht oder
schwécher als exponentiell anwéchst. Unter Benutzung der Stammfunktion

E
G(E) = /_ g(E')dE' (14.16)

fliihren wir zunéchst eine partielle Integration durch und erhalten

de M))d

I(T) = G(E) J(E - u|°° /G E. (14.17)

Die Sommerfeldentwicklung beruht nunmehr auf der Beobachtung, dafi die
Ableitung der Fermifunktion —df(E — p)/dE bei tiefen Temperaturen eine bei
der Energie ' = p zentrierte Darstellung der )—Funktion ist. Man erreicht daher
durch die Substitution £ = p+ 71"z eine entwickelbare Form des Integrals, sofern
G(F) um E = u entwickelbar ist. Wir erhalten dann die asymptotische Reihe

> dx iy a0 2" dx
= Glu+T -2) —s— = el / _. 14.18
/_oo (h z) 4cosh2§ nZ:() n! () —oo4COSh2% ( )
—_—
=1,

Die Integrale I,, verschwinden fiir ungerade n und haben fiir die ersten geraden n

die Werte

w2 T

- I, = . 14.19
37 T ( )

Damit finden wir die Tieftemperaturentwicklung

Iy=1, I,=

™, 2 7t 1 4
HT) = G(p)+ g/ (1) T° + 559" () - T + ... (14.20)
Wir wenden diese Entwicklungsformel zunéchst auf die Teilchenzahlbilanz (14.4)
an, wobei wir g(E) = N(FE) setzen. Indem wir mit der Gleichung (14.4) die
Differenz n(7T") — n(0) = 0 bilden, erhalten wir

% 2 2
0= N(E)dEJr%N’(,u) T2y~ (H—EF)N(EF)+%N’(EF) T2
E

) (14.21)

und schliellich J1n N(E)

n

pp- Tzt NE), L 14.22
p="Er—— dE |E=Ep + ( )

Qualitativ kann man dieses Ergebnis leicht einsehen, weil angesichts der Symmetrie
der abschmelzenden Fermifunktion um g herum eine Asymmetrie der Zustands-
dichte eine entsprechende Verschiebung des chemischen Potentials zur Fixierung
der Teilchendichte erforderlich macht.
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Die Sommerfeldentwicklung der Gleichung (14.14) fiir die innere Energie ergibt
mit g(F) = EN(E)

2
6
H 2

:u0~|—/ EN(E)dE + — (uN'(p) + N(u)) - T* + ...

Ep 6 (14.23)
2

— o+ (4 — Ep) Ep N(Ep) + % (Ep N'(Ep) + N(Ep)) -T2+ ...

u:Au%—/uEN(E)dE%— (WN(p) -T?+ ...

7T2 2
=ug+ & N(Ep) T+ ...

Bei dieser Rechnung ergab sich zuletzt eine aus (14.21) folgende Kompensation,
die die Verschiebung des chemischen Potentials eliminierte und zu einem wiederum
qualitativ leicht verstandlichen Endergebnis fiihrte: Der Anstieg der inneren Ener-
gie mit der Temperatur rihrt daher, daf§ beim Abschmelzen des Fermieisblocks
ein Bruchteil 7' N(Er) der Elektronen ihre Energie um einen Betrag von etwa T
erhohen.

Die aus (14.23) folgende spezifische Wérme hat bei tiefen Temperaturen das be-
kannte lineare Verhalten

2
c:%N(EF)-T+.... (14.24)

Da die obigen Entwicklungen nach Potenzen von T'N(Erp) ~ T/Epr < 1 fort-
schreiten, spielen hohere Terme der Entwicklung im allgemeinen keine Rolle.

Als nachstes werden wir die Tieftemperaturentwicklung fiir Nichtleiter diskutieren.
In diesem Falle ist es sinnvoll, die Zustandsdichte in die der Valenzbander und die
der Leitungsbander aufzuspalten:

N(E) = N,(E) + Ny(E). (14.25)

Wegen der Grundzustandbedingung
n= / N, (E)dE (14.26)
kann man dann die Bilanzgleichung (14.4) in die Form

Ny = /00(1 — f(E = p)) Ny(E)dE = /_Oof(E — ) N(E)dE =n;  (14.27)

— 00

bringen, nach der die Dichte der Locher im Valenzband n, gleich der Dichte der
Teilchen im Leitungsband n; ist. Fiir beide Integrale in (14.27) fithren wir neue
Integrationsvariable ein, die in der folgenden Figur anschaulich definiert sind. Wir

133



ersetzen F—p im Valenzbandintegral durch —A, — FE,, und im Leitungsbandintegral
durch A; + E;. Aufgrund der Identitét

1= f(B—p) = f(u—E) (14.28)

bringen wir damit die Gleichung (14.27) in die Form

Ny = / f(Av+Ev) Nv(,u_Av_Ev) dEv - / f(Al+El) NZ(N+AZ+EZ) dEl =n.
0 0
A

(14.29)
N
NV
N
| A 1
1 AV | A| | 5
e \ e -
Ey U E, E

Fiir Temperaturen 7' < A, /; konnen wir nun die Fermiverteilungen wegen F, ;; >
0 durch Boltzmannverteilungen ersetzen:

f(A+E) = e AFET L O(em2A+E)/T), (14.30)

Anhand der Substitution £, = T -z in den Integralen von (14.29) erkennt man,
daf} die dominierenden Beitrage zu den Integralen von den Bandkanten herriihren.
Die Zustandsdichten in der Nahe der Bandkanten verhalten sich wie

Nv(,U,—AU —Ey) Evm(1+O(Ev))a

(14.31)
N, (,u+Al —|—El) =\ E (1+O(El>).
Damit ergibt die Auswertung der Integrale
Ny = oy - S0/ T / e P/TVEdE - (1+O(T/A))
0 (14.32)

_ g o T Pe™ 20/ (14 0(T/A)).

Die Aufspaltung der Liicke A in A, + A; héngt von der Lage des chemischen
Potentials ab. Durch Bilden des geometrischen Mittels

Ny =Ny = /Mgny = %\/ﬂévél T3/2 =227 (14 0(T/A)) (14.33)
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wird diese Abhéngigkeit eliminiert. Eine Beziehung zur Bestimmung des chemi-
schen Potentials erhalt man schliellich aus der Gleichung

G

nofnp =1 =2 @20/ (14 O(T/A)), (14.34)

die mit A = A, + A; auf

AT & ,

fiihrt. Im Grenzfall T" — 0 liegt also das chemische Potential genau in der Mitte
der Liicke und seine Temperaturdrift ist linear in T'. Es ist klar, dafl die Lage des
chemischen Potentials bei Halbleitern sehr empfindlich auf Dotierung reagiert.

Die Koeffizienten ¢,,; hingen von den effektiven Massen der Bander im Valenz-
bandmaximum bzw. Leitungsbandminimum ab. Wenn ein Band in Hauptach-
senkoordinaten die asymptotische Form

ky
Ek)~> oy (14.36)
v=1 v

hat, erhédlt man aus der Formel (14.2) fiir seine Zustandsdichte nach Her-
ausskalierung der effektiven Massen aus dem Integral ohne Miihe das Ergebnis

1 4
N(E) = 1= /d3k6(E— E(k)) ~&-/|E| mit ¢ = V—Z,/Q\m;m;mg\. (14.37)

e e

Da diese Formel fiir ein einzelnes Band gilt, mufl man bei den ¢,, in Glei-
chung (14.33) noch die Bandentartungen (insbesondere aufgrund des Spins)
beriicksichtigen.

Die Zahl der Elektronen und Locher, die unter anderem auch ein wesentlicher As-
pekt fiir die Bestimmung der elektrischen Leitfahigkeit ist, wird nach Gleichung
(14.33) in erster Linie durch den Faktor e=2/2T bestimmt. Die extreme Para-
meterempfindlichkeit dieses Faktors soll durch das folgende Zahlenbeispiel verdeut-
licht werden. Bei Raumtemperatur, 7' = 300 K, finden wir fiir zwei Nichtleiter mit
um einen Faktor 6 verschiedenen Liicken folgende Zahlen:

1 —-10 ~ —4
A= 3eVRO6000K - —apr_Jem '~107° 14.38
{ 3eV =~ 36000 K ° =60 ~ 1024 ( )

024 020

Im ersten Fall befinden sich im Mittel von 10°* Elektronen etwa 10" im Leitungs-
band, im zweiten Fall nur ein einziges. Der erste Fall ware typisch fiir einen
Halbleiter, der zweite ware ein hervorragender Isolator.
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Zur Berechnung der spezifischen Warme gehen wir von der Gleichung (14.14) fiir
die innere Energie aus, die wir hier in der Form

w=o+ [ E[(f(E = p) = 1) Nu(B) + (E ) Ni(E)| dB
ey (14.39)
— u +/ (B — 1) [(F(E = ) = 1) Nu(E) + f(E — p) M(E)] dE

— 0

verwenden. Hier haben wir wegen (14.27) den Faktor E durch E — u ersetzen
konnen. Unter nochmaliger Benutzung der Identitdt (14.28) und derselben Inte-
grationsvariablen wie in (14.29) gelangen wir zu dem Ausdruck

U = ug —I—/ (A, + Ey) f(Ay + Ey) Ny(p— Ay, — E,) dE,
0

+/ (A +E) f(A +E )N (p+ A + E)dE;
0

= ug + (AU Ny + A -nl) . (1 + O(T/A)) =ug+ A - UBYIS (1 + O(T/A))
(14.40)
Dies ist wieder ein sehr anschauliches Ergebnis, weil bei der Temperatur 7" im Mit-
tel n, = n; Elektronen pro Elementarzelle um die Energie A angehoben werden.

Bei der Berechnung der spezifischen Warme kommt der fithrende Beitrag von der
Differentiation der Exponentialfunktion und man erhéalt

c= % ny - (L+O(T/A)) = i NZTE % e 22T (14 0(T/A)). (14.41)

Ein Vergleich der phononischen und elektronischen spezifischen Warmen zeigt,
dafl in Nichtleitern bei tiefen Temperaturen die Debyesche spezifische Warme ¢
(T/Op)? die Oberhand gewinnt, wihrend in Metallen die lineare elektronische
spezifische Warme fiir Temperaturen unterhalb 7" « © p/Np© p dominiert.

Wir weisen ausdriicklich auf das Auftreten der halben Liicke A/2 in der Expo-
nentialfunktion hin, die die Dichte der Anregungen (14.33) bestimmt. Dies geht
in der grofkanonischen Behandlung darauf zuriick, daf3 die Anregungen nach der
Fermistatistik vom chemischen Potential aus zu messen sind, das bei tiefen Tem-
peraturen genau in der Mitte der Liicke liegt. Da es in der kanonischen Gesamtheit
kein chemisches Potential gibt, stellt sich die Frage, wie die spezifische Warme
(14.41) im Rahmen einer kanonischen Behandlung zustandekommen kann. Wir
werden im folgenden eine kanonische Berechnung der freien Energie eines
verdiinnten Teilchen—Loch—Plasmas vorstellen.

In der kanonischen Gesamtheit miissen wir die Zahl der Elektronen strikt festhal-
ten und es gibt kein chemisches Potential p. Wir nutzen die Energie p in der
Figur nach Gleichung (14.29), die vollig beliebig gewéhlt werden kann, hier als
Energienullpunkt. Dann erhoht sich die Energie durch Hinzufiigen eines Teilchens
um A; + E; und durch Hinzufiigen eines Loches um A, + F,. Die Erhaltung der
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Elektronenzahl bedeutet, dafl alle Anregungen genau so viele Teilchen wie Locher
enthalten miissen. Ein angeregter Zustand mit n Teilchen—Loch—Paaren hat dann
die Energie

n
E=) (A+E(p,) + Ay + Ey(q)). (14.42)
v=1

Bei der Berechnung der sich daraus ergebenden kanonischen Zustandsumme ist
zu beachten, dafl jede Konfiguration von Teilchen—Loch—Paaren {p, }7, {q,}T nur
einmal zu zéhlen ist. Dies konnen wir beriicksichtigen, indem wir nach der un-
abhingigen Summation iiber alle p, und q, durch (n!)? dividieren. Wir erhalten
somit die kanonische Zustandssumme

Z e_g(AH—El (py)+Av+Ev(ql/))

”1 ! {pu}{qu}

— Z Z —ﬂ(Alﬂ-El(p)"-Av—i—Ev(q))}n' (14.43)
n=1 Ppa )
—a ez
Hier haben wir die Zustandssummen
Zy)l = Ze—ﬁ(ﬂv/ﬁffu/z(p)) (14.44)

eines Loches und eines Teilchens als Hilfsgroflen eingefithrt. Nach der Stirling-
formel konnen wir (n!)? fiir groe n durch (2n)!/2%" ersetzen. Der Fehler, den wir
dabei fiir kleine n machen, ist thermodynamisch irrelevant. Wir erhalten daher
weiter

Z =1+ Z —) [2\/21,2[] = Cosh<2\/zyzl> ~ e2VEE (14.45)
n=1
Die freie Energie
1 1
F= 3 InZ ~ —52\/21)2[ (14.46)

ist daher durch das geometrische Mittel der Zustandssummen z, und z
gegeben. Dies erkliart im Rahmen der kanonischen Rechnung das Auftreten der
halben Liicke. Die Zustandssummen berechnen sich ndmlich zu (N ist die Zahl
der Elementarzellen)

zon =€ P2 N. [ N, (E) e PEPdE ~ e PRnN iav/l 32, (14.47)

0 N —
~E, VE
Damit wird die freie Energie pro Elementarzelle schliefllich
f=—\/mé,e T e 22T (14.48)
und die spezifische Warme
c= —Tﬁ e & A e 22T (14 0(T/A)) (14.49)
or? 4 T ‘

reproduziert genau das Ergebnis (14.41).
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15. Dynamik von Bandelektronen

Bei Anwesenheit eines dufleren elektromagnetischen Feldes, beschrieben durch ein
Skalarpotential ®(r) und ein Vektorpotential A(r), haben wir anstatt des effek-
tiven Hamiltonoperators (13.1) den Hamiltonoperator

hett (9, A) = = (p + A(r))” + v(r) — &(r) (15.1)

DN | =

zu betrachten. (Wir haben hier in atomaren Einheiten das Vorzeichen der Elek-
tronenladung beriicksichtigt.) Im allgemeinen Fall haben wir es dann mit einem
vOllig neuen Problem zu tun, insbesondere, weil ® und A nicht gitterperiodisch
sind. Bei geniigend schwachen Feldern E = —grad ® — A und B = rotA sollte
man allerdings meinen, dafl man deren EinfluB durch Storungsrechnung behan-
deln kann. Ein elektrisches Feld von 10* V/cm entspricht einem Potentialgefille
von 10~%eV /A und stellt folglich eine duBerst schwache Stérung des Kristallpoten-
tials v(r) dar, das von der GroéBenordnung eEy = Rydberg/A ist. Ahnlich schitzt
man die Groflenordnung typischer magnetischer Storungen ab: Mit dem Bohrschen
Radius ap = h*/me? und dem magnetischen FluBquant ®; = hc/e schreiben sich
die Anderung des Vektorpotentials iiber eine Gitterzelle als etwa A ~ aoB und ein
typischer Impuls als p &~ h/ag und daher erhalten wir das Verhéltnis

e 2.3
CANeaoB_B d m-e’c

~ — it By = = = 2.35.107 GausB. 15.2
p  ch/ag Bo o 07 2ra2 B3 ’ o (152)

Die 1tiblichen irdischen Magnetfelder sind also ebenfalls sehr kleine Storungen.

Leider geniigt diese einfache Uberlegung nicht, weil fiir kleine Felder die Potentiale
nicht global klein bleiben. Fiir homogene Felder, auf die wir uns hier beschranken
wollen, wahlen wir die Potentiale als

O(r) = —r-E, A(r) = %B X T. (15.3)

Zwar kann man durch geeignete Eichung die Potentiale an jeder gewiinschten
Stelle zum Verschwinden bringen, aber an einer weit entfernten Stelle werden
sie dann grofl. Trotz dieser Schwierigkeit ist es moglich, die Kleinheit der
Felder auszunutzen und eine Theorie zu formulieren, die sich wesentlich auf die
ungestorten Bander stiitzt: die Theorie des halbklassichen effektiven Peierls—
Hamiltonoperators.

Da die Storungen lokal klein sind, ist es wiinschenswert, den effektiven Hamilton-
operator (13.1) in einer Basis von rédumlich gut lokalisierten Funktionen darzu-
stellen. Diese Funktionen sollen gleichzeitig eng mit den Bandern zusammen-
héngen. Die Blochfunktionen erfiillen diese Bedingung nicht, da sie rdumlich
extrem ausgedehnt sind. Man sollte daher versuchen, die Blochfunktionen
durch lokalisierte Funktionen darzustellen. Eine solche, allerdings approximative,
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Darstellung hatten wir im Rahmen der LCAO-Methode in Gleichung (13.53) ken-
nengelernt. In Anlehnung an diese Gleichung machen wir fiir die Blochfunktionen

daher den Ansatz
k] /_ E :

Funktionen a; mit dieser Eigenschaft konnen wir tatsachlich leicht aus den
Blochfunktionen konstruieren:

Z Urej (T (15.5)

keBZ
Wegen der Blocheingenschaft (13.6) folgt hieraus sofort

aj(r—1) = L e My (r .
J( 1) \/N k;g:z ¢kj( ) (15 6)

und eine Umkehr der Fouriertransformation (15.6) ergibt sogleich (15.4).

Die Funktionen a; haben aufgrund ihrer Definition (15.5) erfreuliche Orthonormie-
rungseigenschaften:

Jai -1y - pate = 3o /w 1) i (1)

o (15.7)

Die einzige offene Frage ist, ob die Funktionen a; lokalisiert sind. Tatséchlich steckt
in der Definition (15.5) eine recht grofie Willkiir, weil die Blochfunktionen nur
bis auf einen beliebigen k—abhangigen Phasenfaktor eindeutig definiert sind. Bei
vorgegebenen Blochfunktionen kénnte man anstelle von (15.5) mit einer beliebigen
Phasenfunktion a(k) die Funktionen

a{™ (r) \/_ S 0 gy (r) (15.8)

keBZ

betrachtet haben. Man erkennt, dafl die Frage der Lokalisierung eng mit
der Phasenwahl der Blochfunktionen zusammenhéngen mufl. Fiir ein einzelnes
isoliertes Band (ohne Bandentartung mit anderen Bindern) kann man die Phasen
der Blochfunktionen so wahlen, dafl die Blochfunktionen in k analytisch und pe-
riodisch im reziproken Gitter sind. Dies reicht nach bekannten Satzen der Fouri-
eranalysis aus fiir eine exponentielle Lokalisierung der Funktionen (15.5). Fiir
mehrere zusammenhéngende Béander sind dhnlich starke Aussagen nicht bekannt,
aber man weif}, dafl man durch geeignete Phasenwahl auch dann eine fiir unsere
Zwecke ausreichend gute Lokalisierung erzielen kann. Geeignet lokalisierte Funk-
tionen (15.5) nennt man Wannierfunktionen.
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Wir werden im folgenden annehmen, dafl wir fiir das Band j mit der Dispersion
E;(k) eine Wannierfunktion a;(r) kennen. Wir definieren die Fourierkoeffizienten
der im reziproken Gitter periodischen Banddispersion als

Ej =+ ZE ekl (15.9)

so dal umgekehrt
k)=> Epe™ (15.10)
1

gilt. Die Anwendung des ungestorten effektiven Hamiltonoperators (13.1) auf die
Wannierfunktion in der Elementarzelle 1 ergibt

hegra; (r—1) \/> Z e ikl E @[ka (r)

S Zaj r—1) ZE e~ kd-1) (15.11)
= ZEJI G CLJ I‘—I/)

Damit haben wir den ungestorten Hamiltonoperator heg in der Wannierbasis
dargestellt.

Nunmehr wenden wir uns der Aufgabe zu, die zeitabhangige Schrodingergleichung

ip(r,t) = he (P, A) h(r, 1) (15.12)

mit dem gestorten Hamiltonoperator zu 16sen. Da die Wannierfunktionen a;(r —
1) (j = 1,2,...;1 € T) wie die Blochfunktionen ¢x; (j = 1,2,...;k € BZ)
ein vollstdndiges Funktionensystem bilden, kann man die Wellenfunktion 1 nach
ihnen entwickeln. Es wird sich allerdings als vorteilhaft erweisen, anstelle der
Wannierfunktionen (15.5) die gleichgeeichten Wannierfunktionen

aji(r) = a;(r —1)e AW (15.13)

als Basis zu verwenden. Wegen der Lokalisierung der Wannierfunktionen und
der Abschétzung (15.2) sollte der ortsabhéngige Phasenfaktor in (15.13) iiber die
rdumliche Ausdehnung der Wannierfunktion nahezu konstant sein. Daher sollten
die gleichgeeichten Wannierfunktionen eine gleichwertige, nahezu orthonormierte
Basis darstellen. Wir iiberpriifen die Skalarprodunkte

/ @y (v) a(x) d3r = e MAD-AT V @ (r V) a;(r — 1) AOAWI g2y
= 0,000 + e HAD-AD)]

: /a;,(r —1)a;(r-1) {e_i[A(l)_A(l/)](r_l) —1}d°r.
(15.14)
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Da im letzten Integral wegen der Lokalisierung der Wannierfunktionen die Integra-
tionsvariable r auf eine gewisse Umgebung von 1 und von I’ beschrankt bleibt, darf
auch 1 —1' nicht zu grof} sein, die geschweifte Klammer ist klein von der Ordnung
B/ By (siehe (15.2)) und wir erhalten die Abschétzung

/a;f,l,(r) aji(r) d®r = 8,0 + O(B/B). (15.15)

Wir setzen jetzt unsere Wellenfunktion als
Y(r,t) =Y il t)an(r) (15.16)
1j
an. Mit den Matrixelementen

hj (1) = /a;’l’(r)heﬁ(q)vA) aji(r), (15.17)

die den gestorten Hamiltonoperator in der gleichgeeichten Basis darstellen, lautet
dann die Schréodingergleichung (15.12) fiir die Amplitudenfunktionen ¢

iy (U,0) =Y hyy (V1) ¢;(1,t) + O(B/By). (15.18)
1j

Es bleibt die Berechnung der Matrixelemente (15.17). Unter Beachtung der Ver-
tauschungsrelation

(p+ A(r)) e ™AW = ¢=AD (p 1 A(r) — A(1)) (15.19)

schreiben sie sich wie

hyi(1,1) = eil’[A(l’)—A(l)]/a;/(r 1) Pir=1)[A)—A()
. (15.20)
[5(P+AE) — AD)” +o(r) - 21) — (B(r) — B(1)]ay(x ~ 1) d*r.

Die Lokalisierung der Wannierfunktionen kann hier ausgenutzt werden, um im
Integranden abzuschétzen, dafl ®(r) — ®(1), A(r) — A(l) und die Abweichung der
Exponentialfunktion von 1 vernachlédssigbar klein sind. Man erhélt damit

hjr(U,1) = 85 by (V1) - (14 O(B/Bo) + O(E/ Ey)),

33’

Y 15.21
hj(l’, 1) = [Ejl_l, LeVAM)—ADM)] _ ®(1) 511,}_ ( )
Die Korrekturen O(B/By) und O(E/Ey) hier und in Gleichung (15.15) sind nicht
nur klein, sondern sie besitzen auch die volle Translationssymmetrie des Gitters,
héngen also nur von 1—1" ab. Indem wir sie vernachlassigen, gelangen wir zu einer
Beschreibung der Dynamik, bei der die Energiebander, hier reprisentiert durch
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die Fourierkoeffizienten F;;_y, und die Potentiale der aufleren Felder in einfachster
Weise zusammenwirken. Ein wichtiger Aspekt dieser Beschreibung besteht darin,
dafl die Bewegung sich vollstandig innerhalb eines Bandes abspielt, d.h. es gibt
keine Ubergiinge in andere Bander.

Man kann die Schrodingergleichung (15.18) mit (15.21) fiir die diskreten Ampli-
tuden ¢;(1) in eine wesentlich intuitivere Form bringen, indem man sie mit der
Bewegungsgleichung fiir kontinuierliche Wellenfunktionen ¢;(R) in Verbindung
bringt. Wir halten dazu zunéchst die folgenden beiden Identitdten fest. Wegen
(15.3) gilt

1-1)-AR)=R-(AQ) - A(D). (15.22)

Auflerdem gilt mit einem beliebigen festen Vektor a
Vi (aA(R)) = Vi (R(a x B)/2) = %a xB = (aVg)(aA(R)) =0 (15.23)
und daher vertauschen die beiden skalaren Operatoren (aVg) und (aA(R)):
[(aVR), (aA(R))} ~0. (15.24)
Schliellich erinnern wir uns an die Definition des Tranlationsoperators, nach der
I-1(=VR) R) = p(R+1-1) (15.25)

gilt (Taylorscher Satz).

Wir betrachten jetzt den Operator Ej (—iVR + A(R)), der aus der Banddisper-
sion E;(k) durch Ersetzung des Wellenvektors k durch den Differentialoperator
—iVR + A(r) entsteht. Dieser auf den ersten Blick moglicherweise ratselhaft er-
scheinende Operatorfunktion kann man mittels der Fourierreihe (15.10) zwanglos
eine wohldefinierte Bedeutung geben. Es folgt namlich

E;(-iVrR + AR)) p(R) = Z Ej_p /0-1(-iVRTAR) ,(R)
1

o (15.26)
S B RAAD) 1),

1

Hier wurden fiir die Herleitung der zweiten Zeile die Gleichungen (15.22), (15.24)
und (15.25) benutzt.

Zu jedem Band j definieren wir nun den halbklassischen effektiven Hamilton-
operator h; durch

h; = E;j(—iVr + A(R)) — ®(R) (15.27)

und betrachten die zugehorige zeitabhangige Schrodingergleichung

~

’LQOJ(R, t) = hj (pj(R, t). (1528)
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Jede Losung dieser Bewegungsgleichung, eingeschrankt auf die Gitterpunkte R =
') erzeugt auch eine Losung der Bewegungsgleichung (15.18) mit der Hamilton-
matrix (15.21). Denn die Spezifizierung von (15.26) auf R =1 ergibt

[E;(—iVe + AR)) — ®(R)] o(R)|r=r = > _ h;{1',1) ;(1). (15.29)

Im effektiven Hamiltonoperator (15.27) hat das gitterperiodische Potential v(r) die
Wirkung, die kinetische Energie der freien Elektronen durch die Dispersionsfunk-
tion des Bandes zu ersetzen. Man sollte sich daran erinnern, dafl die zugehorige
Wellenfunktion ¢ nach (15.16) die Bedeutung einer Einhiillenden oder Ampli-
tudenfunktion der Wellenfunktion 1/ hat.

Wir wollen jetzt Losungen der Bewegungsgleichung (15.27,28) untersuchen. Der
quasiklassische Charakter dieser Bewegungsgleichung zeigt sich am klar-
sten, wenn man das Heisenbergbild benutzt. @ Wir denken uns also die
Zeitabhéngigkeit der Wellenfunktion ¢;(R,t) = U;(t) ¢;(R,0) durch einen Zeit-
entwicklungsoperator U;(t) gegeben, der der Bewegungsgleichung zU] = iszj
mit der Lésung U;(t) = e~ %" geniigt. Eine Observable A hat im Heisenberg-
bild die Zeitabhingigkeit A(t) = U; (t)AU;(t), die durch die Bewegungsgleichung
iA = [A, h;j] bestimmt ist.

Die beiden fundamentalen Observablen in unserem Problem, aus denen der
Hamiltonoperator (15.27) sich aufbaut, sind die Ortsvariable R, deren Kompo-
nenten miteinander vertauschen,

[Ra, Rg] =0, (15.30)

und die Impulsvariable
k=—-iVr +A(R). (15.31)

Die Komponenten dieser beiden vektoriellen Observablen geniigen offenbar den
kanonischen Vertauschungsrelationen

[Rao, kgl = 10a3. (15.32)
Allerdings ist k nicht der gewohnte kanonisch konjugierte Impuls zur Ortsvariablen
R, sondern der eichinvariante Impuls. Dessen Komponenten vertauschen nicht
untereinander, sondern gehorchen den Vertauschungsrelationen

[kas kg) = —i([0a, Ag] + [Aa, 0p]) = —i€apy By. (15.33)

Auf der Grundlage der obigen Vertauschungsrelationen sind die Bewegungsglei-
chungen fiir R und k nun leicht zu finden. Wegen (15.30) und (15.32) kann man
R auch durch i Vi darstellen und erhélt somit [R, h;] =i Vi h; =i Vi E;(k), also

R = Vi FE;(k), (15.34)
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so daB R die Bedeutung der Gruppengeschwindigkeit hat (siehe (13.35)).
Weiterhin gilt

o . OE; . 0P
[kavhj] = —Zeaﬂfya—k; ny +Zﬁ (1535)
und folglich .
k=—ViE; x B-E. (15.36)

Der eichinvariante Impulsoperator k gehorcht also der klassischen Bewegungs-
gleichung.

Als Anwendungen der erhaltenen Bewegungsgleichungen werden wir die Bewegung
eines Kristallelektrons in einem homogenen elektrischen Feld und in einem homoge-
nen magnetischen Feld betrachten. Wir erinnern uns daran, dafl die kontinuierliche
Variable R fiir die diskreten Translationen 1 steht und daher der eichinvariante Im-
puls k als Quasiimpuls zu interpretieren ist.

Fiir ein homogenes elektrisches Feld E ist die Bewegungsgleichung (15.36)
leicht gelost: .
k=-E = k()=ki—E-t. (15.37)

Wie bei freien Elektronen der Impuls, so variiert auch hier der Quasiimpuls
linear mit der Zeit. Allerdings ist zu beachten, dafl die zugehorige Bewegung
keineswegs gleichformig beschleunigt ist, weil hier die Geschwindigkeit nicht linear
im Impuls ist. Das deutet sich auch dadurch an, daffl man den Quasiimpuls auf die
Brillouinzone einschranken kann. Wenn er den Rand der Brillouinzone erreicht,
kann man die Bewegung von k(¢) an dem entsprechenden, um einen Vektor g des
reziproken Gitters verschobenen Punkt auf der gegeniiberliegenden Randfliche der
Brillouinzone fortsetzen, wie in der folgenden Figur links gezeigt. Falls E parallel
zu einem g € 7 * ist, erhélt man so eine geschlossene periodische Bewegung in der
Brillouinzone (Figur rechts).

-— Ellg

Die Energie E(k) des Elektrons, die ja periodisch im reziproken Gitter ist, &ndert
sich im Falle E || g mit oder ohne Faltung des Impulses in die Brillouinzone

144



periodisch mit der Zeit, genau so wie die Geschwindigkeit R des betreffenden
Elektrons. Beide Groflen sind in der folgenden Figur skizziert.

Ek)

R(k)

Das Elektron wird also aufgrund des Kristallpotentials nicht permanent in Rich-
tung —E beschleunigt, sondern abwechslend beschleunigt und verzogert. Den An-
teil der raumlichen Bewegung in Richtung des elektrischen Feldes E kann man we-
gen dE(k(t))/dt = R- (—E) explizit angeben. Durch Integration dieser Beziehung
nach der Zeit erhélt man namlich den Energiesatz

(R(t) — Ry) - E = E(ko) — E(k(t)). (15.38)

Die Komponente der Auslenkung des Elektrons in Richtung des elektrischen Feldes
ist also ebenfalls periodisch. Man macht sich leicht klar, daf} eine nicht ver-
schwindende Komponente von kg senkrecht zum elektrischen Feld auch der Be-
wegung eine im Mittel gleichférmige, aber im allgemeinen periodisch modulierte
Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum elektrischen Feld iiberlagert.

A Etot =E(K)-® (R)

AR L
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Die Gleichung (15.38) kann durch das vorstehende quasiklassische Bild veran-
schaulicht werden. Die zeitlich konstante Gesamtenergie des Elektrons setzt sich
aus der Bandenergie E(k) und der potentiellen Energie ®(R) zusammen. Da die
Bandenergie begrenzt ist, gibt es zu jeder Gesamtenergie Fis = E(k) + ®(R) ein
endliches Intervall AR im Ortsraum (parallel zum elektrischen Feld), in dem das
Elektron hin und her pendelt. Dabei gilt AR - |E| = W, wo W die Bandbreite
langs k(t) ist.

Das oben beschriebene Verhalten kann anschaulich auf eine Braggreflexion
zuriickgefiihrt werden. Waihrend eine ebene Welle mit dem Impuls k(¢) sich
beschleunigt durch den Kristall bewegt, wird sie am gitterperiodischen Potential
Bragg-reflektiert, wodurch ihr mit steigender Amplitude eine Welle mit Impuls
k(t) — g beigemischt wird. Diese Beimischung vermindert zunehmend den Anstieg
der Geschwindigkeit, die schliefllich sogar wieder abnimmt und ihr Vorzeichen
wechselt.

Was bedeutet diese Bewegung eines einzelnen Elektrons nun fiir die zeitliche Ent-
wicklung der Gesamtwellenfunktion der Kristallelektronen? Fiir ein volles Band,
bei dem die Brillouinzone ganz gefiillt ist, andert sich die Gesamtwellenfunktion
offenbar gar nicht mit der Zeit. Denn alle Einteilchenzustédnde verschieben sich
gleichformig und damit bleibt das Band zu jedem Zeitpunkt ganz gefiillt. Ins-
besondere bleibt die Gesamtwellenfunktion zu jeder Zeit stromlos. Die Beschleu-
nigung der Wellenvektoren der einzelnen Elektronen wird durch die Braggreflexion
vollstandig kompensiert.

Bei einem teilweise gefiillten Band wandert der Fermikorper aufgrund der gleich-
méfBigen Verschiebung (15.37) der Wellenvektroen aller Elektronen unverformt pe-
riodisch (fiir E || g) durch die Brillouinzone und es entstehen sehr starke Strome.
Ein Vielteilchenzustand, bei dem die Fermifliche nicht aus Einteilchenzustanden
gleicher Energie gebildet wird, ist jedoch hochst instabil. Daher wiirde die Be-
wegung nur in vollig idealen Metallen in der beschriebenen Weise erfolgen und
kleinste Storungen wie auch die Beriicksichtigung von Korrelationseffekten
verandern die Dynamik in jedem realen System erheblich.

-~ E

BZ
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Die periodischen Bewegungen der Einelektronenzustande, die wir hier im Rahmen
der halbklassischen Theorie erhalten haben, konnen wir leicht mittels des Korre-
spondenzprinzips quantisieren, um die Eigenwerte des Hamiltonoperators (15.1)
im elektrischen Feld E zu erhalten. Wenn g # 0 der kiirzeste Vektor im reziproken
Gitter in Richtung des elektrischen Feldes E ist, berechnet sich die Periode der
Bewegung nach (15.37) zu T' = g/ FE und daher die Kreisfrequenz zu

B 27 FE

We = 15.39
&=, (15.39)

Nach dem Korrespondenzprinzip nimmt daher die Gesamtenergie nur diskrete
Werte an und bildet quantisierte Niveaus mit Energieabstanden

AFEy; = A(E(k) +E-R) = wg. (15.40)

Der Abstand der Niveaus ist von der Ordnung Feldstéarke mal Gitterabstand, also
nach unserer Abschatzung am Anfang des Kapitels fiir erreichbare elektrische
Felder sehr klein. Wegen des in der nachfolgenden Figur gezeigten Bildes der
quantisierten Niveaus nennt man das Niveauschema auch eine Stark—Leiter.

A Etot =E(K)® (R)

AEto'[

oY

Als zweite Anwendung der quasiklassischen Bewegungsgleichungen (15.34,36) be-
trachten wir im folgenden den Fall eines homogenen Magnetfeldes. Die Bewe-
gungsgleichung in einem homogenen Magnetfeld

k=-RxB (15.41)

sagt uns sofort, daff k senkrecht auf dem Feld B und auf der Gruppengeschwindig-
keit Vi FE steht, so dafl die Bewegung von k in einer Fliche konstanter Energie
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E(k) erfolgt. Die Bahn in der Brillouinzone ist dann durch die (E(k) = Ey)—
Flache, den Anfangswert ko und die Ebene senkrecht zum Magnetfeld B, die kg
enthélt, eindeutig bestimmt. Fiir nahezu freie Elektronen mit einer kugelférmigen
Fermiflache ergibt sich eine kreisférmige Bewegung im Impulsraum (siehe die fol-
gende Figur), wobei die Bewegung entgegen dem Urzeigersinn erfolgt, wenn man
dem Magnetfeldvektor entgegenblickt.

E(k )=k

gragE

Je nach Topologie der Fermifliche konnen allerdings auch qualitativ andersartige
Bewegungen entstehen. Als ein Beispiel betrachten wir zunédchst die Bewegung
auf einer Lochflache.

E ®B
- Ek )=E(0)-K/2rfi

*

m >0

Yx

grad E
\ \ BZ

Bei einem Band, dessen Energie bei k = 0 maximal ist, gilt in der Nahe des
Maximums E(k) = E(0) — k?/2m* mit m* > 0, wie in der obigen Figur links
gezeigt. Die Bewegungsgleichungen lauten dann

k=—E—-vxB, v=-— (15.42)

3*
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Diese Elektronen verhalten sich wie Teilchen mit negativer Masse und umkreisen
das Magnetfeld mit umgekehrtem Umlaufsinn. Die Lochflache, die rechts in der
letzten Figur gezeigt ist, ist im Grenzfall nahezu freier Elektronen stiickweise aus
Kreisbahnen freier Elektronen zusammengesetzt. Obwohl die Elektronen hier auf
den Kreisbahnen entgegen dem Uhrzeigensinn kreisen, umlaufen sie die Lochflache
im Uhrzeigensinn, weil sie zwischendurch durch das periodische Potential auf
eine andere Kreisbahn umgelenkt werden. Die Umkehrung des Umlaufsinns bei
Lochflachen kann man daher ebenfalls auf eine Braggreflexion zuriickfiithren.

Ein anderes interessantes Beispiel bilden Energieflichen, die an den Rand der
Brillouinzone reichen, wie z.B. die Fermifliche von Kupfer. Auf solchen Flachen
konnen die Elektronen auf periodischen offenen Bahnen in der Brillouinzone laufen,
wenn das Magnetfeld B senkrecht auf einem Vektor g des reziproken Gitters steht
(siehe die folgende Figur). Auf der Fermiflache von Kupfer gibt es Teilchenbahnen,
Lochbahnen und offene Bahnen.

A

(B

BZ

Die Natur der Bahnen im Impulsraum spiegelt sich in der zugehorigen Ortsraum-
bewegung wieder. Denn aus der Bewegungsgleichung (15.41) kann man die Kom-
ponente der Bewegung im Ortsraum senkrecht zum Magnetfeld ablesen. Es folgt
namlich nach einer Zeitintegration (Naturkonstanten (blau) in Klammern ergénzt)

k(t) - k() = —(R(t) — RO) X B(

e

hc>'
Die Bahnen im Ortsraum haben also in ihrer Komponente senkrecht zum Mag-
netfeld dieselbe Gestalt wie diejenigen im Impulsraum, sind jedoch um 90° gegen
diese verdreht und ihre Ausdehnung ist umgekehrt proportional zum Magnetfeld.

(15.43)
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Die vorstehende Figur zeigt links die Verhaltnisse fiir eine elliptische Teilchenbahn.
Die Bahnen im Impuls— und im Ortsraum haben den gleichen Umlaufsinn. Fiir
Locherbahnen ergibt sich der umgekehrte Umlaufsinn. Rechts sind die Verhéltnisse
fiir eine offene Bahn im Impulsraum gezeigt. Hier ist die Bahn im Ortsraum eben-
fals offen und schreitet senkrecht zum Magnetfeld und zum reziproken Gittervek-
tor voran. Auch dieser Effekt, der starke Auswirkungen auf die Transporteigen-
schaften im Magnetfeld hat, kann anhand einer Braggreflexion gedeutet werden.
In allen Fallen kann der beschriebenen Bewegung im Ortsraum eine Komponente
der Bewegung parallel zum Magnetfeld iiberlagert sein.

Im folgenden werden wir eine Formel fiir die Umlaufzeit 7" des Elektrons auf einer
geschlossenen Bahn im Magnetfeld herleiten, die fiir viele Anwendungen wichtig
ist. Dazu betrachten wir neben der Energiefliche zur Energie E, auf der die
Bewegung liegen soll, die Energiefliche zu der ein wenig verschiedenen Energie
E + AFE. Beide Flachen schneiden die Ebene senkrecht zum Magnetfeld, in der
die Bewegung erfolgt, auf geschlossenen Kurven K(E) und K(E + AF) wie in der
folgenden Figur dargestellt.

Wir wollen die (rote) Flidche zwischen diesen beiden Kurven berechnen. Dazu
betrachten wir zu jedem Punkt auf der Kurve K(E) den Vektor Ak, der senkrecht
zu C(F) und dem Magnetfeld steht und dessen Spitze auf der Kurve K(E + AFE)
liegt. Die Richtung dieses Vektors ist dadurch bestimmt, daf} er in der (griinen)
Bewegungsebene liegt und senkrecht zur Beschleunigung k steht. Seine Lange
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wird nach der Kettenregel durch die Forderung Vi E - Ak = AFE festgelegt. Unter
Benutzung der Bewegungsgleichung (15.41) erhalten wir daher

Ak x k = —Ak x (R x B) = B(Ak-R) =B - AE. (15.44)

Da |Ak x (kAt)| die GréBe eines infinitesimalen Rechtecks der (roten) Fliche
zwischen den beiden Bahnen mifit und die rechte Seite in (15.44) unabhéngig von
der Zeit ist, erhalten wir durch zeitliche Integration iiber einen Umlauf der Bahn
die Gleichung

AF =B AE-T, (15.45)

wenn AF die Groe der roten Flache bezeichnet. Fiir die Zyklotronfrequenz
(Kreisfrequenz) w, = 27/T gilt daher im Grenzfall AE — 0

2B e

we = Tprap ) (15.46)

wo wir in Klammern (blau) die Naturkonstanten in cgs—Einheiten ergénzt haben.
Diese Formel erméglicht die Berechnung der Zyklotronfrequenz aus der Dispersion
eines Bandes. Fiir freie Elektronen mit der Energie E(k) = k?/2m erhalten wir
fiir die Flache F' bei vorgegebener Komponente kp des Wellenvektors in Richtung
des Magnetfeldes F' = 7(k? — k%) = 7w(2mE — k%) und daher dF/dE = 27m.
Es gilt also fiir freie Elektronen w. = B/m. Es ist iiblich, in Anlehnung an diese
Formel eine Zyklotronmasse m* einzufiihren, mit der die Zyklotronfrequenz sich
als

e. B
e = (=) 15.47
we= ()= (15.47)
schreibt. Fiir die Zyklotronmasse gilt dann nach (15.46) die Gleichung
dF
* 2
= — /27, 15.4
m* = (h*) 15 /2w (15.48)

Fiir ein beliebiges sphiérisches Band E(k) = Er + hvp(k — kp) + O((k — kr)?)
mit der Fermienergie Fr, der Fermiwellenzahl kr und der Fermigeschwindigkeit vp
rechnen wir analog F' = n(k*—k%) = nlkp+(E—Er)/Twp|>*—mk%+O(E—EFr)?),
folglich dF'/dE|g, = 2rkpr/hvp und daher die allgemeinere Formel

«_ hkr _pr

c

(15.49)

m
o v

Schliellich wollen wir auch eine Formel fiir anisotrope Bander angeben. Wenn

die Energieflichen dreiachsige Ellipsoide sind, deren Halbachsen durch die drei

effektiven Massen my, mo und ms3 bestimmt sind, haben alle Schnittflichen mit

Ebenen senkrecht zum Magnetfeld die Form von Ellipsen. Eine Berechnung der

Flachen dieser Ellipsen ergibt

B2+ B2 + B2
m*:\/( 1+ BY + By)mimams (15.50)

¢ B%ml + B%??”LQ —|— B§m3 ’
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wenn B; die Komponente des Magnetfeldes in Richtung der i—ten Hauptachse des
Bandellipsoids ist.

Wenn wir nunmehr die Wirkung der beschriebenen Bewegung der einzelnen Elek-
tronen auf den Vielelektronenzustand eines Festkorpers betrachten, finden wir nur
eine Vertauschung der Wellenvektoren innerhalb jeder gefiillten Energiefliche, ins-
gesamt also keinerlei Anderung des Vielteilchenzustandes mit der Zeit. Im Rahmen
der halbklassischen Beschreibung reagieren daher die Elektronen iiberhaupt nicht
auf das auflere Magnetfeld. Dieses Ergebnis ist konsistent mit dem van Leeuwen-
schen Theorem, nach dem es in Rahmen der klassischen statistischen Mechanik
keinen Diamagnetismus gibt. Diamagnetismus ist ein Quantenphénomen.

Mittels des Korrespondenzprinzips konnen wir auch hier periodische Bahnen ap-
proximativ quantisieren. Die Quantisierungsbedingung lautet AF = hw,. =
2nB(AE/AF)-(e/ch). Hier kiirzt sich das Energieinkrement heraus. Wenn wir die
Flichen im Impulsraum des Eindeutigkeit halber im folgenden mit F* bezeichnen,
erhalten wir mit dem magnetischen Fluquant &y = hc/e

B A2 B

AF% = 7 (15.51)
0

Aufgrund dieser Bedingung zerfallt die Brillouinzone in zylindrische Flachen der
Grofle

472 B
Fk = 3 (n+v(kg)) (15.52)
0
mit der ganzzahligen Quantenzahl n = 1,2,.... Die zu diesen Flichen gehorigen

stationaren Zustdnde heiflen Landauzustande. Sie sind keine Eigenzustande zu
den Komponenten des Wellenvektors k| senkrecht zu B, sondern Linearkombina-
tionen aller k| auf der Bahn. Die Energieeigenwerte der Landauzustande konnen
durch die Quantenzahlen n und kp charakterisiert werden: E' = E(n,kpg). In der
folgenden Figur sind fiir ein isotropes Band links die innerhalb der Fermikugel
liegenden, gefiillten Teile der Zylinderflachen gezeigt. Rechts ist das Magnetfeld
so grof3, daf3 nur noch Eigenzustiande zu den Quantenzahlen n = 1 und n = 2
besetzt sind. Man spricht dann vom Quantenlimes.

Kg kg
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Die Energien £ = E(n,kp) sind hoch entartet. Das versteht man, wenn man
bedenkt, dal alle Zustinde im Fermikorper, die ohne Magnetfeld eine Fliche AFX
fillten, durch das Magnetfeld auf eine Linie komprimiert werden. Zur Berechnung
des Entartungsgrades N(B) betrachten wir die Fldchendichte der Punkte in
der Brillouinzone, die in Analogie zur Volumendichte V/(27)? (siehe (7.25)) durch
A/(2m)? gegeben ist, wenn A die Fliche des Festkorpers in der Bewegungsebene
senkrecht zum Magnetfeld ist. Daher enthilt die Fliche AFX

_<27T>2 _(I)O _®0

(15.53)

Zustéande.

Interessant ist auch die Deutung dieses Entartungsgrades anhand der Bewegung
auf Landaubahnen im Ortsraum. Aus der Gleichung (15.43) lesen wir ab, daf fiir
das Flichenquant AF® der Landaubahnen im Ortsraum die Gleichung

B-AF®R = AFk(@f/B = @ (15.54)
(&

gilt. Der Entartungsgrad (15.53) gibt also an, wie viele Flichenquanten AF® in
den Querschnitt des Systems senkrecht zum Magnetfeld passen.

Eine wichtige physikalische Konsequenz der Quantisierung der Zyklotronbahnen
ist das Auftreten des Landauschen Diamagnetismus. Es zeigt sich, dafl die
diamagnetische Magnetisierung als Funktion des Magnetfeldes oszillierende An-
teile enthélt, deren Auftreten man als de Haas—van Alphen—Effekt bezeich-
net. Diese Anteile haben ihren Ursprung im Aufblihen der Zylinderflachen mit
wachsendem Magnetfeld. Wenn () die maximale zum Magnetfeld senkrechte Quer-
schnittsfliche der Fermiflache bezeichnet, wird die n—te Zylinderfliche nach (15.52)
vollig entleert, wenn das Magnetfeld den Wert

Qo

Bp=-—220
Am2(n +7)

(15.55)

annimmt, wodurch die Magnetisierung (betraglich) abfallt. Der oszillierende An-
teil der Magnetisierung ist folglich eine 1-periodische Funktion der Variablen
n = Q®y/4m?B. Der de Haas—van Alphen-Effekt erlaubt daher die Identi-
fizierung extremaler Querschnitte durch die Fermiflache und stellt ein effizientes
und prazises Verfahren zur Bestimmung von Fermiflachen dar.

Die geschlossene Bahn eines Elektrons der Kreisfrequenz w,. kann auch dadurch
beobachtet werden, dal man das Elektron durch ein geeignetes elektrisches
Feld derselben Frequenz beschleunigt. Diese Idee bildet die Grundlage fiir die
Zyklotron—Resonanz. Elektromagnetische Strahlung der Frequenz w, die paral-
lel zum Magnetfeld und mit dem richtigen Umlaufsinn zirkular polarisiert einge-
strahlt wird, wird von einem Elektron mit der Zyklotronfrequenz w. = w bevorzugt
absorbiert. Im quantenmechanischen Bild erfolgt dabei ein Ubergang von einem
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Landauniveau n in das néchsthoéhere n + 1. In (dotierten) Halbleitern kann man
mittels der Zyklotron—-Resonanz durch Bestimmung der Zyklotronfrequenzen fiir
verschiedene Richtungen des Magnetfeldes und unter Benutzung von Gleichung
(15.47) die effektiven Massen der Leitungs— und Valenzbénder bestimmen.

In Metallen ist die Zyklotron—Resonanz wegen der geringen Eindringtiefe des elek-
tromagnetischen Feldes schwer zu beobachten. Hier fiithrt eine geschickt gewéhlte
Geometrie, bei der man von Azbel-Kaner—Resonanz spricht, zum Ziel. Man
legt das Magnetfeld und das linear polarisierte elektrische Feld der Strahlung beide
parallel zur Metalloberflache und senkrecht zueinander. Metallelektronen sehen die
Strahlung nur, wenn sie auf ihren geschlossenen Bahnen kurz in die Skinschicht
an der Metalloberfliche eintauchen. Damit in der Eintauchphase die Elektronen
immer in dieselbe Richtung beschleunigt werden, mufy die Frequenz der Strahlung
ein ganzzahliges Vielfaches der Zyklotronfrequenz sein, w = n - w.

B <_E, b Oberflach

P |

»— skintiefe

Bei Metallen hiangt im allgemeinen die Zyklotronfrequenz von der zweiten Quan-
tenzahl kg ab. Man findet daher kontinuierliche Absorptionsspektren. Das Re-
sonanzspektrum hat jedoch charakteristische Strukturen fiir Frequenzen, die ex-
tremalen Zyklotronfrequenzen entsprechen. Extremale w. finden sich aber bei ex-
tremalen Querschnitten durch die Fermifliche. Daher bestimmt die Azbel-Kaner—
Resonanz in Metallen ebenfalls extremale Fermiflachen—Querschnitte (siehe
die folgende Figur).

~—Fermiflache
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Wichtig fiir alle zuletzt besprochenen Effekte ist, dafl die Elektronen auf den Zyk-
lotronbahnen oft genug umlaufen konnen, bevor sie auf eine andere Bahn gestreut
werden. Die durch Kristallfehler oder Wechselwirkung verursachte Stofizeit 7 muf3
daher die Bedingung w.7 > 1 erfiillen.

Der effektive Hamiltonoperator (15.27), auf dem die obige Analyse beruht, schlief3t
jede Art von Ubergingen zwischen Béandern aus. Solche Ubergénge sollten aber
bei geniigend groBen Feldern auftreten. Die Phinomene, die mit dem Ubergang
zwischen verschiedenen Bandern zusammenhangen, nennt man elektrischen
bzw. magnetischen Durchbruch. Wie in der nachfolgenden Figur gezeigt, kann
man den elektrischen Durchbruch als ein Tunneln durch die Bandliicke zwischen
zwei Bandern interpretieren. Die fiir einen elektrischen Durchbruch erforderlichen
Feldstarken konnen nur in Nichtleitern erreicht werden.

A Eiot =E(K)® (R)

4% ________ AR

poll

Magnetischer Durchbruch kann auftreten, wenn die Fermiflichen zweier Bander in
der Brillouinzone einander besonders nahe kommen. Beim magnetischen Durch-
bruch kann die halbklassische Naherung als adiabatische Naherung verstanden
werden, bei der die Elektronen ihrer Bahn im Impulsraum adiabatisch folgen. Die
wachsende Geschwindigkeit der Elektronen mit wachsendem Magnetfeld fiihrt zu
einer wachsenden Wahrscheinlichkeit fiir das nichtadiabatische Uberwechseln in
ein benachbartes anderes Band, wie in der folgenden Figur angedeutet.

AE

f /
\_/: !
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20. Die Boltzmanngleichung

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben bewirken Storungen in realen
Kristallen fiir viele physikalische Eigenschaften ein vom idealen Verhalten stark
abweichendes Verhalten. Besonders empfindlich reagieren die Nichtgleichgewichts-
eigenschaften auf Storungen. Da Transporterscheinungen in idealen Kristallen
oft unendlich grof§ sind, hingen sie ganz kritisch von Storungen ab. Wir
haben deshalb die systematische Behandlung solcher Erscheinungen bis hierher
zuriickgestellt.

Fiir lineare Transportphianomene gibt es mit der linearen Responsetheorie
(Stichwort: Kuboformel) einen fundamentalen und allgemeingiiltigen Zugang.
In dieser Theorie werden die linearen Transportkoeffizienten auf Korrelationsfunk-
tionen der Stromdichte zuriickgefiihrt, d.h. auf Gleichgewichtseigenschaften des
Systems. Wir wollen eine solche Behandlung aber hier nicht diskutieren, weil
sie technisch recht aufwendig ist. Wir wollen hier nur erwidhnen, dass man dabei
(z.B. bei Streuung an Fremdatomen) als wesentliche Methode die anhand der Neu-
tronenstreuung in Kapitel 9 schon erlauterte Konfigurationsmittelung benutzt.

Ein technisch viel einfacherer, wenn auch nicht so umfassend verwendbarer Zugang
zu linearen Transporterscheinungen ist durch die Methode der kinetischen Glei-
chungen gegeben. Dieser Zugang geht auf Ludwig Boltzmann zuriick, der
sie 1872 zur Beschreibung der Transporteigenschaften von verdiinnten klassischen
Gasen eingefiihrt hat. Wir schlagen hier diesen Weg auch deshalb ein, weil er zu
einer sehr anschaulichen Beschreibung fiihrt.

Zunachst haben wir uns die Voraussetzungen zu iiberlegen, unter denen es
iiberhaupt moglich ist, eine kinetische Gleichung fiir die quantenmechanischen ele-
mentaren Anregungen eines Festkorpers aufzustellen. Wir werden uns in diesem
Kapitel auf den Transport durch Elektronen beschranken. Der Transport durch
Phononen oder andere Festkorperanregungen kann mit analogen Argumenten und
einer analogen Vorgehensweise behandelt werden.

Die zentrale Grofle, fiir die wir eine Boltzmanngleichung aufstellen wollen,
ist die Verteilungsfunktion fy,(r,t). Mit dem Volumen V des betrachteten
Systems ist fi;(r,t)/V die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, ein Elektron zur
Zeit t am Ort r im Zustand kj (pro Spinrichtung) zu finden. Damit ist also
[y fij(r,t)dPr = Viny;(t), wenn ny;(t) die mittlere Besetungszahl des Zustandes
kj zur Zeit t ist. Das Konzept einer solchen Verteilungsfunktion macht allerdings
nur Sinn, wenn die folgenden beiden wichtigen Voraussetzungen erfiillt sind.

Voraussetzung 1: Existenz von Quasiteilchen:

Das Bild unabhangiger Elektronen, das wir bisher unter dem Einfluss der Hartree—
Fock—Né&herung verwendet haben, muss im Hinblick auf den Transport von Elek-
tronen trotz der real vorhandenen elektronischen Korrelationen in gewissem Sinne
richtig sein. Zunachst ist klar, dass ein Elektron, das in ein Leitungsband gesetzt
wird, aufgrund der Coulombwechselwirkung zwischen den Elektronen andere Elek-
tronen anstofit und damit Teilchen—Loch—Paare erzeugt. Es zeigt sich jedoch, dass
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fiir Elektronen in der Nahe der Fermienergie wegen des reduzierten verfiigharen
Phasenraums beliebig langlebige Anregungszustinde entstehen, in denen ein Elek-
tron oder ein Loch von einer Wolke von Teilchen-Loch-Paaren umgeben ist.
Diese Anregungen heiflen Quasiteilchen und konnen durch dieselben Quanten-
zahlen wie die Elektronen und Locher des idealen Fermigases klassifiziert wer-
den. Die hiermit kurz erliuterten Uberlegungen begriinden die Landausche
Fermifliissigkeitstheorie. Da fiir die Transporterscheinungen entarteter Fer-
misysteme in der Nahe des Gleichgewichts nur die Anregungen in der Niahe der
Fermienergie relevant sind, ist eine Behandlung wie bei freien Elektronen gerecht-
fertigt. Die obige Verteilungsfunktion ist in Wirklichkeit daher eine Verteilungs-
funktion fir Quasiteilchen.

Voraussetzung 2: Grofle freie Weglidnge [ > 1 (d.h. [ > a¢ in atomaren Ein-
heiten):

Die simultane Spezifizierung von Ort r und Impuls k der Quasiteilchen muss
mit der Unscharferelation vertraglich sein. Wir denken uns dazu Wellenpakete
gebildet mit den Breiten Ar im Ortsraum und Ak im Impulsraum, die die Un-
schirferelation Ar - Ak > 1/2 erfilllen. Damit der Impuls des Wellenpaketes
durch k gut charakterisiert ist, muss die Ungleichung Ak < k ~ kp erfiillt sein.
Damit man von einer Streuung solcher Wellenpakete sprechen kann, muss ande-
rerseits Ar < [ gelten. Diese beiden Bedingungen erfordern zusammen mit der
Unscharferelation die Giiltigkeit der Ungleichung lkr > 1, d.h. eine grofle freie
Weglange. Umgekehrt lassen sich fiir [krp > 1 die beiden genannten Bedingungen
erfiillen, z.B. durch die folgende Wahl der beiden Unschéarfen:

2 1 VR 1
VS L 20.1
bp> = = Ak =T (20.1)

Wir werden im folgenden annehmen, dass die beiden obigen Voraussetzungen
erfiillt sind und damit das Konzept der Verteilungsfunktion fi;(r,t) sinnvoll ist.

Wenn man Phononen in die Behandlung der Nichtgleichgewichtseigenschaften
einbeziehen will, muss man fiir die Phononen eine analoge Verteilungsfunktion
gxj(r,t) einfithren.

Aus der Verteilungsfunktion kann man leicht die interessanten physikalischen
Groflen berechnen, namlich die elektrische Stromdichte j(r,t) und die von
den Elektronen getragene Warmestromdichte u(r,t). Es gilt (siehe hierzu auch
(7.25))

Lo S P
j(rt) = 2/BZ 2y 2 5(K) ficj (r, 1) .

'Ll(I',t) = 2/]32 (;Zﬂ—l){g . Vj(k>(E](k) —;L)fk](r,t)

Hierbei ist v;(k) = VE;(k) die Gruppengeschwindigkeit der Quasiteilchen
im Band j. Volle Bénder (fx; = 1) tragen wegen der Zeitumkehrinvarianz
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E;(-k) = Ej(k) — v;(—k) = —v;(k) nicht zu den Strémen bei genauso wie die
tiefliegenden Bereiche der Leitungsbander, fiir die ebenfalls fyx; = 1 gilt. Beitrage
zu den Stromen rithren ausschliefilich von einer moéglichen Asymmetrie k — —k
der Verteilungsfunktion her, die nur in der Ndhe der Fermienergie auftreten kann.

Mit dem Minuszeichen fiir das Vorzeichen der Elektronenladung und dem Faktor 2
fiir die Spinentartung erklért sich der Ausdruck fiir die elektrische Stromdichte von
selbst. Den Ausdruck fiir die Warmestromdichte kann man wie folgt begriinden:
Ein Warmestrom ist definiert durch das Produkt aus absoluter Temperatur und
Entropiestrom. Dieser Strom ist im Rahmen linearer Transportprozesse als eine
kleine Storung des Gleichgewichts aufzufassen. Kleine Stérungen betreffen die
freie Energie F' eines Systems, die ja im Gleichgewicht minimal ist, nur in zweiter
Ordnung. Daher gilt bei einer infinitesimalen Warmezufuhr AQ = TAS die Ab-
schitzung AF = AE — TAS — uAN = O((AS)?) oder AQ = AE — uAN +
O((AS)?), die die Zuriickfiihrung des Entropiestroms auf einen Energiestrom in
der Formel fiir die Warmestromdichte erklart.

Wir wollen nunmehr eine kinetische Gleichung, die Boltzmanngleichung, fiir
die zeitliche Anderung der Verteilungsfunktion f aufstellen. Die Elektronen sollen
sich unter dem Einfluss schwacher duflerer Felder (schwach im Sinne von Kapitel
15) in einem realen Kristall bewegen.

In einem idealen Kristall kennen wir die Bewegung der Elektronen unter solchen
Umsténden schon (siehe Kapitel 15). Sie kann im Rahmen der quasiklassischen
Naherung beschrieben werden und der Bandindex j bleibt bei dieser Bewegung im-
mer erhalten. Wir werden im folgenden oft auch die Notation f;(r, k, t) verwenden.
Es gibt in idealen Kristallen zwei Ursachen fiir eine Anderung der Verteilung 1
an einem Punkt (r,k) des Phasenraums:

(1) Diffusion: Ein Elektron mit Impuls k entfernt sich mit der Geschwindigkeit
I = v;(k) von der momentanen Position r.

(2) AuBere Krifte: Der Impuls eines Elektrons am Ort r &ndert sich nach der
Bewegungsgleichung k = —E(r) — v;(k) x B(r). Hierbei sind E und B die totalen
Felder (siehe hierzu die Diskussion in Kapitel 18).

In einem idealen Kristall tragt jedes Elektron bei der Bewegung im Phasenraum
seine Wahrscheinlichkeit mit sich. Wie allgemein in der klassischen Mechanik er-
folgt die Stromung im Phasenraum auch hier divergenzfrei. Es ist namlich sowohl
div,i = div,v;(k) = 0 als auch divik = —divi(v; x B) = —B(r)rotiv;(k) = 0,
weil vj(k) = VEj(k). Wegen der Erhaltung des Phasenraumvolumens ist die Er-
haltung der Wahrscheinlichkeit aquivalent zur Erhaltung der Wahrscheinlichkeits-
dichte und es gilt die kinetische Gleichung

df;

=0 20.3
=0, (203)

die einfach aussagt, dass in einem idealen Kristall ein im Phasenraum mitbewegter
Beobachter eine konstante Verteilung an seinem Beobachtungspunkt sieht. Fiir
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einen ortsfesten Beobachter im Phasenraum stellt sich die Kinetik daher anhand
der Gleichung
of;

E + verfj - (E + v, X B)kaj =0 (204)

dar.

In einem gestorten Kristall gelten die obigen Gleichungen nicht mehr, weil ein
weiterer Mechanismus die Verteilungsfunktion beeinflusst, namlich die

(3) Streuung: Es gibt Streuprozesse, die ein an einem festen Ort r befindliches
Elektron von einem Zustand k’j’ in den Zustand kj streuen und dadurch fy;
vergroffern, und umgekehrt Prozesse, die ein Elektron im Zustand kj in einen
anderen Zustand k’j’ streuen und damit fx; verkleinern. Die Raten all dieser
Prozesse, summiert iiber alle k’j’, nennt man das Stof3integral Iy;[f], das fiir die
Anderung von fx; aufgrund der StoBe verantwortlich ist. Die endgiiltige Boltz-
manngleichung lautet dann

d fi;
= Iy; 20.5
79— gl (205)
aus dem Blickwinkel des mitbewegten Beobachters oder
i .t + (E+v; x B)Vif; + I, 20.6
ot = —Vj rf]+< +v; X ) kf]+ k][f] ( : )

fir den ortsfesten Beobachter.

In der Form (20.6) zeigt die Boltzmanngleichung deutlich die drei zusammenwir-
kenden und konkurrierenden Mechanismen, Diffusion, Wirkung auflerer Krafte
und Stofe, die fiir die Analyse des Nichtgleichgewichts wichtig sind. Phénomene,
die man mit der Boltzmanngleichung behandeln kann, sind

(a) Relaxation: Man kann untersuchen, wie eine Verteilungsfunktion stationér
wird, speziell, wie sie bei Abwesenheit duflerer Krifte in ein Gleichgewicht 0f /0t =
0 strebt;

(b) Transport: Man kann in Anwesenheit duflerer Kréfte stationdre Zustdnde
mit df /0t = 0 suchen, in denen stationdre Strome flielen.

In Gleichung (20.6) beschreibt der zweite Term auf der rechten Seite die Wirkung
der dufleren Krafte auf die Impulsverteilung. Der Stofiterm (dritter Term auf der
rechten Seite) wirkt ebenfalls auf die Impulsverteilung und begrenzt die Wirkung
der duBeren Krifte. Der Diffusionsterm (erster Term auf der rechten Seite)
schliellich beeinflusst die rdumliche Verteilung. Er ist insbesondere bei Anwesen-
heit von Temperaturgradienten wichtig, die in der Boltzmanngleichung ja nicht
explizit auftreten und die, wie wir spater sehen werden, durch Rand—, bzw. An-
fangsbedingungen ins Spiel gebracht werden.

Die Form des Stoffintegrals hangt vom Streumechanismus ab. Fiir den wichtigen
Fall der Streuung von Elektronen am Potential von Fremdatomen kann man
man das Stoflintegral leicht angeben. Man geht aus von einer Ubergangsrate
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W(kj,k'j’) fiir den Streuprozess kj — k’j’. Wenn ¢; die Dichte der Fremdatome
ist und 7T; die T-Matrix des Potentials der Fremdatome, stellt sich die Ubergangs-
rate nach der goldenen Regel als

W (kj, K'5') = 2me; | (kj| T3 K 5 |°6 (E; (k) — B (K)) (20.7)

dar, wobei die Deltafunktion die Energieerhaltung beim Streuprozess ausdriickt.
Man beachte, dass die Streuprozesse nicht nur die Erhaltung des Quasiimpulses
k, sondern auch die des Bandindexes j verletzen. Fiir den anderen wichtigen Fall
der Streuung aufgrund der Elektron—Phonon—Wechselwirkung hangt die
Ubergangsrate W von der Verteilung gi; der Phononen und damit auch von der
Temperatur ab und die Energie der Elektronen ist nicht erhalten, da die Erzeugung
bzw. Vernichtung eines Phonons sie erniedrigt bzw. erhoht.

Das Stoflintegral erhalt man jetzt, indem man W mit den Wahrscheinlichkeiten f
und 1 — f multipliziert, im Anfangszustand ein Elektron zu finden und im Endzu-
stand ein Loch zu finden, und indem man iiber alle Prozesse summiert. Es ergibt
sich so das Stoflintegral

&K’ e
o= | o [ 1) e (1~ o) -

— Wk, k') fis (1 = frejr) |-
Im allgemeinen ist die Boltzmanngleichung also eine recht komplexe nichtlineare

Integrodifferentialgleichung. Um sie transparenter zu machen, spaltet man von
der Verteilungsfunktion f eine Gleichgewichtsverteilung f9 ab,

f=f"+h, (20.9)

und betrachtet die kinetische Gleichung fiir die Abweichung h vom Gleichgewicht.
Als f° wihlt man eine geeignete Verteilung des lokalen Gleichgewichts

1
fo(r) = : (20.10)
< exp[{ (k) — u(T'(r))}/T(r)] +1
Sie ist im Impulsraum im Gleichgewicht und fiihrt keine Stréme,
j’=u’ =0, (20.11)

ist aber wegen der ortsabhingigen Temperatur 7'(r) im Ortsraum nur lokal
(d.h. unter Hinzufiigen von Zwangsbedingungen) im Gleichgewicht und erlaubt
es, Temperaturgradienten einzufithren. Dabei ist das chemische Potential p
lokal der Temperatur anzupassen und wird dadurch ebenfalls ortsabhéngig.

Da f° im Impulsraum im Gleichgewicht ist, erwartet man, dass das StoBSintegral
fiir f = fY verschwindet,
I[f% =o0. (20.12)
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Das StoBintegral mit unserer Ubergangsrate (20.7) hat diese Eigenschaft, weil
die Ubergangsrate W symmetrisch ist, W (k’j’, kj) = W (kj,k’j"), und weil bei
elastischer Streuung mit Ej;/ (k') = E;(k) auch fl({),j, = fl({)j gilt. Es gibt jedoch
dariiber hinaus eine weithin giiltige Eigenschaft fiir Stofiintegrale, die von der
speziellen Form (20.7) der ﬁbergangsrate unabhéngig ist. Diese Eigenschaft heif3t
detailliertes Gleichgewicht und besteht darin, dass der Integrand in eckigen
Klammern in (20.8) fiir f = f° verschwindet, sodass fiir jedes Paar von Zustinden
kj und k’j’ die Streuraten, die den Zustand kj in den Zustand k’j’ iiberfithren,
sich mit denjenigen, die k’j" in kj iiberfithren, kompensieren. Dies bedeutet, dass
die I"Jbergangswahrscheinlichkeit

V(kj, k'j") = W(ks, X'j") fi; (1 = fieryr) (20.13)
eine symmetrische Funktion mit der Eigenschaft
Vi(kj X'j') = V(K'j' kj) (20.14)

ist. Diese Symmetrieeigenschaft ist wegen der Identitit 1 — 0 = fOexp[(E —pu)/T]
gleichbedeutend mit

W (k. K j') B /T = W (K k) B 09/ (20.15)

Wir wollen jetzt den Ansatz (20.9) mit (20.10) in die Boltzmanngleichung (20.6)
mit (20.8) einsetzen. Die dabei auftretenden Ableitungen von f° lassen sich alle
durch die bei tiefen Temperaturen d—artige Funktion

of° _ f°a— 19

5= "7 (20.16)
ausdriicken. Es gilt namlich
afe.
Vify; = v;(k) 823 (20.17)
" v = Mg o o dp Oy 20.18
o = 5p Ve =100t arlgp VT (20.18)

Das Stofiintegral ergibt lineare und quadratische Terme (I' und I?) in der Abwei-
chung h vom lokalen Gleichgewicht. Der Term, der linear in h ist, lautet

1 _ dgkl I . 0 . 0 .
%—/@ﬁjjw&,MWL#MMW—hﬂm) .

Er erhalt eine einfachere Gestalt, wenn man ihn durch die Funktion ®y; ausdriickt,

die durch 0 o o
_afkj fkj(l - fkj)
oE T

hij = Dy, = Dy, (20.20)
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definiert ist. Man erhélt damit unter Benutzung von (20.13)
1 1 [d*k I8 . 0 N RTAN )
Ry = 7 G S (VOT 100 = )+ V k1K) )y
i (20.21)
— (VS ) f + V(i K51 = £) i |

und schlieBlich unter Benutzung des detaillierten Gleichgewichts (20.14) das ein-
fache Ergebnis

JR aw iy iy kj, k'j’
ki = 7 (2n)? 4 ( Kj'— kj)V( J. K'j"). (20.22)
Wenn man schlieBlich noch beachtet, dass wegen (v; x B)Vi f} o< (v; x B)v; =0

das Magnetfeld B nur an der Abweichung h angreift, erhélt die Boltzmannglei-
chung die Gestalt

Ei(k) —p  du Ofi;
- [B@) + (L + )Ty, (05
oh
+ k” +v;(K) Vil — (B + v, (k) x B)Vichy;
d3l<:’ . (20.23)
= —/ 271' 3 (I)k’j’ — @kj>V(k_],k/],)

>k 1 g
- [ [W(kj, KJ') — WO k)] by
j/

Die erste Zeile enthalt die Wirkung der elektrischen Feldes und des Temperatur-
gradienten auf die Verteilung des lokalen Gleichgewichts, wahrend alle anderen
Terme proportional zu mindestens der ersten Potenz der Abweichung A sind. Wir
wollen im folgenden stationdre Losungen (0h/0t = 0) der Boltzmanngleichung
(20.23) im Fall schwacher duflerer Krifte (E und V,T) betrachten. Die Ab-
weichung h ist dann proportional zu den aufleren Kréaften und wir werden nur
lineare Terme in den auferen Kraften berticksichtigen, wodurch alle Terme in der
zweiten und vierten Zeile von (20.23) wegfallen. Hierzu ist zu beachten, dass Vhy;
quadratisch in der Abweichung vom Gleichgewicht ist, weil eine Ortsabhangigkeit
von h durch den Temperaturgradienten bewirkt wird. Wenn wir das Magnet-
feld nicht vollsténdig aus unserer Betrachtung eliminieren wollen, sollten wir den
Magnetfeldterm (v;(k) x B)Vihy; allerdings mitnehmen, indem wir B nicht als
kleine Storung betrachten. Der Beitrag der vierten Zeile verschwindet im tibrigen
im Fall der hier betrachteten elastischen Streuung sowieso. Die linearisierte
Boltzmanngleichung fiir stationare Losungen lautet damit

Ejk)—p | dp Ofx;
T dT OF

1 dgk/ . ! -l
=7/ ry (@k/j/ — <I>kj>V(kJ,kJ )+ (vj(k) x B)Vichy;.
j/

)V T| S5 v5(k)

(20.24)
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Diese Integralgleichung werden wir zunéchst formal 16sen. Wir dividieren sie durch
den Faktor 0 flgj /OE und beschreiben den Stofiterm durch den Integraloperator

Lh=

I'[] /d3/~f’ V(kjyk’J")< hg ey ) (20.25)
Of%, /0B~ T) (2m)® &= 0f),/0B \Of,/0E ~ 0fY, [0F

Wenn wir auf dem linearen Raum der reellen Funktionen der Variablen kj das
Skalarprodukt

>k
(X[Y) = /BZ 2m)? ZijYk] (20.26)

einfiihren, erweist sich der Operator L wegen des detailierten Gleichgewichts
(20.14) als hermitescher Operator.

Insgesamt schreiben wir die rechte Seite der linearisierten Boltzmanngleichung
(20.24) als L(B)h, indem wir in den Operator

fO

L(B) =L+ (55)

L(v x B) Vi (20.27)

den Lorentzterm einschliefen. Die Eigenschaften des Lorentzterms analysieren wir
mittels der Identitat (Produktregel)

X(a—fo)_l(v x B)ViY = —-Y( fo) Hv x B)Vi X
OF oyt 0F i (20.28)
+vk[(aE) 1XY(V><B)} XYVk[(aE) (v x B)].

Hier verschwindet der letzte Term in der zweiten Zeile, weil mit der Stammfunktion
AE) = [(0f°/OE)~ 1 dE = —2T (T sinh(E — p) + E — p), auf deren genaue Form
es im librigen gar nicht ankommt, die Beziehung

0
(ZLE)*(V x B) = VKA(E) x B = Vi x (A(E)B) (20.29)
gilt, anhand derer sich dieser Term als —XY Vi[Vk x (AB)] = 0 schreibt. Fir
Funktionen X, Y, die wie E; (k) periodisch im reziproken Gitter sind, verschwindet
auch der erste Term in der zweiten Zeile von (20.28) nach Integration iiber die
Brillouinzone. Daher stellt der Lorentzterm in (20.27) einen antihermiteschen
Operator dar und der Stofloperator mit Magnetfeld (20.27) hat die Eigenschaft

LY(B) = L(-B). (20.30)

Auf der linken Seite von Gleichung (20.24) wird die Wirkung des elektrischen
Feldes E(r) = —V,¢(r) durch den Term mit (du/dT)V,T = V,u ergdnzt und die

164



linearisierte Boltzmanngleichung erhéalt durch Einfiihren des elektrochemischen
Potentials

pe(r) = o(r) — p(r), (20.31)

dessen Differenzen man als elektrische Spannung misst, die Form

=T (k). (20.32)

L(B)h = —|-V,o0,
(B) Vige + —5

Diese Gleichung wird formal durch Inversion des StoBoperators L(B) gelost. Mit
der Losung h koénnen wir dann die Stromdichten (20.2) unter Beachtung von
(20.11) als Skalarprodukte (wie in (20.26) definiert)

j=—2(v[R),  u=2((E - p)v|h) (20.33)

berechnen. Man erhilt dabei vier Transportkoeffizienten L%, die, vorerst for-
mal, die Gestalt

LY =2(E—p)ivoL Y(B)(E—-p)lv)  (i,j=0,1) (20.34)

haben. Hierbei zeigt das Symbol o an, dass man das dyadische Produkt der
Geschwindigkeitsvektoren zu bilden hat, denn die Transportkoeffizienten sind Ten-
soren, die wir wie die Vektoren durch fette Buchstaben kennzeichnen. Das Glei-
chungssystem fiir die Stromdichten lautet damit

1
j = LOO(_vrSDC) + LOlTVrT

1 (20.35)

u=-L"Y~V.p.) - L”TVPT.
Die vier Transportkoeffizienten (20.33) sind nicht ganz unabhéngig voneinander,
weil aus den Hermitizitétseigenschaften (20.30) des Stofoperators offenbar die
Beziehung (L! bezeichnet die transponierte Matrix)

L'°B) = [L'(-B)]" (20.36)

folgt. Diese Symetriebeziehung wurde schon vor Boltzmann von William Thom-
son (Lord Klevin) aus thermodynamischen Uberlegungen hergeleitet und ist ein
Beispiel fiir die sogenannten Onsagerschen Symmetrierelationen, fiir deren
Aufstellung Lars Onsager 1939 den Nobelpreis fiir Chemie erhielt.

Den vier Transportkoeffizienten entsprechen vier Transportphadnomene, von de-
nen zwei wegen (20.36) nicht voneinander unabhéngig sind. Fiir verschwindenden
Temperaturgradienten erhalten wir aus (20.35) das Ohmsche Gesetz (Georg
Simon Ohm, Ké&ln 1826)

j=oE, o =L%, (20.37)

das die elektrische Leitfihigkeit o auf L% zuriickfiihrt.
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Die Warmeleitfahigkeit k wird bei verschwindendem elektrischen Strom j = 0
gemessen. Ein Temperaturgradient erzeugt dabei einen Warmestrom nicht nur
direkt, sondern auch iiber ein Potentialgefille V. = (L%°)~1LY(V,T)/T, das
die Wirkung von V,.T auf j kompensiert. Die Warmestromdichte ist damit durch

u=-kV,T, k= [L' =L@~ 'L /T (20.38)

gegeben. Hierzu ist zu bemerken, dass in vielen Fallen der Term proportional zu
L' im Ausdruck fiir & deutlich iiberwiegt.

Mit der (differentiellen absoluten) Thermokraft S misst man bei verschwinden-
dem elektrischen Strom j = 0 einen durch einen Temperaturgradienten erzeugten
Potentialgradienten

~Vipe =SV, T, S=—(L""'LOT, (20.39)

der in der praktischen Anwendung iiber den Seebeck—Effekt an Metallkontakten
(Th. J. Seebeck, 1821) bestimmt wird.

Schliefllich erzeugt ein elektrischer Strom bei verschwindendem Temperaturgefille
einen Warmestrom
u=-Pj, P = L")~ (20.40)

Der dabei auftretende Peltier—Koeffizient P steht wegen der Symmetrierelation
(20.36) in enger Beziehung zur Thermokraft (20.39). Fiir verschwindendes Ma-
gnetfeld ist ndmlich der Transportkoeffizient L (wie auch L', o und k) wegen
der Hermitizitat (20.30) des Stooperators L ein symmetrischer Tensor (siche die
Formel (20.34)). Daher gilt fiir B = 0 die Thomson—Beziehung

P=S"T. (20.41)

Die Inversion des Stofloperators ist im allgemeinen ein mathematisch schwie-
riges Problem. Um den elektronischen Transport genauer zu verstehen, betrachten
wir jetzt einen einfachen, explizit losbaren Fall. Wir nehmen dazu zunachst an,
dass die Streuung wie in (20.7) formuliert elastisch ist. Es ist allerdings darauf
hinzuweisen, dass fiir rein elastische Streuung der Stofloperator nicht invertierbar
ist. Elastische Streuung reicht ndmlich zur volligen Relaxation nicht aus, weil eine
energetisch nicht im Gleichgewicht befindliche Verteilung nie ins Gleichgewicht
kommen kann. Daher annulliert der Stofloperator alle Verteilungsfunktionen
f° = F(E), die reine Funktionen der Energie E sind (siehe Gleichung (20.8)).
Die allgemeine Losung h der Boltzmanngleichung (20.32) ergibt sich deshalb aus
einer speziellen Losung hg durch Addition einer beliebigen Funktion F(E). Zum
Gliick ist diese Uneindeutigkeit jedoch physikalisch vollig ungefahrlich, weil die
Funktionen F(E) keinen Beitrag zu den Stromen ergeben. Die Stromdichten sind
also trotz der Nichtinvertierbarkeit des Stofloperators eindeutig bestimmt. Daher
stellt der Grenzfall der rein elastischen Streuung eine physikalisch unbedenkliche
Idealisierung dar.
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Als exakt 16sbares Modell betrachten wir das sogenannte isotrope Modell, bei
dem man ein einziges isotropes Band mit der Dispersion E(k) = E(|k|) annimmt
sowie eine isotrope elastische Streurate

W(k,kK) = wk-K)§(EE) — E(K)), (20.42)

die nur vom Skalarprodukt der Impulse k und k' abhéngt. Dabei brauchen diese
Forderungen offenbar nur in der Nahe der Fermikante gestellt zu werden, sodass
das isotrope Modell auf Alkalimetalle anwendbar sein sollte, wenn die Streuzentren
nur gentigend isotrop sind.

Wir werden zeigen, dass beim isotropen Modell (mit B = 0) der Lésungsansatz
he = a(E(k)) -k (20.43)
zum Ziel fithrt. Zunéachst sehen wir, dass damit

3 1./ 3 1./
I[h] = /éﬂk)?)W(k, k') (he — i) = a(E(k))/é:)?)W(k, K')(k' —k) (20.44)

gilt. Wegen (20.42) ergibt das Integral einen Vektor in Richtung von k. Indem
man es mit dem Projektor k o k/k? multipliziert, erhiilt man eine Streurate

1 A3k’ k- -k
= k. k(1 — 20.4
7(E) /(QW)SW( K)( 12 ): (20.45)
mit der sich Stoflintegral und Stofloperator zu
. hk . 1 afo -1

vereinfachen. Die Relaxationszeit 7(E) bezeichnet man auch als Transport-
stof3zeit. In der Streurate 1/7 werden Streuprozesse wegen des Effektivitatsfak-
tors (1 —k-k'/k?) = 1 — cos(k,k’) um so stirker beriicksichtigt, je groBer die
Impulséinderung bei dem Streuprozess ist. Mit (20.46) wird die Inversion des
StoBoperators in der Boltzmanngleichung (20.32) durch Multiplikation mit der
Stofizeit 7 und dem Faktor —0fY/OF erzielt und wir erhalten unter Beachtung
von v = 2k (dE/d(k?)) = k/m* mit

_ 7(B) E—p_ 10/
die Losung
E — ofo
hk = 7(E) [—Vrsoc+ 7 “VrT} aj; V. (20.48)

Diese Losung hat tatsachlich die angenommene Gestalt, wodurch der Ansatz
(20.43) sich bestétigt.
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Die physikalische Bedeutung des Ergebnisses (20.48) wird besonders anschaulich,
wenn man hy in der Gleichung (20.9) als die fithrende Korrektur einer Taylorent-
wicklung der Verteilungsfunktion

f=1° [k +7(E) (—Vrapc + %VFT)] (20.49)

auffasst. Anhand von (20.49) erkennen wir, dass ein elektrisches Feld die Gleich-
gewichtsverteilung f© und damit die Fermikugel im k-Raum um einen festen Vek-
tor in dem elektrischen Feld entgegengesetzte Richtung verschiebt. Dies beinhaltet
(angesichts der negativen Elektronenladung) einen elektrischen Strom in Richtung
des elektrischen Feldes. In diesem stationdren Zustand halt sich die Beschleuni-
gung der Elektronen durch das elektrische Feld mit der Riickstreuung durch die
Fremdatome auf die Riickseite der Fermikugel gerade die Waage.

k 0 ke K
Ein Temperaturgradient dagegen schmilzt wegen des Faktors E' — u die Fermikugel
auf der Seite der tieferen Temperatur auf und kiihlt sie auf der Seite der hoheren

Temperatur ab. Dies beinhaltet einen dem Temperaturgradienten entgegengesetz-
ten Warmestrom.

gde
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Die Transportkoeffizienten (20.34) ergeben sich beim isotropen Modell wegen
(20.46) zu

g Bk, of° o
LY =2 ——7(E)(E — p)"™* . 20.50
[ C )T EBE =g Pvo (20.50)
Fiir das hier betrachtete isotrope Modell sind die Transportkoeffizienten ebenfalls
isotrop, weil der Integrand in (20.50) bis auf den Faktor v o v isotrop im k-
Raum ist. Er gilt dann Ly, = +(SpwrL) 8o = L¥8,3. AuBerdem kénnen wir
die Integration iiber die Brillouinzone unter Benutzung der Zustandsdichte (pro
Spinrichtung) N(E) (siehe die Definition (14.2)) durch eine Energieintegration
ersetzen und erhalten so

or

LY = 3?/6 /dEN(E)(— aE)T(E)(E — ) o(E)2 (20.51)

Diese Integrale haben schon die ideale Form, um bei tiefen Temperaturen eine
Sommerfeldentwicklung durchzufiihren. Unter Riickbesinnung auf die Gleichungen
(14.16-20) liefert uns dies sofort das Ergebnis

2 IN(E)r(B)(E — ) o )

LY =
3Ve

o wn (20.52)
+ T IN(E)T(B)(E — i) u(E)] , + .

Die elektrische Leitfahigkeit erhilt daraus bei tiefen Temperaturen den fiihrenden
Term (aus der ersten Zeile)

2
o=1L"% = = Npv27r, (20.53)

der durch die Zustandsdichte Nrp an der Fermikante, die Fermigeschwindigkeit
vp und die TransportstoBzeit 7 = 7(Fr) bestimmt ist. Der dem entsprechende
Widerstand p = 1/0 wird gewdhnlich mit dem Restwiderstand identifiziert.

Fir freie Elektronen stehen Ng, vp, die Fermiwellenzahl kr, die Elektronenmasse
m und die Teilchendichte fiir beide Spinrichtungen n durch die Gleichungen

NF . mk:F N . k}%
AT hkr = mup, n= 3.2

(20.54)

in Beziehung zueinander. Diese Beziehungen erlauben die Umformung des Ergeb-
nisses (20.53) in die Form - wir erginzen den Faktor e?, der wegen der atomaren
Einheiten in (20.53) nicht auftritt -

o=e"—, (20.55)

die anhand des Faktors n suggerieren konnte, dass alle Elektronen zur Leitfahigkeit
beitragen. Wir wissen, dass das nicht der Fall ist, und erkennen, dass die Dichte
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n hier nur deshalb eingeht, weil sie den Radius der Fermikugel kr bestimmt und
weil Npv% o k3. o n gilt. Die Formel (20.55) ergibt sich allerdings tatséchlich
auch aus einer rein klassischen (d.h. nicht quantenmechanischen) Berechnung der
Leitfahigkeit und ist daher ein altbekanntes Ergebnis der Drudetheorie.

Die anderen Transportkoeffizienten mit ¢ + 7 > 0 erhalten keinen Beitrag aus der
ersten Zeile von (20.52). So ergibt sich der fiihrende, in der Temperatur lineare
Beitrag fiir die Thermokraft (20.39) wegen L°! oc T2 zu
2 _d 5
§= =3 T Wm[N(p)o (W) 7)) =Er- (20.56)
1

Das Vorzeichen und die Grofle der Thermokraft hdngen von der Teilchen—Loch—
Asymmetrie des Produkts N(u)v?(p)7(1) bei der Fermienergie ab, die fiir Sys-
teme mit Potentialstreuung (20.42) wohl meist durch die Asymmetrie der Zu-
standsdichte N(u) dominiert wird. In Systemen mit magnetischen Verunreini-
gungen kann jedoch aufgrund des Kondoeffekts eine sehr grofie Asymmetrie der
Stofizeit 7(u) das Vorzeichen bestimmen und zu gigantischen Thermokréften bei
tiefen Temperaturen fiithren.

Zur Wirmeleitfihigkeit s tragt wegen L'' oc 7% und L% = L9 o T2 der erste
Term in (20.38) linear in der Temperatur und der zweite Term proportional zu T3
bei. Dabei lasst sich der fithrende Term durch die Leitfahigkeit (20.53) ausdriicken
und man erhalt das Wiedemann—Franz—Gesetz

2

K= ?T -, (20.57)
das den elektronischen Anteil der Warmeleitfahigkeit in universeller Weise mit der
elektrischen Leitfahigkeit verkniipft. Fir die Giiltigkeit dieses Gesetzes ist aller-
dings essentiell, dass die Streumechanismen von elastischer Natur sind. Deshalb ist

z.B. fiir Elektron-Phonon-Streuung das Wiedemann—Franz—Gesetz nicht erfiillt.

Wenn wir das isotrope Modell in Anwesenheit eines homogenen Magnetfeldes B
betrachten, erhalten die Leitfahigkeitstensoren antisymmetrische Anteile. Der
Ansatz (20.43) fiir die Losung der linearisierten Boltzmanngleichung (20.24)
erzeugt mit dem Lorentzterm einen im Magnetfeld linearen additiven Term

(v x B)Vihi = (v x B)[a(E) + (2/(E) - k) v] = (v x B) a(E). (20.58)

Um diesen Term durch einen gleichartigen Term aus dem Stoflintegral zu kompen-
sieren, muss man den Ansatz um einen geeigneten im Magnetfeld linearen Beitrag
erganzen und erhalt den Ansatz

he = a(E(k)) - (k+7(E)(v x B)), (20.59)

mit dem die Losung der Boltzmanngleichung (20.32) bis zu linearen Termen im
Magnetfeld durch (20.47) gegeben ist, d.h. die Losung lautet explizit

hi = 7(E) [—Vrapc + ?vrﬂ Z—JZ <v + %(v x B)). (20.60)
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Wenn man diese Losung in die Gleichung (20.33) fiir die Stromdichten ein-
setzt, kommt iiber das dyadische Produkt eine Matrix ins Spiel, deren in den
Geschwindigkeitskomponenten gerade Anteile - nur solche Anteile tragen nach In-
tegration zu den Transportkoeffizienten bei - in der folgenden Formel angegeben
sind:

0 —v2B, 2B,
A =[vo (v xB)|gerade = vf/Bz 0 —vf/Bgc . (20.61)
—v2B, V2B, 0

Die Transportkoeffizienten (20.51) werden damit anisotrop und es folgt die Bezieh-
ung

. . _ (0 -B. B,
LU(B) = LY [1 +— | B. 0o -B, ] (20.62)
" \-B, B, 0

Die elektrische Leitfahigkeit und die Warmeleitfahigkeit erhalten beide den Ma-
trixfaktor aus (20.62). Wenn o die isotrope Leitfahigkeit ohne Magnetfeld bezeich-
net, geniigt die elektrische Stromdichte dann der Formel

j=o(E+ %(B < E)). (20.63)

Der magnetfeldabhangige Term in dieser Gleichung impliziert den Hall-Effekt.

Fiir die Warmeleitfahigkeit erhalt man mit der isotropen Warmeleitfahigkeit
ohne Magnetfeld das analoge Resultat

u=rk(V,T+—(B x V,T)), (20.64)
m

das thermomagnetische Effekte beinhaltet.

In der Thermokraft (20.39) heben sich die Matrizen jedoch gegenseitig weg, weil
L% und L% zur selben Matrix proportional sind. Die Thermokraft erhilt also im
isotropen Modell keinen linearen Magnetfeldeffekt.
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V. Anhange

A. Ewaldsummation

Wir betrachten Coulombsummen der Art
! dn
= - . Al
“ % 1+ a, —r| (A1)

Hier bezeichnet 1 € 7 Gittervektoren aus einem beliebigen Translationsgitter 7.
Die Vektoren a,(n = 1,...,k) sind die Vektoren einer Basis der Elementarzelle
des Gitters, wobei der Koordinatenursprung so gewahlt sein soll, da3 a; = 0 gilt.
Die Summe Z/ 1aBt das Ion 1 = a; = 0 aus, das sein eigenes Potential nicht spiirt.
Der Vektor r markiert einen Punkt auf diesem Ion. Die Ladungen ¢, sollen die
Neutralitatbedingung

ZQn =0 (A2>

erfullen.

Da Coulombsummen vom Typ (A.1) nicht absolut konvergent sind, erweist sich
ihre Berechnung mittels naiver Summation als schwierig und nahezu unmoglich.
Das im folgenden beschriebene effiziente Verfahren zur hochgenauen Berechnung
solcher Summen geht auf Ewald zurtick.

Das Ewaldverfahren nutzt eine Identitat aus, die in der Mathematik unter dem
Namen Theta—Funktions—Transformation bekannt ist. Mit einer Wellenzahl
p > 0 und dem oben genannten Gitter 7 betrachten wir die gitterperiodische
Funktion

F(r) = % S el (A.3)

leT

Sie kann als Fourierreihe

F(r)= Y Fge'™ (A.4)

geT*

iiber das reziproke Gitter 7* dargestellt werden, deren Koeffizienten Fy durch
Integrale

1 .
Fy = Ve/\/ F(r)e & d3r (A.5)

iiber eine Elementarzelle mit dem Volumen V. gegeben sind. Diese Integrale lassen
sich leicht explizit auswerten. Unter Benutzung des Gauflintegrals

/ dar e~ 07 i9/20)" — ? (A.6)



erhalt man das Ergebnis
2
VeV/T IR,

3

2 /OO e 2 2 2 27T 2 2

— | | du. e~ (Pritig;/20)" | o—g5/4p"] — 20 ,—g"/4p”
Ve\/7_rj_1[ oo } Vep?

2.2
Fe = e TP e B3y

(A7)

Indem wir r durch r — a,, ersetzen, werden wir die sich aus (A.3,4,7) ergebende
Identitat in der Form

\er—uﬂ n—r|?p? _ > Z —g*/4p* | ig(r—an) (A.8)

leT geT*

verwenden. Man beachte, daBl fiir grofle p die 1-Summe und fiir kleine p die g—
Summe gut konvergiert.

Die Coulombsumme (A.1) bringen wir nunmehr in die Form

o q’l’L |l+an—r| ].
= E _— = d g Pt _ AL A.
T Llva, x v f/ L dne r (4.9)

Wir spalten die p—Integration an einer beliebigen Wellenzahl p = G > 0 auf. Grofle
Gittervektoren 1 tragen nur im Integral tiber die kleinen Wellenzahlen 0 < p < G
in kritischer Weise bei. In diesem Integral ersetzen wir deshalb im Integranden
mittels der Identitét (A.8) die Gittersumme durch eine Summe iiber das reziproke
Gitter und erhalten somit

a—/deqn 27; Z o 97 /4p" ig(r—an)

geT” (A.10)

_ _ a1
+ [ dp= e Itan—r?p? _ 01
/Gpﬁlznjqn ;

Im ersten Term verschwindet wegen der Neutralitdtsbedingung (A.2) der Beitrag
fiir g = 0. Die p—Integrale fiir g # 0 konnen elementar berechnet werden. Nach
Substitution der Integrationsvariablen durch die neue Variable s = 1/4p? (8pdp =
—ds/s?,1/p* = 16s?) erhalten wir fiir den ersten Term

S / dsemo B = 7 g, o

n,g#0 1/4G* n,g#0 Vey

e 9 /4G giglr—an) (A 11)

Im zweiten Term in (A.10) kann das Integral durch die Fehlerfunktionen

erf(z \/_/ e dt, erfe(z \/_/ Tt =1- erf(z) (A.12)

1



ausgedriickt werden und wir erhalten

2 2 2 qn
dp—= qpe MHan—rl"" = N" " _orfe(Gll+a, —r|). (A.13)
IR e |

Indem wir hier aus der Summe den Term mit 1 = 0 und n = 1 abspalten, erhalten
wir schliellich das Endergebnis

4 2 2 - .
o = e 9 /4G* +igr e~ igan
> >
g#0 n
dn

! 5
+ ; merfc(G |1 +a, — I'|) — 7 erf(Gr).

(A.14)

In (A.14) sind beide Summen aufgrund einer Gaufischen Abschneidung absolut
konvergent. Obschon das Ergebnis nicht vom Wert der Abschneidewellenzahl G
abhingt, wird man diesen Parameter in etwa so wahlen, dafl die Gittersumme
und die Summe iiber das reziproke Gitter nach vergleichbar vielen Summanden
abgebrochen werden konnen.

Bei vielen Anwendungen der Formel (A.14) ist man am Fall r = 0 oder am Grenz-
fall kleiner r interessiert. Die dafiir zu benutzende Taylorentwicklung des letzten
Terms lautet

1 _2G (Gr)?  (Gr)*  (Gr)S
;erf(Gr)—ﬁ(l— 3 + T +...). (A.15)

Eine etwas andere Anwendung der Ewaldsummation erlaubt die effiziente Berech-
nung der Energie von Wignerkristallen. Das Modell des homogenen Elektro-
nengases, bei dem Elektronen in einem raumlich homogenen neutralisierenden
Hintergrund positiver Ladungsdichte ihrer Coulombabstoffung unterliegen, hat im
Grenzfall geringer Teilchendichten nach Eugen Wigner (1938) einen kristalli-
nen Grundzustand, dessen Energie durch die Coulombkrafte dominiert wird. Die
Ladungsdichte dieses Modells lautet also in der Notation dieses Anhangs

k

p(r) = v —lzzd(r—l—an), (A.16)
wo 1 die Punkte eines beliebigen Translationsgitters 7 bezeichnet, n = 1,...,k

den Satz von k Basisvektoren a,, innerhalb einer Elementarzelle des Volumens V,
abzahlt und die Elektronenladung in atomaren Einheiten den Wert -1 hat. Ein
Testelektron verspiirt aufgrund dieser Ladungsdichte ein Potential

1 d3r’ 1
ch(r>_z<\r—l—an\_/VEVE ]r—l—an—r’\) (A-17)

In
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Bei vorgegebener Dichte k/V, schreibt sich die Grundzustandsenergie ¢y pro Elek-
tron dann mittel o.(r) als

1 F 1 d3r
T 2% Z[rligln el Cr— an|) - /‘/76 <Pc(1°+an)]. (A.18)

e

Hier enthalt der erste Term die Abstolung der Elektronen untereinander unter
Vermeidung der Selbstwechselwirkung sowie die Halfte der Anziehung zwischen
den Elektronen und dem homogenen Hintergrund und der zweite Term die zweite
Halfte dieser Anziehung sowie die Abstoflung der Ladungen des Hintergrundes
untereinander. Der Faktor 1/2 vermeidet die Doppelzéhlung der Coulombpoten-
tiale zwischen Paaren von Ladungen und die Mittelung iiber die Basisvektoren ist
notwendig, wenn die verschiedenen Punkte innerhalb einer Elementarzelle kristal-
lographisch nicht dquivalent sind. Wenn man anstelle von (A.17) ein verschobenes
Potential p(r) = . (r)—(pc)y, einfithrt, dessen Mittelwert iiber die Elementarzelle
verschwindet, trégt der zweite Term in (A.18) nicht zur Energie bei.

Das Potential ¢(r) ldsst sich in der Form nicht effizient berechnen. Wir werden es
daher im folgenden mittels der Ewaldsummation in eine Form bringen, die analog
zu (A.14) bequem mit hoher Prézision ausgewertet werden kann. Dazu zerlegen
wir die Ladungsdichte (A.16) unter Hinzuziehung von GauBisch mit der Breite n
verteilten Einheitsladungen, die an den Positionen der Elektronen zentriert sind,
in die beiden neutralen gitterperiodischen Anteile

k 1 2.2
v —(r—1-a,)*/
i) =y, IZH: P "

1 Cr—l—a. )2 /n?
pg(r):Z[We (r—1 n)~/n —6(1'—1—8.”) .
In

(A.19)

Um das von p; (r) erzeugte Potential als Summe im reziproken Gitter darzustellen,
schreiben wir p;(r) als Fourierreihe

r)= Y pge’® (A.20)

geT™

mit den Fourierkoeffizienten

3
N 5 _ Z o~ (r—a.)* /0’ —igr
Pe= |V, 80 V 0 7T3/2

= Vi [k g0 — ™97/ Z e '8,

(A.21)

Wegen der Ladungsneutralitat gilt p1g = 0 und wir erhalten damit die Fourierreihe

-1 .
p1(r) = — e_"292/4261g(r_a"). (A.21)
‘ g(#0)
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Ein von einem Testelektron gespiirtes Potential dieser Ladungsdichte ist nach der
Poissongleichung Aty = 4mwp; durch

4 1 .
P (r) = VW 3 9_26—17292/426@0—%) (A.22)
© g(0) n

gegeben und hat den Mittelwert (1), = 0.

Zur Berechnung des Potentials der Ladungsdichte ps(r) benutzen wir fiir jeden
Gaufschen Summanden die Losung der Poissongleichung (R?x(R))" = 47 R?p(R)
fiir kugelsymmetrische Ladungsdichten p(R):

X(R) = 47T ( Yrdr — 4n /oop(r)rdr
R (A.23)

/dr/ el dr.

Mit der Errorfunktion (A.12) erhalten wir so sofort das Potential

Pa(r) = IZ - ejfr(’f l__l ;HT”V . (A.24)

Seinen Mittelwert berechnen wir durch Vertauschung zweier Integrationen zu

Z/ d3r erfc( T/T] 47Tk:n /d — /Ooe_tz
Ve Rs \/7_T T

(A.25)
S\fk:n /dte_t2 /xdx = mhn’ .
Ve 0 0 Ve
Damit lautet die gesuchte Form des verschobenen Potentials (A.17)
mkn?
p(r) = 1(r) + 1o (r) — = (A.26)
Zur Berechnung des Grenzwertes in (A.18) braucht man noch die Formel
—erf(|r — a, 2
i S —anl) 2 (A.27)
roan [r—ay VT
und erhalt damit das Endergebnis
41 2 2
_ /4 ’L n |2
0= 3 e S e
g(#0) (A.28)
+ o lzam#offc(\an —l-ay|/m) 1 kmp .
2k — la, —1— a,,| vy 2V,



Da diese Gleichung in atomaren FKinheiten formuliert ist, beschreibt sie die
Coulombenergie in Einheiten von e? /ag = 2 Ry, wenn der Abstand néchster Nach-
barn d in Einheiten des Bohrschen Radius ag gemessen wird. Es ist tiblich, die
Energie des homogenen Elektronengases epypc in Ry anzugeben und seine Dichte
durch den in Bohrschen Radien gemessenen mittleren Elektronenabstand r, zu
parametrisieren, wobei 74 durch

% _ (‘%ﬁg)‘l (A.29)

definiert ist. Da ey nach (A.17,18) proportional zum mittleren Abstand d ist und
V. proportional zu d2, erhilt man fiir egpg schlieBlich die Formel

erpe = 2e0(1) _ <6Ve(1)>1/3 ‘ eo(1) .

= —— A.
d 7k (A.30)

Ts Ts

Hier sind V(1) und e(1) als das Elementarzellenvolumen V, und die Energie eq
in (A.28) fiir d = 1 zu verstehen. Die Gleichung (A.28) erlaubt miihelos eine
instantane hochprézise Berechnung der Koeffizienten € (siche Tabelle (A.1)).

Ein Vergleich der verschiedenen Kristallstrukturen ergibt, dass die kubisch
raumzentrierte Struktur im Grenzfall geringer Dichte die tiefste Coulombenergie
hat. Die Werte fiir den Koeffizienten € sind in der folgenden Tabelle zusam-
mengestellt. Fiir die hexagonalen Strukturen liegen die optimalen ¢/a—Verhéltnisse
nahe bei den Werten fiir die dichten Kugelpackungen.

Tabelle A.1
Struktur Koeffizient € c¢/a—Verhéltnis
bee 1,791 858 511 363 531 —
fee 1,791 747 230 390 217 —
dhep 1,791 711 996 200 338 2,001 629 46./8/3
hep 1,791 676 902 406 034 1,001 620 50/8/3
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(A.30)

B. Dipolmoment einer Elementarzelle

In diesem Anhang werden wir zeigen, dafl fiir jede gitterperiodische neutra-
le Ladungsanordnung eine Elementarzelle mit verschwindendem Dipolmoment
gewahlt werden kann.

Zu der vorgegebenen periodischen Ladungsanordnung wéhlen wir eine beliebige
primitive Basis a;, as, az des zugehorigen Translationsgitters 7. Das reziproke
Gitter 7* wird durch die in (2.11) gegebene reziproke Basis aj, a%, aj aufgespannt.
Mit Koordinaten x1, xo, x3 stellt sich dann der Ortsvektor als r = z1a; + zo0a5 +
xrgag dar. Die Vektoren des reziproken Gitters sind mit ganzen Zahlen n; durch
g = njaj + nqaj + nsajz gegeben.

Die vorgegebene periodische Ladungsdichte stellen wir nunmehr durch die Fourier-

reihe ‘ '
p(I‘) — Z Pg RS Z Pg 627rz(n1x1+n29c2—|—n3m3) (Bl)
g(#0) g(#0)

dar, wobei der Fourierkoeffizient pg wegen der Ladungsneutralitat verschwindet.
Wir wahlen zunéachst eine Elementarzelle EZ als die Menge aller Punkte, fiir die

die Koordinaten die Bedingung |z;| < § (i = 1,2,3) erfiillen. Wir werden dann

zeigen, daf3 durch eine geeignete Verschiebung r von EZ eine Elementarzelle mit
verschwindendem Dipolmoment gefunden werden kann.

Die kartesischen Komponenten des Dipolmoments von EZ sind proportional zu

den Volumenintegralen
1/2
pj = /// zjp(r) dzidrodus, (B.2)
—-1/2

die sich leicht mittels der Fourierreihe (B.1) auf die Integrale

1/2 ) 0 (n — O) 1/2 )
2mine __ " 2mwine —
/ drxe = { (-1) (n£0)’ / dre Ono (B.3)

—1/2 2T N —1/2

zuriuckfiihren lassen. Wir erhalten so die Formel

(="

— B.4
271 ny ( )

P1 :5712067130 Z Pnyat
n1(#0)

und durch zyklische Vertauschung der Indizes analoge Ausdriicke fir po und ps.

Die um den Vektor r verschobene Ladungsdichte hat die Fourierreihe

p(r —1) = Z (pge 8T) 8™, (B.5)

g(#0)
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Indem wir die modifizierten Fourierkoeffizienten aus (B.5) in (B.4) einsetzen, erhal-
ten wir fiir das Dipolmoment der verschobenen Ladungsdichte die Komponenten

7 —2mini & -1)m
pl(xl) = (577,20(5”30 Z IOnlaT e 2 1 % (B6)
n1(#0) !

Diese Komponenten sind natiirlich reell. (Formal folgt das aus (B.6) wegen p_g =
pg-) Die reelle Funktion p;(71) ist stetig, periodisch mit der Periode 1, und hat
den Mittelwert 0 iiber ein Periodizitatsintervall. Deshalb muf} sie eine Nullstelle
haben. Damit ist gezeigt, daf} fiir eine geeignete Verschiebung das Dipolmoment
verschwindet.

Die obige Argumentation ist unvollstandig fiir Ladungsdichten, die Punktladungen
enthalten. Diese Punktladungen springen namlich bei Verschiebung der Elemen-
tarzelle abrupt von einem Randpunkt zu einem gegeniiberliegenden Randpunkt
und eine Komponente p;(Z;) des Dipolmoments variiert an dieser Stelle unstetig.
Mit einer beliebig kleinen Verschmierung der Punktladungen, etwa durch Erset-
zung der )—Funktion durch eine Gauflifunktion, erreicht man aber eine Beseitigung
solcher Unstetigkeiten. Wir lernen aus dieser Betrachtung, dafl man gegebenen-
falls die Kernladungen, falls sie am Rande der Ementarzelle mit verschwindenem
Dipolmoment liegen, in geeigneter Weise auf die gegeniiberliegenden Randpunkte
verteilen muf.
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C. Zweite Quantisierung

Die zweite Quantisierung fufit auf Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren, die
dem betrachteten System ein Elektron hinzufiigen oder entnehmen. Da diese
Operatoren zwischen Zustédnden mit verschiedenen (benachbarten) Teilchenzahlen
wirken, legt man der zweiten Quantisierung den Fockraum F zugrunde, der die
direkte Summe der Hilbertraume fiir alle Teilchenzahlen N = 0,1,2,... ist. Man
baut den Fockraum auf, indem man mit dem Zustand verschwindender Teilchen-
zahl beginnt, den man den Vakuumzustand |0) nennt. Jedem Einteilchenzustand
|a) aus einer orthonormierten Basis (12.13) ordnet man den Erzeugungsopera-
tor ¢!, zu, der dem System ein Teilchen im Zustand o hinzufiigen soll. Die genaue
Definition der (linearen) Erzeugungsoperatoren ergibt sich aus der Vorschrift, dafl
die in (12.14) definierte Slaterdeterminante (einschlieflich des Normierungsfaktors
V/N!) durch folgendes Produkt aus dem Vakuum entsteht:

a1, ...,an) =cl -l _]0). (C.1)

aN

Hierbei ist sorgfaltig auf die Reihenfolge der Erzeuger zu achten, weil eine Trans-
position zweier Einteilchenzustande ja das Vorzeichen der Determinante andert.
Aus dieser Bemerkung folgt sofort die Rechenregel

CLCL =— chCJr . (C.2)

Sie gilt wegen des Pauliverbots auch fiir den Fall o = f3.

Der Vernichtungsoperator c,, soll ein Teilchen im Zustand « beseitigen. Seine
genaue Definition folgt aus den Vorschriften

C/B|O(1,...,OCN>:O (6¢(a17"'7aN))7

(C.3)
Co,lat, g, ... an) = |ag,...,anN).
Die letztere Vorschrift impliziert wegen der Regel (C.2) die Gleichung
Colon, . yan) = (=1)""" o, ... anet, Qg o), (C.4)
aus der man die zu (C.2) analoge Rechenregel
Calg = —CpCy (C.5)

gewinnt, die wegen des Pauliverbots wieder auch fiir a = ( gilt. Tatsachlich sind
c,, und ¢/, zueinander adjungierte Operatoren, wodurch die Regeln (C.2) und (C.5)
einander bedingen. Fiir a # (3 erhalten wir wegen (C.4) schlielich auch die Regel

c];cﬁ = —CBCL, (C.6)
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die jedoch fiir o = @3 nicht gilt. Die Operatoren cf c, bzw. c,cl wirken nimlich
wie ein Faktor 1 bzw. 0, wenn der Einteilchenzustand « besetzt ist, und umgekehrt
wie 0 bzw. 1, wenn er unbesetzt ist. Daher gilt in jedem Falle die Regel

cle, +e,cl =1, (C.7)

Wir konnen nunmehr die erhaltenen Regeln zusammenfassen. Je zwei Erzeuger
und je zwei Vernichter sowie Erzeuger und Vernichter aufeinander orthogonaler
Einteilchenzustiande antikommutieren. Die Regeln lauten zusammengefafit

{carcgt = cqeq +ze, =0

{cf, c%} = CLCL + C%CL =0 (C.8)

{¢a, c%} = cac£ + c%ca = 0ap-
Hier haben wir mittels der geschweiften Klammern eine Kurzschreibweise fiir
den Antikommutator zweier Operatoren eingefithrt. Diese Regeln definieren
vollstéandig die von den Elektronenerzeugern und —vernichtern aufgespannte Ope-

ratoralgebra. Sie sind allerdings symmetrisch unter Vertauschung von Erzeugern
und Vernichtern. Daher miissen sie durch die Regel

c,|0) =0 (C.9)

erganzt werden, den Vernichtern ihre spezifische Bedeutung gibt. Die Regeln (C.8)
und (C.9) stellen das komplette Riistzeug fiir den Umgang mit der zweiten Quan-
tisierung dar.

Die Vorteile beim Ubergang zur zweiten Quantisierung werden sichtbar, wenn man
die gebrauchlichen quantenmechanischen Operatoren im Fockraum durch Erzeuger
und Vernichter darstellt. Jeder lineare Operator ist vollstandig charakterisiert
durch die Angabe aller seiner Matrixelemente zwischen beliebigen Slaterdetermi-
nanten (12.14) auf der Grundlage einer vorgegebenen orthonormierten Einteilchen-
basis {«,}. Betrachten wir zunéchst Einteilchenoperatoren (12.2). Anhand
der Herleitung der Formel (12.16) iiberzeugt man sich leicht davon, dafl deren
Matrixelemente (p|H1|t) zwischen zwei N—Teilchenzustianden (12.14) nur dann
nicht verschwinden, wenn diese Zustande sich hochstens in einer Besetzung unter-
scheiden. In leichter Abwandlung von (12.16) erhélt man dann z.B. fiir typische
nichtdiagonale Matrixelemente mit o« L (3

(o, 9, ..., an|H1|B, ag,...,an) = (a|h|F). (C.10)

Insgesamt ergibt sich aus (12.16) und (C.10) die sehr einfache (und von der
Teilchenzahl N vo6llig unabhéngige) Darstellung

Hi = 3" (alhlf) che, (C.11)
a,B



fiir die Wirkung eines Einteilchenoperators (12.2) im Fockraum. Sie ist bilinear in
den Erzeugern und Vernichtern. Die Summe erstreckt sich iiber alle Zustande in
einem vollstdndigen orthonormierten System (12.13).

Fiir Zweiteilchenoperatoren (12.3) sagt uns die Herleitung (12.17), dafl sie
hochstens zwei Teilchen einer N-Teilchendeterminante in einen anderen Ein-
teilchenzustand tiberfithren kénnen. In Analogie zu (12.17) erhalten wir z.B. fiir
die vier paarweise verschiedenen Einteilchenzustinde «a, 3, v und ¢

<Oé,’7,043, <. 705N’H2|57570537 s 7aN>
1 (C.12)
= 5(2@‘1(04“(1; 2)|8)110)2 — 2(a|1 (v|u(l; 2)\5>1|5>2)-

Man findet so schliellich fiir Zweiteilchenoperatoren die in Erzeugern und Ver-
nichtern biquadratische Fockraum—Darstellung

1
Ho=5 3 2(rhlalu(t;2)8)110) cheleses. (C.13)
7,6,

Auch hier ist iiber alle Einteilchenzustande «, (3, v und § unabhéngig zu sum-
mieren. Das negative Vorzeichen des Austausch-Matrixelements in (12.17) oder
des zweiten Terms in (C.12) sowie die Abwesenheit von Doppelbesetzungen o = ~y
oder § = § werden dabei wegen des Antikommutierens (C.8) der Erzeuger richtig
beriicksichtigt. Als eine Subtilitdt der Formel (C.13) sollte man sich merken, daf
die beiden inneren Indizes des Operatorproduktes (hier v und d genannt) im Ma-
trixelement des Operators u zu dem einen Teilchen (hier 2 genannt) gehoren, die
beiden duBeren (hier o und  genannt) zu dem anderen Teilchen (hier 1 genannt).
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