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Vorwort

Ziel dieser Vorlesung “Theoretische Festkorperphysik II” ist eine Einfiihrung
in die theoretischen Grundlagen zur Modellierung von Ubergangsmetalloxidsyste-
men. Wegen der starken Korrelationen der Elektronen in den d—Schalen wird ein
lokaler Beschreibungszugang gewahlt, der mit einer Einfiihrung in die Beschrei-
bung der 3d-Elektronen in freien Ionen beginnt. Danach werden die Modifikatio-
nen diskutiert, die sich beim Einbau einzelner 3d—Ionen in eine kristalline Umge-
bung ergeben und schliefflich werden die Modelle besprochen, die fiir das Wech-
selspiel solcher Ionen untereinander und mit anderen Elektronen derzeit als re-
levant angesehen werden. Der Akzent dieser Vorlesung liegt eindeutig auf der
Begriindung dieser Modelle und nicht auf deren Losung, die einer Vorlesung tiber
Vielteilchenphysik vorbehalten ist.

Vorausgesetzt werden Grundkenntnisse in Quantenmechanik und in statistischer
Physik. Bei regularem Studienablauf wird diese Vorlesung als Wahlpflichtver-
anstaltung fiir das achte Fachsemester im Anschlufl an die Vorlesung Theoretische
Festkorperphysik I empfohlen.
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0. Einleitung

Diese Vorlesung soll die modellméBige Beschreibung der elektronischen Eigen-
schaften aktueller Substanzen zum Inhalt haben, die Ubergangsmetalle und Sauer-
stoff enthalten. Als Prototyp solcher Substanzen seien zunéchst die geschichteten
Perowskite genannt, die in dotierter Form als Hochtemperatursupraleiter
bertthmt geworden sind. Stellvertretend zeige ich in der folgenden Figur die
Kristallstruktur des LasCuQy.
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Diese Verbindung besitzt eine tetragonal raumzentrierte Struktur mit einer
Formeleinheit und daher einer ungeraden Zahl (Z¢, = 29) von Elektronen pro
Elementarzelle. Thre leichte orthorhombische Verzerrung, deren Konsequenzen
wir in Kapitel 21 besprechen werden, wollen wir hier ignorieren. Die obige Figur
zeigt vier Elementarzellen. Jedes C'u—Ion ist von einem tetragonal gestreckten ok-
taedrischen Kéfig aus sechs Sauerstoffionen umgeben, die in Ebenen senkrecht zur
tetragonalen c—-Achse an Ecken mittels gemeinsamer O1-Sauerstoffionen zusam-
mengefiigt sind und dadurch CuOs—Quadratgitter bilden. Die CuOs—Ebenen sind
voneinander durch Doppelschichten getrennt, die aus den O2—-Sauerstoffionen und
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den La—Ionen gebildet werden. In der folgenden Figur ist zur Verdeutlichung der
Struktur die Vernetzung der CuOg—Oktaeder zu Ebenen noch einmal dargestellt.

Wegen der ungeraden Zahl von Elektronen pro Elementarzelle wiirde LasCuQOy
im Banderbild ein Metall sein. In Wirklichkeit ist LasCuO,4 jedoch ein Iso-
lator mit einer betrachtlichen Energieliicke fiir Ladungsanregungen. Um dies
zu verstehen, sollte man eher ein atomares Bild benutzen, in dem man die
lokalen Wechselwirkungseffekte zwischen den Elektronen, die Korrelationen, an-
schaulicher beschreiben kann. In diesem Bild wiirde man den Bausteinen des
La;CuQy die formalen Valenzen (La3")yCu?t(0?7)4 zuordnen, so dafl das La—
Ion in der Konfiguration [Xe], das O-Ion in der Konfiguration [Ne| und das Cu—
Ion in der Konfiguration [Ar]3d® vorliegen wiirde. Ein Ladungstransport ist in
diesem Bild nur moglich, nachdem ein Elektronentransfer von einem O?~-Ion auf
ein Cu?t-Ion geschehen ist, der eine Ladungstransferenergie von einigen Elektro-
nenvolt erfordert. Im Béanderbild wiirden die 3d-Béander ein Loch pro Elemen-
tarzelle enthalten, wobei in der Sprache des atomaren Bildes neben der Konfigura-
tion 3d° die beiden Konfigurationen 3d® und 3d'° mit je 25% Gewicht vorkimen.
Durch diese Ladungsfluktuationen wiirde das System zwar viel kinetische Energie
gewinnen, gleichzeitig aber mehr potentielle Energie verlieren. Die intra—atomaren
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Coulombkorrelationen auf den Cu—Ionen unterdriicken deshalb die Ladungsfluktu-
ationen und zwingen das System in den isolierenden Zustand. Die Dominanz der
Konfiguration 3d° der Cu?*-Ionen erklirt dann auch zwanglos die beobachteten
lokalen magnetischen Momente im LasCuQy, die bei tieferen Temperaturen eine
antiferromagnetische Fernordnung zeigen.

Fiir ein angemessenes Verstandnis all dieser Zusammenhange sollte man Grund-
kenntnisse iiber die Quantenmechanik teilweise gefiillter atomarer Unter-
schalen haben. Dazu gehort insbesondere die Kenntnis der Hundschen Regeln.
Diese Grundkenntnisse werden im Teil I dieser Vorlesung bereitgestellt. In
einer kristallinen Umgebung werden die Eigenschaften magnetischer Ionen durch
Kristallfeldeffekte modifiziert. Auflerdem konnen die magnetischen Ionen tber
einen Jahn—Teller—Effekt fiir eine Verzerrung ihrer kristallinen Umgebung ver-
antwortlich sein. Das Wechselspiel eines magnetischen Ions mit seiner kristallinen
Umgebung wird daher im Teil II dieser Vorlesung diskutiert.

Die interessante Physik des Systems LasCuO4 und aller anderen perowskiti-
schen Hochtemperatursupraleiter spielt sich in den CuOs—Ebenen ab, die allen
diesen Systemen gemeinsam sind. Das undotierte LasCuOy4 zeigt unterhalb einer
Temperatur von 325K antiferromagnetische Fernordnung, die durch einen 180°—
Superaustausch innerhalb der CuOs—Ebenen bewirkt wird. Supraleitung zeigt
das dotierte System Las_,S7,CuQO4. Das mit jedem Sr?t-Ion induzierte Loch
(fehlende Elektron) setzt sich nach heutiger Kenntnis bevorzugt auf die Sauerstoff-
ionen in den CuOs—Ebenen. Zur Modellierung all dieser Eigenschaften benutzt
man nach Emery ein Dreibandermodell, das auf einem 3d—Orbital und zwei 2p—
Orbitalen in jeder quadratischen Elementarzelle einer CuOs—Ebene aufgebaut ist.
Bei kleinen Energien kann das Dreibandermodell auf das einfachere t—J—Modell
reduziert werden. Diese Modelle und ihren Zusammenhang werden wir in Teil 111
dieser Vorlesung ausfiihrlich erlautern.

Als zweiten Prototypen werden wir in Teil IV das Spin—Peierls—System CuGeO3
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vorstellen. In diesem orthorhombischen System sind CuOg—Oktaeder an Kanten
zusammengefiigt, so dafl CuOs—Ketten entstehen, die sich in der Figur auf der
letzten Seite von vorne nach hinten erstrecken (c—Richtung). Die Oktaederketten
sind in b-Richtung zickzackartig an den Oktaederspitzen zu Schichten verkniipft.
Die Schichten sind in a—Richtung gestapelt und die ganze Struktur wird durch
GeOy—Tetraeder stabilisiert.

Die Spins 1/2 benachbarter Cu**—Tonen in den Ketten bilden iiber einen antiferro-
magnetischen 99°—Superaustausch Heisenbergketten. Der mit einer Dimerisierung
dieser Heisenbergketten verbundene Energiegewinn treibt das System unterhalb
von 14K in einen strukturellen Phaseniibergang, der dieses System beriihmt
gemacht hat. Wir werden die Modellierung des 99°-Superaustauschs in diesem
System diskutieren.

Unser drittes Prototypsystem soll das Yo BaNiOj5 sein, dessen Physik durch NiO—
Ketten gepragt ist und dessen Struktur in der obigen Figur gezeigt ist. Die
Ketten aus NiOg—Oktaedern sind durch die Y-Ionen (gelb) und Ba-Ionen (or-
angerot) voneinander getrennt. Die magnetischen Eigenschaften von NiO-Ketten
sind nach Haldane wegen des Ni—Spins 1 sehr verschieden von denen von CuO-
Ketten. Interessant ist dieses System besonders deshalb, weil es lochdotiert wer-
den kann, wobei die dynamische Leitfahigkeit Hinweise auf eine Beweglichkeit
der Locher gibt. Dies legt eine analoge Modellierung durch ein t—J-Modell
wie in dotierten CuO-Systemen nahe, die sich aber dadurch essentiell unter-
scheidet, dal das Hiipfen spinmoduliert wird. Der dementsprechende effek-
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tive Hiipfhamiltonoperator ist seit langem unter dem Namen Doppelaustausch
bekannt.

Als vierten Prototypen werden wir das kubische Perowskitsystem Laj_,Sr, MnOs3
behandeln, das wegen seines kolossalen Magneto-Widerstandes grofle Aktu-
alitat erlangt hat. Die MnOg—Oktaeder dieses Systems sind dreidimensional an
den Ecken verkniipft, wie in der folgende Figur gezeigt. Die Ionen des undotierten
Systems haben die Valenzen La3TMn3T(0?7)s, die fiir die Mn—Tonen die Kon-
figuration [Ar]3d* ergeben. Nach Dotierung findet man auch Mn-Ionen mit der
Konfiguration [A7]3d3. Die Modellierung liuft auch hier bei tiefen Energien auf ein
t—J—artiges Modell mit Doppelaustausch hinaus, wobei als zuséatzlicher interessan-
ter Aspekt ein orbitaler Freiheitsgrad ins Spiel kommt. Der Superaustausch in
diesem System ist unter dem Namen Kugel-Khomskii—Austausch bekannt und
impliziert eine innige Verkniipfung zwischen orbitalen und Spinfreiheitsgraden.

Gemeinsames strukturelles Merkmal aller betrachteten Systeme sind Ubergangs—
metalloxid—Oktaeder T'Og, die in verschiedener Weise miteinander vernetzt oder
verkettet sind.

Methodisch wird die Préasentation weitgehend und immer wieder auf der Grund-
lage einer Hierarchie von Energieskalen auf einer systematischen Anwendung der
quantenmechanischen Storungsrechnung fuflen. Dies garantiert einerseits eine Ein-
heitlichkeit der Darstellung und fordert andererseits die physikalische Transparenz,
weil immer klar ist, von welchen Zustanden die Rede ist.



I. Isolierte magnetische Ionen

1. Konfigurationen

In diesem ersten Teil der Vorlesung wollen wir die notwendigen Grundkenntnisse
aus der Atomphysik fiir die theoretische Beschreibung von Ionen mit teilweise
gefiillten Unterschalen bereitstellen. Wir betrachten im folgenden ein isoliertes
Ion (oder Atom) im Vakuum. Den EinfluBl einer Festkorperumgebung auf dieses
Ton werden wir in spateren Abschnitten diskutieren.

Dafl man die elektronischen Zustéande von Atomen und Ionen durch Schalen und
Unterschalen beschreiben kann, ist empirisch wohlbekannt und spektroskopisch
hervorragend belegt. Unser theoretisches Verstandnis dieser Schalenstruktur fufit
auf dem Konzept der Zentralpotentialnaherung, in der die Coulombwechsel-
wirkung zwischen den Elektronen durch ein mittleres spharisches Potential ersetzt
wird. Beispiele fiir diese Art von Naherung sind die Thomas—Fermi—Naherung und
die Hartree-Fock—N&aherung. In solchen Theorien bewegen sich die verschiede-
nen Elektronen unabhingig voneinander und die Vielteilchenzustande fiir
N Elektronen werden als Slaterdeterminanten aus Einteilchenwellenfunktionen
zusammengesetzt:

o(1,...,N) = \/%det(%(j))wm. (1.1)

Hier z&hlt das Argument j = (rj, s;) in den Funktionen ¢ und ¢ die N Teilchen
durch (j = 1,...,N), wihrend der Index i = (n,l,m,pu) (siche unten) die N
besetzten Einteilchenzustande durchnumeriert. Die Einteilchenzustande ¢; sind
dabei verschiedene Losungen einer Einteilchen—Schrédingergleichung

2

Hyrpp = (—2 A+ Veg (1))@ = €. (1.2)
me
Der Molekularfeldhamiltonoperator Hy;r enthalt eine effektive potentielle En-
ergie Vg (1), die die Anziehung eines Elektrons durch den Kern sowie die mittlere
Abstoflung durch die anderen Elektronen zusammenfafit und die man sich da-
her mittels einer abgeschirmten Kernladung Z(r) als —Z(r)e?/r vorstellen kann.
(In der Hartree-Fock—Né&herung wird die effektive potentielle Energie ein nicht-
lokaler Operator. Dies ist aber nur eine Technikalitat, die wir hier ignorieren
konnen.) Zur Unterscheidung von der Quantenzahl m nennen wir die Elektro-
nenmasse m.. Wegen der Rotationsinvarianz und Spinunabhéngigkeit von Hps

(d.h. es gilt [Veg, 1] = [Vesr, 8] = 0) kann man die bekannten Quantenzahlen [, m
und g verwenden und die Eigenfunktionen von Hj,sr haben die Gestalt

(:Onlmu(ra 3) - %Rnl(rnflm(an)ds,u- (13)
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Es verbleibt nur die Aufgabe, die Radialwellenfunktionen R,; als Losungen einer
1-dimensionalen Schrodingergleichung auf der Halbgeraden 0 < r < co zu bestim-
men:

R RAU+1
g (I+1)

oy Tt 5~ R + Vet (1) Rt = €1 R (1.4)
e e

An dieser Stelle sei der Hinweis eingeschoben, dafl die Gesamtenergie eines Viel-
teilchenzustandes v (in Zentralpotentialndherung) nicht einfach als Summe E =
anm“ €niNnimy Uber die Energien der besetzten Einteilchenzustinde berechnet
werden kann, weil diese Formel die Wechselwirkungsanteile in Veg doppelt zdhlen
wiirde. Der Hamiltonoperator Hy p = H(l) + HE\Z)F setzt sich aus dem echten

Einteilchenoperator H(}) = —%A — ZTQQ und dem Wechselwirkungsoperator in

Molekularfeldnaherung HS\?F = Veg(r) + Zfz zusammen. In der Gesamtenergie
ist der Erwartungswert des letzteren nur halb zu zdhlen, so dafl diese sich zum
Beispiel als £ = 1 D nlmp (€nt + (nlmp|HWD|ndmp) ) i, darstellen 1a8t.

Die Eigenwerte €,,; legen nunmehr fest, in welcher Reihenfolge die Schalen (durch
die Hauptquantenzahl n gekennzeichnet) und die Unterschalen (durch die Drehim-
pulsquantenzahl [ bestimmt) im Grundzustand besetzt werden. Die letzte Unter-
schale ist dann im allgemeinen nur teilweise gefiillt und diese Fiillung kennzeichnet
eine bestimmte Konfiguration des Ions oder Atoms. Wenn die letzte Unter-
schale, die bei Bahndrehimpuls [ genau 2(2] + 1) verschiedene Quantenzusténde
enthélt, mit k& Elektronen gefiillt ist, ergeben sich im Rahmen der Zentralpoten-
tialndherung fiir diese Konfiguration (2(23:1)) entartete Slaterdeterminanten als
mogliche Grundzustande.

Wir zdhlen einige fiir uns relevante (die 3d-Schale betreffende) Beispiele fiir
diese Entartung auf: Das Ion Cu?T hat die Konfiguration [Ar]3d° ([Ar] =
15%2522p%3523p5 bezeichnet die Elektronenkonfiguration des Argonatoms), zu der

daher ein Zustandsraum der Dimension (190) = 10 gehort. Zum Ion Ni%t mit

der Konfiguration [A7]3d® gehort ein Zustandsraum der Dimension (180) =45 und
das Ton Mn?* mit der Konfiguration [Ar]3d® hat (%) = 252 Zustéinde. Die fol-
gende Tabelle fat die Konfigurationen 3d” fiir alle zweiwertigen Ionen 7%% der

3d-Ubergangsmetalle und ihre Entartungen e(k) = (11:0) zusammen:

Tabelle 1.1 (Zahl der Konfigurationen)

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
T Sc Ti Vv Cr Mn Fe Co Ni Cu
e(k) 10 45 120 210 252 210 120 45 10
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2. Klassifikation nach Termen

Die in Zentralpotentialndherung erhaltene Entartung von Zustanden innerhalb
einer Konfiguration, die Ausdruck der unabhingigen Bewegung der einzelnen
Elektronen ist, wird durch die Coulombwechselwirkung zwischen den Elektro-
nen (teilweise) aufgehoben. Erfreulicherweise kann man diese Wirkung der Zwei-
korperkrafte, die die Bewegung der Elektronen miteinander korreliert, mittels
(entarteter) Storungstheorie verstehen, da die mittlere Wirkung der Coulomb-
kréafte durch das effektive Potential schon berticksichtigt und die Abweichung der
Coulombkrifte von ihrem Mittelwert vergleichsweise klein ist. Dabei wird sich
zeigen, dafl ein weitgehendes Verstédndnis der Aufhebung der Entartung sich schon
aus reinen Symmetriebetrachtungen ergibt. Den vollen Hamiltonoperator des Ions
mit allen Coulombkréften

2

I N 1)

zerlegen wir unter Benutzung des Molekularfeldoperators (1.2) in

H:ZHMF<j)+< Z i Z(Vﬂff@’j)‘i‘zr—e_))' (2.2)

1<i<j<N i — 1] j=1 J

Die Slaterdeterminanten der Zentralpotentialndherung (1.1) sind Eigenfunktionen
des ersten Terms in (2.2). Der zweite Term beschreibt die Abweichungen vom
effektiven Potential und soll mittels Storungstheorie beriicksichtigt werden. Da er
die Coulombwechselwirkung zwischen allen Elektronen enthélt, ist H nicht mehr
invariant unter Rotationen einzelner Elektronen um den Kern, sondern nur noch
unter simultanen Rotationen aller Elektronen. Wir werden im folgenden diese
Invarianz sowie die Invarianz unter simultaner Rotation der Spins aller Elektro-
nen ausnutzen. Dabei konnen wir die vollen Unterschalen ignorieren, weil ihre
Beitrage zum Gesamtzustand sowieso invariant unter all diesen Rotationen sind.
Mittels des Gesamtbahndrehimpulses L = Z?Zl 1, und des Gesamtspins

S = Z?:l s; der mit & Elektronen gefiillten letzten Unterschale gelten also die
Vertauschungsrelationen

[H,L] = [H,S] =0 (2.3)

als Ausdruck der genannten Invarianzen. Sie haben zur Folge, dafi es moglich ist,
die Eigenzustinde von H innerhalb einer vorgegebenen Konfiguration nl* nach
den Quantenzahlen L, L., S und S, zu Kklassifizieren. Auflerdem wissen wir
wegen [H,Ly] = [H,S+] = 0, dal die Energien nicht von den Quantenzahlen
L, und S, abhangen. Die sich daraus ergebenden durch die beiden Quanten-
zahlen L und S gekennzeichneten Energieniveaus werden Terme genannt. Sie
sind (2L 4 1)(2S + 1)-fach entartet. Die Terme werden spektroskopisch durch
die beiden Quantenzahlen in der Form 29T!Ng(L) gekennzeichnet, wobei die his-
torisch bedingte spektroskopische Notation Ng fiir die Bahndrehimpulse aus der
folgenden Tabelle hervorgeht:
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Tabelle 2.1 (Notation fiir Bahndrehimpulse)

L

1

2

3

4

5

Ng

P

D

F

G

H

Wir wollen uns jetzt im einzelnen klarmachen, was damit erreicht ist. Fiir eine
Konfiguration nl! gilt einfach L = [ und S = 1/2, so daf} sie genau einen Term
enthélt, der fiir d-Elektronen (I = 2) mit 2D bezeichnet wird. Dies ist ein trivialer
Fall, weil es gar keine Coulombwechselwirkung zwischen Elektronen innerhalb der
Unterschale nl gibt.

Zur Bestimmung der Terme einer Konfiguration n/2 mufl man die Drehimpulse ad-
dieren und die Symmetrieeigenschaften der resultierenden Wellenfunktionen unter
Vertauschung der beiden Teilchen kennen. Wir zitieren dazu hier die bekann-
ten Symmetrieeigenschaften der Clebsch—Gordan—Koeffizienten bei der Addition
zweier gleicher Drehimpulse: Wenn man zwei gleiche Drehimpulse j (= [ oder
= 1/2) zu Gesamtdrehimpulsen J addiert, haben die Eigenfunktionen unter Ver-
tauschung P;o der beiden Teilchen die einfache Symmetrie

Pro|jg, JM) = (1) |3, JM). (2.4)
Wegen der erforderlichen totalen Antisymmetrie der Wellenfunktion ergeben sich

daher genau 2/ + 1 Terme, die durch ihre Quantenzahlen eindeutig definiert sind:
Tripletterme (S = 1) kénnen die Bahndrehimpulse L =2A4+1 (A =0,1,...,1—1)

haben, Singuletterme (S = 0) die Bahndrehimpulse L =2\ (A =0,1,...,1). Fir
die Konfiguration nd? gibt es also die 5 Terme
nd?: °F, 3P, 'G, 'D, 1S, (2.5)

Bemerkenswert ist hier die eindeutige Festlegung der Eigenfunktionen des Hamil-
tonoperators (2.2) allein mittels Quantenzahlen.

Fiir mehr als zwei Elektronen gestaltet sich die Bestimmung der auftretenden
Terme etwas komplizierter und gewisse Terme kommen auch mehrfach vor, so daf3
die Eigenzustande fiir diese Terme dann nicht immer eindeutig durch Quanten-
zahlen festgelegt sind. Die Zahl der Terme zp einer Konfiguration nd* kann der
folgenden Tabelle entnommen werden:

Tabelle 2.2 (Termzahl)

k 1 2 3 4 5 6 7 8
27 1 5) 8 16 16 16 8 5 1

Zur Illustration listen wir die Terme der Konfigurationen mit mehr Elektronen
kurz auf. Eine Konfiguration nd® zerfillt in die 8 Terme

nd®: ‘F, ‘P, %H, °G, °F, *D,, ’D,, *P. (2.6)
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Man erkennt, daf hier der Term 2D zweifach vorkommt. Eine Konfiguration nd*
zerfallt in die 16 Terme

nd?: °D, *H, %G, °Fy, °F, °D, 3Py, P,

2.7
'I, 'Gy1, 'Gy, 'F, 'Dy, "Dy, 'Sy, 19, @7)
und eine Konfiguration nd® in die 16 Terme
nd® : %S, ‘G, ‘F, ‘D, ‘P,
(2.8)

[, ?H, *G1, *Go, *F\, °Fy, *Dy, Dy, D3, P, *S.

Zuletzt ist hier der Term 2D dreifach enthalten. Eine Standardquelle fiir solche
Information aus der Atomphysik stellt das Lehrbuch “Quantum Theory of Atomic
Structure” von J.C. Slater dar.

Mehrfachterme treten in p—Unterschalen nicht auf. G. Racah [Phys. Rev. 63,
367 (1943)] hat mit der Senioritiat v eine weitere Quantenzahl gefunden, die
in d-Unterschalen eine vollstandige Klassifikation aller Terme erlaubt. Einige
Erlauterungen zum Konzept der Senioritdt finden sich in Anhang C. Die um die
Senioritdtsquantenzahl v (links unten) erweiterten Termbezeichnungen sind die
folgenden:

nd?: 3F 3P, 1G, iD, |S. (2.9)
nd®: 3F 3P, iH, 3G, 3F, 1Dy, 2D, 2P. (2.10)
nd*: 3D, 3H, 3G, 3Fy, 3F,, 3D, 3P, 3P, (2.11)
i[7 %G17 }1G27 111F7 %D17 }1D27 (1)517 41152
nd®: %S, iG, iF, iD, 3P,
5 5 3 5 3 (2.12)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
5[7 3H7 3G17 5G27 3F17 5F27 1D17 3D27 5D37 3P7 5S'

Der mit der Senioritat verbundene Operator Q vertauscht mit dem Gesamtspin
S und dem Gesamtbahndrehimpuls L, jedoch nicht mit dem Hamiltonoperator
H. In den Konfigurationen nd?, nd* und nd® sind daher einige der durch die
Coulombwechselwirkung erzeugten Terme nicht Eigenzustdnde zur Senioritat, son-
dern Mischungen von zwei der obigen Terme mit verschiedenen Senioritaten. Die
entsprechenden Termpaare sind oben in blau gekennzeichnet.
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3. Teilchen—Loch—Symmetrie

Die Terme fiir mehr als halb gefiillte Unterschalen ergeben sich aus denen fiir
weniger als halb gefiillte mittels der wichtigen Teilchen—Loch—Symmetrie, die
wir aus diesem Anlafl erlautern wollen. Um eine Teilchen-Loch—Transformation
innerhalb einer Unterschale nl zu formulieren, verwenden wir Elektronenerzeuger
cl ., und —vernichter ¢, , der zweiten Quantisierung, die wir im folgenden kurz
einfithren werden. Mit ihrer Hilfe wird in den Vakuumzustand |0)., der die leere
Unterschale reprasentiert und die Bedingungen

Crnpl0)e =0 (3.1)

erfiillt, durch Anwendung des Erzeugers ¢ ., €in Elektron mit den Quantenzahlen
l, = mund s, = p eingefiigt. Die Erzeuger und Vernichter erfiillen die kanonischen
Vertauschungsrelationen

{Cm;u Cjw} = 577%”5#77/7 {Cm;p Cm/} = {Cjn;p Cjw} =0, (32)

die die korrekten fermionischen Symmetrieeigenschaften der Zustande unter Teil-
chenvertauschung garantieren. Hier wurde die Notation {A, B} = AB + BA fiir
den Antikommutator verwendet. In zweiter Quantisierung hat der Operator des
Gesamtspins der Unterschale die Darstellung

S = Z c;rwsu’ycmy, (3.3)
m,p,v
wo mit den Paulimatrizen o fiir die Spinmatrizen s = 1o gilt. (Wir wer-

den Drehimpulse immer in Einheiten von h messen. In dimensionsbehafteten
Ausdriicken (Hamiltonoperatoren) werden wir entsprechende Potenzen von h ex-
plizit ergénzen.) Fiir den Operator des Gesamtbahndrehimpulses gilt analog die

Formel
L= chlnnC. (3.4)

m,n,pn

Hier sind 1 die Darstellungmatrizen fiir den ganzzahligen Bahndrehimpuls [ mit
den Komponenten

=m0, U5, = I+ 1) = mnbmurr, 15 =17£ilV. (3.5)

Eine geeignete Vertauschung von Teilchen mit Lochern (Erzeugern mit Vernich-
tern) gelingt nun mittels der kanonischen Transformation

ajnu = (_1)m+1/2—uc

a,,, = (—1)m+t1/2=ncl (3.6)

—m—pu mip —_m—pu"

Diese unitare Transformation wird kanonisch genannt, weil fiir die neuen mit
a’ und a bezeichneten Erzeuger und Vernichter von Loéchern dieselben Ver-
tauschungsrelationen wie in (3.2) gelten. Der Vakuumzustand |0), im Locherbild

10)a = ] | ¢huul0)e (3.7)

mpy
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entspricht der total gefiillten Unterschale im Teilchenbild und ist durch die Bedin-
gungen
ampul0)q =0 (3.8)

gekennzeichnet. Die Teilchen—Loch—Transformation (3.6) wurde mit Bedacht so
gewahlt, daf die Darstellungen der Drehimpulse (3.3) und (3.4) erhalten bleiben:

S = Z alwsw,aml,, L= Z aiwlm’nanu. (3.9)

m,p,v m,n,u

(Dabei kompensiert ein Vorzeichenwechsel in den Matrizen 1 und s die Antiver-
tauschung der Erzeuger und Vernichter.) Dies bedeutet, daf§ der Erzeuger aiw
ein Loch mit den Quantenzahlen [, = m und s, = p erzeugt. Zustdnde in mehr
als halb gefiillten Schalen stehen in eindeutiger Korrespondenz zu Zustianden in
weniger als halb gefiillten und konnen mittels denselben Quantenzahlen klassi-
fiziert werden. Daraus erklart sich die Symmetrie der Termtabelle 2.2 hinsichtlich
der Ersetzung k — 2l — k. Konfigurationen nl?~% spalten in genau dieselben
Terme auf wie Konfigurationen nl*. Die Konfiguration nd® mit einem Loch hat
den einzigen Term 2D, die Konfiguration nd® hat die Terme (2.5), nd” die Terme
(2.6) und nd® die Terme (2.7).

Die unitédre Transformation (3.6) wird durch einen unitédren Operator U im Fock-
raum mit der Eigenschaft

UvTLCJr

1 UL, = (—1)m+/2ne (3.10)

m—p

erzeugt. Naheres zu diesem Operator findet sich im Anhang C.
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4. Erste und zweite Hundsche Regel

Die Energien der verschiedenen Terme werden durch die Coulombwechselwirkung
zwischen den Elektronen in (2.2) bestimmt. Der tiefste Term (Grundterm) und
wesentliche Ziige der Termfolge konnen dabei anhand sehr einfacher Regeln er-
schlossen werden, der ersten beiden Hundschen Regeln, die folgendermaflen lauten:

1. Hundsche Regel:
Die Coulombenergie ist minimal fiir maximalen Gesamtspin S.

2. Hundsche Regel:
Bei vorgegebenem Gesamtspin S wird die Coulombenergie minimal fiir den
groBtmoglichen Gesamtbahndrehimpuls L.

Laut erster Hundscher Regel erhilt man den Grundterm einer Konfiguration nl*,
indem man die Elektronen mit parallelem Spin in die Unterschale setzt. Dies ist bis
zur halben Fiillung der Unterschale méglich und ergibt den Gesamtspin S = k/2.
Da die damit festgelegte Spinwellenfunktion totalsymmetrisch unter Vertauschung
der Elektronen ist, mufl die Ortswellenfunktion totalantisymmetrisch sein. Wegen
dieser Bedingung mufl man die Elektronen in verschiedene orbitale Zustéande set-
zen und erzielt den maximalen Bahndrehimpuls laut zweiter Hundscher Regel nun
dadurch, daf man den Zustand mit maximalem L, = Z:;:l(l + 1 —m) aufsucht.
Daher wachst L mit wachsender Fillung k£ zunachst an, fallt dann aber wieder
ab und erreicht bei halber Fiillung £k = 2[ + 1 den Wert L = 0. Der Grundzu-
stand einer halb gefiillten Schale ist deshalb orbital rotationsinvariant und hat
eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung. Bei mehr als halber Fiillung nimmt
der Spin zwangslaufig wieder linear mit der Fiillung k£ ab und der Bahndrehimpuls
wiederholt identisch sein ansteigendes und wieder abfallendes Verhalten. Zusam-
mengefaft hat damit der Grundterm einer Konfiguration nl* den Gesamtspin und
den Gesamtbahndrehimpuls

S=|20+1—|20+1—k||/2, L=5-[20+1— k| (4.1)

Qualitativ kann man diese Regeln leicht verstehen, weil fiir maximalen Gesamtspin
S und maximalen Gesamtdrehimpuls L die Elektronen einander besonders gut aus
dem Wege gehen. Die Coulombenergie eines Terms LS 148t sich namlich schreiben
als

2

T— pLs(X,Y), (4.2)

e? k(k—1) [ 4 3

wobei

pLs(X,y) = Z/d?’l“:a . dPr|Yps (X, s13y, 52513, 8355 Tk, )| (4.3)
{si}

die Paarkorrelationsfunktion des Zustandes v g ist. Wir argumentieren zunéachst
fiir bis zu halb gefiillte Schalen (k < 2/ 4 1). Bei maximalem Spin S ist die Spin-
wellenfunktion |[SS) = |17 ... 1) totalsymmetrisch und folglich die Ortswellen-
funktion totalantisymmetrisch, so daf§ prs(x,x) = 0. Letzteres beinhaltet eine
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starke Unterdriickung der Begegnungswahrscheinlichkeit zweier Elektronen und
damit der Coulombenergie (4.2). Wir lernen daraus: Je symmetrischer die Spin-
wellenfunktion ist, umso mehr weichen die Elektronen einander im Ortsraum aus
und umso geringer ist die Coulombenergie (4.2). Dies erklért die erste Hundsche
Regel fir k < 2] 4+ 1.

Die zweite Hundsche Regel fiir £ < 2/ + 1 kann man in einem halbklassischen Bild
verstehen, weil die Elektronen bei maximalem L, = L nach bestem Vermogen
gleichsinnig umlaufen, wodurch im allgemeinen wieder ihre Begegnungsrate gering
gehalten wird. Dies ist fiir angeregte Zustande allerdings nur eingeschrénkt richtig,
so dafl die Anordnung der hoheren Terme nicht immer einer einfachen Regel folgt
(siehe das Beispiel gegen Ende des nichsten Kapitels).

Die Ubertragung der obigen Argumente auf mehr als halbe Fiillung gelingt am ein-
fachsten im Locherbild, in dem die Wellenfunktionen der Grundterme fiir £ > 2[+1
wieder in Spin— und Ortsanteil faktorisieren. Fiir diese Ubertragung braucht
man nur die Teilchen—Loch—Invarianz der Coulombwechselwirkung, auf die wir im
nachsten Kapitel eingehen werden. Eine Liste der durch die ersten beiden Hund-
schen Regeln gebenen Grundterme fiir d—Schalen enthélt die folgende Tabelle:

Tabelle 4.1 (Grundterme)
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Term D 3F v °D s °D v 3F D
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5. Coulombenergie und Slaterintegrale

In diesem Kapitel wollen wir einige Hinweise auf die Berechnung der Coulomb-
energie geben. Zur Berechnung der Coulombenergie (4.2) braucht man die Ma-
trixelemente

vml mo,ms3,my /d3 /dgygpnlml Spnlmg (y) | y| Pnlms (Y)Spnlm4 (X) (51)

innerhalb der Unterschale nl. Diese grofie Zahl von (2[+1)* Matrixelementen (das
sind 625 Matrixelemente fiir d—Schalen) kénnen auf nur [ + 1 unabhéngige Para-
meter zuriickgefiihrt werden, die Slaterschen Radialintegrale. Man entwickelt
dazu das Coulombpotential in (5.1) in eine Legendrereihe. Unter Benutzung der
Bezeichnungen r- = min(|x|, |y|) und r~ = max(|x|, |y|) erhélt man

e
L e )
A=0

—GZZ >\+12>\+1ZY)\5 Y)\HQ)

x=0 ">

(5.2)

Wenn man diese Formel und die Darstellung (1.3) fiir die Wellenfunktionen in
(5.1) einsetzt, faktorisieren die Integrale in Radialintegrale

= /dw/dy /\+1R ) = 2¢? /dw/dy >\+1R )R?,(y) (5.3)

und Winkelintegrale

G(l7 )‘; myi, Mg, M3, My, ’%) = /dQZEYPlTnl (QI)Y);(QI)YPZWM (QI)
(5.4)
82,5, ()30 (0 Vi ().

Die Winkelintegrale enthalten starke Auswahlregeln. Weil Produkte von der Form
Y, ()Y, (Q) gerade Paritat haben und auf Kugelflichenfunktionen der Ord-
nung A > 91 senkrecht stehen, bleiben nur Terme mit geraden A und A < 2]
iibrig. Dartiiber hinaus beschreiben die Winkelintegrale eine Drehimpulsaddition
und konnen daher mittels Clebsch—-Gordan—Koeffizienten (j jomims|J M) ausge-

wertet werden. Man erhalt schliefflich das kompakte Resultat
G(l, A\;my, ma, ms, my, k) = (IAmyk|lmg) (IXmsk|lms) x M (1, \) /4. (5.5)

Die Faktoren M (I, \) ergeben sich aus reduzierten Matrixelementen. Fiir d-Elek-
tronen findet man

M(2,0) =1, M(2,2)=10/7, M(2,4)=18/7. (5.6)
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Zusammengefaft stellen die Coulombmatrixelemente (5.1) sich jetzt wie folgt dar
(wir ersetzen A durch 2\):

l 2\

F2)\
Uty s ma = ; ] K;/\M(l,2)\)<l(2/\)m1/-c|lm4><l(2/\)m3/-c|lm2>. (5.7)

Die Coulombwechselwirkung innerhalb einer d—Schale ist damit auf die drei Slater-
schen Radialintegrale F, F2 und F** zuriickgefiihrt. Der Operator der Coulomb-
wechselwirkung schreibt sich in zweiter Quantisierung mittels der Matrixelemente

(5.1) bzw. (5.7) als

1
nl __ § T T nl
VCoul - 5 cml,u,cmguvml,mz,mg,m4cmgucm4,u' (5'8)

mi,m2,M3,M4q,l,V

Der Beitrag des Slaterintegrals FY zu (5.8) kann wegen (I0m0|in) = &,,, leicht
analysiert werden und ergibt sich fiir alle Zustande mit k£ Elektronen einfach als
FY . k(k —1)/2. Das Radialintegral F° trigt daher nicht zur Termaufspaltung
bei, sondern liefert nur einen Beitrag zur Konfigurationsenergie, der proportional
zur Zahl k(k — 1)/2 der Paare in der k—fach besetzten Schale ist. Die anderen
Slaterintegrale gehen ebenfalls in die mittlere Coulombenergie einer Konfiguration
ein, fiir die man die einfache Formel (der Wert der m—Summe héngt nicht von m’
ab)

1 nl nl k(k — 1)
<Cnlk> = A1 + 1 E (QUm,m’,m’,m - Um,m’,m,m’) 9
™ . (5.9)
2 k(k—1
= (F° - —(F?> + FH))——~ =2
(- 2 e p)HEZD oy

erhilt. Die mittlere Gesamtenergie einer Konfiguration ni* setzt sich aus einer
Einteilchenenergie ¢ < 0 pro Teilchen und der Coulombenergie zusammen und hat
daher die parabolische k—Abhéangigkeit

k(k — 1)

E<k):€'k+CPaar' 9 )

(5.10)
aus deren Minimalisierung man die Konfiguration mit der tiefsten Energie be-
stimmen konnte. Man versteht anhand der quadratischen k—Abhéngigkeit der
Gesamtenergie jedenfalls, warum im allgemeinen eine einzige Konfiguration stabil
ist. Nur bei Feinabstimmung des Verhéltnisses Cp,a;/€ werden zwei benachbarte
Konfigurationen energetisch entartet sein kénnen, niemals aber mehr als zwei.
Relevant wird diese Art von Betrachtung fiir uns werden, wenn die zusétzlichen
Elektronen nicht wie in (5.10) angenommen mit dem Vakuumniveau ausgetauscht
werden, sondern mit einem anderen Ion im Festkorper (z.B. einem Sauerstoffion).
Relevant ist sie auch fiir die Bestimmung der Konfiguration von isolierten Atomen,
wenn etwa d—Elektronen mit einer s—Schale ausgetauscht werden kénnen. So stellt
sich z.B. heraus, dafl die meisten isolierten Atome aus der Eisenreihe von Sc bis
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Cu die Konfiguration [Ar] 3d*4s? haben. Fiir Cr und Cu haben sie jedoch die
Konfiguration [Ar] 3d*T14s!, weil das Cr—Atom eine halb gefiillte 3d-Unterschale
3d° und Cu—Atom eine total gefiillte 3d-Unterschale 3d'° hat. Das Element Cu
ist daher ein unmagnetisches Metall. Sauerstoffatome, die ein C'u—Atom in einem
Festkorper umgeben, saugen Elektronen ab und fithren das Cu—Atom meist in die
magnetische Konfiguration 3d? iiber. Es sei an dieser Stelle angemerkt, daf} die
Coulombwechselwirkung zwischen den Elektronen in einem Atom, deren Wirkung
wir hier nur innerhalb einer Unterschale betrachtet haben, auch konfigurations-
mischende Matrixelemente hat, die im Falle einer Fastentartung zweier Konfigura-
tionen diese stark mischen konnen. Die einzige Einschrankung fiir solche Mischun-
gen resultiert aus der Erhaltung der Paritat, so dafl eine intraatomare Mischung
von d— und s—Elektronen moglich ist, eine Mischung von d mit p oder f aber nicht.

Zur Termaufspaltung und damit zu den Hundschen Regeln in einer Unterschale
mit Drehimpuls / tragen jedenfalls nur die [ Slaterintegrale 2 > ... > F2! > ( bei.
Fiir d-Schalen hiangt die Termaufspaltung (auch intra—atomare Austauschaufspal-
tung genannt) also nur von den beiden Parametern F? und F* ab. Das Verhiltnis
dieser beiden Parameter hingt nicht von der Grofle des 3d—Radius ab, sondern
nur von der Form des 3d-Orbitals. Fiir ein wasserstoffartiges Orbital (d.h. fiir
Veg o< 1/7) gilt F*/F? = 15/23 ~ 0,652. Fiir realistische 3d-Orbitale erhilt
man um einige Prozent kleinere Werte [siehe: R.E. Watson, Phys. Rev. 118, 1036
(1960)]. Als typischen Mittelwert kann man F*/F? ~ 0,625 = 5/8 ansetzen.

Die Berechnung der Energien der Terme im allgemeinen ist eine komplexe Auf-
gabe. Fiir den einfachen Fall von nur zwei Elektronen in einer d—Schale mit den
5 Termen (2.5) gelingt die Berechnung mit geringem Aufwand. Zur Illustration
fassen wir das Ergebnis fiir die Abweichungen der 5 Termenergien von der mittleren
Konfigurationsenergie (5.9) im Fall nd? in der folgenden Tabelle zusammen:

Tabelle 5.1 (Termaufspaltung der Konfiguration d?)

Term Coulombenergie —(C,,42) F*/F? =5/8
3F —58F? /441 + 5F* /441 —439F? /3528
D —13F?/441 + 50F* /441 146 F2 /3528
3p TTF?/441 — T0F* /441 266 F2 /3528
G 50F2 /441 + 15F* /441 475F?% /3528
5 140F? /441 + 140F* /441 1820F?2 /3528

Die Termfolge entspricht weitgehend den Hundschen Regeln. Insbesondere ist 3F
wie erwartet der Grundterm. Allerdings liegt der Term D unterhalb der Terme
3P und 'G. Das ist tatsichlich nicht unplausibel, weil beim Term G (L = 4)
beide Elektronen dasselbe Orbital besetzen kénnen und einander dann nicht gut
ausweichen und weil beim Term 3P die beiden Elektronen stirker gegensinnig
laufen miissen als beim Term D.
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Zum Abschluf dieses Kapitels sei auf die Teilchen—-Loch—Symmetrie der Zweikor-
perwechselwirkung (5.8) hingewiesen. Wir ersetzen die Teilchenoperatoren ¢ in
(5.8) mittels (3.6) durch Lochoperatoren a, kehren unter Benutzung der Zeit-
umkehrinvarianz der Coulombmatrixelemente Uﬁlmh_m%_mg’_m = %1,m2,m3,m4
die Vorzeichen der Summationsindizes um und tauschen unter Verwendung der
kanonischen Vertauschungsrelationen die Erzeuger an den Vernichtern vorbei nach

links. Damit bringen wir (5.8) auf folgende Form:

1
nl T T nl
VCoul - 5 § Ay 1o Umy g, ms,ma Ymsy Smgp

may,mM2, M3, M4, ,V

+ (Chp2) (4l + 1)(N — 20 — 1).

(5.11)

Hier ist N der Operator der Teilchenzahl und (C,,;2) die mittlere Coulombenergie
eines Teilchenpaars aus (5.9). Wegen (5.11) haben die Termaufspaltungen exakte
Teilchen—Loch—Symmetrie.

Werte fiir die Slaterintegrale F? in eV aus Hartree-Fock-Rechnungen fiir ver-
schiedene 3d-Ionen sind in der Tabelle 5.2 zusammengefafit. Diese Werte sind

aus der Figur 2 in der Publikation: R.E. Watson, Phys. Rev. 118, 1036 (1960)
entnommen.

Tabelle 5.2 (Slaterintegrale F'? in eV)

k 2 3 4 5 6 7 8
Ton Ti%+ V2t Or?t Mn2+ Fe2t Co*t Ni?t
F? 8,3 9,0 9,7 10,2 10,9 11,6 12,4
Ion V3t Cr3+t Mn3+ Fe3t Co3* N3t
F? 10,2 10,7 11,4 12,1 12,8 13,5
Ton Crit Mn*t Fett Co*t N4t
F? 11,8 12,4 13,1 13,7 14,3

Tatséchlich werden die experimentell bestimmten Multiplettaufspaltungen der ITo-
nen durch die in Tabelle 5.2 angegebenen Werte fiir F'? iiberschiitzt. AuBerdem
beobachtet man experimentell gewisse Abweichungen von der durch die intra-
ionische Coulombwechselwirkung (beschrieben durch F? und F*) verhergesagten
Termreihenfolge. Beide Diskrepanzen beruhen auf hier von uns ignorierten Kon-
figurationsbeimischungen (z.B. die Beimischung von 3d"~14s zu 3d").

Anstelle der 3 Slaterintegrale F>* werden oft auch Slaterintegrale mit unteren
Indizes Fy = F°, Fy = F?/49 und Fy = F*/441 oder die Racah—Parameter
49 9 5 35
A=F'—-—F' B=—F - _—F* =—F*
441 7 441 441 7 ¢ 441
zur Parametrisierung der Coulombwechselwirkung innerhalb einer d—Unterschale
benutzt.

(5.12)
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6. Spin—Bahn—Kopplung und dritte Hundsche Regel

Der Hamiltonoperator (2.1) stellt nur eine nichtrelativistische Néherung fiir den
vollen elektronischen Hamiltonoperator dar. Fiir uns ist die Spin—-Bahn-—
Kopplung als relativistische Korrektur von Belang, weil sie die verbliebene
(2L 4 1)(2S + 1)-fache Entartung der Terme weiter reduziert. Die Spin-Bahn—
Kopplung fiir k£ Elektronen in einer Unterschale ist durch den Einteilchenoperator

2 dVg

2m2ccr dr

k
Hsp = Zf(rj) 1; -85, &(r) (6.1)

gegeben. Sie wachst mit wachsender Ordnungszahl stark an, ist aber fiir die
uns interessierende 3d—Schale so schwach, dafl sie immer in erster Ordnung
Storungtheorie beriicksichtigt werden kann. Man spricht in diesem Falle von einer
LS—Kopplung. Unter der Wirkung der Spin-Bahn-Kopplung sind L und S nicht
langer invariant, sondern nur noch der Gesamtdrehimpuls J = L + S. Da in-
nerhalb jedes Terms L und S eindeutig zu allen Gesamtdrehimpulsen J zwischen
|L — S| und L + S koppeln koénnen, sind die Eigenfunktionen

|nl*(LS)oJ.J.) (6.2)

auch hier (bis auf eine eventuelle Termentartung «, siche (2.6-8)) vollstandig durch
die Symmetrie bestimmt. Die jetzt noch verbleibende (2.J + 1)-fache Entartung
der Energieniveaus beziiglich der Quantenzahl J, ist durch die Invarianz des lons
unter simultaner Rotation aller Spin— und Ortsvektoren bedingt und wird nur
durch auflere Einflisse aufgehoben. Die Starke der Spin—Bahn—Aufspaltungen
innerhalb einer Unterschale nl wird durch ein einziges Radialintegral

Cnl = /0 OerRil(r)g(r) >0 (6.3)

festgelegt. Die Berechnung der Niveauaufspaltung gelingt mit Hilfe des Wigner—
Eckart—Theorems, das wir noch héaufiger anwenden werden. Dieses Theo-
rem sagt uns hier, dal die Matrixelemente jedes Vektoroperators innerhalb eines
Drehimpulsmultipletts bis auf eine Proportionalitatskonstante dieselben sind. Das
bedeutet fiir uns, dafl — bis auf einen Faktor — innerhalb eines Terms die Vektor-
operatoren 1; wie L und die Vektoroperatoren s; wie S wirken. Daher wirkt der
Operator Hgp innerhalb eines Terms LS wie

Hsp=AL-S =

Do >

[J(J+1)—L(L+1)—S(S+1)]. (6.4)
Fiir die Niveauabstinde impliziert diese Formel die Landésche Intervallregel
AE(J)=E(J)—E(J—-1)=AJ. (6.5)
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Wegen (,,; > 0 wollen die Spins und die Bahndrehimpulse der einzelnen Elektronen
im Grundzustand nach Moglichkeit antiparallel zueinander stehen. Deshalb wer-
den angesichts der ersten beiden Hundschen Regeln fiir weniger als halb gefiillte
Schalen (k < 20 4+ 1) auch L und S sich antiparallel einstellen. Fiir halb gefiillte
Schalen hat der Grundzustandsterm L = 0 und enthalt sowieso nur ein Niveau
J = S. Fiir mehr als halbe Fillung richten sich die hinzukommenden Elektronen-
spins ebenfalls antiparallel zum Bahndrehimpuls L aus, stehen aber antiparallel
zum Gesamtspin S und dieser daher parallel zu L.

Diese Einsicht iiber den Vorzeichenwechsel der Spinbahnaufspaltung kann auch
mittels der Teilchen—Loch—Transformation (3.6) gewonnen werden. In zweiter
Quantisierung schreibt sich die Spin—-Bahn—Kopplung néamlich als

Hop =i Y chul Sty = Gt 2yl 8 0 (69

/7 /7
m,m’,u,v m,m-,u,v

Hier resultiert der Vorzeichenwechsel aus der Antivertauschung der Erzeuger und
Vernichter sowie aus einem Vorzeichenwechsel beider Matrizen 1 und s (siehe die
Bemerkung im Anschluff an (3.9)).

Die Kopplungskonstante A in (6.4) kann nicht aus allgemeinen Theoremen er-
halten werden. Fiir den nach den ersten beiden Hundschen Regeln bestimmten
Grundterm vergleicht man am einfachsten die Erwartungswerte von (6.1) und (6.4)
bei weniger als halber Fiillung fiir den Termzustand mit maximalem J, = L + S
und erhilt so ohne grofle Miihe das Ergebnis

Cu/2S (K <20+1)

—Cut/28 (k>2041) (6.7)

)\Grundterm - {

Die besprochene Aufspaltung der Terme durch die Spin-Bahn-Kopplung ergibt
die

3. Hundsche Regel:
Fiir weniger als halb gefiillte Schalen stehen L und S im Grundzustand
antiparallel, J = |L — S|, fiir mehr als halb gefiillte parallel, J = L + S.

Der Grundzustand hat damit den Gesamtdrehimpuls
J=12l4+1—1204+1—Fk||-|2l — k|/2=S-|2] — K. (6.8)

Man beachte insbesondere, daf§ sich fiir £ = 2] wegen L = S = [ der Gesamt-

drehimpuls J = 0 ergibt.

Eine Liste der durch die drei Hundschen Regeln festgelegten Grundzustande

G =25t1L; fiir d-Schalen enthilt die folgende Tabelle:

Tabelle 6.1 (Grundzusténde von d—Schalen)
2 3 4 5) 6 7 8 9

3y iR 3 Dy s °Dy iR 9 3y D

S
—_

N
njor
ot
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In der folgenden Figur sind die Abhangigkeiten des Gesamtspins, des Gesamt-
bahndrehimpulses und des Gesamtdrehimpulses von der Zahl der Elektronen im
Grundzustand einer d—Schale noch einmal zusammengefafit.

5

41

31

Drehimpulse

2L

d-Schale

10

In der folgenden Tabelle sind die Werte der Spin—Bahn—Kopplung (3, fiir die zwei-
wertigen und einige dreiwertige Ionen in meV zusammengestellt. Das Anwachsen
der Kopplung mit wachsender Ordnungszahl bei fester Wertigkeit von Sc?t bis
Cu?t um ungefihr eine GroSenordnung beruht auf der Abnahme des 3d-Radius
r3q mit wachsender Ordnungszahl. Entsprechend erklart sich das Anwachsen der
Kopplung mit der Ordnungszahl bei fester Konfiguration 3d*.

Tabelle 6.2 (Spin—-Bahn—-Kopplung (34 in meV)

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ion | T3t | V3t | Cr3t | Mn3t | Fe3t | Co®t | N3t | Cut
st 19,1 | 259 | 34,2 | 44,6 59 74 91 112
Ion | St | T2t | V2t | Cr2t | Mn2t | Fe?t | Co?t | Ni?t | Cu?t
g; 9,8 14,9 | 20,8 29,3 41,5 50,1 65,5 | 79,8 | 102,8
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7. Suszeptibilitat freier Ionen

In diesem Kapitel soll die Kopplung eines Ions an ein aufleres Magnetfeld disku-
tiert werden. Die Suszeptibilitat freier Ionen, die wir berechnen werden, ist zwar
nicht von direkter Relevanz fiir Tonen im Festkorper, aber ihre Berechnung ist
eine niitzliche Fingeriibung fiir spiatere Anwendungen. Wenn H, der aus (2.1)
und (6.1) zusammengesetzte Hamiltonoperator des freien Ions ist, lautet der volle
Hamiltonoperator bei Anwesenheit eines aufleren Magnetfeldes B

eh e?
R

H=Ho— 5

e

Der letzte Term in (7.1) ist fiir den diamagnetischen Beitrag

_ o Z@.‘Lag/?’ (7.2)

XLamor — — o ° 2
8w ag v

zur Volumensuszeptibilitat verantwortlich, den wir hier nicht weiter betrachten
werden, weil er eine temperaturunabhingige und fiir magnetische Ionen meist
kleine Korrektur darstellt. (In (7.2) ist a = €?/hc die Feinstrukturkonstante, ag
der Bohrsche Radius, v das spezifische Volumen eines Ions und die Summation
erstreckt sich {iber alle Elektronen des Ions.)

Mit dem Operator des magnetischen Moments

eh
M =pup(L+2S),  up =3
MeC

(7.3)

schreibt sich der lineare Kopplungsterm in (7.1) einfach als —M - B. Wegen des
g-Faktors g = 2 fiir das Spinmoment ist das magnetische Moment bekanntlich
nicht proportional zum Gesamtdrehimpuls J = L + S. Wir werden sehen, dafl
dies wichtige Konsequenzen fiir die magnetische Suszeptibilitat hat, weil mit der
Spin—Bahn-Kopplung zwar [Hy, J] = 0 gilt, aber keineswegs [Ho, M] = 0.

Die freie Energie eines Ions ist durch die Formel (6 =1/kgT)
1
f= 3 In Spe A (Ho—M-B) (7.4)

gegeben. Wir werden im folgenden die Komponente des Magnetisierungsoperators
M in Richtung des Magnetfeldes B mit M bezeichnen. Wegen [Hg, M] # 0 mufl
man beim Differenzieren nach dem Magnetfeld vorsichtig sein und erhalt

0

8
—— ¢ PHo—MB) :/ dre=T(Mo=M-B) N pe=(B=m)(Ho=M-B) (7.5)
0B 0
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Bei der Differentiation der freien Energie (7.4) nach dem Magnetfeld kann man
die Exponentialausdriicke in (7.5) wegen der zyklischen Vertauschbarkeit von Ope-
ratoren innerhalb der Spur allerdings wieder zusammenfiithren und erhalt fiir die
Magnetisierung einfach

0

m = = 5L = Sp(MemPOUTNB) 5 OGN = 0y (70
Beim nochmaligen Differenzieren hinterlafit die Nichtvertauschbarkeit von Hy und
M jedoch ihre Spuren und wir erhalten fiir die magnetische Anfangssuszeptibilitat
das Ergebnis

: am /6 h T —T
X=35lpm0 = /O dr(M(T)M)y,,,  M(r)=eoMe 70 (7.7)
(Bemerkung: Wenn Hy und M vertauschten, wiirde M (1) = M gelten und die
Formel fiir die Suszeptibilitit wiirde sich zu y = B(M?) vereinfachen.)

Zur Berechnung der Suszeptibilitat (7.7) verwendet man eine Eigenbasis von Hy.
Sei {|n)} ein vollstéindiges Eigensystem ) |n)(n| = 1 von Hy mit Holn) =
E,|n) und bezeichne Z = Spe #*o = 3 ¢=FFn die Zustandsumme des Ions.
Dann wertet man die Spur in (7.7) mittels der Eigenbasis aus und schiebt die
Vollstandigkeitsrelation zwischen den beiden Magnetisierungsoperatoren ein. Die
7-Integration kann dann leicht ausgefiihrt werden und man erhélt die Spektral-
darstellung der Suszeptibilitat

|2€_ﬁE7n J— e_BE’IL
En - Em

x =23 lmlMln) (73)

m,n

Hierbei ist der Quotient ganz rechts fiir £,,, = FE,, als sein Grenzwert fiir £,,, — E,,
zu interpretieren, d.h. als Be #F». Beitrdge mit F,, = F, und E,, # E, in
der Doppelsumme der Spektraldarstellung haben bei tiefen Temperaturen sehr
verschiedenes Verhalten. Es ist daher iiblich, die Suszeptibilitat in zwei dement-
sprechende Anteile additiv zu zerlegen, den Curie—Anteil

/3 E'm:En 9
xo=Z > |mldn)[*e " (7.9)
und den van Vleck—Anteil
Epm#En _ _
! pe PEm _ e=BEn
Xov = - ; |(m|M|n)| BB (7.10)

Den van Vleck—Anteil wiirde es nicht geben, wenn M mit H, vertauschte, weil
dann M und Hy simultan diagonal gewahlt werden konnten.
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Fiir die Auswertung von Matrixelementen (m|M|n) miissen wir uns nun auf die
Eigenschaften der Eigenzustande von H besinnen, die wir in den vorigen Kapiteln
besprochen haben. Sie seien als |n) = |(LS)yJJ,) und |m) = |[(L'S)o J'J.)
spezifiziert. Wir erhalten dann folgende Ergebnisse:

1.

(m|M]|n) ist termdiagonal, d.h. das Matrixelement verschwindet, wenn nicht
(LS)o = (L'S")o gilt. Wegen M o< L 4 28 ist dies offensichtlich, weil die
Operatoren L und S innerhalb der Terme wirken und daher verschwindende
Matrixelemente zwischen verschiedenen Termen haben.

Fiir die termdiagonalen Matrixelemente erweist sich wieder das Wigner—
Eckart—Theorem als niitzlich, dessen allgemeine Aussage fiir Vektoropera-
toren wir hier formulieren wollen. Wir brauchen dazu die spharischen Kom-
ponenten M, des Vektoroperators M, die mittels der kartesischen Kompo-
nenten M, M, und M, durch

1 1
M, = ——(M, +iM,), My=M, M_|=—
i~ vh Mo V2
gegeben sind. Die Aussage des Wigner—Eckart—Theorems ist nunmehr, dafl

fiir Matrixelemente der sphéarischen Komponenten eines beliebigen Vektorope-
rators M, die folgende Gleichung gilt:

(M, —iM,)  (7.11)

(LS)ad T Mo[(LS)a J2) = ¢((LS)as J, J') - (JLJ.q| " T7). (7.12)

Hier ist (J1J.q|J'J.) ein Clebsch—Gordan—Koeffizient, der den Drehimpuls J
mit dem Drehimpuls 1, der dem Vektoroperator zuzuordnen ist, zum Drehim-
puls J’ koppelt. Die Abhangigkeit des Matrixelements von den Quanten-
zahlen J,, J. und ¢ ist universell und vollstdndig durch den Clebsch—Gordan—
Koeffizienten gegeben, der auflerdem die Auswahlregel |J —J'| < 1 beinhal-
tet. Zu bestimmen bleibt damit nur noch das reduzierte Matrixelement
¢, das vom Term (LS),, und den Quantenzahlen J und J’ abhéngt.

Fiir die Curie-Beitrage (7.9) zur Suszeptibilitdt brauchen wir Matrixelemente
(7.12) innerhalb eines Energieniveaus des lons, d.h. solche mit J = J’. Hier
konnen wir Gebrauch davon machen, dafl der Drehimpulsoperator J selbst ein
Vektoroperator ist, der innerhalb des durch die Quantenzahl J gekennzeich-
neten Multipletts wirkt und dessen sphérische Komponenten die zu (7.12)
analoge Gleichung

(LS)ad JL|Jg(LS)ad J.) = /I (J + 1) - (J1J.q|J J7) (7.13)

erfiillen. (In kartesischen Komponenten ausgedriickt sind das die wohlbekann-
ten Matrixelemente von Drehimpulsoperatoren wie in (3.5).) Wir schliefien
daraus, dafl innerhalb eines Multipletts zum Drehimpuls J der Operator M
bis auf einen multiplikativen Faktor dieselben Matrixelemente wie der Drehim-
pulsoperator J hat, also

P;MP; = gupJ (Pj = Projektor auf J — Multiplett) (7.14)
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gilt.

Den g—Faktor kann man schliefSlich mittels eines einfachen Tricks bestimmen.
Innerhalb des J-Multipletts gilt wegen (7.14) die Gleichung J - M/up =
gJ(J + 1). Die linke Seite dieser Beziehung koénnen wir aber auf bekannte
Quantenzahlen zuriickfithren mittels J-M/up = J-(L+2S) = J(J+1)+J-S =
J(J+1)+S(S+1)+L-S und der Identitét fiir L - S, die in (6.4) benutzt
wurde. Daraus ergibt sich fiir den g—Faktor in LS-Kopplung die allgemeine
Formel

3 S(S+1)—L(L+1)
J,L,S) =~ 7.15
9(J;L,5) =5 + 2771 1) (7.15)
Der Grundzustand erhélt damit wegen (4.1) und (6.8) den g—Faktor
g= {17 a2 (7.16)
1+ 25 (k> 21). ‘

Fir £ < 2[ erklaren sich die Werte g < 1 daraus, daf§ L und S antiparallel
stehen und dal L > S gilt. Fiir £ = 2[ stellt sich wegen J = 0 die Frage nach
dem g-Faktor nicht. Fir halbe Fillung £ = 2] + 1 haben wir einen reinen
Spindrehimpuls J = § mit dem g—Faktor g = 2. Fiir mehr als halbe Fiillung
liegen die g—Faktoren schliellich im Intervall 1 < g < 2, weil L und S parallel
stehen und beide mit ihren g—Faktoren g; = 1 und gg = 2 beitragen.

Die g-Faktoren der Grundzustinde einer d-Unterschale der Konfiguration nd*
sind in der folgenden Tabelle zusammengefaft:

Tabelle 7.1 (g—Faktoren)

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
J | 3/2 2 3/2 | 0 | 5/2 4 9/2 A 5/2
g | 4/5 | 2/3 | 2/5 | x 2 3/2 | 4/3 | 5/4 | 6/5

Fiir die van Vleck-Beitrage (7.10) zur Suszeptibilitdt brauchen wir Matrix-
elemente (7.12) fir |J — J'| = 1, d.h. zwischen Zustdnden aus verschiede-
nen (benachbarten) Gesamtdrehimpulsmultipletts. Weil der Operator J in-
nerhalb solcher Multipletts wirkt, verschwinden seine Matrixelemente zwi-
schen verschiedenen Multipletts und der Operator des magnetischen Moments
M = pup(J+S) hat dieselben Matrixelemente wie der Operator upS. Die Be-
stimmung des reduzierten Matrixelements c¢((LS)q, J, J') in (7.12) gelingt hier
mittels einer anspruchvolleren Anwendung drehimpulsalgebraischer Methoden
und resultiert in der Formel (siehe A.R. Edmonds, “Drehimpulse in der Quan-
tenmechanik”, Formeln (5.4.1), (5.4.3) und (7.1.8))

(LS)ad LIS I(LS)ad T} = (=1) 5+ 4127 + 1)S(5 + 1)(25 + 1)

!/
.{5 ’ f}wﬂmegy

(7.17)
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In dieser Formel ist das reduzierte Matrixelement mittels eines Wignerschen
6j—Symbols dargestellt. (Fir J' = J impliziert (7.17) im iibrigen auch den
g—Faktor (7.15), den wir oben mittels elementarer Betrachtungen hergeleitet
haben.)

Wir haben jetzt alle notwendigen Formeln fiir die Berechnung der Suszeptibilitdaten
(7.8) freier Ionen bereitgestellt. Im folgenden werden wir uns auf das Verhal-
ten bei tiefen Temperaturen beschrianken, indem wir annehmen, dafl die Tem-
peratur klein gegen die tiefste Anregungsenergie des Ions ist (kg7 < AE —
e PAE <« 1). Mit dieser Annahme erhalten die Suszeptibilititen die einfache
Temperaturabhangigkeit

_ C1Cu1fie C

X=on T N (7.18)

wobei der erste Term aus dem Curie-Anteil (7.9) und der zweite aus dem van
Vleck—Anteil (7.10) stammt. Fiir die Berechnung des Curie-Anteils braucht man

nach Einsetzen von (7.14) in (7.9) nur noch die Summe Tlﬂ Ei:_J J? =
ST Zi:_ ;J%/3 =J(J +1)/3 und erhélt fiir die Curiekonstante die Formel

J(J+1
CCurie = 92/’623% (719)

Im van Vleck—Anteil (7.10) kann entweder n iiber das Grundzustandsmultiplett
laufen und m iiber das angeregte Multiplett mit AJ = 1 aus demselben Term
oder umgekehrt. Wenn J den Drehimpuls des Grundmultipletts und J’ den-
jenigen des angeregten Multipletts bezeichnet, erhalt man mit Hilfe der Formel

ZJZ‘<J1JzO|J’JZ)}2 = (2J’ + 1)/3 fiir die van Vleck—Konstante das Resultat

2 / ?
Coanvicae = 5527 +1)S(S+1)(28 + 1) {§ . f} . (7.20)

Die folgende Tabelle gibt die Werte der Curie-Konstanten und der van Vleck—
Konstanten im Falle einer d—Schale an:

Tabelle 7.2 (Curie- und van Vleck—Konstanten)

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cowse/b | 5 | 5 | 3| 0 | F | 1B | F | % | %
Cranvieck/ BB % % % 4 0 % % % 14_5
Cov/Cq 3 1 8 o0 0 i 3 T35 &

Wie man sieht, sind die van Vleck—Beitrage fiir mehr als halb gefiillte Schalen
verhaltnismaBig klein. Fiir die halb gefiillte Schale gibt es keinen van Vleck—Anteil
und fiir £ = 2] wegen J = 0 keinen Curie—Anteil.
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Nach der obigen formalen und zwangslaufig unanschaulichen Berechnung der Ma-
trixelemente wollen wir zum Abschlufl dieses Kapitels ein einfaches Beispiel durch
explizite Angabe der Wellenfunktionen nochmals behandeln. Wir betrachten das
Beispiel eines Cu?t-Ions. Es hat die Konfiguration 3d° und damit den einzigen
Term 2D, der in ein Grundniveau mit J = 5/2 und ein angeregtes Niveau mit
J = 3/2 aufspaltet. Wir werden die Zusténde |J, J,) im Locherbild durch Angabe
des besetzten Loches in der Form |l 1) beschreiben, wobei i =T, | die Richtung des
Spins anzeigt. Der Grundzustand mit J, = J = 5/2 ist mit |5/2,5/2) = |27) sofort
leicht anzugeben. Durch Anwendung des Absteigers J— = L~ 4+ S~ erhalten wir
daraus andere Zustéinde des Grundmultipletts: |5/2,3/2) = (|2])+2[11))/v/5 und
5/2,1/2) = (v/2]1]) ++/3|071))/+/5. Die angeregten Zustinde ergeben sich dann
durch Orthogonalisierung als [3/2,3/2) = (2]21) —|17))/v/5 und durch nochma-
liges Absteigen als |3/2,1/2) = (v/3[1]) —v/2[01))/v5. Mit diesen Zustéinden
berechnet man nun leicht die g—Faktoren g = g fiir das Grundniveau (z.B. aus dem
Matrixelement (5/2,5/2|M./up|5/2,5/2)=(21|L. +25.127)=3) und g = 7 fiir
das angeregte Niveau (z.B. aus dem Matrixelement (3/2,3/2|M,/ugp|3/2,3/2) =
(2(2] (17 ])(L2+2S:)(2]2])—|17))/5 = 6/5). Die van Vleck—-Konstante ergibt
sich entsprechend aus den Matrixelementen (3/2,+3/2|5.]5/2,+3/2) = —2/5 und
(3/2,41/2/5.]5/2,4+1/2) = —/6/5.

In diesem einfachen Fall eines Ions mit nur zwei Energieniveaus notieren wir zum
Abschlufl die volle Temperaturabhéngigkeit der Suszeptibilitdt (ohne Tieftempe-
raturndherung):

oy (634 8e AE/ERT) 4 4(1 — emAF/ERT) o1
Xy = 5AE 3+ 2e—AE/ksT ‘ (7:21)

Hier ist AE > 0 der Abstand zwischen den beiden Niveaus. Man iiberlegt sich
leicht, daf die Suszeptibilitiit eines Ions mit der Konfiguration 3d* (z.B. V4T) sich
aus (7.21) durch Umkehr des Vorzeichens von AE ergibt.
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II. Magnetische Ionen in kristalliner Umgebung

8. Kristallanisotropie

Der Einbau eines magnetischen lons in einen Kristall zerstort die Rotationssymme-
trie, die wir fiir die Beschreibung isolierter Ionen wesentlich genutzt hatten. Eine
offensichtliche Wirkung der Kristallumgebung besteht darin, daf sie ein nichtzen-
trales elektrostatisches Kristallpotential Vj,. erzeugt, das auf die Elektronen des
magnetischen Ions wirkt. Die Einteilchen—Schrédingergleichung (1.2) ist um dieses
Kristallpotential zu ergdnzen, wobei seine storungstheoretische Beriicksichtigung
ausreicht. Wenn man die fiir dieses Potential ursachlichen Ladungen auflerhalb des
magnetischen Tons annimmt, erfiillt das Potential die Laplacegleichung AV, =0
und 148t sich im Bereich des magnetischen Ions um dessen Zentrum in eine Tay-
lorreihe nach harmonischen Polynomen entwickeln,

Vir(r) = D ) BawrYax(9). (8.1)

A=0r=—X

Die Entwicklungskoeffizienten B} , schatzt man oft mittels eines Punktladungs-
modells ab, indem man die fiir die Anisotropie verantwortlichen Ladungen ins
Zentrum der Nachbarionen setzt. Wir halten hier nur fest, dafl daraus eine
Skalierung B , o 1/d**! folgt, wo d der Abstand zu den Nachbarionen ist.

Die Wirkung des Kristallpotentials auf die Orbitale einer Unterschale nl fiihrt in
erster Ordnung Storungstheorie zu einer Aufspaltung des (21 + 1)—fach entarteten
orbitalen Multipletts (1.3). Von den unendlich vielen Termen der Taylorreihe (8.1)
tragen nur endlich viele zu Matrixelementen

(nlm!| Vi Inlm) = /OoodrRil(r) /dQ Y () Vi (r)Y),,(Q) (8.2)

innerhalb einer Unterschale nl bei. Dies folgt ahnlich wie in Kapitel 5 wieder aus
der Beobachtung, dafl das Produkt Y;* ,(Q)(r)Y,, () positive Paritat hat und auf
Kugelflichenfunktionen der Ordnung A > 2I senkrecht steht. Die Wirkung des
Kristallpotentials Vy, innerhalb der Unterschale nl ist daher identisch mit der des
Pseudopotentials (wir ersetzen wieder A durch 2\ und schlagen das konstante
Potential fiir A = 0 dem effektiven Zentralpotential V. ;¢ in (1.2) zu)

l 2
Var(r) =) ) Boxur™ Vo x(Q). (8.3)

A=1 k=—2A

Innerhalb einer Unterschale nl werden also nur solche Beitrage des Kristallpoten-
tials wirksam, die (a) inversionssymmetrisch um das magnetische Ion sind und (b)
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die Ordnung 2I nicht tiberschreiten. Weil das Kristallpotential (und das Pseudopo-
tential) reell ist, miissen die Entwicklungskoeflizienten wegen Ysy_, = (—1)"Y5 .
die Beziehung

BQ)\,—H = (_1)HB;)\,R (84)

erfiillen. Das Pseudopotential V,,; kann daher durch 2&21(4)\—1—1) = [(21+3) reelle
Koeffizienten (Real- und Imaginérteile der Parameter B) parametrisiert werden.
Fiir d-Schalen sind das 14 reelle Koeflizienten. Diese Zahl wird, wie wir bald sehen
werden, bei Anwesenheit lokaler Punktsymmetrien des Kristalls um das magneti-
sche Ton herum eventuell drastisch reduziert.

In zweiter Quantisierung hat der Kristallpotentialoperator (8.3) die Gestalt

l 2\
V=30 30 3 Banalri) [d03 (Yo oD e (55)

A=1k==2Xxm'mpu

Man kann zeigen, dafl er unter der Teilchen—Loch—Transformation (3.6) ungerade

ist (dazu mufl man nur wissen: an:_l(l(Q)\)mOUm) =0):

l 2\
an = - Z Z Z B2>\75<T?j\> /dQle;L’(Q)YQ)\,/@(Q)YZm(Q) a;rn’uamu' (86)

A=1k==2xm'mu

Das Pseudopotential (8.3) beschreibt die Wirkung von Kristallanisotropie auf die
Elektronen einer Unterschale nl viel umfassender, als die obige Herleitung ver-
muten 148t. Zum einen ist die Annahme verzichtbar, daf§ die fiir die Anisotropie
verantwortlichen Ladungen vollstandig auflerhalb des magnetischen Ions liegen.
Zum anderen gibt es neben dem bisher diskutierten elektrostatisch bedingten
Beitrag zur Anisotropie einen kovalenten Beitrag, der durch unterschiedlich
starke kovalente Bindung der verschiedenen nl-Orbitale an Orbitale von Nach-
barionen zustandekommt. Solche Effekte werden wir in spateren Kapiteln disku-
tieren. Man kann zeigen, dafl auch der Einteilchenanteil der kovalent bedingten
Anisotropie sich durch das Pseudopotential (8.3) vollstdndig parametrisieren 1a8t.
Die Einschrankung auf inversionssymmetrische Terme im Pseudopotential resul-
tiert hierbei aus der Zeitumkehrinvarianz. Eine Begriindung des Pseudopotentials
in diesem allgemeinen Sinne findet man in: D.J. Newman, Adv. Phys. 20, 197
(1971). Unabhéngig von der physikalischen Herkunft des Pseudopotentials wer-
den wir dieses im folgenden auch als Kristallfeldpotential bezeichnen.

Die Wirkung der Anisotropie auf die Vielteilchenzustiande einer Unterschale nl
hangt sehr von deren Starke im Vergleich zu den intraionischen Energieskalen
ab. Als essentiell erweist sich hierbei die aus dem Punktladungsmodell ersicht-
liche Skalierung der aus (8.3) folgenden Anisotropieenergien mit (r,;/d)?*, die die
entscheidende Rolle des Unterschalenradius r,,; erkennen 1a3t.

Der Radius von 4f-Elektronen ist so klein (und die Spin—Bahn—Kopplung
in der 4f-Schale so grof§), da die Kristallanisotropie kleiner als die Spin—
Bahn—Aufspaltung ist und einfach die J-Multipletts des freien Lanthanidenions
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weiter aufspaltet. Die Kristallanisotropie respektiert in diesem Falle schwacher
Anisotropie die Hundschen Regeln.

Der Radius von 3d-Elektronen ist jedoch deutlich gréfer (und die Spin—Bahn—
Kopplung in der 3d—Schale so viel kleiner), dafl die Anisotropieenergien grofler als
die Spin—Bahn—Aufspaltung sind. Daher hat die storungtheoretische Berticksich-
tigung der Kristallanisotropie Vorrang vor der der Spin-Bahn—-Kopplung. Man
driickt diesen Umstand durch die Redeweise aus, dal die Kristallanisotropie die
3. Hundsche Regel bricht. Tatséachlich ist die Anisotropieenergie sogar vergleich-
bar mit der intraionischen Austauschenergie, die fiir die 2. Hundsche Regel ver-
antwortlich ist, wodurch eine simultane Berticksichtigung dieser beiden Energien
nahegelegt wird. Im allgemeinen respektiert die Anisotropie fiir 3d—Elektronen
jedoch die 1. Hundsche Regel und man spricht von mittelstarker Anisotropie.
Da sie im Grundzustand alle Terme mit maximalem Gesamtspin S mischen kann,
fassen wir diese Terme fiir spatere Zwecke in der folgenden Tabelle noch einmal
iibersichtlich zusammen:
Tabelle 8.1 (Terme maximalen Gesamtspins)

2 1 2 3 £ 15 6 7 8 9
Term | 2D | 3F,3P | *F,*P | °D | 6§ | 5D | 4F,*P | °F,%P | 2D

Die Radien von 4d— und 5d-Elektronen sind noch gréfler, die 1. Hundsche Regel
ist in diesem Falle starker Anisotropie meist gebrochen und solche Elektronen
werden meist als nicht lokalisiert beschrieben, so daf§ das freie Ion oft gar kein
angemessener Ausgangspunkt ist. Manche Ruthenate scheinen jedoch eine lokale
Beschreibung herauszufordern.

Wenn der Kristall unter (eigentlichen oder uneigentlichen) Drehungen um das
magnetische Ion invariant ist, hat auch das Kristallfeldpotential (8.3) diese In-
varianz. Im Falle einer Invarianz unter einer 2-zahligen Drehung verschwinden
zum Beispiel alle Bg) , mit ungeraden s, wenn man die Polarachse in Richtung
der Drehachse legt. Dadurch wird die Zahl der Kristallfeldparameter schon auf
[(I 4 2) reduziert, d.h. nahezu halbiert. Man kann leicht untersuchen, wieviele Pa-
rameter librigbleiben, wenn eine Symmetrie unter einer der 32 moglichen Punkt-
gruppen vorliegt. Dabei ist zu beachten, dafl das Kristallfeldpotential auch ohne
entsprechende Punktsymmetrie immer invariant unter der Inversion ist. Daher gibt
es nur 11 verschiedene Fille fiir die relevante Symmetriegruppe, die dadurch entste-
hen, dafl man die Punktgruppe durch die Inversion erganzt. Eine vergleichbare
Situation liegt bei Energiebandern in Kristallen vor. Tabelle 8.2 fafit die Zahl der
Kristallfeldparameter fiir p—, d— und f-Elektronen (I = 1,2,3) fiir alle moglichen
Symmetrien zusammen. Dabei sind in der zweiten Spalte die 11 relevanten Symme-
triegruppen angegeben, in Klammern erganzt durch die Punktgruppen, aus denen
sie durch Hinzufiigen der Inversion entstehen. Der besseren Ubersicht halber sind
in der ersten Spalte die Kristallsysteme genannt, zu denen die Symmetriegruppen
gehoren. Man beachte jedoch, dafl die hier betrachtete lokale Symmetriegruppe
kleiner als die Punktgruppe des Kristalls sein kann, so dafl der Kristall zu einem
System hoherer Symmetrie gehoren kann. Zum Beispiel sehen die Sauerstoffionen
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in einem kubischen Perowskitkristall nur die lokale Symmetrie Dy, die als Punkt-
gruppe wie in der Tabelle 8.2 angegeben dem tetragonalen System zugeordnet
wird.

Tabelle 8.2 (Zahl der Kristallfeldparameter)

Kristall- lokale Parameterzahl

system Symmetriegruppe =1 [=2 =3

monoklin Cap, (Ca, C1p) 3 8 15

orthogonal Dsy, (Da, Cay) 2 5 9

tetragonal Cun (Cy, Sy) 1 4 7

Dup, (D4, Cuy, Dag) 1 3 o

trigonal Se (Cs) 1 4 9

Dsa (D3, C3) 1 3 6

hexagonal Csn (Cs, Csp) 1 2 5

Dey, (Dg, Cey, D3p) 1 2 4

kubisch Ty (T) 0 1 3

On (0, Ty) 0 1 2

Von besonderem Interesse fiir uns ist die kleine Zahl von Kristallfeldparame-
tern bei hoher Symmetrie. Zum besseren Verstidndnis betrachten wir ein Ion in
tetraedrischer Umgebung. In der obigen Figur liegt dieses Ion (blau) im Zentrum
eines Wiirfels und die Wahl der Koordinatenachsen (z, y, z) ist durch schwarze
Linien angedeutet, die parallel zu den Wiirfelkanten verlaufen. Die tetraedrische
Umgebung ist durch vier Nachbarionen (rot) gekennzeichnet, die vier der acht
Wiirfelecken besetzen. Die Tetraedergruppe T kann durch die folgenden beiden
Symmetrieoperationen aufgespannt werden:
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(a) zyklische Vertauschung der Achsen z, y, z (d.h. 27/3-Drehung um die
Wiirfeldiagonale);
(b) (x,y) — (—z,—y) (d.h. 7~Drehung um die z—Achse).

Wir zeigen zunéachst, dal es kein harmonisches Polynom zweiter Ordnung mit
tetraedrischer Symmetrie gibt. Daraus folgt das Verschwinden des Kristallfeld-
potentials (8.3) fiir p—Elektronen bei T—Symmetrie. Wir setzen ein beliebiges
(zunéchst nicht notwendig harmonisches) Polynom zweiter Ordnung Va(r) =
ax? 4 by? + cz? + dxy + eyz + fzx mit sechs Parametern fiir das Pseudopotential
an. Wegen der Symmetrie (a) folgt a = b = c und d = e = f und wegen der
Symmetrie (b) folgt f = 0, insgesamt also Va(r) = a(z? + y* + 2?) und schliellich
wegen der Bedingung AV, (r) = 6a = 0 ergibt sich Va(r) = 0.

Die analoge Forderung nach tetraedrischer Symmetrie fiir ein beliebiges Polynom
vierter Ordnung fiihrt auf das Polynom Vj(r) = a(x* +y* + 24) + b(22y? + y222 +
222?%). Wegen AV,(r) = (12a + 4b) (2% + 3% + 2?) = 0 muB b = —3a gelten und
damit bleibt schlielich das Pseudopotential vierter Ordnung V,(r) = A4 - Py(r)
mit dem einzigen harmonischen Polynom

Py(r) = 8 (2* + y* + 2*) — 24 (2y® + y?2% + 222?)
=20 (2* +y* + 2* — 3r1/5)

= VR (4000 0 @),

Das Polynom Py(r) ist nicht nur invariant unter der Symmetriegruppe 7', sondern
auch unter den vier anderen Punktgruppen des kubischen Systems. Wir haben
somit verstanden, warum es fiir d-Elektronen in kubisch symmetrischer Umgebung
immer genau einen Kristallfeldparameter gibt.

(8.7)

Mit Blick auf spatere Anwendungen wollen wir hier auch tetragonal und trigonal
verzerrte oktaedrische Umgebungen betrachten. Wir entnehmen der Tabelle 8.2,
daf3 d-Elektronen bei den Symmetrien Dy, und D3y jeweils 3 Kristallfeldpara-
meter sehen. Die entsprechenden harmonischen Polynome erhélt man am einfach-
sten, indem man eine Taylorentwicklung des elektrostatischen Potentials im Punkt-
ladungsmodell durchfiihrt. In der Figur auf der nachsten Seite ist ein magnetisches
Ion (blau) in seinem oktaedrischen Kéfig von Sauerstoffionen (rot) gezeigt, die in
Richtung der schwarz markierten Koordinatenachsen (z, y, z) im Abstand a liegen.
Die Entwicklung des von den sechs Punktladungen erzeugten Potentials

Vi = ! + . + (8.8)
okt \/<a—x>2+y2+z2 \/(a-|—;(;)2-|-y2+22 .

um das Zentrum des magnetischen Ions x = y = z = 0 bis zur vierten Ordnung
ergibt

6 7

Vort = ’ + Toas - Py(r) (8.9)

und reproduziert damit das harmonische Polynom (8.7).
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Nach tetragonaler Dehnung des Sauerstoffoktaeders in z—Richtung liegen die
Sauerstoffionen an den Positionen

+(a—¢,0,0), =£(0,a—¢,0), =(0,0,a+ 2q) (8.10)

und erzeugen linear in der Verzerrung ¢ ein Zusatzpotential, das die beiden unter
D,y invarianten harmonischen Polynome

222 — 2% — o, 224 — 2t —yt 4+ 6(20%y? — y?2? — 222?) (8.11)

enthalt, die wir damit miihelos identifiziert haben.

Analog liegen nach einer trigonalen Streckung des Oktaeders in Richtung der
Wiirfeldiagonalen (1,1, 1) die Sauerstoffionen bei

+(a, q,q), +(q,a,q), +(q,q,a). (8.12)

Hierbei entsteht ein unter D3, invariantes Kristallpotential, das von den beiden
harmonischen Polynomen

xy + yz + 2z, 6ryz(x+y+2) —x3(y+2) —y3(z+2)— 22 (x+y) (8.13)

aufgespannt wird. Diese Beispiele sollten zeigen, wie man mit elementaren Mitteln
Invarianten fiir Kristallfeldpotentiale zu beliebigen Symmetrien erzeugen kann.
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Fiir eine genauere Berechnung des elektrostatischen Betrags zum Kristallfeldpo-
tential reicht es nicht, nur das Punktladungspotential des Sauerstoffionenkafigs zu
berticksichtigen, sondern man muf iiber alle Ladungen des unendlichen Kristalls
summieren. Die dafiir benétigten Gittersummen werden effizient mittels des
von Ewald eingefithrten Verfahrens berechnet (siehe Anhang A meiner Vorlesung
Festkorperphysik I).

Zur Berechnung der aus den Kristallpotentialen folgenden Kristallfeldaufspaltun-
gen und Eigenorbitale benotigt man Informationen iiber die Radialwellenfunktio-
nen der 3d-Schale. Fiir d-Elektronen reicht es, die beiden Momente (r?) und (r®)
zu kennen. Werte dieser Momente sind in der folgenden Tabelle zusammengefaft.

Tabelle 8.3 (Momente, Lingen in Bohrschen Radien ap = 0,52917 A)

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ion Mn*t Co*t
(r?) 1,104 0,9080
(r) 2,389 1,659

Ion | T3+ | V3t | Cr3t | Mn3t | Fe3t | Co3t | N3t | Cu?t
(7"2) 1,893 | 1,643 | 1,447 1,286 1,150 | 1,049 | 0,9582 | 0,8763
by | 7,071 | 5,447 | 4,297 | 3,446 | 2,789 | 2,342 | 1,971 | 1,662

Ton V2t Or?t | Mn2t | Fe?t | Co*T | N2t | Cu?t
(r?) 2,070 | 1,781 | 1,548 | 1,393 | 1,251 | 1,130 | 1,028
(r) 9,605 | 7,211 | 5,513 | 4,496 | 3,655 | 3,003 | 2,498
Ton Titt Crl+ Colt
(r?) 3.508 2,319 1,576
(rt) 31,62 14,14 6,637
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9. Einige gruppentheoretische Grundlagen

Im folgenden werden wir den EinfluB einer kubischen Umgebung auf magneti-
sche Tonen der Konfiguration 3d* im einzelnen studieren. Wie wir wissen, wird
die Anisotropie in diesem Falle durch das Kristallpotential Viy = Ay - Py(r)
reprasentiert, wobei Ay der einzige freie Parameter ist, der die Starke der
Anisotropie mifit. Wir wissen auch, dafl die Anisotropie mittelstark ist und da-
her die 3. Hundsche Regel bricht. In vielen Fallen ergeben sich die resultierenden
Eigenzustande des Gesamthamiltonoperators aus reinen Symmetrieiiberlegungen.
Daher spielen eine Reihe von gruppentheoretischen Begriffen und Methoden, die
wir in diesem Kapitel bereitstellen werden, eine niitzliche Rolle bei der Losung
dieses Problems. Wir werden die notwendigen Begriffe und Methoden nicht sys-
tematisch und allgemein einfiithren, sondern exemplarisch anhand des Beispiels der
Oktaedergruppe O erlautern.

Der (2L + 1)-dimensionale Vektorraum eines orbitalen Multipletts zum Bahn-
drehimpuls L ist invariant unter der Anwendung einer beliebigen Rotation aus
der Gruppe O(3) der Drehungen in 3 Dimensionen. Auf diesem Vektorraum Dy,
werden alle Elemente R der Gruppe O(3) durch (2L + 1)—dimensionale Rotations-
matrizen Ry (R) dargestellt. Da Dj keinen unter O(3) invarianten Unterraum
besitzt, bilden die Matrizen Ry, (R) eine sogenannte irreduzible lineare Darstel-
lung der Drehgruppe O(3).

Wenn man die Wirkung einer Untergruppe der Drehgruppe O(3), z.B. der Ok-
taedergruppe O, auf dem Raum Dj betrachtet, drangt sich eine Frage auf, die
offensichtlich unmittelbar mit unserem Problem verkntipft ist: enthélt der Raum
Dy, Unterrdume, die unter O invariant sind (d.h., ist Dy, unter O reduzibel)? Dies
ist eine rein gruppentheoretische Fragestellung, deren Beantwortung fiir uns sehr
niitzlich ist. Denn alle Zusténde in einem unter O irreduziblen Unterraum von Dy,
miissen in einem kubischen Kristallfeld dieselbe Energie haben.

Um mogliche unter O invariante Unterrdume aufspiiren zu kénnen, mufl man tiber
die Gruppe O dieselben Kenntnisse haben wie iiber die Gruppe O(3): man muf alle
ihre irreduziblen Darstellungen kennen. Die Zahl der verschiedenen (d.h. mathe-
matisch prézise: unitér indquivalenten) irreduziblen Darstellungen einer Gruppe
ist gleich der Zahl ihrer Klassen aquivalenter Elemente, im Fall von O also gleich
5. Da wir alle diese linearen Darstellungen der Oktaedergruppe brauchen
werden, fassen wir sie in der folgenden Tabelle zusammen:

Tabelle 9.1 (Darstellungen der Oktaedergruppe)

Darstellung Dimension Basisfunktionen
Fl Al 1 {1}
) As 1 {zyz}
I3 E 2 (V3(x? —y?),22%2 — 2% — 9%}
ry T, 3 {z,y, 2}
Is T 3 {yz, zx, zy}
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Die beiden ersten Spalten der Tabelle 9.1 geben zwei gebrauchliche Bezeichnungen
fiir die 5 Darstellungen an, die dritte Spalte ihre Dimension und die vierte Spalte
den einfachsten Satz von harmonischen Polynomen, mit dem die Darstellung reali-
siert wird. Die Darstellung I'y ist die triviale Darstellung, die es zu jeder Gruppe
gibt und die wie durch die 1 durch jede unter Rotationen invariante Funktion f(r)
reprasentiert werden kann. Die Darstellung I'y ist eine zweite eindimensionale
Darstellung, die sich von I'y dadurch unterscheidet, dafl jede Drehung um 90°
einen Vorzeichenwechsel bewirkt. Dies wird am einfachsten durch die Funktion
xyz realisiert, weil xyz — —xyz z.B. fiir die Drehung * — y,y — —z um die 2—
Achse. Die zweidimensionale Darstellung I's ist vielleicht die bemerkenswerteste
Darstellung von O. Anwendung der Drehungen von O auf die Basisfunktion z2 —g?
erzeugt offenbar die Funktionen +(y* — 22) und +(z? — z?). Dieser Satz von
drei Funktionen ist aber nicht linear unabhangig, sondern wird von den beiden
in der Tabelle 9.1 angegebenen Funktionen aufgespannt. Die Darstellung I'y ist
die sogenannte Vektordarstellung der Gruppe O, deren Basis {x,y, z} sich unter
Drehungen wie die Komponenten des Vektors r transformiert. Dafl die zweite
dreidimensionale Darstellung I's nicht aquivalent zu I'y ist, kann man z.B. an der
Wirkung der 90°-Drehung um die z—Achse erkennen: in I'y bleibt genau eine
Basisfunktion (z) invariant (die anderen werden vertauscht), in I's wechselt genau
eine Basisfunktion (xy) das Vorzeichen (die anderen werden wieder vertauscht).

Hinter der gerade vorgestellten Argumentation steht die eindeutige Identifika-
tion der verschiedenen Darstellungen durch ihre Charaktere. Charaktere nennt
man die Spuren der Darstellungsmatrizen. Sie charakterisieren jede Darstellung
eindeutig, weil sie unabhangig von der Wahl einer Basis im Darstellungraum
sind. Fiir dquivalente Gruppenelemente sind sie gleich. Die Charaktere spie-
len, auch fiir praktische Zwecke, eine wichtige Rolle in der Darstellungstheorie.
Die 5 Klassen aquivalenter Elemente der Oktaedergruppe O sind: die Identitat
E, drei 180°-Drehungen C5 um die vierzdhligen Oktaederachsen, sechs 90°—
Drehungen Cj; um die vierzéhligen Oktaederachsen, sechs 180°~Drehungen (7
um die zweizdhligen Symmetrieachsen, die gegeniiberliegende Kantenmitten des
Oktaeders verbinden, und acht 120°-Drehungen C's um die dreizéhligen Symme-
trieachsen, die gegeniiberliegende Flachenmitten des Oktaeders verbinden. In der
folgenden Tabelle sind die Charaktere y;(C') der 5 irreduziblen Darstellungen T';
fiir die 5 Aquivalenzklassen C (in Klammern die Zahl G¢ der dquivalenten Ele-
mente) der Oktaedergruppe O zusammengefafit:

Tabelle 9.2 (Charaktere)

Darstellung Klassen
E (1) C> (3) Cy (6) C3 (6) Cs (8)
Iy 1 1 1 1 1
I's 1 1 -1 -1 1
I's 2 2 0 0 -1
Ty 3 -1 1 -1 0
I's 3 -1 -1 1 0
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Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen sind orthonormiert in dem Sinne,
dafl die schonen Beziehungen

é 2_x(9)x;(9) = é Y Goxi(O)X;(C) = 6 (9.1)
g C

gelten. Die Summe in diesem Skalarprodukt erstreckt sich iiber die G Elemente
g der Gruppe bzw. iiber die Klassen C'. Die komplexe Konjugation in (9.1) ist
notwendig, weil Charaktere komplexe Zahlen sein konnen.

Die Einschréankung einer Darstellung Dy der (unendlichen) Drehgruppe O(3) auf
die (endliche) Oktaedergruppe O ergibt eine (2L + 1)-dimensionale Darstellung
D? der Oktaedergruppe, die im allgemeinen nicht irreduzibel sein wird und sich
aus den 5 irreduziblen Darstellungen aufbauen la8t. Angesichts der Orthonor-
malitétsrelationen (9.1) kann man nun mittels der Charaktere leicht herausfinden,
wie oft jede irreduzible Darstellung in D enthalten ist. Dazu braucht man nur
die Charaktere x; (¢) fiir Drehungen mit dem Drehwinkel ¢,

L

R o 92)

fiir die Drehwinkel der reduziblen Darstellung DY (d.h. fiir ¢ = 0,7/2,27/3,7) zu
kennen. Aus den Skalarprodukten dieser Charaktere mit den x; der irreduziblen
Darstellungen erhilt man wegen (9.1) sogleich die Haufigkeit des Vorkommens von
I'; in Dg. In der folgenden Tabelle ist fiir L = 0,...,4 festhalten, wie Dg in die
I'; zerfallt:

Tabelle 9.3 (Kompatibilitatstafel)
L 0 1 2 3 4
D¢ I' Iy I's +T15 Fo+Ty4+1T5 L +T34+04+1T15

Da fiir L < 4 keine Darstellung I'; mehrfach vorkommt, sind &hnlich wie in (2.5)
bei den Termen auch die Eigenzustande in den Darstellungen durch die Symmetrie
allein eindeutig festgelegt.

Die Berechnung von Matrixelementen des Typs <F?|T,S|F?), wo I'¢ und I‘? or-
thonormierte Basissysteme von Zustdnden aus den Darstellungen I'; bzw. I'; sind,
wird durch Wigner—Eckart—Theoreme fiir Punktgruppen (hier fiir die Ok-
taedergruppe O) sehr erleichtert. Mit 7} sind Komponenten eines irreduziblen
Tensoroperators gemeint, die sich unter der Gruppe O in einfacher Weise trans-
formieren, namlich nach einer der 5 Darstellungen I'y,. Wir werden hier nur die
Falle brauchen, in denen 7T} unter O entweder invariant ist, sich also nach der
Darstellung I'y transformmiert, oder ein Vektoroperator ist, dessen Komponenten
sich nach der Darstellung I'y transformieren.
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Um die Auswahlregeln fiir Matrixelemente zu verstehen, mufl man wissen, in
welche irreduziblen Darstellungen direkte Produkte I'; x I'; von Darstellungen
zerfallen. (Dies entspricht bei der Drehgruppe O(3) dem Wissen dariiber, welche
Gesamtdrehimpulse bei der Addition von Drehimpulsen vorkommen.) Mit Hilfe
der Charaktere 148t sich auch dieses Problem leicht l6sen. Die folgende Tabelle
gibt fiir alle Produkte von Darstellungen der Oktaedergruppe die Zerlegung an:

Tabelle 9.4 (Multiplikationstafel)

Iy Iy I's I'y I's
ry | T | Iy I3 Ty s
T, | Ty | TS Ty T, T,
I3 | I3 | I3 | TY+T45 +1% 'y +T5 Iy +T;
Iy | T's | Ts ry+7T15 [Y+T5+T4+T2 | To+T3+Ty+T5
I's | I's | Iy I'y+7T5 [y+T3+T4+T5 | TF +T5 +T4 +T%

Dabei stellt sich fiir Produkte gleicher Darstellungen I'; x I'; die Frage nach der
Symmetrie der enthaltenen irreduziblen Darstellungen unter Vertauschung der
Faktoren, analog zur Gleichung (2.4). Diese Frage ist in den Diagonalen der Tabelle
9.4 durch Indizes S fiir symmetrisch und A fiir antisymmetrisch beantwortet.

Unter O invariante Operatoren 77 (z.B. das Kristallpotential (8.7)) kénnen nur
dann nicht verschwindende Matrixelemente zwischen Zustédnden aus Darstellungen
I'; und I'; haben, wenn ihr Produkt I'; x I'; die identische Darstellung I'; enthalt.
Dies ist nach der Tabelle genau fiir ¢ = j der Fall. Innerhalb jeder Darstellung sind
die Matrixelemente proportional zur Einheitsmatrix. Zusammengefafit gilt daher

<F§L|T1|F?> = ¢(2) 045 dab- (9.3)

Die Matrixelemente von Vektoroperatoren (z.B. des Operators L des Bahndrehim-
pulses) zwischen Zustdnden aus Darstellungen I'; und I'; verschwinden, wenn das
Tensorprodukt I'; x I'; die Darstellung I'y nicht enthalt. Daf dies fiir die eindimen-
sionalen Darstellungen I'; und I'y der Fall ist, ist nicht verwunderlich, weil deren
Zusténde keine Richtung auszuzeichnen gestatten. Es hat zur Konsequenz, dafl die
orbitalen Zusténde in diesen Darstellungen keine Beitridge zum Curie-Anteil der
Suszeptibilitat liefern. Man sagt, das Bahnmoment in diesen Zustdnden sei un-
terdriickt (gequencht). Beitrdge zum van Vleck—Anteil kann es allerdings geben
(z.B. wegen I'y x I's =Ty).

Weniger offensichtlich ist die Unterdriickung des Bahnmoments innerhalb der
Darstellung I's, weil diese sehr wohl orbitale Richtungen unterscheidet. Da aber
I's x I's die Darstellung I'y nicht enthalt, gilt die strikte Auswahlregel

(TYTEIrs) = 0. (9.4)
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Man beschreibt diesen Sachverhalt mit den Worten, daf3 die Darstellung I's un-
magnetisch ist.

Die beiden Tensorprodukte I'y x I'y und I's x I'5 enthalten I'y je einmal. Daher
sind die Matrixelemente von Vektoroperatoren innerhalb der Darstellungen I'y
und I's bis auf einen festen Faktor universell und eindeutig durch die Symmetrie
festgelegt. Es stellt sich heraus, dafl die Matrixelemente bei geeigneter Basiswahl in
diesen beiden dreidimensionalen Darstellungsraumen proportional zu denen eines
fiktiven Drehimpulsoperators I zum Drehimpuls [ = 1 sind. Damit gelten fiir
die Matrixelemente beliebiger Vektoroperatoren Relationen in Analogie zu (7.14).
Wir werden im folgenden an den Matrixelementen des Bahndrehimpulsoperators L
interessiert sein. Innerhalb der Darstellung I'; (i = 4,5) gilt die einfache Relation

P.LP; = g/(L,i)-1 (P; = Projektor auf T;), (9.5)

in der der Faktor g¢; alle Matrixelemente von L auf die des fiktiven Drehim-
pulses 1 zuriickfithrt. Die dazu notige Standardisierung der Basiszustinde |m)
(m = —1,0,1) fiir den fiktiven Drehimpuls ist in der folgenden Tabelle fiir die fiir
uns relevanten Bahndrehimpulse L = 1,2, 3 zusammen mit den jeweiligen Werten
fiir g; angegeben. (Hierbei wurde als Quantisierungsachse eine vierzéhlige Sym-
metrieachse gewahlt.)

Tabelle 9.5
L Darstellung g Basiszustande
1) =11,1)
1 I 1 0) = [1,0)
[-1)=11,-1)
I &) = (12,2) +12,-2))/v2
10) = 12,0)
2 1) = |2, —1)
Is -1 0) = (12,2) - |2,-2))/V2
|-1)=-12,1)
Ty (13,2) = 13,-2))/v2
1) = (V5]3, -3) + V3[3,1))/v8
Iy -3/2 0) = —[3,0)
3 |- 1) = (vV5[3,3) + V33, -1))/v8
1) = (V5]3, -1) = v/3[3,3))/V8
I's 1/2 0) = (13,2) +3,-2))/v2
|- 1) = (vV5[3,1) = V33, -3))/V8
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Die Tabelle enthélt auch Standardbasen fiir die Darstellungen I's und I's. Die
Gleichung (9.5) wird sich fiir uns als sehr niitzlich erweisen, weil man auf ihrer
Grundlage innerhalb der Darstellungen I'y und I's wie mit gewohnlichen Drehim-
pulsen rechnen kann. So 148t sich innerhalb jeder dieser Darstellungen der Spin—
Bahn-Hamiltonoperator (6.4), der den fiktiven Bahndrehimpuls [ = 1 und den

Spin S zu einem fiktiven Gesamtdrehimpuls J koppelt, als

. Ao~
Hsp = q(L,i) A\1-S = %[J(JH)—Q—S(SH)}

schreiben. Der Operator (7.3) des magnetischen Moments wird zu
M = p5(gil + g5S), mit gs = 2.
Innerhalb eines Multipletts zum totalen fiktiven Drehimpuls J gilt dann
M = ppgJ,
wobei sich die Formel (7.15) fiir den g—Faktor schlielich zu

o1 S(S+1)-2
gz—(gs+gz)+¥

9 2j(j—|—1) (gs_gl)

verallgemeinert.

(9.6)

(9.7)

(9.8)

(9.9)

Nach dieser Zusammenstellung wichtiger gruppentheoretischer Hilfsmittel wollen
wir jetzt zu unserem physikalischen Problem des Einflusses einer oktaedrischen

Umgebung auf magnetische Ionen der Konfiguration 3d* zuriickkehren.
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10. 3d—Schalen in oktaedrischer Umgebung

In diesem Kapitel werden wir die verschiedenen Konfigurationen 3d* eines mag-
netischen Ions in einem oktaedrischen Kéfig von Sauerstoffionen nacheinander ab-
handeln. Leere und total gefiillte Schalen besitzen nur einen einzigen Zustand,
der durch Anisotropien nicht bertihrt wird. Zu untersuchen sind also die Fille
1<k<09.

Der Fall 3d4*:

Diese Konfiguration ist z.B. durch die Ionen V4 und Ti3* realisiert. Der Fall ist
besonders einfach, weil wegen fehlender Coulombwechselwirkung die beiden ersten
Hundschen Regeln keine Rolle spielen. Die Aufspaltung der im freien Ion fiinffach
entarteten 3d—Orbitale durch das kubische Kristallfeld kann man berechnen, in-
dem man die 5-dimensionale Matrix (3dm|P4|3dn) entsprechend den Regeln der
entarteten Storungsrechnung diagonalisiert. Im letzten Kapitel haben wir jedoch
gelernt, daf das (L = | = 2)—Quintett in ein Dublett I's und ein Triplett I's auf-
spaltet. Die zugehorigen Eigenfunktionen konnen wir sogar in diesem Fall aus
Tabelle 9.1 des letzten Kapitels entnehmen, wo die einfachsten Realisierungen der
Darstellungen I's und I's durch harmonische Polynome zweiten Grades gescha-
hen: {v3(z% — y?),22% — 22 — 42} bzw. {xy,yz, 2x}. Dieselbe Information ist in
Tabelle 9.5 unter L = 2 in anderer Notation zu finden. Qualitativ konnen wir die
Niveauaufspaltung in einem oktaedrischen Kéfig von O?~-Ionen leicht anhand der
folgenden Figur verstehen, in der die drei Orbitale v/3(2%—y?) (links), 222 — 22 —y?
(Mitte) und zy (rechts) dargestellt sind:

Die beiden Basisorbitale der Darstellung I's (links und Mitte) strecken ihre
Ladungsdichte den Sauerstoffionen genau entgegen. Deshalb wird ihre Energie
durch die Anisotropie angehoben. Obwohl die Ladungsdichten der beiden Or-
bitale nicht durch eine Rotation ineinander iiberfiihrt werden koénnen, sind sie
nach Gleichung (9.3) energetisch entartet, weil sie zur selben Darstellung der Ok-
taedergruppe gehoren. Die drei Orbitale der Darstellung I's, von denen eins in
der rechten Figur gezeigt ist, erstrecken ihre Ladungsdichten in Richtungen zwi-
schen zwei Sauerstoffionen. Thre Energie wird durch die Anisotropie abgesenkt,
weil der Schwerpunkt aller L-Multipletts durch die Kristallpotentiale (8.3) nicht
verschoben wird.

Falls man wissen moéchte, wie gro die durch das Kristallpotential Vy(r) = Ay -
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Py(r) nach (8.7) verursachte Niveauaufspaltung ist, kommt man natiirlich um
eine quantitative Berechnung von Matrixelementen (9.3) nicht herum. Man muf
jedoch nur noch die Energie je eines Zustandes aus den beiden Multipletts I's
und I's bestimmen. (Weil der Schwerpunkt unverschoben ist, geniigt sogar eine
Energie.) Die Gesamtaufspaltung ergibt sich so als Ags = 80A4(r3,)/21, so daB
das in der folgenden Figur dargestellte Niveauschema entsteht.

— I3

D

Y
I'5

Der Grundzustand der Konfiguration 3d' enthilt ein Elektron in einem I's—
Orbital und ist somit orbital dreifach entartet. Wie wir im letzten Kapitel ge-
lernt haben, besitzt dieses orbitale Triplett einen nicht verschwindenden Bahn-
drehimpuls L = —1, der nach der 3. Hundschen Regel an den Spin S = 1 /2 des
Elektrons koppelt. Wegen des Faktors ¢g; = —1 wird die Kopplung Hgpg = —¢ (r)i-s
des Spins mit dem fiktiven Bahndrehimpuls ferromagnetisch und der Grundzu-
stand ist ein Quartett mit dem fiktiven Gesamtdrehimpuls J = [+ 1/2 = 3/2, der
gegeniiber dem angeregten Dublett J = 1/2 nach (6.7) und (9.6) um die Energie
3(34/2 abgesenkt ist. Das daraus folgende Niveauschema nach Beriicksichtigung
der Spin-Bahn-Kopplung ist in der folgenden Figur wiedergegeben:

[3

S=1/2

Ass

a2 TV2
I —— J=3/2

(Das unmagnetische Dublett I's besitzt keine Spin—-Bahn—Kopplung.) Die g-
Faktoren der I's—Niveaus ergeben sich nach Gleichung (9.9) zu

3dt

(10.1)

1 15 :{—Q(j:UQ
PR ) 0 (J=3/2

N—

Bemerkenswert ist hier der verschwindende g—Faktor fiir das Quartett, der leicht
anschaulich zu verstehen ist, weil ein Spin S = 1/2 mit g, = 2 ferromagnetisch mit
dem fiktiven Bahndrehimpuls [ = 1 mit g; = —1 gekoppelt ist. Wie wir noch sehen
werden, werden die physikalischen Eigenschaften von orbitalen I's—Tripletts durch
den Jahn-Teller-Effekt modifiziert, so dafl die hier gezeigten Spektren (in allen
Fallen mit orbital entartetem Grundzustand) nicht von unmittelbarer praktischer
Bedeutung sind.
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Der Fall 3d2:

Diese Konfiguration ist z.B. durch die Ionen V3% und Cr** realisiert. Wenn wir
zunéchst einmal annehmen, dafl die 2. Hundsche Regel gebrochen ist, konnen wir
uns an dem oben benutzten Niveauschema orientieren, nach dem im oktaedrischen
Sauerstoffionenkafig das Orbitaltriplett I's energetisch unter dem Dublett I's liegt.
Indem wir jetzt zwei Elektronen mit parallelem Spin in das Grundtriplett einfiillen,
erhalten wir einen Grundzustand mit der Energie Ey; = —%Agg,. Das folgende
Bild stellt diesen Zustand suggestiv dar:

I3

L 5

Wegen der symmetrischen Spinwellenfunktion mufl die Orbitalwellenfunktion an-
tisymmetrisch unter Vertauschung der beiden Teilchen sein. Offenbar gibt es drei
energetisch entartete Moglichkeiten der Orbitalfiillung. Aus der Multiplikations-
tabelle 9.4 (T's x I's = I'Y +T'5 +T'4 +T'?) entnehmen wir, da der Grundzustand
ein orbitales Triplett sein muf}, das sich nach I'y transformiert.

Auch die angeregten Zustande kénnen wir leicht nach Darstellungen klassifizieren.
Je ein Elektron in einem I's— und in einem I's—Orbital ergibt ein Sextett von
(orbital antisymmetrischen) Zustanden der Energie Ey o = E5 = éAgg,, das wegen
I's xI's = I'y + I's aus einem I'y— und einem I's—Triplett besteht. Schliefilich
ergeben zwei Elektronen im I's—Dublett einen Zustand der Energie Fy = gAgg,,
der sich wegen I's x I's = Ff + 1“’24 + F;? nach der Darstellung I's transformieren
muf3.

Wenn wir alternativ annehmen, dafl die 2. Hundsche Regel nicht gebrochen ist,
miissen wir nach Tabelle 8.1 die beiden Terme 3F und 3P zum Gesamtspin S = 1
betrachten, die durch die intra—atomare Austauschenergie Ep — Er = App sepa-
riert sein mogen. Wenn wir den Termschwerpunkt als Energienullpunkt wahlen,
gilt dann Ep = 1—70App und Ep = —%APF. Die aus Tabelle 9.3 zu entnehmende
Aufspaltung dieser Terme durch die oktaedrische Anisotropie bestéatigt das Ergeb-
nis der obigen Analyse: Insgesamt gibt es zum Gesamtspin S = 1 ein Singulett
I's, zwei Tripletts I'y und ein Triplett I's. Die Eigenzustande zu diesen Darstellun-
gen ausgedriickt durch Termzusténde |L, M) kénnen der Tabelle 9.5 entnommen
werden. Da die beiden Darstellungen I's und I's nur einfach vorkommen, sind
die in ihnen enthaltenen Zustande vollstandig durch die Symmetrie bestimmt und
hangen nicht von der Starke der Anisotropie ab. Ihre Energien sind deshalb durch

6 3 1 3
Ey = -Ass — —A Es = -Ags — —A 10.2
2= g8 — g APF 5= 5885~ g oPF (10.2)
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gegeben. Weniger trivial gestaltet sich die Berechnung der I'y—Eigenzustande, weil
diese Darstellung zweifach vorkommt. Die Eigenzustédnde hangen hier von der rela-
tiven Grofle der beiden Energieskalen Ass und Apg ab. Bei ihrer Berechnung kann
man sich auf je einen geeigneten Zustand aus jedem der Tripletts beschrianken. Die
Eigenzusténde fiir schwache Anisotropie kennen wir (Tabelle 9.5), wir wahlen die
beiden Zustédnde mit L, = 0 aus: [3,0) und |1,0). Die orbitalen entsprechen-
den Eigenzustinde fiir starke Anisotropie mit den oben angegebenen Energien
Eyq = —%Agg) und Eyo = %A35, ausgedriickt durch die harmonischen Poly-
nome in Tabelle 9.1, dann umgerechnet in Kugelflachenfunktionen (I,m) und in
schliefilich in [3,0) und |1, 0), sind:

|2,1) = (|zlx1 ~22y2) — 211 22x2>)/\/§

= (12, =1)1(2,1)2) = [(2,1)1(2, —1)2)) /V2

= (|1,0) — 2\30)/f 03
|2,2) = |=’131y1 —y3)) — (2] — y) - 22y2)) /V2 103

(
(12,2)1(2, =2)2) — (2, —2)1(2,2)2)) /V2
(2]1,0) +|3 0))/V5.

Man erkennt an diesen Formeln schon, dafl der Grundzustand |z, 1) fiir starke
Anisotropie zu 80% aus dem Grundzustand |3,0)) fiir schwache Anisotropie
besteht. Daher werden die beiden Tripletts mit variierender Anisotropie nur
schwach vermischt werden. Wir haben jetzt alle Information gesammelt, um den
Hamiltonoperator fiir die beiden gekoppelten I'y—Tripletts aufzustellen. Er lautet

1 4
Ha= (512222 - 212,104z, 1]) Ass

7 3
+(5511:01.00 = 1513,0)(3.0]) Aps

7 3 3
= =8| 1,0)(1,0] - ( Ass + 5

+ 2845 (13,00(1,0 4 [1,0)(3,01).

Diagonalisierung dieser (2 x 2)-Matrix liefert die beiden Energiecigenwerte

(10.4)
AF’F) ‘37 O> <37 0‘

2App —3Ag5 | 1 6
Bus = =0 o= o\ [ AR+ CApp s + A (10.5)

der I'y—Tripletts. Wenn wir die Wurzel in Gleichung (10.5) mit w abkiirzen, er-
halten wir fiir die zugehorigen Eigenzustande die folgende Formel:

A A + (A A
|Z>i:\/w:|:( PF2+3/5 35)|370>i\/w (App +3/5A35)
w 2w

11,0),  (10.6)

die die geringe (hochstens 20%—ige) Beimischung des P—Terms zum Grundzustand
|z)_ selbst fiir starke Anisotropie bestétigt.
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In der folgenden Figur ist das Spektrum der (S=1)-Terme nach den Formeln (10.2)
und (10.5) in seiner Abhéngigkeit von der Stérke der Anisotropie gezeigt. Als
Einheit fiir die Energie wurde dabei die Summe App + Ass gewéhlt und die Ab-
szisse ist die Anisotropiestirke Ags in diesen Einheiten (I'y blau, I's griin, I'y rot).
Der Schwerpunkt der insgesamt 10 Niveaus ist immer der Energienullpunkt. Die
geringe Kriimmung der beiden Linien zur Darstellung I'y ist ein Zeichen fiir die
kleine Zustandsmischung.

05}

Spektrum

-0.5¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Aszs [ (Azs + Apg)

Das Vorzeichen der Aufspaltung des 3F-Terms fiir kleine Anisotropie kann man
sich mittels der 3d-Ladungsdichten der Zustande in den verschiedenen Multipletts
veranschaulichen. Es reicht dabei, die Ladungsdichte fiir je einen Zustand aus den
beiden Multipletts I'y und I's darzustellen. Im folgenden sind die Ladungsdichten
fiir die Zustéinde 'y (links), zy-T's (Mitte) und 2-Ty4 (rechts) des 3F-Terms der
Konfiguration 3d? gezeigt:

Da der I'y—~Grundzustand ein magnetisches Bahnmoment tragt, stellt sich auch hier
die Frage nach der Wirkung der Spin-Bahn—-Kopplung. Mittels der g;—Faktoren
zur Darstellung I'y in Tabelle 9.5 konnen wir unter Beachtung der in Gleichung
(10.6) ersichtlichen Gewichte der beiden Terme den Bahndrehimpuls L wieder auf
einen fiktiven Bahndrehimpuls 1 zuriickfithren. (Matrixelemente von L zwischen
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P— und F-Termzustinden verschwinden.) Es gilt

- 3 3 5
L=g -1 mitg = ) - cos’p+ 1-sin’p = —5+3 sin¢, (10.7)

wobei

\/AI%F + %APFA% + AZ5 — (App + %A35)

2\/A123F + %APFA35 + A3

sin®¢ = (10.8)

das Gewicht des P-Terms im Grundzustand |z)_ ist. Weil dieses Gewicht <
1/5 ist, ist g; immer negativ und liegt im Intervall [—2,—1]. Die Spin-Bahn-
Kopplung zwischen dem Spin S = 1 und dem fiktiven Bahndrehimpuls [ =1
ist daher ferromagnetisch, der Grundzustand ist ein Quintett mit dem fiktiven
Gesamtdrehimpuls J = 2 und der g-Faktor nach (9.9) ist (wegen S = [ = 1 fiir

alle Werte des effektiven Gesamtdrehimpulses)

1 + 5sin? 1
P (legey (10.9)

N —

g =

Der Fall 3d3:

Diese Konfiguration ist z.B. durch die Ionen V2t Cr3* oder Mn**t realisiert.
Aus Tabelle 8.1 entnehmen wir, dafl es auch hier im Sektor maximalen Spins
S = 3/2 einen F— und einen P—Term gibt. Diese beiden Terme spalten durch die
Anisotropie in die gleichen Darstellungen auf wie im Fall 3d? (I'y +2 x I'y + I's).
Die Natur des Grundzustandes erschlieft man wieder am einfachsten aus dem
Fall starker Anisotropie, in dem die drei Elektronen alle in das I's—Triplett gefiillt
werden miissen:
I_
3

A4 T5

Dies ist ein orbital eindeutiger Zustand und muf sich daher nach I's transformieren,
wie man auch aus der Multiplikationstabelle 9.4 erschliefen kann: (I's xI's) xI's —
I'4 x T's — T'y. Der Grundzustand hat kein orbitales Moment und ist ein reines
Spinquartett mit g—Faktor 2.

Wir wollen zur Illustration auch hier das ganze Spektrum im (S=3/2)-Sektor
bestimmen. Der Grundzustand hat die Energie Fs = —6/5A35 —3/10App. Wenn
wir ein Elektron in ein I'3—Orbital anheben, erhalten wir sechs orbitale Zusténde,
die aus einem I's—Triplett der Energie E5 = —1/5A35 —3/10Apg und einem ersten
['y—Triplett bestehen. Das zweite I'y—Triplett erhalten wir fiir zwei Elektronen
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in I's—Orbitalen. Anstelle der Beziehung (10.3) zwischen diesen Tripletts und
den Tripletts aus Termeigenzustédnden erhélt man hier (dies ist der aufwendigste
Schritt der Rechnung)

2,1) = (2 3,0) + ‘17O>)/\/g

2,2) = (18,0) — 211,0) V5. 1o

Auch hier ergibt sich also eine (80:20)—prozentige Mischung der Zusténde. Im
Gegensatz zum Fall 3d? hat hier jedoch der Zustand |z, 1), der iiberwiegend den
Grundterm F' enthalt, im Kristallfeld die hochste Energie. Deshalb gibt es hier
eine starke Durchmischung der beiden I'y—Tripletts mit wachsender Anisotropie.

Mit obigem ergibt sich fiir den Hamiltonoperator anstelle von (10.4)

4 1
H, = (5|Z, ERIEE 2)(z,2|)A35

7 3
+ (1511 0)(1,0 = <13,0(3,0/ ) A

. ; ; (10.11)
= —Apr|1,0)(1 —Ags — —A
g ArrF|1,0)(1,0] + (5 35~ 10 PF>‘37O><370‘
2
+ £ 85 (13.0)(1,00 + [1,0)(3,0]),

so daf fiir die Eigenwerte gegeniiber (10.5) nur das Vorzeichen von Ass zu &ndern
ist:

9App + 3As 1 6
Py = 2avet 0 5\/% NN
1
0.5 \/
0
Spektrum
_05]
_11
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Azs /(Azs + Apf)

Das Spektrum ist in der obigen Figur gezeigt. Wieder ist das I's—Niveau in blau,
das I's—Niveau in griin und das I'y—Niveau in rot dargestellt. Tatsachlich bildet
das orbitale Singulett I'; fiir alle Starken der Anisotropie den Grundzustand. Die
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starke Kriimmung der beiden roten Linien fiir die I'y—Niveaus geht auf die be-
sprochene starke Durchmischung der Zustande zuriick.

Auch hier kénnen wir uns das Vorzeichen der Aufspaltung des *F-Terms fiir
schwache Anisotropie wieder anhand von Ladungsdichten verdeutlichen. Im fol-
genden sind die Ladungsdichten fiir die Zustdnde z—I"4 (links), zy-T'5 (Mitte) und
'y (rechts) des F-Terms der Konfiguration 3d® gezeigt:

. o e

Der Fall 3d*:

Diese Konfiguration ist z.B. durch die Ionen Cr?t oder Mn3*t realisiert. Wir
entnehmen aus Tabelle 8.1, dafl es genau einen Term mit Spin S = 2 gibt, der
ein D—Term ist und der nach Tabelle 9.5 in ein I's—Dublett und ein I's—Triplett
aufspaltet. Welches dieser beiden Niveaus die tiefere Energie hat, lehrt uns wieder
die Betrachtung des Falles starken Kristallfeldes:

b My

AlAA] T5

Der Grundzustand ist orbital zweifach entartet und mufl daher durch das I's—
Dublett gegeben sein. Da das orbitale Dublett unmagnetisch ist, gibt es kein
orbitales Moment und die Spin-Bahn-Kopplung hat in erster Ordnung keine
Wirkung. Das angeregte I's—Triplett hat nach Tabelle 9.5 einen fiktiven Bahn-
drehimpuls [ = 1 mit g; = —1, der also ferromagnetisch an den Spin S = 2 koppelt.
Das Niveauschema ist gegeniiber dem Fall 3d' in folgender Weise invertiert:

J=1
s J=2
34
3d4 J=3
A35
S=2
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Hier kann die 1. Hundsche Regel gebrochen werden. Dies findet man insbesondere
in 4d-Systemen, z.B. im Perowskit STRuOs3. Dessen Ru*t-Ionen haben die Kon-
figuration 4d* und den Spin 1 aufgrund einer Brechung der 1. Hundschen Regel.
Die folgende Figur zeigt die dementsprechende Besetzung der Kristallfeldorbitale.

I3

M4 T

Offenbar ist der Grundzustand mit S=1 hier ein orbitales I'y—Triplett. Anhand
von (2.7) und Tabelle 9.3 findet man allerdings in dieser Konfiguration insgesamt
7 orbitale I'y—Tripletts (*H enthilt 2). Bei nicht extrem grofem Kristallfeld sind
daher der obigen Besetzung 6 andere beigemischt.

Der Fall 3d°:

Diese Konfiguration ist z.B. durch die Ionen Mn2* oder Fe3T realisiert. Fiir
die halb gefiillte Schale gibt es nur einen einzigen orbitalen Zustand L = 0 im
Sektor maximalen Spins S = 5/2, der invariant unter beliebigen Rotationen ist
und sich unter der Oktaedergruppe daher wie die Darstellung I'y transformiert.
Dieser Zustand wird durch Kristallfelder im Rahmen unserer Beschreibung nicht

beeinflufit.
A4 T3

A Ts

Tatséchlich gibt es fiir dieses kugelsymmetrische Ion zwei Mechanismen, die sehr
kleine Kristallfeldaufspaltungen des S = 5/2-Sextetts erzeugen und auf die wir
hier kurz eingehen wollen, weil sie von grundsatzlichem Interesse sind:

a) Die schwache Spin—-Bahn-Kopplung, die wir hier immer in erster Ordnung
behandeln, bewirkt in hoherer Ordnung Termmischungen, die durch die
Auswahlregeln AL <1 und AS < 1 begrenzt werden. Aus (2.8) kénnen wir
daher entnehmen, da dem %S—Grundterm zunichst das (J = 5/2)-Multiplett
aus dem “P-Term (schwach) beigemischt wird. Jede Kristallfeldaufspaltung
des *P-Terms fiihrt dadurch zu einer kleinen Kristallfeldaufspaltung des 3d°—
Grundmultipletts. Da kubische Anisotropien den *P-Term aber nicht auf-
spalten, wiirden sie erst in nichster Ordnung durch die Beimischung von 2D-
oder *D-Termen wirksam.

b) Aufgrund kovalenter Bindung, die wir in spéteren Kapiteln diskutieren wer-
den, werden dem Grundterm 65 Zustinde des Grundterms ®°D der Konfigu-
ration 3d® (verschriinkt mit 2p-Lochern im Sauerstoffionenoktaeder) beige-
mischt. Die orbitalen Zustinde aus dem Term °D bieten einen Angriffspunkt
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fir die Spin—-Bahn—-Kopplung und erdffnen (allerdings nicht in erster Ord-
nung in der Spin-Bahn—-Kopplung) einen weiteren Pfad zur Aufspaltung des
6G-Sextetts in kubischer Umgebung.

Der Fall 3d°:

Diese Konfiguration ist z.B. durch die Ionen Fee?* oder Co?* realisiert. Ein Orbital
ist jetzt zweifach zu besetzen und wir erhalten das folgende Bild vom Grundzu-

AA] T3

A T5

Da der Orbitalzustand der Elektronen mit Spin | invariant unter Drehungen ist,
haben wir hinsichtlich der orbitalen Darstellungen dieselbe Situation wie bei der
Konfiguration 3d'. Generell werden im folgenden die Fille 3d* und 3d**® orbital
analog sein. Der orbitale Grundzustand ist also wie fiir 3d' ein I's—Triplett, der
Spin ist hier jedoch S = 2. Aufgrund der nach (6.7) ferromagnetischen Spin—-Bahn—
Kopplung mit der Kopplungskonstanten A = —(34/4 und dem g—Faktor g; = —1
des fiktiven Bahndrehimpulses koppeln der Spin und der fiktive Bahndrehimpuls
antiferromagnetisch. Fiir die g-Faktoren der resultierenden Niveaus finden wir

nach Gleichung (9.9)

3)
2) (10.13)
1

).

LR T B
R RESTRN B

G
I

Der grofie g—Faktor 7/2 des Grundzustandes erklart sich daraus, dafl Spin und
fiktiver Bahndrehimpuls antiparallel stehen, die zugehorigen Momente wegen g; =
—1 jedoch parallel.

Das Niveauschema ist durch die folgende Figur gegeben:

[3

S=2
6 A
3d 35 )
- J=3
\ 34 _
o
o J=1
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Alternativ zum Teilchenbild ist es fiir mehr als halb gefiillte Schalen vorteilhaft,
das Locherbild zu benutzen. Aus (5.11) haben wir gelernt, daf§ perfekte Teilchen—
Loch—Symmetrie fiir Terme gilt, aus (6.6) folgte die Teilchen—Loch—Antisymmetrie
fir die Spin-Bahn—Kopplung und aus (8.5-6) ergibt sich eine Teilchen—Loch—
Antisymmetrie fiir Kristallfelder. Im Locherbild ist daher die fiir 3d' diskutierte
Aufspaltung auf den Kopf zu stellen und wir erhalten fiir den Grundzustand der
Konfiguration 3d® im Locherbild die folgende Figur:

A 5
AMAl T3

Natiirlich kann man aus diesem Bild dieselben Schliisse ziehen wie aus dem
Teilchenbild. Fur den orbitalen Grundzustand erhalt man z.B. offenbar ein
Triplett, das sich nach (I's x I's) x (I's x I's) — I's' x T'{ = T's transformiert.
Das Locherbild wird umso mehr vorzuziehen sein, je kleiner die Zahl der Locher
ist.

Der Fall 3d":

Diese Konfiguration ist z.B. durch die Ionen Co?t oder Ni3* realisiert. Aus dem

b 5

Al T3

Locherbild ergibt sich das orbitale Grundmultiplett zu (I'3 x ') xI's — I's' xI's =
I'y. Die gesamte Orbitalstruktur stellt sich als vollig identisch mit der im Falle
3d? heraus und das Spektrum der 4 Multipletts ist dasselbe wie in der dortigen
Figur gezeigt. Die Formeln (10.2) und (10.5) fiir die Energien gelten unveréndert
mit Ass; = Asz > 0. Auch die Gleichungen (10.7-8) fiir den orbitalen g—Faktor g
bleiben in diesem Sinne unverandert. Wegen des umgekehrten Vorzeichens der
Spin-Bahn-Kopplung hat jedoch der Grundzustand hier den fiktiven Gesamt-
drehimpuls J = 1/2 und wegen des verschiedenen Spins S = 3/2 ergibt sich
der g—Faktor zu

. 92 _ . 92 _ . 92
1+5Sln¢5+7(7 5sin“¢) 13 5s1n<;5Z

= = 4. 10.14
4 16J(J +1) Jj=1/2 3 ( )

g =
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Der Fall 345:

Diese Konfiguration ist z.B. durch die Ionen Ni?T oder Cu?t realisiert. Im
Locherbild erhalten wir ein orbitales Singulett, das sich mit I's x I's — F’24 nach
'y transformiert. Die orbitale Struktur ist vollig identisch mit der im Falle 3d3.

i

i

5

I3

Fiir dieses Ion kann die 1. Hundsche Regel nicht gebrochen werden. Die 2. Hund-
sche Regel bleibt ebenfalls intakt; denn es gibt nur einen I's—Zustand im Spin-
triplettsektor und der stammt aus dem Grundterm 3F.

Der Fall 3d°:

Diese Konfiguration ist z.B. durch das Ton Cu?T realisiert. Der Grundzustand ist
ein unmagnetisches orbitales Dublett I's. Der Spin ist S = 1/2 und der g—Faktor

ist g = 2.

i

5

I3

Das gesamte Niveauschema ist in der folgenden Figur gezeigt.

3d°

[5

A35

_<T J=3/2
L 3=1/2

[3

S=1/2

Damit haben wir alle 3d—Ionen im oktaedrischen Kristallfeld abgehandelt.

Die Ergebnisse fiir alle Grundzusténde sind in der folgenden Tabelle noch einmal
unter der Annahme zusammengefafit, dafl die 1. Hundsche Regel nicht gebrochen

ist.

56



Tabelle 10.1 (Grundzusténde in oktaedrischer Umgebung)

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Orbital Is ry Iy I's I I's Iy I I's
Spin 12 | 1 | 3/2] 2 |52 | 2 |32 1 | 1/2

J 3/2 2 X X X 1 1/2 X X

1. Hund X gilt gilt ? ? ? ? gilt X

2. Hund X ? gilt gilt gilt gilt ? gilt X
Jahn-T. + + — + — + + — +

Wihrend die Werte des Spins Teilchen—Loch—symmetrisch sind (d.h. die Spins
in den Grundzustinden von 3d* und 3d!°~* sind gleich), ergibt sich fiir die or-
bitalen Grundmultipletts die Regel I'(3d*) = T'(3d¥*?). In allen Féllen hiingt die
Darstellung, nach der sich das orbitale Grundmultiplett transformiert, nicht von
der Stirke der oktaedrischen Anisotropie ab. Fiir die beiden Konfigurationen 3d>
und 3d” hingen jedoch die zugehérigen Wellenfunktionen vom Verhéltnis Azs/App
ab. In der vorletzten Zeile ist angemerkt, ob die erste Hundsche Regel selbst im
Grenzfall einer sehr starken oktaedrischen Anisotropie bestehen bleibt (gilt) oder
gebrochen werden kann (7). Die letzte Zeile zeigt an, ob unter der Voraussetzung
der Giiltigkeit der 1. Hundschen Regel die 2. Hundsche Regel bestehen bleibt (gilt)
oder gebrochen wird (7). Das Symbol x bezeichnet die Félle, in denen sich die be-
treffende Frage nicht stellt, weil es nur ein Teilchen oder Loch gibt.

Wie wir im nachsten Kapitel sehen werden, muf3 sich der oktaedrische Sauerstoffio-
nenkéafig in allen Fallen, in denen der orbitale Grundzustand entartet ist, verzerren
(Jahn—Teller—Effekt). Deshalb sind die hier diskutierten Grundzustinde im ok-
taedrischen Kristallfeld nur dann von unmittelbarer Relevanz, wenn der orbitale
Grundzustand eindeutig ist, d.h. fiir die Konfigurationen 3d?, 3d®> und 3d®, wie in
der letzten Zeile der Tabelle 10.1 durch ein Minus—Zeichen angedeutet.
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11. Der Jahn—Teller-Effekt

Im letzten Kapitel haben wir gelernt, dafl magnetische 3d-Ionen in oktaedrischer
Umgebung orbital entartete Grundzustdnde haben konnen. Solche Zustéande sind
niemals stabil, weil eine geeignete Verzerrung der Umgebung mit der Normalkoor-
dinate ¢ immer die Energie des Systems abzusenken gestattet. Die Verzerrung
spaltet das orbitale Multiplett unter Erhaltung des Schwerpunktes linear in q
auf. Das magnetische Ion kann seine Energie daher immer absenken, weil der
gleichzeitig auftretende Verlust an elastischer Energie quadratisch in ¢ ist. Man
kann zeigen, dafl dieser Mechanismus in jedem Falle einen orbital nicht entarteten
Grundzustand erzeugt (Jahn—Teller-Theorem).

In diesem Kapitel werden wir die Verzerrungen des oktaedrischen Sauerstoffio-
nenkifigs um ein 3d ¥-Ton diskutieren. Von den 18 translatorischen Freiheitsgraden
der 6 Sauerstoffionen beschreiben 3 reine Rotationen des Kafigs, die keine Orbital-
aufspaltung zur Folge haben. Die restlichen 15 Freiheitsgrade bilden eine redu-
zible Darstellung I'(q) der um die Inversion erweiterte Oktaedergruppe Oy durch
(normierte) Normalkoordinaten ¢, die sich aus folgenden irreduziblen Darstellun-
gen zusammensetzt:

1)

2)

T(q) =Ty + T+ sy + T 4T 4 T, (11.1)

Zu jeder irreduziblen Darstellung der Gruppe O (siehe Tabelle 9.1) hat die Gruppe
Oy, zwei analoge Darstellungen, die sich nur darin unterscheiden, ob sie unter der
Inversion gerade oder ungerade sind (d.h. die Inversion wird als Einheitmatrix F
oder als —F dargestellt). In Gleichung (11.1) wurde die naheliegende Notation
I';y und I';, fiir diese Darstellungen benutzt.

Die Verzerrung I'y, ist eine Atmungsmode g;, die nur die GroSe des Oktaeders
andert, die Symmetrie also nicht reduziert und daher keine Multiplettaufspaltung
zur Folge hat. Bei dieser Mode sind die Auslenkungen der 6 Sauerstoffionen durch

AR:t:r = i(QDO?O)/\/E
AR, = +(0,¢1,0)/V6 (11.2)
AR, = +(0,0,q1)/V6

gegeben. Die anderen 5 in Gleichung (11.1) aufgefithrten Verzerrungsmultipletts
sind auf der folgenden Seite graphisch dargestellt. Alle ungeraden Multipletts,
bei denen gegeniiberliegende Sauerstoffionen die gleiche Auslenkung erfahren, be-
wirken Aufspaltungen, deren Grofle proportional zum Quadrat der Auslenkung
ist, und tragen deshalb nicht zum Jahn-Teller-Effekt bei. Es handelt sich bei den
ungeraden Verzerrungen um die starren Translationen des Sauerstoffionenokta-
eders (Ff&?), die in der Mitte links dargestellt sind, ein weiteres Triplett Fﬁ) in der
Mitte rechts sowie um das Triplett I's, unten links. Fir den Jahn—Teller—Effekt
sind nur die beiden geraden Verzerrungsmultipletts I's, (oben links und rechts)
und I's, (unten rechts) relevant.
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Fir alle Verzerrungstripletts ist jeweils nur eine der Moden dargestellt, weil
die beiden anderen Normalkoordinaten sich sofort durch Rotation um eine
Wiirfeldiagonale um Winkel £27/3 (d.h. durch zyklische Vertauschung der karte-
sischen Koordinaten) ergeben. Daher gehoren zum Triplett I's,, dessen Normalko-
ordinaten iiblicherweise q4, g5 und ¢ genannt werden, die Auslenkungen

AR+, = %(0,46,5)/2
ARy = +(g6,0,94)/2 (11.3)
ARiz - j:(q57 q4, 0)/2

Dargestellt ist auf der letzten Seite unten rechts die Mode gg.

Die Moden des Verzerrungsdubletts I's, transformieren sich unter Drehungen kom-
plizierter. Es ist nicht moglich, in diesem Dublett zwei Normalkoordinaten so zu
wéhlen, daf} sie durch Drehungen ineinander iiberfiihrt werden. (Zu Erinnerung:
Normalkoordinaten sind reell und sind mit den Auslenkungen durch eine ortho-
gonale Transformation verkniipft.) Daher sind auf der letzten Seite oben zwei Ba-
sismoden ¢o (links) und g3 (rechts) des Dubletts I's, dargestellt. Die zugehorigen
Auslenkungen sind

ARix = :l:(\/§QQ — g3, 07 O)/\/ﬁ
ARy = +(0, —V3gs — g3,0)/V12 (11.4)
AR, = £(0,0,2¢3)/V12.

Das Transformationsverhalten der Darstellungen I's und I'5 sei hier kurz erldutert,
weil es fiir das Auffinden von Invarianten benétigt werden wird. Da die Oktaeder-
gruppe von zwei Elementen (durch Bildung von Produkten) erzeugt wird, z.B. von
der m/2-Drehung um die z—Achse R, (7/2) und der 7/2-Drehung um die z—Achse
R, (m/2), genligt die Darstellung dieser beiden Drehungen. Die Darstellung von I's
kann durch Anwendung der beiden Drehungen auf die Auslenkungen (11.4) (oder
auch auf die in Tabelle 9.1 fiir '3 angegebenen beiden harmonischen Polynome)
abgelesen werden:

R.(m/2): q2 — —qo, q3 — q3

R, (m/2): q — %((D —V3g3), ¢z — —%(\/ng + q3). (11:5)

Die Darstellung von I'; gewinnen wir durch Anwendung der beiden Drehungen auf
die Auslenkungen (11.3) (oder auch auf die in Tabelle 9.1 fiir I'; angegebenen drei
harmonischen Polynome) und erhalten

R.(m/2): q1— —q¢5, @5 — qu, g6 — —G6

(11.6)
R, (m/2): q1— —q1, @5 — —q6, 46 — 5.

Daf8 die Verzerrungen (11.3) und (11.4) tatsdchlich Aufspaltungen von 3d-
Multipletts erzeugen konnen, die linear in den Normalkoordinaten sind, kann man
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durch reine Symmetriebetrachtungen erschlieen. Die Storung erzeugt ein Pseu-
dopotential (8.3), das invariant unter der Gruppe Oy, ist, wenn man die Transfor-
mation gleichzeitig auf das Oktaeder und die Normalkoordinaten anwendet. Um
in I'3, oder in I'5, lineare invariante Pseudopotentiale Vs(; ) 2u erhalten, mufl man
die Normalkoordinaten mit entsprechenden Darstellungen aus (8.3) kombinieren.
(Dies folgt aus Tabelle 9.4, weil die Darstellung I'y nur mittels I's x I's und I's x I';
erhalten werden kann.) Aus Tabelle 9.3 lesen wir weiter ab, dafl die Darstellungen
I's und I'; in den Pseudopotentialen zweiter (L = 2) und vierter (L = 4) Ordnung
je einmal vorkommen. Daher gibt es Paare von Pseudopotentialen (V5, V3), die sich
wie das Paar (g2, ¢3) nach (11.5) transformieren, sowie Tripletts von Pseudopoten-
tialen (Vy, Vs, Vi), die sich wie das Tripel (g4, ¢5,qs) nach (11.6) transformieren,
mit denen die linearen Invarianten gebildet werden koénnen. Anhand von (11.5)
bzw. (11.6) priift man leicht nach, dafl die Invarianten die einfachst denkbare
Form

VB(;):(V2'C]2+V3'CI3)J+(V4'CJ4+VB-qs-i-Vg-qG)J (11.7)
F3‘><rF3 F5:<rF5

haben. Auch die elastische potentielle Energie aufgrund der Auslenkung der Ionen

muf} in harmonischer Naherung aus quadratischen Invarianten bestehen und hat
deshalb die Form

Va=c3(65+a)+es - (a3 + 6 +a3)- (11.8)
———— ~— —
I'3xI'3 s xT's5

Die Pseudopotentiale in (11.7) kann man durch Entwicklung des elektrostatischen
Potentials im Punktladungsmodell wie am Ende des Kapitels 8 erlautert erzeugen.
Man erhélt so (siehe auch schon (8.11) und (8.13))

Vo = ay - V3 (2? —y2)+a4~\/§(x4 —yt —62%(2* — y?))
Vi =ay - (222 — 2% — ¢?) (11.9)
+ay - (224 —zt =yt +6(22%y° — 222? — y222))
und
Vi=as-yz+ ayg - yz(62* —y* — 2°)
Vs = ay - 2z +ay - z2(6y* — 2° — 2?) (11.10)
Vo = ay - xy + ay - oy (62° — 22 — ¢?).
Zur Berechnung der Aufspaltung der orbitalen Multipletts werden wir Matrixele-
mente der Potentiale Vj innerhalb dieser Multipletts brauchen, die also von der
Gestalt (I';|V(I';)|I';) sind. Solche Matrixelemente sind bis auf einen Vorfaktor
wieder vollstandig durch die Symmetrie festgelegt und ergeben sich aus einem
entsprechenden Wigner—Eckart—Theorem. Zur Bestimmung der zugehorigen ver-
allgemeinerten Clebsch—Gordan—Koeffizienten (fiir die Oktaedergruppe) geniigt

die Berechnung der Matrixelemente fiir den einfachsten Fall, der hier durch die
obigen Pseudopotentiale zweiter Ordnung gegeben ist.
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Die Matrixelemente verschwinden insbesondere, wenn die Darstellung I'; in dem
Tensorprodukt I'; x I'; nicht enthalten ist. Aus Tabelle 9.4 lesen wir daher ab, daf}
das Verzerrungstriplett I's, keine lineare Aufspaltung des orbitalen Dubletts I's
erzeugt. (I's x I's enthélt I's nicht.) Wir werden jetzt zunichst den Jahn—Teller—
Effekt der orbitalen Dubletts I's durch die Verzerrungen I's, untersuchen.

Aufspaltung von I's—Dubletts:

Nach obigem koénnen I's—Dubletts nur durch die Verzerrungen I's, linear aufge-
spalten werden. Zur Berechnung der Aufspaltung brauchen wir die Matrixelemente
des Pseudopotentials (11.7) innerhalb des I's—Dubletts. Wir wihlen die beiden
orthonormierten Basisvektoren |e) = v/3(2? — 32) und |0) = (222 — 22 — %2) und
erhalten in dieser Basis die (2 x 2)-Matrix

(1) (1)

€|Vai' e elVa:’10

(Vg(;))rg — (< | 3(d1)‘ ) (el 3&)| >) - (CI3 q2 ) (11.11)
(01V3, ey (0V3,'[0) 2 —B

mit den Eigenwerten AE, = +|al\/¢3 + ¢3, die die lineare Aufspaltung des or-
bitalen Dubletts mit der Verzerrung zum Ausdruck bringen. Fiir das folgende ist
es niitzlich, die beiden Normalkoordinaten g und g3 nach der Vorschrift

g2 = psin ¢, g3 = pCcos ¢ (11.12)

durch Polarkoordinaten zu ersetzen. Damit erhalten wir fiir die Energieinderung
des Systems im Grundzustand aufgrund der Verzerrung, die sich aus dem Ener-
giegewinn des magnetischen Ions im orbitalen Grundzustand und dem Energie-
verlust an elastischer Energie zusammensetzt, den einfachen Ausdruck

E(q2,q3) = —lalp + csp?, (11.13)

der nicht vom Polarwinkel ¢ abhéngt. Das Energieminimum wird bei p = |a|/2¢3
erreicht. Ein Jahn—Teller-Effekt ist damit bestatigt, allerdings bleibt eine symme-
triebedingte Entartung bestehen, weil fiir alle Werte des Polarwinkels ¢ dieselbe
Energieabsenkung erzielt wird.

Um die Aufhebung der verbliebenen Entartung zu verstehen, mufl man zu héheren
Ordnungen in den Auslenkungen gehen. In der elastischen Energie (11.8) mufl man
iiber die harmonische Naherung hinausgehen und in der Kristallfeldaufspaltung
iiber die lineare Naherung. Die Suche nach dem allgemeinsten Polynom vierter
Ordnung in ¢ und g3, das unter den Transformationen (11.5) invariant ist, ergibt
das anharmonische elastische Potential

Va=c - (@@ +¢2) + ) - a3(a2 —3¢3) + 5 - (6 + ¢2)?

4

(11.14)
= c:(f) p? + cg?’) - p3cos3¢ + cé4) - p°.

Der Term dritter Ordnung hangt vom Polarwinkel ab und wird zur Aufhebung
der verbliebenen Entartung beitragen. Die geometrische Bedeutung der 27/3—
Periodizitat dieses Terms wird versténdlich, wenn man die Gleichungen (11.4) in
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die Polarkoordinaten (11.12) umschreibt:

ARy, = £(pcos(¢ — 27/3),0,0)/V3
ARy, = £(0, pcos(¢ + 27/3),0)/V3 (11.15)
ARy, = i(0,0,pcosc;S)/\/g.
Die Ersetzung von ¢ durch ¢ — 27w /3 entspricht einer zyklischen Permutation der
kartesischen Koordinaten, d.h. einer Symmetrieoperation der Oktaedergruppe.

Zur Verallgemeinerung des Pseudopotentials (11.7) auf hohere Ordnungen in den
Verzerrungen brauchen wir entsprechende Paare von Ausdriicken, die sich nach I's
wie in (11.5) transformieren. Die Darstellungsprodukte I's x I's und I's x I's X
I's erzeugen je ein solches Paar in zweiter und in dritter Ordnung, obwohl die
Darstellung I's in I's x I'g x I'3 zweimal enthalten ist. Man erhalt

2 . 2
65" = 242q3 = p? sin 2, 05" =43 — ¢3 = —p” cos 2¢

qé?’) (3)

2, 2 3 5 o 5 (11.16)
=q(q3 +¢q3) = p°sing, q37 = q3(qz +q3) = p° cos ¢.

Damit verallgemeinert sich die erste Invariante im Pseudopotential (11.7) zu
VS = (Vi o+ Vi ) + (VP2 Vg + (VP v g8y (11.17)

und wir erhalten als Verallgemeinerung von (11.11) die Aufspaltungsmatrix dritter
Ordnung

<‘/3(§>))F3 —a®. <QB a2 ) +a®@. (q% - Q:)Q, 24293 )

o 92 (N2 2
a2 Q32 ) 32(13 , (25 —q3) (11.18)
+a(3)_(q3(q2+q3> 42(q5 + q3) )
025 +a3) —a3(a5 +a3)
Die Sakulargleichung fiir die Eigenwerte AFE dieser Matrix ist
AE? = aW2p? — 24Ma@ p3 cos3¢ + (a2 +2aMa®)p* 4 ... (11.19)

und daher lautet die Entwicklung fiir die Eigenwerte bis zur dritten Ordnung

(2) (2)2 & 23¢+2 (1),(3)
a a'?)? sin a‘ta 9
mp cos 3¢ + 52

AE, = :|:|a(1)|p[1 - (11.20)
Die nichtlinearen Beitrage zur Kristallfeldaufspaltung heben die Entartung also
ebenfalls auf.

Insgesamt lehrt uns die obige Analyse, dafl die minimale Energie nur bei ¢ = 0
oder bei ¢ = 7 (und &quivalenten Werten, siehe (11.15)) liegen kann. Dies
entspricht mit go = 0 einer durch g3 allein beschriebenen tetragonalen Verzer-
rung des Oktaeders. Das Vorzeichen der Verzerrung hangt von den Vorzeichen
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der obigen Entwicklungskoeffizienten ab, nimlich vom Vorzeichen von a(®/a(!)

und von cz(,,g). Das Experiment zeigt fiir Cu?t— und fiir Mn3*-Tonen immer eine
tetragonale Streckung der Oktaeder (d.h. g3 > 0). Im Punktladungsmodell
findet man allerdings a®/a") > 0, wodurch bei kleinen Verzerrungen gz < 0 fa-
vorisiert wiirde. Es ist jedoch ziemlich offensichtlich, dafl die kovalenten Beitrage
zur Kristallanisotropie hier auch sehr wichtig sind und die subtilen Effekte hoherer
Ordnung stark beeinflussen kénnen. Bei einer uniaxialen Streckung des Sauer-
stoffionenoktaeders riicken die vier Ionen senkrecht zur tetragonalen Achse naher
an das magnetische Ion heran und verstiarken ihre kovalente Bindung mit dem

V3(z? — y?)-Orbital.

Bei vorgegebener Verzerrung kann man die qualitativen Ziige der Niveauauf-
spaltung verlafllich aus dem Punktladungsmodell ablesen. Das Niveauschema im
Locherbild fiir ein Cu?tIon in einem tetragonal in z-Richtung gestreckten Sauer-
stoffoktaeder ist in der folgenden Figur skizziert.

9 i
3d .

2 2 2
ﬁZZ -X -y
rB_L@(xz-yz)

Das Elektron im Teilchenniveau v/3(x? —y?) streckt seine Ladungen den nichstlie-
genden Sauerstoffionen direkt entgegen und hat deshalb die hochste Energie,
d.h. das entsprechende Lochniveau hat wegen (8.6) die niedrigste Energie. Das
Loch im Cu?*-Ton besetzt also das Orbital v/3(x? — y?).

Fiir das Ion Mn3t im tetragonal in z-Richtung gestreckten Sauerstoffionenok-
taeder benutzen wir wie frither das Teilchenbild und erhalten ein sehr dhnliches
Niveauschema wie beim Cu?", aber mit invertierter Aufspaltung der kubischen
Multipletts. Das vierte 3d-Elektron besetzt das Orbital 222 — 22 — 42, wie in der
folgenden Figur (Bild der Einteilchenenergien!) gezeigt.

r3 i \IE(XZ'YZ)
2 2 2

2Z-x-y
4 A
3d 35
—xy
r5 yz,zX

Wenn ein einzelnes Cu?*t— oder Mn3*-Ion mit seinem Og—Kiifig in einer kubischen
Umgebung sitzt, kann der Kéfig sich in 3 dquivalente Richtungen (x, y oder z)
strecken. Zwischen den 3 dquivalenten Minima der potentiellen Energie der Ionen
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kann das System aufgrund der kinetischen Energie der Ionen tunneln und man
spricht in diesem Fall vom dynamischen Jahn—Teller—Effekt. Wenn jedoch
ein vernetztes Gitter von CuOg—Oktaedern vorliegt, konnen alle Oktaeder sich
gleichzeitig verzerren und eine spontane Brechung der Kristallsymmetrie bewirken.
In diesem Fall spricht man von einem kollektiven Jahn—Teller—Effekt.

Den Ubergang von einer kubischen Phase in eine tetragonale Phase aufgrund
eines kollektiven Jahn-Teller—Effekts kann man durch ein Landaufunktional
beschreiben, in dem man die involvierten Moden ¢; und g3 als Ordnungsparameter
benutzt. Das Landaufunktional der freien Energie setzt sich aus einem elastischen
Potential (11.14) und einer freien Energie der magnetischen Ionen zusammen. Mit
der Matrix (11.18) als Hamiltonoperator h fiir ein magnetisches Ion ergibt sich die
freie Energie (pro magnetisches Ion) als

1 1
fion = —=InSpe P = 3 In 2 cosh G|AFE]

B
_IAE] (|AE| > kpT) (11.21)
T\ AL —ksThn2 (JAE| < kgT).

Wegen (11.19) bekommt daher die Landauentwicklung der freien Energie die
Gestalt

o(T) P — @p?’ cos 3¢ + @p‘L +.... (11.22)

2 3 4

Hierbei kann man nach der obigen Diskussion damit rechnen, dafl bei hohen Tem-
peraturen a, b, ¢ > 0 gilt. Mit fallender Temperatur wird a(7") durch den Beitrag
—AFE?/2kgT reduziert. Bei 4ac < b? entsteht fiir ¢ = 0 ein lokales Minimum bei
einem positiven Wert des Ordnungsparameters p, das fiir 9ac < 2b? zum absoluten
Minimum wird, bevor a negativ wird (p = 3a/b fiir 9ac = 2b*). Wegen der An-
wesenheit des Terms dritter Ordnung im Ordnungsparameter hat man also immer
einen Phaseniibergang erster Ordnung zu erwarten.

f(q2,93) = Va(q2,q3) + fion =

Aufspaltung von I's—Tripletts:

Die Untersuchung der Aufspaltung von I's—Tripletts gestaltet sich einfacher als
die von I's—Dubletts, weil die Theorie niedrigster Ordnung in den Verzerrungen
ausreicht. Allerdings erzeugt, wie oben diskutiert, sowohl das Verzerrungsdublett
I's; wie auch das Verzerrungstriplett I's, einen Jahn-Teller-Effekt. Wir miissen
daher beide Kopplungen diskutieren. Als Basiszustande des I's—Tripletts wéhlen
wir die drei Zustande

7) = lyz), o) = [zx),  |2) = |xy). (11.23)

Fiir die Berechnung der linearen Aufspaltung unter dem Verzerrungsdublett I's,
und dem Triplett I's, erhalten wir in dieser Basis in Analogie zu (11.11) die (3 x 3)~-
Matrix

0 V3¢ — g3 0 0 0 ¢ e
(Vay')rs = as 0 V3@ —qz 0 | +as| g 0 q|. (11.24)
0 0 2q3 g qu O
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Daf} die gewahlten Basiszusténde (11.23) unter den I's,—Verzerrungen Kristallfeld-
eigenzusténde sind (die erste Matrix in (11.24) ist diagonal), folgt aus der Symme-
trie: Das I'sg—verzerrte Oktaeder hat immer orthorhombische Symmetrie. Daher
konnen die Eigenfunktionen als simultane Eigenfunktionen unter den Spiegelungen
an den Koordinatenebenen (d.h. als gerade oder ungerade Zustédnde unter diesen
Spiegelungen) gewihlt werden. Wéhrend die beiden Verzerrungsmultipletts in
der elastischen Energie (11.8) unabhéngig voneinander sind, werden sie bei der
Diagonalisierung der Kopplungsmatrix (11.24) auf komplexe Weise miteinander
verschrénkt, weil die beiden Matrizen in (11.24) nicht miteinander vertauschen.

Aus dem Punktladungsmodell lesen wir ab, dafl die beiden Kopplungskonstanten
as und as positiv sind. Wir wollen zwecks Vereinfachung der folgenden Gleichun-
gen diese Kopplungskonstanten durch geeignete Umskalierung der Auslenkungen
¢; auf die Werte az = 1 und as = /3 festlegen. Die elastische Energie (11.8)
erhalt dadurch umskalierte elastische Konstanten, fiir die wir die Bezeichungen
¢3 = c3/a3 und G5 = 3cs/a? einfiithren.

Die charakteristische Gleichung fiir die Eigenwerte Fi < Fy < F3 der Kristallfeld-
matrix (11.24) lautet mit a3 = 1 und a5 = v/3

E®—3(¢5+ a3+ a3+ a3+ a3)E —2q3(¢3 — 3¢3) — 6v/3q44536

(11.25)
+3a3(243 — 4§ — @3) +3V3q2(af — @3) = 0.
Wegen des Verschwindens des E?-Terms gilt fiir die Summe der drei Eigenwerte
FEq1 + Es 4+ E5 = 0. Wir sind an dem tiefstmoglichen Eigenwert bei vorgegebenem
0% = @3 +q3+q3+q2+q? interessiert. Aus dem Koeffizienten von F in (11.25) lernen
wir —3[)2 == E1 (EQ +E3>+E2E3 == —E12+E2E3 S —E12+(E2 +E3>2/4 = —3E12/4
Dabei gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn Fy = FEs, und der tiefste
Eigenwert ist Fqy = —2p (mit Es = E3 = p). Damit entsteht immer ein nicht
entarteter orbitaler Grundzustand. Der inhomogene Term in (11.25) hat dann we-
gen 0 < —F1EyF3 < —Ef’/4 den maximal méglichen Wert 2p3. Zur Bestimmung
des Jahn—Teller-Effekts brauchen wir jetzt nur noch die Verzerrungen zu finden,
bei denen der inhomogene Term diesen Maximalwert hat. Wir werden zunéachst
die Jahn—Teller-Effekte der beiden Multipletts getrennt untersuchen, indem wir
annehmen, dafl die Verzerrungen des anderen Multipletts verschwinden.

Wir betrachten zuerst die Kopplung an das Verzerrungsdublett I's,. Fiir g4 =
¢5 = g6 = 0 hat die Eigenwertgleichung (11.25) die einfachen Ldsungen

2q3 = 2pcoso
E ={ V3q —q3 =2pcos(¢ — 21/3) (11.26)
—V3qs — g3 = 2pcos(¢ + 27/3),

wobei wir wieder die Polarkoordinaten aus (11.12) verwendet haben. Die Mini-

mierung der Gesamtenergie, die sich aus der tiefsten Kristallfeldenergie in (11.26)
und der elastischen Energie (11.8) zusammensetzt, ergibt hier anstelle von (11.13)
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die Grundzustandsenergie
E(p) = 2pmin(cos(¢ — 2m/3), cos(¢ + 2m/3), cos ¢) + é3p?
¢ (11.27)
BT — 1/, (p=1/c).

min

- -r/3 /3

E(p.9)

—7%/3 ﬂ/S T
¢

Wie in der obigen Figur dargestellt hat die Energie (11.26) bei vorgebenem p drei
aquivalente Minima bei den Winkeln ¢ = 7 und ¢ = +7/3, deren Bedeutung wir
anhand der Gleichungen (11.15) verstehen. Die Jahn—Teller—Verzerrung ist hier
also eine uniaxiale tetragonale Stauchung in Richtung einer der drei Koordi-
natenachsen. Es ergibt sich ein gegeniiber dem oben fiir 3d* gezeigten invertiertes
Niveauschema, das fiir die Konfiguration 3d' (z.B. V4*) in der folgenden Figur
gezeigt ist, wobei die angegebenen Eigenfunktionen dem Fall einer Stauchung der
z—Achse entsprechen.

W 27%-x 2-y 2
S 30&y)

3d?t Ags

yz,zX
mo_

Xy

Das obige Niveauschema gilt gleichermaBen fiir Ionen der Konfiguration 3d°.

Zur Untersuchung der Kopplung an das Verzerrungstriplett I's, (unter der An-
nahme ¢u = g3 = 0) brauchen wir die Maxima 2p® des inhomogenen Terms
—6/3quqsq6 der Sikulargleichung. Wir finden vier dquivalente Verzerrungsmuster

Q4ZQ5=q6=—ﬂ/\/§
44 = —Gs = —q6 = —P/\/§
—q4 = —Qq5 = g6 = —P/\/§
—44 =G5 = —q6 = —P/\@,

(11.28)
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die man sich anhand von (11.3) als trigonale Stauchungen einer der vier
Wiirfeldiagonalen des kubischen Koordinatensystems veranschaulichen kann und
die der Energie

ESS = 1/es (p=1/c5) (11.29)
entsprechen. Das resultierende Niveauschema mit den orbitalen Eigenfunktionen
ist in der folgenden Figur gezeigt. Das I's—Dublett wird bei dieser Verzerrung nicht

aufgespalten. Wiederum gilt dieses Niveauschema auch fiir die Konfiguration 3d°.

[3

3dt Ags

,{ X(y-2),yz-x(y+z)/2

F5 Xy+yz+zX

Da wir hier im Gegensatz zu Gleichung (11.26) keine explizite Formel fiir den tief-
sten Eigenwert der Kopplungmatrix (11.24) bei beliebigen Verzerrungen haben,
veranschaulichen wir in der folgenden Figur die Abhéngigkeit dieses Eigenwerts

von zwei Polarwinkeln 1 und y, die in naheliegender Weise folgendermafien
definiert sind:

qs = psiniycosy, gqs=psinysiny, qg= pcosi. (11.30)

Gezeigt ist das Sphéroid, das die Spitze eines Vektors beschreibt, dessen Richtung
durch die Polarwinkel gegeben ist und dessen Lange gleich dem Betrag des tiefsten
Eigenwerts fiir diese Polarwinkel (bei festem p) ist. Die vier breiten Auswolbungen
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in Richtung von vier der acht Wiirfelecken entsprechen den vier dquivalenten Mini-
ma der Energie fiir trigonale Stauchungen, wahrend die vier spitzen Einwo6lbungen
in Richtung der vier anderen Wiirfelecken Maxima des tiefsten Eigenwerts fiir tri-
gonale Dehnungen anzeigen.

Durch Vergleich der Energien (11.26) und (11.29) kdnnen wir entscheiden, welches
der beiden Verzerrungsmultipletts die tiefste Energie liefert: fiir ¢35 < ¢5 ist
die Jahn-Teller—Verzerrung eine tetragonale Stauchung I's; (3 entartete Ver-
zerrungsmuster), fiir é;3 > ¢5 eine trigonale Stauchung I's, (4 entartete Verzer-
rungsmuster). Die sorgfiltige Analyse der Sdkulargleichung (11.25) im allgemeinen
Fall liefert keine Losungen mit tieferen Energien. Nur fiir den nichtgenerischen
Fall ¢3 = ¢5, in dem die beiden obigen Losungen energetisch entartet sind, gibt es
zusétzliche einparametrige Kontinua von simultanen I's,— und I's,—Verzerrungen
mit derselben Energie, die moglicherweise auf eine versteckte Symmetrie in der
Gleichung (11.25) hinweisen.

Aufspaltung von I'y—Tripletts:

Dieser Fall bezieht sich auf die Konfigurationen 3d? und 3d”. Die Analyse verliuft
in enger Analogie zur Aufspaltung von I's—Tripletts. Hier ist nur nicht die tiefste
Orbitalenergie, sondern die Summe der Energien fiir die beiden tiefsten Orbitale
zu minimieren. Dies erreicht man, indem man die oben gefundenen Aufspaltungen
der Orbitalniveaus auf den Kopf stellt, d.h. man erhéalt das Minimum von E; + F5
fir £y = Ey = —p und E3 = 2p. Fiir I's;—Verzerrungen wird diese Niveauaufspal-
tung durch eine tetragonale Streckung (anstelle der tetragonalen Stauchung)
erzielt. Die Jahn-Teller-Energie ist dieselbe wie in Gleichung (11.27) und das
Niveauschema der Einteilchenniveaus ist in der folgenden Figur gezeigt, wobei die
Wellenfunktionen wieder fiir eine tetragonale Streckung in Richtung der z—Achse
angegeben sind.

r3 / \/_3 (Xz'y 2)
L 222-x 2-y 2

32 Ags

IS
yz,ZX

[5

Der I'y—Grundzustand entsteht im Grenzfall starken kubischen Kristallfeldes (siehe
die Brechung der 2. Hundschen Regel, Kapitel 10) durch Fiillen der beiden tiefsten
Niveaus yz und zz. (Dies entspricht dem Zustand |z, 1) in Gleichung (10.3).) Das
Schema, gilt auch fiir die Konfiguration 3d".

Im Falle mittelstarken Kristallfeldes bleiben die beiden Zusténde in (10.3) auch
bei beliebiger I's,~Verzerrung Eigenzustédnde. Die folgende Figur (nach Glei-
chung (11.33)) zeigt die Niveauaufspaltungen fiir die oben diskutierte tetragonale
Streckung, fiir die die 2-Teilchen—Eigenzustéinde die Symmetrie I'y(D,) besitzen

69



(links |z, 1), rechts |z,2)). Hierbei kommt neben der Aufspaltung (11.26) des I's—
Tripletts auch die in (11.13) angegebene Aufspaltung des I's—Dubletts zum Tragen.
Fiir beliebige I's,—Verzerrungen ist die Aufspaltung des I's-Dubletts in den hier
gewahlten (um den Parameter as aus (11.24) skalierten Einheiten) durch

AFEr, =2pa« (11.31)
gegeben, wobei die Zahl a die relative Gréfle der g—unabhéngigen I's—Aufspaltung

parametrisiert. Eine um diese Aufspaltungen modifizierte Wiederholung der Her-
leitung der Grundzustandsenergie (10.5) ergibt die Jahn—Teller—Energie

p[g B SApr + Ass
2 2\/A2PF+gAPFA35+A§5

AE, = (4coso + )], (11.32)

die unveréndert ihr Minimum bei ¢ = 0 (und den dquivalenten Werten ¢ = +27/3)
hat. Der Energiegewinn durch den Jahn—Teller—Effekt wird durch die Beimischung
des Zustandes |z,2) abgeschwécht. Im ungiinstigsten Grenzfall Ass/Apr — 0
erhalten wir (bei 20 %-iger Beimischung)

6
AEy = p[% ~ - cosg]. (11.33)

392 Ass Ass

T ST

r5 -

Im Falle von I's,—Verzerrungen erwartet man nun eine trigonale Streckung, die
Jahn—Teller—Energie ist im Grenzfall starken kubischen Kristallfeldes durch Glei-
chung (11.29) gegeben und das Schema der Einteilchenniveaus zeigt die folgende
Figur. Im Grundzustand sind die beiden tiefsten Niveaus gefiillt. Fiir die Konfi-
guration 3d” sind diese doppelt gefiillt und alle anderen einfach.

32 A s

P X(y-2)yz-X(y+2)12
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Im Falle eines mittelstarken kubischen Kristallfeldes wird auch hier eine zweite
Kristallniveaukonfiguration beigemischt, die aus der folgenden Figur, die wieder
den Fall der trigonalen Streckung zeigt, zu entnehmen ist. Die Beimischung un-
terscheidet sich aber von derjenigen im Falle der I's,—Verzerrung. Hier haben
die beiden orbitalen Dubletts, die aus dem Triplett I's(O) und dem Dublett
I's(O) hervorgehen, beide die Symmetrie I's(D3). Durch Besetzung dieser bei-
den Dubletts mit zwei Elektronen kann man insgesamt drei orbital eindeutige
2-Teilchen—Zustédnde mit Spin 1 und der Symmetrie I'y(D3) bilden. In der Figur
sind nur die beiden Konfigurationen gezeigt, die durch die 2. Hundsche Regel
gemischt werden. Die dritte Konfiguration, in der beide Elektronen in dem oberen
I's(O)-Niveau sitzen, wird nur durch das trigonale Kristallfeld in hoherer Ord-
nung beigemischt. Man erkennt schon qualitativ, daf§ die Beimischung der rechten
Konfiguration hier den Jahn—Teller-Effekt viel weniger abschwéchen wird als in
Gleichung (11.32). Die entsprechende Wiederholung der zu (10.5) fithrenden Rech-
nung ergibt hier anstelle von (11.32) die Absenkung

p[§—|— SApr + Ass _ {—29/) (Apr — 0)
2 2\/A%F+2APFA35+A§5 —5p (B35 —0)

AB,_ = — (11.34)

die selbst im ungiinstigsten Fall Ags < App nur um 10 % reduziert ist.

[3 [3

A35

A 35
< LT

[5

In der obigen Diskussion wurde immer angenommen, dafl die Spin-Bahn-—
Aufspaltung gegen die Jahn—Teller—Aufspaltung vernachlassigbar ist, eine An-
nahme, die meist gut erfiillt ist. Im néachsten Kapitel werden wir die Wirkung
der Spin—-Bahn—Kopplung auf magnetische Ionen mit eindeutigem Orbitalgrundzu-
stand diskutieren. Die folgende Tabelle fasst die Ergebnisse dieses Kapitels noch
einmal knapp zusammen.

3d?

Tabelle 11.1 (Jahn—Teller-Verzerrungen)

Verz.—mode

orb. Dubl. I'g

orb. Tripl. I';

orb. Tripl. I'y

tetr. Dehnung
¢»=0,£27/3

tetr. Stauchung
p=m,+m/3

tetr. Dehnung
¢»=0,+£27/3

I'34

g3 +igz = pe'?
['sg

4] = [g5| = |ge|

nicht aktiv

trig. Stauchung
949596 < 0

trig. Dehnung
949596 > 0
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12. Magnetische Eigenschaften von 3d°— und 3d'-Ionen

In diesem Kapitel werden wir die magnetischen Eigenschaften einzelner 3d—Ionen
im Kristall diskutieren. Wir behandeln zunichst exemplarisch ein Cu?*—Ion in
einem tetragonal gestreckten Sauerstoffionenoktaeder.

Das freie Cu?*—Ton hat den Gesamtdrehimpuls J = 5/2 und mit dem g-
Faktor ¢ = 6/5 schreibt sich die Zeeman-Energie als Ez(m) = —gupmB
(m = —-5/2,...,5/2). Der g-Faktor nahe bei 1 zeigt, dafl das magnetische Moment
iiberwiegend durch orbitale Anteile bestimmt ist. In einem tetragonal gestreckten
Sauerstoffionenkafig besetzt das 3d-Loch jedoch das eindeutig festgelegte ener-
getisch tiefste Orbital 22 — 2, wodurch das orbitale Moment vollstindig un-
terdriickt wird, und der g-Faktor des resultierenden (S = 1/2)-Dubletts ist g = 2
mit der Zeeman—Aufspaltung F;(v) = —gupvB (v = —1/2,1/2). Dies stimmt
aber nur in erster Naherung, weil die Kristallfeldaufspaltung A nicht unendlich
viel gréfler als die Spin-Bahn-Kopplung (34 ist. Reale Cu?TIonen erhalten durch
Beimischung hoherer Orbitale aufgrund der Spin-Bahn—-Kopplung einen von g = 2
verschiedenen und gleichzeitig nichtisotropen g—Faktor.

Man koénnte spekulieren, ob das (S = 1/2)-Dublett durch die Wirkung der Spin-
Bahn—Kopplung nicht auch schon aufgespalten werden kann. Dafl dies nicht
geschieht, beruht auf der Zeitumkehrinvarianz und ist Inhalt des Theorems von
Kramers:

Ionen mit ungerader Elektronenzahl haben in beliebiger Umgebung immer
paarweise entartete Eigenzustinde.

Diese Aussage nutzt nur die Zeitumkehrinvarianz des Hamiltonoperators H. Um
den Zeitumkehroperator © zu definieren, stellen wir uns vor, dafl wir die Zustande
eines quantenmechanischen Systems von N Elektronen in der Ortsdarstellung und
in der Paulischen Standarddarstellung fiir den Spin (o, = 2s, und o, = 2s, reell,
oy = 2s, rein imaginir) beschreiben. Wir definieren

0 = ([ icy) Ko = Ko(] ] ic}) (12.1)

mit dem Operator Ky der komplexen Konjugation. (Man beachte, dafl Ky kein
linearer Operator ist, weil mit einer komplexen Zahl a die Beziehung aKy = Ky«
gilt.) Der Operator i, = R,(7) = ™74/ beschreibt eine Rotation des Spins um
den Winkel 7 um die y—Achse. Er ist reell und vertauscht daher mit Ky. Wegen
K2 =1 und (io,)? = —1 gilt

0% = (—-1)V. (12.2)

Die Interpretation von © als Operator der Bewegungsumkehr folgt aus dem Trans-
formationsverhalten der Operatorbasis:

oro'=r, OpO'=-p, 0s07!=_s. (12.3)
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Fiir je zwei Zustédnde 11 und 14 folgt aus den Beziehungen

(V1|2) = (Ko1|Kop2)™ = (Kotba| K1)
(V1liha) = (Pr]oiepa) = (oyibr]oyibs)
(P1]ha) = (ith1|irh2)
die Gleichung
(V1[1p2) = (O1|O¢2)™ = (O1h2|O¢n). (12

Nun gibt es zu jedem Zustand v des Systems den zeitumgekehrten Zustand 1%
©1 und man schlieBt aus (12.4)

1) (W) = (W[)
(2) (W) = (Oy]ey) = (Oy|0%y) = (-1)" ().

\_/

(12.5)

Daher sind die beiden Zustinde ¢ und v fiir ungerade Elektronenzahl N linear
unabhangig.

Hamiltonoperatoren H, die sich aus kinetischer Energie, potentieller Energie und
Spin—Bahn—-Kopplung zusammensetzen, sind unter der Bewegungsumkehr invari-
ant:

OHO ™ =H. (12.6)

(Sie diirfen keine Kopplung an ein &dufleres Magnetfeld enthalten.) Ist nun ¢ ein
Eigenzustand von H, so folgt wegen

H|y) = E|y) = OHO™'0JY) = OEY) = H|Y) = El), (12.7)
daB ¢ ein Eigenzustand zur selben Energie ist. Damit ist die Kramers—Ent-

artung aller Figenzustande von Systemen mit ungerader Elektronenzahl gezeigt.

Das (S = 1/2)-Dublett des Tons Cu?t ist ein Beispiel fiir ein Kramersdublett.
Wir wollen jetzt die Beimischung héherer orbitaler Zustande im Grundzustand des
Cu?*-Ions und die daraus folgende Modifikation des g-Faktors in erster Ordnung
Storungstheorie in der Spin-Bahn—Kopplung (34 berechnen, die laut Gleichung
(6.7) fiir Cu** die Form

V=—(ql"s (12.8)

hat. Wir wahlen fiir die nachfolgenden Berechnungen die folgende reelle normierte
Eigenbasis fiir die Kristallfeldeigenorbitale:
1) = V3(2® =) = (12,2) +12,-2))/V2
2) =1(22% — 2® — y%)) = |2,0)
13) = 2v3y2) =i(]2,1) + (2, -1))/V2 (12.9)
[4) = 2v322) = —(|2,1) —[2,-1))/V2
5) = [2v3zy) = —i(12,2) — [2,-2))/V2.
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Der erste Rechenschritt besteht in einer Darstellung der Spin—-Bahn—Kopplung in
dieser Basis, die man leicht findet, weil man die Wirkung des Operators des Bahn-
drehimpulses 1 auf die Eigenzusténde |2, m) kennt. Man erhélt so die hermitesche
(5 x 5)-Matrix

0 0 1S, 1Sy —218,
0 0 V3isy —V3isy, 0
l-s=| —is, —V3is, 0 is. —isy |, (12.10)
—1Sy \/§isy —18, 0 1Sy
21s, 0 1Sy —15, 0

deren Eintrdge Spinoperatoren sind.

Sei 1y ein Eigenzustand des ungestorten Hamiltonoperators Hy mit der Energie
Ey und sei Py der Projektor auf diesen Zustand. Dann lehrt uns die quanten-
mechanische Storungstheorie, dafl der Zustand vy sich aufgrund der Storung V in
erster Ordnung in den Zustand

1-F

mvmw (12.11)

[¥) = [o) =

entwickelt. Fiir den ungestorten Hamiltonoperator benutzen wir die Spektral-
darstellung

Ho— Eo=Y» AP, (12.12)

wo P; auf den i-ten angeregten Zustand projiziert und A; dessen Anregungsenergie
ist. Das Orbitalschema ist in der folgenden Figur zusammen mit den Anregungs-
energien Ay und Az 4 gezeigt, die in erster Ordnung vorkommen.

s — [3>,]4>
9 15>
3d D5 Bsy

2>

|_3 |1>

Ausgehend von dem ungestorten Grundzustand |1,4z), in dem das Loch im
Orbital 1 sitzt und der Spin in Richtung 4z zeigt, erhalten wir den gestorten
Grundzustand

(3d
2A3’4

As

Hier wurde nur die erste Spalte der Matrix (12.10) gebraucht. Man beachte,
dafl dem ungestorten Zustand nicht nur Zustdnde mit den anderen Orbitalen
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beigemischt werden, sondern auch Zustdnde mit der entgegengesetzten Spinrich-
tung. Die gestorten Zustdnde transformieren sich unter Rotationen genauso
wie die ungestorten. Aus der Basis (12.13) koénnen wir uns daher mittels
[, k2) = ([, +2) % [, —2))/VZ und [y, 2y} = ([0, +2) £ itb, —2)) /2 auch
die Grundzustande beschaffen, in denen der Spin in Richtung +z und +y zeigt:

) = 1, 20) + 205, 70) 52 (if3, 20) + W, F0)
. ’ 12.14
0, ) = 1,2y} + <35, ) £ S (13, ) — il4, ). e
b b A5 b 2A3’4 b b

Der Operator des magnetischen Moments M = p5(14-2s) wirkt in dem zweidimen-
sionalen durch das Kramersdublett (12.13) aufgespannten Raum wie ein beliebiger
spurfreier Operator und ist daher durch eine Linearkombination der Komponenten
des Spinoperators s darstellbar. Es muf} also einen Tensor g geben, mit dem

1+2s=g-s (12.15)

gilt. Der g—Tensor hat die Symmetrie des magnetischen Ions. Im vorliegenden
Fall tetragonaler Symmetrie sind seine Hauptachsen die Koordinatenachsen x, y, z
und er hat in diesen Achsen die Gestalt

g 0 0
g=|0 gL 0 |. (12.16)
0 0 gH

Die beiden unabhéngigen Matrixelemente des g—Tensors konnen wir nun leicht in
erster Ordnung in (34 aus den Zusténden (12.13,14) berechnen. Matrixelemente
der Komponenten /; des Bahndrehimpulses lesen wir dabei als Koeffizienten von
s; in der Matrix (12.10) ab. Wir erhalten

8
gy = 2200, 22|l + 25.]¢h, £2) = 2+ 8Gad
As
2 (12.17)
3,4

Beide g—Faktoren sind grofler als 2, weil dem Spinmoment ein Bahnmoment fer-
romagnetisch beigemischt ist. Man sieht bei der Berechnung, daf§ in z—Richtung
die Orbitale |1) £ ic|5) ein Bahnmoment beitragen, in z—Richtung die Orbitale
1) F ia|3) und in y-Richtung die Orbitale [1) F ia|4). Die Erhohung von g ist
mindestens viermal so grof3 wie die von ¢g,. Der relative Faktor 4 geht darauf
zuriick, dafl das (1,5)-Matrixelement in (12.10) doppelt so grofi wie die Matrix-
elemente (1,3) und (1,4) ist und dafl diese Matrixelemente quadratisch in die
Korrekturen in (12.17) eingehen.
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Die magnetische Suszeptibilitit der hier betrachteten Cu?*Ionen ist ebenfalls ein
Tensor mit derselben Symmetrie wie (12.16). In Kenntnis des g—Tensors kénnen
wir ihren Curie-Anteil (7.9) in Analogie zu (7.18,19) leicht berechnen und erhalten

2 giO 0

1
Xe=pom | 0 91 0. (12.18)
B 0 O gﬁ

Als ein interessantes Anwendungsbeispiel betrachten wir die Spin—Peierls—Verbin-
dung CuGeQs. Sie hat eine orthorhombische Kristallstruktur, bei der CuOg—
Oktaeder in der c-Richtung (senkrecht zur Zeichenebene der folgenden Figur)
an Kanten verkniipft sind und so die fiir die faszinierenden physikalischen Eigen-
schaften verantwortlichen CuOs—Ketten bilden. In der ab—Ebene sind die Oktaeder
gegen die a—Achse um den Winkel o = 50,1° in b—Richtung alternierend verkippt
und an den Spitzen verkniipft. Aufgrund dieser Verkniipfungen sind die Oktaeder
nicht nur tetragonal gestreckt, sondern ihre Grundflachen sind in c¢-Richtung um
17% rechteckig gedehnt und gegen die lange Achse um 6,4° gekippt, so dafl der
Winkel zwischen der a—Achse und dem Normalenvektor der Oktaedergrundflache
B = 56,5° ist.

Indem wir diese recht geringen zuséatzlichen Verzerrungen ignorieren, wollen wir
die magnetischen Momente der Cu?t-Ionen im CuGeOs durch tetragonale g
Tensoren vom Typ (12.16) modellieren, deren lange Achsen gegen die a—Richtung
abwechselnd um die Winkel 4 verkippt sind und die deshalb im orthorhombischen
Koordinatensystem a, b, ¢ die Gestalt

gj cos®>y+ g1 sin? 5 +(g —gL)cosysiny 0
g(=7) = | £(g) —gL)cosysiny  gysin®y+ g1 cos®’y 0 (12.19)
0 0 g1

haben. Der Curie-Anteil der Suszeptibilitidt dieser Oktaeder ist dann nach (12.18)

gﬁ cos? v + g2 sin? :i:(gﬁ — g% )cosysiny 0
j:(gﬁ — g% ) cosysiny gﬁ sin?y 4 g2 cos?y 0
0 0 9t

(12.20)

Die makroskopische Suszeptibilitat ergibt sich daraus durch Mittelung tiber die

beiden Vorzeichen des Kippwinkels und ist wie erwartet im Koordinatensystem

05

4kpT

Xco(EY) =
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a,b,c diagonal. Aus den experimentell bekannten Eigenwerten des Suszepti-
bilitatstensors von CuGeQOs ergeben sich die makroskopischen g—Faktoren g, =
2,15, g = 2,23 und g. = 2,05. Aus (12.20) lesen wir nunmehr ab, dafl
g1 = g.= 2,05 und gﬁ + 9% = g2+ g7, also g = 2,32. Wenn wir jetzt den Winkel
~ so bestimmen, daf} g, und g, die experimentellen Werte annehmen, erhalten wir
mit v = 53,4° einen Winkel genau zwischen den beiden oben definierten Winkeln
a und ( und damit eine schone Bestatigung der vereinfachten Modellierung. Die
lokalen g-Faktoren der Cu?*-Ionen im CuGeQs sind also

g =232, g1 =205 (12.21)

Mit dem Spin-Bahn-Parameter (34 ~ 0,1 eV fiir Cu?*-Ionen bestimmt man mit-
tels der Formeln (12.17) die Anregungsenergien im CuGeO3 zu As = 2,5eV und
A3’4 =4eV.

Die beschriebene Anisotropie der g—Faktoren hat eine interessante Konsequenz.
Wenn man an CuGeQOs ein homogenes Magnetfeld in a—Richtung anlegt, zeigt
die makroskopische Magnetisierung zwar in Richtung der a—Achse, intern hat die
Magnetisierung aber auch eine b-Komponente, deren Vorzeichen in b—Richtung
von Ion zu Ion alterniert. Entsprechend erzeugt ein homogenes Magnetfeld in b—
Richtung neben einer makroskopischen Magnetisierung in b—Richtung eine interne
a—Komponente der Magnetisierung, deren Vorzeichen ebenfalls in b—Richtung al-
terniert.

Den van Vleck—Anteil (7.10) zur Suszeptibilitit berechnen wir hier noch in
fiihrender Ordnung, d.h. ohne Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung. Wir
brauchen dazu Matrixelemente (i|l + 2s|j) des Operators des magnetischen Mo-
ments zwischen Zustadnden verschiedener Energie. Weil diese Zustande orbital
orthogonal aufeinander sind, tragt der Operator s zu den Matrixelementen nicht
bei. Die verbleibenden Matrixelemente von 1 kénnen wir wieder aus (12.10) ablesen
und erhalten die van Vleck—Suszeptibilitét

2/As 4 0 0
Xov = HE 0 2/A34 0 : (12.22)
0 0 8/As

Der relative Faktor 4 hat denselben Ursprung wie bei den Spin—-Bahn—Korrekturen
fiir den g—Tensor.

Als zweites Beispiel betrachten wir Kramers-Dubletts der Konfiguration 3d*, die
durch die Jahn-Teller-Tonen 733t oder V47 realisiert werden. Die Spin-Bahn-
Kopplung hat hier nach (6.7) im Vergleich zu (12.8) das umgekehrte Vorzeichen
und lautet demnach

V =C(sal"s. (12.23)

Hier gibt es nach der Analyse des letzten Kapitels zwei Moglichkeiten der Jahn—
Teller—Verzerrung. Zunachst untersuchen wir den Fall der tetragonalen Stauchung
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(in Richtung der z—Achse), in dem das Niveauschema die folgende Gestalt hat
(Numerierung der Zusténde wie in (12.9)).

r3 — 2>
_ |1>
3d* A

|3>,|14>
|5>

Die Rechnung verliuft sehr analog zu der im oben behandelten Fall 3d°. Die den
Gleichungen (12.13,14) entsprechenden Wellenfunktionen sind

g Daa

|, £z) = |5, +2) £ 22—310]’|1,iz) - 229’:4 (£]3, F2) +i[4, F2))
[, +x) = |5, £x) + Zi—?’fu, Fr) £ 22”54 (13, Fx) — il4, £z)) (12.24)
i .
0, 0) = [5. %) + S0, ) £ S5 (8, ) + |4, F)).
1 3,4

Fiir die korrigierten g—Faktoren erhalten wir damit in erster Ordnung

_ 8C3d
MN=2="7
12.25
gL =2 2(3d (12.25)
Az 4

Die g-Faktoren sind kleiner als 2, weil die Spin-Bahn-Kopplung hier antifer-
romagnetisch ist. Man beachte, dafl man wegen Az4 < A; keine allgemeine
Aussage iiber die relative Grofle der Korrekturen in g und g, machen kann.
Weil hier in fiihrender Ordnung Zustande aus dem Triplett I's vermischt wer-
den, kann diese Mischung fiir kleine Jahn—Teller—Verzerrungen sehr stark wer-
den, wenn Az 4 und (34 vergleichbar grofl sind. Ein solcher Fall konnte in dem
quasi—kubischen Perowskit Y TiO3 vorliegen, bei dem eine kleine tetragonale Jahn—
Teller—Verzerrung beobachtet wird. Zur Diskussion dieses Falles wollen wir an-
nehmen, dafl sowohl die tetragonale Jahn—Teller—Aufspaltung des I's—Tripletts
Ajyr = Az 4 als auch die Spin-Bahn-Aufspaltung Agp = 3(34/2 klein gegen
die Aufspaltung zwischen I's und I's im kubischen Kristallfeld ist. Wir kénnen
dann die simultane Wirkung der Spin—Bahn-Kopplung und des tetragonalen
Kristallfelds innerhalb des vom I's—Triplett und dem Spin S = 1/2 aufgespannten
6-dimensionalen Hilbertraums durch Diagonalisierung der (6 x 6)-Hamiltonmatrix
nichtstorungstheoretisch studieren. Fiir schwache Spin-Bahn-Kopplung erwarten
wir nach (12.25) fiir g, eine lineare Absenkung g, = 2 —4Agp/3A ;7 und fiir g
keinen linearen Beitrag zur Absenkung, weil A > (34. Fiir verschwindende Jahn—
Teller—Verzerrung erwarten wir wegen (10.1) einen verschwindenden g—Tensor.
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Das Grundquartett mit J = 3 /2 wird durch eine schwache tetragonale Stauchung
in zwei Kramers—Dubletts aufgespalten. Man findet ein Grunddublett, das von den
beiden Zustinden J, = +1 /2 aufgespannt wird. Diesem Dublett wird durch die
Stauchung auBerdem das angeregte Dublett mit J = 1 /2 leicht beigemischt und
so entsteht ein nicht verschwindender g—Tensor. Die Durchfithrung der gerade
erlauterten Storungsentwicklung ergibt in fithrender Ordnung

SA T 4N g7
; gL = .
3Agp 3Asp

Weil das Kramersdublett mit .J, = 43/2 nicht mit den anderen beiden Dubletts
vermischt wird, lafit sich die Berechnung der Eigenzusténde fiir beliebiges Verhélt-
nis A jr/Agp auf ein zweidimensionales Eigenwertproblem zurtickfithren und man
erhalt die folgenden Energien fiir die drei Kramersdubletts:

9 = (12.26)

1 Ay — A

B — -5 (\/AgT +2A57A5/3+ A% + %)

. w (12.27)
. Ajr — Agp

B.= 3 (\/AiT +28705p/3 + A%p — #>

Auch fiir die g—Tensoren der Dubletts und fiir die van Vleck—Matrixelemente lassen
sich einfache explizite Formeln finden. Der g—Tensor fiir das Grunddublett der
Energie E/_ hat z.B. die Eigenwerte

o — 3+ Asp/Ayr _1
I V1+2As5/30 51 + (Asp/Ayr)? (12.28)
0 1 —Agp/Ayr +1,

a V14 2As5/3A 51 + (Asp/Ay7)?
deren Verlauf in der folgenden Figur dargestellt ist (g; in rot, g1 in blau).

2
15} 115
g-Tensor 1 11
0.5+ 1 0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ay /(Asg +AyT)
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Im Fall einer trigonalen Stauchung langs der Wiirfeldiagonalen (1,1,1) des Sauer-
stoffionenoktaeders um ein magnetisches Ion der Konfiguration 3d' gehen wir
von der folgenden rellen Orbitalbasis aus (dargestellt mittels der reellen Orbitale

(12.9)),
= (13) + 14) + 15))/v/3

ja) =

b) = (|3) — |4))/V2

) = (2]5) — [3) — [4))/v/6 (12.29)
) = [1)

le) = 12),

in der das Kristallfeldschema die folgende Gestalt hat:

E

|d>,|e>

3d? Bae

lo>,|c>
ja>

r5 Ab,c

Die Storungsentwicklung nach der Spin-Bahn—Kopplung ergibt hier anstelle von
(12.25) das Ergebnis

g1 =2- 0((%)2)

_ 2Gsa 4Gad
Ab,c Ad,e ’

(12.30)

gL =2

wobei g| der g-Faktor in Richtung der trigonalen Achse und g, der g-Faktor
fiir die dazu senkrechten Richtungen ist. Auch hier werden in fiihrender Ord-
nung Zustande aus dem I's—Triplett beigemischt und man kann wie im Falle der
tetragonalen Stauchung, diesmal mit Blick auf das System LaTiOs3, bei dem eine
trigonlae Stauchung vorliegt, das volle Crossover zwischen der Kristallfeldaufspal-
tung Ay = Ay . und der Spin-Bahn-Aufspaltung Agp studieren. Es stellt sich
heraus, dafl trotz der verschiedenen Kristallfeldorbitale sowohl das Spektrum als
auch die g-Faktoren und alle van Vleck—Matrixelemente dieselbe Abhangigkeit
von den Aufspaltungen A jp und Agp wie im Fall tetragonaler Stauchung haben.
Daher haben die Formeln (12.27) und (12.28) wie auch die obigen Figuren fiir
g-Faktoren im Fall trigonaler Stauchung unverandert Giiltigkeit.

Fiir LaTiO3 wird als g-Faktor der Wert g = 0,6 zitiert. Dies wiirde ein Verhéaltnis
Asp =~ 2,5 A 7 anzeigen und mit g ~ 0,8 und g, ~ 0,5 eine starke Anisotropie
des g—Tensors implizieren. Mit einer Spin—Bahn—Aufspaltung Agp ~ 30meV
fiir T3 -Tonen wiirde Ayp ~ 12meV und das Spin-Bahn-Quartett J = 3/2
wiirde nur um Fy — E_ ~ 9meV aufgespalten. Die magnetischen Eigenschaften
des einzelnen T3+ -Ions wiirden durch das Auftreten dieser kleinen Energieskalen
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stark beeinflut: Der van Vleck—Anteil der Suszeptibilitat ware ungewohnlich
grofl und stark temperaturabhangig. Wir zeigen die Temperaturabhangigkeit der
Suszeptibilitdten x| (links) und x1 (rechts) fiir das oben genannte Verhéltnis
Asp/Ajr = 2,5 in der folgenden Figur in Einheiten u%/(Asp + A7) (Curie—
Anteil in rot, van Vleck—Anteil in blau und Gesamtsuszeptibilitét in schwarz).
Die Anregungsenergien der beiden hoheren Dubletts sind durch die griinen Linien
markiert.

Ajr/Asg = 0.4

5O 025 05 0/5 O 025 05 0.75

0.25 0.5 0.75 0 0.25 05 0.75 1
ks T/(AjT +Asp)
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13. Einzelionenanisotropie

Das Ion Ni2T hat einen orbital eindeutigen Grundzustand und induziert deshalb
keinen Jahn—Teller—Effekt. Es fiihlt sich wohl in einem perfekt kubischen Sauer-
stoffionenoktaeder und hat in einer kubischen Umgebung wegen seines Spins S = 1
einen dreifach spinentarteten Grundzustand.

Falls sich Ni2* jedoch aus strukturellen Griinden in einer Umgebung geringerer
Symmetrie befindet, kann seine Spinentartung aufgrund der Spin-Bahn—-Kopplung
aufgehoben werden. Die dann vorhandene Einzelionenanisotropie spielt z.B. in
den Haldane-Ketten—Systemen NINO und N EN P eine bedeutende Rolle fiir die
realistische Beschreibung der magnetischen Eigenschaften.

Zur Berechnung der Einzelionenanisotropie werden wir die Methode des ef-
fektiven Hamiltonoperators benutzen, mit der man die explizite Angabe der
gestorten Eigenzusténde (siehe z.B. (12.13-14)) umgeht. Diese Methode werden
wir spater noch haufiger verwenden und daher hier kurz allgemein erlautern.

Wir betrachten ein physikalisches System, das durch einen Hamiltonoperator
H="Ho+V (13.1)

beschrieben wird. Von Interesse ist hier der Fall, in dem der Unterraum der
Grundzustande Uy der Energie Ey des ungestorten Hamiltonoperators Hy ent-
artet ist. Den Projektor auf diesen Unterraum nennen wir Fy. Es gelten die
Beziehungen HoPy = PoyHo = EoFPy und Py = PO2 = Pg. Wenn wir die Stérung
V einschalten, entwickelt sich der Projektor Py stetig in einen Projektor P, der
auf den Unterraum U der gestorten Eigenzustiande von ‘H projiziert, in die die
Grundzustiande aufgrund der Stérung tibergehen. Der Ubergang von Uy nach U
wird durch eine isometrische lineare Abbildung I': Uy — U (I''T' = P,) geleistet.
Diese lineare Abbildung kann nach Potenzen der Stérung V entwickelt werden und
wir erhalten in fithrender Ordnung

1
I' =Py + SVPy + SVSVPy — S*°VP) VP, — §P0VSQVP0 +O0(V?). (13.2)

Hier wurde der Resolventenoperator

§—__— 10 _
Ho — Eo E, — Ey

benutzt, wobei die Summe sich iiber alle angeregten Eigenzustidnde |n) von H
erstreckt.

Die unitére Transformation I' erlaubt die Abbildung des gestorten Eigenwertprob-
lems Hiy = FE1 (eingeschrénkt auf U) auf ein effektives Eigenwertproblem auf
Up: Mit v =T¢ (¢ € Uy) entspricht die Eigenwertgleichung (H — E)y = 0 der
Eigenwertgleichung (Hegt — E)¢ = 0 mit dem effektiven Hamiltonoperator

Heg = TTHT. (13.4)
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Wenn man alle anderen Observablen A nach derselben Vorschrift auf effektive
Observable
Aeg =TTAT (13.5)

abbildet, hat man wegen (|A|)) = (P|Acr|®) alle niederenergetischen Eigen-
schaften des Problems H auf den auf dem Unterraum Uy operierenden effektiven
Hamiltonoperator Heg zuriickgefithrt. An der auf Py(Ho— Ey) = (Ho—Eo)FPo =0
zuriickgehenden Identitit Heg = (DT —Py)(Ho—Eo) (I — Py)+TTVI + Ey Py erkennt
man, dafl man fiir die Berechnung von Heg bis zur n—ten Ordnung den Operator '
nur bis zur (n — 1)—ten Ordnung braucht. Man erhalt so bis zur zweiten Ordnung
sehr leicht das Ergebnis

Heg = EoPy + PyVPy + PyVSVP, + O(V3). (13.6)
Die oben dargestellte Methode, insbesondere die Herleitung der Storungsentwick-

lung (13.2), ist in M. Takahashi, J. Phys. C 10, 1289 (1977), beschrieben.

Wir betrachten nun ein Ni?*—Ton in einem orthorhombisch nach Gleichung (11.4)
verzerrten Sauerstoffionenkéfig. Fiir kleine Verzerrung entnehmen wir aus (8.7)
und (11.7,11.9) das Kristallfeldpotential im Locherbild (man beachte (8.6)))

V3g = —Aps [8(x4 +yt + 24) —24(z*y? + 222 + Z2x2)]
+ Ap[V3(2? — ¥ g + (22° — 2% — y?)gs]
+ Aul(V3(z' —y") = 622(2 — ¢*)) g
i (224 et oyt 1 6(202y? — 22 — y222))Q3],

(13.7)

wobei die Kristallfeldparameter A,4, A;s und A;s nach dem Punktladungs-
modell positiv sind. Wir betrachten die Verzerrungen ¢; hier als dimensions-
los (z.B. gemessen in Einheiten der Grofle des unverzerrten Oktaeders) und
beschreiben sie wie in (11.12) durch Polarkoordinaten (p, ¢). Die Orbitale nu-
merieren wir wie in Gleichung (12.9) durch. Allerdings vermischt die Verzerrung
g2 die beiden Orbitale |1) und |2) und erzeugt Kristallfeldeigenorbitale

¢ ¢
|a) = cos =|1) + sin =|2)
2 2 (13.8)

|3) = —sin §|1> + cos %\2)
Mit den drei positiven Energieparametern
. 16
Aoy = i<T§d>A04
.2
Atg = ?<T§d>At2 (139)
Ay = 1 (ra)A
t4 = 21 T'3q) 4
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haben die Kristallfeldenergien jetzt die folgenden Werte:
E, = —-3A0 — (2A42 + 3Ay)p
Eg=—3A01 + (204 + 3Au)p
By =20 g4 + (Agy — 2A.4) p(cos ¢ — /3 sin ¢) (13.10)
By =200+ (A2 — 2A¢4)p(cos ¢ + V/3sin ¢)
Es =2A,4 — (A2 — 2A44)2p cos ¢

und das Orbitalschema im Locherbild hat fiir Az > 2A44 und unter der Annahme
V3q3 > g2 > 0 oder |¢| < 60° (dies bedeutet, dafl die Abstéinde der Sauerstoffionen
der Ungleichung d, < d, < d, geniigen) die folgende Gestalt:

E
r5 Eg

E
3d® )
r3 f EG

Im Grundzustand sind die beiden I's—Orbitale o und 3 nach der ersten Hund-
schen Regel mit parallelem Spin je einfach besetzt. Die Spin-Bahn-Kopplung
wird dem ungestorten Grundzustand allerdings angeregte Orbitale ein wenig bei-
mischen und dadurch eine Aufspaltung des (S=1)-Tripletts bewirken. Es wird
sich als essentiell erweisen, die intraatomaren Korrelationen in der 3d—Schale in
den beigemischten Zustdnden zu berticksichtigen. Anstelle einer realistischen Be-
handlung wie in Tabelle 5.1 werden wir hier jedoch zur Vereinfachung nur die
erste Hundsche Regel pauschal beachten, indem wir Singulettzustdnde gegeniiber
Triplettzustanden mit der Energie Jy bestrafen. Die orbitalen Anregungsenergien
werden wir mit Aj; = E; — E; bezeichnen. Der ungestorte Hamiltonoperator H)
im Sinne von (13.1) ist dann durch die Einteilchenanregungsenergien Aj; und die
Austauschenergie Jp spezifiziert und der Unterraum der Grundzustande Uj ist
der dreidimensionale Zustandsraum zu S = 1:

1, 1) = CLLTCL};T‘O)a
1
1, 0) = —=(al,af, +al al)[0) (13.11)

V2

11,-1) = a, a0,

Im Loécherbild schreibt sich die Spin—-Bahn—Kopplung, die die Rolle der Storung
im Sinne von (13.1) spielt, als

2
Y = (34 Z l; - s;. (13.12)
=1
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Die Matrixelemente der Storung kénnen wir wieder aus der Gleichung (12.10) unter
Beachtung von (13.8) entnehmen. Da die Stérung auch Spinflipprozesse beinhal-
tet, entstehen bei der Rechnung Zwischenzustande, die nicht Eigenzustande zum
Gesamtspin sind. Um hierbei die Austauschenergie Jy korrekt beriicksichtigen zu
konnen, mufl man die Zwischenzustiande gegebenenfalls mittels der Identitat

1 1
PR SO L S A Foro_ bt
ajpajy = glagpa;) + a5 a5) + Slaga;) —ajaj) (13.13)

in Gesamtspineigenzusténde zerlegen. Da die Stérung nach (12.10) verschwinden-
de Diagonalelemente hat, tragt der lineare Term FPyV Py zum effektiven Hamilton-
operator (13.6) nicht bei. Zur Berechnung des Terms zweiter Ordnung PyVSV Py
lassen wir zunéchst den Operator SV auf den Zustand mit S, = 0 wirken und
erhalten den Zwischenzustand

t gt gl P gt gl
3d o abyab, — aljafy 6 Go1 ) — G40
1COS — +4sin —
2 A5Q+JH 2 Asat+Ju

_i.
¢) alal +al il
2 ASa

Tt Tt
ay ay — aya
(cos 9 _ \/gsin?) S S (13.14)
2 2 A404

. f T 1
alal +adl a
_; (\/gcos —;b —sin q;) 2l STQ 39 e

T Tt

1 ¢ ¢ aaTa4T aala4l]
2(\/§cos 5 + sin 2) A 10)q.

«/\

SV|1,0) =

s\

(Cos g + /3 sin

_|_

N = [\')I@

_|_

Man beachte, dafl die beiden ersten Terme Spinsinguletts und die anderen Spin-
tripletts mit S, = £1 sind. Anwendung des Operators Fy) auf den Zwischenzu-
stand fithrt auf den Anfangszustand zuriick und es gilt

PyVSV|1,0) = Ky|1,0)

9 cos? % sin’ %
IR VN i v——
(Cos +/3sin 2 £)2 (cos % — v/3sin %)2 (13.15)
475, + 4044
(V3cos £ —sin £)? N (V3cos £ +sin £)?
1A 1A '

Der Parameter Ky beschreibt eine Absenkung der Energie des Zustandes |1,0)
durch die Wirkung der Spin—Bahn—Kopplung. Die Einzelionenanisotropie wird
dadurch entstehen, dafl die Wirkung der Spin-Bahn—Kopplung auf die Zustande
|1, £1) eine andere ist.
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Eine der obigen analoge Rechnung fiir den Zustand mit S, = 1 liefert den Zwi-
schenzustand

SVY|1,1) = (34|icos g GZZET —¢sin ;b%g:jT
- i(cos 5t V3sin 2)(a;’lagTA_:aa;r’>Ta2l + angEL;GEIZGEl)
+ Leos 2~ VBsin? (s N ZXT U, "‘T“Zif};%)
- i(\/ﬁ cosg — sin g)(alTagiAt;LlagT + alTZi;;“};agT)
B i(\/gcos g i g)(aLTaLAE;LlaiT . alTZ{;:La};aiT)} 0},

(13.16)

Man erkennt hier in vier Termen die Verwendung der Zerlegung (13.13). Nach
weiterer Anwendung des Operators FPy) erhélt man auch Terme mit einem Dop-
pelspinflip und es gilt

PVSV|1,1) = Ky|1,1) + E|1, —1)
2

2 9 [
cos” 5 sin 5

Kl__c3d|: ASa + A5ﬁ

+ 51;(% +fsm¢) <A13a i <A3a1+JH>)
+ ;(\/50082 —sin QS)Q(Al:m i (Asﬁi i) o
+ é(\ﬁcosg sin (b)Q(Alw i (Awi JHM

(cos +/3sin g 2)? _(cos —/3sin £ 2)?

—(34J
CSd H 8A3Q(A3a + JH) 8A4Q<A4a + JH)

(V3cos £ —sin )2 (vV3cos? +sm¢)2}
8A35(A3g + JH) 8A4ﬁ(A45 + JH>

Fiir den zeitumgekehrten Zustand mit S, = —1 ergibt sich analog

PyVSV|1,—-1) = K_4]1,-1) + E|1, 1), K | =K. (13.18)
Mit den Ergebnissen (13.15), (13.17), (13.18) haben wir den effektiven Hamilton-
operator (13.6) in zweiter Ordnung vollstdndig bestimmt. Er enthélt eine Ab-
senkung des Triplettschwerpunktes, die durch die Energie AEF = (K; + Ko +
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K_1)/3 gegeben ist und uns nicht sehr interessiert. Wir interessieren uns vielmehr
fiir den Aufspaltungsparameter

COS2

ASa(AS

sin2§
Tr)  Dsp(Bss + Jn)
(Cos + /3sin £ £)? N (Cos— — V/3sin 2 £)? (13.19)
8Azq(Aszq + H) 8A4a (A + JH)
(V3cos? —sin$)?2  (V3cos 2 —1—8111%)2
SAgg(Agg + JH) 8A45(A45 + JH)

_|_ -

D=Ky — Ko=)y [—

der zusammen mit dem Flipparameter E fiir die Anisotropie verantwortlich ist.

Anhand der Formeln (13.17) und (13.19) erkennen wir, da8 bei Vernachléssigung
der Austauschkopplung Jy die Parameter D und E beide verschwinden wiirden
und daher keine Einzelionenanisotropie vorhanden wéare. Die Einzelionenanisotro-
pie ist daher ein sehr subtiler Effekt, der nur durch Beriicksichtigung dynami-
scher Korrelationen in den beigemischten Zustanden verstanden werden
kann.

Wenn der Sauerstoffionenkéfig tetragonale Symmetrie hat, gilt ¢ = 0 und E5 =
E4 und der Anisotropieparameter F in (13.17) verschwindet. Im Falle kubischer
Symmetrie gilt £, = Fg und E3 = F4 = E5 und wie erwartet verschwindet auch
der Parameter D.

Da der effektive Hamiltonoperator PyVSVP, im Hilbertraum des Ni%T-Spins
wirkt, kann er durch eine Funktion der Komponenten des Spinoperators S

ausgedriickt werden. Unter Beachtung der Beziehungen S%|1,-1) = 2[1,1),
S2[1,1) = 2[1,—1) und S3 + 52 =2(S2 — S;) erhalten wir

2
Heg = AE + D(S? — §> + E(52 - 52). (13.20)

Die Struktur dieses effektiven Hamiltonoperators kann man auch schon aus rein
phénomenologischen Argumenten erschlieen. Die einzigen Operatoren mit ortho-
rhombischer Symmetrie im von den Zustédnden (13.11) aufgespannten Hilbert-
raum sind die drei Operatoren S2, 52 S? und der Einsoperator, die wegen
S2 + S, 2 + 52 = 2 linear abhiingig sind und daher sofort auf den dreiparametrigen
Ansatz (13. 20) fithren. Die beiden spurfreien Operatoren, die zur Beschreibung
der Anisotropie dienen, transformieren sich unter der Oktaedergruppe wie ein
I's—Dublett. Tatsichlich lautet die Standardbasis dieser Operatoren, die sich wie
(11.5) transformiert,

Qx=S52—-S52, Qz=V3(52-2/3). (13.21)

Mit ihr kénnen wir in Analogie zu (11.7) im Grenzfall kleiner orthorhombischer
Verzerrungen den kubisch invarianten effektiven Hamiltonoperator

H = K(Q202 + Qsas) (13.22)
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erschlieflen, d.h. linear in den Verzerrungen gilt
E = Kg, D =+V3Kgs. (13.23)

Dieses phanomenologische Ergebnis wird durch Entwickeln der Ausdriicke fiir £

in (13.17) und D in (13.19) in erster Ordnung in der Auslenkung p bestétigt und

man erhalt

K- TV3¢2,Tu(Jr + 10A,4)
50A2, (Jg + 5A4)?

Au. (13.24)

Wir lernen aus diesem Ergebnis, dafl bei kleinen Verzerrungen die in (13.7) durch
Apo (x Aye) parametrisierten Kristallfelder zweiter Ordnung nicht zur Anisotropie
beitragen. Auflerdem enthélt (13.24) mit K > 0 die wichtige Information iiber das
Vorzeichen der Anisotropie, von der man erwarten kann, dafl sie qualitativ auch
fiir groflere Verzerrungen gelten wird.

Insgesamt ergibt sich das folgende Ergebnis. Durch eine tetragonale Streckung des
Sauerstoffionenoktaeders in z—Richtung (g3 > 0) werden die beiden Zustédnde zu
S, = £1 um die Energie D gegeniiber dem Zustand mit S, = 0 angehoben. Falls
eine zusatzliche orthorhombische Verzerrung g2 vorliegt, wird auch die Entartung
der beiden Zustande S, = +1 durch den E-Term aufgehoben. Eigenfunktionen
sind die geraden und ungeraden Linearkombinationen dieser beiden Zustande und
wir haben insgesamt die folgenden Eigenzustinde und Eigenwerte fiir (13.20) (wir
ignorieren hier die Schwerpunktverschiebung AF):

1 D
2= Z5 (LY ~[L-1), B.=7 ~F (SJ)=0)

1 D
|y) = E(H, 1) -+ |1, —1>), Ey = 5 + F (Sy|y) = 0) (13.25)
) = [1,0), Ezz—% (S.]2) = 0),

mit denen das Niveauschema sich fiir v/3g3 > ¢2 > 0 (dy < dy < d) wie folgt

darstellt:
IS,| =1 C_ ly>
E |X>

D

|z>

S,=0
Fiir kleine Verzerrungen wird das Spektrum durch die Formeln

K K 2
E.,=—-2p—cos¢, B, = —2p—— cos(<b——7r

K 7
7 7 3 )y By = —2p— cos(qﬁ—l—%) (13.26)
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beschrieben. Die Anisotropie bewirkt, dafl der Spin sich bevorzugt in die Ebene
senkrecht zu der Richtung einstellt, in der die Sauerstoffionen am weitesten entfernt
sind.

Wie wir in Kapitel 11 gelernt haben, kann neben den orthorhombischen Verzer-
rungen (11.4) auch das Verzerrungstriplett (11.3) relevant sein. In diesem Falle
kommt ein I's—Triplett von Anisotropieoperatoren

Q4= 5,5, +5.8;, @Qs5=25.5 +55., Q=55+ 5,5 (13.27)
ins Spiel und der phanomenologische Operator der Einzelionenanisotropie

Hegt = D1Q4 + D5Q5 + DsQs (13.28)

enthélt 3 Anisotropieparameter. Fiir eine trigonale Streckung des Oktaeders in
einer der Diagonalrichtungen gilt aus Symmetriegriinden Dy = D5 = Dg = D und
im Grundzustand liegt der Spin unter der Annahme D > 0 in der Ebene senkrecht
zur Streckachse.

Mit (13.21) und (13.28) haben wir fiir einen Spin S = 1 alle Operatoren erfafit, die
bei der Beschreibung einer Einzelionenanisotropie auftreten konnen, weil es (aufler
dem Einsoperator) keine weiteren zeitumkehrinvarianten Observablen im (S = 1)—
Hilbertraum gibt. Diese 5 Operatoren spielen auch fiir onen mit grofferen Spins
eine Rolle, wenn man @3 in naheliegender Weise zu Q3 = v/3(S? — S(S +1)/3)
verallgemeinert. Man iiberzeugt sich leicht davon, daf} alle diese Operatoren fiir
S = 1/2 verschwinden. Fiir Spins S = 1/2 gibt es keine Einzelionenanisotropie.
Die Komponenten des Spinoperators S sind neben dem Einsoperator die einzi-
gen Observablen im (S = 1/2)-Hilbertraum. Sie sind jedoch ungerade unter
Zeitumkehr und beschreiben die Kopplung an ein dufleres Magnetfeld, das die
Zeitumkehrinvarianz verletzt.

Fiir groflere Spins S > 2 sind zusétzliche Anisotropieterme hoéherer Ordnung

moglich, z.B. die kubische Anisotropie

S(S+1)(35(S+1)—1)
- :

Hest = DoQo, Qo =S+ S, +S: — (13.29)
Der spurfreie Operator )¢ hat im Spinraum die analoge Wirkung wie das har-
monische Polynom (8.7) im Orbitalraum und spaltet die Multipletts ganzzahliger
Spins auf wie in Tabelle 9.3 angegeben. Weil Qo Spinflips S% enthilt, mufl die
Anisotropiekonstante Dy proportional ((34/A.4)* sein und ist daher im allge-
meinen zu klein, um relevant zu sein.
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III. Modellierung der Cu02—Ebenen in Hoch—T¢—Supraleitern

14. Das Dreibandermodell

Als Prototyp fiir die Hochtemperatursupraleiter hatten wir in der Einleitung das
lochdotierte LasCuQy zitiert. Allen Hochtemperatursupraleitern sind Schichten
aus C'uOy gemeinsam, die fiir die interessanten elektronischen Eigenschaften ver-
antwortlich sind. Diese Schichten ergeben sich durch die Verkniipfung tetragonal
(in c-Richtung) gestreckter CuOg—Oktaeder iiber gemeinsame Sauerstoffionen an
den Oktaederecken in der (a, b)-Ebene, wie in der folgenden Figur dargestellt. (Der
(Cu, O)-Abstand in der (a,b)-Ebene betrigt 1,89 A, der in ¢ Richtung 2,43 A.)

Aus den formalen Valenzen (La3"),Cu?'(0?7)4 der Ionen in der undotierten
Verbindung entnimmt man die Konfiguration 3d° fiir das Cu?*-Ion mit einem
Loch in der 3d-Schale. Das Loch besetzt das (im Teilchenbild) energetisch héchste
Orbital 3d,2_,2 und verleiht den Cu**—Ionen ein lokales magnetisches Moment
mit Spin 1/2 und g—Faktor 2. Die magnetischen Momente unterliegen einer anti-
ferromagnetischen Superaustauschwechselwirkung, deren Zustandekommen wir in
diesem Kapitel erlautern werden und die zu einer antiferromagnetischen Fern-
ordnung der Spins fiihrt.

Fiir jedes Sr?*-Ion, das bei Dotierung ein La3*-Ton ersetzt, entsteht ein wei-
teres Loch, von dem bekannt ist, dal es sich vornehmlich auf einem Sauer-
stoffion aufthélt. Als Tréger dieser realen Locher und der fiir den Superaus-
tausch wichtigen virtuellen Locher dienen die zwischen benachbarten Cu—Ionen
hybridisierenden 2p—Orbitale der Sauerstoffionen, d.h. in x—Richtung das 2p,—
Orbital und in y-Richtung das 2p,—Orbital. Die relevanten Orbitale auf den
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Cu— und O-Ionen sind fiir eine Plaquette aus vier Cu—Ionen und den dazwi-
schenliegenden O-Ionen in der folgenden Figur dreidimensional veranschaulicht.

Die néchste Figur zeigt dieselben Orbitale noch einmal auf die (z,y)-Ebene pro-
jiziert, wobei das Quadrat eine zweidimensionale Elementarzelle kennzeichnet
und deutlich macht, dafl es drei relevante Orbitale pro Elementarzelle (oder pro
Formeleinheit CuQO3) gibt. Das elektronische Modell, das auf diesen drei Or-
bitalen basiert, nennt man das Dreibandermodell. Die eingezeichneten Vor-
zeichen geben unsere Konvention fiir die Eichung der Orbitale an, die fiir die
Aufstellung des Hybridisierungsoperators (14.4) getroffen werden mu$.
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Der Hamiltonoperator des Dreibandermodells
H = He +Hu + Hypa (14.1)

setzt sich aus drei Anteilen zusammen, die wir im folgenden zunéachst im Teilchen-
bild beschreiben werden. Der erste Teil

_ i T T
H€ o Z [Gddl,adl,a + €p(px,l+nx/2,0'px,l—|—nx/2,0' +py,l—|—ny/2,0'py,l—|—ny/2,o-)} (142)

l,o

ordnet den drei relevanten Orbitalen, dem 3d,2_,2—Orbital und den hybridisieren-
den 2p-Orbitalen die Energien €; und €, zu. Die 3d,>_,2—Elektronen mit Spin o
sitzen auf den durch den Vektor 1 gekennzeichneten Gitterpunkten des Quadrat-
gitters, die 2p,—Elektronen um einen halben Gittervektor n, /2 in x—Richtung ver-
schoben und die 2p,—Elektronen analog um n, /2 verschoben in der Mitte zwischen
zwei 3d-Orbitalen. Die vier anderen 3d-Orbitale sowie die nicht hybridisierenden
2p—Orbitale werden alle als stets doppelt gefiillt angenommen und brauchen daher
hier und im folgenden nicht explizit in die Modellierung aufgenommen zu werden.

Da in der undotierten Verbindung La,CuQ4 die 2p—Orbitale alle gefiillt sind und
die Locher in den 3d-Orbitalen sitzen, wiirde man zunachst annehmen, dal e > ¢,
und die Fermienergie bei €, liegt. Dies ist eine zwingende Annahme im Bilde
unabhéngiger Elektronen, das allerdings mit ernsten Problemen behaftet ist:

(1) Die 3d-Elektronen wiirden ein halbgefiilltes Leitungsband bilden und das un-
dotierte LasCuO,4 ware ein Metall. Das Experiment lehrt uns jedoch, daf} es
ein Isolator mit einer betrachtlichen Ladungsliicke von einigen eV ist.

(2) Dotierung mit Sr?T—Tonen reduziert die Elektronendichte, wobei die zusitz-
lichen Locher in den 3d-Orbitalen zu finden sein sollten. Experimentell wer-
den sie jedoch tiberwiegend in 2p—Orbitalen gesehen.

Diese beiden Probleme des Bildes unabhangiger Elektronen kénnen durch die An-
nahme einer starken Coulombabstoffung in der 3d—Schale, die durch den zweiten
Term

Hy =U dj dyd] d, (14.3)
1

in (14.1) modelliert wird, gleichzeitig gelést werden. Der Hubbardoperator (14.3)
bestraft ein zweites Elektron in einem 3d,2_,2—Orbital mit der Coulombenergie
U. Dadurch werden die folgenden beiden Effekte erzielt:

(1) Im undotierten LasCuO4 kosten Ladungsanregungen jetzt eine endliche
Energie. Fiur ¢4 > ¢, ware diese Energie gleich U, entspriache einem
Ladungstransfer von einem Cu?T-Ion auf ein anderes (|Cu?T)|Cu?T) —
|CudT)|Cul™)) und das System wire ein sogenannter Mott—Hubbard—
Isolator.

(2) Man ist jetzt nicht mehr zu der Annahme e; > €, gezwungen. Mit der
umgekehrten Annahme €5 < €, < €4 + U erklart man zwanglos die Beobach-
tung von Lochern in 2p—Orbitalen nach Sr—Dotierung. Gleichzeitig bleibt
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das System ein Isolator. Die niedrigste Ladungsanregung besteht jetzt jedoch
in einem Transfer eines Elektrons von einem 2p—Orbital in ein 3d—Orbital
(JO*7)|Cut) — |O17)|Cul™)), kostet die Energie U — (e, — €4) > 0 und das
System ist ein sogenannter Ladungstransfer—Isolator.

g,tU

€p

&
Das obige Bild verdeutlicht das gerade diskutierte Niveauschema noch einmal. Mit
anwachsender Fermienergie wird zunéchst ein Elektron in das 3d,2_,2—Orbital der
Energie ¢4 jedes Cu—lons gefiillt. Danach werden die hybridisierenden 2p—Orbitale
der Energie €, doppelt gefiillt, weil fiir ein zweites Elektron in einem 3d-Orbital
die groere Energie ¢; + U aufzubringen ware.

Die in den Orbitalen nichtdiagonalen Matrixelemente des Hamiltonoperators Hpq
beschreiben ein Hiipfen der Elektronen zwischen benachbarten Orbitalen. Aus
Symmetriegriinden konnen die zugehorigen Hiipfamplituden alle auf einen einzigen
Parameter t,q > 0 zurtickgefiilhrt werden und mit der in der vorletzten Figur
angegebenen Phasenkonvention fiir die Orbitale erhalten wir

de = _tpd Z [dI,O'(_px,l—an/Q,a + py,l+ny/2,0'

Lo (14.4)
+ px,l—nI/Q,a - py,l—ny/Q,a) + hC] :

Die Hybridisierungsmatrixelemente des Orbitals d,2_,2; mit den anderen 2p-

Orbitalen (z.B. mit py 14n, /2 und p; 145, /2 Wie in der folgenden Figur gezeigt) ver-

schwinden alle aus Symmetriegriinden: Der Kristall ist invariant unter Spiegelun-

gen an der zz— und zy—Ebene, wahrend das Produkt der 3d— mit der 2p—

Wellenfunktion unter jeweils einer dieser Spiegelungen das Vorzeichen wechselt.
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Wahrend wir hier und im folgenden im Teilchenbild arbeiten werden, wollen wir
kurz das Dreibandmodell auch im Locherbild beschreiben. In Analogie zu (3.6)
wird die Teilchen—Loch—Transformation hier durch die Gleichung

.i.
m,o /2

= 20¢! (14.5)

= 20¢C m,—o /2

C C

m,—o /2’ m,o /2

beschrieben, wobei der Erzeuger ¢! stellvertretend fiir d' oder pJ, (o = x, v, z) im
Teilchenbild steht, m fiir den Platz des Ions (m =1 bzw. m =1+ n,/2), 0 =
+1/2 und ¢ den Vernichter im Locherbild bezeichnet. Wie in Kapitel 3 garantiert
auch die Transformation (14.5), dal der Spinoperator unter der Teilchen—Loch—
Transformation invariant ist. Wenn wir Operatoren im Locherbild generell mit
einer Schlange kennzeichnen, gilt namlich

S = Z cLsaﬁ cg = Z 6Lsaﬁ Cg = S. (14.6)
a,B o,
Fiir den Teilchenzahloperator finden wir

n= chcg Z ¢ & = (14.7)

der Hiipfoperator wechselt ebenfalls das Vorzeichen,

> (dip, +phdy) = (dpl + Pedh) = = (phd, + dip,) (14.8)

e e (o

und fiir die Coulombabstofiung (14.3) brauchen wir
mny = (1— ) (1—f)) =1 — @+ figf,. (14.9)
Aus den letzten drei Gleichungen folgt
He = 2L(eq +2¢p) — Hey, Hpa = —Hpa, Hy =UL—UNy;+Hy, (14.10)

wenn L die Zahl der Elementarzellen und Ny der Operator fiir die Zahl der d—
Locher ist. Daher hat das Dreibdndermodell im Lécherbild dieselbe Struktur wie
im Teilchenbild, wenn man nur die Modellparameter wie folgt substituiert:

gd = —€q — U, gp = —€p, U= U, Gdf—l\:/U = —€4, Epd == —tpd. (14.11)

Im Léchervakuum sind alle 3d-Schalen gefiillt (Konfiguration 3d'%) und alle 2p—
Schalen ebenso (Konfiguration 2p%). Analog zum Teilchenbild gilt im Lécherbild
die Ungleichung €; < €, < ed:/U . Daher werden mit wachsender Fermienergie
zunachst die 3d-Schalen mit je einem Loch gefiillt. Die nachsten Locher besetzen
dann die 2p—Schale, weil ein zweites Loch in einer 3d—Schale eine noch hdéhere
Energie hatte. Insgesamt entsteht das Niveauschema im Locherbild durch exakte
Inversion des Niveauschemas im Teilchenbild, wie in der folgenden Figur gezeigt.
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_Ed 'U

Die Gleichungen (14.1) bis (14.4) definieren die minimale Version des Dreibdnder-
modells fiir die Kupratsupraleiter. Bei Bedarf kann diese Version durch weitere
Details wie eine Hybridisierung benachbarter Sauerstofforbitale

_ T T
pr - _tpp Z(pw,l—l—nm/Z,apy,l—l—ny/Z,a - py,l+ny/2,apw,l—nz/2,a
Lo (14.12)

f t
+ px’l—nm/27(jpy7l—ny/2’g - py’l_ny/Q’a.pm’l_’_nz/Q’a_ + h.C.)

oder durch Coulombterme innerhalb der 2p—Schale oder zwischen benachbarten
3d— und 2p-FElektronen ergianzt werden.

Um das Dreibandermodell zu quantifizieren, zitieren wir einen gebrauchlichen Satz
von Modellparametern, den wir im folgenden auch verwenden werden, wenn wir
quantitative Ergebnisse ableiten:

Api =€, —€eqg=36eV, U=8eV, t,q=12eV, t,,=0>5eV. (14.13)

Da die Hiipfamplituden t¢,q (und t,,) vergleichsweise klein sind, konnen wir
davon ausgehen, dafl sie das oben ohne Einbeziehung der Hybridisierung disku-
tierte Szenarium nicht qualitativ dndern werden: Die Ladungsliicke wird mit
zunehmender Hybridisierung zwar abgesenkt, schlieit sich aber erst, wenn ¢,4 ~
Apg, und der Parametersatz (14.13) beschreibt fiir das undotierte System einen
Ladungstransfer—Isolator, in dem jedes Cu—lon einen Spin 1/2 trdgt. Die mit
diesen Spins verbundene 2%-fache Entartung wird durch eine durch die Hy-
bridisierung verursachte antiferromagnetische Superaustauschwechselwirkung
auf einer kleinen Energieskala J aufgehoben. Nach Lochdotierung koénnen die
Locher auf die Sauerstoffionen in beliebiger Weise verteilt werden. Auch diese
Entartung wird durch die Hybridisierung auf einer kleinen Energieskala ¢ aufge-
hoben. Die physikalischen Eigenschaften der Tieftemperaturphasen des Systems
werden durch die kleinen Energieskalen ¢t und J mafigeblich bestimmt. Als effek-
tives Modell, das die Physik auf diesen Energieskalen explizit beschreibt, kann aus
dem Dreibandermodell das t—J—Modell abgeleitet werden. Im folgenden werden
wir die Herleitung des t—J—Modells ausfiihrlich erldutern.
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15. Darstellung durch hybridisierende Wannierorbitale

Das t—J-Modell wird durch einen effektiven Hamiltonoperator im Sinne des in
Kapitel 13 vorgestellten Konzepts dargestellt. Als Storung V wird dabei oft die
Hybridisierung H,q verwendet. Um die Superaustauschwechselwirkung J zwischen
benachbarten C'u—Spins zu erhalten, muf3 man ein Loch von einem C'u—Ion iiber ein
Sauerstoffion auf ein benachbartes C'u—Ion und auf demselben Wege zurtick hiipfen
lassen. Daher ist J proportional zu tf‘)d und man braucht eine Verallgemeinerung
der Formel (13.6) auf vierte Ordnung in V. Eine Stérungsrechnung in vierter Ord-
nung ist physikalisch nicht besondes transparent. Aulerdem ist der Wert von t,4
nach (14.13) nicht sehr klein gegen A,q und eine direkte Stérungsentwicklung nach
Potenzen von t,q ergibt Ergebnisse, die nicht quantitativ genau sind. Wir wer-
den im folgenden zeigen, daf§ wir uns mit den Parametern (14.13) tatséchlich weit
auflerhalb des Konvergenzradius der Storungsreihe nach Potenzen von ¢,4 befinden.
Aus diesen Griinden werden wir hier einen alternativen Weg zur Herleitung des
effektiven Hamiltonoperators beschreiten, indem wir Wannierorbitale fiir die hy-
bridisierenden 2p—Orbitale einfiihren. Diese Darstellungsanderung wird uns eine
Umsummation der Storungsreihe ermoglichen, mit der wir deren Konvergenzradius
stark vergroflern und damit quantitative Ergebnisse fiir die Parameter des t—J—
Modells mittels einer sehr einfachen Stérungsrechnung niedriger Ordnung erzielen
werden. Gleichzeitig wird die Physik des Problems in dieser Wannierdarstellung
viel transparenter werden. Dieser Ansatz zur Behandlung des Dreibandermodells
geht auf eine Arbeit von Zhang und Rice zuriick.

Der Hiipf-Hamiltonoperator (14.4) bringt zum Ausdruck, dafl eine bestimmte Li-
nearkombination der vier benachbarten 2p—Orbitale mit jedem 3d—Orbital hybri-
disiert. Fir benachbarte 3d—Orbitale haben diese Linearkombinationen ein 2p—
Orbital gemeinsam und sind daher nicht orthogonal zueinander, sondern haben
wegen der Koordinationszahl z = 4 einen Uberlapp von —1 /z = —1/4. Um mit
einem orthonormierten Satz von aus 2p—Orbitalen gebildeten Zustanden arbeiten
zu konnen, unterwerfen wir die hybridisierenden 2p—Orbitale einem natiirlichen
Orthonormierungsverfahren, das uns die genannten Wannierorbitale liefern wird.

Wir transformieren dazu den Hybridisierungsoperator H,, in die Impulsdarstel-
lung. Fiir die Erzeuger verwenden wir hierzu die Darstellungen

1 .
di, = 7 > el (15.1)

keBZ

und
T

1 —1 n
Poting /2,0 = ﬁ Z ekt "‘/Q)PL,KU (a =z, y). (15.2)

keBZ

Indem wir diese Darstellungen in (14.4) einsetzen, erhalten wir

Hpa = —tpd Z [dLU(—Zi SIL - Py o + 2i sin Ey Pyro) T h.c.]. (15.3)
k,o
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Hier haben wir angenommen, dafl die Gitterkonstante den Wert 1 hat (|n,| = 1).
Die Brillouinzone BZ besteht dann aud dem Quadrat |k, | < 7, |k,| < 7.

Das 3d-Orbital hybridisiert nach (15.3) mit einer impulsabhéngigen Linearkombi-
nation der beiden 2p-Orbitale p, und p,. Mittels des Formfaktors

F(k) = 2\/81112 %x + sin? % - 2\/1 _ Cosky Fcosky (15.4)

2

normieren wir diese hybridisierende Linearkombination und definieren dadurch das
hybridisierende Wannierorbital in Impulsdarstellung:

) ky
Wy , = 20 (—sin— 5 pmka—i_Sln? pykg>/f( ), (15.5)
mit dem H,q die einfache Form
Pd - Pd Z f dI{,o'wk,O' + wlT(,O'dk,U)' (156)

annimmt. Die hybridisierenden Wannierorbitale in Ortsdarstellung (Gitterplatz-
darstellung) gewinnen wir schlie8lich durch Fourierriicktransformation:

.1 ikl
Wy = —— ew, . 15.7
Lo \/Z ; k,o ( )

Im Gegensatz zu den urspriinglichen 2p-Orbitalen p, und p,, die auf den Kan-
tenmitten des Quadratgitters plaziert waren, sind die Wannierorbitale w; auf den
durch die Gittervektoren 1 bezeichneten Vertizes (Cu—Plédtzen) zentriert. Wan-
nierorbitale auf verschiedenen Plédtzen gehen durch Translation auseinander her-
vor und sind orthogonal aufeinander, weil sie durch die unitare Transformation
(15.7) aus den wy_, gewonnen wurden, die als Blochzustéinde paarweise ortho-
gonal aufeinander sind. Wir werden die rdumliche Ausdehnung des Wannieror-
bitals auf dem Gitter im folgenden noch besprechen. Zunachst haben wir jetzt
das Ziel erreicht, die hybridisierenden 2p—Orbitale zu orthogonalisieren. Die
Riicktransformation des Hiipfoperators (15.6) in die Ortsdarstellung ergibt

pd—_tpdz Tim lU ma—i_h’c} (15.8)

I,m,o
Hierbei spielen die Fourierkoeffizienten des Formfaktors f(k), die durch
Tr= 13 £ ™ = (f(k) M) / TE R (15.9)
L " B2 Bz (27)? .

definiert sind, die Rolle von Hiipfamplituden. Ein Vergleich der Normen der 2p—
Orbitale in (15.8), (15.6) und (14.4) liefert uns die Summenregel

ZTR =(f2(k)),, = (15.10)
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fiir diese Hiipfamplituden. Die Tg haben die volle Symmetrie des Quadratgitters,
so dafl z.B. T(1,0) = T(—1,00 = T(0,1) = T(0,—1) gilt. Die numerischen Werte der
Amplituden fiir nahe Hiipfprozesse sind in Tabelle 15.1 zusammengestellt.

Tabelle 15.1
T0,0) T1,0) T 1) T(2,0) Ti2,1)
1,916183 -0,280186 -0,047013 -0,0274505 -0,013703

Man erkennt, dafl die gitterplatzdiagonale Hybridisierungsamplitude T(g ) viel
groBer als alle anderen ist und die Summenregel (15.10) schon zu 91, 8% (T(Qo,o) /4)
ausschopft. Die Amplituden zu den nachsten Nachbarn sind etwa siebenmal kleiner
als T{¢,0) und mit ihnen wird die Summenregel bis auf 0,35% (1, o) + 4717 ())/4)
ausgeschopft. Die Amplituden zu weiteren Nachbarn sind dementsprechend
nochmals deutlich kleiner. Das asymptotische Verhalten von Ty fiir grole R hangt
mit dem nichtanalytischen Verhalten von f(k) bei k = 0 zusammen und ergibt

sich zu
-1

Tr ~ (R — o0). (15.11)

2R3

0,035

Um die Form des Wannierorbitals auf dem Gitter auszurechnen, mufl man in (15.7)
die Gleichung (15.5) und die Umkehrung der Fourierreihe (15.2) einsetzen. Man
erhélt dann (Spinindex unterdriickt)

wl = Z Cl—m—na/Q pa,m—|—na/2 (1512)

m,«
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mit Koeffizienten

ikR

~ A —A ‘

C —m l-m-—n,’ AR = <m>BZ’

l-m—-n,/2

(15.13)

die die Amplitude des 2p—Orbitals auf dem Bond m+n,, /2 im Wannierorbital auf
dem Vertex 1 beschreiben. In der Figur auf der letzten Seite ist das auf dem roten
3d—Orbital zentrierte Wannierorbital bildhaft dargestellt. Abnehmendes Gewicht
der 2p—Orbitale ist durch heller werdende Griintone angedeutet, ihre Phase durch
die eingezeichneten Vorzeichen und die Amplituden durch Dezimalbriiche. Die
dem 3d—Orbital benachbarten 2p—Orbitale haben die grofite Amplitude 0,479, mit
der sie die Norm des Wannierorbitals zu 91,8% (4 - 0,4792) ausschopfen. Die
relativ kleinen Beimischungen fernerer Nachbarorbitale garantieren die Ortho-
gonalitdat der Wannierorbitale auf verschiedenen Gitterplatzen. Die in der Figur
eingezeichneten Orbitale schopfen die Norm des Wannierorbitals zu mehr als 98%
aus. Das Wannierorbital hat unter der Punktgruppe des Quadratgitters dasselbe
Transformationsverhalten wie das Orbital 3d,2_,2 (Vorzeichenwechsel unter 90°—
Drehungen, gerade unter Spiegelungen an z— und y—Achse).

Die Hiipfamplituden (15.9) und die Koeffizienten (15.13) héngen iiber die Relation

Tr = CR—nx/Q + CR—ny/Q - CR—an/Q - CR+ny/2 (1514)

miteinander zusammen.

Um auch den Hamiltonoperator (14.2) durch das Wannierorbital ausdriicken zu
konnen, brauchen wir den nichthybridisierenden zu w orthogonalen 2p—Zustand,
den wir nach Gleichung (15.5) als

k, ky
Vk,o = 2i(sin =2 5 Prio T sin — 5 Py [ (k) (15.15)

festlegen. Die Gitterplatzdarstellung dieses Orbitals ergibt sich aus einer zu (15.7)
analogen Gleichung. Es gilt damit

He= leady oy o + (Pl s oPusco + P scoPyics)]

k,o
= Z lcadi i + ep(wl gy, + 0 0y ,)] (15.16)
= Z Edd +Ep(wl lea +UIJU10)]

Das nichthybridisierende Orbital v koppelt nicht an die anderen Freiheitsgrade des
Systems, wird im folgenden immer vo6llig besetzt sein und daher keine Rolle als
dynamischer Freiheitsgrad spielen. Das Dreibédndermodell (14.1), das sich in der
Wannierdarstellung aus den Operatoren (14.3), (15.8) und (15.16) zusammensetzt,
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hat daher in Wirklichkeit nur 2 miteinander verkoppelte orbitale Freiheitsgrade pro
Elementarzelle und wir werden den v—Term in (15.16) im folgenden ignorieren.

Es bietet sich jetzt eine Aufspaltung (13.1) des Hamiltonoperators (14.1) an, die
eine sehr gute Konvergenz der Storungstheorie erwarten 1affit. Als ungestorten
Anteil wahlen wir dabei

Ho = Z [eddigdw + ei,)wltgwh7 — to(digwl’a + ! dl’g)} +Hy, (15.17)

l,o
l,o

wobei wir fiir die gitterplatzdiagonale Hybridisierungsamplitude aus (15.8) die
Abkiirzung to = T{0,0)tpa eingefiihrt haben. Der obige Hamiltonoperator Hy ist
gitterplatzdiagonal und koppelt an jedem Gitterplatz 1 nur eine kleine Zahl von
Freiheitsgraden. Da die Energie ¢y in keiner Weise klein gegen die Energie A,q4
ist, sollte dieses lokale Problem an jedem Gitterplatz nicht storungstheoretisch,
sondern exakt gelost werden. Durch die exakte Losung dieses Problems werden die
oben erwahnten Schwierigkeiten mit dem kleinen Konvergenzradius der direkten
Entwicklung nach Potenzen von t,4 beseitigt.

Die Storung besteht jetzt aus den Anteilen der Hybridisierung (15.8), die nichtdia~
gonal im Gitterplatzindex sind, und lautet daher

1#m
V=—tps > TNem|d] W o+ 0] di o). (15.18)

l,m,o

Die Entwicklung nach Potenzen dieser Storung verspricht gut zu konvergieren, weil
die Amplituden TR fiir R # 0 das Matrixelement ¢,4 deutlich reduzieren.

Das weitere Vorgehen wird jetzt darin bestehen, dafl wir zundchst das ungestorte
Problem (15.17) 16sen und dann die Storungrechnung nach der Stérung (15.18)
durchfiihren.
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16. Exakte Behandlung der lokalen Hybridisierung

Die Losung des ungestorten Problems benotigen wir in verschiedenen Sektoren des
Hilbertraums fiir einen Gitterplatz 1. Fiir das undotierte System brauchen wir die
Losung im Sektor mit einem Loch. Fiir das dotierte System brauchen wir auch
die Losung fiir zwei Locher. Auflerdem werden wir die Losungen mit zwei Lochern
und mit keinem Loch als Zwischenzusténde zur Berechnung der Austauschwechsel-
wirkung brauchen. Wir werden daher im folgenden die Eigenzustidnde von (15.17)
in diesen Sektoren an einem Gitterplatz 1 berechnen. Der Vollstandigkeit halber
werden wir auch die Eigenzustdnde mit drei und vier Lochern angeben. Da die
Losung nicht von 1 abhéngt, werden wir den Gitterplatzindex dabei unterdriicken,
d.h. wir berechnen die Eigenzustiande des lokalen Hamiltonoperators

hiow = Y _ [eadbdy + eulw, —to(diw, +wld,)] + Udlddld,. (16.1)

o

Um eine einfache Notation zu erreichen, werden wir (unter Beibehaltung des
Teilchenbildes) als Vakuumzustand |0) den lochfreien Zustand benutzen. In ihm
sind die Orbitale d und w doppelt besetzt, er hat daher den Spin 0 und die Energie

Eo = 2eq 4 2¢, + U. (16.2)

Im Sektor mit einem Loch gibt es fiir vorgegebene z—Komponente des Spins S, = o
zwei Zustande, weil das Loch auf dem d— oder dem w—Orbital sitzen kann. Wir
wéahlen dementsprechend als Basiszustande die beiden Zusténde

|d,o) =d__|0), |lw, o) =w__[0). (16.3)

In dieser Basis hat der Hamiltonoperator (14.31) die Matrixdarstellung

E; to . 2€p + €4 to
< to Ew) o ( to 2€d + €p + U) (164)

mit den beiden Eigenwerten

) + 2. (16.5)

E,+FE E,—F
_gi\/(Td

Fiir uns wird nur der tiefste Eigenzustand mit der Energie F;_ von Interesse sein.
Er kann in der Form
|1, —,0) = cosald, o) + sinalw, o) (16.6)

dargestellt werden. Mit der Abkiirzung AFE; = FE1, — E;_ fiir die Niveauaufspal-
tung in (16.5) erhalten wir fiir die Amplituden die Formeln

\/AE1+Ew_Ed . \/AEl_Ew+Ed
CoOsS & = y sSsimmo = —

2AE, 2AE; (16.7)
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Der wahre Grundzustand des Cu-lons in der Konfiguration Cu?* ist also nicht
der reine Zustand |d, o) mit einem Loch in der 3d—Schale des Cu—Ions, sondern
diesem Zustand ist mit einer nicht unbetréchtlichen Amplitude der Zustand |w, o)
beigemischt, in dem das Loch (im wesentlichen) auf einem der vier benachbarten
Sauerstoffionen sitzt. Fiir die Modellparameter (14.13) kénnen wir diese Aussage
durch die folgenden Zahlen quantifizieren:

E,—E;=44eV, ty=23eV, AFE; =64¢eV,

16.8
cosa = 0,92, sina=—0,39; cos’a=0,85 sin’®a=0,15. (168)

Das Loch befindet sich demnach mit einer Wahrscheinlichkeit von 15% nicht
auf dem Cu-Ion. Die kovalente Mischung der Konfigurationen Cu?t0?~ und
Cu'TO'~ ist mit einer NiveauabstoBung von 2eV verbunden, wie in der folgen-
den Figur gezeigt.

|1,+, o>

lw,o > f i
1

4,4eV [ 6,4eV

Y

ld,o > Y
|1,-, o>

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dafl eine Storungentwicklung nach Potenzen
von ty die obigen Ergebnisse nicht quantitativ reproduzieren kann. Fiir eine gute
Konvergenz dieser Storungsentwicklung miifite der zweite Term ¢ in der Wurzel
von (16.5) ausreichend klein gegen den ersten Term (E,, — E4)?/4 sein; tatséchlich
ist er sogar grofer (tg = 2,3eV, (Ey, — FE4)/2 = 2,2eV). Aus den Verzwei-
gungspunkten der Wurzel in (16.5) bei ty = +i (F, — E4)/2 liest man miihelos
den Konvergenzradius der direkten ¢,;-Entwicklung fiir die Einlochzustéande ab.
Er betragt

ey EBw—E; U-A
te) = d = pd — 1,148 eV (16.9)
2T(0,0) 2T(0,0)

und ist damit etwas kleiner als der von uns hier angenommene Wert von t,q =
1,2eV. Wir werden sehen, dal dieses Versagen der Storungsentwicklung nach
Potenzen von ¢y im Sektor mit zwei Lochern noch ausgeprégter ist.

Der Sektor mit zwei Lochern enthélt sechs Zustande. Drei dieser Zustinde,

12,1,+1) = d,w, |0)
1
V2
12,1, -1) = dyw, |0),

2,1, 0)=—=(d,w; +d;w)[0) (16.10)
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bilden ein Triplett mit dem Gesamtspin S = 1 und der Energie
Eor =¢4+ €p- (16.11)

Die drei anderen Zustidnde haben den Gesamtspin S = 0. Als Basis in diesem
Singulettunterraum wahlen wir die Zustande

12,0, ww) = w,w,[0)

1
12,0, dw) = ﬁ(dle — dyw))[0).

In dieser Basis hat der Hamiltonoperator (16.1) die Matrixdarstellung

Euw 0 V2t 2 +U 0 V2t
0 Eg V2t | = 0 2¢, V2t |- (16.13)
V2t 2ty  Egw V2t 2ty eat e

Fir die Eigenwerte dieser dreidimensionalen Matrix erhalten wir im allgemeinen
keinen einfachen Ausdruck. Einen qualitativen Uberblick kénnen wir uns jedoch
verschaffen, indem wir den symmetrischen Spezialfall E,,,, = Eqq (d.h. 2A,4 = U)
betrachten, in dem die Zustande mit zwei d— und zwei p—Lochern die gleiche En-
ergie besitzen (die deutlich grofer als die Energie Ey,, ist) und von dem die realis-
tische Parameterwahl (14.13) nicht weit entfernt ist. In diesem Spezialfall ist der
Zustand 2,0, ww) — |2, 0, dd), der dem Eigenvektor (1, —1,0) entspricht, ein offen-
sichtlicher Eigenzustand der Hamiltonmatrix (16.13) mit dem Eigenwert E44. Man
kann dann leicht alle Eigenwerte bestimmen und erhélt die drei Singulettenergien

EQSO - Esyrn (I fdd) = Edw + 5
B 4R 7 (16.14)
FErgt = Zsym T Pdw + (—)2 + 42%.
2 4
Die zugehorigen Eigenzustande sind
. cos 3
2,0,4) = —sin 32,0, dw) + (12,0, ww) + |2,0,dd))
V2
1
2,0, 0) = —(|2,0, ww) — [2,0,dd)) (16.15)

V2

2,0, —) = cos §[2,0, duw) + 220

V2

IAB, +U2 [AE, —U/2
_ _ Rk Y/= 16.1
cos 3 N sin 3 N (16.16)
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wobei AFy = FEssy — Fag—. Da in den Zustdnden |2,0,+) und |2,0,—) beide
Locher hybridisiert werden, ist die kovalente Mischung hier noch starker als im Ein-
lochsektor. Im Grundzustand |2,0, —), der als Zhang—Rice—Singulett bekannt
ist, erfahren das d-Loch und das w-Loch eine sehr starke Bindung. Die starke
Bindung der beiden Locher senkt die Energie Fog_ deutlich gegeniiber der Triplett-
energie Fyp ab.

Die Eigenzustdnde im Singulettsektor fiir die Modellparameter (14.13) unterschei-
den sich von den obigen nur unwesentlich und ergeben sich aus der numerischen
Diagonalisierung der Matrix (16.13) als

12,0, +) = 0,543|2, 0, dw) + 0,666(2, 0, ww) + 0,512|2, 0, dd)
12,0, 0) = 0,086/2, 0, dw) — 0,650(2, 0, ww) + 0,755|2, 0, dd) (16.17)
12,0, —) = 0,835|2, 0, dw) — 0,366|2, 0, ww) — 0,410[2, 0, dd).

Das zugehorige Niveauschema ist zusammen mit der Triplettenergie in der folgen-
den Figur gezeigt. Die Bindungsenergie von 3 eV, mit der das d— und das w—Loch
zum Zhang—Rice—Singulett gebunden sind, entsteht durch eine insgesamt 30%—ige
Beimischung (0,3662 + 0,410%) der beiden Zustinde, in denen beide Locher ent-
weder im d— oder im w—Orbital sitzen. Tatsachlich werden durch diesen starken
Korrelationseffekt die hybridisierenden 2p—Orbitale, die im Punktladungsmodell
unter den nichthybridisierenden liegen und deshalb bei Dotierung gar nicht die
Locher aufnehmen wiirden, iiber die anderen 2p—Orbitale angehoben. Dadurch
wird das Dreibandmodell, in dem die nichthybridisierenden 2p—Orbitale als gefiillt
angenommen und ignoriert werden, a posteriori gerechtfertigt.

I 12,0,+>
0 / eV
2:0:\6\/\6\/ ! T 1 |2,0,0>
4,4eV [3,6ev o 4eV
2,0.d ws! Y

‘ Y - Y 12,1>
\< 3eV
Y 12,0,—>
Der Konvergenzradius einer Storungsentwicklung fiir die Zweilochzustiande kann

im oben betrachteten symmetrischen Fall wieder aus den Verzweigungspunkten
der Aufspaltung AF5 in (16.14) abgelesen werden und ergibt sich zu

4
t(CZ) _ U/

Pi T 90 0,522eV < () /2. (16.18)

Im allgemeinen Fall 2A,,4 # U kann man die Verzweigungspunkte der Eigenwerte
E der Matrix (16.13) bestimmen, indem man in der komplexen tp—Ebene nach
Punkten sucht, an denen die Eigenwerte E entartet sind. Diese Forderung ergibt

104



eine algebraische Gleichung dritten Grades fiir #3, die leicht numerisch zu l6sen ist.
Aufler den beiden Verzweigungspunkten, die sich im nichtsymmetrischen Fall aus
iit;if) entwickeln, liefert diese Gleichung vier betragsgleiche komplexe Verzwei-
gungspunkte, die bei kleiner Asymmetrie in fithrender Ordnung in der Asymme-

trie durch ty = :I:\/ +i(U? — 4A12)d) /4 gegeben sind und damit beliebig kleinen

Konvergenzradius in der Nahe des symmetrischen Spezialfalls implizieren. Diese
Verzweigungspunkte koppeln beim Ubergang in den symmetrischen Fall mit ver-
schwindender Amplitude an die Losung des Zweilochproblems im Singulettsektor
und werden daher bei Anndherung an den symmetrischen Fall zunehmend irrele-
vant.

Um einen quantitativen Uberblick iiber die Abhangigkeit des Konvergenzradius
von den Modellparametern zu erhalten, zeichnen wir in der folgenden Figur die
Betrage ¢, der komplexen Verzweigungspunkte ¢p4 in Einheiten von U /2 als
Funktion des Asymmetrieparameters n = 1 — 2A,4/U. Die Verzweigungspunkte
fiir Dreilochzustande, die im folgenden noch berechnet werden, sind auch schon
eingezeichnet. Der Konvergenzradius wird durch den kleinsten Betrag bestimmt
und ist in rot gezeichnet. Der gréfite Konvergenzradius wird fiir die Asymmetrie
n = 0,117 erreicht und hat den Wert tha = 0,127 U/2. Fir die Parameterwerte
(14.13) gilt n = 0,1 und der Konvergenzradius hat den Wert t7, = 0,117U/2 =
0,469 eV, weit unterhalb des hier angenommenen Wertes von t,q = 1,2¢V.

0.4
1-Loc

03 o 0.3
t C
~pd 10.2
U/2

—Loch
O-l I 2_LOC 7 O-l
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Der Sektor mit drei Lochern, den wir der Vollstéandigkeit halber auch noch disku-
tieren wollen, hat grofle Analogie zum Einlochsektor. Auch hier gibt es fiir
vorgegebene z—Komponente des Spins S, = ¢ zwei Zustande, weil das verbleibende
einzelne Elektron auf dem w— oder dem d-Orbital sitzen kann. Wir wahlen dem-
entsprechend als Basiszustande die beiden Zustande

lwdd, o) = w_,dd||0), |dww, o) = d__ wrw||0). (16.19)
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In dieser Basis hat der Hamiltonoperator (16.1) die Matrixdarstellung

€p to
(o ) (.20

mit den beiden Eigenwerten

Analog zu (16.9) erhalten wir fiir den Konvergenzradius hier den Wert
(e3) Apd
t, ) = ——— =20,939eV. 16.22
rd 2T(0,0) (16:22)
Der Vierlochsektor schliellich besteht aus dem einzigen Zustand
|ddww) = delewl|O> (16.23)
mit der Energie
E,=0. (16.24)

Die Grundzusténde des ungestorten Hamiltonoperators (15.17) sind hoch entartet.
Bei vorgegebener Dotierung sind alle Zustande mit einer entsprechenden Konzen-
tration von “Léchern” (d.h. Zhang—Rice-Singuletts) Grundzustdnde, wobei alle
restlichen Pldtze mit “Spins” (d.h. Grundzustidnden des Einlochsektors) besetzt
sind. Die Entartung ergibt sich aus der unabhingigen Orientierung aller Spins
und der beliebigen Platzierung der Locher im Gitter.

Auf der Grundlage der hier besprochenen exakten Diagonalisierung des ungestor-
ten Hamiltonoperators (15.17) werden wir in den beiden néchsten Kapiteln die
Storungsrechnung nach der Stérung (15.18) diskutieren, die diese Entartung
aufhebt. Im folgenden Kapitel wird zunéchst die Austauschwechselwirkung J zwi-
schen zwei Spins, d.h. zwischen zwei Ionen im Einlochsektor, berechnet. Danach
werden wir das Hiipfen ¢ eines zuséatzlichen Loches, d.h. das Hiipfen eines Zhang—
Rice—Singuletts, untersuchen.

Fir das sich daraus ergebende t—J-Modell erhalt man mittels eines Pseudo-
fermions c eine einfache explizite Darstellung. Wir bezeichnen dazu den Zustand,
in dem an allen Gitterplatzen ein Zhang—Rice-Singulett sitzt, als das Pseudo-
fermionvakuum |0).. Anwendung des Erzeugers C}Lg wandelt das Zhang—Rice—
Singulett am Platz | in einen Spinzustand mit der Spiflquantenzahl o um. Auf diese
Weise bauen wir mit dem Fermion ¢ den gesamten Grundzustands—Hilbertraum
auf. Eine zweifache Anwendung CI’UCI’_U‘(])C eines Erzeugers am selben Gitter-
platz, mit der man diesen Hilbertraum verlassen wiirde, muf} allerdings vermieden

werden. Mit dem Operator der Besetzungszahl n, A = cigcl’g schreibt sich das
t—J—Modell dann in der Form

Hicg=—t Y pemel—n_ )1 =np ) +J Y Si-Sm. (16.25)

<lm>,o <lm>

Hier verhindern die Projektionsoperatoren 1 — n die Doppelbesetzung eines Git-
terplatzes.

106



17. Berechnung der Austauschwechselwirkung

Wir betrachten zwei benachbarte Cu?t-Ionen auf den Plitzen A und B. Auf-
grund der Hybridisierung hangt die Energie dieser Ionen von der relativen Ori-
entierung der Spins Sy, und Sp ab. Aus Griinden der Spinrotationssymmetrie
des Hamiltonoperators (14.1) mufl der effektive Hamiltonoperator fiir die Aus-
tauschwechselwirkung die Form

Her = J (Sa-Sp+c) = J[S4S +c+1(S1Sp +5,5%)] (17.1)

haben. Um den Wert der Austauschkopplung J zu bestimmen, mufl man nicht
den ganzen effektiven Hamiltonoperator berechnen, sondern man kann J mit der
doppelten Amplitude fiir einen Spinflipprozess identifizieren.

Zur ersten Orientierung werden wir mit einer Berechnung der Austauschkopplung
J durch eine direkte Stérungsrechnung nach dem Hybridisierungsoperator (14.14)
beginnnen. Den dabei erhaltenen Wert fiir J, der nach den Bemerkungen in Kapi-
tel 15 nicht als quantitativ genau zu betrachten ist, werden wir als Richtwert
fiir den Vergleich mit den Werten benutzen, die wir danach mit Hilfe der Wan-
nierorbitale gewinnen werden. Anhand der folgenden Figur macht man sich leicht
klar, daf§ fiir einen Spinflipprozess eine vierfache Anwendung des Stéroperators
notwendig ist. Wir beginnen mit einem Anfangszustand, in dem die beiden Locher
auf den Ionen A und B verschiedene Spinrichtung haben. Im ersten Schritt kann
dann eins dieser Locher auf das zwischen den C'u—lonen liegende Sauerstoffion
hiipfen. Dieser Zwischenzustand hat die Anregungsenergie AE = U — Apy. Im
zweiten Schritt kann entweder das d-Loch auf dem zweiten Cu—lon auf das Sauer-
stoffion hiipfen (AE = 2(U — A,4)) oder das Loch auf dem Sauerstoffion kann auf
das andere Cu—lon weiterhiipfen (AE = U). Durch zwei weitere Hiipfprozesse,
die aus der Figur ersichtlich sind, wird schliellich der spingeflippte Endzustand
erreicht.

tQtQ
"o @
® o

U-Dpg  2(U-Dp) U U-Apg

e 0 e
|
S0 0
I
-
I
0o

Zur Durchfiihrung der Rechnung braucht man die Verallgemeinerung der Storungs-
entwicklung (13.6) bis zur vierten Ordnung, die durch den folgenden Operator
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gegeben ist:

Heff :EOP0+POVPO+POVSVPO
1 1
+ PyVSVSVP, — 5POVPOVSQVPO - 513012:32121301/130

1 1
+ Py VSVSVSVE, — QPOVSQVPOVSVPO — QPOVSVPOVSQVPO

1 5 1 5 (17.2)
+ 5POVPOVPOVS VP + 5Povs VP, VP, VP,

1 1
— 5POVPOVSQVSVPO - 5POVSVS?VPOVPO

1 1

— §POVPOVSVSQVPO — EPOVSQVSVPOVPO +0(V°)

Der oben beschriebene Spinflipprozess wird durch den ersten Operator in der drit-
ten Zeile von (17.2) erzeugt. Unter Berticksichtigung des Faktors 1/2 in (17.1)
und der Vielfachheiten der in der obigen Figur gezeigten Prozesse erhalten wir fiir
Spins auf benachbarten C'u—lIonen die antiferromagnetische Austauschkopplung
@) _ 215 ( 4 N 3) _ 4155 (20 — Apa)
WU A 2T =B U U= By

(17.3)

Zwischen weiter entfernten Cu-Ionen gibt es in vierter Ordnung keine Aus-
tauschkopplung, fiir zweite Nachbarn z.B. erst in achter Ordnung.

Wie schon im letzten Kapitel diskutiert wird diese einfache Storungsrechnung
fiir die Parameterwerte (14.13) nicht ausreichen, da wir uns mit diesen Para-
metern auflerhalb des Konvergenzradius der Storungsentwicklung nach Potenzen
von t,q befinden. Wir geben zur Demonstration der Unbrauchbarkeit einer di-
rekten Storungsentwicklung hier ohne néhere Erlauterungen iiber die Erweiterung
der Formel (17.2) auf die sechste Ordnung die Korrektur sechster Ordnung an,
bei der das hiipfende Loch zusatzlich eins der sechs benachbarten Sauerstoffionen
besuchen kann. Das Ergebnis driicken wir durch den Korrekturfaktor §6) aus,
indem wir schreiben:

412 ,(TU — 2A,4)
(4) (6) (4) . £(6) (6) pd P
Jdlr + Jdlr Jdlr J J (2(7 _ épd)(lf _ ﬁpd>2 ( 7 )

Die Korrektur sechster Ordnung reduziert J O(li) stark und wiirde fiir die Parameter-
werte (14.13) einen Vorzeichenwechsel ( 56) < 0) bewirken, der als unphysikalisches
Artefakt zu betrachten ist. Wir schlieen daraus, daf} die direkte Storungsrechnung

kein geeigneter Weg zur quantitativen Berechnung der Austauschkopplung ist.

Wie auch schon im letzten Kapitel erlautert werden wir eine sehr viel bessere
Konvergenz erzielen, wenn wir auf der Grundlage der exakten Lésung des lokalen
Problems (15.17) den Operator (15.18) als Stérung betrachten. Bevor wir dies
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tun, wollen wir uns klarmachen, wie wir das obige Ergebnis (17.3), das wir durch
direkte Entwicklung nach dem Storoperator (14.4) erhalten hatten, unter Verwen-
dung der Wannierdarstellung (15.8) fiir denselben Stéroperator wiedergewinnen
konnen. FEin d-Loch auf dem Platz 14 hiipft in dieser Darstellung nicht auf ein
benachbartes Sauerstoffion, sondern mit der Amplitude Ty, in ein beliebiges Wan-
nierorbital am Platz 14 —m. Im zweiten Schritt hiipft entweder dieses Loch weiter
auf den Platz 13 = 14 —1 mit der Amplitude 7j_,, oder das d-Loch auf dem Platz
15 hiipft mit der Amplitude T}_ (= Ty/—1) in ein beliebiges Wannierorbital am
Platz 14 — m’. Im dritten Schritt hiipft entweder ein d-Loch vom Platz 1g mit
der Amplitude Ti_ ., in ein Wannierorbital am Platz 14 — m’ oder eins der Locher
in den beiden Wannierorbitalen hiipft auf seinen Zielplatz 14 oder 1g. Im vierten
Schritt hiipft schliellich das verbleibende Wannierloch auf seinen Zielplatz. Insge-
samt reproduzieren diese Prozesse die Austauschkopplung (17.3) multipliziert mit
dem Quadrat s?(1) der folgenden Amplitudensumme:

S = 3 TnTiom = S0 (ke (-my,

m

cos k; + cos ky) ikl
- k

= (e ) = (4(1

2 (17.5)
4 (1=1(0,0))
=< —1 (I=(£1,0) oder (0,%1))
0  (sonst)

Fiir 1 = (0,0) reproduziert die obige Formel die Summenregel (15.10). Wenn
1 =14 — 15 nachste Nachbarplatze verbindet, reproduzieren wir mit

s() = 2T00,0T(1.0) + 4T, Ty + 270,00 T(2,0) + - = —1 (17.6)

genau das Ergebnis (17.3) der direkten Storungsrechnung in der p—Orbitaldarstel-
lung. Die in (17.6) explizit angegebenen drei Terme erfiillen die Identitét bis auf
einen Fehler von weniger als einem Prozent. Fiir s%(1) erzielen wir daher mit der
Naherung

s*(1) ~ 4T 0y T3 0y + 4T(0,0)T(h.0)(AT(1,1) + 2T(2,0)) = 1,0068, (17.7)

die alle Terme der Ordnung T(%70 vernachlassigt, eine ausgezeichnete Darstellung
des exakten Wertes 1, die uns im folgenden bei der Auswahl der quantitativ rele-
vanten Prozesse sehr niitzlich sein wird. Fiir weiter entfernte Nachbarn bestatigt
das Ergebnis s(1) = 0, daf} es in vierter Ordnung keine Austauschwechselwirkung
zwischen solchen Nachbarn gibt.

Die fiihrenden Beitrdge der Storungsentwicklung nach der Stérung V in (15.18)
unter exakter Beriicksichtigung von (15.17) kénnen wir jetzt bequem aus (17.7)
ablesen. Als fiihrenden Beitrag erkennen wir einen Term proportional zu T(21,0)7
der von zweiter Ordnung in der Hiipfamplitude ¢; = T{; gyt,q ist. Der zugehorige
effektive Hamiltonoperator ergibt sich folglich aus dem dritten Term in der ersten
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Zeile von (17.2). Der dem entsprechende Spinflipprozess ist in der folgenden Figur

dargestellt.
® 0 o

Die blauen Réander der roten Kreise sollen daran erinnern, dafl jedes Loch auf
einem C'u—Ion mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auch auf dem zugehorigen
Wannierorbital sitzen kann. Bei den mit ¢; gekennzeichneten Hiipfprozessen wird
entweder ein d-Loch in ein w-Loch oder ein w-Loch in ein d-Loch auf dem
benachbarten Gitterplatz umgewandelt. Nach dem ersten Hiipfprozess wird ein
Zwischenzustand erreicht, in dem ein C'u—Ion sich in dem lochfreien Zustand mit
der Energie (16.2) befindet und das andere Cu—lon zwei Locher beherbergt und
sich in einem der Singulettzusténde (16.17) oder in einem der Triplettzusténde
(16.10) wiederfindet. Schon mit dem zweiten Schritt ist der Spinflipprozess
abgeschlossen. Zur Berechnung der Austauschkopplung miissen hier die Matrix-
elemente der Erzeuger und Vernichter im Stéroperator (15.18) zwischen den exak-
ten Eigenzustidnden der beteiligten C'u—Ionen berechnet werden. Die Rechnung
zeigt, dafl hierbei das Zhang—Rice—Singulett und das Triplett die entscheiden-
den Zwischenzustidnde sind. (Die beiden anderen Singuletts tragen weniger als
0,1% bei.) Singulettzwischenzustédnde liefern antiferromagnetische, Triplettzwi-
schenzustande ferromagnetische Beitrige zur Austauschkopplung. Dies kann man
auf elementare Weise unter Nutzung der hier giiltigen Erhaltung des Gesamtspins
einsehen. Bekanntlich ergibt die zweite Ordnung niemals eine Erhohung, sondern
allenfalls eine Erniedrigung der Energie. Falls nun beide lonen im Zwischenzustand
S = 0 haben, kann es fiir den Gesamtspin S = 1 im Anfangs— und Endzustand
keinen Gewinn an Austauschenergie geben. Der entsprechende Beitrag zum effek-
tiven Hamiltonoperator mufl daher die Gestalt —J(1/4—S 4Sp) mit J > 0 haben.
Falls dagegen ein Ion im Zwischenzustand S = 1 und das andere S = 0 hat, kann
es flir den Gesamtspin S = 0 im Anfangs— und Endzustand keinen Austausch-
energiegewinn geben und der Austauschoperator hat die Gestalt —J(3/4+S4Sp)
mit J > 0. Es gibt daher eine teilweise Kompensation der antiferromagnetischen
und der ferromagnetischen Beitrige zur Austauschkopplung. Dabei dominiert der
antiferromagnetische Beitrag, weil fiir das Zhang—Rice-Singulett das Matrixele-
ment grofer und der Energienenner kleiner ist als fiir das Triplett. (Die Verallge-
meinerung des obigen Arguments wird in Anhang B diskutiert.)

Weil der erste Term in (17.7) mit 47 () T(; ) = 1,153 fiir schwache Hybridisierung
eine um 15% zu grofle Austauschkopplung ergibt, ist die Berticksichtigung der dem

zweiten Term entsprechenden Prozesse fiir ein quantitatives Ergebnis unverzicht-
bar. Diese Prozesse sind offenbar von dritter Ordnung in V), wobei ein Loch nicht
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einfach zwischen den beiden Ionen A und B ausgetauscht wird, sondern zwischen-
durch auf einen der sechs benachbarten Platze hiipft. Vier dieser Platze werden
von A oder B mit der Hiipfamplitude zu zweiten Nachbarn to = T\q 1)tpa, zwei
mit der Hiipfamplitude zu dritten Nachbarn t3 = T\ o)tpq erreicht. Ein Beispiel
fiir einen Spinflipprozess dritter Ordnung unter Beteiligung eines zweiten Nach-
barn ist in der folgenden Figur gezeigt. Weil die beiden linken Spins ausgetauscht
werden, tragt der Prozess zur Austauschkopplung zwischen diesen Spins bei. Der
rechte Spin zeigt nach dem Prozess in dieselbe Richtung wie vorher, ist aber zwi-
schendurch an dem Austauschprozess beteiligt.

ty to tg
® + 0 == & -+ o

¢ 006 00 o0

Man konnte auf die Idee kommen, dafl der obige Prozess einen Dreispinterm in dem
effektiven Hamiltonoperator erzeugen koénnte, der als Spatprodukt (S4 x Sp)-S¢
die Rotationsinvarianz im Spinraum respektieren wiirde. Ein solcher Term ist
jedoch nicht moglich, weil er ungerade unter Bewegungsumkehr ist und daher die
Zeitumkehrinvarianz verletzt.

Die quantitativen Ergebnisse der obigen Betrachtungen sind in der folgenden Figur
fir die Parameter U = 8¢V und A,4 = 3,6 eV zusammengestellt. Gezeigt werden

Austauschkopplungen als Funktion der Hybridisierung ¢,4 in Einheiten von J((li)
(siehe (17.3)) mittels des Korrekturfaktors f, wie er schon in (17.4) benutzt wurde.

U=28eV, Ay =3,6eV

0.8+

f; 0.6 |

04+

0.2+

02 04 06 0.8 1 1.2 14
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Zunachst zeigt die blaue Kurve den Korrekturfaktor §6) aus (17.4), der bei
tpa = 1,11eV das Vorzeichen wechselt und die Unzuverlassigkeit der direkten
Storungsentwicklung nach t,; demonstriert, deren Konvergenzradius bei t,q =
0,469 eV durch die gelbe Linie markiert ist. Die beiden anderen Linien zeigen
die Ergebnisse der oben diskutierten Entwicklung nach der Stérung (15.18) im
Wannierbild. Die obere Linie gibt den Beitrag zweiter Ordnung wieder, der pro-
portional zu ¢7 ist und von dem wir wissen, daf er fiir ¢t,q — 0 um 15,3% zu gro8
ist. Der durch die rote Linie gegebene Korrekturfaktor schliefit die Beitrage drit-
ter Ordnung ein, die den Fehler fiir ¢,q — 0 auf 0,68% reduzieren. Die rote Linie
stellt ein quantitatives Ergebnis fiir die Austauschkopplung mit einer Genauigkeit
im Prozentbereich dar. In der relevanten Gegend um t,q ~ 1,2eV ist die Aus-
tauschkopplung um etwa 50% kleiner als nach der direkten Storungsrechnung
vierter Ordnung (17.3) erwartet. Der oft verwendete experimentelle Wert von
J = 1300K fiir LasCuOy4 entspricht J = 0,112eV und wird fiir U = 8eV und
Apg = 3,6eV bei t,q = 1,33eV erreicht.

Mit der hier beschriebenen Methode kann man auch die schwéchere Austausch-
kopplung zwischen weiter entfernten Nachbarn verlafllich berechnen. Es stellt
sich heraus, dass die fithrende Korrektur zum Heisenbergaustausch néachster Nach-
barn nicht ein Heisenbergaustausch entfernterer Nachbarn ist, sondern ein 4-Spin—
Ringaustausch. Wenn wir die 4 Spins auf einer quadratischen Plaquette zyklisch
mit 1 bis 4 durchnumerieren, lautet die Formel fiir den 4-Spin—Austausch

Hel;f'f = Jn [(Sl +S2)(S3+S4) + (S2-S3)(S4-S1) — (S1-S3)(S2 - S4)}. (17.8)

112



18. Berechnung der Lochhiipfamplitude

Fiir lochdotierte CuOs—Ebenen ist im Grundzustand des ungestorten Problems
(15.17) ein endlicher Bruchteil der Plétze 1 mit Zhang—Rice—Singuletts belegt.
Die Stérung (15.18) wird jetzt nicht nur die Spinentartung mittels der im letz-
ten Kapitel diskutierten Austauschkopplung autheben, sondern auch die mit der
raumlichen Verteilung der Singuletts verbundene Ladungsentartung, indem sie den
Zhang—Rice-Singuletts eine kinetische Energie verleiht. Im folgenden werden wir
die die kinetische Energie erzeugende Hiipfamplitude ¢ berechnen. Die Berechnung
der Hiipfamplitude ist hinsichtlich der Ordnung der Storungsrechnung einfacher
als die Berechnung der Austauschkopplung. Allerdings erweist sich der Grenzfall
schwacher Hybridisierung als subtiler.

Als Anhaltspunkt betrachten wir zunachst wieder die direkte Stérungsrechnung
nach der Stérung (14.4). Da wir wissen, dafl die hiipfenden Objekte Singuletts
sind, betrachten wir ein Paar benachbarter Locher auf einem Cu—Platz (rot) und
einem O-Platz (blau), deren Spins zum Singulett gepaart sind. Singuletts sind
in der folgenden Figur durch eine griine Verbindungslinie gekennzeichnet. Der
Hiipfprozess besteht im Platztausch eines solchen Singuletts mit einem benach-
barten Loch auf einem C'u—Platz. Die folgende Figur zeigt, daf ein solcher Prozess
in zweiter Ordnung in ?,4 moglich ist. Dabei mufl ein Loch von einem O-Platz
auf einen benachbarten O—Platz gelangen. Dieser zweistufige Hiipfprozess kann
wie gezeigt auf zweierlei Weise realisiert werden. Die Spins der drei involvierten
Locher konnen bekanntlich auf zwei Arten zu einem Dublett gepaart werden. Des-
halb mufl man nach Durchfiihrung der beiden Hiipfprozesse auf den gewiinschten
Endzustand projizieren.

0

. tpd

0SS 0

t

Apd (U'Apd)

Um eine zweifelsfreie Phasenkonvention festzulegen, definieren wir den Anfangzu-
stand als

1
|a) = ﬁ(pTAdlA —Pyadia) dipl0) (18.1)
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und den Endzustand als
1
le) = dTAji(pTBdlB - pleTB>|O>- (18.2)

Hierbei bezeichnet A das obere und B das untere Paar von Platzen. Der mittels
PyVSVP, (siehe (17.2)) berechnete effektive Hamiltonoperator fiir den beschriebe-
nen Hiipfprozess hat dann die Form

Her = —tg;, (le)(al + [a) {e]). (18.3)

Die damit (insbesondere hinsichtlich ihrer Phase) eindeutig festgelegte Hiipfampli-
tude t,;, ergibt sich unter sorgféltiger Beachtung der Vorzeichen in (14.4) zu

@ 2 1 1/2 o 2U — Ay
ty.. =1 =t .
dir pd(Apd U= Apd) PN (U — Apg)

(18.4)

Die Korrektur vierter Ordnung zu dieser Amplitude ergibt sich aus Prozessen
nach (17.2), bei denen das Loch auf seiner Wanderung einen von drei zusétzlichen
Platzen besuchen kann. Wie in der folgenden Figur gezeigt handelt es sich um
zwei O—Plétze (oben und unten) und einen C'u—Platz (links). Hierbei zeigt sich ein
Effekt, der uns im folgenden wiederbegegnen wird. Die effektive Hiipfamplitude,
die aus einem Besuch des zusatzlichen Cu—Platzes entsteht, hingt vom Gesamtspin
der beiden involvierten Cu—Plitze ab (im Anfangszustand links und rechts, im
Endzustand links und mittig, gezeigt ist ein Gesamtspin 1). Wenn wir analog
zum letzten Kapitel die Korrektur durch einen Korrekturfaktor f; parametrisieren,
erhalten wir fiir Gesamtspin 1

1 o = o i
t2(42U°% — 91A,4U% 4 85A2,U — 12A3 ) (18.5)

) _q_
t 202 /(U — Dpa)?(2U — Apa)

Die Korrektur fiir Gesamtspin 0 unterscheidet sich quantitativ nur wenig (91 — 89,

85 — 79). Der Korrekturfaktor ,5(4) senkt die Hiipfamplitude sehr stark ab und
kehrt ihr Vorzeichen schon bei recht kleinem ¢,4 um.

® ) @
t
pd

e 9000 - 00 0o
o 0

Wir wenden uns jetzt der Storungrechnung nach V unter Benutzung von Wan-
nierorbitalen zu und unter exakter Beriicksichtigung der Losung des ungestorten
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Problems (15.17). Im Unterschied zur oben betrachteten direkten Stérungsent-
wicklung nach ¢,4 lassen wir dabei nicht p-Orbitale auf Sauerstoffplatzen, son-
dern Wannierorbitale hiipfen. Daher werden die Ergebmisse fiir die effektive
Hiipfamplitude ¢ fiir das Hiipfen zwischen Nachbarplatzen auch im Grenzfall
schwacher Hybridisierung nicht mit (18.4) identisch sein. Wir werden trotzdem

tgg weiterhin als Referenz benutzen und unsere Ergebnisse mittels der Beziehung

t=fi téQiz durch den Korrekturfaktor f; darstellen.

Der in der folgenden Figur dargestellte fiihrende Beitrag zu t ergibt sich hier in
erster Ordnung (PyVFy) und ist proportional zu t; = T1,0)tpd-

8]

Fiir schwache Hybridisierung ist er auflerdem proportional zu tq = T\ gytpq und
seine Entwicklung nach tg ergibt

t = —2T(0.0)Tr.0yts) ~ 1,0738¢5). (18.6)

Angesichts der Summenregel (17.6) konnte man nunmehr annehmen, dafi die
Beriicksichtigung von Hiipfprozessen zweiter Ordnung, die den Umweg iiber einen
der sechs Nachbarn nehmen, die 7%—ige Abweichung &hnlich wie im letzten Kapi-
tel beseitigt. Einer dieser Prozesse mit einem Hiipfen o = T\(; 1)tpq auf einen
der vier zweiten Nachbarn ist in der folgenden Figur dargestellt; die beiden an-
deren Nachbarn werden mittels der Hiipfamplitude t3 = T\ o)t,q erreicht. Es zeigt
sich jedoch, daf§ die Summenregel (17.6) hier nicht relevant ist, weil die effektiven
Amplituden zweiter Ordnung vom Gesamtspin der beiden involvierten Platze mit
einem Loch abhéangen.

@ = 6 - o
o 00 0o
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In der folgenden Figur sind die Ergebnisse der Rechnungen fiir die Hiipfamplituden
zu nachsten Nachbarn im effektiven Hamiltonoperator zusammengefafit. Die blaue
Kurve zeigt den Korrekturfaktor (18.5) der direkten Stérungsentwicklung, der bei
tpa = 0,84¢eV das Vorzeichen wechselt. Die griine Kurve zeigt den Korrekturfak-
tor flir die Storungsrechnung erster Ordnung nach V, die im Grenzfall schwacher
Hybridisierung in das asymptotische Ergebnis (18.6) iibergeht. Wenn wir die oben
diskutierten Korrekturen zweiter Ordnung in V iiber alle Spinorientierungen gemit-
telt hinzufiigen, erhalten wir die in rot dargestellte Kurve. Die Korrekturen zweiter
Ordnung erweisen sich als sehr klein und wechseln fiir mittlere t,; das Vorzei-
chen. Fiir ¢, = 1,2eV hat der Korrekturfaktor fiir die erste Ordnung den Wert
ft = 0,499 und unter Einschlufl der zweiten Ordnung f; = 0,514. Gegeniiber dem

Referenzwert t((fhz ist die Hiipfamplitude also &hnlich wie die Austauschwechsel-
wirkung um den Faktor 2 reduziert.

U=28eV, Ay =3,6eV

0.8}

fi 0.6 ¢

04

0.2}

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Der spinabhéngige Anteil der Hiipfamplitude zweiter Ordnung ist zwar sehr klein,
aber wir wollen ihn aus grundsatzlichen Erwagungen ebenfalls hier diskutieren.
Fiir das Hiipfen eines Zhang—Rice-Singuletts von einem Platz A auf einen Nach-
barplatz B iiber einen dritten Platz C, der A— oder B—Nachbar ist, definieren wir
den Anfangszustand als

|CL,/L, V> = |2707_>A|17_7/1'>B|17_7V>C (187)

(zur Notation siche (16.17) und (16.6)). Er hingt von den Spinquantenzahlen
und v der beiden Einlochzustande ab. Der Endzustand sei durch

le, ', vy = |1, —, 1 )a 2,0, =) |1, —, V)e (18.8)
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gegeben. Der effektive Hamiltonoperator fiir das spinkorrelierte Hiipfen mufl dann
aus Griinden der Spinrotationsinvarianz die Form

Heg =t Z Sup * Svw (e s V') (a, pov| + |a, p,v) (e, !, V') (18.9)
/%%MCVI

haben, wobei wir wie in (3.3) fiir die mit einem Faktor 1/2 multiplizierten Pauli-
matrizen die Bezeichnung s verwenden. Einen solchen Beitrag gibt es fiir jeden
der sechs Nachbarn C der Platze A und B. Dabei ist die Amplitude ¢; fiir die
vier Nachbarn, die zweite Nachbarn von A oder B sind, proportional zu ¢ und die
fiir die zwei Nachbarn, die dritte Nachbarn von A oder B sind, proportional zu t3
(ta/ts = 1,71). Die numerischen Werte dieser Amplituden sind in der folgenden
Figur dargestellt. Sie betragen nur etwa 1% des Referenzwertes t((fig, wobei aller-
dings zu beachten ist, daf es fiir jeden Hiipfterm (18.3) sechs Terme des korrelierten
Hiipfens (18.9) gibt. Durch Vergleich der Vorzeichenkonventionen in (18.3) und
(18.9) erkennen wir, dafl der Beitrag des spinkorrelierten Hiipfens den Gesamt-
betrag der Hiipfamplitude ¢ fiir ferromagnetische Korrelation reduziert und fiir
antiferromagnetische erhoht. Wegen seiner geringen Grofle ist das spinkorrelierte
Hiipfen hier nicht von praktischer Bedeutung. Wir werden im folgenden jedoch
sehen, daf} ein entsprechender Effekt beim Hiipfen zu zweiten Nachbarn, das fiir
die Feinmodellierung der Eigenschaften von CuOs—Ebenen eine grofie Rolle spielt,
quantitativ sehr relevant ist.

U =8eV, Ay = 3,68V
0.02 ‘ ‘ ‘ |

0.01 | 1 0.01
tair @ \/

02 04 06 08 1 12 14

Zunachst wollen wir die beiden letzten Figuren durch den Nachtrag der Formeln
fiir die Beitrage zweiter Ordnung im Grenzfall schwacher Hybridisierung ergénzen.
Anders als bei der ersten Ordnung (18.6) liefern hier die beiden Faktoren ¢; und
to schon eine Proportionalitit zu t}%d, so dal man meinen konnte, es sei erlaubt,

117



im Grenzfall schwacher Hybridisierung einfach ¢ty = 0 zu setzen. Der Grenzfall
ist jedoch subtiler, weil es mit dem Zweilochtriplett einen Zwischenzustand mit
einer Anregungsenergie AE = O(t3) gibt. Dieser Zwischenzustand wird mit Ma-
trixelementen O(ty) beigemischt, wenn man in den Anfangs— und Endzustdnden
die tg—Hybridisierung mitnimmt, und liefert daher im Grenzfall schwacher Hybri-
disierung einen endlichen Beitrag. Unter Beriicksichtigung dieses Beitrags erhalt
man fiir die spingemittelte Hiipfamplitude in Ergénzung zu (18.6) die Formel
1

1
A, AU~ 4(U-A,
t = —2T(1,0 (T(o,o) + (2T 1) + Ti2,0) —" o g ) : ) tair
Apa " 2(U—DA,q

(18.10)
~ 1,05175) = 0,5928 eV

und fiir die Amplitude (18.9) des spinkorrelierten Hiipfens iiber die vier zweiten
bzw. die zwei dritten Nachbarn die Formel
1

1
Ti11) T TA, L 0,01197 ,(2)
ty=T, ’ TR o L7 18.11
J (1,0) {T(Q,O) Aid T 2(U—1Apd) dir 0,0069 J “dir ( )

Beide Formeln beschreiben prézise den Grenzfall schwacher Hybridisierung in den
numerischen Ergebnissen, die in den beiden letzten Figuren gezeigt wurden.

Mittels der hier benutzten Methode kénnen wir auch den effektiven Hamiltonop-
erator fiir das Hiipfen auf zweite Nachbarn systematisch berechnen. Die folgende
Figur zeigt den Anfangs— und den Endzustand fiir einen solchen Hiipfprozess. Das
Loch kann in einem Prozess erster Ordnung mit der Amplitude t2 = T(y 1);,, von
links unten nach rechts oben hiipfen. In den fiihrenden Prozessen zweiter Ord-
nung hiipft das Loch iiber die beiden gemeinsamen Nachbarn, wobei zweimal die
Amplitude ¢; = T(1 o), relevant ist.

o O o @
o " o0

Fiir den Grenzfall schwacher Hybridisierung erhalt man die effektiven Hiipfampli-
tuden zu zweiten Nachbarn mittels einer einfachen Modifikation der Gleichungen
(18.10) und (18.11) mit den Ergebnissen

1 3 1

A, AU~ 4U-A4,
b= _2<T(0,0)T(1,1) + 71,0~ - — ) tis
R0 " 20—450)

~ (0,1802 — 0,0510) £ = 0,1291 1)

(18.12)
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und
1

Ly 1
tr = T4 o) t) ~ 0,0707¢g) (18.13)

Apg 2(U—-Apq)

fiir die spingemittelte Amplitude ¢t und die spinkorrelierte Amplitude t;. Wir
sehen, dafl ¢ durch die Prozesse zweiter Ordnung nicht unbetrachtlich um etwa
30% reduziert wird und dafl ¢; vergleichbar mit ¢ ist, wobei man beachten sollte,
daB es pro Paar zweiter Nachbarn zwei Terme (18.9) des spinkorrelierten Hiipfens
gibt, ndmlich je einen fiir jeden der beiden gemeinsamen Nachbarn.

Es gibt weitere Prozesse, die das obige Ergebnis noch um mehrere Prozent modi-
fizieren wiirden. In zweiter Ordnung sind das die vier Hiipfprozesse, bei denen das
Loch im Zwischenzustand einen der vier bisher nicht betrachteten ersten Nach-
barn seines Anfangs— oder Endplatzes besucht. Die daraus resultierenden Ampli-
tuden sind proportional zu T(; 0)T{(2,1) und wiirden in (18.12) durch die Ersetzung
T(21,o) — T(1,0)(T(1,0) + 2T(2,1)) = 1,098 T(21,O) sowie in (18.13) durch die Ersetzung
T(21,o) — T1,00T(2,1) = 0,049 T(21,0) berticksichtigt werden. Prozesse dritter Ord-
nung tragen nur im Prozentbereich bei. Wir werden alle diese Korrekturen hier
nicht weiter betrachten.

In der folgenden Figur ist die Erweiterung der spingemittelten Hiipfamplitude
(18.12) zu zweiten Nachbarn auf endliche Hybridisierung dargestellt. Gezeigt

wird wieder der Korrekturfaktor f; = t/t((fhz. Der (griine) Anteil erster Ordnung
fallt mit wachsendem ¢,4 wieder auf etwa die Halfte ab. Der Beitrag zweiter
Ordnung wechselt jedoch bei t,q ~ 0,6 das Vorzeichen und ergibt einen Korrek-
turfaktor, der insgesamt (rote Kurve) nur ganz schwach von t,; abhéngt. Fir
tpa = 1,2eV erhalten wir f; = 0,1183 und damit ¢ = 0,0667 eV.

U=28eV, Ay =3,6eV

0.2

2. Nachbarn

0.15 | 10.15

f, 0.1 10.1

0.05

10.05

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
tod [€V]
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Die spinkorrelierte Amplitude ¢; fiir das Hiipfen zu zweiten Nachbarn ist in der
nachsten Figur dargestellt, ebenfalls in Einheiten von tfiz. Diese Amplitude hat
eine nichtmonotone Abhéngigkeit von ¢,q erreicht bei ¢, = 1,2eV den gegeniiber

(18.13) leicht erhéhten Wert von 0,0907 t((fig =0,0511eV.

U =8eV, Ay = 3,6eV

0.1

1 0.08

1 0.06

0.04 - - 0.04

0.02 - 2. Nachbarn - 0.02

02 04 06 08 1 12 14

Das Zweitnachbarhiipfen ist ein wichtiger Parameter fiir die Feinmodellierung
der physikalischen FEigenschaften von CuOs—Ebenen, weil es EinfluB auf die
genaue Gestalt der Fermifliche des dotierten Systems hat. Der hier gefundene
betréchtliche Beitrag des spinkorrelierten Hiipfens (18.9) stellt eine Modifikation
der bisher betrachteten t—J—Modelle dar. Die physikalischen Konsequenzen eines
solchen Beitrags sind bisher nicht untersucht worden. Das spinkorrelierte Hiipfen
beschreibt jedenfalls eine interessante dynamische Abhéngigkeit der Fermiflache
von den Spinfluktuationen.
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19. Einflufl der pp—Hybridisierung

In diesem Kapitel wollen wir kurz darlegen, wie sich der EinfluB der pp—
Hybridisierung (14.12) auf die Parameter des ¢—J-Modells ebenfalls mittels
Storungsrechnung systematisch erfassen lafit.

Wir transformieren H,, zunéchst nach (15.2) in die Impulsdarstellung

= ppz4sm

Mittels (15.5) und (15.15) ersetzen wir die Orbitale p, und p, durch die hybri-
disierenden und nichthybrisierenden Wannierorbitale w und v und erhalten

T

Sln_(pmkapyka+pzkapxka) (191)

4 k. .k
pl’kﬂ—py’k’o— + p;k’o—pwyk’g = fg(k) [2 S ?w S ?y( lT(,O'Uk,J - wl-l-(,awkp')
L ke (19.2)
+ (SiIl2 2’!/ SlIl2 7)(11)1]; ka o + vk O’wk o‘)}
Wenn wir nun die Koeffizienten
32 sin? k= sin? ky
Se= (g (19.3)
und k k 2 k 2 k
16 sin %= sin = (sin” - — sin” =&) .
Qr = ( g sin 5 (sin” 7) MRy (19.4)

einfiihren, bekommt H,,, die Ortsdarstellung

HPP = _tpp Z [Sl—m(vir,avm,a_wlT,awm,J)—i_Ql—m(wlT,avm,a_Fvir,awm,J)}' (195)

I,m,o

Numerische Werte der Koeffizienten Sg und @gr sind in Tabelle 19.1 angegeben.
Sie unterliegen analog zu (17.5) den Summenregeln

Z(Smsl—m + QmQ1-m) = (4(1 — cosk;)(1 — cos k) e™)y

4 (1=(0,0)) 19.6
) =2 (1= (&£1,0) oder (0,%+1)) (19.6)
)1 (1= (&1,+£1))
0  (sonst).
Tabelle 19.1
(0,0) (1,0) (1,1) (2,0) (2,1) (4,1)
S | 1,453521 | -0,546479 | 0,244132 | -0,127701 | 0,034743 | -0.002223
0 0 0 0 -0,189373 | -0.049048
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Der Term proportional zu Sy in Hp, ware dem ungestorten Hamiltonoper-
ator Ho (15.17) zuzuschlagen. Er bewirkt eine nicht unbetréchtliche Aufspal-
tung zwischen dem hybridisierenden und dem nichthybridisierenden Wannieror-
bital und erhoht die Ladungstransferenergie A,q. Alle anderen Beitrage in Hy,
sind vergleichweise klein, konnen gut in Storungrechnung beriicksichtigt werden
und wéren der Stérung V (15.18) zuzuschlagen. Dabei beschreiben die S—Terme
ein direktes Hiipfen des w—Orbitals, vornehmlich zu ersten, zweiten und dritten
Nachbarn. Die (Q—Terme beschreiben im Prinzip eine Beimischung von Léchern
in den nichthybridisierenden v—Orbitalen. Da der Zahler in (19.4) ungerade in k,
und k, ist, verschwinden alle Koeffizienten Q, ), Q0,n) und Q, n). Der erste
nicht verschwindende Koeffizient ()3 1) ist schon so klein, daf§ die Beimischung
von v-Lochern fiir praktische Zwecke kaum ein Rolle spielt. In der Tabelle 19.1
ist auch der nichstkleinere Q—Koeffizient Q4 1) angegeben.

Die durch Q1) bewirkte Beimischung von v-Lochern kann leicht quantitativ
abgeschatzt werden. In erster Ordnung Storungsrechnung ergibt sich die Ampli-
tude, mit der einer der acht Zustande vy 41) und v(41 42y dem Zustand wq o)
beigemischt wird, unabhéngig von der Stérke von t,, zu a = Q2,1)/250,0) =
0,065. Deshalb betragt das Gewicht dieser acht Beimischungen mit insgesamt

8a? = 0,034 nur 3%.

Fiir eine quantitative Bestimmung der Parameter des t—J—Modells ist die Beriick-
sichtigung von H,, unverzichtbar. Insbesondere das Zweitnachbarhiipfen, auf
dessen Bedeutung fiir die Form der Fermiflache im letzten Kapitel hingewiesen
wurde, wird durch H,, stark beeinflufit und erhalt sogar das umgekehrte Vorzei-
chen.

Korrelationen innerhalb der Sauerstoffionen, die durch eine Coulombenergie Uy,
erfafit werden, sollten sich in ahnlicher Weise wie ¢,, mittels Storungstheorie be-
handeln lassen. Entscheidend ist dafiir, daf§ die Locher auf Sauerstoffionen in den
Wannierorbitalen delokalisiert sind, wodurch Konfigurationen mit Doppellochern
auf einem Sauerstoffion geringes Gewicht bekommen.

Die pp—Hybridisierung (14.12) entspringt nach Emery der Vorstellung, dafl be-
nachbarte p—Orbitale raumlich iiberlappen. Eine genaue Analyse der LDA—-Band-
struktur zeigt einen anderen Mechanismus auf, der auf ein modifiziertes H,,, fihrt
(siehe E. Pavarini et al., cond-mat/0012051): Ein hybridisierendes p—Elektron
hiipft in ein energetisch recht hoch bei der Energie €, liegendes 4s—Orbital auf
einem benachbarten C'u—Ion und von dort weiter in eins der anderen benachbarten
hybridisierenden p—Orbitale, wie in der Figur auf der folgenden Seite gezeigt. Das
dadurch entstehende Vierbandermodell enthéalt neben der Energie der 4s—Orbitale
die Hiipfamplitude ¢, > 0 mit dem Hiipfterm

. T
Hps = —lps E :[SI,U<_p$,1+nm/2’U B py’H'ny/Q’U
— (19.7)

+ px,l—nm/Z,a +py,l—ny/2,a> + hc] .
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Unter der Annahme einer grofen Anregungsenergie A,, = €, — €, konnen wir die
s—Orbitale durch Ubergang auf ein effektives pp—Hiipfen wieder eliminieren und
erhalten in zweiter Ordnung Storungstheorie mit der effektiven Hiipfamplitude

top = 12,/ Dsp (19.8)
den gegeniiber (14.12) modifizierten pp-Hiipfterm
_ T T
pr - _tpp Z(p:r,l—l—nz/Z,apy,l—l—ny/Z,a - py,l+ny/2,ap:r,l—nz/2,a

l,o
+px,l—nm/2,o'py,l—ny/2,a _py,l—ny/Q,o'pa:,H—nm/Q,a ( )
T t
- px,l+nx/2,0'pa:,l—nx/2,a - py,l+ny/2,apy,l—ny/2,a + h.C.),
der nicht nur die ersten vier 90°—Hiipfprozesse, sondern auch die beiden letzten
180°—Prozesse mit der gleichen Amplitude enthélt. In der Impulsdarstellung er-
halten wir damit anstelle von (19.1)

ke Kk
HPP = _tpp Z [4 S Ex S Ey (pjl:,k,apy,k,a + p;,k,apx,k,a)
k,o (1910)

— 2 cos kxpl,k,apx,k,a — 2 cos kyp;,k,apy,k,a} :
Fiir die Formulierung der neuen Terme mittels Wannierorbitalen brauchen wir die
Identitaten

4 ks, k .k, .k
pl,k,apm,k,a = —fQ(k) (w;r(’a sin DOl ULU sin %)(wk’a sin o Uy o Sin 7@/)
4 k k k k
p;k’gp%k’g = —fQ(k) (wk’g sin Ey + vy, sin 7)(wk’g sin Ey + vy, Sin 7)
(19.11)
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Die Ortsdarstellung des pp—Hiipfterms kénnen wir schliefflich sehr &hnlich zu (19.5)
in die Form

Hpp = —tpp Z [Slw_mwligwmﬂ + Sf_mvf’avm’a
l,m,o (1912)
+Ql m(wlg m0'+U;ra m0'>:|
bringen. Dabei sind die Koeffizienten durch die Formeln
64 sin? k= gin? Bv
Sk = ((f*(k) 2( D 2.) eikRy (19.13)
64 sin? k= gin? Kz .
Sk = (( 2( K 2 —4) ey, (19.14)
und 6, 2k, -
32 sin ” sin - (sin —sin® &
QR =2Qr = { 2 (2 2 7) MRy (19.15)
f? (k)
gegeben. Aufgrund der Zusatzterme sind die Koeffizienten also im wesentlichen
verdoppelt worden, bis auf zusétzliche markante Verédnderungen fir R = (0,0)

und néchste Nachbarn durch die Extrasummanden in (19.13) und (19.14). Die nu-
merischen Werte der Koeffizienten sind in der folgenden Tabelle zusammengefafit.

Tabelle 19.2

(0,0) (1,0) (1,1) (2,0) (2,1) (4,1)
S* | -2,907042 | 0,092958 | -0,488264 | 0,255402 | -0,069486 | 0.004446
Sv -1,092958 | -1,092958 | 0,488264 | -0,255402 | 0,069486 | -0.004446
Q" 0 0 0 0 -0,378746 | -0.098096

Besonders bemerkenswert ist die starke Reduktion des Nachstnachbarhiipfens fiir
das hybridisierende Wannierorbital w gegeniiber der Verdopplung beim nichthy-
bridisierenden Orbital v.

124



20. Impulsverteilung der d— und p—Elektronen

In Kapitel 13 hatten wir darauf hingewiesen, dafl zu jedem effektiven Hamiltonop-
erator effektive Observable nach der Vorschrift (13.5) gehéren. Wir wollen diesen
Punkt im folgenden am Bespiel der Impulsverteilung der d— und p—Elektronen in
undotierten CuOs—Ebenen verdeutlichen.

Zur Berechnung der Impulsverteilung brauchen wir die Einteilchendichteopera-
toren

Xt = dl dis (20.1)

und
a T
Xl]?m o Zpa,l—l-na/Z,apa,m—l—na/Q,a’ (202)
o

aus denen sich die Besetzungzahloperatoren durch Fouriertransformation als

1 .
nil = T Z X etk(Bi—Rm) (20.3)
Im
und .
=< > Xpe el Rm) (20.4)
Im

ergeben. Zur Demonstration des Prinzips wollen wir hier die effektiven Operatoren
zu (20.3) und (20.4) in fiihrender Ordnung der direkten Entwicklung nach dem
Storoperator V = Hpq4 in (14.4) berechnen. Die fiihrenden Korrekturen sind von
zweiter Ordnung in t,4 und wir brauchen daher die unitdre Transformation I' in
(13.2) bis zur zweiten Ordnung in V. Weil fiir das undotierte System POXfmeO =
O.m und Py X7 Py = 201 m gilt, sind dann die Ausdriicke

, 1N

(X )it = TTX D = 01m(1 = PyVS?VR) + PyVS X, SV Ry

) ) (20.5)
+ PYVSVSX{ Py + Py X{'nSVSVP,

und

(XTo)eg = TTXT T = 201 m(1 — BVS?VRy) + B VSX[2, SVPy (20.6)

,m

auszuwerten. Mit den Abkiirzungen

, 4t§d
= (U - Apd)2
1
= 42 — 20.7
©2 pd(Q(U — A2 UU-— Apd)) (20.7)

c3 =t24( ! + 2 )
TPNU - A)? T UU - Apa)
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liefert die Rechnung die folgenden Ergebnisse:

1+a (1=m)
(Xffm)eff =< ca+¢3S1- S (1 und m néchste Nachbarn) (20.8)
0 (sonst)
und
2—c¢1/2 (1=m)
(Xlo)er = § —C1/4 (1-m==n,) (20.9)
7 0 (sonst).

Damit lauten die effektiven Operatoren fiir die Besetzungszahlen

2
(n).g = 1+ c1 + 2¢2(cos ky + cosky) = Z S1-Smcosk(l—m) (20.10)
(Im)

und c
(N ) o = 2 — 51(1 + cosky). (20.11)

Hier wurde die Konvention benutzt, da in der Summe in (20.10) jeder Bond
(Im) des Quadratgitters einmal vorkommt. Man beachte, dal der effektive Op-
erator (n{) g, der ja laut Definition auf demselben ungestérten Hilbertraum wie
der Heisenberg—Hamiltonoperator in (16.25) wirkt, explizit von den Spinopera-
toren S der C'u—Ionen abhingt. Im Grundzustand des Heisenbergmodells auf dem
Quadratgitter gilt fiir jeden Bond (S;-Sy,) = —0,316, so dafl wir fiir die Grundzu-
standsimpulsverteilung der d-Elektronen die Formel

() )0 =1+ c1 +2(c2 — 0,316 ¢3) (cos ky, + cos k) (20.12)

erhalten. Wenn wir schliellich die Modellparameter (14.13) in die obigen Formeln
einsetzen, erhalten wir (co = —0,004, ¢3 = 0,156)

(nd)eg)o = 1,3 — 0,1 (cosk, + cos k) (20.13)

und
(nﬁ‘”‘)eff = 1,85 — 0,15 cos k. (20.14)

Die iiber die Brillouinzone gemittelten Besetzungszahlen ((n{) ), = 1+ ¢ und
(N )eg)c = 2 — ¢1/2 erfiillen die Summenregel, nach der die mittlere Zahl der
Locher in zwei Sauerstoffionen gleich der mittleren Zahl der zusatzlichen Elektro-
nen in einem Kupferion ist. Ein Vergleich mit (16.8) zeigt, dal diese Zahl durch
die hier verwendete direkte Storungsrechnung zweiter Ordnung mit 0,3 dhnlich wie
die Parameter ¢t und J des t—J-Modells um den Faktor 2 iiberschatzt wird. Nach
(20.13) und (20.14) sitzen die Locher in den Sauerstoffionen vornehmlich in der
Umgebung des Zentrums k = (0,0) der Brillouinzone, wiahrend die zusétzlichen
d-Elektronen sich um den Eckpunkt k = (7, 7) scharen.
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21. Die Dzyaloshinsky—Moriya—Wechselwirkung

Der Antiferromagnetismus der CuOs—Ebenen in LasCuQO,4 wird wie in Kapitel
17 diskutiert durch ein Heisenbergmodell fiir Spins % auf einem Quadratgitter
beschrieben. Der in der folgenden Figur gezeigte Néelzustand, bei dem die
Spins abwechselnd in entgegengesetzte Richtungen zeigen, vermittelt ein quali-
tativ richtiges (klassisches) Bild von der Fernordnung des Grundzustandes. Das
Quadratgitter setzt sich als paares Gitter aus zwei aquivalenten Untergittern A
und B zusammen, innerhalb derer alle Spins parallel stehen, und der Ordnungspa-
rameter der antiferromagnetischen Fernordnung ist die Untergittermagnetisierung
My =—Mgp.

Das klassische Bild des Grundzustandes ist nur qualitativ richtig, weil Quanten-
fluktuationen eine deutliche Reduktion des Ordnungsparameters bewirken. Der
klassische Wert der Untergittermagnetisierung von 1pup pro Cu—Atom (Spin %, g—
Faktor 2) wird durch die Quantenfluktuationen um 40% auf etwa 0,6 up reduziert.
Einen elementaren Zugang zum Verstandnis dieser Reduktion sowie der anderen
Eigenschaften von Quantenantiferromagneten vermittelt die Spinwellentheorie,
die im Anhang A in einiger Ausfiihrlichkeit erlautert wird.

Die Untergittermagnetisierung kann durch magnetische Neutronenbeugung experi-
mentell bestimmt werden. Dabei wird der theoretisch vorhergesagte Betrag von
0,6 up sehr gut bestatigt. Daneben gibt es jedoch zwei andere Beobachtungen, die
anhand des Heisenbergmodells nicht zu verstehen sind. Man findet namlich

1. eine Untergittermagnetisierung parallel zu den CuOs;—Ebenen in Rich-
tung der orthorhombischen b—Achse (siehe unten) und

2. ein (sehr kleines) ferromagnetisches Nettomoment senkrecht zu den
CuOs—Ebenen.

Wegen der Isotropie der Austauschkopplungen kann die Untergittermagnetisierung
fiir das Heisenbergmodell 1. in jede beliebige Richtung zeigen und 2. kompen-
sieren sich die Momente der beiden Untergitter exakt. Das Heisenbergmodell muf
also durch anisotrope Terme ergénzt werden. Magnetische Anisotropie kann im-
mer nur iiber die Spin—-Bahn—Kopplung entstehen, die die orbitale Anisotropie im
Kristall auf die Spins iibertragt. Da es nach Kapitel 13 fiir Spins % keine Einzel-
ionenanisotropie gibt, mufl die Anisotropie durch Zusétze zur Austauschwechsel-
wirkung ins Spiel gebracht werden, die in unserer bisherigen Beschreibung nicht
enthalten sind.
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Es wird sich zeigen, dafl die beobachtete magnetische Anisotropie fiir den tetra-
gonalen Kristall, als den wir LasCuQO4 bisher beschrieben haben, nicht vorhanden
ware. Wir werden deshalb im folgenden die kleine orthorhombische Verzerrung,
die in LayCuQy4 vorliegt, beachten miissen.

Magnetische Anisotropien von Antiferromagneten wurden erstmals von I. Dzyalo-
shinsky [J. Phys. Chem. Solids 4, 241 (1958)] anhand &hnlicher Erschein-
gungen in Hématit (a—FesO3) und in den Karbonaten MnCOs; und CoCOsg
phénomenologisch erklért. Die erste mikroskopische Berechnung solcher Anisotro-
pien wurde 1960 von T. Moriya durchgefiihrt.

Um die recht aufwéndige volle mikroskopische Berechnung zu umgehen, beschréan-
ken wir uns hier auf eine halbphanomenologische Darstellung der Theorie der
Dzyaloshinsky—Moriya—Wechselwirkung. Wir erinnern uns zunéchst an die
in Kapitel 12 diskutierte durch die Spin—-Bahn—-Kopplung induzierte Beimischung
von anderen Zustinden zum (22 — y?)-Loch in Cu?T—Ionen in tetragonaler Umge-
bung. Mit o = +3 wiederholen wir die Gleichung (12.13),

20(34
As

(3d
2A3’4

[, 0) =|1,0) 4+ |5, 0) + (—i|3, —0) + 204, —0)), (21.1)

nach der der nominelle 7-Zustand mit etwa 10%-iger Amplitude auch |—Anteile
enthdlt (und umgekehrt). Fiir die komplette Theorie mufi man #hnliche Bei-
mischungen auch fiir die Sauerstoffionen beriicksichtigen. Auflerdem mufl man
in Erweiterung des Dreibandmodells die anderen involvierten 3d—-Orbitale (|3), |4)
und |5)) und Hiipfprozesse zwischen allen Orbitalen einfithren. Den an sich spin-
unabhangigen Hiipfprozessen werden aufgrund der Spin—Bahn—Kopplung Spin-
flipprozesse beigemischt, wenn man sie in den effektiven Einteilchenzustianden
(21.1) schreibt. In der Wannierdarstellung aus Kapitel 15 erhélt man damit in
Erweiterung von (15.8) den effektiven Hiipfhamiltonoperator

(1m)
Hl = =3 S (] (b1 G + i tim - O ) Wy, + hc]. (21.2)

Im pv

Hier wird der iiber die Paulimatrizen o spinabhangige Beitrag zum Hiipfen durch
den Vektor tj,, parametrisiert. Wir haben diesem Beitrag den Faktor ¢ vor-
angestellt, weil damit aus Griinden der Zeitumkehrinvarianz der Vektor tj m, reell
sein muB. (o und 7 wechseln unter Zeitumkehr das Vorzeichen.)

Die Lange des Vektors tj,, konnen wir zunachst der Groflenordnung nach als
tpd - (3d/As.4 =~ tpq/10 abschidtzen. Der Operator H;g muf} allerdings die Sym-
metrieeigenschaften des Kristalls wiederspiegeln und man kann leicht verstehen,
dafl der Vektor tj p, fiir einen Kristall mit der bisher angenommenen tetragonalen
Symmetrie verschwinden mufl. Solange nédmlich die CuOs—Ebenen Spiegelebenen
sind, verschwindet der Pseudoskalar t ,, - o, weil er unter der Spiegelung an der
CuOs—Ebene, die den Kristall in sich tiberfiihrt, sein Vorzeichen wechseln wiirde.
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Die orthorhombische Tieftemperaturphase (LTO-Phase) von Lay;CuO,4 entsteht
aus der tetragonalen durch die in der folgenden Figur gezeigte Verkippung der
CuOg—Oktaeder um einen Winkel ¢ von einigen Grad. Die Verkippung erfolgt um
diagonale Achsen im Cu-Quadratgitter und alterniert von Achse zu Achse, so dafl
die 2—dimensionale Einheitszelle verdoppelt wird.

Die verdoppelte orthorhombische Elementarzelle ist in der folgenden Figur dar-
gestellt. Da die CuOg—Oktaeder im wesentlichen starr (um die orthorhombische
a—Achse) verkippen, ist die b—Achse gegeniiber der a—Achse verkiirzt. Die roten
Cu-Ionen liegen alle immer noch in einer Ebene, wiahrend die O1-Sauerstoffionen
aufgrund der Verkippung oberhalb (gelb) oder unterhalb (griin) dieser Ebene
liegen. Deshalb ist die Spiegelsymmetrie, die wir oben zum Nachweis des Ver-
schwindens der Vektoren t; ,, genutzt haben, in der orthorhombischen Phase nicht
mehr vorhanden.

@y
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Die Berechnung der Austauschwechselwirkung in zweiter Ordnung Storungstheorie
auf der Grundlage des verallgemeinerten Hiipfoperators (21.2) kann nach Shekht-
man, Entin—-Wohlman und Aharony [L. Shekhtman et al., Phys. Rev. Letters
69, 836 (1992)] mittels eines eleganten Tricks auf die in Kapitel 17 beschriebene
Berechnung zuriickgefithrt werden. Wir greifen dazu aus (21.2) einen Hiipfterm
heraus, der das Hiipfen eines Elektrons aus dem Wannierorbital wy, in das Cu—
Orbital d; und das Riickhiipfen beschreibt. (Auf dem Bond (lm) wirkt natiirlich
auch das umgekehrte Hiipfen aus dem Wannierorbital wy in das Cu—Orbital dyy,
und zuriick; siehe spéter.) Wenn n den Einheitsvektor in Richtung des Vektors
ti,m bezeichnet, der Winkel 6 die Bestimmungsgleichung tgf = |t m|/t1 erfiillt
und ¢ durch ¢; = tcos gegeben ist,

t1 m |tl m‘ g tl
— 2 , to ) = 2 , t = _—, 21.3
n |t1,m| & t1 cos 0 ( )
konnen wir diesen Hiipfterm in die Gestalt
Him = — Y _[d],(t1 0 + i tim - ) Wyyy, + hoc]
(21.4)

v
=-> #d], (e""n"’)w Wy, + hec.]
nv

iiberfiihren. Den dabei erhaltenen spinabhéngigen Phasenfaktor konnen wir nun-
mehr durch die (kanonische) Eichtransformation (Rotation im Spinraum)

wm)\ _ Z(eiBn-o'/Q))\V W, dm)\ _ Z(€i9n~a/2)>\y dmy

v v

wyy, = Z(e_ien'a/z),\u Wi dyy, = Z(e_ien.a/z),\u dy,

Iz Iz

(21.5)

beseitigen und erhalten in der neuen durch ~ bezeichneten Basis den spinunab-
hangigen Hiipfterm

Him = — YT [d]y i, + hec]. (21.6)
A

Durch die Eichtransformation (21.5), die die gitterplatzdiagonalen Anteile (15.17)
des Hamiltonoperators invariant 1&8t, werden alle Spins (w— und d—Spins) auf den
Gitterplatzen m bzw. 1 um den Winkel 6 bzw. —0 um die n—Achse verdreht. Diese
Verdrehung 148t sich durch die Identitat

e o/26 ¢i00/2 — (1 _cosf)(n-o)n+ocosh + o x nsind (21.7)

ausdriicken. Mit ihr erhalten wir z.B. fiir den d—Spin am Gitterplatz m

~ 1 -~ ~ 1 . .
Sm _ = Z dinmo-fﬁ\dm)\ _ = dIn [6—19n~a/20_610n-o-/2]uy dmy
2 & 2 ; g (21.8)

=(1—cosf)(n-Sym)n+ Sy cosf + Sy, x nsind.
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Analog finden wir fiir den Gitterplatz 1 wegen des umgekehrten Drehsinnes
S; = (1 —cosf)(n-S;)n+ Sjcosf — S; x nsinb. (21.9)

Den aus dem Hiipfen (21.6) resultierenden Beitrag zum effektiven Austausch
konnen wir jetzt aus Kapitel 17 direkt und ohne jegliche neue Rechnung als

. J -
Sl.Sm_200829 17 Pm

o | <,

him = (21.10)

iibernehmen, wo J die Kopplung des isotropen Austauschs aus Kapitel 17 ist.
(hm1 wird die zweite Hélfte dieses Austauschs liefern; siche unten.) Wenn wir
die verkippten Spinoperatoren mittels (21.8) und (21.9) durch diejenigen im un-
verkippten Koordinatensystem ersetzen, erhalten wir nach kurzer Rechnung

him = % [(1—tg%0) S1-Sm +2tgfhn- (S X Sm) +2tg%0 (n-S1)(n-Spm)]. (21.11)

Indem wir den Moriya—Vektor

2.J t1.m

1

D]mIZthel’l:

(21.12)

einfiihren, erhalten wir schliellich

|Dlm|2
4J

) Sl'sm-l-D]m-(S] X Sm>+i(D1msl>(D1mSm>} . (21.13)

1
im = 5 (= 2.

Durch den Moriya—Vektor erhalt der vormals isotrope Heisenbergaustausch ten-
sorielle Zusdtze. Neben einer schwachen Reduktion der Starke des isotropen
Austauschs erkennt man in dem Spatprodukt einen im Moriya—Vektor linearen
antisymmetrischen Anteil und einen im Moriya—Vektor quadratischen sym-
metrischen Anteil des Austauschtensors. Man beachte, dafl der antisymmetrische
Anteil wegen (S; X Sy,) o« Dy, wie der symmetrische zur Energie in zweiter
Ordnung in Dy, beitrdgt. Dies wurde vor der Arbeit von Shekhtman et al. oft
iibersehen.

Mit Hilfe eines Symmetrieargumentes kann man fiir kleine Kippwinkel ¢ etwas
iber die Richtung des Moriya—Vektors Dy, (@) lernen. Die Spiegelung an der
CuOs—Ebene iiberfiihrt den orthorhombischen Kristall mit dem Kippwinkel ¢ in
einen Kristall mit dem Kippwinkel —¢. Diese Operation mufl den Hiipfoperator
(21.2) auf den entsprechenden Operator fiir den gespiegelten Kristall abbilden.
Da der Pseudoskalar t - o unter der Spiegelung sein Vorzeichen wechselt und der
Vektor t seine c-Komponente umkehrt, mufl t die Symmetrieeigenschaft

(1), 1°(), 1°(9)) = (=t (=), —t* (=), t°(=)) (21.14)

haben. Man liest daraus ab, daf§ die a— und b—-Komponenten von t proportional zu
¢ sind und die ¢-Komponente proportional zu ¢?. Die mikroskopische Rechnung
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bestétigt diese Schlufolgerung. Fiir kleine Kippwinkel liegt daher t und damit
auch der Moriya—Vektor D nahezu in der (a,b)-Ebene.

Zur Bestimmung der vollen Austauschwechselwirkung auf dem Bond (lm) miissen
wir auch den durch den Hiipfterm

Mt = — 3 [dh (11 0 + ity - ) wy, + hoc] (21.15)

nv

erzeugten umgekehrten Austauschprozess beriicksichtigen. Die beiden Vektoren
tm,1 und t; , konnen mit Hilfe einer Raumgruppensymmetrie des orthorhombi-
schen Kristalls miteinander in Beziehung gesetzt werden. Der verkippte Kristall
ist namlich invariant unter

(a) der 180°~Drehung um eine senkrecht auf der (a,b)-Ebene stehende Achse
durch ein O1-Ton.

Diese Drehung tiberfiihrt die beiden Operatoren Hjy, und Hy, ineinander und
kehrt die Vorzeichen der a— und b—-Komponenten des Vektors t um. Daraus folgt
die Beziehung

(t*,t°,¢%)

= (=t —t",t°) (21.16)

I,m m,l

oder nach einer Aufspaltung t = t(®®) 4 t(¢) der Vektoren in einen in der (a,b)-
Ebene liegenden und einen in c-Richtung zeigenden Vektor

£ = ¢, 0 =t (21.17)

m,l’

Diese Beziehung tibertrigt sich nach Gleichung (21.12) auf die zugehdrigen
Moriya—Vektoren Dy, und Dy, Wegen

IDim|* = [Di|? (21.18)
und

m

1
5 [Dim (81 Sm) +Dynt- (S x 1)) = D" (S1xSm) = D). (S, xS)) (21.19)

sowie
1
17 (D1 + $1)(Dim - Sm) + (Dimt + Sn) (Dt - S1)]
1 (21.20)
ab ab c c

erhalten wir deshalb fiir den gesamten Austauschoperator auf dem Bond (Im)

Dy |? .
hm)y = Pim + A = [(J — | 411J| )Sl-Sm-l—Dfn:)-(Sl X Sm)
] (21.21)
+ 55 (D - S - Sm) + (D, - S)(DY, - Sm))]-
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In dem antisymmetrischen Term haben sich die Beitrage der Vektoren Dl(flz und

Dgfl)l exakt kompensiert. Im symmetrischen Term gibt es einen Beitrag dieser
Vektoren, der fiir kleine Kippwinkel ¢ jedoch so winzig (um einen Faktor 2
unterdriickt) ist, dafl wir ihn spéter in guter Nédherung werden vernachldssigen
konnen.

Fiir den orthorhombischen Kristall gibt es insgesamt vier nicht aquivalente Bonds
(Im) (1 kann das Cu-Ion im Zentrum und m eins der Cu—Ionen auf den Ecken der
Elementarzelle bezeichnen). Die folgenden beiden Raumgruppentransformationen
des orthorhombischen Kristalls werden uns erlauben, die zugehodrigen Vektoren
t1,m und damit nach (21.12) die entsprechenden Moriya—Vektoren zueinander in
Beziehung zu setzen. Der verkippte Kristall ist aufler unter (a) invariant unter

(b) der Spiegelung an einer Ebene senkrecht zur a—Achse durch ein Cu-Ion,
(c) der Inversion an einem Cu-Ion.

Durch diese beiden Operationen konnen die vier Bonds in einer Elementarzelle
offenbar paarweise aufeinander abgebildet werden. Wir kennzeichnen die Bonds
durch die vier Vektoren e+ = %(j:a, +b,0), die vom Zentrum auf die vier Ecken
der Elementarzelle zeigen. Da der Pseudoskalar t - o unter den uneigentlichen
Drehungen (b) und (c) sein Vorzeichen wechselt, folgen aus (b) die Beziehungen

(0o, = (8% =", =t )1 1pe

a b 4c a b c (2122)
(17, ) 1e, . = (2% =17, =) 114e__
und aus (c) die Beziehungen
tilte, . = tiltre tilte, = bllre - (21.23)

Damit sind auch alle Moriya—Vektoren nach Gleichung (21.12) mittels Symme-
trieargumenten auf einen einzigen zuriickgefiihrt worden. Die folgende Figur
zeigt fiir einen beliebig gewahlten Moriya—Vektor D, , den wir im Rahmen un-
serer phanomenologischen Beschreibung nicht bestimmen kénnen, die aus (21.22)
und (21.23) folgenden anderen Moriya—Vektoren. (Man beachte, dafi zu jedem
dieser Bonds auch noch der andere in (21.16) gegebene Moriya—Vektor fiir den
umgekehrten Hiipfprozess gehort. )




Damit haben wir alle Anisotropieeffekte im effektiven Hamiltonoperator h fiir das
Quadratgitter auf einen einzigen phanomenologisch angesetzten Moriya—Vektor
zuriickgefiihrt. Die vier aus (21.22) und (21.23) folgenden Moriya—Vektoren haben
alle dieselbe a—Komponente, wahrend die b— und die c-Komponenten wechselnde
Vorzeichen besitzen. Nach (21.21) sind die Vorzeichen der c-Komponenten nicht
relevant. Der Vorzeichenwechsel der b-Komponenten wird im folgenden jedoch es-
sentielle Bedeutung haben. Die Betrége |D| aller Moriya—Vektoren sind identisch.

Wir wollen jetzt den Grundzustand dieses Hamiltonoperators in klassischer
Néherung diskutieren. Dazu nehmen wir an, dafl alle Spins auf dem Untergitter A
durch den Vektor S 4 und alle Spins auf dem Untergitter B durch den Vektor Sp
beschrieben werden. In jeder Elementarzelle miissen wir die Beitrage (21.21) der
vier in der letzten Figur gezeigten Bonds aufsummieren. Weil die Elementarzelle
2 Spins enthalt, finden wir fiir die klassische Grundzustandsenergie pro Spin

1 D|? " "
E(S4,85) = 5[4(J - |4} )S4-Sp 42D + D). (S, x Sp)
1, (a . ) )
+ = (D 8D - 8p) + (DY - 54)(DYY - 8p) (21.24)

J
+2(D.8,4)(D. SB))]-

Angesichts dieser Formel empfiehlt sich die Einfiihrung der in a— bzw. b—Richtung
zeigenden Dzyaloshinsky—Vektoren

1 1
D@ - - + D), DY = (DY - D), (21.25)

wobei D(®) nur deshalb nicht verschwindet, weil die Vorzeichen der b-Komponen-
ten der Moriya—Vektoren alternieren. Die Energie zerfallt nunmehr additiv in die
Anteile der drei orthorhombischen Komponenten und wir erhalten

D(@) 2
| 4J| )Sa-Sp+D@. (S, x Sp)
1
+ §<D(a)' SA)(D(“)~ Sg)
(21.26)

1 1
®. ®).8,)— D12 (s,.
+57(D"-84)(DY-S5) - DO (S4-Sp)

1 1
+ ﬁ(D(C)' SA)(D(C)- Sp) — E|D(c)|2 (S4-Sg)|.

E(S4,Sp) = 2[(J .

Wenn die Moriya—Vektoren fiir alle Bonds (21.22) und (21.23) identisch wéren und
somit D®) verschwinde, wiirde bei vernachlissigbar kleinem D(¢) die klassische
Energie durch die ersten beiden Zeilen in (21.26) gegeben. Anhand der Herleitung
von (21.13) aus (21.10) wissen wir, dafl diese Energie durch eine entgegengesetz-
te Rotation der Vektoren S4 und Sy um die D(®—Achse in 2J SA SB mit
J = J + (D)2 /4. iiberfithrt werden kann. Diese Form enthiillt eine versteckte
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Symmetrie, die eine Entartung des klassischen Grundzustandes zu Folge hat; denn
die Energie héngt nicht von der Richtung von Sy ab, solange nur Sp = —S 4 gilt.
Die nicht rotierten Spins S4 und Sp koénnen ebenfalls beliebige Richtung haben,
nur sind ihre Komponenten senkrecht zur a—Achse um den in (21.12) definierten
Winkel 6 gegeneinander verdreht. Erst der Vektor D®) hebt diese Entartung auf,
weil der erste Term in der dritten Zeile von (21.26) wegen Sp ~ —S 4 die Spins in
die b—Achse zwingt. Die dadurch erreichte Spinkonfiguration mit einer alternieren-
den b-Komponente und einer homogenen c-Komponente ist gegen die kleine
Storung in der vierten Zeile von (21.26), die eine alternierende c-Komponente
erzeugen mochte, stabil. Diese Spinkonfiguration und die dazu zeitumgekehrte
konnen durch den Winkel € in der Form

1 1
SA/BZE(O,:ECOSQ,—SiHQ) und SA/B:§(0,:F(:0$0,sin0) (21.27)

parametrisiert werden. Das Vorzeichen des kleinen Winkels 6 bestimmt sich aus
der Forderung, dafl das antisymmetrische Spatprodukt

1
D@. (S, x Sp) = — 7 Dasin 20 (21.28)

negatives Vorzeichen hat. Daher mufl das Vorzeichen des Winkels 6 gleich dem
Vorzeichen der a-Komponente D, des Vektors D(®) sein. Quantitativ ist der
Winkel 6 nach (21.12) durch die Beziehung

D,
2J

gegeben. Die klassische Grundzustandsenergie fiir die Konfigurationen (21.27)
ergibt sich in zweiter Ordnung in den Moriya—Vektoren zu

D? + D? — Dg]

4J '
Mit unseren phédnomenologischen Betrachtungen, die sich nach dem Ansatz (21.2)
weitgehend auf reine Symmetrieiiberlegungen stiitzten, haben wir damit die bei-

den am Anfang des Kapitels zitierten experimentellen Beobachtungen iiber die
Richtung der Untergittermagnetisierung und das Nettomoment erklart.

tgh = (21.29)

1
E£1:_§ [J+

(21.30)

Die elementaren Anregungen iiber dem antiferromagnetischen Grundzustand sind
quantisierte Spinwellen oder Magnonen. Im Anhang A ist erlautert, wie man
ihr Spektrum im Falle eines isotropen Quantenantiferromagneten berechnen kann.
Dort wurde auch betont, dafl die Spinwellendispersion am einfachsten mittels einer
quasiklassischen Losung der linearisierten Bewegungsgleichungen gefunden wird
(siehe Gleichung (A.48)). Wir wollen hier eine solche Losung fiir das anisotrope
Modell diskutieren.

Zur Herleitung der Bewegungsgleichung fiir den Spin S; auf dem Untergitter A
brauchen wir alle Terme des Hamiltonoperators (21.21),

> hamy =S1- Xy, (21.31)
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die den Spin S; enthalten. Hier steht der Vektoroperator X; fiir die Summe tiber
die vier nachsten Nachbarn von 1

[Dim|* a
X =Y [(J- 41J ) Sm + S x D\
- (21.32)

1 ab ab c c
+ 57 (Di (Di - Sw) + DS Dy, - S)) .

Die Bewegungsgleichung fiir S; lautet damit

ds
d—t‘ = —i-[S1,S1- Xi] = S; x X,. (21.33)
Die analoge Bewegungsgleichung fiir einen Spin S,, auf dem Untergitter B lautet

dSm

—— =Sm X X 21.34
pn Sm X (21.34)

mit dem Vektoroperator

2
Xm=> [(J - Dirn| )S1—S; x D{*)
47
I (21.35)

1 ab ab c c
+ g(Dfm)(Dfm) -S1) + D{(Dy5) - Sy)].

Wir wollen die Anregungen um die linksstehende Gleichgewichtskonfiguration der
Spins in (21.27) berechnen, fiir die

ngy, ny = (0,cosf, —sinf)

S0 =
(21.36)

1
2
1
SV = JhB; np = (0, —cosf, —sin )

gilt. Fir die Gleichgewichtskonfiguration sind die Vektoren X; und X, durch

D? + D? — D?

X?/m:_2(‘]+ 4.7

Y045 (21.37)

gegeben. Dies garantiert, dafi die Gleichgewichtsspins (21.36) nach den Bewe-
gungsgleichungen (21.33-34) in Ruhe bleiben. Zur Aufstellung von Bewegungsglei-
chungen parametrisieren wir die zu den Gleichgewichtsspins (21.36) orthogonalen
(transversalen) Komponenten der Spins S; und S,,, durch

Si = (Sa1, S11sinf, Syycosh),  Si = (Som, —Simsinf, Simcosf). (21.38)

Indem wir auf den rechten Seiten der Bewegungsgleichungen (21.33-34) nur die
linearen Terme in den transversalen Komponenten mitnehmen, erhalten wir das
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Bewegungsgleichungssystem

: 1 D@
511 = —2J+_ 521 + 5 ; b Slm J SZm]

cos b

D(b)
Sor = +2J4_ S+ = Z [J_+ Sim + —lm Som)

os 6
D@ (21.39)
Sim = +2J+_ Som + = Z lm 511 + J__ Sa1]
) 1 Dl(b)
Som = —2J4_ S1m + = —J_ — .
2 -5 +2;[ J+S11+0080521}
Hier haben wir die Kurznotation
D? + D2+ D?
Jig =J + =2 4} ¢ (21.40)

fiir die drei renormierten Austauschkopplungen J, , J_, und J__ eingefiihrt.
Nach der Fouriertransformation

1 : 1 ,
SAk = —= Sl €Zk1, SBk = — Sm elkm (21.41)

kommen die beiden Formfaktoren (e lauft iiber die vier Vektoren ey )

1 - ak bk,
k) = — —ik-e _ ra -0
f(k) 4;6 Co8 — = €08 —
(21.42)
= 1Zsign DWemike — _gj ok bkb
4 € 2 2
ins Spiel und man erhalt die vier gekoppelten Bewegungsgleichungen
) Dy,
S1ax = —2J4 - Soax + 2—0 g(k) S1px — 2J-— f(k) Sapx
) Dy,
Saak = +2J4— S1ak +2J4 f(k) Sipk + 2—9 9(k) S2Bx
(21.43)

) D
S1pk = +2J4_ Sopk + 2cosb0 g(k) Syax +2J__ f(Kk) Saax

. D
Sopk = —2J4_ Sipk —2J_4 f(k) S1ax + Qﬁ g(k) S2.4x-

Die Eigenfrequenzen dieses Gleichungssystems treten in Paaren +w auf, wobei die
beiden Frequenzen w durch die Formel

w (k) = 2¢ (oo JO0)(s T f) — (2 g(k)” (21.44)
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gegeben sind. Da J__ = J_ fiir D, = 0 gilt, werden diese beiden Frequenzne nur
durch die kleine Komponente D, der Moriya—Vektoren aufgespalten und waren fiir
D. = 0 strikt entartet. Wahrend die Spinwellendispersion des isotropen Heisen-
bergmodells liickenlos ist, weil die Eigenfrequenzen im Zentrum der Brillouinzone
k = 0 verschwinden (siche (A.70)), 6ffnet die Anisotropie in (21.44) Liicken, die
sich zu

2\/1+ 4J2 D2 D2)
2 <1+4J2>D2 2124

cos 0

(21.45)

berechnen. Es ist also die alternierende Komponente D, der Moriya—Vektoren,
die sowohl fiir die Aufhebung der versteckten Entartung des Grundzustandes wie
auch fiir die Offnung der Liicke im Anregungsspektrum verantwortlich ist.

Um diesen Sachverhalt noch einmal zu verdeutlichen, betrachten wir mit der
folgenden Figur eine Plaquette aus dem Quadratgitter der CuOs;—Ebene. Wir
nehmen an, dafl die Moriya—Vektoren D der vier Austauschprozesse, die von A—
Platzen auf B—Platze fithren, wie gezeichnet identisch sind. Unter dieser Annahme
kénnen wir mittels der Eichtransformationen (21.8) auf allen B-Plétzen und
(21.9) auf allen A-Plétzen den Moriya—Vektor D vollsténdig eliminieren. Der ef-
fektive Hamiltonoperator hat dann die Gestalt eines isotropen Heisenbergmodells
und sein Spektrum wird daher durch den konstanten Moriya—Vektor D tiberhaupt
nicht modifiziert. Dafl die Quantisierungsachsen fiir die beiden Untergitter ver-
schieden sind, hat keinerlei Einflufl auf das Spektrum.
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IV. Modellierung der CuO,—Ketten im Spin—Peierls—System CuGeQO;

22. Der 90°-Superaustausch

Wie schon in der Einleitung erlautert sind die tetragonal gestreckten CuOg—
Oktaeder in der orthorhombischen Verbindung CuGeOj3 in c-Richtung an Kanten
iiber gemeinsame O2-Sauerstoffionen verkniipft, so dafl CuO,—Ketten entstehen.
Die Struktur ist in der folgenden Figur nochmals dargestellt.

Die Oktaederketten sind in der ab—Ebene alternierend verkippt und an den Spitzen
iiber gemeinsame Ol-Sauerstoffionen verkniipft, wodurch sie eine weitere Verzer-
rung erleiden. Dies soll durch die folgende Figur aus Kapitel 12 nochmals in
Erinnerung gerufen werden.

Aufgrund dieser komplexen Struktur hat das System eine sehr niedrige Punktsym-
metrie. Nur die c-Achse ist als Spiegelachse fiir die lokale Struktur des CuOs—
Ketten relevant. Wir werden die Ketten daher in einem (x,y,z)-Koordinatensystem
beschreiben, wobei die z—Achse mit der kristallographischen c—Achse identisch ist,
wéahrend die x—Achse in der ab—Ebene gegeniiber der kristallographischen a—Achse
um den schon in Kapitel 12 genannten Winkel § = 56,5° verdreht ist. Die Ketten
liegen dann in unserer xz—Ebene. Die Geometrie der Ketten in dieser Ebene ist in
der folgenden Figur gezeigt.
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Die roten Kreise stellen die Cu?-Ionen dar und die blauen Kreise die O?~Ionen,
die alle in der gezeichneten (x,z)-Ebenen liegen. Die gelben Ge*T-Tonen liegen
alternierend oberhalb und unterhalb dieser Ebene, z.B. ist die Verbindungslinie
zwischen den Ge— und den O2-Ionen fiir die obere Reihe um 21,4° nach oben
gekippt und fiir die untere Reihe entsprechend nach unten.

Die (x,y)-Ebenen durch die Cu-Ionen als auch durch die O2-Ionen sind Spiegelebe-
nen des Systems. Dies erlaubt folgende Aussagen tiber die Kristallfeldeigenzu-
stande der Ionen: sie miissen gerade oder ungerade unter diesen Spiegelungen
sein. Daher ist 2p, (ungerade) ein Eigenzustand der 2p—Orbitale und die beiden
anderen sind Linearkombinationen von 2p, und 2p, (beide gerade). Beim Cu-Ion
sind 3d,, und 3d,, ungerade und 3d,2_ .2, 3da,2_,2_ .2 und 3d;, gerade. Die lokale
Umgebung der Cu—lonen, die in der folgenden Figur quantitativ beschrieben ist,
lat das 3d-Loch im Orbital 3d,. erwarten. Eine mogliche Beimischung von 3d,,,
kann als klein abgeschatzt werden.

140



Wenn wir das 3d,,—Orbital einfach mit d bezeichnen, ergibt sich der Hamiltonope-
rator der d-Elektronen als

Hd = ZGd d;a'dla —|— UanlTndll. (221)
l

l,o

Da die Struktur durch die starken kovalenten Bindungen zwischen den O- und
den Ge-Ionen stabilisiert wird, kann man annehmen, daf} ein 2p—Orbital auf den
O2-Ionen, das ungefahr in Richtung des Ge-lons zeigt, der energetisch tiefste
Eigenzustand des (starken kovalenten) Kristallfeldes ist. Man kann daher die 2p—
FEigenorbitale mit einem Winkel v ~ 21,4° als

bo =Pz
P— = COS7Y - Py +sinvy - p, (22.2)
P+ = —siny - py + o8y - py

ansetzen und der Hamiltonoperator der 2p—Elektronen ist durch

_ T T
Hp - Z |:€P— pl+1/2,—,7'apl—|—l/2,—,'ra + EP"F pl+1/2,+,7'apl+1/2,+,7'0
loT (223)

.'.
+ €po pl—|—1/2,0,7'0pl+1/2,0,7'0} + Hp,Hund
gegeben, wobei der Index 7 = 41 das obere und das untere Sauerstoffion kenn-

zeichnet. Zugefiigt haben wir die intraatomare Austauschwechselwirkung H,, Hund,
die wir in Kiirze brauchen werden.

Die 3d,,—Orbitale hybridisieren mit denjenigen 2p-Orbitalen, die ihnen ihre
Ladungskeulen entgegenstrecken. Dies ist in der folgenden Figur dargestellt.

Bemerkenswert ist hier, da3 die rotgriinen 2p—Orbitale, die mit dem linken 3d—
Orbital hybridisieren, nahezu orthogonal auf den blaugelben 2p—Orbitalen stehen,
die mit dem rechten 3d—Orbital hybridisieren. Wenn diese Orbitale genau orthogo-
nal zueinander waren, wiirde es auf den ersten Blick so erscheinen, als ob gar kein

141



Superaustausch zwischen den beiden 3d—Ionen entstehen konnte, weil ein Loch,
das auf ein Sauerstoffion hiipft, nicht auf das benachbarte Kupferion weiterhiipfen
kann. Hier kommt der intraatomare Austausch in Hjp puna ins Spiel. Aus dem

Anfangszustand
ja) = ledrl|O> (22.4)

kann namlich ein Zwischenzustand
|2) = plTprll()) (22.5)

mit zwei Lochern in orthogonalen Orbitalen (1 fiir links, r fiir rechts) auf dem
Sauerstoffion entstehen. Dieser Zwischenzustand ist jedoch kein Eigenzustand zum
Gesamtspin des Sauerstoffions und muf fiir die Storungsrechnung in die beiden
Eigenzustédnde von Hp Hund zerlegt werden:

[(plTprl +pupm) + (plTpTl - pllprT)] 0). (22.6)

M|F—‘

|2) =

Der erste dieser Eigenzustiande hat den Spin S = 1 und mit der 1. Hundschen
Regel die tiefere Energie gegeniiber dem zweiten mit dem Spin S = 0. Wegen
des kleineren Energienenners ist der Gewinn an Austauschenergie grofler fiir den
Gesamtspin S = 1 und der Superaustausch ist daher ferromagnetisch.

Merke: Der 90°-Superaustausch ist ferromagnetisch.

Antiferromagnetische Beitrage zum Superaustausch kommen durch Abweichungen
des Austauschwinkels von 90° und durch das Kristallfeld (22.3) zustande. Um dies
zu verstehen, wollen wir im folgenden die pd—Hybridisierung genauer modellieren.

Die hybridiserenden 2p—Orbitale kénnen wir aus den beiden Basisorbitalen p, und
p. in der Form

Ppyp4 = COST - P, tsinn-p, (22.7)
linearkombinieren. Dabei schatzen wir den Winkel 1 nach der obigen Diskussion
durch n ~ 40,5° ab. Fiir n # 7/4 sind die beiden Orbitale ppyn,+ und ppy,— nicht
orthogonal zueinander, sondern haben den Uberlapp cos? n—sin® 7 = cos 2. Unter

Beachtung einer geeigneten Phasenkonvention fiir alle Orbitale schreibt sich der
Hamiltonoperator fiir die Hybridisierung als

pd - _tpd Z SlIl?] pl+1/2 T, 7o — cosn - pl+1/2,z,7'cr
loT (228)

- Sin?’] ) pl—1/2,:1:,7'(r —cosn - pl—1/2,z,’r(r> + ]’LC] :
Im vorliegenden Fall erweist sich der Ubergang zu hybridisierenden 2p—Wannier-

orbitalen als besonders niitzlich. Wir gehen daher nach den Vorschriften (15.1)
und (15.2) zur Impulsdarstellung {iber und erhalten in Analogie zu Kapitel 15

k k
Hpa = —tpa Z b - T (2isin 5 Phar,o -sinn —2cos — 5 Phar,q COS n)+h.c], (22.9)

kot
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wobei die Brillouinzone hier eindimensional ist. Mit dem Formfaktor

flk) = \/8(sinnsin 2)2 + 8(cosn cos 2)2 (22.10)

werden die Wannierorbitale dann als

w,, = Z 27 - (isinnsin 3 Pharo — COST COS 5 Proro)] f(E) (22.11)

T

definiert und wir erhalten in der Ortsdarstellung schliefflich das Ergebnis

Hpa = —tpa Y To(dj,wy,,, , + hec.). (22.12)

Ilmo

Dabei kommen die Hiipffaktoren
T = (f(k)e*™) ) = 2(v/1 4 sin § cos k e™*™),, (22.13)

ins Spiel, die hier rechts durch den Winkel § = 7/2—2n (cos 21 = sin d) ausgedriickt
wurden, der die Abweichung des Austauschwinkels von 90° mifit und einen Wert
von etwa 9° haben sollte. Da die Wurzel (fiir |sind| < 1) analytisch in k ist, ist das
Wannierorbital sehr gut lokalisiert und 7,,, fallt mit wachsendem m exponentiell ab.

Man kann T, leicht nach Potenzen von sind entwickeln und erhélt (Zahlenwerte
fir 6 = 9°)

1 15
TO =2 gSiHQCS— ESiH45+...: 1,997
1 3
Ty1 = —sind+ —sin®d+...=0,078 (22.14)
2 64
]_ .92
Tio = BT sin“d + ... = —0,0015.

Die Hiipfkoeffizienten T4, (m > 0) sind proportional zu sin” § und eignen sich
hervorragend als Entwicklungsparameter. Die Storungsrechnung nach T4 fiir den
antiferromagnetischen Superaustausch J; zwischen nachsten Nachbarn verlauft
ganz analog zum Fall der Ebenen. Im Vergleich zum 180°-Superaustausch ist
Ji um einen Faktor proportional zu sin? § reduziert. Der oben diskutierte ferro-
magnetische Beitrag zum Superaustausch ist allerdings in dieser Rechnung nicht
enthalten. Er reduziert den antiferromagnetischen Beitrag und iiberkompensiert
ihn fiir gentigend kleine Winkel . Empirisch wiirde man tatsachlich fiir § = 9° eher
einen ferromagnetischen Superaustausch erwarten und man mufl die Beschreibung
um feinere Effekte wie die Kristallfeldaufspaltung (22.3) auf den Sauerstoffionen
erweitern, um zu verstehen, dafl der Superaustausch antiferromagnetisch ist.

Wir nehmen noch einmal einen Superaustauschwinkel von genau 90° an. Der
Einfachheit halber ignorieren wir das p,—Orbital in (22.2) betrachten einfach den
Effekt einer Kristallfeldaufspaltung A, . zwischen dem p,— und dem p,—Orbital.
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Unter der Wirkung dieser Aufspaltung préazessieren die hybridisierenden Orbitale
(22.7) mit der Zeit nach der Formel (n = 7/4)

1 %
Pryb (1) = 7 [p. £p,ePeet] (22.15)

und wandeln sich dabei ineinander um. Dieser Prozess ist analog zur Prazession
eines Spins in einem transversalen Magnetfeld oder auch zum Phénomen der
Neutrino—Oszillationen. Diese Vermischung der beiden Orbitale resultiert in einen
antiferromagnetischen Beitrag zum Superaustausch. In der Stérungsrechnung
geschieht das auf die folgende Weise. Da aufgrund des Kristallfeldes die Ladungs-
transferenergien A, fiir das p,—Eigenorbital und A, fiir das p,—FEigenorbital ver-
schieden sind, ergibt die Anwendung des Resolventenoperators S auf einen Zu-
stand, in dem sich das Loch in Phyb+ befindet,

L 1Pz | Pa
Sphyb+‘0> = _—[ —MO>
V2 A A,
(22.16)
1.1 1 1 1
=3 [(A— A, ~ WPhyby T (Az - A—m)phyb—} 10).
Aufgrund der Aufspaltung (A, # A,) befindet sich das Loch also mit einer gewis-
sen Amplitude im Zustand Phyb—s obschon Phyb+ und Phyb— zueinander orthogonal

sind. Es kann dann auf das mit Phyb— hybridisierende 3d—Orbital weiterhiipfen und
den iiblichen antiferromagnetischen Superaustausch erzeugen.

In CuGeOg3 wird auch ein nicht zu vernachlassigender Superaustausch Js zwischen
zweiten Nachbarn beobachtet, der mittels der obigen Modellierung nicht zu ver-
stehen wéare. Er kann jedoch durch einen Austauschpfad 3d—2p—2p—3d erkléart wer-
den, fiir den die Beschreibung durch ein direktes Hiipfen zwischen 2p—Orbitalen,
z.B. modelliert durch

— T
pr - tpp Z [pl—l-l/Z,z,TJpl—l/Q,z,Ta + hc] (2217)

loT

ergdnzt werden mufl. Wegen des grofieren Abstandes benachbarter Sauerstoffionen
wird t,, deutlich kleiner als ¢,4 sein. Der genannte Austauschpfad enthélt jedoch
keinen Austauschwinkel von nahezu 90°, durch den der Superaustausch zwischen
nachsten Nachbarn J; so stark reduziert wird. Dies erklart, wieso Jo nicht sehr
viel kleiner als Jp ist.
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V. Modellierung der NiO—Ketten in Yo . CaxBaNiOg
23. Superaustausch und Lochhiipfen in NiO—Ketten

In Kapitel 10 haben wir gelernt, da8 Ni?*-Ionen in einem oktaedrischen Sauer-
stoffionenkéafig keine Jahn—Teller—Verzerrung verursachen. In nichtkubischen
Verbindungen kénnen NiOg—Kéfige jedoch aus strukturellen Griinden verzerrt sein.
Eine solche Situation finden wir in der in der Einleitung erwahnten Verbindung
Y2BaNiOs, in der durch Aneinanderreihung von NiOg—Oktaedern iiber gemein-
same O2-Ionen NiO—Ketten entstehen, die durch die Y- und Ba—Ionen gegeneinan-
der abgeschirmt sind. In dem orthorhombischen raumzentrierten Gitter zeigen die
Ketten in a-Richtung. Die NiOg—Oktaeder sind in a-Richtung gestaucht mit einem
kurzen Ni-O2-Abstand von 1,88 A. Die Abstéinde der Ni-Ionen zu den vier O1-
TIonen in der (b,c)-Ebene sind identisch und betragen 2,18 A mit einem Winkel
von 40° zwischen dem Ni-O1-Bond und der c—Achse, wie in der folgenden Figur
gezeigt.

b

O | ®

40°

O O

Die beiden Lécher in der 3d-Schale der Ni2?T-Ionen befinden sich in dem or-
thorhombisch aufgespaltenen orbitalen I's—Dublett, dessen Wellenfunktionen in
der folgenden und der vorherigen Figur gezeigt sind. (In Kapitel 13 haben wir
gesehen, daf} die orthorhombische Verzerrung dem Orbital 3ds,2_,2_,> das Orbital
3dy2_,2 beimischt; diese Beimischung ist hier vernachléssigbar klein.) Wir werden
im folgenden den Erzeuger fiir ein in a—Richtung zeigendes 3ds.2_,2_,2—Loch mit

d]; und den fiir ein in der (b,c)-Ebene liegendes 3d,,~Loch mit d; bezeichnen.

2P, 3d222-x2-y2
S -+ O

> a
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Die orthorhombische Aufspaltung zwischen dem d;— und dem ds;—Niveau soll so
klein sein, daf sie die erste Hundsche Regel nicht bricht und das Ni?*-Ion im
Grundzustand den Spin 1 hat. Der einzige Hiipfprozess, der zum Superaustausch
und zum Lochhiipfen langs der NiO-Ketten beitrigt, ergibt sich aus der Hy-
bridisierung zwischen dem d;—Orbital und dem 2p,—Orbital, wie in der letzten
Figur gezeigt. Man wiirde daher dazu neigen, in den Hiipfoperator nur diesen
Hiipfprozess aufzunehmen. Dies fiihrt jedoch zu sehr schlecht lokalisierten Wan-
nierorbitalen, die sich durch Berticksichtigung des Lochhiipfens auf die O1-
Nachbarn deutlich verbessern lassen. Die Modellierung der NiO—Ketten benutzt
daher den Hiipf-Hamiltonoperator im Locherbild (zu den Vorzeichen siehe die
letzte Figur und (14.8))

_ T
Hy = Z[tl\dl,l,o (p||l—%,a _p||l—|—%,a>
Lo (23.1)

+ QtJ_(d];,l,apJ_l,l,a + \/gd;l,apJ_Z,l,a) + h.c.|.

Insgesamt werden die NiO—Ketten daher durch ein Fiinfbandmodell mit den
Orbitalen dq, do, Py P11 und p o beschrieben. Dabei spielen das do— und das
p12—Orbital eine Zuschauerrolle, weil sie immer im gleichen hybridisierten Ein-
lochzustand bleiben, dessen Spin allerdings tiber die intraatomaren Coulombwech-
selwirkungen an den anderer Locher in der 3d—Schale gekoppelt ist. Die beiden
p1—Zustande sind aufeinander orthogonale normierte hybridisierende Linearkom-
binationen aus p—Orbitalen der vier O1-Nachbarn und der Faktor 2 vor der Am-
plitude ¢ ergibt sich aus der Normierung der p; —Zustdnde. Die Amplitude ¢
wire aus geometrischen Griinden genau halb so grof8 wie ¢ (sieche dazu die erste
Seite des Kapitels 25), ist jedoch wegen des grofieren Cu—O1-Abstandes gegentiber
t) nochmals in etwa halbiert: ¢, ~ 0,25¢.

Zum Ubergang in die Wannierdarstellung verwenden wir eine eindimension-
ale Fouriertransformation wie in (15.1,2) und erhalten fiir den d,—Anteil des
Hiipfoperators (23.1) in der Impulsdarstellung

. -k
Ht = Z [2 di,k,o’ (_Zt” sin ip”’k’o- + tLle,k,U) + hC]
k,o

) (23.2)
= —t) > f(R)(d] , yw , + hec)
k,o
mit dem Formfaktor
ﬂm:2¢mﬂg+@ﬁ2 (23.3)
und den Wannierfunktionen
Wh.o =2 (—i Sinng’k’U + i—‘#pJ_Lk’U)/f(k). (23.4)

Die Fourierkoeffizienten T}, des Formfaktors in der folgenden Tabelle
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Tabelle 23.1 (Amplitudenfaktoren T5,, fiir ¢ =) /4)

m 0 +1 +2 +3
T 1,403 —0,371 —0,045 —0,016

zeigen eine exponentielle Lokalisierung des Wannierorbitals. Der Hiipfoperator in
der Ortsdarstellung erhalt damit die Form

He=ty Y [Tmdl,,w,_,,,+hc] (23.5)

l,m,o

und das Wannierorbital in Ortsdarstellung ist durch

w, = — 0,592 (pH,H-% _pl\,l—%) + 07437pJ_,1,l
— 0,150 (pH,H—% - p”:l—%) + 07141 (pJ_,l,l-i—l +pJ_,1,l—1) (236)

— 0,064 (pH:% - p”’_g) + 0,066 (pL,l,Q + pL,l,l—Q) cee

gegeben.

In Analogie zu Kapitel 16 werden wir jetzt die Losung des lokalen Problems
diskutieren, in die das lokale Hiipfmatrixelement

to=Tot ~ 1,4t (23.7)

eingeht. Wir werden alle lokalen Zustande ausgehend vom vollig lochfreien Vaku-
umzustand |0) darstellen.

Der Einlochsektor, der bei Superaustauschprozessen eine Rolle spielt, ist im
Rahmen unserer Modellierung (23.1) trivial, weil die Einlochzusténde

db ,10) (23.8)

schon Eigenzustande sind. Natiirlich hybridisiert das do—Loch in der Modellierung
(23.1) mit den 2p-Orbitalen auf den Ol-Sauerstoffionen, die auBerhalb der Ket-
ten liegen. Diese Hybridisierung werden wir hier nicht explizit beriicksichtigen,
weil sie nur die Matrixelemente renormiert und nicht aktiv zur Dynamik inner-
halb der Ketten beitriigt. Der Grundzustand des Ni'*-Ions ist im iibrigen der
hybridisierte Zustand (cosvyd| . + sinyw})|0), der aber als Zwischenzustand in
unserer Modellierung nicht vorkommt.

Im Zweilochsektor sind wir wegen der ersten Hundschen Regel nur an den
Grundzustanden mit Spin S = 1 interessiert. Wegen der Spinrotationsinvarianz
reicht es, die Zustédnde mit S, = 1 zu betrachten. In Kapitel 10 haben wir gelernt,
da im kubischen Kristallfeld der Zustand

di . dj ,|0) (23.9)
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der Grundzustand des Ni?T-Ions ist. Wie schon oben bemerkt, ignorieren wir
hier und im folgenden eventuelle kleine Beimischungen durch das orthorhombische
Kristallfeld. Die lokale Hybridisierung ¢g mischt den Zustand (23.9) mit dem
Zustand

wl dj . |0), (23.10)

dessen Energie um die Ladungstransferenergie A,; angehoben ist. Die Mischung
der beiden Zusténde ergibt sich in Analogie zu (16.4,5) aus der Diagonalisierung
der Matrix

0 to Apq ADpar2 | o
= AE;=——% — . 23.11
(to Apd ) + 2 ( 2 ) + tO ( 3 )

Der hybridisierte Grundzustand des Ni?T—Ions hat damit in Analogie zu (16.6)
die Form
(cosa cﬂ d;T —sina uﬁ d;T)|0> (23.12)

mit (siehe (16.7))

o /AE-I—Apd ) o /AE—Apd
COSx = W, SIn o = W, (2313)

wenn AE = AE, — AFE_ die Niveauaufspaltung in (23.11) bezeichnet.

Der Dreilochsektor ist fiir Superaustauschprozesse und bei Dotierung des
YsBaNiO5 zu Y,_,Ca,BaNiOs relevant. Wir wollen annehmen, daf3 die durch
Ca—Dotierung erzeugten Locher vornehmlich auf den O2-Sauerstoffionen sitzen.
Dies wird durch die Beobachtung eines starken spektralen Gewichts bei niederen
Energien in der dynamischen Leitfahigkeit des dotierten Systems nahegelgt, das als
Hinweis auf die Beweglichkeit der Locher langs der NiO-Ketten gedeutet werden
kann. Unter dieser Annahme haben im Dreilochsektor lokale Zusténde die tiefste
Energie, bei denen ein zusatzliches Loch im Wannierorbital sitzt. Wir erhalten

dann als erstes ein Quartett von Zustanden mit Spin S = %

wld] ,df 10), (23.14)

das lokal mit keinen anderen Zustadnden mischt. Das mit diesem Quartett zunachst
entartete Dublett mit Spin S = %

1
7 2w]dl  d . —wi(d] df, +df df )]0) (23.15)

hybridisiert allerdings mit mehreren anderen Zustanden mit Spin S = % und wird
dadurch gegeniiber dem Quartett abgesenkt. Der dadurch entstehende gebundene
Zustand entspricht dem Zhang—Rice-Singulett in den Kupraten. Weil er jedoch
den Spin S = % besitzt, bezeichnen wir ihn als Zhang—Rice—Dublett.
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Beigemischt wird dem Zustand (23.15) durch die lokale Hybridisierung der Zustand
wlwl df ;|0) (23.16)

mit zwei Lochern im Wannierorbital, dessen Energie um A; oberhalb der Energie
des Zustandes (23.15) liege. Weiterhin wird beigemischt der Zustand

d . dl | dj . |o) (23.17)

der zur Konfiguration Ni3* gehort. Dieser Zustand bildet im kubischen Kristall-
feld zusammen mit dem Zustand di 1 d; ! d;T|O) ein orbitales I's—Dublett. Nach

(2.6) und Tabelle 9.3 kommt ein I's—Dublett im Sektor S = % der Konfiguration
Ni3T vierfach vor (auch im Term 2H). Daher ist der Zustand (23.17) fiir mittel-
starkes kubisches Kristallfeld kein Eigenzustand, sondern eine Linearkombination
von vier Eigenzustanden. Wir sehen hier iiber diese Komplikation hinweg, indem

wir dem Zustand (23.17) eine effektive mittlere Anregungsenergie Ay gegeniiber
dem Zustand (23.15) zuordnen.

Anwendung der lokalen Hybridisierung auf die beiden Zusténde (23.16,17) fiihrt
nicht nur auf den Zustand (23.15) zuriick, sondern es entsteht auch das zweite auf
(23.15) orthogonale Dublett mit einem Loch im Wannierorbital

1
ﬁwT(dT db | —di | df o). (23.18)

In diesem Zustand hat das Ni?*-Ion den Spin S = 0. Orbital bildet der Zustand
(dT alT alT dT +)|0) zusammen mit dem Zustand (dT 1.1 alT dT dT 1)]0) im
kub1schen Krlstallfeld ein T's—Dublett. Ein solches Dublett kommt nach (2 5) und
Tablelle 9.3 in den beiden Termen 'G und 'D vor und daher ist auch der Zustand
(23.18) kein Eigenzustand des Ni?*—Ions im mittelstarken kubischen Kristallfeld.

Wie schon beim Zustand (23.17) sehen wir hier dariiber hinweg und ordnen ver-
einfachend dem Zustand (23.18) die mittlere Energie Ag zu.

Die kovalente Bindung des Zhang—Rice-Dubletts kommt also durch die Mischung
der vier Zusténde (23.15-18) zustande. Die Eigenzustdnde im Dreilochsektor zu
S = % ergeben sich aus der Diagonalisierung der Matrix

0 —\/gto —\/gto 0

\fto A 0 —\ﬁto

\fto . N \éto . (23.19)
0 —\@to —\/gto Ag

Auf der Grundlage der Losung des lokalen Problems kann man nun durch
Storungsrechnung niedriger Ordnung nach den nicht gitterplatzdiagonalen Ter-
men im Hiipfoperator (23.5) einen effektiven Hamiltonoperator fiir das System
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Ys_,Ca,BaNiOs5 gewinnen. Fiir benachbarte Platze in der Kette kommt dabei
das Hiipfmatrixelement

t1 ~ —0,37t (23.20)

zum Tragen. Zur Berechnung des Superaustauschs geht man von zwei Nach-
barplatzen [ und [+1 aus, die sich im Zustand (23.12) (oder den anderen Zustédnden
S, =0,5, = —1des (S = 1)-Tripletts) befinden. Nach einmaliger Anwendung
des Hiipfoperators erhélt man einen Zwischenzustand, in dem sich einer der Plétze
im Einlochzustand (23.8) und der andere in einem der Dreilochzusténde (23.14-
18) befindet. Nach dem Zuriickhiipfen des Loches finden sich beide Plédtze wieder
in Zweilochzustédnden, wobei maximal ein Austausch von AS, = +1 erfolgt sein
kann. Daher erhalt man wegen der Spinrotationsinvarianz des Systems in zweiter
Ordnung in ¢; einen bilinearen Heisenbergaustausch

Hlz =7 Si-Si1. (23.21)
l

Nach der Argumentation in Kapitel 17 (siche auch Anhang B) liefern Zwischen-
zustande, bei denen beide Platze den Spin % tragen, einen antiferromagnetischen
und solche, bei denen ein Platz den Spin % und der andere den Spin % tragt, einen
ferromagnetischen Beitrag zum Austausch. Da der Einlochzustand (23.8) den
Spin % tréagt, liefern die vier aus den Zustédnden (23.15-18) gebildeten Dubletts als
Dreilochzwischenzusténde einen antiferromagnetischen und das Quartett (23.14)
einen ferromagnetischen Beitrag zur Austauschkopplung J. Wie bei den Kupraten
kann man damit rechnen, dafl der antiferromagnetische Beitrag des Zhang—Rice—
Dubletts dominiert und insgesamt ein antiferromagnetischer Austausch resultiert.

In vierter Ordnung Stérungstheorie nach ¢; kédme im iibrigen auch ein Austausch
mit AS, = £2 vor, wodurch der effektive Hamiltonoperator (23.21) auch einen
biquadratischen Austauschterm (S; - S;,1)? enthielte.

Die Ersetzung eines Y3 -Ions durch ein Ca?*-Ion erzeugt ein zusitzliches Loch
im Y,BaNiOs, das sich in Form eines Zhang Rice-Dubletts an ein Ni?*-Ion
bindet. Das nicht gitterplatzdiagonale Hiipfen in (23.5) verleiht diesem Zhang—
Rice-Dublett schon in erster Ordnung Storungstheorie eine Beweglichkeit. Der
resultierende effektive Hamiltonoperator, unter dem ein Zhang—Rice-Dublett und
ein benachbartes Ni?T—Triplett (23.12) ihre Plitze tauschen, hat allerdings mehr
Struktur als die t—Modelle, die wir in Kapitel 18 fiir Kuprate diskutiert haben,
weil hier der Lochzustand einen nicht verschwindenden Spin tragt. Man mufl
namlich damit rechnen, dafl die Hiipfamplitude von der relativen Orientierung der
Spins S = 1 auf dem Triplett und S = % auf dem Dublett abhangt und dafl der
Hiipfvorgang mit Spinflipprozessen einhergehen kann.

Wir nehmen an, am Platz [ befinde sich ein Loch im Zhang-Rice—Zustand | 1)
mit S, = g und am Platz m ein Ni**—Ion im Zustand [IM) mit S, = M. Wegen
der Rotationsinvarianz im Spinraum miissen effektive Hiipfoperatoren, durch die
Dublett und Triplett ihre Platze tauschen, unter Spinrotationen invariant sein. Ein
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offensichtlicher Transpositionsoperator mit dieser Invarianz ist der Operator

plg?g = (11, M)l 5, )11, M (3, | + hec). (23.22)
M,p

Dies ist allerdings nicht der einzige invariante Transpositionsoperator, weil man
zwei Spins 1 und zwei Spins 1/2 auf zwei Arten zu einem Singulett koppeln kann.
Der zweite invariante Transpositionsoperator ist durch

1 - -
P = 5" o7 |L,0)mld, DL olm(2, 5
o,7==*1

+V2 ) (IL0)ml3, $)i(L, olm(5, 52|+ hec.)

o==+1

(23.23)

gegeben und enthalt auch Spinflipprozesse. Der allgemeine effektive Hiipfoperator
fiir nachste Nachbarn hat daher mit 2 unabhangigen Kopplungskonstanten die
Gestalt (0) p(0) (1) p(1)
Hig = D (teg Pripr + tet Pritr)- (23.24)
l

Wenn wir die Herleitung von H allerdings auf die erste Ordnung Stérungstheorie
beschrénken, ergibt sich eine Auswahlregel, die die Unabhéngigkeit der beiden
Kopplungskonstanten beseitigt. Ein Anfangszustand [i) = |1,1)|3, —4)m kann
nédmlich durch das H{ipfen (23.5) eines einzigen Loches (mit Spin ) nicht in den
Endzustand |f) = |1,1),,|3, —3); iiberfithrt werden. Dieser Prozess ist sowohl in

P( ) wie in P( ) enthalten und wird in (23.24) durch die Bedingung t(o) = t(l)

ausgeschlossen. Mit t.g = (0) + t(l) hat daher der effektive Hiipfoperator in
fithrender Ordnung Stérungstheorle unlverselle Struktur und lautet

0 1
ﬂrmimiaﬁw (23.25)

Eine alternative Darstellung fiir (23.25) erhélt man, indem man den Operator Pl(?g
mit einer Funktion des rotationsinvarianten Skalarprodukts S; - S,, multiplizieft,
die die durch die obige Auswahlregel ausgeschlossenen Prozesse beseitigt. Weil
einer der beiden Spins S = % ist, folgt aus der Identitat

(S1-0m)*=87+i(S;x8S)-0m=2—-S-0m, (23.26)

daf} die allgemeinste Funktion von S;-S,,, linear ist und daher die Form a+bS;-S,,
hat. Die Auswahlregel ergibt zwischen den Parametern a und b die Beziehung

(f|Pl(2r)L(a +bS;-S,)|i) = a— 1b= 0. Der effektive Hamiltonoperator (23.25)
kann folglich auch in der Gestalt

Hegr1 = tort Z P (5 +81-85) (23.27)
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geschrieben werden. Der effektive Hamiltonoperator (23.25,27) beschreibt ein
spinmoduliertes Lochhiipfen. Aus historischen Griinden nennt man dieses
Einteilchenhiipfen nach Zener auch Doppelaustausch.

Der Modulationsfaktor in (23.27) hat die beiden Eigenwerte

(Stotal -

(Stotar = (23.28)

1
%+Sl'sl+1={_

SIS
N—

o=

Daher sind die Hiipfamplituden maximal, wenn alle Spins parallel zueinander ste-
hen. Unter der Annahme, daf§ alle Spins der Kette in dieselbe Richtung zeigen,
kann man den Hamiltonoperator (23.25,27) auf den Operator der kinetischen En-
ergie eines spinlosen Fermions

Hig = tegr Z(cchH—l + h.c.) = 2te Z cos k czck (23.29)
! k

abbilden. Fir Dotierungen = < 1 wird dieses Band freier Fermionen teilweise
gefiillt sein und man wiirde vermuten, dafl der damit erreichte Zustand angesichts
(23.28) ein Grundzustand des effektiven Hamiltonoperators (23.25,27) ist. Diese
Vermutung ist im Kern richtig und erklart, warum der Doppelaustausch ein
wichtiger und effizienter Mechanismus fiir Ferromagnetismus ist. Effizient ist
dieser Mechanismus, weil wegen t.g > J der Gewinn an kinetischer Energie aus
(23.29) im ferromagnetischen Zustand schon fiir kleine Dotierungen x den Verlust
an Superaustauschenergie (23.21) iiberwiegt und einen Ubergang vom Antiferro-
magneten zum Ferromagneten bewirken kann.

Der formale Beweis fiir voll polarisierte Grundzustédnde des Hamiltonoperators
(23.25,27) ist im iibrigen recht unvollsténdig, weil der Spin des Grundzustandes
bei endlichen Ketten in subtiler Weise von den Randbedingungen abhéngt. Siehe
dazu: Kenn Kubo, Journal of the Physical Society of Japan 51, 782 (1982). Fiir
hoherdimensionale Systeme ist die Beweislage noch diirftiger.
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24. Der Doppelaustausch

Die im letzten Kapitel diskutierte Spinabhéngigkeit des effektiven Hiipfoperators
sollte in allen Ubergangsmetallsystemen auftreten, bei denen durch Dotierung ein
Gemisch zweier lokaler Zustdnde mit nicht verschwindendem Spin entsteht. Da
die Struktur des Operators (23.27) letztlich durch recht allgemeine Gesichtspunkte
wie Spinrotationsinvarianz festgelegt wurde, sollte sie universell giiltig sein und
man erwartet bei der Verallgemeinerung auf groflere Werte der Spins dhnlich uni-
verselle Strukturen. In diesem Kapitel werden wir unter sehr allgemeinen Annah-
men fiir beliebige Spins die Struktur von effektiven Hiipfoperatoren bestimmen,
die auf einmaligem Hiipfen eines Elektrons beruhen. Die resultierenden effektiven
Hiipfoperatoren werden generell als Doppelaustausch bezeichnet.

Wir nehmen die folgende Situation an: Das Ion A befinde sich in einer Konfigu-
ration mit n — 1 Elektronen und Spin S, = S — % > 0, das Ion B in einer
Konfiguration mit n Elektronen und Spin Sp = S. Wir wollen Matrixelemente
eines Hiipfoperators bilden, der spinrotationsinvariant ist und das Ion A in ein
Ton mit n Elektronen und Spin S sowie das Ion B in ein Ion mit n — 1 Elek-
tronen und Spin S — % iiberfithrt. Die Abhéangigkeit dieser Matrixelemente von
den Spinquantenzahlen sollte vollstandig durch die genannten Umstande bestimmt
und insbesondere unabhangig von der inneren Struktur der involvierten Zustande

sein.

Zur Beschreibung der involvierten Zustande benutzen wir die Standardbasen
|S,M)p und |S — 1,m)4. Der spinrotationsinvariante Hiipfoperator soll sich
als

Hy=—tY (cly,cp, + hec) (24.1)

7

schreiben lassen. Um bei unserem Problem das Wigner—Eckart—Theorem anzuwen-
den, brauchen wir im folgenden den Begriff des Tensoroperators der Ordnung %,
der ein Objekt darstellt, das sich unter Drehungen wie ein Spin % transformiert.
Die Drehungen des Spins von Erzeugern und Vernichtern wie in (24.1) werden

durch den Spinoperator
s = ZCL Sas Cs (24.2)
a,f

(infinitesimale Erzeugende) generiert. Man nennt die beiden Operatoren 7}, (1 =
j:%) Standardkomponenten eines irreduziblen Tensoroperators der Ordnung %,
wenn sie mit den Komponenten des Spinoperators s die Vertauschungsrelationen

0 (n=3) { Ty (n=3)
Sy, Tyl = puly, sy, T, = 2 , s_, T, = H 2
[ Wl =0Ty s, T,] {T—u (M:_%) [ ] 0 (M:_%)
(24.3)
erfiillen. Beispiele fiir solche Stardardkomponenten sind die Erzeuger T); = cL und

die Vernichter 7)) = (—signyu)c_,. (Die Beziehung zwischen diesen beiden wird
aus der Teilchen—Loch-Transformation (3.6) verstandlich.)
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Aus je zwei Tensoroperatoren, z.B. aus T° und T, kann man einen bilinearen
Skalar nach der Vorschrift

7T =N (1T T, =) dle, (24.4)
% %

bilden. Hierdurch wird die Rotationsinvarianz des Hiipfoperators (24.1) noch ein-
mal unterstrichen.

Wir konnen jetzt das Wigner—Eckart—Theorem benutzen, um die gewiinschten
Matrixelemente zu berechnen. Wir erhalten

a(S, Malcly 1S = 3. ma)a = |lcl || - (S — $3map|SMa) (24.5)
und
5(S = 3 milep,|S, Mp)s =5 (S Mpleh,|S — 3 me)y )
= llegll - (S = 33mpu|SMp).
Insgesamt folgt daraus mit dem effektiven Hiipfmatrixelement
et = ¢ - [|ch | - leg (24.7)

das Ergebnis

((S—=31,mp)B; (S, Ma)alHi|(S — 3, ma)a; (S, Mp)p)
= —togt Z(S — s3map|SMa)(S — 3 3mpu|SMg). (24.8)
o

Mit expliziten Ausdriicken fiir die involvierten Clebsch—Gordan—Koeffizienten
entspricht dies einem effektiven Hamiltonoperator mit der Wirkung

Het|(S — 5,ma) a3 (S, MB)B)
V(8= ma+1)(8 - Mp)

= —ter| o (S.ma = $)ai (S = 3, Mp + §)8)
(S+ma+2)(S+ Mg)
—i—\/ 252 \(S,mA+%)A;(S—%,MB—%)B>].

(24.9)
Man beachte, dafl in der Standarddarstellung fiir die Spinmultipletts alle Ma-
trixelemente in (24.9) das gleiche Vorzeichen haben. In dieser Darstellung ist
allerdings die Spinrotationsinvarianz von Heg nicht explizit zu erkennen. Sie tritt
wieder hervor, wenn man den Gesamtspin S; der beiden Gitterpliatze A und B
und dessen z-Komponente M; als Quantenzahlen benutzt. Wir bilden dazu die
Anfangszustande

(S M) = 3 (S — 3oma)a; (S, Mp)p)(S — LSmaMp|S, M) (24.10)

ma,Mp
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und die Endzustande

[FSeMy) = (S, Ma)a; (S — 5,mp)B)(S — $SmpMalS;My;).  (24.11)

Ma,mp

Diese Zusténde sind so definiert, dal mit dem analog zu (23.22) gebildeten Trans-
positionsoperator

Pag =Y [[(S—=5,m)a; (S, M)p)((S, M)a; (S — 3, m)p| + he]  (24.12)

die Beziehung
| fSiM;) = PapliS;My) (24.13)

gilt. Wegen der Spinrotationsinvarianz ist Heg diagonal in den Quantenzahlen S
und M;. Fiir die Diagonalelemente folgt nunmehr aus (24.8), (24.10) und (24.11)

(fSeM|H|iS M) = —teg - Qs mit
QS’ = Z <S — %SmAMt — mA|StMt> . <S — %SmBMt — mB|StMt>

maA,mp (24.14)
(S — %%mAMt —ma —mp|SM; —mp)
(S — %%mBMt —ma—mp|SM; —ma).

Hierbei wurden die Summationsvariablen M4, Mp und p mittels der in den
Clebsch—Gordan—Koeffizienten enthaltenen Auswahlregeln M4 = My —mp, Mg =
My —mypund p= My —myg = Mp —mp = My — my —mp explizit eliminiert.

Die Doppelsumme in (24.14) kann auf ein 6J-Symbol zuriickgefithrt werden, womit
man schliellich das Ergebnis

_ S—3 S I\ _ _\Si+i-29 Sit3

erhélt. Die Gleichung (24.15) bestétigt wegen der Unabhéngigkeit des Matrixele-
mentes von der Quantenzahl M; die Rotationsinvarianz und im Spezialfall S = 1
das frithere Ergebnis (23.28). Die Quantenzahl S; + % kann alle natiirlichen
Zahlen von 1 bis 2S5 annehmen. Wie schon im Falle S = 1 erreicht die effek-
tive Hiipfamplitude ihr Maximum, wenn S; + % = 25, d.h. wenn die Spins S4 und
Sp parallel stehen. Daher beinhaltet der Doppelaustausch immer eine Tendenz
zum Ferromagnetismus.

Den Modulationsfaktor Qg kann man in Verallgemeinerung von (23.27) auch als
Polynom vom Grade 25 — 1 im Operator S4 - Sp schreiben. Wir schreiben den
Modulationsfaktor dazu in der Form

()
28

Qs = Ks(Se+3). (24.16)
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Die damit definierte Funktion K¢ hat Funktionswerte
Kg(n)=(-1)"-n (n=1,2,...,29), (24.17)

die nicht von S abhéngen; nur ihre Anzahl hingt von S ab. Dies wird die rekur-
sive Bestimmung von Interpolationspolynomen fiir die Funktionswerte (24.17)
ermoglichen. Durch Quadrieren der Gleichung S; = S 4+ Sp erhélt man weiterhin
die Beziehung

(Se+3)2=5(25+1)+2S4-Sg, (24.18)

die das Quadrat der Quantenzahl St—l—% linear mit dem Operator S 4-Sp verkniipft.
Wir suchen daher ein Interpolationspolynom vom Grade 25 —1 mit der Eigenschaft

Ps(z) = Kg(n) (r=n*n=1,...,29), (24.19)
das sich aus
P% (.’E) =—1
25—
v 52 (24.20)
Ps(x) = Ps_1(x) + [(-1)*° - 25 — Pg_1((29)? H g

rekursiv ergibt. Hier wurde mittels eines Lagrangeschen Interpolationspolynoms
der Funktionswert bei z = (25)? unter Beibehaltung der bisherigen Funktions-
werte bei z = n?(n =1,...,25 — 1) auf den gewiinschten Wert gebracht. Wegen
(24.16) bis (24.19) ergibt sich das gesuchte Polynom fiir den Modulationsfak-
tor (24.15) nunmehr als

(=1)**
Qs ="53 Ps(S(2S+1)+2S4-Sg). (24.21)

Explizit erhalten wir damit bis S = 2
Q1 =Sa-Sp+3
Qs = 5(Sa-Sp)*+3S4-Sp — 3 (24.22)
Q2= 1(84-SB)* + 35(S4-SB)* — 3Sa-Sp— 1.

Mit dieser Operatordarstellung des Modulationsfaktors und dem Transpositions-
operator (24.12) erhdlt man die zu (23.27) analoge Operatordarstellung

Het = —ter Y Pap-Qs(Sa-Sp). (24.23)
(AB)

fiir den Doppelaustausch. Es ist noch einmal zu betonen, daf3 die hier erhaltenen
effektiven Hiipfoperatoren auf dem einmaligen Hiipfen eines Elektrons beruhen.
In hoherer Ordnung Storungstheorie gibt es in Analogie zu Kapitel 23 bis zu 2S
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unabhéngige spinrotationsinvariante effektive Hiipfoperatoren, womit die Verall-
gemeinerungen der Gleichungen (23.24) und (23.25) recht kompliziert werden.

Aufschlufireich ist schlie8lich eine quasiklassische Beschreibung der spinmodulier-
ten t—Modelle mittels kohdrenter Spinzustinde. Der kohérente Zustand |19, )
eines Corespins der Groéfle S — % ist der Zustand maximaler Spinkomponente in
Richtung des durch die Polarwinkel ¥ und ¢ gegebenen Einheitsvektors

Ny ) = (sin? cos o, sin ¥ sin o, cos V). (24.24)

Er 148t sich aus dem in Richtung der Polarachse zeigenden koharenten Zustand
|S — %, S — %> durch Anwendung einer Rotationsmatrix darstellen als

[9,¢) = Rs_1 (0, 9)|S — 5,5 — 3)- (24.25)

Die koharenten Zustande bilden eine nichtorthogonale iibervollstandige Basis des
2S5—dimensionalen Zustandsraums eines Corespins.

Der Spin % des hiipfenden Elektrons ist nach der Hundschen Regel mit dem
Corespin S — % jeweils zum Gesamtspin S zu koppeln. Um diese Kopplung einfach
durchfiihren zu kénnen, brauchen wir einen expliziten Ausdruck fiir den Erzeuger
eines Elektrons mit der Spinrichtung ny ). Dabei ist eine Eichkonvention zu
treffen, die wir so wahlen,

J v,
czﬁ’(p) = cos 5 C]; + sin ) e’ CI, (24.26)

dafl der Koeffizient des T-Terms positiv (und nicht komplexwertig) ist. Mit einer
einfachen Rechnung iiberpriifen wir die Spinrichtung des Elektrons czr 9.0) und er-
halten mit dem Spinoperator (24.2) wie erwartet

(01cig.)3 clo.)|0) = S5 4. (24.27)

Mit dem Corezustand |core) = |coreq;corep) = |(Yapa); (Vpep)) fir die beiden
Ionen A und B bilden wir den klassischen Anfangszustand

i) = CTB(ﬁB,ch)|Core> (24.28)
sowie den klassischen Endzustand

[Fha = clig, o lcOTE). (24.29)

Anwendung des Hiipfoperators (24.1) auf den Anfangszustand (24.28) erzeugt den
Zwischenzustand

TA(ﬁBaSOB) |core), (24.30)

bei dem das Zusatzelektron mit unveranderter Spinrichtung auf den Platz A
gewechselt ist, der aber die 1. Hundsche Regel auf dem Platz A verletzt. Um die

C
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Kopplung der Spins auf dem Platz A zum Gesamtspin S durchfiihren zu konnen,
denken wir uns den Erzeuger in (24.30) in die (¥4, pa)-Basis transformiert,

T _ T T
CAWE.e5) — YCAWA ) T ﬁcA(W—ﬁAﬂH-sDA)’

(24.31)
wobei rechts der erste Erzeuger ein Elektron mit Spinrichtung ngy, ,,) und der
zweite ein Elektron mit Spinrichtung —ny, ,,) erzeugt. Der Term proportional
zu « ergibt in (24.30) einen Zustand mit parallelem Core— und Elektronenspin auf
dem Platz A, der daher Eigenzustand zum Gesamtspin S4 = S ist und die 1. Hund-
sche Regel respektiert. Der zu (3 proportionale Term ergibt keinen Eigenzustand
zum Gesamtspin auf dem Platz A. Seine Zerlegung in solche Eigenzusténde ergibt
(anhand der zugehorigen Clebsch—Gordan—Koeffizienten)

1 25 -1
er4(7r—19A,7r—|—<pA)|C0reA> = /25 15,8 —1)a+ 5g

1S — 1,5 —1)a. (24.32)

Hier hat der zweite Term auf der rechten Seite den Gesamtspin S — 1 und trégt
wegen der Verletzung der 1. Hundschen Regel nicht zum effektiven Hiipfoperator
bei. Der erste Term tragt sehr wohl bei und mischt einen Zustand bei, der nicht
maximal in Richtung des Corespins polarisiert ist. Allerdings wird seine Ampli-
tude im Falle groflen Corespins klein und wir erhalten im klassischen Grenzfall
(formal fiir S — oo) das in der folgenden Figur gezeigte Bild, in dem der effektive
Hiipfoperator koharente Zustande in koharente Zustande iiberfiihrt.

«Cgé)? / \CgAq)A
8,51& 90, H, / Hund \ /

Zur vollstandigen Berechnung des Doppelaustauschs zwischen koharenten Zustéan-
den im klassischen Grenzfall fehlt nur noch die Bestimmung des Koeffizienten « in
Gleichung (24.31). Wir nehmen dazu an, dafl eventuelle reduzierte Matrixelemente
schon wie in Gleichung (24.7) in der Hiipfamplitude beriicksichtigt sind. Dies ist
gleichbedeutend mit der Interpretation der Erzeuger ¢ als Pseudofermionen mit
der Eigenschaft c¢,cl, [core) = |core). Unter Benutzung von Gleichung (24.26)
erhalten wir nunmehr

kU [Hige[iha = —terr (corefe, iy, o, ZCLMCBM cTB(ﬁB7¢B)|Core)
m

v v ) 95
- _teﬁ' [COS 714 COS 73 —+ sin 73 sin TB ez(‘PB_‘PA)} .

-~
QBAa

(24.33)
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Der Betrag des Modulationsfaktors (Jp4 hat eine einfache geometrische Be-
deutung. Der Winkel ¥ 4p zwischen den beiden Corespins erfiillt offenbar die
Gleichung

cosUap = costacosVp +sind 4 sindp cos(pp — pa). (24.34)

Nach einer kurzen Rechnung gewinnen wir damit aus (24.33) das Ergebnis

. 1+ cosdap IaB
‘QBA|:VQBAQBA:Vf:COST- (24.35)

Der Betrag der effektiven Hiipfamplitude reduziert sich also mit wachsendem
Winkel ¥ 4 g zwischen den Corespins und verschwindet flir antiparallele Corespins.

Die Phase des Modulationsfaktors (Qpa hat zunéchst keine physikalische Be-
deutung, weil sie von der Eichung der Zusténde (24.28) und (24.29) abhéngt.
Sie gewinnt jedoch eine Bedeutung, sobald man eine zyklische Folge von Hiipf-
prozessen betrachtet, bei der das Elektron nacheinander die n Platze Ay, Ao, ...,
A, und A, 11 = A; besucht. Das Elektron wird dann mit einer Phase an seinen
Ausgangsplatz zuriickkehren, die um die Phase ® des eichinvarianten Produkts

Q=]]Qaa,. =1Q® (24.36)

=1

von Modulationsfaktoren verschoben ist. Diese fiir das Interferenzverhalten wich-
tige Phase ist ein Beispiel fiir eine Berry—Phase.

Die Berry—Phase ® héngt von der Folge n, (i = 1,....,n + 1; n,; =
n;) von Corespinrichtungen der von dem Elektron besuchten Plétze ab. In-
dem wir konsekutive Einheitsvektoren dieser Folge auf der Einheitskugel durch
Groflkreissegmente verbindet, erzeugt man ein orientiertes spharisches n—Eck.
Als dessen Fliache Q2 bezeichnen wir bei positiver Orientierung (Umlauf entge-
gen dem Uhrzeigersinn bei Betrachtung von auflerhalb der Einheitskugel) den
vom n—FEck aufgespannten Raumwinkel, bei negativer Orientierung den negativen
Raumwinkel. Damit wird der Berry—Phase durch die Beziehung

o =_ (24.37)
2
eine einfache geometrische Bedeutung verliechen. Zu jedem n-FEck der Flache (2
wird dem komplementaren n-FEck, das den umgekehrten Umlaufsinn hat, nach
obiger Vorschrift die Fliche —(4m — Q) zugeordnet. Dies sichert die Konsistenz
der Beziehung (24.37), weil es dieselbe Berry—Phase modulo 2 liefert.

Um die Identitét (24.37) nachzuweisen, appelieren wir zunéchst an die Rotations-
invarianz des Doppelaustauschs im Spinraum. Sie hat zur Folge, dafl die Berry—
Phasen ® (wie auch die Raumwinkel ) kongruenter n—Ecke identisch sind. Diese
Bewegungsinvarianz erleichtert die folgenden Betrachtungen erheblich, weil es
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erlaubt, bei vorgegebenem n—Eck die Polarkoordinaten relativ dazu nach Belieben
zu wahlen.

Wir wollen nun zunachst die Berry—Phasen von n—Ecken auf die von Dreiecken
zuriickfiihren. Dies gelingt leicht mit der Beobachtung, dafl die Berry—Phase
von Zweiecken verschwindet. Wegen der Hermitizitat von H;_, folgt namlich fir
Zweiecke

Q=QapQpa= <a’|Hteff|b> <b|Hteff|a> = |QAB|2- (2438)

Indem wir ein n—-Eck durch Hinzufiigen einer (Grokreis—)Sehne in zwei Poly-
gone mit weniger Ecken zerlegen, beweisen wir die Additivitat der Berry-Phase
unter solchen Zerlegungen. Dies ist in der folgenden Figur links fiir die Zerlegung
eines Vierecks in zwei Dreiecke verdeutlicht und ergibt sich in diesem Falle mittels
(24.38) aus der Gleichheit der Phasen der beiden Produkte

QaQBcQcplpA und
(QuQEpQpA)(QBcQcpQpE) = (QaQBcQCpRDpA)|QBD|.

(24.39)

Im néchsten Schritt wollen wir ein Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C' in zwei
Dreiecke mit den Eckpunkten A, B, P und A, P, C zerlegen, indem wir, wie in
der obigen Figur rechts gezeigt, auf dem Grofikreis zwischen B und C' einen
zusatzlichen Punkt P einfligen und als gemeinsame Kante der beiden Teildreiecke
die Sehne von A nach P verwenden. Fiir die Additivitat der Dreiecksphasen bei
dieser Zerlegung brauchen wir auler (24.38) die Additivitdt der Phase der Sehne
von B nach C' unter der Zerlegung durch den Punkt P. Deren Nachweis gelingt
sehr leicht, wenn man die Polarwinkel so wahlt, dafl B und C' (und damit auch
P) auf einem Langenkreis liegen. Dann gilt ndmlich o5 = o = @p und die
Modulationsfaktoren QQgp, Qpc und @Qpc sind alle reell und ihre Phasen somit
trivialerweise additiv.

Mit den obigen Betrachtungen haben wir gezeigt, daf§ die Berry—Phase ® wie der
Raumwinkel 2 ein bewegungsinvariantes additives orientiertes Maf3 auf der
Einheitskugel ist. Diese beiden Gréflen miissen daher proportional zueinander sein.
Zur Bestimmung des Proportionalitatsfaktors reicht jetzt die Berechnung beider
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Groflen fiir ein einfaches Dreieck. Durch Wiederholung der obigen Dreieckszer-
legung konnen wir das Problem auf ein beliebig schmales Dreieck zuriickfiihren,
das nahezu gleichschenklig ist. Wir legen den Nordpol auf den Scheitel A dieses
Dreiecks. Wenn wir das Dreieck durch ein exakt gleichschenkliges Dreieck mit der
mittleren Schenkellinge und zur Berechnung des Raumwinkels die Groflkreissehne
von B nach C' durch eine Breitenkreissehne ersetzen, machen wir einen Fehler
proportional zur dritten Potenz ¢3 der beliebig kleinen Dreiecksbreite ¢. Mit
Ip = Y¢ und oo — pp = @ erhalten wir den Raumwinkel

B [%e}
Q :/ sinﬂdq‘}/ dp + O(¢?)
0 o5 (24.40)

v
= (1 —cosVp) ¢+ O(¢*) = 2 psin® =54 O(p*).

2

Die Modulationsfaktoren Q45 und Q 4¢ sind wegen ¢4 = 0 reell. Daher ergibt
sich die Berry—Phase unseres schmalen Dreiecks aus

V I Y
Qpc = cos? 73 + sin? 7B e’ =1+ i psin? 73 + O(p?), (24.41)

womit die Beziehung (24.37) nachgewiesen ist.

Wir konnen auch die Amplitude des im klassischen Grenzfall vernachlassigbaren
Hiipfprozesses in den Endzustand

| f)qu = 1S, 8 — 1) alcore) p (24.42)

berechnen, der unter Beachtung der Hundschen Regel in (24.32) aus dem letzten
Term in (24.31) hervorgeht. In Analogie zu (24.33) erhalten wir

teff

qu<f|Hteff ‘i>k1

T T
{corele 4y rion) E CuuCBu CB (9 p5) COTE)
m

%

te ) 9 Q) Vg 24.43
= [sm TA o5 2B cos 2B sin 2B iles— QDA)j| ( )
N 5 S
R;A

Fiir den Betrag des hier auftretenden Modulationsfaktors Rp4 findet man in
Analogie zu (24.35)

1-— 19 9
(Rl = \/ Ry Ry = | ———2 = sin =2 (24.44)
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V1. Modellierung des kubischen Perowskitsystems
Lal XerMnOg

25. Das Fiinfbandmodell fiir kubisches LaMnQO3;

Wir betrachten in diesem Kapitel ein (fiktives) perfekt kubisches Perowskit
LaMnOg, dessen Struktur in der Einleitung beschrieben ist. Die Mn3*-Tonen
liegen in der Konfiguration 3d* vor, die in kubischer Umgebung orbital entartet
ist, weil zusatzlich zu den drei ty,—Orbitalen der Darstellung I's eins von zwei ent-
arteten e,~Orbitalen aus der Darstellung I's besetzt ist. Die beiden e,~Orbitale
hybridisieren mit den 2p,—Orbitalen auf den ein Mn—Ion in a—Richtung umgeben-
den Sauerstoffionen (a = z,y, z). Mit diesen 5 Orbitalen in der Elementarzelle 1,
dig = dg2 21, doy = doz2 g2 421, Dz lin, /2> Pylin,/2 UNd D;1yn, /2 erhdlt man
ein Fiinfbandmodell. Dabei werden die drei to,~Orbitale der Mn-Ionen und die
anderen 2p—Orbitale der Sauerstoffionen als Core-Elektronen behandelt.

Die Hybridisierungsmatrixelemente des strikt kubischen Fiinfbandmodells konnen
mittels Symmetrieargumenten alle auf einen einzigen Parameter ¢t > 0 zuriickge-
fithrt werden. Wegen der Aquivalenz der drei kartesischen Richtungen reicht es,
einen Bond in z—Richtung wie in der folgenden Figur zu betrachten. Das grofite
Hiipfmatrixelement (in der Figur links) ist durch

ta,p. =tdys > ap. =t (25.1)
gegeben. Aus der Beziehung
122% — 2% —y?) = 75 (12% = 2%) + 2% = ?)) (25.2)

fiir Kugelflachenfunktionen folgt wegen der Aquivalenz von x— und y—Richtung (in
der Figur mittig)

tas op. =ldo_pp =Bt (25.3)
Aus der Identitat
1202 —y? — 22 + 27 — 22 —2?) + 22 —2? —yP) =0 (25.4)

ergibt sich (in der Figur rechts)

tdy o o ap. =ld, o o ap. =3t (25.5)

—y<—2z4z 2y —z4—ux

X
A t3d222~x?-y2,2pz t3dz7--x2,2pz t3d2x2—y2—22,2pz
| |

| | |
Y4

T
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Wegen der verschiedenen Paritdt der beiden Orbitale d; = dg2_,2» und p, unter
einer 90°~Drehung um die z—Achse folgt schlie3lich

tdl P, tdz2 2,0, 0. (256)

-y

Unter Vertauschung der Achsen kann man aus den obigen Matrixelementen auf
alle benotigten Matrixelemente schliefen und erhélt den kubisch invarianten

Hiipfoperator
:_tzz lapzla+hc) (257)

l,o 1=1,2

Hierbei wurde ein Dublett von hybridisierenden p—Orbitalen

— V3(_ -
pl Lo & 2 ( pm’l—’_nTz’o- +p‘r’l_n7z’o- +py71+nTy70' pyﬁl_nTyzo')

p271:0' - (_pz,l—knTz,U +pz,l—n7z,a (258)

eingefiihrt. Diese beiden Orbitale sind orthogonal aufeinander und haben beide
die Norm /3. Die p—Orbitale zu benachbarten Platzen 1 sind allerdings nicht
orthogonal aufeinander. Deshalb wird man auch hier in Analogie zur Behandlung
des Dreibandmodells der Kuprate hybridisierende Wannierorbitale einfiihren.
In der Impulsdarstellung schreibt sich der Hiipfoperator als

Hy = —t Z |:d11.,k,0'§ (22 sin %ﬂﬂ Pypx.o — 208in3 py,k,o—)
oo (25.9)
+ d2 k.o (22' sin % Poxo — sin Xz 5 Dy ko — 1SN %y py’k’a) + h.c.] )

Daraus lesen wir die beiden hybridisierenden p—Orbitale (25.8) in Impulsdarstel-
lung ab,

Piko = \/gz(sm pxka—sm ypy’ka)

_ (25.10)
Poxo = 1(2 sin 72 Poxo — sin ke 5 Pok.o — sin ky 2 Py x 0)
mit denen
H, = —t Z(di,k,apl,k,a + d;k’apl’k’a + h.c.) (25.11)
k,o

gilt. Diese Orbitale sind nun zwar fiir verschiedene Impulse k immer orthogonal
aufeinander, aber fiir gleichen Impuls k sind p; und p, nicht orthogonal aufeinan-
der. Um Wannierorbitale zu gewinnen, miissen wir daher die hybridisierenden
Orbitale nicht nur normieren, sondern vielmehr orthonormieren. Dabei gilt es, in
dem von p; und py aufgespannten Raum zwei Basisorbitale so zu definieren, daf3
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die kubische Symmetrie manifest bleibt. Dies gelingt mit Hilfe der Gramschen
Matrix der beiden Orbitale

R (k) _ <{p1,k,o'7p1,k,0'} {pl,k,0'7p;k,0'})
o(k) =
{pQ,k,oﬂpI,k,a} {pQ,k,U7p£,k,O'}
3 2 2 3 2 2
V3(s2—s2) 4s?+ 52452
deren Diagonalelemente die Normquadrate und deren Nichtdiagonalelemente den

Uberlapp der beiden Orbitale angeben. Spur und Determinante der Gramschen
Matrix R,(k) und damit auch deren Eigenwerte

(25.12)

cr(k) =2[s2 +s) +s7+ \/si + 58+ 51— 5252 — 5252 — 5252 (25.13)

zeigen die volle kubische Symmetrie. Unnormierte Eigenzustinde zu diesen Eigen-
werten errat man leicht zu

09 = (5 V205 )0 ) 25,11

wo (k) der Wurzelausdruck in (25.13) ist. Mit den Normquadraten

(s (k)| (K)) = 4r(k) (2r(k) £ (252 — 57— 57))

z

_ 12 r(k)(s2 — s7)? (25.15)
2r(k) F (252 — s2 — 85)

bildet man dann die normierten Eigenzustande

i+ (k))
uyt (k) = , 25.16
0 0] o
mit denen die Spektraldarstellung der Gramschen Matrix
Ry (k) = ey (K)|uy (k) (uy (k)| + e (K)[u_ (k) (u_(k)| (25.17)

lautet. Die gesuchten orthonormierten Basiszustande wy, wo ergeben sich mit Hilfe
der reziproken Wurzel

1 1

Ry ? (k) = €52 (K)|us (K)) (s (K)] + €2 () [u_ (k) (u_(K)| (25.18)

aus der Gramschen Matrix zu

(wl,k,0'7 w2,k,0') = (pl,k,0'7p2,k,0') RP ? (k) (2519)

Die so definierten Basisfunktionen w; und wsy bilden ein I's—Dublett und trans-
formieren sich unter der Oktaedergruppe genau so wie die Standardbasis d; und
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ds. Zum Nachweis der Orthonormierung bildet man die Gramsche Matrix der
w—Zustande und erhalt

(k) = 1. (25.20)

Der explizite Ausdruck fiir die Transformationsmatrix (25.18) vereinfacht sich
unter Ausnutzung der in (25.15) notierten Identitit zu

il

1 .7 (k) (2r(k) — (257 — 5 — 57) —V3(s3 —5)
Ry * (k) = 47 (k) ( —V/3(s2 —s7) 27(k) + (252 — 57 — Sf,))
+1
e * (k) (2r(k) + (257 — 57 — 57) V3 (s3 — s3)
+ 47(k) ( V3(s:—s2) 27r(k) — (252 — 82 — 832/)) '
(25.21)

1
Indem wir nun (25.19) von rechts mit Rj (k) multiplizieren, erhalten wir

1

Pliko = T(k) [e?r((Q r(k) — (28§ — si — 312/)) Wy o~ \/g(si — Si) wQ’k’U)

e (2009 + (252 — 5 — ) wy ey +VE (2~ D) g ,)]

1 1
DPoko = 1ot [ei (_\@(Si - 312/) Wy kot (27(k) + (252 - 53; - 5 wz k 0')

4r(k)
1
R (VB (2 — 2wy g, + (2r(0) — (252 — 52— 2))wy ).
(25.22)
Unter Benutzung der Funktion
2 (k) + € (k 2r(k
A(k) = cilk) te-k) i) (25.23)

2 e (k) — €2 (k)

die die volle kubische Symmetrie besitzt, erhalten wir schliefflich das kompakte
Ergebnis

252 — 52 — 52 V3 (s2 — s2)

— (A(K) - =2 * ¥ _ Y7\ Ty
pl,k,a ( ( ) QA(k) ) wl,k,a 2A(k) w2,k,a A
V3 (52 — s2) 252 — 52 — 52 (25.24)
Poky =i w oy + (AK) + ——2) wy -
2,k,o 2A(k) 1.k,0 2A(k) 2,k,o

Durch Einsetzen dieser Formeln in (25.11) und Riicktransformation in die Orts-
darstellung (siehe (15.7)) erhalten wir eine Darstellung des Hiipfoperators
mittels orthonormierter Wannierorbitale,

=ty Z e T W e + HeC), (25.25)

Ilm,o¢,5=1
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die die kubische Symmetrie optimal reflektiert. Hierbei ist die orbitale (2 x 2)-
Matrix der Hiipfamplituden durch die Brillouinzonenmittelwerte

283—82—52 ikm \/5(333_32) 1km
. <(A(k)_ 2A(K) y)ek >k <_ NI e’ >k
T(m) - V3 (s2—52) ikm 252 — 52— 52 ikm
(——2am ™ €™ ) ((Ak) + “5ai5 ) € >k( )
25.26
gegeben.

Aus Gleichung (25.8) liest man ab, daf} die beiden hybridisierenden p—Orbitale
beide das Normquadrat 3 haben. Daraus folgen durch Vergleich mit Gleichung
(25.25) in Analogie zu (15.10) die Summenregeln

> Ti(m)=3 (i=1,2). (25.27)

Die lokalen Hiipfamplituden ergeben sich zu

Sie schépfen die Summenregeln (25.27) zu 89,0 % aus. Wie in Kapitel 16 wird man
den lokalen Anteil des Hiipfoperators

hegok = —Tot Y _(d} jwy , +db jw, , + h.c.) (25.29)

bei der Losung des lokalen Problems exakt berticksichtigen und bei der Berechnung
effektiver Hamiltonoperatoren nur die nicht lokalen Anteile in Stérungsrechnung
behandeln. Der lokale Hiipfoperator hat die Orbitalstruktur I'y € I's x I's und ist
offenbar invariant unter der Oktaedergruppe. Damit bewahrt das lokale Problem
die volle kubische Symmetrie.

Die Hiipfamplituden zu nichsten Nachbarn m = +n, (o = z,y, 2z) lassen
sich alle auf die beiden Brillouinzonenmittelwerte
Tis = <A(k) cos k$>k = —0,16593

2 — 822/ . 100 (25.30)
A(K) cos I>k_ —0,15926

Tla:<

zuriickfiihren, die eine ganze Groflenordnung kleiner als die lokale Amplitude sind.
Man erhalt damit die orbitalen Matrizen der Hiipfamplituden

1 _V3
Tin, =T1s 1+ Th,- _2@ _i ) (25.31)
2 2
1 V3
Tin, =Tis-1+T14- 2@ _i ; (25.32)
2 2
10
Tin. = Ths -1+ Tha - ( _— ) . (25.33)
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Die Beitrége der 6 néchsten Nachbarn zu den Summenregeln (25.27) addieren sich
zu 6(T2, + T1,) = 0,31738 und erschopfen zusammen mit der lokalen Amplitude
(25.28) die Summenregeln zu 99,58. Die Hiipfamplituden zu weiteren Nachbarn
erweisen sich als wiederum ein ganze Groflenordnung kleiner als die Amplituden
(25.30). Dies unterstreicht die gute Lokalisierung der Wannierfunktionen in
diesem dreidimensionalen System.

Um den Operator fiir das Hiipfen zwischen nachsten Nachbarn iibersichtlich zu
schreiben, empfiehlt sich die Benutzung von Isospinmatrizen 7 im zweidimen-
sionalen Raum der I's—Orbitale i = 1, 2. Es zeigt sich, dal von den drei Matrizen

0 1 0 — 1 0
) e E) ) e

zunichst nur die beiden Matrizen 7' und 73 gebraucht werden. Mit ihnen erhilt
man aus (25.25) und (25.31-33)

2
Hinn =t [Z dl o (Tiswsy , — Thawdy,) + h.c.} , (25.35)

l,o i=1

mit einem unter Vertauschung der 6 nachsten Nachbarn symmetrischen orbitalen
['s—Dublett hybridisierender Wannierfunktionen

Wiy, = Zw171+n70, (25.36)

wo die Vektoren n auf die 6 nachsten Nachbarn zeigen, und einem asymmetrischen
I's—Dublett

2

wzq,l,a = Z [ng (2 wj,l—|—nz,0' + 2 wj,l—nz,a
=1
! (25.37)

B wj71+nm70- B wj,l—nm,a B wj71+ny70 B wj7l_ny7o-

1
+ TZ]\/g (wj,l—l—nz,a + wjal_nzao— B wj’]+ny’g o wj,l—ny,o')] :

Zu jedem Platz 1 sind der symmetrische und der asymmetrische Term in (25.35)
invariant unter den oktaedrischen Drehungen um den Punkt 1. Dabei hat man die
Drehung so auszufithren, dafl man sowohl die Nachbarn vertauscht als auch die
Orbitale der Drehung unterzieht.

Die Mn®*-Ionen haben in der hier betrachteten kubischen Umgebung aufer ihrer
Spinentartung aufgrund ihres Spins S = 2 eine Isospinentartung aufgrund ihres
Isospins 7 = % Daher wird die Austauschwechselwirkung zwischen zwei solchen
Tonen nicht nur von der relativen Orientierung ihrer Spins, sondern auch von
ihren Isospinzustianden abhiéngen. Die entsprechenden effektiven Hamiltonope-

ratoren, die erstmals von Kugel und Khomskii abgeleitet wurden, enthalten
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neben den Spinoperatoren auch die Isospinoperatoren 74 und 7g der beiden Io-
nen und beschreiben daher eine enge Verkopplung zwischen Spin— und orbitalen
Freiheitsgraden.

Da der lokale Hiipfoperator (25.29) nicht nur unter oktaedrischen, sondern unter
beliebigen Drehungen im Isospinraum invariant ist (U(2)—Invarianz), kénnen alle
Eigenzustande des lokalen Problems nach den Quantenzahlen ihres totalen
Isospins 7 und 73 klassifiziert werden und bilden in 73 entartete Multipletts.
Die aus den Mn3*-Ionen durch lokale Hybridisierung hervorgehenden Zustinde
haben natiirlich dieselben orbitalen Quantenzahlen 7 = % und 73 = i% wie die
ungestorten Zustande und bleiben entartet. Die fiir die Berechnung des Kugel-
Khomskii—Austauschs relevanten Zwischenzustinde konnen Isospins 7 = 0 oder
7 = 1 haben. Die Zwischenzustinde |core) der Konfiguration Mn?", die kein e,—
Elektron enthalten, haben offensichtlich den Isospin 7 = 0. In der Konfiguration
Mn?* kommen Zwischenzustinde mit Isospin 7 = 0 und 7 = 1 vor. Ein Beispiel
fir 7 = 0 ist der Zustand dJ{ngT|core), der unter Isospinrotationen invariant ist.

Ein Beispiel fir 7 = 1 ist das Triplett dJ{Tdh|core), %(d%d;l + d;TdJ{l)|core),
d;ngl |core).

Es stellt sich heraus, dafl die Struktur der Orbitaloperatoren, die in den
Kugel-Khomskii-Austausch eingehen, nur von den Werten der Isospins der in der
Storungsrechnung vorkommenden Zwischenzustande abhéngt. Dies ist ganz ana-
log zu den entsprechenden Ergebnissen im Anhang B fiir die Spinoperatoren. Die
Orbitaloperatoren sind damit weitgehend durch die Symmetrie festgelegt. Sie sind
nicht ganz universell, weil der Hiipfoperator (25.35) zwei Invarianten enthalt (mit
grundsatzlich unabhéangigen Kopplungsstarken 77, und Ti,, die aber fiir unser
Modell nach (25.30) fast identisch sind).

Die Orbitaloperatoren hangen von den Isospinoperatoren 74 und 7p der beiden
Ionen und dem Bondvektor n zwischen ihnen ab. Prozesse mit Isospin 7 = 0 auf

beiden Ionen im Zwischenzustand ergeben den Orbitaloperator
Ago(n, 74, 78) =T5 (3 —Ta- T5) + T (3 + 7373 + loo(n, 74, 75)) (25.38)
mit
Ioo(n, T4, TB) = 73 (5n,inx - 5n7iny) (T}‘T% + Ti’Té) (25.39)
+ %(2 On,4+n, — On,4n, — 6n,:tny) (T}‘T}B — 7'1%7'%).

Wenn eins der Ionen im Zwischenzustand den Isospin 7 = 0 triagt und das andere
den Isospin 7 = 1, hat der Orbitaloperator die Gestalt

Ao, 74, 75) =Ti, (] + 74 75) =210 Tia - It (0, 74, T5) (25.40)
+ Tfa(% - TE‘T% — Ioo(n, 74, TB))
mit
IOI (n7 TA, TB) = 73 (5nainx - 5n:iny) (7-1k + Té)

) (25.41)
+3 (2 6n,ﬂ:nz - 5n,ﬂ:nm - 5n,ﬁ:ny) (T;Z + Tl?%’)
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Fiir den Fall, dafl beide Ionen im Zwischenzustand den Isospin 7 = 1 haben, findet
man schlie3lich

All(n7 TA, TB) = AOO(n, TA, TB) +2 (T125 + T12a)‘ (2542)

Diese Orbitaloperatoren sind mit den im Anhang B diskutierten Spinoperatoren zu
koppeln, die nur von den Spins der beiden Ionen im Zwischenzustand abhangen.
Mit dem Spin S = 2 fiir die Mn®*—Ionen erhalten wir aus (B.4) bis (B.7) die
folgenden Spinoperatoren:

B%%(SA,SB):ZL—SA-SB, (25.43)
B%%(SA,SB):Bg%(sA,SB):G—l—SA-SB, (25.44)
ng(SA,SB):9—SA~SB. (25.45)

Die oben definierten Orbitaloperatoren A und Spinoperatoren B sind alle positiv
semidefinit. Der allgemeinste Austauschoperator im Sinne von Kugel und
Khomskii lautet dann

HKK Z Z JO'TSt AO’T Il y TA, TB) Bst(SA7 SB) (2’546)

o, T= 013t73 o

mit lauter nicht negativen Kopplungsparametern J,.s > 0.

Wie schon im Anhang B diskutiert liefern die Spinoperatoren (25.43) und (25.45)
antiferromagnetische und der Spinoperator (25.44) ferromagnetische Beitrage zum
Superaustausch. Um analoge Aussagen zu den bevorzugten Orbitalorientierungen
machen zu konnen, mufl man die Eigenwerte und Eigenzustiande der Orbitalopera-
toren A bestimmen. Wir werden in der sich anschliefenden Diskussion den kleinen
Unterschied zwischen den beiden Hiipfamplituden 7%, und 73, (siehe (25.30)) ig-
norieren.

Die Eigenwerte und Eigenzustéinde des Orbitaloperators Agg fiir n = +n, sind

ar= 0 :d ,di
ay= 0 : db ,db ..
a3:T12a‘ diAng—i_d dlB?

aq = T125 : dI,Ad;B - d;,AdI,B'

(25.47)

Wegen der beiden verschwindenden Eigenwerte liefert der Orbitaloperator Agg
keinen Gewinn an Austauschenergie, wenn in beiden Mn®*—Ionen dasselbe e,—
Orbital besetzt ist. (Das gilt nicht nur fiir die beiden Basisorbitale d; und ds, son-
dern fiir beliebige Orbitale aus dem von diesen aufgespannten Unterraum.) Maxi-
male Austauschenergie wird dagegen erzielt, wenn die e,~Orbitale auf den beiden
Mn3*-Ionen orthogonal aufeinander stehen. Daher liefert der Orbitaloperator
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Ago antiferro—orbitale Beitrage zum Kugel-Khomskii—Austausch. Diese Aus-
sage gilt offenbar unabhéngig von der Richtung des Bonds n

Die Eigenwerte und Eigenzustiande des Orbitaloperators Ag; fiir n = +n, sind
a1 = (Tis — Tha)? dJ{,AdJ{,B7
az = T12a : d]i,Adg, d; Adl B>
as = T, : dJ{,Ad;B + dQ,AdJ{,B7
as = (Tis + Tia)* - d;,Ad;B

(25.48)

Die Eigenzustande von Ag; sind dieselben wie die von Agg. Hier liefert die Beset-
zung beider Ionen mit dem in der zum Bond +n, orthogonalen Ebene liegen-
den Orbital d; keinen Gewinn an Austauschenergie. Einen gewissen Gewinn
an Austauschenergie erhalt man, wenn die e,~Orbitale auf den beiden Mn?*—
Tonen orthogonal aufeinander stehen. Viermal so groff und damit maximal ist die
Austauschenergie jedoch, wenn beide Orbitale (dz) in Richtung des Bonds £n,
zeigen. Der Orbitaloperator Ag; liefert also ferro—orbitale Beitrige zum Kugel-
Khomskii-Austausch. Die Ubertragung dieses Ergebnisses auf die anderen Bonds
ergibt sich aus der kubischen Symmetrie.

Da der Orbitaloperator Aq; sich von Agy nur um eine positive additive Konstante
unterscheidet, hat er dieselben FEigenzustinde und wirkt ebenfalls antiferro—
orbital. Er liefert allerdings fiir alle orbitalen Konfigurationen einen Gewinn
an Austauschenergie.

Eine alternative Notation fiir die orbitalen Freiheitsgrade benutzt anstelle der
Paulimatrizen (25.34) die bondorientierten Orbitalmatrizen

P (VBT ) = —f(WBrrY) =t (2549)

Mit ihrer Hilfe schreibt sich das asymmetrische I's—Dublett der Wannierfunktionen
(25.37) in der Form

z,l,a Z Z 2T jl—|—l’la +w],l na,U) (2550)

j=la=zy,z

Anhand des in Gleichung (11.5) dargestellten Transformationsverhaltens der I's—
Basiszustadnde d; (entspricht ¢z) und dy (entspricht ¢s) erkennt man, dafi die
Orbitalmatrizen 7% und 7% aus 7% durch §-Drehungen hervorgehen. Um die Be-
deutung dieser Matrizen zu verdeutlichen, fassen wir in den folgenden Gleichungen
noch einmal ihre Eigenzustinde zusammen. Die Eigenzustédnde der Orbitalmatrix
7% sind

7_2 — +% : dxz—yzy 7—2 — d222_$2_y2. (25-51)

D=

Die Eigenzustande der Orbitalmatrix 7% sind

dyz_zz = —%(dxz_yz + \/gdgzz_xz_?ﬂ)
dogz_y2 2 = 2(V3dy2_y2 —dosz 2 y2).

TV =4
(25.52)

TV = —

N|— N[—
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Die Eigenzustande der Orbitalmatrix 7 sind

dZQ—.’L'Q = —%(de_yQ — \/ngZQ_:L.Q_yQ)

25.53
dgyz_zz_mz = %(\/gdxz_yz + dgzz_xz_yz). ( )

NI~ N

Die drei bondorientierten Orbitalmatrizen (25.49) sind nicht linear unabhéngig
voneinander, sondern erfiillen die Relation

™"+ 1Y+ 77 =0. (25.54)

Um auch die Orbitaloperatoren (25.38-42) in bondorientierter Notation schreiben
zu konnen, braucht man zusatzlich die dualen Orbitalmatrizen

ST ) (25.55)
By=z,y,2
die explizit durch
oA VB (VB (25.50)

gegeben sind. Wir erhalten damit fiir die Orbitaloperatoren (25.38-41) die sehr
viel transparenteren Schreibweisen

Ago(3n®, 74, 78) = (TT, + T7,) (5 — 7478%) — (T1, — Tt (TaTh + T478) (25.57)
und

An(n®, ) = (T4 TR (G4 7578) 2T +78) o

+ (T123 - Tfa)(T(fT% + 7__12‘7_—%) .
Wenn wir den kleinen Unterschied zwischen den beiden Kopplungsparametern 77 ¢
un 77, vernachlassigen, entfallen jeweils die letzten Summanden. Dann reduzieren
sich die Orbitaloperatoren auf die rot markierten Terme und die Orbitalmatrix 72
und die dualen Orbitalmatrizen kommen in den Orbitaloperatoren nicht vor.

Die in Austauschoperatoren des Typs (25.46) enthaltene gekoppelte Dynamik von
orbitalen und Spinfreiheitsgraden kommt in realen Systemen schwerlich vor, weil
die angenommene orbitale Entartung durch Jahn—Teller-Verzerrungen und andere
Storungen der kubischen Symmetrie aufgehoben wird. Im undotierten LaMnOs3
ist die kuische Symmetrie durch Verdrehungen der Sauerstoffionenoktaeder aufge-
hoben, die der zu kleine Radius des La3T—Tons verursacht (Stichwort: Toleranz-
faktor), und der Jahn-Teller-Effekt streckt die Oktaeder in einem Muster, das
die in der folgenden Figur dargestellten Orbitale auszeichnet. Das System zeigt
eine orbitale Ordnung, bei der Mn3t—Ketten in z-Richtung (senkrecht zur Zei-
chenebene) mit gleichen Orbitalen und Plétze in der x-y—Ebene alternierend mit

dT

902 g2 2 und dgyz_zz_wszlektronen besetzt sind.

171



172



26. Renormierte Spinwellentheorie fiir LaSrMnQO4

Wir beschreiben die magnetischen Eigenschaften der MnOs—Schichten im tetrago-
nalen LaSrMnQO, durch eine Heisenbergkopplung JS,, - Sy, zwischen benachbarten
Mn?3*-Ionen an den Plitzen m und n und eine Einzelionenanisotropie —A(SZ,)?
am Platz m. Das Spinwellenspektrum dieser Schichten wollen wir im Rahmen der
im Anhang A diskutierten Spinwellentheorie berechnen.

Die Einbeziehung der Einzelionenanisotropie in die lineare Spinwellentheorie
gelingt durch eine einfache Verallgemeinerung der Formeln im Anhang A. Nach
Gleichung (A.3) lautet der Anisotropieterm in bosonisierter Form

Hy = —A z:(an)2 =—A Z(SQ —28al a,, +al a,al a,). (26.1)

Fiir die lineare Spinwellentheorie wird hier der letzte Summand, der quadratisch
in den Erzeugern und Vernichtern und von der Ordnung S ist, ignoriert. Man
erhélt dann in Verallgemeinerung der Gleichung (A.17) den Hamiltonoperator

Husw = 3 Y _[—S*(J(0) + 2A)
Kk (26.2)

+5(2(J(0) 4 2A) afa, + J(k)(ala’ |, +aea )]

Dabei ist nach Gleichung (A.15) die Heisenbergkopplung in Impulsdarstellung
durch
J(k) = 2J(cos ky + cos k) (26.3)

gegeben. (Die Kopplungen I in (A.17) sind im hier betrachteten Modell nicht
vorhanden.)

Bei der Diagonalisierung von Hygw erhélt man anstelle der Gleichungen (A.22)
und (A.23)

—J(k)
h2ay = ———
(NI
2A
cosh2ay = JO) + ; (26.4)
V(J(0) +2A)? — J(k)?
sinh2ay, = —J(k)
V(J(0) +2A)? — J(k)?
und damit anstelle der von (A.24, A.43) die Spinwellendispersion
e(k) = S\/(J(0) +2A)2 — J(k)2. (26.5)

Aus der Diskussion der renormierten Spinwellentheorie im Anhang A konnen
wir entnehmen, dafl diese Dispersion fiir das hier betrachtete System mit Spins
S = 2 eine gute Naherung darstellen wiirde, solange es keine Anisotropie gabe.

173



Denn nach (A.53) und (A.57) ist in der verbesserten, renormierten Spinwellenthe-
orie die Dispersion der linearen Spinwellentheorie mit dem Renomierungsfaktor
1 —c)/8 = 1,0395 zu multiplizieren, der eine bloB 4%-ige Renormierung im-
pliziert. (Zu dem Wert, ) = —0,07897.. fiir das Quadratgitter verweisen wir
auf die Diskussion nach Gleichung (A.66).) Urséchlich fiir die Giite der linearen
Spinwellentheorie ist die kleine mittlere Besetzung n, = 0,1966 < 1 der Holstein—
Primakoff-Bosonen.

Die S°Korrektur der Einzelionenanisotropie

(0) = —AZ@ apal, (26.6)

ist jedoch nicht klein um den Faktor n,. Durch Anwendung des Wickschen Theo-
rems nach der Vorschrift (A.51) findet man fiir diesen Korrekturterm in Moleku-
larfeldnaherung namlich den Ausdruck

Hi e = —AZ ) afay, — 2(a}yam)?]. (26.7)

Hier korrigiert der Term mit der 1 die Anregungsenergie der Anisotropie vom
Grundzustand S* = £S5 zum ersten angeregten Zustand S% = £(S — 1) von 2S5A
in (26.2) auf den richtigen Wert —A[(S —1)? — 5?] = (25 —1)A. Indem man (26.7)
dem Molekularfeldoperator (A.54) zufiigt, erhélt man in Impulsdarstellung fiir das
hier betrachtete System den Molekularfeldoperator

Husw +HO = 5> [=8%(J(0) + 2A) + 4A(al,a,,)”
k

(26.8)
+S(2(J(0) + 2A) afay + J(k)(ala’ \ + aa_\))]
mit den renormierten Kopplungsparametern (siehe auch (A.52,53))
- ()
J(k)=J(k)(1 - T) mit ) = (al,a,) + (afhal) (mn)
" ated (26.9)
A=a-S%) i o® = P )

Mit der letzten Gleichung bestétigt sich die erwartete starke Renormierung des
Kopplungsparameters A. Anstelle von (26.5) ist die Spinwellendispersion in
der verbesserten renormierten Theorie durch

) = Sy (J(0) + 24)2 — J (k)2 (26.10)
gegeben.

Zur selbstkonsistenten Losung der renormierten Spinwellentheorie mufl man die
Erwartungswerte in (26.9) mit dem renormierten Spinwellenoperator (26.8) bilden.
Aus (A.36,37) entnehmen wir fiir diese Erwartungswerte die Formeln

<mm>_

<a1]ana]L > (mn) —

cosh2ay — 1
< e~ D (26.11)

= N[—

(sinh2ay - cos kz)x.
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Hierbei sind die renormierten Transformationsparameter in Abwandlung von
(26.4) als

N J(0) + 2A
cosh2ay = )
\/(J(o) +2A)2 — J(k)2
N (26.12)
sinh2é; = —J (k)

VF(0) +28)2 - J(k)?
zu verstehen. Da diese Ausdriicke homogen vom Grade 0 in den Kopplungspa-
rametern sind, hingen die Erwartungswerte (26.11) nur vom Verhéltnis

2h A
J) 2J

ab. Bel Kenntnis dieses Verhaltnisses mufl man nur die beiden Brillouinzonenmit-
telwerte (26.11) berechnen,

// d% 145
~ Coskx—kcosk ’
2 ( y)2

(1+5)

; cos ky +cos k:y COS k
<Clm6l (mn) = cos kg +cos ky
+p)? — (7)

und kann dann mittels (26.9) die nackten Kopplungsparameter zu den renormier-
ten in Beziehung setzen.

Aus den experimentellen Werten J= 3,06 meV und A= 0,37meV fiir LaSrMnQO4
ergibt sich das Verhaltnis p = 0,061, aus dem die Erwartungswerte

p=0,061: (ala,)=0109 und (a},al)imn = —0,1865 (26.15)

m

(26.14)

folgen. Sie sind gegeniiber den Werten fiir verschwindende Anisotropie
p=0: (ala,)=01966 und (a},al)imn = —0,2756 (26.16)

durch das Offnen der Anregungsliicke deutlich verschoben. Die zu p = 0,061
gehorigen Renormierungsparameter in (26.9) ergeben sich zu

) =—-0,0775 und W =0,718. (26.17)

Der Wert von ¢() ist durch das Offnen der Liicke kaum modifizert worden und mit
J = 1,0387.J bleibt es bei der etwa 4%-igen Renormierung der Austauschkopp-
lung J. Die Anisotropiekopplung A jedoch wird mit A = 0,641 A betrichtlich
renormiert. Den obigen experimentellen renomrmierten Kopplungsparametern
entsprechen somit die nackten Parameter J = 2,95 meV und A = 0,59 meV.

DaB die Quantenfluktuationen durch das Offnen der Liicke ungefihr halbiert sind
((al,a,,) = 0,109 anstelle von {al,a,,) = 0,1966), wirkt sich direkt auf die Unter-

m-m
gittermagnetisierung aus. Wir erhalten

(8%) = S — (al,a,,) = 1,89. (26.18)
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VII. Modellierung des quasikubischen Perowskitsystems LaCoQO;

27. Die verschiedenen Spinsektoren des Co?*—Ions im CoOgz—Oktaeder

Das System LaCoOj ist ein kubisches Perowskit, dessen Elementarzelle in der
folgenden Figur gezeigt ist:

Die violetten Co®>'-Ionen bilden ein einfach kubisches Gitter und liegen im
Zentrum von Oktaedern aus blauen O?~-Ionen, die an den Ecken miteinander
verkniipft sind. Die Liicken zwischen den Oktaedern sind von den ockerfarbenen
La3t-Tonen eingenommen. Unterhalb von 1610 K verkippen die Oktaeder leicht
und es entsteht eine rhomboedrische Struktur unter Verdopplung der Elemen-
tarzelle. Der kleine Kippwinkel wachst mit fallender Temperatur an und erreicht
bei tiefen Temperaturen einen Maximalwert von 1°. (Siehe: Y. Kobayashi et al.,
J. Phys. Soc. Jap. 69, 3468 (2000))

Das System LaCoQOj ist ein unmagnetischer Isolator, der allerdings bei Tempe-
raturen um etwa 100 K eine Curiesuszeptibilitat entwickelt, wie in der folgenden
Figur auf der néchsten Seite gezeigt (Figur aus: S. Yamaguchi et al., Phys. Rev.
B 53, 2926 (1996)). Bei tiefen Temperaturen (T < 100K) sind die Co®>*—Ionen
also offenbar unmagnetisch, wahrend sie fiir Temperaturen oberhalb 100K ein
betrachtliches magnetisches Moment besitzen. Die Ursachen fiir dieses Verhalten
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sind meiner Meinung nach derzeit nicht endgiiltig geklart. Wir wollen im folgenden
die Alternativen diskutieren, die als Erklarung in Frage kommen.

LaCo0O3
1 i 1 3 I I | ]
. 10°—————1 / T
6 = I T
10 -“ g 10%F -
g L -
10°+ -
= 103 e _
(E) 10 _4 PR N R W T
o 10% 001 002
100 T
10‘3[
6.0 —t—t—t—+—1+
3
g 4.0
=
g
(]
T 2.0
o
Nt
=
1 1 | | 1 | ]
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Wir betrachten dazu ein Co?t-Ion in seinem oktaedrischen Kifig aus Sauerstoff-
ionen. Das Co®*—Ion hat 6 3d-Elektronen, die den intraionischen Coulombwech-
selwirkungen F? und F* unterliegen. Die volle Beriicksichtigung dieser Wechsel-
wirkungen ist unter Benutzung der Tabellen in John C. Slater (”‘Quantum Theory
of Atomic Structure”’) ohne grofie Miithe moglich. Uber dem Grundterm °D be-
sitzt die Konfiguration 3d® 7 Terme aus dem Sektor S = 1 und 8 Terme aus dem
Sektor S = 0.

Unter der Wirkung eines oktaedrischen Kristallfeldes spalten die fiinf 3d—-Orbitale
in ein I's—Grundtriplett und ein um die Energie A angehobenes I's—Dublett auf.
Dies bewirkt eine Aufspaltung der Terme, die in der Figur auf der néchsten Seite
fiir F* = 0,625F2 gezeigt ist. Dabei spaltet der (S=2)-Grundterm in 2 (rote Li-
nien), die (S=1)-Terme in 18 (blaue Linien) und die (S=0)-Terme in 23 (griine
Linien) Multipletts auf. Fiir schwache Kristallfelder ist der Grundzustand ein
orbitales I's—Triplett im Sektor S = 2. Wie erwartet wird die 1. Hundsche Regel
durch ein geniigend groBes Kristallfeld gebrochen. Man findet einen Ubergang in
ein orbitales I';-Singulett im Sektor S = 0 bei A = 0,213F?. Die niedrigsten
Zusténde im Sektor S = 1 (zwei orbitale Tripletts I'y und I's) kommen in dieser
Modellierung niemals als Grundzustdnde in Frage. Wir werden spéter einen Me-
chanismus diskutieren, der einen Grundzustand auch im Sektor S = 1 ermoglicht.
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Die Vielteilchenwellenfunktionen des orbitalen I's—Tripletts mit Spin S = 2 haben
eine sehr einfache Struktur in der Basis der Eigenorbitale des Kristallfeldes. Wir

wiederholen auf der nachsten Seite die entsprechende Figur im Teilchenbild aus
Kapitel 10.

F* /F%2=0.625

3+
0.75 Co

O
o1

O
X
3

Spektrum

-0.25

-0.5

02 04 06 08 1
2arctg(4 A/F?)/x

Diese Wellenfunktionen héngen nicht von der Starke der Coulombwechselwirkung
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relativ zur Starke des Kristallfeldes ab, weil es im Sektor S = 2 nur ein einziges

orbitales I's—Triplett gibt.

A T5

Im Grenzfall starken Kristallfeldes hat der I';—Grundzustand im Sektor S = 0
ebenfalls eine sehr einfache Wellenfunktion, die in der folgenden Figur dargestellt

ist:
r3

AV[AYIAY| Ts

und in zweiter Quantisierung durch

dT

ZI’T

dT

yz,l

dT

yz,1

dT

zy,|

T4 (15,)) = d!

zy,T

d’, 10 (27.1)

gegeben ist. Im Sektor S = 0 gibt es allerdings insgesamt fiinf orbitale I'y—
Singuletts, die diesem einfachen Zustand fiir schwéchere Kristallfelder beigemischt
werden. Im Grenzfall schwachen Kristallfeldes geht der Grundzustand zu S = 0
aus dem I';-Zustand im tiefsten Singulettterm I hervor, der sich anhand der
II-Eigenzustinde |6, L.) als

D) = [V216,0) — V(6. 4) + I6, —4))] (27.2)

schreiben 1at. Wenn man diesen Zustand nach Vielteilcheneigenzustinden mit
fester Besetzung der Kristallfeldmultipletts analysiert, findet man den Zustand
IT1(t5,)) aus (27.1) nur mit einem Gewicht von 24/77 = 0,31. Das groBte
Gewicht 41/77 = 0,53 tragen die beiden I'y-Zusténde im Sektor |t3,e2) und das
restliche Gewicht verteilt sich auf die beiden I';—Zusténde in den Sektoren |t3 geg)
(4/77 = 0,05) und |t§ge?;> (8/77 = 0,10). Allerdings wachsen die Gewichte der
anderen Zustinde erst beim Ubergang zu recht kleinen Kristallfeldern deutlich
an und am Entartungspunkt A = 0,213F2, an dem die 1. Hundsche Regel ge-
brochen wird, besteht der |I';)-Grundzustand noch zu mehr als 96% aus dem
einfachen Kristallfeldzustand |T';(t5,)) in (27.1), so daf man diesen Zustand in

guter Naherung benutzen darf.
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Die gebréauchlichste Erklarung fiir die magnetischen Eigenschaften von LaCoOg
nimmt an, da der Grundzustand der Co®*—Tonen der Zustand |T';(t5,)) im Sek-
tor S = 0 ist und das magnetische I's—Multiplett im Sektor S = 2 nur etwa 100 K
dariiber liegt. Wenn wir aus Tabelle 1.6 den Wert F'? = 12,8 eV entnehmen, liegt
der Kreuzungspunkt fiir die Brechung der 1. Hundschen Regel bei A = 3,0eV. Um
die beiden Niveaus auf einen Abstand von 100 K zu bringen, mufl das Verhéltnis
A/F? bis auf 0,16% genau abgestimmt werden. Eine derart genaue Feinabstim-
mung ist so unwahrscheinlich, dafl das obige Szenarium mit Skepsis zu betrachten
ist.

Ein alternatives Szenarium, das keine Brechung der Hundschen Regel annimmt,
wurde von R. J. Radwariski und Z. Ropka vorgeschlagen (Solid State. Comm. 112,
621 (1999)). Dieses Szenarium spielt sich ganz innerhalb des I's—Multipletts im °D—
Grundterm ab. Das °T's—Multiplett wird durch die kombinierte Wirkung der Spin—
Bahn—-Kopplung und einer trigonalen Jahn—Teller—Verzerrung so aufgespalten, daf}
ein unmagnetischer Grundzustand entsteht. R.J. Radwanski und Z. Ropka be-
haupten, mit diesem Szenarium die magnetische Suszeptibilitat von LaCoO3 quan-
titativ erklaren zu konnen. Leider haben sie bei ihren Berechnungen eine starke
durch die trigonale Verzerrung erzeugte Anisotropie der Suszeptibilitét iibersehen,
die die Ubereinstimmung mit dem Experiment total verdirbt. Wir werden im fol-
genden aus Griinden der grofleren Transparenz nicht die volle Diagonalisierung
des 25-dimensionalen °D-Sektors fiir die simultane Wirkung des oktaedrischen
und trigonalen Kristallfeldes sowie der Spin-Bahn—Kopplung présentieren, son-
dern eine konsekutive Storungsentwicklung nach dem oktaedrischen Kristallfeld,
der Spin-Bahn-Kopplung und dem trigonalen Kristallfeld in dieser Reihenfolge.
Die Ergebnisse unterscheinden sich qualitativ nicht von der vollen Rechnung.

Wir beginnen mit der expliziten Darstellung der Zustinde |S,,L.) des °D-
Grundterms. Wir werden die Lochdarstellung benutzen, wobei das Vakuum |0)

die volle Unterschale 3d° bezeichnet und df,, ein Loch mit den Quantenzahlen

l, =m und s, = o erzeugt. Die Basiszustande mit S, = 2 sind einfache Slaterde-
terminanten und lauten

2, 2)= dETdITdT onT—1T|0>
2, 1)= dETdITdT onT—2T|0>
2, 0)=dld,d"d",,[0) (27.3)
2,-1) = dEngTdT—leT—sz)
2,-2) = dITd(T)TdT—1TdT—2T‘O>~

Durch Anwendung des Spinabsteigers S~ erzeugt man daraus die anderen Ba-
siszustande, z.B. den Zustand

1
_ Lo gttt gt gt gt
11,2) = 5 (dyy dyydod_yy + daydydogd_y,g (27.4)
+dfdlydhdt o dbdldldt))o),
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der sich aus 4 Slaterdeterminanten zusammensetzt.

Das oktaedrische Kristallfeld spaltet das D—Quintett in ein I's—Triplett und ein
['s—Dublett mit Abstand Agk¢ auf. Die zugehorigen Eigenzustdnde sind vollig
durch die Symmetrie bestimmt und lauten nach Tabelle 9.5

|Sz7 1>:|Sz7_1>
Ps:415., 0)=(]S.,2) —|S:,~2))/V2

|52, 1) = =5z, 1) (27.5)
r :{ISZ, €)= (1S:,2) +15:,—2))/V2

|52, 0) =1S:,0).

Innerhalb des ’D-Grundterms wirkt die Spin-Bahn-Kopplung wie
Hsp =AL-S mit = —(34/4. (27.6)

Das orbitale I's—Triplett tragt nach Tabelle 9.5 einen fiktiven Bahndrehimpuls
[ = 1 mit einem g-Faktor g; = —1, so daf} innerhalb des Zustandsraums dieses
Tripletts L = —1 und daher wirkt

Hsp = Cj’l—diﬂs (27.7)

antiferromagnetisch. In hoherer Ordnung mischt die Spin—-Bahn—Kopplung zwar
die Zustdnde des angeregten Tripletts I's bei, aber wegen (34 < Ak ist diese
Beimischung sehr klein und wir werden sie vernachlassigen. Das Spin—Bahn—
Grundniveau hat einen fiktiven Gesamtdrehimpuls j = S — [ = 1 mit den Eigen-
funktionen |7, 7,), die durch die Formeln

i, 0) = (V3I1,~1) — 210,0) + V3| — 1,1))/VI0 (27.8)
gegeben sind, wobei auf der rechten Seite die Zustéinde |S,, I,) aus (27.5) verwendet
wurden. Wenn man diese nach (27.5) durch die |S,, L,)-Basis (27.3) ersetzt, erhélt
man

‘i i>: [_\/6‘271>_ v3/2<|1,2>_|1,—2>)+|0,—1>]/\/ﬁ

i, 0)= [-V3L1) - v2(10,2) = [0,-2) + V3|-1,-D]/VI0  (27.9)
Dieses Triplett ist Jahn—Teller-aktiv. Eine statische Verzerrung der CoOg—
Oktaeder wird allerdings nicht beobachtet. Eine kleine dynamische Jahn—Teller—

Verzerrung ist dadurch jedoch nicht ausgeschlossen. Wir werden eine kleine trigo-
nale Stauchung annehmen, die einen nicht entarteten Grundzustand erzeugt und
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die so langsam dynamisch fluktuiert, dal wir ihre Wirkung auf das magnetische
Verhalten als statisch modellieren konnen.

Eine trigonale Stauchung entlang der (1,1,1)-Achse reduziert die Punktsymme-
trie O der Co-lonen auf die Punktgruppe Ds. Diese Gruppe hat 6 Elemente.
Wir wollen den Anlafl fiir eine kurze gruppentheoretische Analyse nutzen. Die
Gruppe D3 hat drei irreduzible Darstellungen, deren Charaktertafel in der folgen-
den Tabelle gezeigt ist.

Tabelle 27.1

Darstellungen Klassen

der Gruppe Ds E (1) Cs3 (2) Cl (3)
I 1 1 1
Iy 1 1 -1
I's 2 -1 0

Um nun festzustellen, in welche Darstellungen der Gruppe D3 eine der irre-
duziblen Darstellungen der Gruppe O zerfallt, verwendet man das in Kapitel 9
beschriebene Verfahren. Die Charaktere der Einschrankung der Darstellungen
[';(O) auf die Untergruppe D3 liest man aus den Spalten 1, 4 und 5 der Tabelle 9.2
ab. Die Skalarprodukte dieser Charaktere mit denen der irreduziblen Darstellun-
gen I';(Ds3) liefern dann sofort die gesuchten Héaufigkeiten (siehe die Erlduterungen
nach Gleichung (9.1)). Man erhilt so die folgende Kompatibilitétstafel, die die
Zerlegung der irreduziblen Darstellungen I';(O) in die irreduziblen Darstellungen

Tabelle 27.2
[9) I I Is Iy I's

Ds I' I I's 'y +1I'3 '+

Solche Kompatibilitatstafeln findet man fiir alle Punktgruppen in der Monogra-
phie “Properties of the 32 Point Groups” von F. Koster. Wir lesen aus der Tabelle
ab, dafl I's(0) — T's(D3) und I's(O) — TI'1(D3) + I's(D3). Dies sagt uns, daf§
das I's(O)—Dublett nicht aufspaltet, wéhrend das I's(O)—Triplett in ein Singulett
I'1(D3) und ein Dublett I's(D3) aufspaltet. Letzteres ist auch leicht elementar
einzusehen, weil das Einteilchenorbital T'y(D3) = (|zy) + |y2) + |22))/v/3 offen-
bar invariant unter der Punktgruppe D3 ist. Die beiden dazu orthogonalen I's—
Orbitale (|yz) — |zz))/v/2 und (2|zy) — |yz) — |z2))/v/6 bilden dann eine Basis
fiir das Dublett I's(D3). Wenn wir die Aufspaltung mit Ay,; bezeichnen und das
Locherbild benutzen, erhélt der Zustand I' (D3) die Energie +2A¢,i/3, das Dublett
I's(D3) die Energie —Ay;/3 und die Zusténde € und 6 die Energie 0. Mit dem
Operator der Lochzahl npocn schreibt sich der Einteilchen—Hamiltonoperator fiir
das trigonale Kristallfeld dann als

Atri

Hexi = ——— [nLoch — 3[T1(D3))(T1(Ds)| — le){e| — 10)(0]]. (27.10)
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Unter Verwendung von (12.9) driicken wir nunmehr die Kristallfeldzustédnde durch
Drehimpulseigenzustande aus und erhalten

A ri .
= - 6t Z[(l + Z) (dia(dQJ - d—20> + (dga - dJLZJ)d—la)

o

. 27.11
+(1 - @>(d110(d20 —d_y,) + (dgo' - dT—20'>dlo') ( )
+2i(d",dy, —di d_,,)].

lo¥—1o

Um die Wirkung des trigonalen Kristallfeldes auf das Triplett (27.9) zu berech-
nen, miissen wir die Wirkung des Einteilchenoperators (27.11) auf die Vielteilchen-
zusténde |S,, L,) bestimmen. Er ist in der L,—Basis durch die (5x5)-Matrix

0 1—i 0 1+ 0
A | T 0 0 -2 —1-—i
Hui=——| 0 0 0 0 0 (27.12)
6 11 2 0o 0  —14i
0 —1+i 0 —1—i 0

gegeben. Damit konnen wir schlieBlich Hy,; in der j,—Basis (27.9) darstellen und
erhalten die (3x3)-Matrix

Ao 0 (1-1)/v2 —i
Heri = 3—‘6 (1+4)/V2 0 —(1-)/V2 . (27.13)
i —(1+14)/V2 0

Um die Storungsrechnung nach Hy,; abzuschliefen, miissen wir diese Matrix dia-
gonalisieren und erhalten die folgenden Eigenzusténde (in der 7,—Darstellung) und
Energieeigenwerte:

P U I A
') = 11,1 1,0 1, -1 Fr, = —
| 1> 3(2| ’ >+ \/§ | ) >+| ) >)7 ' 15
a 1 T T T a AtI‘l
|F3> - 5 (_2|17 1> + |17 _1>)7 EF3 = % (27.14)
I e N R T Aui
) = —(—|1,1 2/1,0) — 1,-1 Eb = :

Wir haben damit einen nichtmagnetischen Grundzustand |I';) erreicht und ein
niedrigliegendes Dublett |F§’b) mit einer Anregungsenergie A jp = Ay.;/10, von
dem Radwanski und Ropka glaubten, es erklare die magnetischen Eigenschaften
von LaCoOs.

Nach der Formel (9.8) wirkt der Operator der Magnetisierung innerhalb des (j=1)-
Raums (27.9) wie

M= =pg-]J. (27.15)



Die Wirkung des Operators j im Raum seiner FEigenzustinde (27.9) ist uns
natiirlich bekannt:

1 0 0 0 V2 0 0 0 0
=0 0 o0 |,5.=(0 0o V2|,57-=[(v2 0 0]. (27.16)
0 0 -1 0 0 0 0 V2 0

In der Basis der Kristallfeldeigenzusténde (27.14) haben die Komponenten von j
daher die Gestalt

0 —/2/3 0
.= | —2/3 0 (141)/V6
0 (1—14)//6 0
0 (1+4)/v6  —i
iy =| A+9)/V6 0 V23, =il
1 2/3 0

(27.17)

Aufgrund der trigonalen Verzerrung ist die magnetische Suzeptibilitat ein Tensor
mit einer Hauptachse in Richtung der trigonalen Achse und den beiden anderen
beliebig in der Ebene senkrecht dazu. Wir sollten daher in der Formel (7.8) fiir die
Suszeptibilitat die entsprechenden Komponenten des Magnetisierungsoperators
M|| = (Mg + M, + ]\L)/\/g
M, = (M, — M,)/V2 (27.18)
M, = (2M, — M, — M,)/V6

benutzen. In der Kristallfeldbasis (27.14) haben die entsprechenden Komponenten
von j die Matrixelemente

0 0 0
i =10 0 (141i)/v2
0 (1—14)/V2 0

0 0 (1—14)/V2
I = 0 0 0 (27.19)
(1+4)/vV2 0 0
0 -1 0
J.=-1 0 o0
0 0 0

Die nicht verschwindenden Matrixelemente von M = % uB-J) geben dem um A jr
angeregten Dublett I'3(D3) ein magnetisches Moment in Richtung der trigonalen
Achse und wir erhalten die Suszeptibilitét

7 2 e PAIT

_ (V2,2 . .
X =G M T T oe A

(27.20)
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Diese Suszeptibilitat entspricht der von Radwarnski und Ropka berechneten und
wiirde die magnetischen Eigenschaften von LaCoQOj3 richtig beschreiben konnen,
wie in der folgenden Figur gezeigt. (In der Figur sind die Suszeptibilitdten in
Einheiten von (7/2)? u% 2/A jr dargestellt.)

0 0.5 1 1.5

1
0.8
o
= 0.6
2
E,— X
% 0.4
7))
Xll
0.2

0.5 1 15 2
ke T/Ayr

Die nicht verschwindenden Matrixelemente von M ;2 ergeben jedoch ein ver-
schwindendes magnetisches Moment des Dubletts in der Ebene senkrecht zur trig-
onalen Achse und erzeugen ausschliellich einen van—Vleck—Beitrag zur Suszepti-
bilitat. Wie aufgrund der D3—Symmetrie zu erwarten ist die Suszeptibilitéit in der
Ebene senkrecht zur trigonalen Achse isotrop und wir erhalten

T 2 -
X1 2 ol AJT 1—|—26_BA‘7T‘

(27.21)

Diese reine van—Vleck—Suszeptibilitat hat kein Maximum, sondern fallt mit wach-
sender Temperatur monoton ab. Beobachtet wird im Experiment die richtungs-
gemittelte Suszeptibilitat

_ 1
X = E(X” + QXL)a (27'22)

die keinerlei ausgepréigtes Maximum zeigt (rote Kurve) und mit dem Experi-
ment iberhaupt nicht korrespondiert. Daher mufl das von Radwanski und Ropka
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vorgeschlagene Szenarium leider verworfen werden. Eine tetragonale Jahn—Teller-
Verzerrung, die nach Kapitel 11 auch in Frage kommt, fithrt auf sehr &hnliche
Ergebnisse.

Die einzige noch verbleibende Moglichkeit, ein Szenarium mit Feinabstimmung zu
vermeiden, liegt im Sektor S = 1 des Co3T-Ions. Es stellt sich hier zuniichst
die Frage, ob Zustinde mit S = 1 iiberhaupt Grundzustinde des Co®*-Ions sein
konnen. Nach dem frither gezeigten Spektrum kann ein oktaedrisches Kristallfeld
niemals zu einem (S=1)-Grundzustand fithren. Wir werden jedoch zeigen, daf§ die
kovalente Bindung mit dem Kafig aus Sauerstoffionen die Energie der tiefliegenden
(S=1)—Zusténde besonders stark absenkt.

Zunichst miissen wir die tiefliegenden Zustinde des Co3*-Ions im Sektor S = 1
identifizieren. Nach dem gezeigten Spektrum entwickeln sie sich aus der Konfigu-
ration |3 ge;), die in der folgenden Figur dargestellt ist und die offenbar 6 orbitale

Zustande enthalt.
A 3

MY A Ts

Dieses orbitale Sextett ist im Grenzfall starken Kristallfeldes entartet und besteht
nach der Multiplikationstabelle (9.4) aus je einem orbitalen Triplett I'y und T's.
Tatséchlich sehen wir im Spektrum, dafl das Sextett in zwei (blaue) Niveaus auf-
spaltet. Fiir den Grenzfall starken Kristallfeldes konnen wir leicht zwei Zustande
aus den beiden Tripletts erraten. In der Lochdarstellung wie in (27.3) erhalten wir

|3F4, Z> - d;zz_$2_y2,[d222_$2_yzldlz_szdlyT |0> (27-23)
als einen Zustand, der unter der 90°~Drehung um die z-Achse R, (%) invariant ist
und daher zu der Darstellung I'y gehort. Analog erhalten wir

U5, 2y) =dls_ordla odh o o odl0) (27.24)

als einen Zustand, der unter derselben Drehung das Vorzeichen wechselt und daher
zu I's gehort. Anhand dieser Zustande gelingt es leicht festzustellen, welches der
beiden Tripletts unter der Wirkung der intraionischen Coulombabstoflung die tie-
fere Energie hat. Im Zustand 3Ty, z) zeigen zwei Locher in Richtung der z—Achse
und zwei liegen in der zy-Ebene, wihrend im Zustand |?T's, zy) drei Locher in der
xy—Ebene liegen. Daher hat das Triplett I'y die tiefere Coulombenergie.

Im Grenzfall kleinen Kristallfeldes stammen die beiden Tripletts 3Ty und 3T's
aus dem Term 3H (L = 5), der unter der Wirkung einer oktaedrischen Kristall-
anisotropie in die Darstellungen I's + 21y + I's aufspaltet. Aus dem Verhalten
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der Basiszustidnde |5, M) des H-Terms unter der Drehung R.(%5) schliet man
sofort, da8 die beiden Kristallfeldeigenzustéinde [°T's,z* — y?) und |?T'5, zy) von
den beiden Bahndrehimpulseigenzusténden |5,2) und |5, —2) aufgespannt werden
miissen und die drei Kristallfeldeigenzustinde |°T's, 222 — 2 — ?) und |°TF, 2)
von den Zustdnden |5,4), |5,0) und |5, —4). Indem man dann die Wirkung der
Drehung R, (%) untersucht, findet man [*T's, z? — y?) = (|5,2) — |5, —2))/v/2 und
°T's, 222 —2%2 —y?) = (|5,4) — |5, —4))/v/2. Damit haben wir den Zustand |*T's, zy)
eindeutig als

[3Ts, ) = (5,2) + |5, ~2))/V2 (27.25)

identifiziert. Gleichzeitig miissen die beiden Zustinde |T'E, z) in dem von |5, 0) und
(15,4) 415, —4)) /v/2 aufgespannten Unterraum U (T'y, 2) liegen. Da die Darstellung
I'y zweimal vorkommt, haben wir hier einen Fall, in dem die Eigenzustande nicht
aus Symmetriebetrachtungen allein erschlossen werden kénnen. Stérungsrechnung
1. Ordnung nach dem Kristallfeld auf dem Unterraum U (T'y, 2) ergibt den Zustand

7.2 = V24 VIR0 4 V2 - VB VD
=0,9 39|5,0>+0,344(|5,4)+|5,—4))/\/§

als dem unteren Eigenzustand, der fiir starkes Kristallfeld in (27.23) iibergeht. Er
enthilt den Zustand (27.23) nur noch mit einem Gewicht von

2,6 3
w(’Ty [t3,es) = 5 (? + \/;) = 0,336. (27.27)
1

0.8 !
206
I
S
@ 0.
2 0.4

0.2

02 04 06 08 1
2arctg(4A/F?)/n

Die obige Figur zeigt dieses Gewicht als Funktion des Verhiltnisses zwischen der
Kristallfeldaufspaltung A und der Coulombwechselwirkung F? (rote Kurve). Im
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fiir uns interessanten Bereich der Brechung der 1. Hundschen Regel kann das
tiefste 3I'y—Multiplett offenbar in sehr guter Niherung durch das mittels (27.23)
charakterisierte Multiplett beschrieben werden. Eine analoge Aussage fiir das
3's—Multiplett und den Zustand (27.24) 148t sich offenbar nicht rechtfertigen. Im
Grenzfall schwachen Kristallfeldes ist der Zustand (27.24) in |T's, xy) (siehe (27.25))
nur noch mit dem Gewicht 1—25 = 0,133 enthalten.

Zur Berechnung der orbitalen magnetischen Momente, die die Tripletts 3"y und
35 tragen (siehe Gleichung (9.5)), mufl man sich durch Anwendung der Drehun-
gen R.(5) und R.(%) eine volle Basis der orbitalen Zustande verschaffen und die
Wirkung des Operators L des Bahndrehimpulses in den orbitalen Unterrdumen
analysieren. Fiir die Eigenzustinde im Grenzfall starken Kristallfeldes (27.23)
und (27.24) erhélt man den orbitalen g—Faktor g; = % Im Grenzfall verschwinden-
den Kristallfeldes findet man fiir die Zusténde (27.26) und (27.25) die davon sehr
verschiedenen g-Faktoren ¢;(I'y) = (3 4 7v/21)/12 = 2,923 und ¢;(T'5) = —5/2.
Das folgende Bild zeigt, wie diese g—Faktoren mit der Starke des Kristallfeldes
variieren. Im interessanten Bereich ist g;(I'; ) nur wenig grofer als 1, weil die
Wellenfunktion sich nur wenig von (27.23) unterscheidet. Dagegen wechselt ¢;(I's)
im interessanten Bereich sogar das Vorzeichen.

3

2

I's

02 04 06 08 1
2arctg(@A/F?)/n

Wir wollen uns jetzt der Frage zuwenden, wie es iiberhaupt moglich ist, den
Grundzustand eines Co3t-Tons im Sektor S = 1 zu finden. Ein oktaedrisches
Kristallfeld reichte dazu ja nicht aus. Wir werden sehen, dafl die kovalente Bindung
zu den umgebenden Sauerstoffionen ein moglicher Mechanismus zur Erklarung
eines (S=1)-Grundzustands ist. Daher werden wir nun zunéchst die Hybri-
disierung der 3d—Orbitale mit den 2p—Orbitalen fiir den Fall unverzerrter CoOg—
Oktaeder modellieren.

Die Hybridisierung der to,~Orbitale 3d,, 3d,. und 3d., ist jeweils auf die Ebene
beschrankt, in der das 3d—Orbital liegt. Fiir den Fall der zy—Ebene sind die
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miteinander hybridisierten Orbitale in der folgenden Figur gezeigt.

v
R &
O

Der zugehorige Hamiltonoperator

_ i
Hizy = —tia, Z [dmy,l,d(py,lJr“Tz,a +pa:,l—|—n7y,0'

Lo (27.28)
)+ zyklisch + h.c.]

T Py1ne 5 T pm,l—“Ty

enthélt die Hiipfamplitude ¢;,, und der Zusatz “zyklisch” meint die zyklische Ver-
tauschung der Koordinatenachsen x, y und z.

Die Hybridisierung der e,~Orbitale ergibt sich aus einer Erweiterung von (14.4).
Um die verschiedenen Hiipfmatrixelemente in Relation zu setzen, brauchen wir fiir
die normierten Orbitale d V(2 —y?) und da,2_,2_,2 die Identitaten

1
d ZE—T5— = —=d 24—z +d 24—
2,2 22 \/§|: \/g( 2 2) \/g( 2 yz)} (2729)

= — d2:122— 2_ 52 +d2 222 _g2|.
Yy Yy

Wir erhalten dann den Hamiltonoperator

_ T _ _
Hey - teg Z [dmz—yz,l,o( px,l—i—"Tm,O' + pm,l—“Tz,a + py71_|_"79,g py’l_nTy’o')

l,o

1
.'_
+ ﬁ d222_$2_y27130 (_2pz’1+n7270_ + 2pZ,1—nTZ,0'

+pa:,l+"7m,a _pa:,l—"Tm,a +py71+"7y,g o py,l_"Ty,g) + h.C.},
(27.30)
der die volle kubische Symmetrie besitzt und wiederum nur eine einzige Hiipfam-
plitude ¢., enthalt. Bei der Hybridisierung entstehen Locher in wannier—artigen
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Uberlagerungen w; von 2p—Orbitalen, die immer dieselbe Symmetrie haben wie
die zugehorigen 3d-Orbitale.

Die kovalente Bindung besteht in einer Beimischung von Zusténden, in denen sich
Locher auf den Sauerstoffionen befinden. Diese Beimischung senkt alle Niveaus des
Co3*-Ions energetisch ab. Wenn wir zunéchst einmal die Coulombkorrelationen
auf den Co—Ionen ignorieren, werden die beiden orbitalen Multipletts ¢34, und e,
um Energien abgesenkt, die sich in 2. Ordnung Stérungsrechnung zu

X

AE 4t%2g d AFE 4tzg 27.31
t2g——rzg un eg——Aeg ( . )

ergeben. Hierbei steht im Nenner die Ladungstransferenergie fiir das jeweilige
Multiplett. Diese Niveauverschiebungen sind kovalente Beitrage zur Kristall-
anisotropie, konnen einfach dem Kristallfeld zugeschlagen werden und bewirken
keinerlei Verinderungen im obigen Niveauschema des Ions Co®*. Das Vorzeichen
dieses Beitrags zum Kristallfeld 148t sich im iibrigen ohne quantitative Kenntnis
der Modellparameter nicht bestimmen. Ein Vergleich der Hybridisierungsterme
dwy,lpy,l—i—nm/Q und dlz_y271px’l+nm/2 fithrt namlich einerseits auf die Ungleichung
te, > ti,, >0; (27.32)
andererseits gilt jedoch die Ungleichung
Ac, > Ay, (27.33)

so daB die beiden Ungleichungen auf die Energien in (27.31) entgegengesetzt
wirken.

Die Beriicksichtigung der Coulombkorrelationen auf dem Co3*-Ion éndern nichts
an dem obigen Ergebnis, weil die relevanten Grundzustinde °T's, 3Ty und I’y im
interessierenden Bereich nach unserer obigen Analyse kaum verdndert sind. In
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die beigemischten Zustande mit einem 2p-Loch gehen jedoch Eigenzustande des
Co?*-Ions ein. Wir miissen daher zuniichst das Spektrum eines Co?t-Ions in
oktaedrischer Umgebung untersuchen.

Das Spektrum eines isolierten Co?*-Ions besteht aus zwei Quartetttermen und
sechs Dubletttermen, wie in Kapitel 2 angegeben. Die folgende Figur zeigt, wie
diese Terme im oktaedrischen Kristallfeld aufspalten.
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Die Aufspaltung der beiden Quartettterme *F und “P haben wir schon in Kapitel
10 in allen Einzelheiten diskutiert. Der Term *F spaltet in I'y + I's + I'y auf und
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der Term “P transformiert sich bekanntlich wie I'y. Die beiden Tripletts I'y werden
durch das Kristallfeld um maximal 20% vermischt und das untere Niveau I'; ist
fiir schwache Kristallfelder der Grundzustand. Im Locherbild ist dieses Multiplett
also zu mindestens 80% durch das folgende Piktogramm gegeben, das es fiir den
uns interessierenden Bereich (A = 0,213F?) tatsichlich mit einem Gewicht von

95% reprasentiert.
b 5

Al T3

Das obere Triplett I'j sowie das Triplett I's stammen fiir starke Kristallfelder
aus der im folgenden Bild gezeigten Konfiguration, die sechs verschiedene orbitale

Zustande enthalt.
Al [5

) I3

In Analogie zu den Zusténden (27.23) und (27.24) kénnen wir durch Analyse des
Tranformationsverhaltens unter der Drehung R. (%) leicht die folgenden Zusténde
angeben:

1Ty, 2) = d}

222 _p2__

J2rnapdh10) (27.34)

xzzT

reprisentiert bis auf die erwihnte kleine Beimischung das obere Niveau I} und

*Ts, 2y) = dla_ o dl . dl|0) (27.35)
ganz unabhingig von der Stirke des Kristallfeldes das Niveau #I's. Der Zustand
4T, ist schlieBlich durch die ebenfalls fiir alle Kristallfeldstirken giiltige Formel

df

yzT

1*Ty) = d!

zy?

df,,|0) (27.36)

gegeben.

Bei A = 0,246F? wird auch in dieser Konfiguration die 1. Hundsche Regel ge-
brochen und der Grundzustand des Co?t-Ions ist fiir stirkere Kristallfelder ein
Dublett 2I's, das im Grenzfall starken Kristallfeldes der folgenden Orbitalkonfigu-
ration entspricht.
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[5

M| T3

Dieses Dublett geht fiir schwache Kristallfelder aus dem tiefsten Dublettterm %G
(L = 4) des freien Ions hervor. Der %G-Term spaltet unter dem oktaedrischen
Kristallfeld in I'y + I's + I'y + I's auf. Die orbitalen Wellenfunktionen des I's—
Dubletts sind

’Ts,2® — ) = [|4,2) + 4, -2)] /V2

20,227 — a? — y2) — [V (4, 4) + |4, —4)) — VIO |4, 0)] VL. (27.37)

Sie enthalten die Konfiguration 62 zwar wiederum nur mit dem Gewicht 12/35 =

0,343, aber fiir A = 0,213F? besteht das tiefste Dublett I's zu 96,9% aus dieser
einfachen Konfiguration.

Von den anderen aus dem Term 2G hervorgehenden Niveaus ist das Singulett 2T';
als einziger I'y—Zustand im gesamten Spektrum wiederum vollig unabhangig von
der Stérke des Kristallfeldes. Dieses Dublett stammt aus der Konfiguration ejt3,
und hat die etwas kompliziertere Wellenfunktion

’T'y, o) = [\f(|4,4,a> +4,-4,0)) + M|4,o,a>}/\/ﬂ
= [y, @yl — dldl —dldl ) VE (2739

zyl"zyl yz1%yzl

Tt
+ dw y2 <dszdyzl dzdezml)} ‘0>

Vier weitere niedrigliegende Dublettniveaus miinden bei starken Kristallfeldern
in die Konfiguration egtég ein. Wir bezeichnen sie in der Reihenfolge wachsender
Energie mit 2T}, QFg, QFI und QF;. Dabei sind die beiden ersten Niveaus nahezu
entartet. Fur die I'y;—Niveaus finden wir im Grenzfall starken Kristallfeldes die

Zustande

2 T T T
Ty, 2,0) = 7[ 222 g2 2a(dx2—y2wayl _d -2 wmiO)

dT

‘QFL z,0) = 952 42 y%(dlz_y Udly -+ dLQ dt ) (27.39)

y2—o 'xyo

ﬁ[

—2d! dt

2222 —y2—0x2—y20 mya]|0>

In diesen Zustanden sind also dieselben drei Orbitale besetzt und sie unterscheiden
sich nur durch die Kopplung der drei Spins 1/2 zum Gesamtspin S = 1/2. Auch bei
A = 0,213F? sind die Zusténde 2T"; mit einem Gewicht von 98,3% durch die obige
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Formel gegeben, wihrend die Zustinde 2I'; dort zu 10,1% andere Konfigurationen
enthalten.

Fiir die I's—Niveaus finden wir im Grenzfall starken Kristallfeldes die Zusténde

|2F5_ s xy, > dlyo. (O 946 d;zz 12— szd;ZQ_xg_ygl - 0,323 dlz_yg«rdlz yzl) |0>
2 t t
‘ F;’ 1Y, 0 > dJﬂrﬁyJ (0’323 d2z2—m2—y2Td2z2—x2—y21 + 0,946 d —y? Tdmz ) |O>

(27 40)
die aus zwei sehr einfachen Zustédnden zusammengesetzt sind, deren Mischung vom
Verhiltnis F*/F? abhingt. Bei A = 0,213F? sind die Zustéinde *I'; mit einem
Gewicht von 96,0% durch die obige Formel gegeben, wahrend die Zustdnde QF;
dort nur noch zu 31,2% durch die obige Formel gegeben sind und mit 67,4 die Kon-
figuration e;tgg enthalten. Letzteres ist schon aus der starken Niveauabstoung

im Spektrum ersichtlich. Zur Ilustration geben wir in der folgenden Formel den
Zustand QF; fir A = 0,213F? an:
T8, 2y, 0) = [dl,,(0,318d} o . ngzz_xz_y%
+0,459d', 2Td;2 y21)
T T T
- 07800 (dmZ_y20<dzzad2’$ o + dyz adi:ra)

_QdT —y2—0 yza zxa)/\/_+ (478%)]|0>’

(27.41)

wo man den dominierenden Beitrag eines Zustandes aus der Konﬁguratlon €y t
erkennt. Zwei weitere kleine Beitrige (4,8%) aus den Konfigurationen e t und
t3, sind nicht explizit angegeben.

Aufgrund von zwei Effekten verschiebt die kovalente Bindung die Niveaus abwei-
chend von (27.31) gegeneinander: (1) Pauli-Blockierung fiihrt dazu, daf die Zahl
der Kanéle fiir Hybridisierung fiir S = 1 am grofiten ist und fiir S = 0 am kleinsten.
(2) Die Energienenner fiir den Ladungstransfer sind fiir S = 1 am kleinsten und
sorgen damit fiir die starksten Beimischungen. Zur kompakten Beschreibung der
hybridisierten Zusténde kiirzen wir die wannier—artigen Uberlagerungen der 2p—
Orbitale durch das Symbol w ab und fassen die Hiipfoperatoren (27.28) und (27.30)
wie folgt zusammen:

_ T
Ht =2 tt2g Z(dyz l,o yz Lo + dzm Lo zx l,o + dwy,l o my,l,a)
T (27.42)
— 2t Z y2 1o Wy2_ y2 1o + d2z2—m2—yz,l,anzz—mz—yz,l,a)'

Hier sind die Orbitale w normiert, aber auf Nachbarpldtzen nicht orthogonal
aufeinander. Wenn wir in Analogie zu Kapitel 15 orthonormierte Wannieror-
bitale einfithren, werden die Faktoren 2 in (27.42) leicht reduziert und es entstehen
Hiipfprozesse zwischen verschiedenen Plétzen 1 wie in (15.8).
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Die kovalente Bindung des (S=0)-Grundzustandes (27.1) ist besonders einfach,
weil nur durch H,, ein zusétzliches Elektron in das Co3T-Ion eingefiihrt werden
kann, wie in der folgenden Figur gezeigt.

-

te
ALY S TIIYIIY

Die dadurch entstehende hybridisierte Wellenfunktion ist durch

sin «
|1F1>hyb = [(}OSO&"" 2 Z(dLQ—yQmez—yza+d;z2—m2—y20w2z2—x2—y20)] |F1(tgg)>
o

+ Weg_ L OCh

(27.43)
gegeben, wobei offenbar nur die Zustinde aus dem 2I's—Grundniveau des Co?*—
Ions beigemischt werden. Hier wie im folgenden ignorieren wir die sehr kleinen
oben besprochenen Modifikationen aller Eigenzustinde durch die Coulombwech-
selwirkung. Der Einflu der Coulombwechselwirkung auf die Energieeigenwerte

ist jedoch nicht vernachlassigbar und macht sich in den Energienennern der Glei-
chungen (27.31) bemerkbar.

Dem °T's-Grundzustand des Co3t-Tons werden drei der vier Quartettniveaus des
Co?*-Ions beigemischt. Das folgende Piktogramm zeigt die beigemischten Kon-

| T

g9

WO Nty

-Fvwb4_och

A4 4] 4

Die e,~Beimischung enthélt die Quartettniveaus ‘T's und ATy, die t24,—Beimischung
das Niveau *T"; . Die hybridisierte Wellenfunktion hat fiir S, = 2 die Struktur

°Ts, 2y)nyt, = [a +b- (d;zlwyzl + dimwm)/\/i

+c- dgzz—xQ—leszz—mz—yzl (2744)

+ d * dlz_yzlw$2_y2l] ‘5F5, .’L’y).
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Hierbei mischt der zweite Summand das Niveau “T'; der Konfiguration Co?* bei,
der dritte Summand das Niveau “T's und der vierte Summand das Niveau *T'; .

Fiir den tiefsten Zustand 3T'; im Sektor S = 1 ist das Spektrum der Beimischun-
gen am vielfaltigsten. Die entstehenden Konfigurationen sind im folgenden Bild
festgehalten.

LN

! Al

P41 4 AL

Ao
A4

Durch die ;,,~Hybridisierung wird das Niveau '3 der Konfiguration Co?* (Figur
oben) beigemischt und durch die ¢.,~Hybridisierung das Niveau ’I's (mit wenig
QFgL, Figur Mitte). AuBerdem mischt die t.,~Hybridisierung I'y—Zusténde bei
(Figur unten), die sich als eine Linearkombination der drei Niveaus *T'y und 2I'f
erweisen. Die folgende Formel beschreibt den entstehenden hybridisierten Zustand
fiir S, = 1, wobei wir den I'y—Anteil wegen seiner etwas komplexen Struktur nicht
explizit angeben:

+ Weg_ L OCh

|3F4, Z>hyb = [CL +b- d]L

€T

pWay T e dla owa o +de . (Ty)][’Ty, 2). (27.45)

Nach dieser Vorstellung der durch die Hybridisierung beigemischten Zustande
betrachten wir jetzt die Ladungstransferenergien AFE, die die Amplituden der
entsprechenden Beimischungen beeinflussen. Sie setzen sich aus drei Anteilen
zusammen:

AFE = AFEy + AEP + AEj,. (2746)

Hier beschreibt AEj eine mittlere zustandsunabhéngige Transferenergie und AE,
die Kristallfeldaufspaltung der p-Locher (AE,(ey) > 0 > AE,(tey)). Der letz-
te Term stellt die Differenz zwischen den Energien der Co?*-Niveaus und der
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Co3T-Niveaus dar. Hierbei ist zu beriicksichtigen, da die Coulombparameter
F?(Co**) =12,8eV und F?(Co*") = 11,6 €V nicht identisch sind, obschon dieser
Unterschied keinen grofien Effekt bewirkt. Die verschiedenen Transferenergien
AF, sind in der folgenden Figur zusammengestellt.

Ladungstransferenergien

02 04 06 08 1
2arctg(4A/F?)/n

Im Grenzfall verschwindender Coulombenergien erkennt man, wie alle Ladungs-
transferenergien auf zwei Werte konvergieren, die sich um die Kristallfeldauf-
spaltung der 3d-Orbitale unterscheiden, wodurch das Ergebnis (27.31) wiederge-
wonnen wird. Die durchgezogenen/gepunkteten Linien gehéren zu Prozessen,
bei denen ein p.,/ps,,~Loch erzeugt wird. Die Figur zeigt kleinere Triplett—
Transferenergien (blau) im Vergleich sowohl zur Singulett—Transferenergie (griin)
wie auch zu den Quintett—Transferenergien (rot). Dies hat eine Absenkung der
Grundzustandsenergie im Triplettsektor relativ zu denen in den beiden anderen
Sektoren zur Folge. Wie grof3 dieser Korrelationseffekt ist und ob er ausreicht,
einen (S=1)-Grundzustand fiir das Co*T—Ion zu erzeugen, héngt natiirlich von
der absoluten Grofle der Transferenergien (27.46) ab, fiir die man insbesondere
AFEy kennen miifite.
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VIII. Modellierung einer Cupratleiter

28. Das Siebenbandermodell fiir eine Cu,Os—Leiter

Wir betrachten eine CusOs—Leiter, deren fiir ihre elektronischen Eigenschaften
relevanten Orbitale in der folgenden Figur dargestellt sind.

Das blaue Rechteck markiert eine Elementarzelle dieses horizontalen quasi-
eindimensionalen Systems. Sie enthalt 7 relevante Orbitale. Die elektronischen
Eigenschaften werden daher durch ein Siebenbandermodell beschrieben.

Hauptsachliches Ziel der Betrachtung wird sein, mogliche Ursachen eines elek-
trischen Dipolmoments auf den Kupferplidtzen zu untersuchen. FEin solches
Dipolmoment bewirkt eine Abhéangigkeit der Austaushkopplung von einem &ufleren
elektrischen Feld und erklart daher die Ankopplung von Licht an die mag-
netischen Anregungen des Systems. Dass die auf den Sprossen liegenden zen-
tralen (blauen) und externen (griinen) Sauerstoffplétze geometrisch indquivalent
sind, suggeriert die Existenz eines Dipolmoments in Sprossenrichtung. Es bieten
sich zwei Mechanismen zur Erzeugung eines Dipolmoments an:

(1) Da ein Loch auf einem zentralen Sauerstoffplatz in zwei Richtungen hiipfen
kann, ein Loch auf einem externen aber nur in eine, erwartet man fiir einen
zentralen Platz eine geringere Lochdichte.

(2) Falls die 2p—Elektronen auf den zentralen Plitzen eine héhere Energie als
die auf den externen haben, erwartet man eine hohere Lochdichte auf den
zentralen Platzen.

Wir werden im folgenden diese beiden Mechanismen untersuchen. Dazu wird es
niitzlich sein, die Sauerstofforbitale wie in den Kapiteln 15 und 23 durch Wan-
nierorbitale auszudriicken. Es stellt sich heraus, dass diese Wannierorbitale,
ahnlich wie bei der Modellierung der NiOs—Ketten in Kapitel 15, exponentiell
lokalisiert sind. Dies erlaubt eine genaue Berechnung der Austauschkopplungen in
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zweiter Ordnung Storungsrechnung und des Mechanismus (1) fiir das elektrische
Dipolmoment.

Die Sprossen der Leiter kennzeichnen wir durch die ganze Zahl [, die vertikale
Position der beiden Holme durch die Koordinate n = i% und die der drei Sauer-
stoffionen auf den Sprossen durch die Koordinate m = —1,0, 1. Dementsprechend
nennen wir die Erzeuger der Cu—-3d—Orbitale le,n,a’ die der O—2p—Orbitale auf
T T

x,l—l—%,n, Z/J:m’U’
o= ﬂ:% die Spinquantenzahl ist. Unter der Annahme gleicher Hiipfamplituden ¢,4
fiir alle Cu—O—-Bonds lautet der Hiipfoperator fiir das Siebenbandermodell
dann

den Holmen p , und die der O-2p-Orbitale auf den Sprossen p wobei

_ T
Ht?d = ~tpd Z [dl,ﬂ,U (pac,H—%,n,a - px,l—%,n,a + 2n(py,l,O,U B py,l,Qn,U)) + hC:| :

l,n,o

(28.1)
In Analogie zu Kapitel 15 wollen wir die Sauerstofforbitale im folgenden durch
Wannierorbitale darstellen. Dazu miissen wir Fouriertransformationen durchfiih-
ren. Die kontinuierliche Wellenzahl zum Elementarzellenindex [ werden wir k
nennen. Die diskrete Wellenzahl zum Holmenindex n nennen wir p = 0,7 und
die diskrete Wellenzahl zur Koordinate m nennen wir ¢ = 0, j:%”. Fir L Elemen-
tarzellen haben wir dann die folgenden Fourierdarstellungen:

_i.

1 A
df,o=—=> dl e ikm), (28.2)
VaL £

1 , 1
o i(k(l+35)+pn)
= € 2 28.3
p%H—%m’U /2L kzppx,k,p,g ( )
und
1 )
_ i(kl+gqm)
= e . 28.4
Py.1,m,o \/3_L kquy,k,q,ff ( )
Die unitéren Transformationen (28.2-4) haben die Umkehrungen
1 .
d - =—_N"gl  eilkltrn) 28.5
k,p,o \/ﬁ ; l,n,o ( )
1 ) 1
- = —i(k(l+35)+pn)
pw,k,p,o' - \/ﬁ ;pr—'—%,TL,O’e 2 (28.6)
und
1 —i(kl+gm
Pykac = % >y ™ (28.7)
l,m
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Um mittels Einsetzen von (28.2-4) in (28.1) in die Wellenzahldarstellung zu gehen,
ist es niitzlich, fiir den Faktor 2n = 41 in (28.1) die Darstellung 2n = €™ /i zu
verwenden. Man erhalt so schliefSlich

= _tpd Z [ k,p, ot 281n 2 px,k,p,a
k.p.o (28.8)

_ mwy’k’%ﬂ, p n _2_7%)) + h.c.].

Die normierten hybridisierenden Wannierfunktionen in Wellenzahldarstellung sind
daher

Wi = 102505 B, o 550 By €D, e )]/ (D) (289)

mit dem Formfaktor (Normierungsfaktor)

k
f(k,p) = \/1+28in B —1—4811125 (28.10)
womit der Hiipfoperator die einfache Gestalt
Hipy = —tpa Z df, Wy o+ hec] (28.11)

7p7

annimmt.

Die hybridisierenden Wannierorbitale in Ortsdarstellung sind den Cu-—
Platzen zugeordnet und ergeben sich durch die Fourierriicktransformation

1 E —i(kl4+pn)
k.,p,o /2L — l,n,o ( )

Nach Einsetzen von (28.5) und (28.12) in (28.11) erhélt man schlief8lich

Htpd - _tpd Z TAZ,An [d;,n,awl—i—Al,(—l)A”n,a + hC} (2813)
I,Al,n,An,o

mit den Amplitudenfaktoren

1 —1 n
Tat,an = by Zf(k,p)e (kabrpan)
(28.14)

2 s
Hierbei ist Al eine beliebige ganze Zahl und An durchléuft die Werte 0 und 1.

- _/0 dk — (f(k,0) + (=1)2" f(k, 7)) cos kAL

Da der Formfaktor vollstandig analytisch fiir reelle k ist, fallen die Amplitudenfak-
toren T, 5, exponentiell mit dem Hiipfabstand Al ab. Die Wannierorbitale
w sind daher sehr gut lokalisiert, viel besser als fiir ein die griinen Sauer-
stoffionen nicht enthaltenden Fiinfbandermodell und auch besser als beim CuOo—
Quadratgitter (siehe Kapitel 15). Die numerischen Werte der Amplitudenfaktoren
(28.14) sind in der folgenden Tabelle angegeben.
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Tabelle 28.1 (Amplitudenfaktoren T")

Al =0 Al ==+1 Al = +2
An =0 1,9452 —0,2652 —0,0201
An =1 —0,2676 —0,0380 —0,0083

Die Amplitudenfaktoren bis zu ersten Nachbarn (Tj, + 15, + 217) erfiillen die

Summenregel
E 2 _
TAl,An =4
Al,An

(28.15)

zu besser als 1 Prozent.

Um die Wannierorbitale in Ortsdarstellung auf der Leiter zu veranschaulichen,
muss man in die Umkehrung von (28.12) die Bezichung (28.9) und in diese die
Darstellungen (28.6) und (28.7) einsetzen und erhélt schliefflich

wl,’l’L,O' - Z |:Z cm,Al,A’I’L px7l+Al+%’(_1)Ann’U + Z C%Al’n:mpy:l‘FAl:maU] (28.16)
Al An m

mit den Koeffizienten

Co,Al,AR = %Z(—l)Anp/ﬂ(Ic,p,Al —Iep.ary1) (28.17)
P
und
Cy,Al,n,m = Z % 1+2 SiIl2 g Sin(g - %Tm) Ic,p,Al, (2818)
p
wobei I das Wellenzahlenintegral
Ic,p,Al - /(;W d?k‘%]f?)l (2819)

bezeichnet. Die Werte dieses Integrals fallen mit ganzzahligen Al exponentiell ab,
wodurch die exponentiell gute Lokalisierung der Wannierorbitale bestatigt
wird.

0,0218

0,0142
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In der vorseitigen Figur ist das zu dem roten Cu-Platz gehorige Wannierorbital
veranschaulicht. Die Betrdge der Amplituden ¢, z; A, und Cy. Aln,m Sind als Dezi-
malbriiche angegeben und deren Vorzeichen sind durch die Vorzeichen in den 2p—
Orbitalen gekennzeichnet.

Die Sauerstofforbitale auf den vier ndchsten Nachbarplatzen tragen 97,7% des
Gewichts. Bemerkenswert ist, dass die 3 in der Leiter liegenden Nachbarorbi-
tale etwa 21,5% tragen, das auflerhalb der Leiter liegende Nachbarorbital jedoch
deutlich mehr, namlich 30,5%. Wie schon oben angedeutet erklart sich das daraus,
dass die Locher auf den schwécher besetzten Sauerstoffplatzen auf benachbarte
Kupferpliatze weiterhiipfen konnen. Die Asymmetrie in der Besetzung der
beiden Orbitale p ,, und p, , , liefert einen ersten Mechanismus zur Erzeugung
von elektrischen Dlpolmomenten in der Leiter.

Neben den beiden hybridisierenden Wannierorbitalen w; .1 , gibt es 3 dazu
orthogonale nicht hybridisierende Wannierorbitale, die man in Wellen-
zahldarstellung leicht als

Uy 5 =Dy k0.0 (28.20)

und (auch hier fiir p = 0, )

Ve poo [\ /1 + 2sin? 5 px’kyp’g

+ \/§sm (p b2 o eippy,k,—%”,a) /f(k,p)

(28.21)

identifiziert.

Als zweiten Beitrag zur Modellierung der Leiter betrachten wir nun den Hamilton-
opertor der Sauerstofforbitale

H Z|: 6__ Zp:rl-i-z,napxl—l—z,na+Zpylm0'pylm0')

+ Apr7l7O7U py7l7070} '

(28.22)

Hier beriicksichtigen wir mittels der Energie Ae > 0, dass die Orbitale Py1.0.0
ein hoheres Madelungpotential als die anderen Sauerstofforbitale besitzen. Die
Parametrisierung in (28.22) wurde so vorgenommen, dass der Schwerpunkt der 5
Orbitale nicht von Ae abhéngt. Im folgenden werden wir den Operator (28.22)
durch die 5 Wannierorbitale ausdriicken.

Durch Inversion der Gleichungen (28.9), (28.20) und (28.21) erhalten wir zunéchst
die Beziehungen

Pasopo [\/m Uy — 2isin & wkw] £k, p), (28.23)

Py k0.0 = U (28.24)
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und

]_ . k . . 2
py,k,q,a = E Z [(2 S 5 ,Ukyp,U +1 \/ 1+ 2sin % wk,pyo')
p

(sin%—i—cos%signq)]/f(k,p) (q= i%ﬂ)

(28.25).

Zur Riicktransformation in die Ortsraumdarstellung mittels (28.3,4) braucht
man neben der Gleichung (28.12) die Gleichungen

1 .

o —i(kl4+pn)
v = — g v e 28.26
k.,p,o /2[ — l,n,o ( )

und

1 —ikl
U, = —— E w, e ", 28.27
k,o \/Z l l,o ( )

Die Koeffizienten fiir die Ricktransformation

_ 1 ipAn | i 2p
biB,’U,Al,ATL -2 Ep e 1 + 2 sin 2 IC,p,Al

o ipAn
bw,w,Al,An - § :8 Is,p,Al
p

b, v ALon = 2signn JENYAVE]

(28.28)

by,v,Al,:I:l,n - = Z(i 510,0 + 517,71' Sign ’I’L/\/g) Is,p,Al

p
by,w,Al,O,n = SignnIC:ﬂ':Al
by,w,Al,:I:l,n = —% Zp(ﬂ: 9p.0+ Op.x signn/v/3)y/1 + 2sin? BI.p Al
enthalten die beiden Integrale (28.19) und

™ dk sin £ sin kAl
Is p Al =/ — 28.29
P T T fep) (28.:29)

Wir erhalten damit schliefllich

pm,l—!—%m,a - z [bw,v,H-%—l’,n—n’ Yo + bx,w,l-!—%—l’,n—n’ wl’an’,ff} (28'30)

/ ’
l'n

und

1
py,l,m,a = ﬁ U + Z [by,v,l—l’,m,n’ Ul’,n’,a + by,w,l—l’,m,n’ wl’,n’,a] : (2831)

/ /
l'n
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Die Werte des Wellenzahlenintegrals (28.29) fallen mit ganzahligen Al nicht expo-
nentiell ab, sondern verhalten sich asymptotisch wie

-1 Al
Isp,ar~ — S,
7rAl\/5—|—251112’—27

Man beachte, dass die in (28.30) vorkommenden Wellenzahlintegrale das Argu-
ment Al + 1 haben. Fiir diese Argumente kehren sich die Asymptotiken um:
Die Integrale I, A 41 fallen mit ganzzahligen Al exponentiell ab, wahrend die
I.—Integrale die Asympotlk

+ O[(AD)3)]. (28.32)

()

+ O[(AD)?]. (28.33)
T(Al+ 1)4/54 2sin” 2

Lep,aitd

]

besitzen.

Wir haben jetzt alle Vorbereitungen getroffen, um den Operator (28.22) durch
die Wannierorbitale auszudriicken. Der erste Term in (28.22) ordnet allen 5 Wan-
nierorbitalen die Energie € zu, denn es gilt

T § : T

Z(Z px,l—k%,n,apa:,l—k%,n,a + py7l7m70 py7l7m7o-)

l n m
_ T Z T
B Z(pr,k,p,opw,k,p,o + py,k,q,opy,k,q,a)

T

= Z (uh ot + Z Wa k,p.o Wa kpo T Z Uy kg, Uy ka.0)
- E : ul aul Nes + § :wﬂc,l,n o ﬂc,l,n o + E :vy,l,m o y,l,m 0’)

(28.34)

Der zweite Term, der proportional zu Ae ist, spaltet die Wannierorbitale
energetisch auf und vermischt sie. Man erhalt unter Vernachlassigung der
Terme, die Orbitale verschiedener Leitersprossen vermischen und deren Gewichte
vergleichsweise klein sind,

i _ i
D PuiooPyioe =D [073333 Ul
l

l
+ 2(0,2182 w;’nﬂwlmp + 071151 Ul-i-’n,o'vl,n,a)
(28.35)

lna

—I—ZO 266781gnn(wJr —I—hc)
= Z 0.2182w], ,w, |-
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Fiir die erwdhnte Erhohung der Lochdichte auf den zentralen Sauerstoffplatzen
bei positivem Ae ist in der Wannierdarstellung die Beimischung des nicht hybri-
disierenden Orbitals u zum hybridisierenden Orbital w in (28.35) essentiell. Man
beachte dazu insbesondere die Vorzeichen in den Formeln

Wy, L = Cw,1Py,l,1 + Cw,0 Py,1,0 + Cw,—1 Py,l,—1 + - ..
= —0,5523 py.11 + 0,620 p, 1.0+ 0,0903py 11 + .. (28.36)
ul - Cu (py7l71 +py7l70 + pyzla_l) - 075774 (py7l71 +py7l70 +py7l7_1)'

Wir zerlegen den Hamiltonoperator der Leiter in Wannierdarstellung jetzt in
einen lokalen Anteil und einen intersite-Anteil mit der Absicht, die Austausch-
kopplung nach exakter Losung des lokalen Anteils mittels Storungsrechnung
zweiter Ordnung nach dem intersite-Anteil zu berechnen. Wenn wir gleichzeitig
zur Lochdarstellung iibergehen, lautet der lokale Hamiltonoperator fiir einen

Platz [,n = +% mit den Orbitalen d, = dl’%’g, W = Wy 1

1 und u, = U4

e

& wTw —|—uTu
5 g o oo

(o

Ho = tpa-Too- Y _(dhw, +wid,)+ (A +

— Ae> (0,3333ulu, +0,2182wlw, +0,2667 (whu, + ufw,)) (28.37)

g o
g

+ UndT ng| -
Als Modellparameter wahlen wir konventionelle Werte:
tpa=13eV, A=35eV, U=28eV. (28.38)

Hier ist A die Ladungstransferenergie und U die Hubbardsche Coulomb-
energie. Den Wert fiir Ae kann man anhand der Madelungenergien in der
Grofenordnung von 1eV abschétzen, aber wir behandeln ihn als variablen Para-
meter.

Hier ist die Bemerkung am Platz, dass der lokale Hamiltonoperator fiir den Platz
Iin = —% wegen des gemeinsamen Orbitals w nicht unabhéangig vom Hamilton-
operator (28.37) fiir den Platz [, n = +% ist. Daher miisste man strenggenommen
die beiden lokalen Probleme auf einer Sprosse simultan behandeln. Wir umgehen
hier diese Komplikation in der Erwartung, dass der damit verbundene Fehler auf-
grund der geringen Beimischung von u vernachlissigbar ist. Ahnliches gilt fiir die

Vernachlédssigung des laut Tabelle 28.1 nur schwach beigemischten Orbitals w1
in (28.37).

Fiir die storungstheoretische Berechnung der Austauschkopplung braucht
man den Grundzustand des lokalen Hamiltonoperators (28.27) fiir 1 Loch, den
wir “|spin)” nennen, sowie seine Eigenzustdnde fiir 2 Locher, die wir “|loch)”
nennen, und den trivialen Eigenzustand ohne Loch als Zwischenzustande der
Storungsrechnung.  Elektrische Dipolmomente in diesen Zustdnden bewirken
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eine lineare Variation ihrer Energien und damit der Austauschkopplung langs
der Holmen von einem parallel zu den Sprossen angelegten elektrischen Feld
E,. Fir die Austauschkopplung langs der Sprossen mittelt sich diese lineare
Abhangigkeit heraus, weil die Dipolmomente der Zwischenzustinde auf den bei-
den Sprossenplatzen entgegengesetzte Richtung haben.

Der Grundzustand mit einem Loch und S, = o hat die Gestalt
Ispin, o) = (agd' , + aww! , +ayul )| 0) (28.39)

wo | 0) der lochfreie Zustand ist und die drei Erzeuger Locher in den entsprechen-
den Zusténden erzeugen. Unter Berticksichtigung von (28.36) erhélt man fiir die
Lochdichten auf den Sauerstoffplatzen m = 1 und m = 0 die Formel

(nm>Spin = |aw Cw,m T Ay Cu|2- (28.40)

Der Sektor mit 2 Lochern und S, = 0 enthalt neun Eigenzustande, von denen sechs
Singuletts und drei Tripletts sind. (Die Zahl der Tripletts erkennt man leicht durch
Betrachtung der Sektoren S, = £1.) Diese Zusténde haben die Gestalt

loch) = (bga dd] + baw diw! + bygwld] + by wiw]

(28.41)
+ baw dlu] + buguld! + by wiu] + buy wlwl + by, ulul)|0).

Hiermit ergibt sich fiir die Lochdichten auf den Sauerstoffplatzen die Formel
<nm>loch — |bwd Cw,m+bud Cu|2+|bww Cw,m+buw Cu|2+‘bwu cw,m+buu cu‘Q- (2842)

In der Wannierdarstellung berechnet man die Austauschkopplung zwischen nachsten
Nachbarn auf einem Holm mittels zweiter Ordnung Stérungsrechnung nach dem
Hipfamplitudenfaktor T . Fir die lineare Variation der Energienenner
AFE(>0) mit dem elektrischen Feld E ;| erhélt man

AE = AE‘O + (<n1>loch - <n0>loch - 2(<n1>spin - <n0>spin)) . dCu—O ' EJ_7 (2843)

wo dou—o der Cu—O-Abstand ist. Das ﬁbergangsmatrixelement flir einen
Spinflipprozess auf den beiden Platzen A und B ergibt sich aus der Formel
M, :B<O|A(loch\d1"_gw3’_g + wL’_UdR_J\Spin, —0)|spin, o)p

(28.44)
- _(adaw(bdd + bww) + aébdw + a?ybwd + awaubud + adaubuw) .

Weil fiir Triplettzwischenzustande im Zweilochsektor M_, = M, und fiir Sin-
gulettzwischenzustande M_, = —M, gilt, tragen die ersteren ferromagnetisch
und die letzteren antiferromagnetisch zur Austauschkopplung bei. Die Formel
fiir die Austauschkopplung lautet

M,M_,
J(EL) =482, T80 Y 2%

£~ AB(E.)
MyM_, on-dcu—o-EL (28.45)
= 482,720 ( - )
piT0 L AR, AE, "

:JH,O_O-/”'dCu—O‘EL‘i‘---,
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wo die Summe sich iiber die 9 Zwischenzustéinde im Zweilochsektor erstreckt und
on den Faktor im Klammern in (28.43) bezeichnet. Wichtigstes Ziel unserer Ana-
lyse ist der Ladungsasymmetriefaktor o) in (28.45).

Die numerische Rechnung zeigt, dass von den Zwischenszustanden im Zweilochsek-
tor nur das tiefste Singulett (das “Zhang—Rice—Singulett”) und das mittlere
Triplett wesentlich zur Austauschkopplung beitragen. Die Ladungsasymmetrien

dq = (n1) — (ng) (28.46)
dieser beiden Zwischenzustinde und des Einlochgrundzustandes sind in der fol-
genden Figur als Funktion des Parameters Ae (in Einheiten eV) gezeigt.
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Man erkennt, dass der Einlochgrundzustand fiir Ae = 0 wie erwartet ein pos-
itives dq besitzt, das jedoch recht klein ist und mit wachsendem Ae nur leicht
abnimmt. Viel grofler sind die Ladungsasymmetrien fiir die Zweilochzwischen-
zustinde. Beim die Austauschkopplung dominierenden Zhang—Rice—Singulett
wechselt dq mit wachsendem Ae bei etwa Ae = 0,6eV das Vorzeichen. Man
beachte, dass das schwacher beitragende Triplett angesichts seines ferromagneti-
schen Beitrags zur Austauschkopplung mit umgekehrtem Vorzeichen zum Faktor
a beitragt und daher wegen des Anwachsens von dq den Trend des Beitrags des
Zhang—Rice—Singuletts noch verstarkt. Die folgende Figur zeigt die Abhéngigkeit
des Faktors oy von Ae.
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Die rote Linie zeigt eine Gerade mit der Formel
a) = —0,00295 + 0,00729 - Ae, (28.47)

die fast perfekt deckungsgleich mit der schwarzen Kurve der numerischen Daten
ist. Wir betonen noch einmal, dass die Zweilochzwischenzustande die
entscheidenen Beitrage zum Ladungszymmetriefaktor liefern. Diese
Beitriage konnte eine LDA-Bandstrukturrechnung nicht angemessen
beschreiben.

Schliellich zeigen wir der Vollstandigkeit halber in der folgenden Figur auch die
schwache Variation der Austauschkopplung Jj o mit Ae.
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Um die Ankopplung eines elektrischen Feldes an die magnetische Sprossenkopp-
lung zu verstehen, untersuchen wir im folgenden eine Leiter, die durch ein
(m,7)—-Phonon verzerrt ist. Die dementsprechende Verschiebung der Sauer-
stoffionen ist in der folgenden Figur gezeigt. Die Elementarzelle wird durch diese
Deformation verdoppelt und die Hiipfamplituden im Hiipfoperator (28.1) héngen

jetzt vom Cu—-Platz ab und ergeben sind aus der Formel
1

tin = tpa + (=) 7358 = tq(1 4 (—1)1F75p). (28.48)
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Fiir den ﬂbergang in die Wannierdarstellung benutzen wir dieselben Fouriertrans-
formierten (28.2-7) wie vorher. Der Hiipfoperator (28.8) erhélt einen additiven
Zusatzterm proportional zu ¢, in dem die Wellenzahlen k£ und p nicht erhalten
sind und der durch

Hse = —0t Z [dz,p,a(_Q cos g e'P Py kit m—p,o
k.p,o (28.49)

+ \/m(eippch_’_Tr’sz7(7 +py7k+ﬂ’_2%’g)) + hc}

gegeben ist. Angesichts der Mischung der Wellenzahlen k£ und k + 7 teilen wir die
Brillouinzone in positive und negative k auf und verwenden Erzeuger dl und

k,p,o
dz_mp’a und Vernichter Propo und p,_
Hiipfoperator hat dann die Gestalt

He=Hepy+Hot = —tpa Y (A poPrpoT b rpoPrnpot+hc) (2850)
k>0,p,o

P im Intervall 0 < k£ < 7. Der gesamte

mit den Orbitalen (man beachte, dass p, , po = " Poktrp )

. -k
pk’p7o— - /l/ [2 Sln 2 px’k’p7o—

1 2 p 7
5 +sin” § —e'?
2 2(py7k72%70- py7k7_2Tﬂ—ao-)i|

g (28.51)
+r[2cosfe P Pa ke —pio

1 2D (,ip
+14/5 +cos? L(e Py—r 2o +Py7k_7r7_%ﬂ7g)]

I N k
pk:—Tr,p,J - Z[ 2 cos 2 px,k—w,p,a

/1 in2 D _ D
2 + s 2(py:k—ﬂ':2?ﬂ:0' ¢ p%k—ﬂ’—%ﬁ)]

ok i
+T[_281n§eppx,k,7r—p,a

+ 4/ % + cos? g(eip Pyr2e —|—py’k7_%,r’g)}.

Es gibt jetzt flir jedes k£ im Intervall 0 < k < 7 vier hybridisierende Zustande
(28.51-52), die weder normiert noch orthogonal zueinander sind. Man findet

und

(28.52)

allerdings, dass die beiden Paare (pkyo, pk_mr) und (p,_. o, Pg.) orthogonal
aufeinander stehen, und daher bleibt nur die Aufgabe, diese beiden Paare zu ortho-
normieren. Thre Gramschen Matrizen sind durch die Antikommutatoren

p
Rc == {( k.0 ) y © (pl];’() pl];—ﬂ,ﬂ)}—k

pk:—Tr,Tr
B (1—i—4$i112§—1—7“2(34—40082 Ey 8ir

B —8ir 3+4cos? £ +73(1+4sin* &)

(28.53)
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und

Pr—n
Ro= (M) o o ko))

k,m
_ (1+4cos® & +1r2(3 +4sin® &) 8ir
B —8ir 344sin® £ +r2(1+4cos? &)

(28.54)

gegeben. Durch Multiplikation der Gleichungen (28.53) bzw. (28.54) mit der in-
versen Wurzel aus der betreffenden Matrix R, bzw. Rg von links und von rechts
erhélt man orthonormierte Wannierorbitale

( k0 ):RJ?( Pr.o ) (28.55)
Wg—7, 7 pk_ﬂ_’ﬂ_

(wk—w,O) _ R’ (pk—w,O) 7 (28.56)
Wi, 7 pkm

die kanonische Vertauschungsrelationen erfiillen.

und

Um aus den R-Matrizen die Wurzeln zu ziehen, miissen wir sie diagonalisieren.
Thre Eigenwerte sind

et =41+ L w. €1 =4(1+177) +ws, (28.57)

mit den Abkiirzungen

We = \/(1 —4cos? £)2(1 —r?)2 + 6472

(28.58)
wy = /(1 — dsin® £)2(1 — )2 4 6472

Man erkennt, dass es jeweils an einem k—Punkt eine in r lineare Niveauabstoung
der Eigenwerte gibt, fiir R. im Punkt k& = %” und fiir Rs im Punkt k = 3.

Zu diesen Eigenwerten gehoren (noch nicht normierte) Eigenvektoren

- —8&ir
£ 7\ (1 —4cos? EY1 —r?) Fw.

. (28.59)
- < —8ur )
sE (1—4sin®5)(1—r?) Fw, )’
deren Normquadrate durch
2 2 k 2
U = 2w.(w, 1—4cos*2)(1 —1r

us,+1* = 2w, (ws F (1 — 4sin® £)(1 — 72))
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gegeben sind. Fiir die entsprechenden inversen Normquadrate findet man die

Formeln - )
1 we £ (1 —4cos® 5)(1 —77)

[te,+ |2 128 w, 12
1 ws £ (1 — 4sin® £)(1 — r?)

lus, 4|2 128 w,. 12

(28.61)

Damit konnen die Wurzeln aus den Gramschen Matrizen als

1 _
R} =¢2,——— =% el 2o (28.62)

(x = ¢, s) ausgedriickt werden. Mittels der Funktionen

€r v
Ay (k) = = = . (28.63)

nehmen diese Wurzeln die sehr kompakte Gestalt

(1—4 cos? %)(1—7"2) dir
(Ac(k) RV v () A (F) )

(28.64)

(1—4 cos? %)(1—7’2)

A_CAZZI:) Ac(k) — 3R, (k)

und

(1-4sin® £)(1—r?) 4ir
Aq(k) + 24, (k) A, (k) (28.65)
—dir (1-4sin” §)(1-1?) .

As(k> - 2A (k)

A (k)
an.

Der Hiipfoperator (28.50) kann nun nach Multiplikation der Gleichungen (28.55-

1 1
56) von rechts mit RZ bzw. RZ durch die Wannierorbitale ausgedriickt werden.
Die Fourierriicktransformation ergibt dann schliefllich

Hi = —lpd Z (TR1.An(r) +r(=1)'signn - Tay A, (1))
I,Al,n,An,o (2866)

' [d;,n,awl—AL(_l)Ann’U(T) + hc] .

Hier ist der homogene (untergitterunabhingige) Term T" des Hiipffaktors durch

"k (1 — 4 cos? %)(1—’“2>
Than) = [ e [(aethn + S50 )
(1—4cos® §)(1 - 2)
(1) (A (k) - T
e
+ (=12 (A (k) + 28215(/2%7‘) )
—4sin® B)(1 — 12
+ (=12 (Au(k, ) — t 42As(/26,)g ))]



gegeben. Dieser Term variiert bei kleinen r quadratisch in r. Da wir nur an
linearen Effekten in r interessiert sind, geniigt uns Tgl, An(0), das identisch mit
den Amplituden Ta; o, in (28.14) ist und dessen Werte in Tabelle (28.1) gegeben
sind.

Der inhomogene (untergitterabhéngige) Term spiegelt in der erwarteten Weise die
Untergitterstruktur der verzerrten Leiter wieder. Er ist proportional zu r und der
Faktor T° berechnet sich aus der Formel

i C[TdE gl (CDAEA (S D)A 4 (—1)A
Tar,an —/0 ¢ [ N + NS ] (28.68)

Dieser Faktor verkniipft nur Plitze auf demselben Untergitter und seine Werte fiir
r = 0 sind in der folgenden Tabelle gezeigt.

Tabelle 28.2 (Amplitudenfaktoren T*)

Al=0

Al ==+1

Al = +2

=0 2,0584

0

0,0222

=1 0

0,0412

0

Die Amplituden der verzerrten Leiter in (28.66) erfiillen die Summenregel

00 1
Z Z (TR an(r) +r(—1)'signn - T&An(r))2 =4(1+ r(—1)'sign n)Q.
Al=—00 An=0
(28.69)

Man muss beachten, dass in (28.66) nicht nur die Amplitudenfaktoren vom Verzer-
rungsparameter  abhangen, sondern auch die Wannierorbitale. Wir miissen daher
1

auch die inversen Wurzeln R, 2 berechnen. Mit den Formeln

det R. = (1 +4sin® £)(3 + 4 cos? £)(1 — r2)?

28.70
det Ry = (144 cos? £)(3 + 4sin? £) (1 — 12)2 (28.70)
erhélt man angesichts (28.64-65) sogleich
(1—4cos® §)(1—r?) —dir
R_% — AC(k) - ZAC(IC) Ac(k) (detR )_%
‘ dir Ak (1—4 cos? %)(1_712) c
A(R) (k) + 55
(28.71)
und
(1-4sin® £)(1—r?) iy
R — Ag(k) — 58 (k) X, () (det B)-
; dir A (k (1—-4 sin? %)(1—7-2) s .
A.(F) s(k) + L)
(28.72)
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Nach Einsetzen dieser Matrizen in (28.55-56) erhélt man schliellich mit (28.51-52)
und (28.6-7) zu (28.16) den in r linearen additiven Zusatzterm

5wzna—7“§ E:chlAnlnpr-AH—z( 1)Ann,¢
Al An

(28.73)
+chAllnmpyl—|—AlmU]
mit
(1) (Ve T d_k —i(Al+ 1) T . T+4 cos? &
Co AL AL = (1) s1gnn/0 o 2 [(Zsm 5 (Ac(k) 24, (k)2>
k[ _1\Al+An . 9— 460525
+cos E(—1) (A (k) i )) /et R, .
744 sin”“ &
+ (COS %(—1)AZ(AS<1€) — T(k)z)
Tisin & (- 1AM A, (k) - Soadns ))/\rem }
und
1 T dk i
CZ(/,)Al,l,n,m = (-1)" / A
0
9—4cos? &
[2—3m ( —T(k)z)/vdetR
9—4sin? &
+ (A (k) — S350/ VA R, ) (28.75)

—-m 51gnn((Ac — 724;0(2)5 )/V/det R,
)

(1) (A (k) - TR ) VAT R, .

Die Ergebnisse (28.73-75) kénnen durch Summenregeln iiberpriift werden, die sich
aus der Ubereinstimmung des Hiipfoperators (28.66) in Wannierdarstellung mit
dem Hiipfoperator (28.1) modifiziert durch die Amplituden (28.48) ergeben. Diese
Summenregeln lauten

(14 r(=1)'signn) dar,0 0an’,0 = Z [Tﬁl,An(O) Ca, Al+Al, Ant+An’ (1—2An)
Al,An

h 1)
+r (TAl,An(O) Co, Al+ A, AntAn/ (1—-2An),I—Al,(—1)Anp,
+ (—1)*signn Thy an(0) Co AL+ Al Ant An/ (1—24m))
(28.76)
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und

2 — msignn — 3m?
2

h
E [TAl,An(O) Cy, ALFAL (1) A7 n,m
Al,An

(signn + r(—1)") onr,0 =

h 1
+r (TAl,An<O) Cy, ALLAL I— AL (—1)A"n,m

+ (—=1)*signn Thy A, (0) Cy,Az+Az/,(—1)Ann,m)] :

(28.77)
Weitere Summenregeln
Z [Z Cax,Al,An (Cx,Al,An + 2TC§;1,)A1,An,z,n)
Al an (28.78)

E : (1)
+ Cy7Al7nam (cy,Al,n,m + 2rcy,Al,l,n,m) = 1

m

ergeben sich aus der Normierung der Wannierorbitale.

Numerisch ergibt sich fiir das Wannierorbital die Darstellung

wo,0,0(r) = (0,4655 — 0,04917“)(px7% P S U)

+(—0,5523 + 0,0377r)p, 0.1, + (0,4620 +0,05271)p, 0.0

(
+(0,0903 — 0,09037)p, 0. 1.4

(0,0520 +0,06237)(p, 4 1 . ~D, 1 1) (28.79)
(-

(

(

0,0868 + 0,08687) (D 1 1.0 + Py —1.1.0)
0,0485 — 0,05887) (P, 1.0.0 + Py —1.0.0)

+
+
+
+ (0,0383 — 0,02807)(Py 1,10 T Py —1,-1,0) T -+

Wir kénnen uns jetzt der Berechnung der Abhangigkeit der Austauschkopplung
innerhalb einer Sprosse vom elektrischen Feld E/, bei Anwesenheit einer Verzer-
rung ¢ zuwenden, durch die die Cu—O—Abstéande in die Werte dcy_o £ 6 moduliert
werden. Diese Verzerrung erzeugt die in (28.48) angenommene Modulierung der
Hybridisierung, die nach Harrison mit § = 0,05A der Formel

7 9

St=rtyy=-—
" ipd 2dcu-o

tpa ~ 0,1 tpg (28.80)

geniigt. Die magnetische Sprossenkopplung werden wir in Anlehnung an (28.45)
in der Form
JL:JLQ—QL-dCu_Q-EL (28.81)

parametrisieren.
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Unser Hiipfoperator (28.66) ldsst zwei mogliche Quellen fiir eine lineare Abhéngig-
keit der magnetischen Sprossenkopplung von 6t = rt,, erkennen: (1) Ty o(r) =
1,9452 + 2,0584r und (2) die Abhéngigkeit (28.79) der Wannierorbitale von r.
In zweiter Ordnung Storungsrechnung tragt das r—unabhangige Ty ; nicht bei.
Es gibt jedoch eine andere Quelle fiir eine Variation der Austauschkopplung mit
r - E|, namlich das elektrostatische Potential der verschobenen Ionen. Diese tri-
viale Quelle, fiir deren Berechnung man den unmodulierten Hiipfoperator (28.1)
verwenden kann, werden wir nun zuerst betrachten.

Das elektrostatische Potential der zu einer Sprosse [ gehorigen Ionen ist durch

Vi=E,- [d(<nd,z,%> + <nx,l+%,%> + <n:c,l—%,%>

- <nd,l,—%> - <nx,l+%,—%> — (g1 )) + (=1)'6(ny10) (28.82)

gegeben. Fiir die folgenden Formeln brauchen wir eine eindeutige Notation
der relevanten Lochbesetzungen (n, ;) fiir [spin)— bzw. |loch)-Zustande. Wir
betrachten die Sprosse [ = 0. Die Besetzung des einem “loch” bzw. “spin” be-
nachbarten n, 11-Orbitals nennen wir (n, ,n), die des gegeniiberliegenden n,, 41—
Orbitals (ny nnn) und die des zentralen n, o-Orbitals (n, ). Die Energie des
Grundzustandes, in dem beide Sprossenplatze im Zustand “spin” sind, hat das
elektrostatische Potential

‘/11 - EL . 26 ((ny,0>spin - <ny,nn>spin - <ny,nnn>spin)- (2883)

Wenn der “loch”—Zustand auf dem Platz n = +% liegt, erhalten wir

‘/20 - EJ_ : (5<ny,0>loch + (2d - 5) <ny,nn>loch - <2d + 5) <ny,nnn>loch

(28.84)
+ d((”d)loch + 2<nx>loch))
und wenn er auf dem Platz n = —% liegt,
%2 - EL . (5<ny,0>loch + (2d - 5) <ny,nnn>loch - (2d + 5) <ny,nn>loch (2885)

— d({(na)1och + 2(Na)1och)) -

Da die Spinflipmatrixelemente und die feldfreien Energienenner fiir die beiden
Zwischenzusténde identisch sind, brauchen wir fiir die Austauschkopplung nach
Formel (28.45) den Mittelwert

1
_ — 2 = E . . - -
5 (Voo + Va0 = 2Vix) = B - 0+ ((ny,0)1och = (Py,nn)ioch = (M, nnn)ioch (28.86)

- 2(<ny,0>spin - <ny,nn>spin - <ny,nnn>spin))-

Dies ist bis auf das andere Vorzeichen und die geringfiigigen in (28.43) ver-
nachlissigten Terme (ny ,nn) sowie die Ersetzung von dcy—o durch ¢ derselbe
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Faktor wir in (28.43) und wir erhalten fiir diesen Beitrag nach (28.45) und (28.47)
das Ergebnis (fiir Ae = 0)

a1s = 0,0032 - (28.87)

dcu—0

Um den Effekt der Modifikation der Wannierorbitale durch die Verzerrung zu
berechnen, muss man in (28.40,42) die Koeffizienten c¢,, ., aus (28.79) anstelle
derjenigen aus (28.36) einsetzen und die elektrostatischen Potentiale mit 6 = 0
verwenden und erhélt (wieder fiir Ae = 0)

Ly = 0,0077 7. (28.88)

Die r—Abhangigkeit von Tj o ergibt schliefilich nach numerischer Losung der lokalen
Probleme fiir Tp o(r) und Tp,o(—r) den Beitrag

a7 = —0,418 r. (2889)

Diese beiden Beitrage erscheinen uns viel zu grof3. Daher empfehlen
wir dem Leser, die Ergebnisse der Berechnungen ab Gleichung (28.48)
mit Vorsicht zu betrachten.

Die direkte Storungsrechnung nach t,4 ergibt in vierter Ordnung

(@) _ 1
T =241 _T2>2[2(U—A+EL6)X
( 1 L 1 )2
U—A—EL(dCu_o—@ U—A+EJ_(dCu_o—|—5)
1
_|_
(U—-A—-E (dcu-0 —6))*(U = 2B dcu-0) (28.90)

1
T U AT EL (dono+0)2(U+ QELdCu_O)]

2U — A 5U — 2A )
(U = ABU U — A)4UEL5+O(5 )

= 0,196 — 0,115 B § 4+ O(6%).

4 4
— 4tpd - 4tpd

Hier entspricht der Term proportional zu § vollstindig dem a5 in (28.87). Er
ist 36 mal grofler, weil in der direkten Stérungsrechnung das Loch mit Gewissheit
auf dem zentralen Sauerstoffion sitzt, wahrend es in der Wannierrechnung viel
gleichmafliger um die Cu-lonen verteilt ist. Es stellt sich die Frage, inwieweit
der Wert in (28.87) durch Beitrdge dritter Ordnung in 7" sich weiter verédndern,
moglicherweise verringern wiirde.
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IX. Anhange

A. Antiferromagnetismus und Spinwellentheorie

Die Heisenbergsche Austauschwechselwirkung J (siche z.B. Gleichung
(17.1)) zwischen den Spins eines Systems fithrt in vielen Féllen zu einem Grundzu-
stand mit antiferromagnetischer Fernordnung. Der im Spinraum wirkende
effektive Hamiltonoperator wird fiir solche Systeme in fithrender Ordnung durch
das Heisenbergmodell
Heg = Z Jm-nSm * Sn (Al)
)

(m,n

gegeben, wobei sich die Summe iiber alle Paare (m,n) von Nachbarplitzen im
Gitter erstreckt. Fiir die CuOs-Ebenen, in denen die Spins der Cu?*-Ionen
auf einem Quadratgitter liegen, kann man sich nach Louis Néel ein einfaches
Bild von dem antiferromagnetischen Grundzustand machen, indem man sich die
Spins 1/2 durch klassische Vektoren ersetzt denkt. Wie in dem folgenden Bild
dargestellt zerfillt das Quadratgitter in die zwei dquivalenten Quadratgitter der
geraden und der ungeraden Gitterplitze. Alle Spins auf dem einen Untergitter
A zeigen in eine beliebig wahlbare Richtung und alle auf dem anderen Unter-
gitter B in die umgekehrte Richtung. Dieser Néelzustand bricht spontan die
Translationssymmetrie und die Rotationssymmetrie des Hamiltonoperators (A.1).
Als Ordnungsparameter zur Charakterisierung der symmetriebrechenden Phase
kann die Untergittermagnetisierung Mg = (S4 — Sgp)/2 benutzt werden.

A

= v

In den kubischen Perowskiten der Struktur ABOjs (z.B. LaMnOg oder SrMnO3)
liegen die magnetischen Ionen auf einem einfach kubischen Gitter. Aufgrund von
Verkippungen und Verzerrungen der Sauerstoffionenoktaeder und wegen der sich
daraus ergebenden Orbitalordnungen miissen die Austauschkopplungen in den drei
Richtungen der quasikubischen Einheitszelle nicht gleich sein, sondern koénnen
sogar verschiedene Vorzeichen haben. Daraus gehen verschiedene Typen von an-
tiferromagnetischer Fernordnung hervor. Die drei wichtigsten Typen sind in der
folgenden Figur dargestellt. Bei Antiferromagneten vom Typ A sind die hori-
zontalen Kopplungen ferromagnetisch und die vertikalen antiferromagnetisch, bei
Antiferromagneten vom Typ C sind die vertikalen Kopplungen ferromagnetisch



und die horizontalen antiferromagnetisch und bei Antiferromagneten vom Typ G
sind alle Kopplungen antiferromagnetisch. Beispiele fiir die verschiedenen Ord-
nungen sind LaMnOg fiir den Typ A, StMnOs fiir den Typ G und LaVOg fiir den

TypC

Da reale Spins keine klassischen Vektoren sind, mufl das oben diskutierte Néelsche
Bild der antiferromagnetischen Fernordnung durch Quantenfluktuationen mod-
ifiziert werden, die umso grofler sind, je kleiner der Spin ist. Indem wir die z—Achse
im Spinraum in Richtung der Untergittermagnetisierung legen, schreiben wir den
Wechselwirkungsoperator in (A.1) in der Form

1
Stn - Sn = SiaSi + 5 (ShSa + SmSE). (A.2)

Der Néelzustand ist Eigenzustand zum ersten Term auf der rechten Seite von
(A.2), jedoch nicht zum zweiten Term. Der zweite Term mischt dem Néelzustand
Spinkonfigurationen bei, in denen Paare entgegengesetzter Spins geflippt sind, und
reduziert dadurch die Untergittermagnetisierung. Es ist bekannt, dafl dadurch
im eindimensionalen Heisenbergmodell die Fernordnung vollstandig zerstort wird,
wéahrend sie in hoheren Dimensionen im Grundzustand nur reduziert wird. Der
Grundzustand eines Quantenantiferromagneten in zwei oder drei Dimensionen ist
nicht exakt bekannt.

Um eine geeignete Naherung fiir Quantenantiferromagneten zu formulieren, stellen
wir nach Holstein und Primakoff einen Quantenspin S durch ein Boson mit
Erzeuger a' und Vernichter a nach der folgenden Vorschrift dar:

S*=ala—S, St=da\/25—ata, S~ =+/25—alaa. (A.3)
Die Giiltigkeit der kanonischen Vertauschungsrelation
la,a’] =1 (A.4)
fiir die Boseoperatoren impliziert die Spinvertauschungsrelationen
[S*,87] =287 [S* 5% =+S5%. (A.5)
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Der Spineigenzustand mit S* = —S entspricht dem Bosevakuum und die Eigen-
zustdnde mit 0 < n = afa < 28 spannen den Hilbertraum des Spins S auf. Der
Hilbertraum des Bosons enthélt die weiteren Zustadnde mit n > 25, die aber durch
die Wurzeln in (A.3) vom Hilbertraum des Spins abgekoppelt bleiben. Aufgrund
der Néherung, die wir im folgenden einfithren werden, wird diese Abkopplung
allerdings verloren gehen und die unphysikalischen Zustande des erweiterten
Darstellungsraums kommen mit ins Spiel.

Wir betrachten jetzt ein Heisenbergmodell (A.1) auf einem Gitter, das in zwei
aquivalente Untergitter A und B zerfillt, die durch Translation um einen Gitter-
vektor ineinander iiberfithrt werden kénnen. Der Zustand, in dem alle Spins auf
dem Untergitter A sich im Eigenzustand S* = —S und alle Spins auf dem Unter-
gitter B im Eigenzustand S* = S befinden, sei ein klassischer Grundzustand des

Modells:
Néel)s = [[1 =) a]]19)s- (A.6)
A B

Die Kopplungen zwischen zwei Spins auf demselben Untergitter (A oder B) werden
wir im folgenden mit I, bezeichnen und die Kopplungen zwischen zwei Spins auf
verschiedenen Untergittern mit Jpy,,. Um den klassischen Grundzustand (A.6) als
Bosevakuum darstellen zu konnen, unterziehen wir alle Spins auf dem Untergitter
B einer Rotation um die x-Achse um den Winkel 7. Wir werden die Spinopera-
toren nach der Rotation mit dem Buchstaben 7' bezeichnen. Die Rotation kehrt
das Vorzeichen der Spinkomponenten SY = —7TY und S* = —7T"* aller B-Spins um.
Davon ist der Heisenbergoperator aller Kopplungen innerhalb eines Untergitters

] 1
Ton (SZS7 + =(S+87 + S=8%)) = I (T2 T? + =(T+T~ + T-T7
(SeaSi + 5(ShSn + 5mS1) (TaTs + 5 (TaTa + 1)) (A7)

(m,n € A oder m,n € B)

nicht bertihrt. Der Operator aller Kopplungen zwischen den beiden Untergittern
andert sich dagegen in (m € A, n € B oder umgekehrt)

Jn (S S + SmSa + 5mSa) = Jmn (T Ty — TR TH — TLTR)

(A.8)

1
Joun (TR T3 + 5 (T T + T T))
und der klassische Grundzustand nach der Rotation ist

Néel)r = [[1=9)a ]I -9)s- (A.9)
A B
Der effektive Hamiltonoperator lautet damit

< < 1 - - z z 1 — =
H=3 > [mn (T i+ 5 (T Ty + T 1) +dmn (=T T+ 5 (TR T + T T0) ]

m,n

(A.10)
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wobei der Faktor 1/2 vor der Doppelsumme die Doppelzéhlung aller Bonds kor-
rigiert.

Wenn wir in (A.10) fiir jeden Spinoperator die Holstein—Primakoff-Darstellung
(A.3) eingesetzt denken, erhalten wir einen hochkomplizierten bosonischen Hamil-
tonoperator. Eine Moglichkeit zur Vereinfachung ergibt sich durch die Beschréan-
kung auf den Grundzustand und auf tiefe Temperaturen. Wir nehmen an, dafl im
néelartigen Grundzustand die Rotationssymmetrie in Spinraum spontan gebrochen
ist und die mittlere Besetzungszahl der Bosonen (al,a,,), die die Abweichung vom
Néelzustand (A.6) bzw. (A.9) miit, klein gegen 25 ist. Durch diese Annahme, die
auf jeden Fall fiir gentigend grofle Spins S erfiillt ist, 148t sich eine Entwicklung
nach Potenzen der Besetzungszahloperatoren al a,, rechtfertigen. In fiihrender
Ordnung ergeben sich aus dieser Entwicklung nach (A.3) die Vereinfachungen

TZT: = (alnam — S)(alan ) S? — S(ainam + aLan), (A.11)

TIT, = a:rn\/(QS — alnam) (28 — alan) a, — 2Sal a (A.12)

und analoge Ausdriicke fiir die anderen Spinflippterme. Wir erhalten somit den in
den Boseoperatoren bilinearen genaherten Hamiltonoperator

1
HLSW =35 Z [_SQ(Jmn - Imn) + S((Jmn - Imn)(ajnam + aIlan)
2 o (A.13)

+ Imn(ajnan + aflam) + Jmn(ajnal; + aman))}'
Man nennt diese Naherung die lineare Spinwellentheorie.

Der Hamiltonoperator (A.13) kann durch eine kanonische Transformation dia-
gonalisiert werden. Allerdings reicht wegen der Paarerzeugungsterme dazu eine
unitare Transformation nicht aus. Die Paarerzeungungsterme sind dafiir verant-
wortlich, dafl das Vakuum der a—Bosonen nicht der Grundzustand des Systems ist.
Sie sind also wesentlich fiir die schon frither angesprochenen Quantenfluktuationen.

In einem ersten Schritt werden wir die Translationsinvarianz des Systems
[mn — dm-—n; Jmn — Jm-n <A14)

ausnutzen und wie liblich zur Impulsdarstellung tibergehen. In der Brillouinzone
des Gitters bilden wir die fouriertransformierten Kopplungen

IK) = Tmne™ ™™™ J(k) =) Jm e ), (A.15)

die wegen der per Definition geltenden Beziehungen I, = Inm und Jmn = Jom
reellwertig sind. In einem Gitter von L Elementarzellen mit periodischen Randbe-
dingungen schreiben sich die Erzeuger und Vernichter in der Impulsdarstellung
wie

1 , 1 ,
o ikm 1 _ L ¥ ikm (A.16)
O e lay, Gy e ay . .
\/f g k \/f g k
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Der Hamiltonoperator (A.13) ergibt sich damit in der Impulsdarstellung als

1
Hisw = = —S%(J(0)—1I(0
sw =32 [-5°(7(0) - 1(0) a

+5(2(J(0) + I(k) — I(0)) afay, + J(k)(afa’ \ +apa_))].
Damit dieser Hamiltonoperator nach unten beschrinkt ist, mufl die Ungleichung
J(0)+ I(k)—1(0) >0 (A.18)
erfiillt sein.

Der Hamiltonoperator (A.17) ist nahezu diagonal. Die Paarerzeugungs- und
Paarvernichtungsterme koppeln nur noch die Impulse k und —k miteinander. Die
Paarterme konnen mit einer impulserhaltenden kanonischen Transformation be-

seitigt werden, die Erzeuger und Vernichter mischt. Da I(k) und J(k) reell sind,
I

kann man mit reellen Argumenten ay = a_g die alten Erzeuger a;, und Vernichter
a,. mittels der neuen Erzeuger clt und Vernichter ¢, in der Form
alT{ = cf{coshak + c_,sinhay, a, = ¢ .coshay + cT_ksinhozk (A.19)

aT_k = cT_kcoshak + ¢sinhoy, a_, = c_,coshay + c;r(sinhock
ansetzen. Man tberpriift leicht, dafl dieser Ansatz die kanonischen Vertauschungs-
relationen fiir unabhingige Bosonen erhélt:

=0 <= [cp,cil]zépq, [c,,

bl = 0. (A.20)

[ap,ail] = 0pq; [ap,aq]

Durch Anwendung der Transformation (A.19) erhélt man die folgenden Iden-

titaten:

altak + aT_ka_k = (cf(ck + cT_kc_k + 1) cosh2ay — 1

+ (CLCT_k + ¢, c_,.) sinh20y

T i

- _ (A.21)
(apa' +aa_y) = (e +c' e +1)sinh2ou

+ (del + ee_y) cosh2ay.

Wir wenden diese Identitdten auf die beiden Summanden in (A.17) zu k und —k
an. Die Forderung des Verschwindens des Koeffizienten von CI(CT_k +¢.c_, ergibt

die Bestimmungsgleichung

—J(k)
7(0) + 1(k) — 1(0)

tgh20y, = (A.22)

fiir cic. Unter Beachtung der Ungleichung (A.18) ergeben sich daraus die folgenden
Werte fiir die Koeffizienten in (A.19) bzw. in (A.21):

J(0) + I(k) — 1(0)
V(J(0) +I(k) — 1(0))? — J (k)
—J(k)

V(I(0) + 1(k) - 1(0))? - J(k)*

cosh2ay = ,

(A.23)

sinh2ay =
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Unter Verwendung dieser Werte nimmt der Hamiltonoperator (A.17) schlieBlich
die Gestalt

1
Hisw = = -S(S+1)(J(0)—I(0
sw =5 2[5+ 1)(J(0) - 10) Aot

+SV(J(0) + I(k) — 1(0))2 — J (k)2 (2cf.c, + 1)]

an. Hierbei wurde die Identitat

> I(k) o Iym =0 (A.25)
k

(keine Wechselwirkung des Spins m mit sich selbst) benutzt.

Der Grundzustand des Hamiltonoperators der linearen Spinwellentheorie (A.24) ist
das Vakuum |0). der c—Bosonen, das durch die fiir alle k zu fordernde Bedingung

¢0)e =0 (A.26)

charakterisiert ist. Der Grundzustand hat die Energie

1
Eyw = = —S(S+1)(J(0)—I(0
s 2%[ (5 +1)(J(0) ~ 1(0)) .

+8V/(J(0) + I(k) - 1(0))? - J (k) ],

die im Vergleich zur klassischen Grundzustandsenergie
1
0o _ 2
Elass = =3 Ek S*(J(0) — I1(0)) (A.28)

abgesenkt ist. Der Term proportional zu —S(S + 1) wiirde den Gewinn an Aus-
tauschenergie fiir den Fall beschreiben, dafl alle Paare gekoppelter Spins zum
Singulett gepaart werden kénnten. Der letzte Term in (A.27) ist die (positive)
Nullpunktsenergie der Magnonen und reduziert diese optimale Austauschenergie.

Unter Benutzung der Umkehrformel

¢, = apcoshay — aT_ksinhak (A.29)
der Transformation (A.19) kann man nachpriifen, da das normierte c—Vakuum
mit dem a—Vakuum durch die folgende Formel verkniipft ist:

Tt
, 6tghakaka_k

‘0>c = H Wm)a- (A.30)

Hier bezeichnet der Strich am Produktzeichen die Einschrénkung auf nur einen
Faktor fiir jedes Paar (k, —k). Die Formel (A.30) ist ein bosonisches Analogon des
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BCS-Grundzustandes fiir Fermionen. Fiir praktische Rechnungen braucht man
diese Formel allerdings nicht, weil es einfacher ist, alle Rechnungen in c—Bosonen
auszufithren und die Eigenschaft (A.26) zu benutzen.

Die mittlere Besetzungszahl der Bosonen im Grundzustand lesen wir aus der ersten
Identitét in (A.21) ab. Wir erhalten zunéchst in der Impulsdarstellung

cosh2ay — 1
{0lafay |0)e = ——— (A-31)

und finden damit anhand von (A.16)

cosh2ay — 1
—

1
(0lafam|0)e = = Y c(0lajay0)e = (—— (A.32)
k

Durch Berechnung des Brillouinzonenintergrals kann man {iberpriifen, ob die fiir
die lineare Spinwellentheorie vorausgesetzte Annahme einer kleinen mittleren Be-
setzungszahl gerechtfertigt war. Mittels der ersten Formel in (A.3) und unter
Beachtung der im Anschlufl an (A.6) durchgefiihrten Rotation der Spins auf dem
Untergitter B ergibt sich nunmehr die z—Komponente der urspriinglichen Spin-
operatoren zu

Si/p = t(ahham — 5) (A.33)
und damit der Grundzustandserwartungswert der lokalen Spinpolarisation zu

. cosh2ay — 1
(0153, 510). = i<<#>k - s). (A.34)
Fiir die longitudinale Spinkorrelationsfunktion erhilt man analog unter Ver-
nachlissigung aller Beitriige, die nicht mindestens wie S! anwachsen,

gi(m, n) = (0]SZ,82(0), = i(SQ — S{cosh2ay, — 1>k). (A.35)

Hier gilt das obere Vorzeichen, wenn m und n auf dem gleichen Untergitter liegen,
und andernfalls das untere Vorzeichen.

Die transversale Spinkorrelationsfunktion berechnet sich aus den beiden Kor-
relationsfunktionen

O[T T [0)e = 25, (0lal, g [0), = 22 0lal ay|0). e'Pm—an)

C< ‘ m n‘ >C_ C< ‘aman‘ >C_ T C< |apaq| >Ce

P.q

2
= TS C<O|(c;r)(:oshozp + c_psinhay,)
o . — (A.36)
X (cqcoshag + ¢! jsinhag)|0). oi(Pm—an)
25

= > sinb’ap, P = §((cosh2ay, — 1) P
P
= C<O‘Tn_1Trﬂ0>c —250mn
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und

2S i(pm—qn
ANTETT10)e = 25c(0lal,al|0)e = > " (0lafal 4[0), efPmmam
P:q
29
=7 C(O|(ci,coshozp + ¢_psinhay,)
pP.a

X (cT_qcoshozq + cqsinhag)|0). ¢!(Pm—an) (A.37)

28 .
= T Z sinhapcoshayp gip(m—n)
p

— ; ip(m—n)

= S<smh2ap e >p

= C<O‘Tn_1Tn_‘0>cv
wobei auch hier nur Beitriige der Ordnung S* eingeschlossen sind. Bei vorgegebe-
nen Gitterplatzen m und n verschwindet jeweils eine der beiden Korrelations-

funktionen (A.36) und (A.37) aus Symmetriegriinden. Es gibt nédmlich fiir jeden
Ordnungstyp einen Wellenvektor Q am Rand der Brillouinzone mit der Eigenschaft

I(Q—-p) =I(p), J(Q—-p)=—-J(p) (A.38)

Wenn wir die Gittterplatze m mit ganzzahligen Koordinaten belegen, sind die
Wellenvektoren: Q = (m,m) fiir die CuOs—Ebenen, Q = (0,0, ) fiir Antifer-
romagnete vom A-Typ, Q = (m,m,0) fiir Antiferromagnete vom C-Typ und
Q = (m,m, ) fiir Antiferromagnete vom G-Typ. Die Symmetrie (A.38) hat nach
(A.23) die gegensétzlichen Symmetrien

cosh2aq_p = cosh2ap, sinh2aq_p = —sinh2ay (A.39)
fiir die beiden Faktoren in (A.36) und (A.37) zur Folge. Da wegen

£iQ(m-n) _ { +1, wenn m und n auf demselben Untergitter, (A.40)

—1, wenn m und n auf verschiedenen Untergittern,

der Exponentialfaktor in beiden Formeln die gleiche Symmetrie hat, folgt das oben
behauptete Verschwinden jeweils eines der beiden Brillouinzonenmittelwerte, weil
nur der Realteil der Exponentialfunktion beitrdagt. Es gilt dann wie aus Symme-
triegriinden erwartet

(0]SE5510) . = (0|SY.5%10). und (0|S5,S210). =0 (A.41)
und wir erhalten schliellich fiir die transversale Korrelationsfunktion
gi(m,m) = S {015 + SmSEI0)e = (015555 + SLSHI0).
{ S<Cosh2ap eip(m_n)>p, wenn m und n auf selb. UG, (A.42)

S<sinh2ap eip(m_“)>p, wenn m und n auf versch. UG.
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Die hier im Impulsraum beobachtete Symmetrie geht auf eine Eichinvarianz des
Hamiltonoperators (A.13) im Ortsraum zuriick. Unter Eichtransformationen, die
alle Bosonen auf einem Untergitter mit dem Phasenfaktor e™* und alle Boso-
nen auf dem anderen Untergitter mit dem Phasenfaktor e~% versehen, ist (A.13)
namlich invariant. Dies hat unmittelbar das Verschwinden der oben diskutierten
Korrelationsfunktionen zur Folge.

Die Korrelationsfunktionen (A.35) und (A.42) beschreiben quantitativ, wie die
Richtungsfluktuationen der Spins den Ordnungsparameter reduzieren. Aus den
transversalen Korrelationen lernen wir, dafl benachbarte Spins trotz ihrer Fluktu-
ationen vornehmlich antiparallel zueinander ausgerichtet bleiben.

Die Formeln (A.35) und (A.42) sind korrekt bis auf Korrekturen der Ordnung
S0, Deshalb ist auch nicht verwunderlich, daf$ fiir die gitterplatzdiagonale totale
Spinkorrelationsfunktion g(m, m) = ¢;(m,m) + ¢g;(m,m) das richtige Ergebnis
S(S + 1) herauskommt.

Nach der Diskussion des Grundzustandes und seiner Eigenschaften wenden wir
uns jetzt den im effektiven Hamiltonoperator (A.24) enthaltenen Anregungen zu.
In der linearen Spinwellennaherung haben wir ein ideales Gas von quantisierten
Spinwellen oder Magnonen erhalten, die durch den Brillouinzonenimpuls k in-
diziert sind, durch den Boseoperator CL erzeugt werden und die Energie

e(k) = Sv/(J(0) + I(k) — 1(0))2 — J(k)2 (A.43)

besitzen. In der hier verwendeten Beschreibung gibt es zu jedem Impuls in der Bril-
louinzone BZ genau ein Magnon. Wir sollten uns jedoch daran erinnern, daf§ der
néelartige Grundzustand des Antiferromagneten die Translationssymmetrie spon-
tan bricht, wodurch die magnetische Elementarzelle verdoppelt ist und zwei
Spins beinhaltet. Dieser magnetischen Elementarzelle entspricht eine halbierte
magnetische Brillouinzone MBZ, die aus BZ entsteht, wenn man die Basis des
reziproken Gitters durch den in (A.38) verwendeten Wellenvektor Q ergénzt. In-
dem man das Magnon (A.43) in die magnetische Brillouinzone hineinfaltet, erhélt
man zwei Magnonzweige in der MBZ, die wegen der Symmetrien (A.38) entartet
sind. Diese beiden Zweige sind als transversale Magnonen zu deuten, weil sie
mit den lokalen Auslenkungen der Spins senkrecht zur Richtung des Ordnungspa-
rameters zusammenhéangen. Unter Benutzung der Gleichungen (A.29) und (A.16)
stellen wir den Spinwellenerzeuger

1 >, (S coshay — S sinhay) (m € A)
T _ ikm m k m k
k= 25VL ; ¢ { (S, coshay — Stsinhay) (m € B) (A.44)

durch Spinoperatoren dar. Aufgrund der Mischung von Auf-und Absteigern ist die
anschauliche Interpretation dieser Erzeuger nicht einfach. Fiir das zweite Magnon
in der magnetischen Brillouinzone erhalten wir anhand von (A.39) und (A.40)

St coshay + S sinhay)  (m € A)

1 e [ (
i - - ikm
Qi 25vL ;e { (—Scoshay — Sitsinhay) (me B)’ (A-4)
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Im entarteten Zustandsraum dieser beiden Magnonen wahlen wir die neue Basis
von Erzeugern

ez = (ch £ cg )/ V2

1 » . » (A.46)
(Coshak Z S,rjr[l e kM _ ginhay Z S,rjr[l e ’km),
Sv2L meA/B meB/A

in der die Auf- und Absteiger getrennt sind. Diese Erzeuger sind Eigenope-
ratoren der z-Komponente S7 ., des Gesamtspins, denn es gilt wegen (A.5) die
Vertauschungsrelation

[Stzotab CL:I:] == CL:I:' (A47)

Damit tragen die Magnonen c;r{ 4 als Quantenzahl neben dem Quasiimpuls k auch

die Spinquantenzahl S¢ ,,; = £1. Sie dndern die z-Komponente des Gesamtspins,
jedoch nicht den Ordnungsparameter S% —S%. Ein longitudinales Magnon, das
die z—Komponente des Gesamtspins nicht dndert, dafiir aber die Amplitude des
Ordnungsparameters moduliert, muf in Erweiterung der linearen Spinwellentheo-
rie als gebundener Zustand eines Paars von transversalen Magnonen beschrieben
werden.

Die Spinwellendispersion (A.43) kann auch elementarer durch eine semiklassische

Losung der Bewegungsgleichungen der Spins abgeleitet werden. Wir gehen dazu

von den aus den Vertauschungsrelationen (A.5) folgenden Bewegungsgleichungen
dT%

i = [T M = % Y [T (CTRTE + TT) + Juon (T T + TR T3] (A48)

fiir die transversalen Komponenten 7'+ der Spins aus. Fiir kleine Auslenkungen aus
dem Gleichgewicht kénnen wir alle Operatoren 7% durch ihren Grundzustandswert
—S ersetzen. Wenn wir dann noch in den Impulsraum iibergehen und eine peri-
odische Zeitabhingigkeit e?“! ansetzen, erhalten wir die beiden Gleichungen

—wTE = FS[(—1(0) + I(k) + J(O) T + J(k)T;F ], (A.49)
deren Losung mit w(k) = e(k) unmittelbar auf das Spektrum (A.43) fiihrt.

Im folgenden werden wir die Erweiterung der linearen Spinwellentheorie um den
nichsten Term der 1/S—-Entwicklung vorstellen. Wenn wir die Entwicklung des
Hamiltonoperators (A.10) bis zu Termen der Ordnung S° treiben, erhalten wir
den additiven Zusatz

2O _ % S [inn (f@mahan

g
5

(a;rna;rnaman + CLInCLLCLnCLn + CLInCLmCLmCLL + amailailan» <A50)

NN

:
=
—
5
=
:
=
=
=
=

n + CLInCLmCLmCLn + amailanan»}

_|_
Ny



zum Hamiltonoperator (A.13) der linearen Spinwellentheorie. Der Operator H(®)
beschreibt unter anderem Wechselwirkungen zwischen Spinwellen, die wir
aber hier nicht betrachten werden. Wir wollen H(® hier benutzen, um durch
Anwendung der Molekularfeldndherung eine verbesserte, renormierte Spin-
wellentheorie aufzustellen. In der Molekularfeldndherung ersetzt man die quar-
tischen Operatoren in H(®) in Anlehnung an das Wicksche Theorem durch
quadratische. Die entsprechende Vorschrift sei am Beispiel

.i.
al,a

T
n

) (A.51)
ah) (amay) — (alyap) (amal)

exemplifiziert, wobei der Erwartungswerte mit dem Grundzustand des Systems
zu bilden sind. Die subtrahierten Terme garantieren, dafl rechte und linke Seite
bei Giiltigkeit des Wickschen Theorems denselben Erwartungswert haben. Unter
Beachtung der im Anschluf§ an die Gleichungen (A.36) und (A.37) diskutierten
Symmetrien der Korrelationsfunktionen, die zur Folge haben, da (al,a,) ver-

schwindet, wenn m und n auf verschiedenen Untergittern liegen, und da8 (af al)
verschwindet, wenn m und n auf dem gleichen Untergitter liegen, 143t sich der

Molekularfeldoperator Hg\?[)F durch die beiden Parameter
Chan = (afa0) = (afpay) und el = (alyay,) + (alal) (A.52)

m

ausdriicken. Unter Verwendung der renormierten Kopplungsparameter

Toon = T (1 — ¢ /8) 1nd  Jun = Jean(1 — ¢Z0/S) (A.53)
erhalt der gesamte Molekularfeldoperator die kompakte Gestalt

1

Hisw + H\p = 5 > [=5%(Jmn — Imn) = Tnan(cGh)? + Jmn (clI))?

o A.54
+ S((Jmn - Imn)(alnam + aIl n) ( 5 )

+[mn( man+aL m)+Jmn( Inail—i_aman))}'

Da die operatorwertigen Terme in (A.54) bis auf die Renormierung der Kopp-
lungsparameter mit denen in (A.13) identisch sind, kann das Ergebnis der Dia-
gonalisierung aus (A.24) abgelesen werden und man erhalt

1

Hisw + H\Pp = =3 ; [—52(J(0) — 1(0)) — S(J(0) — 1(0))
4 S\/ 7(0) + F(k) — 1(0))2 — J(k)2 (2cke, +1)] (A55)
+5 Z (cS)? + Jran ()]
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In dieser Gleichung kann man die Grundzustandsenergie transparenter machen,
indem man die Nullpunktsenergie der Magnonen durch die Korrelationsfunktionen
) und ¢¥) ausdriickt. Unter Verwendung von (A.15), (A.36) und (A.37) erhilt
man namlich die Identitat

S8y (J(0) + (k) — [(0))2 - J(k)?

=9 Z((j(o) + I(k) — 1(0)) cosh2ay + J(k) sinh2ai)ic  (A.56)

1 1
_ Z () Fo(elh 4k
S C + ) (Cmn+2):|’

mit der sich (A.55) schlieBllich zu

1

Hisw + H\ Py = =5 > _[=5(5+ 1) (Jun — mun)

1 1
+ 25 (Jmn (cild + 5) — Imn(chuh + 5))
+ Imn(Cm @D ) Jmn(cl(ri%)ﬂ

+ 38/ (0) + I(K) - 1(0))2 — J(K)? el
k

(A.57)

vereinfacht.

Im allgemeinen miissen die Parameter (A.52) selbstkonsistent bestimmt wer-
den. Denn die Parameter (A.23) der kanonischen Transformation werden durch
die Renormierung verandert, weil verschiedene Kopplungsparameter verschiedene
Renormierung erfahren. Fir Modelle mit nur einem einzigen Kopplungspara-
meter (gleiche Kopplung J zu nichsten Nachbarn) werden die Parameter (A.23)
allerdings nicht renormiert und eine Selbstkonsistenz ertibrigt sich. In solchen
Fillen verschwinden die 1/S-Korrekturen aller Korrelationsfunktionen (al a)
und (af,al) und damit auch der Spinpolarisation (A.34).

Die Untergittermagnetisierung eines isotropen Antiferromagneten kann in jede be-
liebige Richtung zeigen. Unter der Wirkung eines &dufleren homogenen Magnet-
feldes B stellt sie sich jedoch in eine Richtung senkrecht zu B ein und es entsteht
eine Konfiguration wie in der folgenden Figur gezeigt. Dies kann man am einfach-
sten mittels einer kleinen Rechnung am klassischen Spinmodell verstehen. Wenn
wir das Magnetfeld durch den iiblichen Zeeman—Term

5=-BY 8% (A.58)

auf den Antiferromagneten wirken lassen, erhalten wir fiir die Grundzustands-
energie des klassischen Modells

L
Ey(pa,oB) = 5 [SQJ(O) cos(m —pa —p) — SB(sinpy + sinng)]. (A.59)
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Diese Energie hangt nicht von den Kopplungen I ab, weil alle Spins innerhalb
desselben Untergitters in dieselbe Richtung zeigen. Sie ist minimal fir ¢4 =
vp = ¢ mit sinp = B/25J(0) und fiihrt auf die transversale Suszeptibilitét

1 d? 1
— 7 ggePale. @)lB=0 = 57758 (A.60)

XL = 27(0)°

Um die Quantenkorrektur der Ordnung 1/S zu (A.60) zu berechnen, muff man
zunachst das klassische Ergebnis im Rahmen der Bosonendarstellung repro-
duzieren. Der Zeeman-Term hat in der Holstein—Primakoff-Entwicklung die
Gestalt

B 1
M = ~ V38 3 [(ahy + ) — i (ahatlatan + ahatmn)]
m (A.61)

B
=~ V25L (ad + ag) +

B bt
AV2SL Z ap(ag +a_q)apyq;

wo wir die ersten beiden Ordnungen in der 1/S-Entwicklung beriicksichtigt haben
und in der letzten Zeile in die Impulsdarstellung gewechselt sind. Wenn wir den
fithrenden Term in ‘H g zu ‘Hysw hinzuaddieren, ist nur der Term mit Impuls k = 0
in (A.17) betroffen. Indem wir eine (kanonische) Verschiebung des (k = 0)-Bosons

B | L

vornehmen, beseitigen wir den fiithrenden Term aus H p und erhalten die gegeniiber
(A.27) durch die Verschiebung verdnderte Grundzustandsenergie
B%L

Esw(B) = Epgw — 17(0)’ (A.63)

mit der das klassische Ergebnis (A.60) offenbar reproduziert wird.

Die 1/S-Korrekturen zum Magnetfeldterm in (A.63) haben zwei Quellen, den
Korrekturterm aus Hp in (A.61) und den Korrekturterm H(® in (A.50). Die
Beitriige der Ordnung LB?/S zur Grundzustandsenergie aus dem letzten Term in
(A.61) stammen aus Summanden, in denen einer der Impulse (p oder q oder p+q)

xiii



verschwindet. Indem man die entsprechenden Boseoperatoren der Verschiebung
(A.62) unterzieht und die in der Verschiebung t linearen Terme sammelt, erhilt
man die Korrektur

Z ay) i {al a,). (A.64)

<HB,korr 4SJ(O)

- 2\/25

Um die Beitrige der Ordnung LB2?/S zur Grundzustandsenergie aus H(® zu
berechnen, geht man auch hier in die Impulsdarstellung iiber und greift alle Sum-
manden heraus, bei denen zwei der vier Impulse verschwinden. Man unterzieht
dann wieder die entsprechenden Boseoperatoren der Verschiebung um ¢ und sam-
melt alle in ¢t quadratischen Terme mit dem Ergebnis

(Hyorr) = I [7(0)(alay) + J(p)(alal )]
LBp2 (A.65)
= T152(0) [J(0){alyam) + ; Jmn{alyal)]

Auch hier haben sich alle Beitréige proportional zu den /-Kopplungen kompensiert.
Insgesamt hebt der Beitrag (A.64) den ersten Term in (A.65) weg und man erhélt
schlieflich fiir die transversale Suszeptibilitét bis zur Ordnung 1/5

1
XL = 27(0) ZSJ2 ZJmn alal) (A.66)

Die Ergebnisse der linearen Spinwellentheorie, die sich ja eigentlich als eine
Theorie im Grenzfall groﬁer Spins versteht, sind erstaunlich genau selbst im
Quantengrenzfall S = = und in niedrigen Dimensionen, in denen die Quanten-
fluktuationen besonders stark sind. Wir zitieren hier die Ergebnisse fiir den
Heisenbergantiferromagneten von Spins % mit Wechselwirkung nachster
Nachbarn J auf dem Quadratgitter. Unabhingig von der Grofle der Spins
erhdlt man fiir die mittlere Besetzungszahl der a—Bosonen den Wert n, =
(al a.) = 0,196602 und fiir den Parameter ¢/) den Wert (/) = —0,0789737.
Damit wird die Grundzustandsenergie der einfachen linearen Spinwellentheorie

(A.27) nach (A.57)
0 1 (J) 1
Fisw/LJ = 5 [—3+4(c") + 2)} = —0,657947 (A.67)

und unter Einschlu der S%Korrektur in Molekularfeldniherung erhilt man nach

(A.57)

1 1
Edp/LJ = 3 [-3+4(cD (1 — D) 4 5)} = —0,670421. (A.68)
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Diese Werte vergleichen sich sehr vorteilhaft mit dem aus anderen Methoden
bekannten Wert E°/LJ = —0,6693 & 0,0001. Fiir den Ordnungsparameter folgt

nach (A.34) der Wert

1
Ms = 5 —nq = 0,3034, (A.69)

ebenfalls in erstaunlich guter Ubereinstimmung mit dem Literaturwert Mg =
0,307 £ 0,001. Fiir die Spinwellendispersion erhalten wir schlieBlich nach (A.57)

die Formel
k
eéj) _ _2C(J))\/1 B (coskm—;—cosk:y)g
(A.70)
_ 1715795\/1_ (COSkx;—COSk‘y)Q.

Hier wird der Renormierungsfaktor in der Literatur mit 1,18 + 0,02 zitiert.
AuBlerdem gibt es gegeniiber dem Wurzelausdruck kleine Abweichungen in der
Impulsabhangigkeit, die sich besonders am Rand der Brillouinzone bemerkbar
machen.

Die transversale Suszeptibilitdt hat in fiihrender Ordnung nach (A.60) den
Wert x; = 1/8J = 0,125/J, der deutlich grofler als der Literaturwert xy, =
(0,0659 + 0,0010)/J ist. Auch hier erzielt man durch die 1/S-Korrektur in
(A.66) mit (al,al) = —0,275576 (m und n nichste Nachbarn) die bemerkenswerte
Verbesserung

1 Aalal) 0,0561

Wie schon vorher bemerkt versagt die Spinwellentheorie im Fall der eindimen-
sionalen Heisenbergkette insofern, als die mittlere Besetzungszahl n, un-
endlich wird. Dafl diese Naherung aber selbst in diesem Extremfall nicht vollig
scheitert, zeigt der endliche Wert des Parameters ¢(/) = % — % = —0,181690. Mit
ihm ermittelt man Grundzustandsenergien

1. 3 1
Eow/LJ = S5+ 2(c) + 5)] = —043169 (A.72)
und 1.3 1
Edp/LJ = 3 [—5 +2(cD(1 -y 5)} = —0,46470, (A.73)
die dem exakt bekannten Wert EY/LJ = % — log2 = —0,443147 unerwartet

gut nahekommen. Die ebenfalls exakt bekannte Spinwellendispersion e(k)/J =
5| sink| = 1,5708| sin k| wird mit

e(k)

- == 2¢))| sin k| = 1,3634| sin k| (A.74)

auch gar nicht schlecht getroffen. Dafiir, dafl die Heisenbergkette aus Spins S =
1 ein grundsétzlich andersartiges Anregungsspektrum mit einer Anregungsliicke
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aufweist (Stichwort Haldanephase), findet sich in der Spinwellentheorie aller-
dings iiberhaupt kein Hinweis.

Insgesamt darf man aber festhalten, dafl die Spinwellentheorie eine bemerkenswert
robuste Naherung zur Beschreibung von magnetischen Phasen mit kollinearer
néelartiger Fernordnung ist.
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B. Ferro- und antiferromagnetische Beitrage

zur Austauschwechselwirkung

In Kapitel 17 haben wir gesehen, dafl das Vorzeichen von Beitriagen zur Aus-
tauschwechselwirkung zwischen zwei magnetischen Ionen durch die Spins der Ionen
im Zwischenzustand bestimmt wird. In diesem Anhang sollen die dort erhaltenen
Ergebnisse verallgemeinert werden.

Wir betrachten zwei magnetische Tonen auf den Platzen A und B mit Spins S4 und
Sp, die durch den Austausch eines Elektrons in zweiter Ordnung Stérungsrechnung
eine Austauschwechselwirkung erfahren. Die Benennung der Tonen sei so gewéhlt,
daf} die Ungleichung S4 > Sp gilt. Der Austausch des Elektrons soll durch den
spinisotropen Hiipfoperator

H, = Z(CLHCBPL + h.c.) (B.1)

m

(siehe auch Gleichung (24.1)) bewirkt werden.

Wahrend wir die Zustiande der einzelnen Ionen durch ihre Spins Sa, Sp sowie
durch die Eigenwerte M4, Mp von deren z-Komponenten charakterisieren, wer-
den wir die Zustdnde des Zweiionensystems durch die Eigenwerte des Gesamt-
spins S und dessen z-Komponente M klassifizieren. Nach einmaliger Anwendung
des Hiipfoperators (B.1), der die Quantenzahlen S und M wegen der Spinrota-
tionsinvarianz erhalt, befinde sich das Ion A in einem Zustand mit dem Spin
s4 =84+ % und der z-Komponente m 4 und das Ion B in einem Zustand mit dem
Spin sp = Sp £ % und der z-Komponente mp. Der Energiezuwachs AFE dieses
Zwischenzustandes hangt nicht von den Quantenzahlen m 4 und mpg ab. Die zweite
Anwendung des Hiipfoperators mufl das System in den Ausgangszustand mit den
Quantenzahlen S und M zuriickfiihren. Die mit diesem Prozess verbundene Aus-
tauschenergie berechnet sich geméfl dem effektiven Hamiltonoperator PyVSVF,

zu
|(|8AmA,sBmB|Ht|SM>|2
FE = — E <0. B.2
(57814753) AE —0 ( )

ma,mp

Wir kénnen jetzt die Argumentation aus Kapitel 17 verallgemeinern. Da der Aus-
tausch eines einzelnen Elektrons, das nur den Spin % tragt, die Quantenzahlen M 4
und Mp um hochstens +£1 verandern kann, mufl der effektive Hamiltonoperator
linear im Skalarprodukt S 4 - Sy sein und daher die Gestalt a + bS 4 - Sp haben.
Wegen der Identitat

S(S+1)=854(54+1)+Sp(Sp+1)+2S4-Sp (B.3)

kann er auch als lineare Funktion von S(S + 1) geschrieben werden.

Im Falle sy = S4— é, sp =SB —% kann der Gesamtspin im Zwischenzustand nicht
den maximalen Wert S = S4 +Sp annehmen und die Austauschenergie (B.2) muf§
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fiir S =854+ Sp, d.h. fiir Sy - Sp = S4S5p, verschwinden. Die Austauschenergie
ist daher mit einer Kopplungskonstanten J__ > 0 durch den Ausdruck

E(S,Sa— %,SB — %) =—J__(SaSp—S4-Sg)
_ _J—_— (B-4)

== [((Sa+SB)(Sa+Sp+1)—S(S+1)]

gegeben. Dies ist ein antiferromagnetischer Beitrag zur Austauschenergie.

Im zweiten Fall s, = S4 + %, sp =SB — % kann der Gesamtspin im Zwischenzu-
stand wegen S4 > Sp nicht den minimalen Wert S = S, — Sp annehmen, fiir den
die Austauschenergie also in diesem Fall verschwinden mufl. Wir erhalten daher
mit einer Kopplungskonstanten J;_ > 0 die Formel

E(S,S4+ %,SB — %) =—Ji_ [(SA +1)Sg+Sa- SB]

:—L—T_[S(S—l—l)—(SA—SB)(SA—SB—I—D}, (B:5)

die einen ferromagnetischen Beitrag zur Austauschenergie liefert.

Die analogen Schliisse sind in den beiden verbleibenden Fallen nicht zwingend, weil
mit einem Gesamtspin im Zwischenzustand argumentiert wird, der im Hilbert-
raum der Spins S4 und Sp gar nicht enthalten ist. Wir werden trotz dieser
Fragwiirdigkeit die analoge Argumentation benutzen und danach die erhaltenen
Ergebnisse unter Verwendung des Wigner—Eckart—Theorems bestatigen.

Im dritten Fall s4 = S4 — %, sp =SB+ % gilt fiir S4 = Sp unter Vertauschung
von A und B das Ergebnis (B.5). Fiir S4 > Sp haben wir einen echt neuen Fall,
in dem der Minimalspin im Zwischenzustand mit Sy, — S — 1 kleiner als der im
Hilbertraum der beiden Ionen erreichbare Minimalspin S4 — Sp ist. Wenn wir
trotzdem argumentieren, dafl der Ausdruck fiir die Austauschenergie fiir diesen
minimalen Wert des Gesamtspins S = S4 — Sp — 1 verschwinden soll, erhalten wir

mit einer Kopplungskonstanten J_ > 0 das Ergebnis

E(S,54 = 5,58+ 3) = —J_+ [Sa(Sp+1) +Sa - S5]

:—J_T—F[S(S—l—l)—(SA—SB—l)(SA—SB)}. (B.G)

Ahnlich kann im vierten Fall s4 = S, + %, sp = S + % argumentiert werden,
dafl der Maximalspin im Zwischenzustand S4 + Sp + 1, der ebenfalls nicht im
Hilbertraum der Ionen vorkommt, verschwindende Austauschenergie haben soll.
Dies ergibt

E(S,Sa+3.95+3)=—J4:[(Sa+1)(Sp+1) —Sa - Sg]
(B.7)

- —J+T+ [(Sa+Sp+1)(Sa+Sp+2) — S(S+1)].

Aus den Ergebnissen (B.4) bis (B.7) folgt eine einfache Merkregel fiir das
Vorzeichen eines Beitrags zur Austauschwechselwirkung S, - Sp: Die
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Beitrage sind antiferromagnetisch, wenn die Spins der Ionen A und B im Zwi-
schenzustand beide erniedrigt (s4 = Sa — %, sp = Sp — %) oder beide erhoht
(sa = SA—i—%, sp = SB—i—%) sind; in den anderen Féllen (s4 = SA—%, sp = SB—i—%)
und (s4 = Sa + %, sp=Sp — %) sind sie ferromagnetisch.

Wegen der Unsicherheiten in der Ableitung von (B.6) und (B.7) werden wir im
folgenden eine zweifelsfreie alternative Ableitung vorstellen. Wie in Kapitel 24
werden wir davon Gebrauch machen, dafi die Erzeuger T); = cL und Vernichter
1) = (—signpu)c_, irreduzible Tensoroperatoren der Ordnung % sind. Wir
kniipfen an die Formel (B.2) an und fiihren die Eigenzustinde zum Gesamtspin
mittel Clebsach—Gordan—Koeflizienten,

|SM) = Z |SaMa, SpMp)(SaSpMaMp|SM), (B.8)

Ma,Mp

auf die Eigenzustédnde der beiden Ionen zuriick. Zur Berechnung der Matrixele-
mente des Hiipfoperators (B.1) bemiihen wir das Wigner—Eckart—Theorem und
erhalten

(samalcly,|SaMa) = ||chl - (SadMaplsama) (B.9)

und

(spmp|(—signp)cy_,|SpMp) = |lcg| - (Sp3Mppulspmp) oder

(B.10)
(spmpleg,|SeMp) = |lcg|l - (SpsMp(—p)|spmp) - (=1)5 — ).

Damit berechnen wir die Austauschenergie (B.2) zu
t2 T 2

B(S,54,55) =~ (I - lepl)? - €S, 5,55) (B.11)

mit
C(Swsarsp)= > [ 3 (~1)EH(S4SEMaMp|SM)
ma,mp Ma,Mp,u
2
(Say Maplsama) (S Ma(~p)|soms)|
(B.12)

1

= Z[Z(—1)5_“<SASB(mA — ) (M —my + p)|SM)

(Sag(ma — ppulsama)(Spg5(M —ma + p)(—p)|sp(M — mA)>]2-

Hier haben wir zuletzt die Summationsindizes mpg, M 4 und M p durch Ausnutzung
der in den Clebsch—Gordan—Koeffizienten enthaltenen Auswahlregeln eliminiert.
Die in eckigen Klammern stehende Summe kann man ahnlich wie in Gleichung
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(7.17) durch Wignersche 6j—Symbole ausdriicken. Man erhélt so schliefllich

C(S,s4,58) =Y (254 +1)(2sp + 1)

ma

.<5AsBmA(M—mA)\SM>2{S g
B OB

:(28A+1>(283+1){SB SB S

In den vier oben behandelten Féllen fiir s, und sp liefert die Auswertung des
6j—Symbols lineare Ausdriicke in S(S + 1), die sich unter Verwendung von (B.3)

in die kompakte Form

2 1 1
1S 5a:50) = g D@8, 1) [+ Dos + 1) (B.14)
— sign ((SA - SA)(SB - SB)) . (SA . SB)

bringen lassen und damit die Formeln (B.4) bis (B.7) (auch ohne die dort voraus-

gesetzte Annahme S, > Sp) bestétigen.
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C. Diverse Erlauterungen und Erganzungen

Kapitel 2: Erlauterungen zum Konzept der Senioritét:

Racah’s Konzept der Senioritat fult auf der Beobachtung, dass durch Hinzufiigen
eines Elektronenpaars im Zustand L = S = 0 zu einem Term der Konfiguration
nl¥=2 ein gleichartiger Term der Konfiguration nl* entsteht. Dies kann eine Quelle
fiir Termverdopplungen sein und es stellt sich heraus, dass es in d-Unterschalen
die einzige Quelle ist.

Wir betrachten daher den Operator

1 m
Pl = AT Z (—1) cjnTcT_ml, (C.2.1)

m=—I
der in der [-Unterschale ein Paar von Elektronen im Zustand L = S = 0 erzeugt.
Mit diesem Operator bilden wir den hermiteschen, positiv semidefiniten Operator

Q=(20+1) PZTPZ = Z (—1)mtm c;rnTcT_mlc_m,lcm,T, (C.2.2)

m,m’

der offensichtlich mit dem Gesamtspin S und dem Gesamtbahndrehimpuls L ver-
tauscht,

[@,8] =[Q,L] =0, (C.2.3)

und dessen Eigenwerte daher als zusatzliche Quantenzahlen fiir LS—Terme dienen
konnen. Die Operatoren P, und PfL bilden zusammen mit dem Einsoperator und
dem Teilchenzahloperator N eine Lie—Algebra, wie die Vertauschungsrelation

N
P,Pl=1- " 2.4
zeigt. Angesichts der Beziehungen
QP,=P(Q—(20+3—N)), QP =P(Q+(2+1-N)) (C.2.5)

verschieben die Paaroperatoren P, und PlJr das Spektrum von Q um ganze Zahlen.

Wir betrachten nun einen beliebigen LS-Term |ni*; LSQ) in der Konfiguration
nl*, der gleichzeitig Eigenmultiplett zu Q ist. Falls Pl|nlk ; LSQ) = 0 gilt, hat der
Term den Eigenwert @Q = 0. Falls Pl|nlk ; LSQ) # 0 gilt, ist der Eigenwert von Q
positiv und wir haben in der Konfiguration ni*~2 einen LS-Term |[nl*=2; LSQ)
gefunden, aus dem der Term |nl*; LSQ) durch Anwendung des Paaroperators
PlT erzeugt werden kann. Durch Anwendung desselben Verfahrens auf den Term
Inl*=2; LSQ) und Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir eine Serie von Ter-
men, die angesichts der sukzessiven Abnahme der Teilchenzahl bei einem Term
|nl’; LSQ) mit P)|nl”; LSQ) = 0 abbrechen muss, spétestens bei v < 2, weil alle
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Terme der Konfigurationen mit Teilchenzahl 0 und 1 den Eigenwert () = 0 haben.
Als Senioritat der so gefundenen Termserie bezeichnete Racah die Teilchenzahl
v des Anfangsglieds der Serie, das die Quantenzahl () = 0 hat.

Die Quantenzahl Q eines Terms |nl*; LSQ) mit der Senioritiit v ergibt sich durch
(k — v)/2-fache Anwendung von Pl]L auf den Zustand |nlV; LS0) nach (C.2.5) zu

(k—v)/2
Qv)= S (U+3-v—2r) =

r=1

(Al +4—k—v)(k—v)

. (C.2.6)

Die Senioritétsserie bricht auch in Richtung wachsender Teilchenzahl ab. Aus
(C.2.4) und (C.2.6) folgt némlich, dass (mit (nl*; LSQ|ni*; LSQ) = 1)

(nl*; LSQ|P,P[|ni*; LSQ) = (Q(k,v) + 2l + 1 — k)
(k+2—v)(4l+2—k—v) (C.2.7)
4

fiir k = v = 2(2{+1)—v verschwindet. Daher weisen die Senioritétsserien Teilchen—
Loch—Symmetrie auf und haben eine Lange von 2l 42 —wv. Um die Senioritit eines
Terms der Konfiguration ni* mit der Quantenzahl Q zu bestimmen, hat man die
kleinere der beiden Auflgsungen der Gleichung (C.2.6) nach v zu nehmen und
erhalt

v=2141) =/ (20+1) = k)? +4Q. (C.2.8)

Unter der Teilchen-Loch—Transformation (C.3.5) transformiert sich der Paar-
erzeuger (C.2.1) wie
UTLPZT U"}L =B, (C.2.9)

Daraus folgt mit der Vertauschungsrelation (C.2.4) das Verhalten
U, QUi = PPl =Q+20+1-N (C.2.10)

von Q unter der Teilchen-Loch-Transformation. Indem man den Term (ni*; LSv)
der Teilchen—Loch—Transformation unterwirft, erhalt man wegen

Qk,v) +20+1—k=Q(2(2 +1) - k,v) (C.2.11)

einen Term (nl?GH1D=F. ,Sv) mit denselben Quantenzahlen.
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Kapitel 3: Erlauterung zur Teilchen—Loch—Transformation:

Wir setzen den Operator Ury, der Teilchen—Loch—Transformation aus zwei unitéren
Faktoren Ury, = Ups Ugy zusammen. Hierbei erfiillt der Operator

UEV = H H (CI,W — Cmu), (031)

der wegen (ciw — cmu) (cmu —cl ) = 1 unitar ist, wegen der geraden Anzahl der

mi
Faktoren in (C.3.1) und (cjnu - cmu)cjnu (Conp — cjnu) = —¢,,, die Funktion

einer Vertauschung von Erzeugern und Vernichtern und der Operator

l
Us = [ [(1 = nm1) (X = o)) + Ny,

m=—1

+ (_]‘)m(cT—mlcmT - CInTC—ml)]

(C.3.3)

die Funktion

UpCmp Ul = (—1)™ /27 0c (C.3.4)

—m—p
einer Vorzeichenumkehr der Quantenzahlen m und g zusammen mit den gewtinsch-
ten Vorzeichenfaktoren. Insgesamt ergibt sich damit die (3.10) ensprechende Glei-
chung

UTLC;rnu U"}L = (—1>m+1/2_”0 (C.3.5)

_m_l’l/‘
Der Teilchenzahloperator N transformiert sich unter der Teilchen—-Loch—Transfor-
mation wie

Up NUL =2(20+1)—N. (C.3.6)

Angesichts
1/2

Urnl0)e= [T TI chnlO)e (C.3.7)

m=—lpu=—1/2

bildet Ury, die leere auf die total gefiillte Unterschale ab.

Kapitel 5: Erlauterung zu Gleichung (5.9):

Zur Berechnung von (C,;x) bildet man den Konfigurationsmittelwert {iber die
einzelnen Summanden von (5.8) in der Basis aller Slaterdeterminanten der Kon-
figuration ni* und erhilt

1
<Cnlk> = 5 Z [v?rf,m/,m’,m <nmu<nm’u - 5mm’6pu)>
e " (C.5.1)

— Um,m/,m,m’ <nmu(nm’u - 5mm’>>] .
n
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Hier heben sich die Beitrége der Mittelwerte (n,,,), die von den Termen mit
Kroneckersymbolen herriithren, gegenseitig weg und es tragen nur Mittelwerte
(Mmpnmry) fir (mp) # (m’v) bei, die mittels einfachen Abzéhlens durch

Tttty ) = (k:4—l 2)/(4ZZ 2) ey -Ii(];)(_4l1)+ 1) (€5.2)

gegeben sind. Nach getrennter Betrachtung der beiden Falle m = m’ und m # m/
ergibt sich damit leicht

1

n n k(k—1)
(4l +1)(20+1) Z (QU l — o )7 (C.5.3)

/7

<Cnlk> =

m,m

Fiir die Unabhéngigkeit der ersten Zeile in (5.9) von m’ kenne ich kein einfaches
Argument. Die zweite Zeile von (5.9) folgt aus der fiir A = 1, 2 giiltigen Identitét

S (2(2(2)\)m0|2m>(2(2)\)OO|20> — (220 )m — m|20)2> = 1. (C.5.4)

m=—2
Kapitel 5: Ergianzung zum Termschema und zur Kanamori—Naherung:

In den folgenden 4 Bildern werden links die Termschemata der Konfigurationen
nd® (k = 2,3,4,5) unter dem vollen Coulombpotential (5.8) mit F*4/F? = 5/8
gezeigt. Dabei sind Terme zu verschiedenen Gesamtspins S durch verschiedene
Farben gekennzeichnet. Aus Platzgriinden konnten nur fiir £ = 2 alle Terme mit
ihrer spektroskopischen Notation beschriftet werden.

Termschema Termschema 2
1 v=0 P v=1
S 2
D
1g %F
25 2G2H2F v=3
1 1 nd3 252p
G 1 v=2
nd?2 D 4 2g
1
D — ~ 3p
V=2 4F v=3
3F 3F 4p4p
Coulomb Kanamori Coulomb Kanamori
Termschema 1 Termschema 2
S D
v=0 2y v=1
1
s 2 24202
P
' b1 HGTF v=3
] v=2 5 %p2p
G 3 3p n V=5
v=2 4 4 v=3
44 v=4 a F*P
n 3D 3P G v=5
v=4 4G 4D
H 6g
5D 4 5
v= v=
5p 6s
Coulomb Kanamori Coulomb Kanamori
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Die Senioritdt v, die durch den Operator Q in (C.2.2) mittels der Formel (C.2.8)
definiert ist, ist im allgemeinen keine gute Quantenzahl fiir die Coulombwechsel-
wirkung (5.8). Analyse des Kommutators zeigt jedoch

Q,VE =0 (fir F*/F? =9/5). (C.5.5)

Fiir diesen Wert von F*/F?2, der wegen der aus (5.3) ersichtlichen allgemeinen
Bedingung F?M 1) < F2* unphysikalisch ist, kénnen daher alle Terme vollsténdig
durch die Quantenzahlen L, S und v klassifiziert werden. Die Bilder auf der vorigen
Seite zeigen rechts die Termschemata fiir diese Wahl von F*/F?, die angesichts
von (5.12) fiir die Racah—Parameter B = 0 bedeutet und auch als Kanamori—
Naherung bezeichnet wird. Man stellt anhand der Bilder fest, dass fiir d-Schalen
die Termenergien nur von den beiden Quantenzahlen S und v abhéngen und damit
in der dritten Quantenzahl L vollstandig entartet sind. Um dies zu verstehen,
brauchte man einen Operator, der mit den Operatoren S und Q, jedoch nicht mit
L vertauscht und der daher Ubergénge zwischen verschiedenen L unter Erhaltung
von S und v erzeugt. Auf der Suche nach einem solchen Operator unter den
Einteilchenoperatoren findet man

Any = (e = o) = S (i = 1-m)  (m=1,...,1). (C.5.6)
I H

Fiir d-Schalen ergibt die Untersuchung des Kommutators [An,,, VL ], dass dieser
Kommutator genau dann verschwindet, wenn B = 0 gilt. Dies erklart die in den
Bildern beoachtete L-Entartung. Explizit lasst sich VCO ; am Kanamoripunkt
B = 0 mit dem Konfigurationsschwerpunkt (5.9), dem Senioritidtoperator (C.2.2),
dem Gesamtspinoperator S und dem Teilchenzahloperator NV tatsiachlich schreiben
als

Vad = (Chav) +(9Q —7S-S+ N(8 — 5N/4)) F2/63, (C.5.7)

sodass die Energie des Terms mit den Quantenzahlen k, v und S ausgedriickt
durch die Racah—Parameter A und C (siehe (5.12)) bei B = 0 durch

B = (414015 (5.8

(12—k—v)(k—v) 7
( - —§S(S—|—1)+k(8—5k/4))0

gegeben ist. Angesichts der Gleichung (C.2.11) respektieren die Formeln (C.5.7,8)
die Teilchen—-Loch—Symmetrie der Termschemata.
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Kapitel 6: Erlduterung zu Gleichung (6.7):

Im Hundschen Grundterm und bei k < 2/ +1 gilt fiir den Zustand mit maximalem
J=J,=L+Swegen (L+S)(L+S+1)—L(L+1)—S(5+1)=2LS und wegen

!
Zmzl—k—!—l m =L

1
(LLSS|Hsp|LLSS) = Gu - 5 - L = ALS. (C.6.3)

Kapitel 8: Ergidnzungen zu den Gleichungen (8.5) und (8.6):
Wegen Gleichung (5.5) gilt in Gleichung (8.5)

Ja98i @an @Y1 =\ N o) (C8.1)

Gleichung (8.6) schreibt sich mit dem Teilchen-Loch-Operator (C.3.5) eleganter
als
Up Vot ULy = =V (C.8.2)

Kapitel 11: Jahn—Teller—Effekt und orbitale Ordnung in KCuF';s:

Der empirische Befund, nach dem Cu?*-Ionen immer in uniaxial gestreckten Ok-
taedern vorkommen, schien in der Verbindung KCuF3, die als quasi-tetragonales
System eine verkiirzte c—Achse zeigt, eine Ausnahme zu finden. Die genauere
Untersuchung zeigte dann aber, dass hier Fg—Tetraeder vorliegen, die in der
(a,b)-Ebene alternierend in a— und b—Richtung gestreckt sind. Dadurch wer-
den der Gitterparameter ¢ um qg verkiirzt und die Gitterparameter ¢ = b um
(2q3 — q3)/2 = q3/2 verlingert. Die Lochorbitale der Cu?*—Ionen (rot und blau)
sowie die qualitativen Positionen der F~—Ionen (gelb) in einer (a,b)-Ebene sind
in der folgenden Figur gezeigt.
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D. Slater—Koster—Parametrisierung von Hiipfamplituden

Im Dreibandmodell fiir Cuprate [Gleichung (14.4)] wie im Fiinfbandmodell fiir
Manganate [Gleichung (25.7)] wurden die Amplituden aller Hiipfprozesse mit-
tels Symmetriebetrachtungen auf einen einzigen Parameter zuriickgefiihrt. Da
man in realen Systemen meist viel geringere lokale Symmetrien hat, kann man
die verschiedenen Hiipfamplituden nicht exakt auf wenige reduzieren. Eine
halbempirische approximative Parametrisierung von Hiipfamplituden gelingt nach
Slater—Koster durch die Annahme, dass der Hiipf-Hamiltonoperator Hyy, wie
in axialen Molekiilen rotationsinvariant um die Verbindungsachse der beiden be-
troffenen Ionen ist. Durch diese Annahme ergeben sich starke Auswahlregeln, mit
denen sich die Zahl der unabhéangigen Hiipfparameter auf ganz wenige reduziert.

Indem wir die Verbindungsachse der beiden betroffenen Ionen als Quantisierungs-
achse wéhlen, erhalten wir anhand der axialen Symmetrie fiir die Matrixelemente
der pd-Hybridisierung zwischen p-Orbitalen |1,7) und d-Orbitalen |2,m) die
Formel

(1, n|Hnyb|2,m) = —tmdm.n (-1<n<1,-2<m<2). (D.1)

Wegen der Zeitumkehrinvarianz und der Hermitizitat von Hyyy, sind diese Matrix-
elemente reell und es gilt t_,,, = ¢,,,. Somit bleiben nur 2 unabhangige reelle Ma-
trixelemente, die in Anlehnung an die Notation bei axialen Molekiilen als ¢y = t,40
und t; = tpax bezeichnet werden.

Z

111

Eine figiirliche Darstellung der fiir die Hiipfamplituden relevanten Orbitale ist
nur sinnvoll fiir relle Orbitale. Fiir d-Orbitale ist der Zusammenhang zwischen
den Drehimpulseigenzusténden |2, n) und reellen Kristallfeldeigenorbitalen in Glei-
chung (12.9) gegeben. Fiir |1, m)—Orbitale lautet die entsprechende Gleichung

o) = (1L, =1) = [L1))/V2, Jy) = (|1, -1) +|1,1))/v2, [|2) =[1,0). (D-2)
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Da |z) = |1,0) und |22? — 2% — y?) = |2, 0) reelle Orbitale sind, gilt bei der in der
vorseitigen Figur gezeigten Anordnung der Ionen (p—Orbital ldngs der z—Achse
unterhalb des d—-Orbitals)

<Z|thb|222 — - y2> = —tpdo, (D.S)

wobei t,q, positiv ist. Zur Darstellung der fiir ¢,4, relevanten Orbitale geht
man anhand der Gleichungen (12.9) und (D.2) z.B. zu den rellen Orbitalen
) = (1,—1) — [L1)/V2 und foz) = (2,-1) — [2,1))/v2 oder 7 |y) —
i(J1, —1) +[1,1))/v/2 und |yz) = i(|2, —1) + |2, 1))/v/2 iiber und erhlt dann

<33|thb|.'172> = <y|thb‘yZ> = _tpdTr <D4)

mit negativem t,4,. Die Orbitale fiir die beiden Matrixelemente ¢,4, und ¢,4- sind
in der vorseitigen Figur dargestellt, links ?,4, und in der Mitte t,4.

Die in Gleichung (25.1) fiir die Manganate definierte Hiipfamplitude ¢ ist offen-
bar mit t,4, zu identifizieren. Aus Gleichung (25.3) kann man dann ablesen,
dass fiir die in Gleichung (14.4) fiir das Dreibandmodell der Kuprate eingefiihrte
Hiipfamplitude t,q = V3tp4,/2 gilt. Fiir die in den Gleichungen (27.28) und
(27.30) eingefiihrten Amplituden gilt offenbar t;, = —tpqr und t., = \/gtpdg /2.
Im allgemeinen kann man die Hiipfamplituden zwischen beliebigen Orbitalen,
z.B. zwischen Kristallfeldeigenorbitalen in Titanaten, durch lineare Transforma-
tionen auf die Amplituden (D.1) zuriickfiihren.

Fiir die Werte der Hiipfmatrixelemente (D.1) gibt es im Falle von Perowskiten
mit der Formel ABCj3 eine halbempirische Formel, die man z.B. aus dem Buch
Electronic Structure and the Properties of Solids von W. Harrison ent-
nehmen kann. Diese Formel lautet

hQTZ/Q
tigm = —nldmm- (D.5)

(Zur Notation: Die in Harrisons Buch definierten Matrixelemente V4, stehen zu
den in (D.1) definierten in der Beziehung Vig,, = —tigm-) In (D.5) bedeutet d den
Abstand der Kerne der hybridiserenden Ionen. Fiir den Radius r4 des 3d—Atoms
sind nach der Solid State Table of the Elements in Harrisons Buch die aus
der Tabelle D.1 ersichtlichen Werte zu nehmen.

Tabelle D.1 (Radien in A von 3d-Atomen fiir (D.5))

Atom Sc Ti Vv Cr Mn Fe Co Ni Cu

ry 1,24 | 1,08 | 0,98 | 0,90 | 086 | 0,80 | 0,76 | 0,71 | 0,67

Die Elektronenmasse ist mit m, bezeichnet und es gilt h2 /me = 7,62 eVAZ2. Der
Parameter [ steht fiir den Drehimpuls der Elektronen des Anions (hier zunéchst
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[ = p). Die fiir tp4, und t,4, relevanten Zahlenfaktoren 7;4,, haben nach Harrison
die Werte
Npdo = —2,95, Npdr = 1,36. (D.6)

Fiir die Hybridisierung zwischen benachbarten s—Orbitalen |0,0) und d-Orbitalen
|2, m) und gilt unter der Annahme axialer Symmetrie analog zu Gleichung (D.1)

(0,0/Hnyb|2,m) = —tsdo Om.0 (=2 <m < 2). (D.7)
Die zugehorige Orbitalgeometrie ist in der obigen Figur rechts dargestellt. Fiir die
Werte von ts4, in Perowskiten findet auch die Formel (D.5) Anwendung mit dem

Zahlenfaktor
Nsdo = _3716 (DS)
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