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1. Einleitung

Inhalt der Vorlesung Quantenmechanik I war im wesentlichen die nichtrelativistische
Quantenmechanik des Elektrons, die um 1925 entwickelt wurde. Sie hat zu einem
weitgehenden Verstiandnis der Atome, der Molekiile und der kondensierten Materie
gefiihrt.

Eine Beschreibung der Natur in diesem Rahmen war aber offensichtlich aus mehreren
Griinden unvollstandig. Zum einen beschreibt sie die Bewegung von Elektronen bei
relativistischen Geschwindigkeiten nicht richtig. Dies hat unter anderem zur Folge,
dass die Feinstruktur des Wasserstoffatoms nicht erfasst wird. Letztere kann man sich
zwar durch eine geeignete Erganzung der Theorie durch relativistische Korrekturterme
beschaffen, aber dies kann keine korrekte lorentzinvariante Theorie ersetzen, fiir die
ein klarer Bedarf besteht.

Die korrekte relativistische Wellengleichung fiir Elektronen wurde 1928 von Paul Dirac
angegeben (Nobelpreis 1933, fiir die Vorhersage des Positrons; gemeinsamer Preis mit
Erwin Schrédinger). Wir werden die Diracgleichung in dieser Vorlesung behandeln.

Ein zweiter Defekt der Quantenmechanik ist mindestens genauso ernst zu nehmen:
Prozesse, in denen Teilchen erzeugt oder vernichtet werden, konnen nicht beschrieben
werden. Wegen der Normierung der Wellenfunktion und der Wahrscheinlichkeitsin-
terpretation ist ein Elektron immer vorhanden oder immer nicht vorhanden. Ein
Beta—Zerfall z.B., bei dem ein Elektron und ein Antineutrino entstehen, wobei sich
ein Neutron in ein Proton verwandelt, ist der Wellenmechanik fremd. Ein noch ein-
facheres Beispiel: Ein angeregtes isoliertes Atom - es sei kein elektromagnetisches
Feld vorhanden - geht nach einiger Zeit in den Grundzustand oder einen anderen
energetisch tieferen Zustand iiber unter Emission eines Photons. Auch dieser Prozess
existiert in der Wellenmechanik nicht.

Der Durchbruch bei diesem Problem gelang ebenfalls Paul Dirac mit einer Arbeit
1927, die den Titel “The Quantum Theory of the Emission and Absorption of Radia-
tion” hatte. Dirac eréffnete damit, was man heute Quantenfeldtheorie (QFT) nennt.
Diese Entwicklung ist ebenfalls Thema dieser Vorlesung.

Dabei geht es zunachst um die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes, wo-
durch dem Feld Teilchen mit einer bestimmten Masse und einem bestimmten Spin
zugeordnet werden. Wir werden diskutieren, wie den transversalen Anteilen des
elektromagnetischen Feldes die Photonen als quantenmechanische Teilchen mit Ruh-
masse 0 und Spin 1 entsprechen. Im Rahmen dieser Theorie konnte eine Vielzahl
von Prozessen, bei denen Photonen emittiert oder absorbiert werden, quantita-
tiv beschrieben werden (Quantenelektrodynamik, QED). Die Rechentechniken, die
diese Theorie umfassend anwendbar machten, wurden zwar erst um 1950 voll ent-
wickelt, so dass GroBlen wie die Lambshift (2sq,9-2p;/o-Aufspaltung in der Fein-
struktur des Wasserstoffatoms) mit hoher Prézision berechnet werden konnten (No-
belpreis Feynman, Schwinger, Tomonaga 1965). Aber die physikalischen Grundla-
gen dieser Theorie waren schon kurz nach 1930 klar. [Die Entwicklung dieser
Rechentechniken wurde durch die Divergenz der Integrale verzogert, die bei der
storungstheoretischen Berechnung der Prozesse vorkommen. Dieses Problem, das we-
gen der Punktférmigkeit der Teilchen auftritt (“Ultraviolettdivergenz”), konnte durch
eine Renormierung genannte Prozedur gelost werden. Man sagt, die Quantenelektro-
dynamik ist eine renormierbare Feldtheorie. ]




Damit die Erzeugung und Vernichtung von Elektronen beschrieben werden kann,
mufl auch das Diracfeld quantisiert werden. Man spricht hier auch von der zweiten
Quantisierung. Sie ermoglicht die vollige Wandlung der Quantenmechanik in eine
Quantenfeldtheorie.

Eine Naturbeschreibung im Rahmen der Quantenfeldtheorie unter Beriicksichtigung
der Lorentzinvarianz als einem universellen Symmetrieprinzip hat interessante allge-
meine Konsequenzen. Wir erwiahnen hier die folgenden beiden Regeln:

1. Zu jedem geladenen Teilchen existiert ein Antiteilchen mit entgegengesetzter
Ladung, gleicher Masse und gleicher Lebensdauer.

2. Alle Teilchen gehorchen dem Spin—Statistik—Theorem (Pauli 1940): Teilchen mit
halbzahligem Spin haben Fermi—Dirac—Statistik, Teilchen mit ganzzahligem Spin
Bose—Einstein—Statistik.

Nachdem die Quantenfeldtheorie (in Form der QED) die elektromagnetische Wech-
selwirkung zwischen Elektronen (und Positronen) so hervorragend beschreibt, stellt
sich die Frage, ob sie auch fiir andere Teilchen und Wechselwirkungen erfolgreich
ist. Nukleonen unterliegen kurzreichweitigen und sehr starken Kernkraften (“Starke
Wechselwirkung”). Hier hat Yukawa 1935 gefolgert, dass das Feld der Kernkrifte
Feldquanten mit einer Ruhmasse von einigen 100m. haben sollte. Die 1947 entdeckten
m—Mesonen haben tatséchlich diese Funktion (Nobelpreis Yukawa 1949). (Vorher war
falschlich das 1937 in der Hohenstrahlung entdeckte Myon als das Kernkraftquant be-
trachtet worden.) Wir wissen allerdings heute, dass diese Beschreibung der Kernkrifte
nicht fundamental ist.

Als dritte Wechselwirkung ist die fiir den Beta—Zerfall verantwortliche schwache
Wechselwirkung zu nennen. Sie ist sehr kurzreichweitig und wiirde durch sehr massive
Feldquanten vermittelt.

Wir besitzen heute fundamentale Theorien fiir die starke und die schwache Wechsel-
wirkung im Rahmen der Quantenfeldtheorien. Der Zugang zu diesen Theorien ist
durch die Erkenntnis méglich geworden, dafl die lokale Eichinvarianz ein grundlegen-
des Prinzip der Naturbeschreibung ist. Dieses Prinzip werden wir spéater ebenfalls
besprechen.

Insgesamt kann man daher zusammenfassen, dass im Rahmen der relativistischen
Quantenfeldtheorie das Prinzip der lokalen Eichinvarianz zu einer umfassenden
Beschreibung der starken, elektromagnetischen und schwachen Wechselwirkung zwi-
schen den Fermionen fiihrt.

In diesem Rahmen beschreiben wir die Natur zur Zeit folgendermaflien: Es gibt
Spin—1/2-Fermionen (Leptonen und Quarks), die gewisse globale Eichsymmetrien be-
sitzen. Die Forderung, dass diese Symmetrien lokal sein sollten, hat unumganglich zur
Folge, dass es Eichbosonen (Spin—1-Teilchen) gibt, die Wechselwirkungen zwischen
den Fermionen vermitteln. Die Eichinvarianz, die mit der Erhaltung der elektrischen
Ladung verkniipft ist (Phaseneichung U(1)), ist seit langem bekannt und erzwingt die
Existenz des Photons und die elektromagnetische Wechselwirkung. Die anderen Eich-
symmetrien waren viel schwerer zu erkennen. Es gibt eine flavor-SU(2)-Symmetrie,
die die Existenz der 3 Eichbosonen W, W~ und Z° erzwingt (Nachweis Z° 1983,
Nobelpreis Rubbia 1984) und die schwache Wechselwirkung zur Folge hat. Es gibt
auflerdem eine color-SU(3)-Symmetrie, die die Existenz von 8 Gluonen zur Folge
hat, die die starke Wechselwirkung zwischen den Quarks erzeugen. Die Kernkrafte




sind in dieser Beschreibung effektive Restwechselwirkungen dhnlich wie die van der
Waals—Wechselwirkung zwischen Atomen.

Es gibt einen besonders engen und auch experimentell gesicherten Zusammenhang
zwischen der elektromagnetischen und der schwachen Wechselwirkung. Dies fiihrte zu
einer Erweiterung der QED auf eine QFT der elektro—schwachen Wechselwirkung, die
Glashow—Salam—Weinberg—Theorie (GSW-Theorie, Nobelpreis Glashow, Salam und
Weinberg 1979). Die starke Wechselwirkung wird durch die Quantenchromodynamik
(QCD) beschrieben. Es gibt Griinde fiir die Vermutung, dass sich GSW-Theorie und
QCD zu einer grofien vereinheitlichten Theorie (GUT) zusammenfassen lassen sollten.
Solche GUTs haben allerdings zur Zeit noch relativ spekulativen Charakter.

Die einzige Wechselwirkung, die bisher nicht erfolgreich im Rahmen der QFTen
beschrieben werden konnte, ist die Gravitation. Das Gravitationsfeld der allgemeinen
Relativitéatstheorie ist ein Tensorfeld und wiirde Feldquanten mit Spin 2 (und Masse 0)
haben. Der direkte experimentelle Nachweis solcher Feldquanten (Gravitonen) ist weit
auflerhalb aller Moglichkeiten. Zur Zeit gibt es nicht einmal einen direkten Nachweis
dafiir, dass das Gravitationsfeld dynamisch ist (Gravitationswellen). Es gibt jedoch
recht iiberzeugende indirekte Hinweise auf deren Existenz durch die Beobachtung,
dass gewisse Doppelsterne einander beschleunigt umkreisen. Diese Beobachtung kann
zwanglos durch Strahlungsdampfung aufgrund der Emission von Gravitationswellen
erklart werden.

Der Tensorcharakter des Gravitationsfeldes (im Vergleich zum Vektorcharakter der
anderen Wechselwirkungsfelder) zeigt schon, dass die Gravitation nicht v6llig analog
zu den anderen Wechselwirkungen behandelt werden kann. Neue Hoffnung, die al-
ten Schwierigkeiten zu liberwinden, wurden durch die Entdeckung des Konzepts der
Supersymmetrie geweckt. Trotz dieses Fortschritts gibt es bis heute keine brauchbare
QFT der Gravitation (keine “renormierbare” QFT). Die Supersymmetrie wiirde zur
Folge haben, dass zu jedem Teilchen ein supersymmetrischer Partner gehort. Solche
bisher nicht beobachteten Partner sollten mit der nachsten Beschleunigergeneration
beobachtbar werden.

Als Alternativen zu QFTen werden heute die Stringtheorien diskutiert, in denen
die Teilchen keine punktférmigen, sondern linienféormige Objekte sind. Das zeitliche
Schicksal eines solchen Objekts wird nicht durch eine Weltlinie, sondern durch eine
zweidimensionale Weltfliche beschrieben. In 2 Dimensionen (und nur dort) hat
man mit der konformen Gruppe eine besonders reichhaltige Invarianzgruppe zur
Verfiigung, die es ermdglicht, den Stringtheorien besonders weitreichende Struktur
zu geben. Stringtheorien mit Supersymmetrie (Superstringtheorien) scheinen vielver-
sprechende Strukturen fiir eine umfassendere Beschreibung aller vier Wechselwirkun-
gen zu sein. Damit eine solche Theorie akzeptabel ware, miisste sie eine Reihe von
Eigenschaften in sich vereinigen. Nach einer solchen Theorie wird immer noch gesucht
mittels einer vollstdndigen gruppentheoretischen Klassifikation aller Superstringtheo-
rien.

Inzwischen gibt es weiterfithrende Spekulationen, nach denen auch die Stringtheo-
rien nicht als fundamental anzusehen wéaren. Aufgrund von Dualitatsbeziehungen
zwischen Stringtheorien vermutet man eine noch umfassendere Theorie (M-Theorie)
hinter den Stringtheorien, in der die Teilchen nicht nur linienférmige, sondern auch
flachenformige und héherdimensionale Objekte waren.

Die rdaumliche Ausdehnung der Teilchen im Rahmen der Stringtheorien wiirde von



der Groflenordnung einer Planckléange Ip sein. Diese Langenskala ist dadurch gekenn-
zeichnet, dass die Gravitation eine starke Wechselwirkung ist und dass Quanteneffekte
ins Spiel kommen. Hierzu definieren wir zu jeder Masse M einen Gravitations— oder
Schwarzschildradius rg so, dass die Ruhenergie Mc? vergleichbar mit der potentiellen
Gravitationsenergie einer Kugel der Masse M ist: Mc? ~ GM?/rs oder

rs ~ GM/c%.

Die Quantenmechanik kommt hierbei ins Spiel, wenn diese Energie vergleichbar mit
der quantenmechanischen Nullpunktsenergie eines Teilchens der Masse M ist, das in
eine Kugel mit Radius rg eingesperrt wird, Mc? ~ hc/rg. Dies ist gleichbedeutend
mit einer Vergleichbarkeit des Gravitationsradius mit der Comptonwellenlénge,

rg ~ h / Mec.
Die simultane Erfiillung der beiden obigen Beziehungen definiert die Planckmasse

Mp ~ /he/G ~ 10" ke,
die entsprechende Energieskala
Mpc? ~ 10" GeV
und die Plancklange

Ip ~/Gh/c3 ~ 1073 m.

Die Punktformigkeit der Leptonen und Quarks ist derzeit bis zu einer Grofle von
107" cm experimentell gesichert. Dies zeigt, wie weit mogliche Physik auf der
Langenskala der Plancklange von einer direkten Beobachtbarkeit entriickt ist.

Nach diesem kurzen Uberblick iiber die neueren Entwicklungen der Quantentheorie
beginnen wir jetzt mit einer Rekapitulation der Grundbegriffe der Feldtheorie.



2. Diskrete und kontinuierliche klassische Mechanik

In der klassischen Mechanik lernen wir, dass die Dynamik eines Systems von Massen-
punkten aus der Lagrangeschen Bewegungsgleichung

4oL, o _
dt\0¢;"  Oq;

folgt, die ihrerseits aus dem Hamiltonschen Variationsprinzip

to

t1

abgeleitet werden kann. Dabei ist die Lagrangefunktion

L=T-V

als Differenz zwischen kinetischer und potentieller Energie gegeben. Mit den zu ¢;

kanonisch konjugierten Impulsen
oL

- dq;

ergibt sich die Hamiltonfunktion des Systems zu

H= Zpiqi ~ L.

Di

Dabei ist H als Funktion der Variablen ¢; und p; zu betrachten.

Als einfaches Beispiel fiir den Ubergang zu einer Kontinuumsmechanik betrachten
wir nun eine lineare Kette identischer Teilchen der Masse m, die paarweise durch
identische Federn der Federkonstante k verbunden sind. Wenn n; die Auslenkung des
i-ten Teilchens aus seiner Ruhelage ist, lautet die Lagrangefunktion des Systems

1 :
L=3 > mif = k(nigr —ni)?).

(3

Zur Durchfiihrung eines Kontinuumslimes erweitern wir mit dem Gleichgewichtsab-
stand a benachbarter Teilchen:

L:ZCL[@, Ei:

Wenn man jetzt a = dz — 0 gehen lésst, sollten ™ = p (lineare Massendichte) und

[g;ﬁg__ka(ﬂtﬂzilﬁ)Q]

N | =

ka =Y (Youngscher elastischer Modul) konstant gehalten werden. Aus =" wird
dann die Ableitung %, wobei (x) ein kontinuierliches Auslenkungsfeld geworden ist.

Wir haben jetzt
L= / dx L

mit der (eindimensionalen) Lagrangedichte

_]_ .9 8772
L=g[m=Y(5-)7].



Fiir die partiellen Ableltungen des Auslenkungsfeldes werden wir im folgenden meist
die Abkiirzungen n, = 22 und n, = 7 = 2

21 henutzen.
oz ot

Das Hamiltonprinzip lautet im Kontinuumsfall

to
oS = 5/ dt/dxﬁ(n,m,nx) =0
ty

Hierbei kann 7(x) beliebig variiert werden mit der Einschrinkung, dass én an den
Grenzen der t— und der x—Integration verschwindet. Man erhélt dann

08 = /dt/dx{—5?7+ £577$ gﬁént}
ut

0 8/3 0 ,0L
= Jn far G = ) = =0

woraus die Euler-Lagrange-Gleichung

ooc, oo o
ox On, Oton, On

folgt. Fiir unser Beispiel lautet sie
0%n 0%n
— — p— = 0;
Ox? ot?

die Losungen dieser eindimensionalen Wellengleichung sind Wellen, die sich mit der
Geschwindigkeit v = /Y /u ausbreiten.

Zur Lagrangedichte £ konnen wir eine Hamiltondichte H definieren

1
H — U(Z—E_ﬁ (im Beispiel: H = — [l“? +Y(gz> D,

so dass H = [dz'H. Das zu n(x) kanonisch konjugierte Feld wird oft mit 7(z) = 25
(im Beispiel: 7(x) =

= &
un(z)) bezeichnet; H ist natiirlich als Funktion der Felder n und
7 zu betrachten.



3. Klassische Skalarfelder

Die Uberlegungen des vorigen Abschnitts koénnen leicht auf drei Raumdimensionen
verallgemeinert werden. Wir betrachten dabei zunéchst ein reelles Feld ®(x,t).
Die Lagrangedichte héngt von ®, 0®/0z) (kK = 1,2,3) und 0®/0t ab und die
Euler-Lagrange—Gleichung lautet

oL 0 oL oL

>0
; oz; 903 000 T 5t \aaaan) " 9e =

Wir wollen nun annehmen, dass die Dynamik des Feldes ¢ lorentzinvariant ist. Dies
erfordert eine lorentzskalare Wirkung S = [d¢ fd3x£ und wegen der Lorentzinvarianz

des vierdimensionalen Volumenelements dtdy eine unter der Poincarégruppe invari-
ante Lagrangedichte £. Eine relativistisch kovariante Formulierung kann man ent-
weder mittels des metrischen Tensors g, (1, v = 0,1,2,3) und reeller Vierervektoren
oder unter Vermeidung des metrischen Tensors (und der Unterscheidung zwischen ko-
varianten und kontravarianten Vierervektoren) mittels einer imaginéren vierten Kom-
ponente erreichen. Letzteres ist auf die spezielle Relativitatstheorie beschrankt. Wir
werden hier in Anlehnung an das Buch von Sakurai trotzdem (zumindest vorlaufig)
diese komplexe Schreibweise verwenden:

x, = (x,ict), x4 =ict = ix.

Lorentztransformationen werden dann durch Matrizen a,, mit reellen Elementen fiir
w,v = 1,2,3 bzw. p,v = 4 und rein imaginaren Elementen fir p = 1,2,3; v = 4
bzw. = 4; v = 1,2,3 beschrieben und haben die Eigenschaft (Summationskonven-
tion)

aupapy =0y, d.h. (a_l)u,, = Gy

Vierervektoren transformieren sich dann wie
ro_
T, = QuTy

mit der Umkehrung

T, = awx:,
Wir lesen daraus mittels der Kettenregel ab:
0 dx, O 0
= = Q E—
dx),  Ox), Ov, "ox,’

d.h. 9, = a% ist ein Vierervektor. Skalarprodukte von Vierervektoren b, und c,,
N

4
b‘cibu~cM:ZbucM:b-c—bo-co,
pn=1

sind invariant unter Lorentztransformationen; denn es gilt

V- =aubiauney = 0unboexy =b-c.



Tensoren vom Rang 2 haben dieselbe (reell-imaginir)—Struktur wie die Lorentztrans-
formationen und sind durch das Transformationsverhalten

/
tuy — a’,u,)\a/l/fﬁt)\:‘ﬂ?

definiert. Die obige Euler-Lagrange—Gleichung hat also die kovariante Form

oL oL
%8®ﬂﬁ_55_&

wobei die Lagrangedichte ein Lorentzskalar sein mufl. Die Forderung der Lorentzin-
varianz fiir die Lagrangedichte schrankt die Moglichkeiten fiir Feldgleichungen stark
ein. Wir verdeutlichen uns dies zunachst hier am Beispiel des reellen Skalarfeldes @,
das sich unter Lorentztransformationen folgendermaflen transformiert:

d'(2') = ®(x) (= ®(a'2'), wenn 2’ = ax).

Aus Griinden der Translationsinvarianz kann £ nur von ® und von 9, abhangen,
nicht von z,, selbst. Wenn die Feldgleichung linear sein soll, gibt es kaum noch Freiheit
in der Wahl von L:

L= _%(auq) 0,® + *d?).

Der Parameter i hat dabei offenbar die Dimension einer inversen Lange. Die
zugehorige Feldgleichung lautet

—0,0,® + *® =0

oder mit dem d’Alembertoperator 0 = 0,,0,, = A — C% g—;

0% — u?® = 0.

Dies ist die Klein—-Gordon—Gleichung (Klein, Gordon, Schrodinger und andere ~
1925). Um diese Gleichung als quantenmechanische Bewegungsgleichung zu nutzen,
betrachten wir sie zusammen mit der relativistischen Energie-Impuls—Beziehung eines
Teilchens der Masse m:

EQ :p202 + (mc2)2_

Die aus der Quantenmechanik bekannten Substitutionen F — ih%, p — —iha%
fithren auf eine Klein—-Gordon—Gleichung mit

p = mc/h.

Dabei ist 1/p die Comptonwellenlédnge eines Teilchens der Masse m. Die Klein—
Gordon—Gleichung lautet dann

K200 — m2P = 0.
Diese Klein—Gordon—Gleichung ist die korrekte relativistisch invariante Wellenglei-

chung fiir Teilchen der Masse m mit Spin 0. Angewandt auf w1 (m = 140 MeV/c?)
ergibt sich 1/p = 1.41-10713 cm.



An dieser Stelle konnen wir nun die Uberlegung von Yukawa nachvollziehen, nach der
ein Skalarfeld eine attraktive Wechselwirkung zwischen Nukleonen vermittelt. Wir
nehmen dazu an, dass die Nukleonen eine Ladung G tragen, die das Mesonfeld erzeugt.
Mit der Ladungsdichte p wird dies durch die Lagrangedichte fiir die Wechselwirkung

Eint =—-0. 1%
beschrieben. Die Feldgleichung erhalt damit eine Inhomogenitat und lautet:
00 — u?® = p.

Fiir eine punktformige Ladungsquelle bei x = 0 ist p = Gd(x) zu setzen. Wir suchen
eine statische Losung der inhomogenen Klein—Gordon—Gleichung

(A — p*)® = G§(x).
Mittels Fouriertransformation erhalten wir die Losung (¢ > 0, r = |x])

G e BT

4m 1

d(x) = (Yukawapotential).

Wenn nun ein Nukleon bei x; ein Feld erzeugt, sieht ein zweites Nukleon bei x5 das
Feld

G 6_/1|X1—X2|
o = —— .
1(x2) A |x1 — Xo|
Die Li,; entsprechende Hamiltondichte ist Hiyy = —Liny = Pp. Tragt das zweite
Nukleon dieselbe Ladung G wie das erste, so ist die Wechselwirkungsenergie

GQ e—u|x1—xQ|

int

Hyy” = / A ®1(x) G 6(x — x2) = G By (x2) =

_E |X1 —X2| ’

Die Masse m bewirkt die kurze Reichweite dieser Wechselwirkung. Das Vorzeichen
ist vollig unabhéangig von den obigen Konventionen und kommt alleine vom skalaren
Charakter des Feldes ®. Die analoge Coulombwechselwirkung ist bei gleichen Ladun-
gen bekanntlich abstoflend. Der Unterschied im Vorzeichen der Wechselwirkung riihrt
daher, dass das vermittelnde Feld in der Elektrodynamik ein Vektorfeld A, ist.

Tatséchlich ist die obige Beschreibung keine realistische Beschreibung fiir den Me-
sonaustausch. Es stellte sich nadmlich heraus, dass das Pion ein pseudoskalares
Teilchen ist. Um eine korrekte (skalare) Kopplung dieses Teilchens an ein Nuk-
leon zu beschreiben, mufl man den Spin der Nukleonen einbeziehen und sie als
Diracteilchen beschreiben. Wir werden diese Sachverhalte spéter besser verstehen

lernen. Auflerdem sollte man die Existenz von 3 Pionen (7T, 7% 7~) beriicksichtigen.

Wir wollen uns jetzt klarmachen, dass das Teilchen—Antiteilchen-Paar (71, 7~) durch
ein komplexwertiges Klein—Gordon—Feld beschrieben werden kann. Dazu betrachten
wir zwei reelle Klein—Gordon—Felder ®; und ®5 mit identischen Massen und bilden
daraus die komplexen Felder

LD Dy, By — iy

=% ¥="75



Die Lagrangedichte dieser Felder lautet
ﬁ——l(a $,0,®; + 2<1>2)—1(a 20, Py + 2 ®3) = —(0,9*0,P + 2% D)
= g \Cu 10,P1 T Ly 9 \“h 20,®2 T - Po) = © Iz K :
Die zugehorigen Feldgleichungen sind
00y — p*®1 =0, Oy —p*dy=0
oder
O0®* — p20* =0, 00— p?d =0.

Letztere kann man als Euler-Lagrange-Gleichungen erhalten, indem man formal &
und ®* als unabhéangige Felder auffasst.

Um die elektrischen Ladungen von ¢ und ®* in Beziehung zu setzen, nehmen wir an,
das ®-Feld habe die Ladung e und koppeln es an das elektromagnetische Feld. Dies
geschieht durch die Vorschrift

h h e )
0= 20— - A (Au = (A1)

oder

ie
8N d DN = 8“ — %AN

Ist nun ®(z) eine Losung der Feldgleichung D, D, ® — p?*® = 0, dann ist ®*(x) eine
Losung der Feldgleichung D, D, ®* — p?®* = 0, wobei D,, = 9, + 1< A,,. Man beachte
hierzu, dass die vierte Komponente in 0, rein imaginar ist, so dass

b DZ (n=1,2,3)
FEND; (=),

Komplexe Klein—Gordon—Felder stellen also auf natiirliche Weise Paare von geladenen
skalaren Teilchen und Antiteilchen dar.

Am Beispiel des komplexen Klein—-Gordon—Feldes konnen wir das Prinzip der lokalen
Eichinvarianz erlautern. Die Lagrangedichte

L=—(0,92"0, + pu*®*®)

ist invariant unter der globalen Eichtransformation ® — & = eX®. Wir zei-
gen zunachst, dass die globale Eichinvarianz einen globalen Erhaltungssatz — eine
Kontinuitatsgleichung — zur Folge hat. Dazu berechnen wir die Wirkung einer in-
finitesimalen Eichtransformation 6® = ix®, 0®* = —ix®* auf L:

oL oL oL oL
= 0L = [=0P + ———6(9, D O + ————5(9,P*
0=46L [8(1)5 + 8(%(1))5(8“ )] + [8<I>*5 + a(aﬂé*)(w“ )]

oL oL oL oL .
(36 — au(M)]é(b + 5 — ‘%(Wﬂ(@
oL oL

+ O {3@“@) 0P + 20,07 6®*]  (Produktregel)

. 0L oL . :
X0, [—z(a(auq))q) — 6(8@*)(1) )] (Euler-Lagrange—Gleichung).




Die globale Eichinvarianz hat also zur Folge, dass die Viererstromdichte

. ac Y
In = _Z(a(aucb)q) T 90,07 " )

— (9,0 - — B - 9,)

der Kontinuitatsgleichung
Ouju =0

geniigt.

Mit dem Prinzip der lokalen Eichinvarianz argumentiert man nun, dass jede globale
FEichinvarianz lokal sein sollte. Das heifit, £ sollte invariant unter Transformationen

d(z) — P () = eX@d(z)

mit beliebigen Skalarfeldern x(x) sein. Der Massenterm ®*® hat diese lokale Inva-
rianz, aber der kinetische Term 8,®*0,,® respektiert sie nicht. Man kann die lokale
Eichinvarianz dieses Terms jedoch erzwingen durch Einfiihrung eines Eichfeldes A,,,
indem man die Substitution

e

he

1e

Oy, — D, =0, — >

A, bzw. 9, — D, =0, +—A,
durchfiihrt, die den Vierergradienten J,, durch den eichkovarianten Vierergradienten
D,, ersetzt. Wegen der Identitaten

1x(x ie hC ix(x) 1x(x
Xl )DM = [0 — %(Au+;auX)]€X( )= Dye X
und _ 5
—ix(x) M e C —ix(z) - —ix(x
e )Du:[au‘l‘%(flu‘*'? uX)]e X():DZLQ X
ist

D,®*D,® = D, "D &'
eichinvariant, wenn man das Eichfeld simultan der Eichtransformation

he
AHHAL:A#_{—? nX

unterwirft. Dies motiviert die Existenz eines vektoriellen Eichfeldes (hier des elektro-
magnetischen Feldes).

Die eichkovariante Lagrangedichte des komplexwertigen Klein—Gordon—Feldes lautet
also .
L=—(D,®*D,® + 1*®*P).
Daraus folgen die kovarianten Euler-Lagrange—Gleichungen
oL oL
R L
0P+ (D, ®*)

oder
—D,D,® + (i*® =0



fur das Feld ® und

oL - oL ) =0

2% D“(a(pucp)

oder o
—D, D, ®* + u?®* =0

fiir das Feld ®*. Eine Wiederholung der obigen Herleitung der Kontinuitatsgleichung
mit der kovarianten Lagrangedichte fiihrt auf die Stromdichte

j. = —i®* - D,® +i® - D,
und die kovariante Kontinuitatsgleichung lautet wie vorher
Ouju = 0.

Zur Vervollstandigung der Theorie mufl das Eichfeld selbst noch eine eigene Dynamik
erhalten, die im Falle der Elektrodynamik wegen der Linearitat der Maxwellgleichun-
gen durch eine in A, quadratische eichinvariante Lagrangedichte erzeugt wird. Eich-
invariant ist der Feldstarketensor

F,, =0,A, —0,A,

(allgemeines Konstruktionsprinzip: [D,, D,] = FF,,,) und die Lagrangedichte kann
als proportional zum Skalar F,, F),,, angesetzt werden.

Als zweites Beispiel fiir ein Teilchen—Antiteilchen—Paar skalarer Mesonen betrachten
wir das Paar der seltsamen Mesonen (K°, K°). Diese Mesonen sind zwar nicht elek-
trisch geladen, unterscheiden sich aber durch eine andere unter der starken Wech-
selwirkung erhaltene Quantenzahl voneinander, der Strangeness S bzw. der Hyper-
ladung Y. Daher kénnen K° und K° ebenfalls durch ein komplexes Klein—Gordon—
Feld ® beschrieben werden. Die Erhaltung der Hyperladung ist allerdings durch die
schwache Wechselwirkung verletzt. Dies bewirkt eine Umwandlung von ® und &*
ineinander (ein Prozess zweiter Ordnung in der schwachen Wechselwirkung), die man
phanomenologisch durch Zusatzterme in £ erfassen kann:

52
L=-0,0"0,® — n*®*® — 5((1)@ + O*P*),

die mit dem Parameter § die schwache Umwandlung der Felder & und ®* ineinander
beschreiben. Hiermit sind ® und ®* keine stationadren Zustande der Feldgleichungen
mehr, die jetzt

0P — 2® — 620* =0 und 0Od* — p2d* — 520 =0
lauten. Diese Lagrangedichte ist jedoch diagonal, wenn man sie in den reellen Feldern
&, = /2Re® und ®5 = /2Imd schreibt, und man erhélt
1
L=—3 (0,210, ®1 + 0,20, P2 + (1° + 6*)®F + (1> — 6°)@3].

Stationdr (Eigenzustédnde des Massenoperators) sind jetzt ®; und ®5 mit den leicht
verschiedenen Massen my o = 21/p2 £62 (62/p2 ~ 10713).

C



Bemerkung: Das Mesonpaar (K, K°) ist dadurch von besonderem Interesse, weil an
ihm die C'P—Verletzung in der schwachen Wechselwirkung entdeckt wurde. Durch
geeignete Phasenwahl kann man ® und ®* so definieren, dass

CPP =9 und CP®* =9
gilt. Daraus folgt fiir die Masseneigenzustande
CP®, =9, und CP ®y = —Ps.
Aufgrund dieser verschiedenen Symmetrie zerfallen ®; und ®, sehr verschieden:
®; — 77~ (oder 7°70) (112 = 107"0s),

®y — 31 (112~ 5-107%s).

Genaues Studium dieser Zerfille hat 1964 ergeben, dass ®2 in 1% der Félle in 27
zerfallt. Dies war der Nachweis der C'P—Verletzung in der schwachen Wechselwirkung
(Nobelpreis fiir Cronin und Fitch 1980).



4. Das klassische Maxwellfeld

Die inhomogenen Maxwellgleichungen VE = 47p und V x B — %E = 47” j lassen sich
mit der Viererstromdichte j,, = (j,icp) und dem antisymmetrischen Feldstérketensor
(Fuw = —Fyp)

0 Bs —By —iF;
— B3 0 B —ibs

By —DB; 0 —iF3
1By 1By il 0

F,, =

kovariant schreiben als

4
8MF#,, = —7jl,

Wegen der Antisymmetrie von F),, folgt 0,0, F,, = 0, und damit ist notwendigerweise
die Kontinuitatsgleichung fiir den elektromagnetischen Strom erfiillt:

O0vjv = 0.

Die homogenen Maxwellgleichungen VB = 0 und V x E+ %B = 0 haben die Existenz
eines Viererpotentials A, = (A,i®) zur Folge, so dass

FE,, =0,A, —0,A,

die homogenen Maxwellgleichungen immer erfiillt. Durch Einsetzen dieses Ausdrucks
in die Maxwellgleichungen erhilt man 0,0, A4, — 0,(0,A,) = —47” j, und unter An-
nahme der Lorentzeichung 0,4, = 0 die inhomogene Wellengleichung

4
0,0, 4, = —% i

Die inhomogenen Maxwellgleichungen folgen als Euler-Lagrange—Gleichungen aus der
Lagrangedichte des elektromagnetischen Feldes

1 1. .
E = _16—7TF/J,VF/J,V + EALL];U

wenn man die Felder A, als die fundamentalen Felder betrachtet. Der erste Term mit
F,F, = 2(B? — E?) ist dabei die Lagrangedichte des elektromagnetischen Feldes

und es gilt
oL 1

m = _EFR>U

der zweite Term erzeugt die Kopplung des Feldes an die Quellen und es gilt

oL 1.
0A, cjﬁ.

Bemerkung: Die Stromdichte fiir Skalarfelder mit Ly, = —f)M(I)*DM(I) enthalt das
Viererpotential A, explizit, wie wir es auch aus der Schrédingerschen Wellenmechanik



fir Elektronen kennen. In solchen Fallen mufl der Kopplungsterm in der La-
grangedichte anstelle des Ausdrucks A,,j,, den Ausdruck

Al’f
Z/ Juday,
PRRAL

enthalten. Die richtige Stromdichte fiir relativistische Elektronen, die das Viererpo-
tential nicht enthalt, werden wir spater kennenlernen.

Zum AbschluB dieses Abschnitts wollen wir uns noch mit dem Ubergang von der La-
grangedichte des Feldes L., = _M%FMVFMV zur Hamiltondichte befassen, die wir
spater fiir die Quantisierung des Strahlungsfeldes brauchen werden. Wir werden
dabei die Identititen gy = — L Fy,, 044, = Fi, + 0, Ag und —5-Fy, - 9,44 =
+(A40,Fyy, — 0,(Fy, As)) benutzen. Laut der iiblichen Definition gilt mit den gene-
ralisierten Geschwindigkeiten 044,

OLem 1
Hem = ma414p - Eem - _EF4H(F4H + aﬂA‘l) - Eem
1
= E[EQ + A40y Fay — 0p(FiapAs)] — Lom
1

1
= S—W(EQ + B?) + 1 (AaVE = V(BAY)).
Der erste Term liefert den uns gelaufigen Ausdruck fiir die Energiedichte des elektro-
magnetischen Feldes. Den allerletzten Term, den wir durch Anwendung einer Pro-
duktregel erzeugt haben, konnen wir weglassen, weil er eine Divergenz ist und nur
einen Oberflachenbeitrag zur Gesamthamiltonfunktion liefern wiirde. Der vorletzte
Term proportional zu A4,VE kommt in dem geldufigen Ausdruck fiir die Feldener-
giedichte nicht vor. Wir sollten hier beachten, dass das Feld A4 kein dynamischer
Freiheitsgrad ist, weil seine Geschwindigkeit Ay in Loy nicht vorkommt. Daher ver-
schwindet auch der zugehorige kanonisch konjugierte Impuls 74 = Lo/ 8A4. Beim
Ubergang zur Hamiltonformulierung sollte man A4 deshalb nicht als Phasenraum-
variable betrachten. (Man beachte auch, dass die Lorentzkovarianz in der Hamilton-
formulierung sowieso verletzt ist, weil die Hamiltondichte kein Skalar, sondern eine
Komponente des Energie-Impulsdichte-Tensors ist.) Aus demselben Grunde sollte
man die zugehorige Maxwellgleichung (v = 4: VE = 4mp) nicht als Bewegungs-
gleichung, sondern als Randbedingung auffassen. In diesem Sinne lautet der obige
Zusatzterm

L A,VE= -3
4m
und verschwindet fiir freie Felder (p = 0). Wegen der frither besprochenen Eichfreiheit
A, _’AL =A,+0ux

kann man im tibrigen, wenn man mochte, A4 fiir freie Felder ganz eliminieren.



5. Das klassische Strahlungsfeld

Wir werden die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes kanonisch, d.h. anhand
der Hamiltonfunktion durchfiihren. Gegeniiber der alternativen Quantisierung im
Lagrangeformalismus hat das den Vorteil groflerer Transparenz und Anschaulichkeit,
jedoch den Nachteil, dass die Lorentzkovarianz nicht erkennbar ist.

Zunachst machen wir die Freiheitsgrade des Strahlungsfeldes sichtbar, indem wir die
Strahlungseichung, auch Coulombeichung genannt, wahlen. Man kann immer er-
reichen, dass das Vektorpotential transversal ist (VA = 0). Dazu fithrt man die
Eichtransformation A"®" = A?!* 4 ¥y mit

3
1 /
X(X, t) _ dw VIAalt (}(I7 t)

T An ) [x— x|

durch. Aus der Elektrodynamik wissen wir, dass dies die Losung der poissonartigen
Gleichung Ay = —VA?"' ist. Daher haben wir mit der Umeichung VA™" = 0
erreicht.

Mit dieser Eichung erfiillt das Skalarpotential Ay = ® nicht die Wellengleichung,
sondern die Poissongleichung

A®(x,t) = —dmp(x,t),

deren Losung nicht das retardierte, sondern das instantane Coulombpotential ist:

Bx.t) = [d P, )

x — x|

Dies ist die Strahlungseichung: Das Vektorpotential besitzt nur einen transversalen
Anteil (Zur Erinnerung: Mit der eindeutigen Zerlegung A = A + A, VA, =0,
V x A = 0 haben wir Aj| = 0 erreicht.) und das Skalarpotential ist vollig durch die
Freiheitsgrade der Materie festgelegt.

Nun formulieren wir die Hamiltondichte
H = Hem + Hint + Hunat,  H= [dzH

in der Strahlungseichung. Wir wissen schon aus dem letzten Abschnitt

Hem = i(EQ + B?) — p®
&1
und
Hint = _j,uA,u/C-

Hier werden sich in Hep, + Hint der —p®—Term aus Hey, und die vierte Komponente
aus Hiny wegen j,A, = j- A — cp® kompensieren! Wahrend sich das magnetische
Feld alleine durch A | ausdriicken lasst: B = V x A |, besitzt das elektrische Feld
E=-Vo- %A 1 auch longitudinale Anteile. Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung
E = E| + E_ ist jedoch offensichtlich

1.
EH:—V(I) und EJ_:——AJ_.
C



Zur Berechnung der Feldenergie fdga: E? beachten wir

/d‘?}cE” E, = /d%:V@- %AL = 1/ar?}c [V(®A,)— dVA,]=0

c

und

/d%’c E? = /d%’c VO VO = /d?:’v [V(PV®) — PAD] = 47 /d%’c ®p.
Daher erhalten wir nunmehr

1

1
Hem + Hine = o d% (B2 + E%) + po——j- Al)
T

d
x(2
1

(AL

dx[(VxAL) )]——/dIEJ A,

/ /3,pxt p(x',t)
x —x'|

Hier identifizieren wir den ersten Term als die Hamiltonfunktion des Strahlungsfeldes
Hy, = — [dx [(VAL) —f—(—AL) ]
8 c

Der zweite Term

1
HWW - _E/d?:’c(j AJ_)

beschreibt die Kopplung des Strahlungsfeldes an die elektrischen Strome in der Ma-
terie. Der dritte Term stellt nach der oben hervorgehobenen Kompensation von p®—
Termen die Nettowechselwirkungsenergie der elektrischen Ladungsdichten dar. An
der Positivitat erkennen wir, dass sich hier gleichnamige Ladungen, deren Wechsel-
wirkung durch ein Vektorfeld vermittelt wird, abstoflen (siehe die Diskussion der
Yukawawechselwirkung in Abschnitt 3). Wir betonen noch einmal, dass in der
Strahlungseichung sowohl der longitudinale Anteil des Vektorpotentials wie auch das
Skalarpotential vollstandig aus der Beschreibung eliminiert worden sind.

Wenn wir jetzt noch als H,,; die kinetische Energie nichtrelativistischer Teilchen
mit Massen m; und Ladungen e; hinzufiigen, erhalten wir die Hamiltonfunktion, die
erstmals von E. Fermi 1930 in dieser Eichung geschrieben wurde:

t , T
H: p] +wa+Hstr / /3/px x )
5 2m; |x — x/|
b € €i € )
Lo, (pj — ?AL(rw 0)? + Heer + ) g (+Selbstenergie).
J J i<j

(Hier kommt die im letzten Abschnitt fiir den Fall vektorpotentialabhéngiger
Stromdichten gemachte Bemerkung iiber die Lagrangedichte der Wechselwirkung zum
Tragen.)

Im Jahre 1900 erkannten Physiker wie Rayleigh und Jeans, dass das freie Strahlungs-
feld einer Schar von unabhangigen Oszillatoren ahnelt. Wegen VA =0 und & =0
fir p = 0 gilt fiir freie Felder in der Strahlungseichung auch die Lorenzkonvention




0, A, = 0 und daher erfiillt A ; die homogene Wellengleichung JA | = 0. Wir wollen
die Losungen dieser Wellengleichung durch den Separationsansatz
Aj(x,t) =u;(x)g;(t)  (Vu; =0)
suchen. Wegen Au — C%%u = 0 fiithrt dieser Ansatz auf die gewohnliche Differential-
gleichung (Schwingungsgleichung)
ij = —w;q
fiir die Zeitentwicklung und die partielle Differentialgleichung
wj
Auj + 0—211]' =0

fiir die Eigenmoden. In einem Volumen V seien die transversalen Eigenmoden, die
zu verschiedenen Frequenzen w; wegen der Hermitizitat des Operators A orthogonal
aufeinander sind, orthonormiert:

/d?’x u;(x)u(x) =65, (u; = 0 auf dem Rand von V).
1%

Die allgemeine Losung der Wellengleichung lautet damit
A(x,t) =) u;(x)g;(t).
J
Zur Berechnung der Hamiltonfunktion dieses Strahlungsfeldes brauchen wir die fol-
genden Identitaten:

Mit V x (V x ;) = —Au; = ‘:—gul ergibt sich
/d%c (V x A))(V x A) = q;q /d‘?}; (V x u)(V x w)

— 4 /d%; V(% (V x w)) + (Y x (V x w))]

2
_ Y

2
—q 6‘,l
CQ 1%

und L1 .
3 . . - .2 '
/dﬂ? EA] EA[ = C_2ql 63’1.
Insgesamt wird die Hamiltonfunktion fiir das Strahlungsfeld damit

1 .2 2 2
Hg, = 3rc2 zl:((h +wiq).

Wir erkennen, dass die Summanden wegen der Bewegungsgleichung fiir die ¢; zeitun-
abhangig sind. Zu kanonischen Variablen gelangen wir jetzt durch die einfache Um-
skalierung Q; = ¢q;/V4m ¢, P, = ¢;/v/4m c. Damit haben wir schliefSlich

1
Hstr - 5 zl:(]jlz + wlel2>

und die kanonischen Bewegungsgleichungen

aJHstr - 2 -

sind aquivalent zu §; + w?qlz =0.

- aI_Istr

P =
1 o,

=P,



6. Quantisierung des Strahlungsfeldes

Wenn man die Oszillatoren des letzten Abschnitts im thermischen Gleichgewicht be-
trachtet und jedem von ihnen eine mittlere Energie kT nach dem Gleichverteilungs—
und Virialsatz gibt, erhalt man das Rayleigh—Jeanssche Strahlungsgesetz, nach dem
die spektrale Verteilung der Energie oc w?kpT ist. (Der Faktor w? kommt dabei
von der Zustandsdichte: die Zahl der Eigenmoden mit Frequenz w ist in einem drei-
dimensionalen System proportional zu w?.) Fiir kleine Frequenzen entspricht dies
der beobachteten Verteilung in der Hohlraumstrahlung, fiir grole Frequenzen jedoch
nicht. Diese eklatante Diskrepanz nahm Max Planck 1901 zum Anlafl vorzuschlagen,
dass die Oszillatoren so quantisiert seien, dass die moglichen Energien Vielfache von
hw sind (mit der neuen Naturkonstante h). In der statistischen Physik lernt man,
dass die spektrale Verteilung dann die Form

hw?
u(w) ohw/keT _ 1
hat (Plancksches Strahlungsgesetz) in perfekter Ubereinstimmung mit der Beobach-
tung. Im Jahre 1905 benutzte Albert Einstein dann diese Lichtquanten zur Erklarung
des photoelektrischen Effekts.

Fiir uns ist heute die kanonische Quantisierung der harmonischen Oszillatoren ein
Kinderspiel, wie auch schon fiir Paul Dirac, der sie 1927 kurz nach der Entwicklung der
Quantenmechanik erstmals formulierte: Die Variablen @Q;, P, werden zu Operatoren
mit den kanonischen Vertauschungsrelationen

Es ist dann niitzlich, Auf— und Absteigeoperatoren

a, = (WlQl + ’iPl)/\/ 2hwy
af = (@Qi —iP)/\/2hw
mit den kanonischen Vertauschungsrelationen

einzufithren, die hier die Bedeutung von Photonenvernichtern bzw. —erzeugern be-
kommen werden und mit denen sich der Hamiltonoperator in der Form

Hy, = Z hwl(azral +1/2)
l

schreibt.

Der Hilbertraum des quantisierten Strahlungsfeldes lasst sich auf dem durch die
Bedingungen a;|0) = 0 ausgezeichneten Vakuumzustand |0) aufbauen. Eine Basis
von Zusténden kann durch die Angabe von Besetzungszahlen {n;} (n; =0,1,2,...)
gekennzeichnet werden:

Tyl




Mit der Umkehrung @Q; = / Q%Z(al + a;) und ¢; = V47 ¢ Q) erhalten wir jetzt fiir den

Operator des transversalen Vektorpotentials (im Heisenbergbild)

A h —iw iw
A(x,t) = ;ul(x)\/@rcw % [a,e” " + alTe 1],

Falls spezifische geometrische Einschrankungen keine Rolle spielen, wahlt man einen
Kasten als Quantisierungsvolumen und erhalt als Eigenbasis gewohnliche Impulseigen-
zustinde (I — ka (a=1,2))

Uk (X) = ﬁe €kor-
Dabei garantiert ein Rechtsdreibein €1, €5, k mit den normierten Polarisationsvektoren
€xq die Transversalitit und es gilt wik, = c|k| = wk. Da die Eigenmoden jetzt kom-
plexwertig sind und wir auch komplexwertige Polarisationsvektoren zulassen wollen

(siehe in Kiirze die Diskussion des Eigendrehimpulses der Photonen), mufl man in
sinnvoller Verallgemeinerung der obigen Formel

~ 1 [ h ) )
A(X7 t) = \/_V Z VAar e m [6kaakaez(kx—wkt) + el;kaa;f(ae—z(kx—wkt)]
ka

schreiben. Daraus ergeben sich fiir die Operatoren der Feldstarken die Formeln

. 1. i . .
E (xt)= ——-A=— VJornhowlen a. etlkx—wit) _ ox T —i(kx—wkt)
1(x,1) c ,—Vg k[€xa ko N ]
und

. ) k . .
B(x,t) = VxA= # E v 21 hwy e (€10 Ty, € IR — el;“aaf{ae_’(kx_‘”kt)].
ko

Fiir den Impuls des Strahlungsfeldes erhélt man nach kurzer Rechnung, wobei Terme
proportional zu akaG_kqo Uund a_ka0ke einander aufheben und wegen >, k/2 =0
kein konstanter Beitrag auftritt,

L1
P = dx (E, x B) thakaaka

dre

Der Drehimpuls des Strahlungsfeldes kann in einen Bahn— und einen Spinanteil zer-
legt werden. Mit der Identitét (siehe Anhang A)

3 3
0
XX(EJ_XB ZEJ_mXXV)AJ_m (EJ_XAL Za—ELm(XXALﬂ

m=1

erhalt man .
J= — [di(xx (EL xB)) =J,+J,



mit
1 [ 23

und
1

3
Jo=— [dz(E; x A)).
T Adne (EL 1)
Die oben mittels reeller €y, eingefiihrten Basiszustdnde sind offenbar keine Eigen-
zustande zu Jg, weil sie unter Rotationen miteinander vermischt werden. Sie
beschreiben linear polarisierte Photonen. Wir konnen Zustande konstruieren, die
bei Rotationen um die k-Richtung Eigenzustande sind:

1
er =+— (€ +ier).

V2

Man macht sich leicht klar, dass bei einer Rotation um den Winkel ¢ um die k—Achse
tatsachlich
Ri(p)e ™ = eFi%e®

gilt und damit konsistent der plausible Ausdruck fiir den Spindrehimpuls
; k. i i
Js = Z h%[ak-i—ak—k — a0y ]
Kk

folgt, wobei

ax+ = iﬁ(am + jays)

die Vernichter fiir die =—Photonen sind. Der Eigendrehimpuls der Photonen hat nur
nichtverschwindende Komponenten in Richtung k mit den beiden moglichen Eigen-
werten +h. Die Eigenmoden + entsprechen zirkular polarisierten Photonen. Der Spin
des Photons ist daher gleich h. Im Unterschied zu einem gewohnlichen Teilchen mit
Spin 1 ist der Zustandsraum nicht drei—, sondern nur zweidimensional und wird von
den beiden Zustanden mit J? = +h aufgespannt. Wegen der Transversalitéit fehlt der
Zustand mit JZ = 0. Dass dies moglich ist, ist wiederum eng mit dem Verschwinden
der Ruhemasse des Photons verkniipft. Bei einem Teilchen mit positiver Ruhemasse
kann man in das Ruhsystem des Teilchens gehen und dann den Spin in jede beliebige
Richtung drehen.

Nebenbemerkung: Nach der Einfiihrung der Erzeuger und Vernichter a; und q,
fiir Photonen als Bosonen stellt sich die Frage, ob es moglich ist, dhnliche Ope-
ratoren zu finden, die Fermionen erzeugen und vernichten unter Beachtung des
Pauliprinzips. Jordan und Wigner zeigten 1928, wie das gelingt, indem sie anstelle
der Vertauschungsrelationen [a;, a;] = 0;,; die Antikommutatorrelationen

{b;, 6]} = b6l +bjb, =06, {b;,b}={bl,b]} =0

setzten. Wegen b;r2 = 0 implizieren diese das Pauliverbot und wegen b} b;r = —bjb} die
Antisymmetrie der Zustande unter Teilchenpermutation. Diese Operatoren werden
fiir die zweite Quantisierung der Fermionenfelder benutzt.




Die Operatoren der Felder A, E und B sind linear in den Erzeugern und Vernichtern,
verandern die Zahl der Photonen also um +1. Daher ist der Erwartungswert der
Felder in Zustanden mit bestimmter Photonenzahl immer gleich 0:

({nka HE[{nka }) = ({nka }B[{nka}) = 0.

Dies bedeutet nicht, dass das Feld verschwindet, es schwankt namlich betréachtlich.
Selbst fiir das Vakuum finden wir

2mh
(OI[EL(x,)[]0) = (0||B(x,)[|0) = D Wk = oo
ka

Die unendliche Unschéarfe kommt von den kurzwelligen Fluktuationen des Feldes (k —
o0). Wenn man diese durch Mittelung beseitigt, erhdlt man eine endliche Unschérfe.
Wir definieren eine entsprechend iiber eine Lineardimension [ gemittelte elektrische
Feldstarke als

E = /d?a’cE(x,t)p(x/l) mit /d3sp(s):1.

Dann ist mit der Fouriertransformierten g(k) von p(x)
B2 h =17V (2 A2 e PE 3 o
(OI[EP0) oc 77 > wil p(kDI* o< he [dk Ak o< 7 [daalp(a)f*.
k

Die obigen Ergebnisse konnen durch eine Unschéarferelation verstandlich gemacht wer-
den. Dazu stellt man die Feldoperatoren durch Betrag und Phase dar:

_ iA o A T — - _iA «
Ay, = eiPe vV Nka, Ay, = V Nk P ,

wobel Mg, = aLaaka und (ﬁka hermitesche Operatoren sind. Die kanonische Ver-
tauschungsrelation [a,a] = 1 lautet damit e’?ne=*® —n =1 oder

[n,e” ] = e,

Dies ist erfillt, wenn
[n, ¢] = i.

Daraus folgt bekanntlich die Unschéarferelation

An-A¢p > 1

fiir die Besetzungszahl einer Photonmode und die Phase, mit der diese Mode zum
Feld beitragt.

Wie sehen Eigenzustinde der Feldoperatoren aus? Wir nehmen der Einfachheit hal-
ber hier an, wir hitten reelle Modenfunktionen u;(x) gewahlt. Dieser Fall geniigt, um
das Prinzip der Beantwortung der obigen Frage zu verstehen. Wegen

E, (x,0) = ZZ V 2mhw; wy(x)(a; — a;)
I
B(x,0) = @,/?(v x w(x)) (a, +af)




mufl man dazu Eigenzustdande der Operatoren i(a, — alT) bzw. (a, + alT) finden. Da
man dies fiir jede Mode unabhéngig tun kann, lassen wir im folgenden den Index [
weg.

Es ist geschickt, zuniichst den Eigenzustand i(a — a')|0)g = 0 zum Eigenwert 0
zu suchen. Mit dem Ansatz [0)p = > oo cpal™|vak) findet man con = co/2™ml,
com—1 = 0, d.h. |0)g = ea™/ %|vak). Die Verallgemeinerung auf einen beliebigen
rellen Eigenwert o des Operators i(a — a') gelingt dann mit folgenden Operator-
beziehungen, die sofort aus den kanonischen Vertauschungsrelationen folgen: Aus
eiva’ ge=ina’ — g _ i folgt [i(a —al),e | = ae oder i(a — a')|a)p = ala)p
mit dem Eigenzustand

—iaal —jaal

2
la)g = eaT_“mwvak).

Analog folgt fiir die Eigenzustinde des Magnetfeldes B, (a + a')|a)p = a|a)p:

o L]Lz_i_aa'f
la)p = e 2 |vak).

Bemerkung: Der Eigenzustand des Magnetfeldes kann aus dem des elektrischen Feldes
mittels einer (kanonischen) Eichtransformation gewonnen werden. Bei der Ersetzung
a — —ia und a' — iaf, die die Vertauschungsrelationen nicht beriihrt, geht i(a — a')
in (a + a') iiber und der Eigenzustand |a)g in den Eigenzustand |a)p.

Alle diese Eigenzustidnde sind nicht normierbar; fiir kontinuierliche Spektren ist das
zu erwarten (siehe dazu Anhang B). Die Photonenzahl hat in diesen Zustédnden eine
unendliche, die Phase eine verschwindende Unschéarfe. Man nennt diese Zusténde
koharente Zustande. Man erkennt auch, dass E— und B—Felder nicht miteinander
vertauschen. Es gibt daher keine Zustédnde, die (iiberall) simultane Eigenzusténde
von E und B sind.

Unter welcher Voraussetzung spielen Quanteneffekte bei der Beschreibung elektroma-
gnetischer Felder keine Rolle? In irgendeinem Sinne muf} die Photonenzahl > 1 sein,
damit der Kommutator [a,a'] = 1 gegen a'a bzw. aa' vernachlissigt werden kann.
Wir denken an das Beispiel einer Funkiibertragung. Wenn eine Antenne die Linear-
dimension [ hat, kann sie Quantenfluktuationen des Feldes von hochstens |AE|? ~
fic/1* wahrnehmen. Diese Unschiirfe ist mit dem mittleren Feldquadrat zu vergleichen.
Das mittlere Feldquadrat kénnen wir aus der Energiedichte E? o« n - fiw o< fihc/\
(n = Photonendichte, A\ = Wellenlénge) abschétzen. Die klassische Beschreibung gilt
sicher, solange die Fluktuationen schwach gegen das mittlere Feld sind:

al* /A > 1.

Speziell fiir [ ~ X bedeutet das 7A® > 1. Ein UKW-Sender, der bei A ~ 50 cm mit
100kW Leistung sendet, hat in 10 km Entfernung n\3 ~ 1017,



7. Emission und Absorption von Photonen durch Atome

Wir haben jetzt die Voraussetzungen fiir eine Beschreibung von atomaren Emissions—
und Absorptionsprozessen geschaffen. Die Elektronen des Atoms konnen dabei, wie
im Abschnitt 5 formuliert, nichtrelativistisch durch einen atomaren Hamiltonopera-
tor H,iom beschrieben werden. Das Strahlungsfeld wird durch den im Abschnitt 6
eingefithrten Hamiltonoperator Hg, repridsentiert. Damit lautet der ungestorte
Hamiltonoperator

Hy = Hatom + Hgtr.

Die Kopplung zwischen dem Strahlungsfeld und den Elektronen lautet im Wechsel-
wirkungsbild

2

2mc?

AJ_(Xn,t) . AJ_(Xn,t)

Mz

_—AJ_ Xnyt) 'pn(t> +
n=1
eh

~ 5—on(t)- (V x AL (xp,1))].

Hier haben wir schon ausgenutzt, dass wegen der Transversalitiat des Vektorpoten-
tials p, - Al (Xn,t) = AL (Xp,t) - pp gilt. Wir haben (als relativistische Korrektur)
die Zeeman—Wechselwirkung des Magnetfeldes mit dem magnetischen Moment der
Elektronen eingeschlossen.

Zur Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen verschiedenen Zustéinden
eines Atoms brauchen wir die “goldene Regel” von Fermi aus der zeitabhéngigen quan-
tenmechanischen Stérungsrechnung. Sie liefert fiir die Ubergangsrate r (Ubergangs—

wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit) von einem Anfangszustand i in einen Endzustand
f die Formel

27 .
Tisf = f|<f|HWW|Z>|25(Ef — E;).

Die Anfangs— und Endzusténde werden durch den Zustand des Atoms (A, B) und die
Photonenzahlen {ny,} charakterisiert.

Wir betrachten zunéchst die Absorption eines Photons ka. Dabei ist der Anfangszu-
stand durch [i) = |A;nkq) und der Endzustand durch |f) = |B;nke — 1) gegeben.
(Die Zahlen der anderen Photonenmoden &ndern sich bei diesem Prozess nicht und
werden hier nicht explizit genannt.) Das Ubergangsmatrixelement ergibt sich zu (nur
der orbitale Term wird hier zunédchst betrachtet, zum Spinterm kommen wir spéter)

2mh
<B;nka - I‘HWW‘A;nkOé> - - T

ikx,,
m VCUk <nka - 1’aka|nka B’ Z €ka ° pn‘A>

Das Photonmatrixelement wertet sich leicht zu (nko, — 1|aka|nka) = /Tka aus. Es
bietet sich an, ein “quasiklassisches” Absorptionspotential

abs
AL (x) =

zu definieren. Mit ihm schreibt sich namlich das obige Matrixelement in Analogie
zum klassischen Ausdruck als

<B;nka - 1‘HWW‘A;nkOé — B‘ ZA(abs) pn\A>



Im Falle der Emission eines Photons ka setzen wir den Anfangszustand wie oben als
li) = |A;nkq) an und den Endzustand als |f) = |B;nkq + 1). Eine analoge Rechnung
wie oben ergibt ein quasiklassisches Emissionspotential

emi 2 a 1 —1
Al >(x>:\/—”h(”k T e e

Vwk ka ’
mit dem sich das Matrixelement fir die Emission als

(B; o + 1 Hupw | A; 1100} = B|ZA<““‘> ) - PulA)

schreibt.

Die Energieerhaltungsbedingung, die in der goldenen Regel durch die Deltafunktion
ausgedriickt ist, lautet fiir die Absorption Eg = E4 + hwyx und fiir die Emission
FE B = ) A — hwk.

Aufgrund der obigen Matrixelemente wird die Absorptionsrate proportional zu ny,
und damit zur Intensitdt der Strahlung, ein Ergebnis, das ganz der klassischen Er-
wartung entspricht. Die Emissionsrate ist jedoch proportional zu nk, + 1. Emis-
sion findet daher auch ohne Anwesenheit von Photonen statt. Dies bezeichnet man
als spontane Emission, im Gegensatz zur stimulierten Emission, die wiederum pro-
portional zur Strahlungsintensitit ny, ist und auch klassisch erwartet wiirde. Die
spontane Emission wiirde man dagegen klassisch nicht erwartet haben, weil der pho-
tonfreie Zustand klassisch ein feldfreier Zustand ist. Die spontane Emission erklart,
warum isolierte angeregte Atome unter Emission von Photonen in tiefere Zustinde
iibergehen.

Wir wollen jetzt die spontane Emission eines Atoms genauer betrachten. Sie fiihrt
zu einer endlichen Lebensdauer 7 angeregter atomarer Zustande. Dabei kann das
angeregte Atom alle Photonen ka mit Awy = E4 — Ep emittieren. Daher ist die
ﬂbergangsrate Ya—p = 1/Ta—p durch die folgende Formel gegeben:

27T emil
TASE = (B ZAEnk V) (%n)  PulA)[26(Ep — Ea + o).

3
Indem wir die Summe ), durch das Integral # Jdk ersetzen und das Emissionspo-

tential einsetzen, erhalten wir (das Normierungsvolumen V kiirzt sich jetzt heraus und
wir definieren w = (F4 — Ep)/h)

e2

_ 4 —ikx,, _ * 2
Vi = g Jak SIS e e pal ) Pl — o

Nun ist fiir einen typischen atomaren Ubergang die Wellenlinge der emittierten
Strahlung viel grofler als der Atomradius, Appoton > TAtom- Man macht sich leicht
klar, dass Tatom/APhoton = O(), wo a = ;—i die Feinstrukturkonstante ist. Daher
gilt fiir das Argument der Exponentialfunktion im obigen Matrixelement |kx,| =
O(a) < 1. Die Entwicklung der ebenen Welle e~%&*» =1 — jkx,, — (kx,,)?/2+... in
der Ubergangsrate fithrt auf eine Multipolentwicklung der emittierten Strahlung und
der fithrende Term 1 ergibt die elektrische Dipolstrahlung.



An dieser Stelle erinnern wir uns daran, dass wir den Zeeman—Term in H,,, bisher
nicht betrachtet haben. Tatsachlich ist dieser Term wegen V x A} = —ik X A} um
den Faktor |kx,| kleiner als der A -p-Term (wegen A | -V, = A -x,/22) und trigt
zur magnetischen Dipolstrahlung bei, die folglich um einen Faktor (ratom /A photon)? =
O(a?) schwiicher als die elektrische Dipolstrahlung ist.

Zur weiteren Auswertung des atomaren Matrixelementes (B|p,|A) fiir die elektrische
Dipolstrahlung beachtet man die Identitat

an - %'n[Hatoma an]7

die fir Hatom = T + Vooulomb gilt. Daraus folgt
m .
(B an|A> = ?<B|[Hatomv an”A> = —UMWXBA
mit dem Dipolmatrixelement

xpa = (B Y xn|A).

Man macht sich nun leicht klar, dass dieses Ergebnis einer Ersetzung folgender Art
im Matrixelement entspricht:

Wir kehren jetzt zu der Auswertung der Ubergangsrate zuriick. Nach Mittelung iiber
die beiden Polarisationsrichtungen kann man die k—Integration in Kugelkoordinaten
mittels der 6—Funktion beseitigen und erhélt schlieflich

e? 4 W3 | 2
= — ¢« — « — X .

Die GroBenordnung dieser Rate kann man leicht abschétzen, indem man |xsp| ~
ag (Bohrscher Radius), Ry = 12— 2 ynd w ~ Ry = mc? - a?/2 beachtet.

2ma? 2a0
Man erhalt damit fiir die Lebensdauerunscharfe des atomaren Zustandes A durch

elektrische Dipolstrahlung die Abschatzung
hy ~ Ry - a3.

Das Matrixelement x 4 g beinhaltet Auswahlregeln fiir elektrische Dipoliibergédnge, wie
sie vom Starkeffekt her bekannt sind. Fiir den speziellen Fall des Wasserstoffatoms
kann man die Matrixelemente leicht berechnen. Man erhalt dann z.B. die Lebensdauer

7(2p — 1s) = 1,6 - 1079 sec.

Typische Lebensdauern fiir magnetische Dipoliibergédnge (oder elektrische Quadrupol-
liberginge) sind nach obiger Abschétzung um etwa vier Groenordnungen linger. Ein
besonders interessanter Ubergang beim Wasserstoffatom ist der Ubergang 2s — 1s,



der in jeder Multipolordnung verboten ist. Dies erklart die lange Lebensdauer des 25—

Zustandes von etwa % sec, der durch einen Zweiphotoneniibergang zerfillt, der durch

den im Vektorpotential quadratischen Term in H., bewirkt wird.

Anhang: Atome und Photonen im thermischen Gleichgewicht (Herleitung der Bose-
verteilung bzw. des Planckschen Strahlungsgesetzes in Anlehnung an A. Einstein
1917)

Im thermischen Gleichgewicht halten sich Absorptions— und Emissionsprozesse
A= B+~

die Waage. Wenn N(A) bzw. N(B) die Zahl der Atome in den Zusténden A bzw. B
ist und wem; und wyps die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die Photonmode ko
sind, lautet die Gleichgewichtsbedingung

N(B)waps = N(A)Weni-
Nach der Gibbsschen Verteilung gilt weiterhin
Wemi /Wabs = N(B)/N(A) = e~ Fa/haT jemBa/bnT = eher/kal,

Das Verhéltnis der beiden Ubergangswahrscheinlichkeiten kennen wir aus der obigen
Rechnung. Wegen der Hermitizitat des Hamiltonoperators Hyy und der Transver-
salitdtsbeziehung k.l ey, gilt fir die atomaren Matrixelemente fiir Absorption und
Emission

<B’e_ikxn€1fa PnlA) = (Alexa - pneikxn‘B>* = <A’eikxn€ka “Ppa|B)".

(An dieser Stelle hat A. Einstein statt der Hermitizitat die Bedingung des detaillierten
Gleichgewichts verwendet.) Daraus folgt

Wemi (nka + 1)’<B| Zn e_ikxnelja ) pn’A>|2 _ DNka +1

Wabs B Nka | <A‘ Zn eikx" €ka * Pn |B> |2 B Nka

Diese Beziehung zusammen mit der Gleichgewichtsbedingung und der Gibbsverteilung
ergibt sofort die Boseverteilung

1
n = -
ko ehwk/kBT _ 1‘



8. Streuung von Licht an Atomen (Kurzfassung)

Bei der Streuung von Licht an Atomen bleibt die Photonenzahl erhalten. Ein Pho-
ton (k, €,w) treffe auf ein Atom im Zustand A. Im Endzustand gebe es ein Photon
(kK',e,w’) und das Atom befinde sich im Zustand B. Der A2 ~Term in Hyy, bewirkt
solche Prozesse in 1. Ordnung Storungstheorie, der (A - p)-Term in zweiter Ord-
nung. Beide Prozesse sind im allgemeinen wichtig. Die hier unterschlagene Rechung
ergibt fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt die Kramers—Heisenberg—Formel
(der klassische Elektronenradius ist ro = nf; = a?ag = 2.82- 10713 cm)

do -pPBI)(€-Pra) (€-pBr)(€"™ -Pra), 2
_ Noup — _E
e TO ( AB EI—EA—hw + E;r— E4 4+ ho' )}

Der erste Term o< §4p ergibt sich in erster Ordnung aus dem A2 —Term, der Sum-
menterm entsteht in zweiter Ordnung aus dem (A, - p)-Term und summiert {iber
Zwischenzustande I des Atoms. Dabei ergibt sich der erste Term in der Summe aus
Zwischenzustanden ohne Photonen, der zweite Term aus solchen mit zwei Photonen.
Die Matrixelemente des Impulsoperators wie z.B. pg; verstehen sich in Analogie zu
x4 im vorigen Abschnitt als Matrixelemente des Gesamtimpulses der Elektronen. In
der Kramers—Heisenberg—Formel wurde wie bei der Dipolnaherung fiir die Absorption
angenommen, dass A = \/21 = ¢/w > ay.

Fiir elastische Streuung gilt w’ = w und B = A. Im Grenzfall kleiner Lichtfrequenz
w K wra = (Ej — E4)/h spricht man von der Rayleighstreuung. Wenn man nach
Potenzen von w/wy 4 entwickelt, gibt es in fiihrender Ordnung eine Kompensation der
Terme erster und zweiter Ordnung und man erhalt schliellich

(%)Rayl rom i 4‘2(,0[,4 “xar)(e-xpa) + (e xar)(e ™ xpa)]|.

Mit |[x74| = ao, hwra ~ Ry und hw/2Ry = ag/a) hat dieser Streuquerschnitt die
Groflenordnung

do _
(m)f{ayl ~ r5(hw/2Ry)" = ag(ao/A)".

Der Grenzfall w > wra heifit Thomsonstreuung. Hier dominiert der Ai—Term und
es gilt einfach das klassische Ergebnis

unabhéngig von der Frequenz w. Diese Formel gilt daher auch fiir wyq = 0, d.h. fiir
freie Elektronen, d.h. fiir die Comptonstreuung.

Im Falle der inelastischen Streuung spricht man von Ramanstreuung. Die Energieer-
haltung bewirkt E4 + hw = Ep + hw'. Hier tragt nur der Prozess 2. Ordnung bei
und der Streuquerschnitt hat die allgemeine Gréfenordnung

do N

(E)Raman ~ 7“8.



Eine besondere Situation entsteht, wenn F; = Ej 4+ hw. Offenbar versagt die
Kramers—Heisenberg—Formel in diesem Fall, in dem man von resonanter Ramanstreu-
ung oder von Resonanzfluoreszenz spricht. Die unphysikalische Divergenz des Quer-
schnitts wird durch Beriicksichtigung der Unschérfe der Energie E; vermieden. Diese
Unscharfe kann im Experiment verschiedene Ursachen haben: Dopplerverbreiterung,
Stofiverbreiterung, Strahlungsddmpfung. Bei isolierten ruhenden Atomen kommt
die natiirliche Lebensdauerverbreiterung durch Strahlungsddmpfung zum Tragen.
Man kann zeigen (WeiBkopf und Wigner), dass man den resonanten Energienenner
E; — E4 — hw durch Ef — E4 — hw — iI'1/2 ersetzen muf}, wobei I';/h = 1/7; die
Zerfallsrate des Zwischenzustands ist. Wenn man so dicht bei der Resonanz liegt,
dass die resonante Amplitude fiir den Zwischenzustand I = R dominiert, kann man
alle anderen Beitrage weglassen und erhalt

(d_U) :rzﬂi le”™ - pur|* - |e pral’
dQ/res = 0y m2 (Ep — B — hw)? +T%/4°

Da die natiirliche Linienbreite von der Gréfenordnung I'r =~ Ry - o ist, kann der
Querschnitt im Zentrum der Resonanz gegeniiber der nicht resonanten Ramanstreu-
ung um den Faktor a9 verstirkt werden:

do

—_— %7'2 CE6:CL2 ()[2%5\2.
(dQ)res 0/ 0



9. Die Diracgleichung

Bevor wir nun eine relativistische Quantenmechanik fiir das Elektron formulieren,
wollen wir uns erinnern, wie man den Spin in die nichtrelativistische Quantenmechanik
einbezieht. Es ist iiblich, nach Pauli einen Zeeman—Term der Gestalt

hinzuzufiigen, wobei ein g—Faktor ¢ = 2 Anwendung fand. Angesichts des Prinzips der
lokalen Eichinvarianz, das auf die Vorschrift der minimalen Kopplung fiihrt, erscheint
dieses Vorgehen als sehr kiinstlich. Tatsachlich kann man Hspi, auch aus einer Mi-
nimalkopplungsvorschrift gewinnen, wenn man nur nicht von der iiblichen Form der
kinetischen Energie

Hyin = p*/2m

ausgeht. Unter Einbeziehung des Spinoperators kann man die kinetische Energie
namlich auch als

Hyin = (op) - (op)/2m
schreiben. (Zur Erinnerung die Identitdt (oa)(eb) = a-b +io(a x b).) Wegen

(P—SA) x(p—£A) = ih<B ergibt dann die Minimalkopplung die kinetische Energie

einsclcllieﬁlich deg Zeeman—Terms

Hiw = 5 oo~ “A)lop— A) = oo~ A7~ T 0. B

2m - 2m c 2me
mit dem g—Faktor 2.

Die Diracgleichung ergibt sich nach dieser Vorbemerkung nun zwanglos, wenn man in
die relativistische Energie-Impuls—Beziehung in analoger Weise den Spin einbaut und
dann nach der iiblichen Vorschrift £ — ih% = —hcaiu, p — —ihV zu Operatoren
iibergeht. Ohne den Spin waren wir so zur Klein—-Gordon-Gleichung gekommen. Mit
Spin erhalten wir die Energie-Impuls—Beziehung

(E/c— 0o p)(E/c+o-p)=(mc)
und daraus die Feldgleichung (7/mc ist die Comptonwellenldnge)

h 0 h 0
—(—5—+it0-V)—(—5— —1i0- V)P = .
mc( 0x4 T )mc< 0xy io - V)
Dabei mufl @ eine zweikomponentige Wellenfunktion sein, wie wir sie aus der Pauli-
theorie des Spins 1/2 kennen. Die obige Gleichung ist im wesentlichen die Diracglei-
chung. Es ist niitzlich und {iiblich, sie in zwei Differentialgleichungen erster Ordnung
umzuschreiben. Wir definieren dazu

o, =9 (L steht fiir linkshandig)
h

b = —(—i —io - V)P (R steht fiir rechtshéndig).
mec:  0xy

Damit folgt die Weyl-Darstellung der Diracgleichung

, 0
h(io -V + 6—1’4>(I)L = —mcPp

, 0
h(—ZO' -V + 8—{13'4)(I)R = —mc<I>L.



Wir beachten, dass @7, und ® g fiir m # 0 miteinander verkoppelt sind.
Erlauterung der Bezeichnungen L und R:

Wir betrachten einmal den Fall verschwindender Masse m = 0, so dass ®; und &y
nicht miteinander vermischt werden. Mit dem Impulseigenzustand ®; = ye'(&r—«?)
als Losungsansatz folgt fiir die Spinwellenfunktion x die Gleichung (—o-k—w/c)x = 0.
Daher finden wir eine linkshidndige Eigenfunktion fiir w > 0 mit (o - k)xy = —kx und
w = ck, bei der die Spinkomponente in Richtung k den Eigenwert —#/2 hat (negative
Helizitat). Fir w < 0 und |w| = ck erhalten wir eine rechtshindige Eigenfunktion
mit dem Eigenwert +h/2 (positive Helizitdt). Fir ®p ist die Beziehung zwischen
den Vorzeichen von Energie und Spinkomponente offenbar umgekehrt. Neutrinos,
die Fermionen mit nach allen bisherigen Beobachtungen verschwindender Ruhemasse
sind, sind nur mit negativer Helizitat bekannt, werden also durch die Wellenfunk-
tion ®; mit positiven Energien w > 0 beschrieben. Ahnlich wie beim komplexen
Klein—Gordon—Feld werden die Zustdnde von ®; mit negativer Energie w < 0 als
Antineutrinos interpretiert. Sie haben positive Helizitat.

Die meist gebrauchte Form der Diracgleichung benutzt den vierkomponentigen Dirac-
spinor

(4% Pr—PL
als Wellenfunktion. Durch Addition bzw. Subtraktion der obigen Wellengleichungen

folgt )
9y 0V Ya) _ ha
(@ ) () =)

Zur kompakteren Schreibweise dieser Gleichung fiihrt man die Diracschen vierdimen-
sionalen y—Matrizen ein:

L0 —ioy B (I 0

mit den kartesischen Komponenten o, und der zweidimensionalen Einheitsmatrix 1.
Damit bekommt die Diracgleichung die Gestalt

Dy = (h, 0, +me)p = 0

mit dem Diracoperator D.

Folgende Eigenschaften der Diracmatrizen sind wichtig:

’yL =7, (Hermitizitét),
Spury, =0 (Spurfreiheit),
{’Y,uv fVV} = YT + TV = 25,u1/-

Letzteres bedeutet, dass verschiedene v—Matrizen antivertauschen und dass 75 = 1.
Die vier Diracmatrizen spannen eine 16—dimensionale Algebra von (4 x 4)-Matrizen
auf (Clifford—Algebra), die wir im Abschnitt 13 noch néher kennenlernen werden.
Diese Matrizen sind - wie in der nichtrelativistischen Paulitheorie die 3 Spinmatrizen
- als ein erweiterter Satz von neuen Observablen aufzufassen.




Durch Multiplikation mit v, erhélt die Diracgleichung die Hamiltonsche Form
0
h—1 = H
ih i DY
mit dem Hamiltonoperator
Hp = —icha - V 4+ mc?8,

den wir im Abschnitt 14 mittels Legendretransformation herleiten werden. Hierbei
sind die neuen (4 x 4)-Matrizen

. . 1 0 o
B =1, g =iy = 5(74% — YiVa) = < Ok) (k=1,2,3)
ok

benutzt worden. Die Matrizen a und 3 haben die gleichen Eigenschaften wie die y—
Matrizen: Sie sind hermitesch und spurfrei und gehorchen den Antivertauschungsre-
lationen

{ag,u} =201, {B8,8} =2, {ax,B}=0.

Ahnlich wie bei den Paulimatrizen haben wir oben gewisse Konventionen zur Festle-
gung der Diracmatrizen verwendet (Standarddarstellung). Man kann zeigen, dass die
Antivertauschungsrelationen

{Yu> 1} =20

die entscheidende darstellungsunabhangige Eigenschaft dieser neuen Observablen
sind. Wenn ~/ andere Matrizen sind, die denselben Antivertauschungsrelationen
genligen, so ist eine Diracgleichung

(7,0, +me)y’ =0

dquivalent zu (77,0, + mc)y = 0 in folgendem Sinne (Theorem von Pauli):

(1) Es existiert eine (nichtsingulire) (4 x 4)-Matrix S mit Sv,S~" = 7/, die bis auf
einen multiplikativen Faktor eindeutig bestimmt ist.

(2) Daraus folgt offenbar, dass ¢’ = St.

(3) Falls v, hermitesch ist, kann S unitér gewihlt werden.

Wie konnte die Lagrangedichte aussehen, die auf die Diracgleichung fithrt? Man
muf} eine reelle quadratische Form in der Wellenfunktion bilden. Dazu definieren wir
zunachst den zu

(1

Y2
U3
Yy

Y=

konjugierten Spinor

Ob = (0,435,435, 95).

Weil alle v, hermitesch sind, 0, = % ein hermitescher Operator ist, J; fiir k =

1,2, 3 jedoch antihermitesch, ergibe die Lagrangedichte 91 (hy,0,, +mc)y keine reelle
Wirkung - das Integral iiber ¢)Tv,0xy (k = 1,2, 3) ist rein imaginér. Daher fiihrt man
den zu 9 adjungierten Spinor




ein. Mit ihm definieren wir die Dirac—Lagrangedichte

Lp = —chpy,0,¢ — mcp.

Wir werden im Abschnitt 12 erkennen, dass diese Lagrangedichte invariant unter
Lorentztransformationen ist.

Das Hamiltonsche Prinzip liefert bei Variation der (reellen) Wirkung fd‘;’“ dt Lp nach
den vier unabhingigen Komponenten von v die Diracgleichung (77,0, + mec)y =
0. Variation nach v ergibt die adjungierte Diracgleichung (Vorzeichenwechsel durch
partielle Integration!)

Dy = (—h@,ﬂﬁ'yu + mey) = 0.

Letztere folgt auch aus der Diracgleichung durch Adjungieren (d.h. Komplexkon-
jugieren und Transponieren) und Multiplizieren mit 4 von rechts; hierbei ist (0x)* =
Ok, (04)* = —04 und Yiy4 = —v47k zu beachten.

Die globale Eichinvarianz 1) — e’®1 der Dirac-Lagrangedichte hat einen lokalen Er-
haltungssatz zur Folge: Es sollte 9,5, = 0 gelten mit der Viererstromdichte

0Lp
9(0u¢)

_aLp | B
¢_¢8(8M1/_1)} = ich AYry,).

ju = _iA[

(Bemerkung: Wie in der Schrédingertheorie kann man die Kontinuitéatsgleichung auch
direkt aus der Diracgleichung und der adjungierten Diracgleichung herleiten, indem
man v - (D) — (D) - ¢ = 0 bildet.)

Mit A =1/h und j, = (j, icp) ergibt dies die positive Dichte

4
p =P =iy =Y Y,

v=1

die in Analogie zur Schrodingertheorie als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert wer-
den kann. Die zugehorige Stromdichte ist

Jj= (iCQszl/J)(k:l,z,S) = Cwal/*

In der Diractheorie hat die Forderung der lokalen Eichinvarianz die Minimalkopplung
eines Diracteilchens mit der elektrischen Ladung e an das Maxwellfeld nach der ein-
fachen Vorschrift 9, — D, = 0,, — %AM zur Folge. Man beachte hier insbesondere,
dass das Viererpotential in die eichinvariante Lagrangedichte und in die Diracgle-
ichung im Gegensatz zur Schrédingertheorie linear eingeht.



10. Der nichtrelativistische Grenzfall

Wir wollen Eigenzustinde ¢ (r,t) = 1(r)e”*#*/" der Diracgleichung in zeitunabhin-
gigen aufleren Feldern betrachten. Um den nichtrelativistischen Limes zu studieren,
gehen wir zuriick auf die (¢4, p)-Darstellung der Diracgleichung und erhalten mit
A, =(A,i®)

e

o0~ AU = B~ cd — me?ya

o(p— SA)a = L[ — e+ mcis.
Wir betrachten jetzt Losungen mit positiver Energie. Im nichtrelativistischen Grenz-
fall sind die nichtrelativistische Energie E,, = E — mc? und die elektrostatische En-
ergie e® um einen Faktor der Ordnung (v/c)? = a? kleiner als mc? (« ist hier die
Feinstrukturkonstante). Weil der Impuls p von der Ordnung mv = (v/c)mc ist, hat
der Operator —=[o(p — £A)] die Ordnung v/c. Aus diesen Abschitzungen schliefit
man, dass die Wellenfunktion ¢ um einen Faktor der Ordnung v/c kleiner als die
Wellenfunktion 4 ist. Deshalb nennt man ¥4 die grofle Komponente und g die
kleine Komponente des Diracspinors. Durch Elimination von g erhélt man die fol-

gende Gleichung fiir die grofle Komponente:

€ C2

lo(p = EA>] [Enr —ed + 2mcz}

o(p = “A)|a = (Eur — @)t

Indem man nun fiir den Nenner 1/(Ey, — e® + 2mc?) ~ (1 — Zo2=¢® 4 ) /2mc? den

Wert in fithrender Ordnung 2mc? einsetzt, erhiilt man sofort die Pauligleichung

(5 (b~ SAY — 5 Bt by = Euvtin

m c 2me

Die Beriicksichtigung von Korrekturen der Ordnung (v/c)? zur Pauligleichung er-
fordert nicht nur mehr Rechnung, sondern auch eine grundsitzliche Uberlegung. Es
kann namlich nicht sinnvoll sein, als nichtrelativistische zweikomponentige Wellen-
funktion einfach die grofle Komponente 14 zu benutzen, weil diese nicht normiert
ist.  AuBlerdem sollte der Energieeigenwert FE,. nicht wie oben im effektiven
Hamiltonoperator stehen. Diese beiden Probleme sind miteinander verkniipft. (Der
obige effektive Hamiltonoperator ist jedoch entgegen der Behauptung im Lehrbuch
von Sakurai hermitesch.) Die Losung der Probleme gelingt dadurch, dass man
eine unitare Transformation konstruiert, die die 4-komponentige Wellenfunktion
auf eine 2-komponentige abbildet. Diese Aufgabe wird durch die sogenannte
Foldy—Wouthuysen—Transformation geleistet (mehr dazu findet sich z.B. im Lehrbuch
von Messiah).

Die fithrenden Korrekturen zur Pauligleichung gewinnt man nun folgendermaflen (der
Einfachheit halber betrachten wir den Fall verschwindenden Vektorpotentials). Wegen
Yp ~ 5214 lautet die Normierungsbedingung bis zur Ordnung (v/c)?

2

/d?(wLwAwLwB)fv/d?wL(H Py, =1,

4m?2c?

Daher kann man die normierte 2-komponentige Wellenfunktion in folgender Form

ansetzen:
: . P’ L P’



Die obige Gleichung HavYa = FE.¢4 fiir 4 mit dem problematischen effektiven
Hamiltonoperator

E, —ed
1—7)(J-p)+e<b

1
Hi= (o -b)—
a=(o-p) 2m ( 2mc?

wird dann nach Multiplikation mit Q~! von links umgeschrieben als Wellengleichung
HgV = E, U mit Heg = Q 'H Q' + E (1 -Q72)

fiir die normierte Wellenfunktion W. Der dadurch gewonnene effektive Hamiltonope-
rator Heg ist offenbar hermitesch und enthélt den Eigenwert E\, bis zur Ordnung
(v/c)? nicht mehr. Die explizite Auswertung der obigen Formel ergibt das bekannte

Resultat ) A )
Heff:p—+eq)— p*  elic(Exp) eh
2m 8m3c2 4m?2c? 8m?2c?
mit der Spinbahnwechselwirkung samt Darwinterm und der relativistischen Korrektur
zur kinetischen Energie. Die Herkunft des Darwinterms wird in den Lehrbiichern auf
die sogenannte Zitterbewegung zuriickgefithrt. Dabei wird fast nirgendwo betont
(Ausnahme: Gordon Baym, Lectures on Quantum Mechanics, Seite 561), dass dieser
Term als ein Teil der Spinbahnwechselwirkung zu betrachten ist. Mit Hilfe einer
ahnlichen Manipulation wie bei der Herleitung des Zeeman—Terms zu Anfang des
Kapitels 9 kann man die beiden letzten Terme in der Formel fiir Heg kompakt in der
Form

VE

. € [
_Z —_—
2hm?2c?

Hgp = p-s,E-s]

schreiben.



11. Freie Diracteilchen

Wir wollen zunachst zeigen, dass die Losungen der freien Diracgleichung
(7O + me)ip =0
komponentenweise die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen. Dazu multiplizieren wir die

Diracgleichung von links mit dem Operator (7,9, — mc). Wegen der Identitét

1
_(/YM’YV + ’YV’YM)aya,u = 8M8H =0

Yo YO Ou = Yo Vu0u0y = V0,0, = 5

ergibt sich damit die Klein—-Gordon—Gleichung
(R0 — m2cH)y = 0.

Daher konnen wir die Losungen der freien Diracgleichung als
b = u(p)el®r=E0/h

ansetzen mit der Energie
E = ++/p2c? + m2c?,
wobei u(p) ein vierkomponentiger Spinor ist.

Diesen Losungsansatz setzen wir nun in die Diracgleichung ein. Wir betrachten
zunachst den Spezialfall p = 0, in dem die Diracgleichung fordert, dass

= —mcy.

B
"9 ict)

Fiir Losungen positiver Energie E = +mc? bedeutet dies

ll ) () (i)

d.h. ugp = 0 und fiir uy kann man die beiden Basiszustiande

o) (1)

wihlen. Fiir negative Energien £ = —mc? wird umgekehrt u4 = 0 und

w=(0)-(7)

Insgesamt haben wir damit die vier linear unabhangigen Losungen

0

—imc?t/h

L2
e ’ w-f—l — —imc“t/h

Yy =

e

1
0
0
) zcht/h.

L2
elme t/h,

O, OO OO o+
= o O O



zu p = 0 gefunden.
Anhand der nichtrelativistischen Naherung wissen wir, dass ugq = ((1)) einem Spin |

und uy = einem Spin | entspricht; analoges gilt fiir ug. Wir konnen daher den

0
1
Operator

s - 93 0\ M7 _ my—rm
3= = — = .
0 03 7 21

zur Messung der 3-Komponente des Spins benutzen. In offensichtlicher Verallge-
meinerung identifizieren wir damit den Spinoperator fiir Diracteilchen als 73 /2 mit
den kartesischen Komponenten

D - Y€k _ [ Ok 0
F 2i 0 on/

Es zeigt sich, dass der durch
J=rxp+hX/2

definierte Gesamtdrehimpuls fiir freie Teilchen (bzw. allgemeiner im Zentralpotential)
erhalten ist: [Hp,J] = 0.

Zur Losung der freien Diracgleichung im Fall p # 0 benutzen wir die Zerlegung der
Diracgleichung vom Anfang des Abschnitts 10 fiir A = 0 und ¢ = 0 und erhalten mit

dem Ansatz
— UA(p> i(pr—Et)/h
¥ (UB(p> ) c

die beiden dquivalenten Gleichungen

C c

UAS B OPus = up = g (pua

Wir brauchen jetzt die Identitat
ap:( ps pl—sz)'
DP1 +1p2 —Pp3

Fiir positive Energien E = /p2?c? + m2c* > 0 setzen wir wieder uy = <0> oder

up = ((1)) und erhalten up aus der zweiten obigen Gleichung. Fiir negative Ener-

gien E = —\/p?c? + m2c¢* < 0 setzen wir ug = ((1)) oder ug = (?) und erhal-

ten u4 aus der ersten obigen Gleichung. Die Resultate sind fiir £ > 0 (N ist ein
Normierungsfaktor)

1 0
(1) (4y) — 0 @) (1) — 1
u(p) =N psc/(E + mc?) cutp) =N (1 — ip2)c/(E +mc?)

(p1 + ip2)c/(E + mc?) —p3c/(E + mc?)



und fur £ < 0 )
—psc/(|E| + mc?)

W (p) = N —(p1 + ipz)cl/(\E! + mc?)
0

—(p1 —ip2)c/(|E| + mc?)
psc/(|E| 4+ mc?)
0
1

u(p) =N

Die obigen Spinoren sind im allgemeinen nicht mehr Eigenzustinde des Operators
>3; sie sind es nur dann, wenn der Impuls p in Richtung der z—Achse zeigt, so dass
p1 = p2 = 0. Aus Griinden der Rotationsinvarianz muf} es immer moglich sein, je zwei
Basiszustande fiir £ > 0 bzw. fiir ¥ < 0 so zu wéahlen, dass sie Eigenzustande zum
Operator ¥ - p mit den Eigenwerten +|p| sind. Dies folgt schon aus der Erhaltung
des Drehimpulses J, weil J - p = %2 -p wegen (r X p) - p = 0 gilt. Den Eigenwert
+1 des Helizitétsoperators h = ¥ - p/p nennt man auch die Helizitdt des Teilchens,
den Eigenzustand bezeichnet man als rechts— bzw. linkshandig. Unter Benutzung
der Polarwinkel (0, ¢) des Impulses p = p(cos,sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢) kann man die
2-komponentigen Paulispinoren, die Helizitatseigenzustande sind, als

_(a) _ Cosg o =bt —sin%e‘i‘ZS
X+=\p )~ singeiq5 ’ X==\ a )~ cosg

schreiben. Mit diesen Paulispinoren lauten die 4-komponentigen Helizitatseigenzu-
stinde fiir beliebige Impulsrichtung mit der abkiirzenden Notation s = pc/(|E|+mc?)

(1/2) (1) = 0 (+5) () — a
W) = ) = () >0

wBM(p) = uH(p) = N (]F;>i<i> (E<0).

Die so definierten Basisspinoren sind paarweise orthogonal aufeinander:

W (P)u(p) =0 (r#s).

Thre Normierung wahlt man gerne so, dass

u(p)u (p) = | B|/me?;

dann ergibt sich fiir die Normierungskonstante der Wert N = +/(|E| + mc?)/2mc2.
Man nennt dies eine kovariante Normierung, weil - wie wir im néchsten Abschnitt
sehen werden - ufu die vierte Komponente eines Vierervektors ist.

Das Spektrum der Zustande fiir freie Teilchen besteht nach obigem aus allen Ener-
gien £ > mc? und allen Energien £ < —mc?. Die physikalische Interpretation dieses
Spektrums werden wir spéater noch besprechen.



12. Kovarianz der Diracgleichung
Unter einer Lorentztransformation

/ /
T, = Quvly (apua)\u = 5u/\7 aﬂ = auuau)

sollte die Diracgleichung
(7Y, 0p + me)p(z) =0

ihre Form nicht dndern und die Gestalt
(77,0, + me)y'(z') =0

erhalten. Es ist hier zu beachten, dass der Spinor natiirlich kein Vierervektor ist. Er
sollte sich unter der Lorentztransformation mit einer noch zu bestimmenden linearen
Abbildung S (nichtsinguldre 4 x 4-Matrix) wie

P'(2") = Sip(x)

transformieren. Aus der mit S~! von links multiplizierten transformierten Diracglei-
chung
(ST hy,a,,0,S + me)p = 0

lesen wir die Bedingung S~'v,Sa,, = ~, oder

STINS = ax
ab. Wir werden die Matrix S fiir folgende Transformationen aus der Lorentzgruppe
angeben:
(1) Rotationen um eine der Koordinatenachsen,
(2) Boosts entlang einer der Koordinatenachsen,
(3) die rdumliche Inversion.

Die unter (1) und (2) genannten Transformationen erzeugen die eigentliche Lorentz-
gruppe.

Wir beginnen mit einer Rotation um die z—Achse um den Winkel w

cosw sinw 0 0

0= —sinw cosw 0 O
1 0

0 1

0 0
0 0

In Verallgemeinerung des Transformationsverhaltens von 2-komponentigen Paulispi-

noren S = e@%:/2 = cog 3 +i0,sin 5 versuchen wir den Ansatz

S = iBs/2 COS% 4 vy sin% (i%3 = 7172)-

Damit dieser Ansatz richtig ist, mufl die Identitat

w w w w

(cos 3 ~ N2 sin 5)%(005 3 + 7172 8in 5) = AV



gelten. Von deren Richtigkeit iiberzeugt man sich fiir A = 1,2, 3,4 unter Benutzung
der Antivertauschungsregeln fiir die yv—Matrizen. Dabei benutzt man fiir:

A= 3,4 117270 = 7aY172s G = Oy und Y1727AV1Y2 = —Va-

w

A =1: y1(cos %)2 + 272 8in § cos § — 71 (sin 9)2 = ) cosw + Y2 sinw.

w
2 2
A=2: y2(cos$)? —2y18in % cos § — 2(sin 4)? = Y2 cosw — 7y sinw.

Fiir beliebige Drehachsen mit dem vektoriellen Drehwinkel w = wn,, folgt nun

Sot = eiw2/2

w w
—=cos— + (X -n,)sin —.

2 il ) 2
Wir halten fest, dass der Diracspinor bei einer Rotation um 360° wie der Paulispinor

das Vorzeichen wechselt:
Srot (|w| = 2m) = —1.

Bei einem Boost mit der Geschwindigkeit v = (¢ langs der k—Achse fiihrt man die
Rapiditat x durch die Beziehung tghy = (3 ein. Damit schreibt sich die Lorentztrans-
formation fiir £ = 3 als

0 0 0
1 0 0
0 coshy isinhy
0 —¢sinhy coshy

O O O

Mit den schon frither eingefithrten a—Matrizen ay = ivsye (@i = 1) setzen wir jetzt
an:

Sboost = e—XOék/2 = COSh% — O sinh %

Die Bestatigung dieses Ansatzes erfolgt analog zum Fall der Rotation.

Man beachte, dass S;o¢ unitar ist, Spoest jedoch nicht! Dies passt mit unserer fritheren
Beobachtung zusammen, dass 1)1 kein Lorentzskalar ist (1T’ = ¢TSTSy £ Tep).

Die rdumliche Inversion (Paritétstransformation) wird offenbar durch

Sp =4
-1 0 0 O
. . 0O -1 0 0 . .
geleistet, weil ap = 0 0 -1 0 und v4veys = =, (kK =1,2,3). Hier wird

0O 0 0 1
per Konvention ein grundsétzlich méglicher Phasenfaktor gleich 1 gesetzt.

Im Ruhsystem eines freien Teilchens (p = 0) haben die Lésungen mit positiver Energie
die Paritat 4+1 und diejenigen mit negativer Energie die Paritat —1. Die entgegenge-
setzte Paritat dieser beiden Losungen hangt nicht von Konventionen ab. Sie wird sich
im folgenden in der entgegengesetzten Paritat von Teilchen und Antiteilchen und in
der negativen intrinsischen Paritat des Positroniums und der Mesonen niederschlagen.

Wichtig wird im néchsten Abschnitt folgende Beobachtung werden: Fiir Rotationen
gilt 742 = ¥4 und daher Siotvs = Y4510t Dagegen ist y4ap = —agy4 und daher gilt
fiir Boosts Shoost 74 = Y45y, ! In jedem Fall gilt deshalb aber (Sboost hermitesch)

oost*

STy =487



13. Bilineare Kovarianten

Wir sind jetzt in der Lage, das Transformationsverhalten bilinearer Dichten der Form
YTy bzw. YTy unter Lorentztransformationen zu untersuchen. Mit o' = Sv folgt
Pt =TSt und o = Ty, = TSTy, =4S~ Daher ist die Dichte

by,
die wir fiir den Massenterm in der Lagrangedichte verwendet hatten, tatsachlich ein
Lorentzskalar. Die Wahrscheinlichkeitsdichte 1T ist dagegen kein Skalar, sondern die

vierte Komponente des (reellen) Vierervektors (hier natiirlich mit imaginérer vierter
Komponente)

Z.’IIJ’YHQ/),
den wir fir die Viererstromdichte j, = iczﬁy,ﬂp verwendet hatten. Tatsachlich
iiberpriifen wir noch einmal leicht die Vierervektoreigenschaft:

@EI'Y;ﬂ// = st_l')/us@b = a,uﬂﬁ%@b-

Daraus folgt sofort, dass B
1/}%%@/1
ein weiterer Skalar ist.

Welche anderen Kovarianten gibt es? Um diese Frage zu beantworten, mufl man die
Algebra der y—Matrizen, die Clifford—Algebra, tiberblicken. Es zeigt sich, dass sie 16
linear unabhéngige (4 x 4)-Matrizen enthélt. Natiirlich gibt es auch genau 16 linear
unabhéngige hermitesche (4 x4)-Matrizen. Mit 1 und -, haben wir 5 dieser Matrizen,
mit denen wir oben schon Kovarianten gebildet haben. Die Vorschrift

) i
Opv = — 5(%&’71/ — W Vu) = —Oupu,
die einen antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe erzeugt, der die frither schon
eingefiihrten Matrizen ¥, und oy enthilt, gibt uns 6 weitere Matrizen aus der
Clifford—-Algebra. Damit bilden wir die antisymmetrische Tensordichte
1/_)0',“/1#,
die sich wie ein Lorentztensor zweiter Stufe transformiert:

_ __— 7 - _ _ _
Qplo';wl// =S lauusw = _51/}5 I[V/LSS 1'71/ — 1SS lw]Sw = au/\am?ﬁff/\xlﬁ.

Eine weitere wichtige y—Matrix ist die Matrix

. (0 -

Sie antivertauscht mit allen v, (u=1,...,4):

{75”YM} =0 (/‘L: 1727374)'



Weil daher 75 mit allen o, vertauscht, gilt S;)%% Srot = V5, Sgolost%sboost = 5, aber
Sp 17551: = —75. Daher ist die Bilinearform

W5t

ein wegen (y5¢)* = (¥Tuysy)* = Yivsu = —¢Tuysy = —Pys¢ reeller Pseu-
doskalar. Schliellich gibt uns <57, vier weitere Matrizen. Die damit gebildeten

Dichten B
w’75'7u¢

bilden einen ebenfalls reellen Pseudovektor (mit imaginérer vierter Komponente).

Die 16 hermiteschen Basismatrizen der Clifford—Algebra

FA = 17 Vs> Opvs Z'/Y5’7M7 5
haben die Eigenschaften
%=1 und Spurl'y =0 (letzteres auBler fiir 'y = 1).

Um die physikalische Bedeutung der Matrizen o, zu verstehen, wollen wir jetzt die
Beziehung der elektrischen Viererstromdichte

Ju = ec 1/_}’7u¢

zu dem entsprechenden Ausdruck im nichtrelativistischen Grenzfall beleuchten. Wir
werden dabei die Diracgleichung in der Form c¢ip = —%%(ay — %Ay)zb und die
adjungierte Diracgleichung c¢ip = %(EL + %Ay)@z% zum Einsetzen benutzen. Wir
erhalten so

h ) ] _
(d”ﬁﬂb + 1/}’7u¢) [ Qp'yu%/( v %Au)w + ((8,, + %Au)lp)%/%ﬂ/}]'

Diesen Ausdruck zerlegen wir jetzt in die Beitrdge mit u = v und p # v und erhalten
Gu =3+
mit den beiden Anteilen

2
3D = S (@00~ D(Ou)) - e—Amzp

(2 _zeh
W=

= _%azj(@awﬂ/’)‘

[~ 00 + ( Vw)%w@wr Auw’m%w Ayw%w]m

Im nichtrelativistischen Grenzfall haben wir damit eine Zerlegung des Viererstroms
in den Bahnstrom und den Spinstrom (Gordon—Zerlegung), wobei der Spinstrom die
o-Matrizen enthélt. Man beachte hier, dass die volle Viererstromdichte j,(z) das
Viererpotential nicht enthélt und vollstéandig durch den Spinor ¢(x) am selben Punkt

festgelegt ist. Die beiden Anteile j( )( ) und j( )( ) enthalten Ableitungen des Spinors
und (im Falle des Bahnanteils) das Viererpotential.



Die Kopplung des Spinterms j ,32) an das elektromagnetische Feld im Hamiltonoperator

liefert im nichtrelativistischen Grenzfall genau den Zeeman—Term:

1 3 (2 eh 3 - eh 3, -
Hyy = T /dr AHJ;(L) = 9me dr A0, (Vo) = T ome dr (Yo,,1)0, Ay
eh 3, - eh 3
== [dr (Wou )0y Ay — O, A)) ~ —o— [ dr Byloy,.

Hier wurde zuletzt der Spinor im nichtrelativistischen Grenzfall durch seine grofie
Komponente ersetzt. Dabei brauchte man

0 23 —22 a1
(o O (0 o | =25 0 Y1 o
Ek_(() O’k>7ak_((fk 0)’01/“_ 22 —21 0 (0%}
— Q1 — Q9 —Q3 0
Man sieht, dass 131 immer grof ist, weil es einen in der groSen Komponente

quadratischen Term enthilt, wihrend oy immer klein ist, weil es linear in der
groflen und der kleinen Komponente ist.

Die Matrix ~5 spielt im Zusammenhang mit der elektromagnetischen Wechselwirkung
keine Rolle. Bei der starken Wechselwirkung taucht sie in der korrekten Beschreibung
des Yukawa—-Mechanismus auf. Weil die Pionen Teilchen negativer Paritat sind und
die starke Wechselwirkung die Paritat erhalt, hat der Kopplungsterm invariant unter
der Paritatstransformation zu sein und lautet daher

quZn'YE)w P,

Diese Kopplung fiihrt auf eine spinabhangige Wechselwirkung zwischen Nukleonen,
die recht verschieden von der urspriinglich von Yukawa erhaltenen ist. Insbesondere
die Tensorkraft zwischen Nukleonen findet hierdurch ihre Erklarung.

Eine besonders wichtige Rolle spielt die Matrix 5 fiir die Beschreibung der schwachen
Wechselwirkung. Sie kann nédmlich zu einer Zerlegung des Neutrinofeldes in links— und
rechtshandige Anteile benutzt werden. Wir definieren dazu die Operatoren

! !
P+ = 5(1‘}—")/5) und P_ = 5(1—’}/5)

Wegen Pl = Py, P} = 1(1+75)? = 2(1+ ) = Px und Py + P_ = 1 sind sie
komplementare Projektoren. Wir zerlegen den Spinor in

V=P b+ P =1y +9_.

Wegen Pyv, =7, P- (p=1,...,4) gilt mit wi = ¢tP, und ¢! = ¢t P_ schlieflich
Yy =Y P_ und ¥_ =Y P,. Daher folgt

) = p(Py + P-)* = (PL + P2)y = _tpy + it
und

Uy = Py (P + P_)*Y = (P Py 4 Py PO )Y = dyyuthy + Yoyt



Daher sind die +—Anteile des Spinors in der Lagrangedichte

Lp = —Ch[@r%ﬂpﬂﬁ + 15—%@##—] - mCQ(@Jﬁ + 15##—)

im kinetischen Term separiert, im Massenterm jedoch gemischt.

Zur Rechtfertigung der Interpretation von P; und P_ berechnen wir jetzt deren
Wirkung auf die freien Spinoren. Man findet folgende Relationen (s = pe/(|E|+mc?)):

(et =159 (X ) @zt —axs (X)),

X+

(s = () (), e = a0 (7).

Daraus lesen wir ab, dass im fiir Neutrinos relevanten Grenzfall m — 0, s — 1
P+u(++) = P+u(__) =0 und P_u) =P u=P) =0

Daher projiziert der Operator P_ fiir positive Energien auf rechtshandige, fiir negative
Energien auf linkshdndige Zustédnde (und der Operator Py natiirlich umgekehrt).

Nach diesen Erlauterungen kann man das Auftauchen der Matrix 5 im Kopplungs-
term fiir die schwache Wechselwirkung verstehen. Weil man weif}, dass nur die
linkshandigen Strome dort an die Eichfelder koppeln, wird die schwache Wechsel-
wirkung durch die Strome

3 = decy (1 + v5)0

beschrieben.



14. Quantisierung des Diracfeldes
Grundlage der Diractheorie ist die kovariante Lagrangedichte
Lp = —chy,0,% — mc2p.

Aus Lp leiten wir mittels des iiblichen Verfahrens die Hamiltondichte Hp ab. Der zu
0 /0t kanonisch konjugierte Impuls ist der Zeilenspinor

oL -
SR dad— — ihat
m a(ﬁw/at) ? ¢74 1 ¢
und es ergibt sich mit y4vx = —iayg, 74 = 6 und Hp aus Abschnitt 9
Hp = ¥ _ Lp = zth aw + ctha,—¢ + chpye 0Kt + mcPyp
ot d(ict)

= (—ihca - V + me 5)¢ = T Hpap.
AuBlerdem betrachten wir die Operatoren fiir die elektrische Ladung
Q=c [duly.
den Impuls
h
P="_ / dr vy,
i
und den Spin

_ho[s s
S_§/dr¢2¢.

Aufgrund der Vollstandigkeit der frither angegebenen Eigenbasis fiir freie Teilchen
konnen wir eine beliebige Losung der Diracgleichung folgendermaflen entwickeln:

mc (r)
Y(r,t) b(r) (7“) pi(pr—Ey" )/
N S

p r=1

mit Entwicklungskoeffizienten bg) und kovariant normierten Spinoren u("). Die Bas-
isfunktionen seien hierbei Eigenfunktionen der Helizitét.

Es gibt eine Reihe von Griinden, in Analogie zum elektromagnetischen Feld das klas-
sische Diracfeld (r,t) durch einen Operator zu ersetzen (zweite Quantisierung). Es
wird sich zeigen, dass man dadurch mehrere Probleme gleichzeitig losen kann.

Wir wollen die Quantisierung so vornehmen, dass die Antisymmetrie der Zustande
unter Teilchenvertauschung und das Pauliverbot folgen. Dieses Ziel wird durch die
frither schon erwihnte Jordan-Wigner-Quantisierung erreicht, bei der Erzeuger b
und Vernichter b eingefiihrt werden, die Antivertauschungsregeln erfiillen:

{05761} = Spadrs,  {037,05)} = 0.
Ausgehend von einem Vakuumzustand |0) mit der Eigenschaft

10y =0



erzeugt man eine Basis des Hilbertraums, indem man beliebige Produkte von
Erzeugern anwendet, jedoch jeden wegen (bg”)2 = 0 hochstens einmal:

D} = T8N j0).

Zur Rechtfertigung dieses Quantisierungsverfahrens berechnen wir die folgenden Ope-
ratoren:

(1) den Hamiltonoperator (beachte hier Hpy = E1)))

H=[diH=>"|Ep| b0 + 5@ 1@ — b1 — p(I1p0],

P

(2) die Ladung

4
Q=e> Y vy,

p r=1
(3) den Impuls
4
Po Y o
p r=1

(4) die Helizitét

A~

h
b= p/p=" SO — bPTHE) + p — bOT].
P

Es stellt sich nun das Problem, die Zustande mit negativer Energie zu interpretieren.
Der oben eingefiihrte Vakuumzustand ist ja nicht der Zustand tiefster Energie. Dieses
Problem wird durch die sogenannte Lochertheorie gelost. Es handelt sich hierbei um
eine Umformulierung, die uns heute z.B durch die Halbleiterphysik sehr gelaufig ist.
Wir wahlen als neues Vakuum |vak) den Zustand im Hilbertraum mit der tiefsten
Energie, d.h den Zustand, in dem alle Einteilchenzustdnde negativer Energie (ein-
fach) besetzt sind. Dieser Zustand hétte zwar nach Mafigabe des oben definierten
Hamiltonoperators die Energie —oo, aber wir konnen uns auf den Standpunkt stellen,
dass die Wahl des Energienullpunktes eine Frage der Konvention ist.

Die Vernichtung eines Elektrons (negativer Energie) mit Impuls p, Helizitdt h und
Ladung e(= —|e|) in diesem neuen Vakuum erhoht die Energie um den Betrag Ey, > 0,
dndert den Impuls um —p, die Helizitdt um —h und die Ladung um —e = |e|. Wir
konnen diese Vernichtung daher auch als die Erzeugung eines Teilchens - des Positrons
- mit positiver Energie, Impuls —p, Helizitdt —h und Ladung |e| identifizieren.

Zur formalen Fixierung dieser Interpretation fithren wir eine kanonische Transfor-

()
P

mation von den Fermionenoperatoren by’ zu neuen Operatoren cg) (Teilchen—Loch—

Transformation) durch:

oD = ph), @ = b

3) (4t 4y _ 1 (3)t
cl())——b_p, cg))—b_p.



(Das Minuszeichen in der Definition von c( ) wurde gewahlt, damit alle Komponenten
des Spinoperators S die iibliche Gestalt bewahren.)

Eine solche Vertauschung von Teilchen und Lochern ist kanonisch nur fiir Fermionen,
nicht fiir Bosonen. Wir erkennen hier, dass es nicht mdoglich wéare, das Diracfeld
bosonisch zu quantisieren. Damit verstehen wir eine Teilaussage des Paulischen Spin—
Statistik—Theorems.

Die Teilchenzahloperatoren werden bei der obigen kanonischen Transformation fiir
r = 3,4 wie folgt transformiert:

n® = b1 = BT =1 - W =1 7

und analog
ngl) =1- ﬁ(_gl))

Das neue Vakuum ist durch die Eigenschaft
cg") |[vak) =0

charakterisiert. Damit erhalten wir

4
H= Z |Ep| Z ﬁg) (—2 Z |Ep| wurde ignoriert),
P r=1 P
Q= eZ[ng) + ﬁg) - ﬁg’) - ngl)] (+2€Z 1 wurde ignoriert),
P P
Py oS
r=1

P
~ h _ - . .
= Sl A+ ) - )
P

Wir benennen die Basisspinoren analog zu den Feldoperatoren von v nach v um:

oV (p) = uM (p), v®(p) = u® (p)
v® (p) = —u®(—p), v (p) = ul®(—p).

Damit lautet der quantisierte Feldoperator schliefllich (im Heisenbergbild)

mc
W(r,t) = (Do) (p) + v (p)) eilPr—Ent)/h
ﬁzdm )

(3)T v (p) + 0(4)T @ (p )) —i(pr—|Ep It)/ﬁ]
Zum Abschlufl dieses Abschnitts analysieren wir noch die Bedeutung der Kopplung

des quantisierten Diracfeldes an das elektromagnetische Feld. Mit der eichinvarianten
Ableitung D, = 9, — 75 A,, lautet der Kopplungsterm in der Lagrangedichte Lp

Ling = 1€ @E'YHA;HZ}



und die zugehorige Hamiltondichte ist
Hing = —Ling = —ie Q;/Y;LA;”#

Dieser Operator hat hinsichtlich des elektromagnetischen Feldes die Wirkung, dass
er ein Photon vernichtet oder erzeugt. Seine Wirkung auf die Fermionen enthalt die
folgenden vier verschiedenen Prozesse:

(1) Vernichtung und Erzeugung eines Elektrons (Elektronstreuung),
(2) Vernichtung und Erzeugung eines Positrons (Positronstreuung),
(3) Vernichtung eines Elektrons und eines Positrons (Paarvernichtung),
(4) Erzeugung eines Elektrons und eines Positrons (Paarerzeugung).

Wir haben somit gesehen, wie die Jordan—Wigner—Quantisierung des Diracfeldes zur
Vorhersage des Positrons gefiithrt hat und wie auf sehr natiirliche Weise Fermionen-
vernichtungs— und —erzeugungsprozesse in der Theorie auftauchen.



15. Bemerkungen zur Quantisierung des Klein—Gordon—Feldes

In der vorliegenden Vorlesung haben wir uns auf die Quantisierung des Maxwellfeldes
und des Diracfeldes, d.h. auf die Quantisierung von Feldern mit Spin 1 und mit
Spin 1/2 konzentriert. Dieser abschliefende Abschnitt enthélt einige Bemerkungen in
Bezug auf die Quantisierung des Klein—Gordon—Feldes, d.h. von Feldern mit Spin 0.

Die erste Bemerkung betrifft die Hamiltondichte des Klein—-Gordon-Feldes. Die
Klein—-Gordon—Gleichung hat wie die Diracgleichung Losungen mit positiver und nega-
tiver Energie. Es liegt nahe zu fragen, ob dies nicht auf d&hnliche Probleme wie beim
Diracfeld fiihrt, die nur durch eine Lochertheorie gelost werden konnen. Tatséchlich
treten solche Probleme nicht auf, weil sich herausstellt, dass die Hamiltondichte des
Klein—-Gordon—Feldes positiv definit ist. Zu

1
L= _§(auc1>auc1> + 2 ®?)

gehort namlich

(%—(I))2 +(VP)? + 429?].

t

Diese Eigenschaft zeigt, dass es moglich ist, den Hilbertraum eines reellen Klein—
Gordon—Feldes auf die Losungen der Klein—-Gordon—Gleichung mit positiver Energie
einzuschranken. Die Quantisierung dieses Feldes, das zur Beschreibung von neutralen
Teilchen mit Spin 0 wie dem my—Meson, die mit ihrem Antiteilchen identisch sind,
benutzt werden kann, erfolgt dann sehr analog zur Quantisierung des Maxwellfeldes.

1
2

1

Entsprechend erhalt man fiir das komplexwertige Klein—Gordon—Feld mit
L=—(0,90,® + *®*®)

1 09* 0 n
¢z Ot Ot

Auch hier kann die Quantisierung deshalb in analoger Weise erfolgen.

VO*VP + 12 0*d.

Historisch gesehen gibt es fiir das komplexwertige Klein—-Gordon—Feld eine Schwierig-
keit, die in den Jahren 1925 bis 1934 die Entwicklung der Theorie behinderte. Fiir die
Beschreibung des Elektrons kommt die Klein—-Gordon—Gleichung ja deshalb nicht in
Frage, weil sie den Spin nicht enthélt. Diese Gleichung wurde jedoch fiir einige Zeit to-
tal als mogliche Bewegungsgleichung fiir ein quantenmechanisches System verworfen,
weil sie keine positiv definite Wahrscheinlichkeitsdichte besitzt.

Wir erinnern uns an die Situation in der Schrodingertheorie. Hier gibt es die Wahr-
scheinlichkeitsdichte

p=Yf>>0
und die Wahrscheinlichkeitsflussdichte

s h * *
J—%W Vi —pVi ),

die die Kontinuitatsgleichung
p+Vj=0



erfiillen. Dies garantiert die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit fd‘;’“ p. Diese Konti-
nuitétsgleichung kann sogar mittels j, = (j,icp) kovariant in der Form

Ouju =0

geschrieben werden.

Zur Klein-Gordon—-Gleichung
R’0® — m*c*® =0
fiir ein komplexes Feld ® hatten wir frither die Kontinuitéatsgleichung
Ouju =0

mit
Ju = —tA(®*0,P — ©0,P")
hergeleitet. Im nichtrelativistischen Grenzfall folgt aus dieser Kontinuitatsgleichung

tatsédchlich die Schrédingersche Kontinuitatsgleichung. Wir miissen nur die Verschie-
bung des Energienullpunktes (fiir positive Energien)

Erel = mc2 + Enrel (‘Enrel| < ch)

beachten. Es gilt ® ~ e~ t/% ynd daher

0 0 2imce
i = —1A(P" — P — P—P*) ~ Al =i
J4 1A( 1cOt 1cOt ) h [+l ep

und
J=—iA@WVY —pVyT).
Mit A = % sind dies die Ausdriicke im Schrodingerfall.

Soweit ist dies erfreulich. Als Problem wurde jedoch angesehen, dass die Wahrschein-
lichkeitsdichte des Klein—Gordon—Feldes

ih 0P o0d*
p— y ) = —_—— ¢* _—
p = afic 2mc? ( ot ot

)

nicht definit ist. Im Gegensatz zur Schrodingergleichung ist die Klein—Gordon—
Gleichung in der Zeitableitung von zweiter Ordnung und erlaubt deshalb Losungen
positiver wie negativer Energie

® =u(x)e F" und O = u(x)e' PN

Erst 1934 entfiel dieser Einwand, als Pauli und Weilkopf die Kontinuitatsgleichung
des Klein—Gordon-Feldes als Gleichung fiir die Ladungsdichte interpretierten (j, —
eju), wobei @ mit E > 0 als Teilchen der Ladung e und ®* als Antiteilchen der Ladung
—e angesehen werden, wie wir das frither schon besprochen haben. Damit wird einfach
p = p4+ — p— die Differenz der Dichten oder die Summe der Ladungsdichten.

Mit diesen Bemerkungen, die deutlich machen sollten, dass einer bosonischen Quan-
tisierung reeller wie komplexer Klein—-Gordon—Felder nichts im Wege steht, wollen wir
es hier bewenden lassen.



16. Struktur nichtabelscher Eichtheorien

In Kapitel 3 hatten wir das Prinzip der lokalen Eichinvarianz zur Begriindung der Ex-
istenz des elektromagnetischen Feldes und der Struktur seiner Kopplung an geladene
Teilchenfelder beschrieben. Mittels dieses Prinzips kann man in analoger Weise die
anderen in der Natur vorhandenen Wechselwirkungen erfassen. Wir wollen in diesem
Kapitel die Struktur der Lagrangedichte fiir die starke Wechselwirkung zwischen
Quarks beleuchten, der Chromodynamik.

Ausgangspunkt der Theorie ist die Erkenntnis, dass jedes Quark eine Farbquanten-
zahl tragt, nach der es in drei Farben vorkommt (blau, rot, griin), und dass die La-
grangedichte des Quarks unter beliebigen unitdren Transformationen in dem von den
Basiszustanden vy, 9y, 1, aufgespannten Farb-Hilbertraum lokal eichinvariant ist.
Die dementsprechende Diracsche Lagrangedichte ist die Summe der Lagrangedichten
der drei Quarkfelder und schreibt sich unter Benutzung des dreidimensionalen Farb-
vektors ¥ = (¢, ¢r, 1y) kompakt als

Lp = —chpy,dutp —mPPpp = — > (chapy 0ty + me*pipy).

f=b,rg

Da die hier mafigebliche Eichgruppe aller speziellen unitdren Transformationen SU(3)
nicht jedem Physiker gelaufig ist, werden wir in diesem Kapitel nur eine Karikatur der
Chromodynamik darstellen, indem wir die richtige Eichgruppe SU(3) durch die von
den Rotationen im dreidimensionalen Raum jedem Physiker gut bekannte Drehgruppe
SO(3) der speziellen reell orthogonalen Transformationen ersetzen, die eine Unter-
gruppe der SU(3) ist. Entscheidend ist nur, dass die betrachtete Eichgruppe nicht
miteinander vertauschende Transformationen enthalt, also nichtabelsch ist, weil dies
der entscheidende Gesichtspunkt ist, der fiir die strukturellen Unterschiede im Ver-
gleich zum auf der abelschen Eichgruppe U(1) beruhenden Elektromagnetismus ver-
antwortlich ist.

Wir erinnern kurz an die Eigenschaften dreidimensionaler orthogonaler Matrizen R &
SO(3). Wenn man sie durch eine Exponentialfunktion R = exp[I]| darstellt, sind die
Exponenten I wegen R™! = exp[—I| = R" = exp[I'] antisymmetrisch, I* = —I. Die
antisymmetrischen Matrizen I bilden einen dreidimensionalen reellen Vektorraum,
den man durch die drei Basismatrizen

0 0 O 0 0 1 0O -1 0
"=(o o —-1), =10 0 0], I*=|1 0 0
0 1 O -1 0 0 0O 0 O
aufspannen kann, deren Matrixelemente auch kurz durch I,il — —¢;x; beschrieben

sind und die man die infinitesimalen Erzeugenden der Drehgruppe SO(3) nennt. Die
Quadrate dieser Basismatrizen sind einfache diagonale Matrizen

0 0 0 10 1 1 0 0
?=(o -1 o |, =0 0o o, (B?=(0 -1 0
0 0 -1 0 0 -1 0 0 0

Daher erkennt man leicht, dass durch I’ beschriebene Rotationen Drehungen um die
i—Achse sind, z.B.
1 0 0
exp[I'x']= |0 cosx! —siny!
0 siny! cosy!



Fiir spater halten wir noch die leicht nachzurechnende Identitat
Spur (I'I7) = —24;;

fest.

Da Drehungen um verschiedene Achsen nicht miteinander vertauschen, ist die Gruppe
SO(3) eine nichtabelsche Gruppe. Die Struktur dieser Gruppe kann man durch die
Vertauschungsrelationen ihrer infinitesimalen Erzeugenden charakterisieren, die durch
die Lie-Algebra

I, ] =I'IY — PI' = ¢;;4IF (Summationskonvention fiir Doppelindex k)

gegeben sind. Die Koeffizienten e;;;, die die Linearkombination von Basismatrizen
bestimmen, durch die die Kommutatoren sich darstellen lassen, heiflen die Struk-
turkonstanten der Gruppe und werden eine zentrale Rolle in der Eichtheorie spielen.
Die Zahl der linear unabhéngigen Erzeugenden, hier gleich 3, nennt man die Di-
mension der Gruppe. Sie sollte nicht mit der Dimension der Matrizen I verwechselt
werden, die im Falle der Gruppe SO(3) zufillig ebenfalls drei ist. Die Matrizen der
wirklichen Farbgruppe SU(3) lassen sich als R = exp[i/] darstellen, wo die dreidimen-
sionalen Matrizen I hermitesch und spurfrei sein miissen, damit die Matrix R unitar
und ihre Determinante gleich 1 ist. Der Vektorraum solcher Matrizen und damit die
Gruppe SU(3) haben daher die Dimension 8.

Wir fordern nun, dass die Lagrangedichte nicht nur invariant unter globalen Eich-
transformationen R = exp[lx?] ist, sondern auch unter lokalen Eichtransformationen
R(x) = exp[l'x*(x)], bei denen die Drehwinkel y* Funktionen der Raumzeitkoordi-
naten x sind. Da der Diracspinor sich wie ¥’ = R(x) und der adjungierte Spinor
sich wie 9 = YR!(x) = ¥ R~!(x) transformieren, ist der Massenterm in der La-
grangedichte auch hier lokal eichinvariant, ¥ R (x) R(x)t = 1p1p. Fiir den kinetischen
Term gilt das aber wieder nicht, weil die Ableitungen 0,, auf die Eichmatrix R(x)
wirken. Eine kurze Rechnung ergibt

O’ = 0, (R(x)¥) = R(x)0,% + (0,R(x))¥ = R(x)[0, + R'(x) (0, R(x))]v.

Daher muss man die Ableitungen 0, in Analogie zum Vorgehen beim Elektro-
magnetismus durch kovariante Ableitungen D,, ersetzen, bei denen der letzte Term
in der obigen Rechnung durch Eichfelder kompensiert wird. Hier ist der Zusatzterm
R'(x)(9,R(x)) allerdings eine Matrix. Diese Matrix ist jedoch wegen R'R = 1 =
R'(0,R) + (0,R")R =0 = R'(O,R) = —(Rt(ﬁuR))t antisymmetrisch und ldsst sich
daher als Linearkombination der erzeugenden Matrizen I* darstellen. Fiir die kovari-
ante Ableitung kann man deshalb den Ansatz

D, =08, —gl'A,

machen, durch den 3 Eichfelder AL eingefithrt werden. Wir erkennen, dass die Zahl
der benétigten Eichfelder gleich der Dimension der Eichgruppe ist. Der Parameter ¢
ist eine Kopplungskonstante und kann als Farbladung interpretiert werden.

Die Eichinvarianz des kinetischen Terms in der Lagrangedichte ergibt sich nun offen-
sichtlich aus der Forderung

D, ¢' =D, R = RD,yp, dh. D, =RD,R"



aus der man das Transformationsverhalten der Eichfelder unter der Eichtransforma-
tion ableiten kann. Wir erhalten

D' = (0, — gI'A!/)Rp = R[9, — R'gI' A}/ R+ R'(3,R)| ¢ = R[0, — gI" A}, ]9,
woraus wir die Eichtransformation
i gi iqi o, L
I'Al = R[I'A], + ;Rt(auR)]Rt
ablesen, die die transformierten Eichfelder AL’ durch Koeffizientenvergleich eindeutig

bestimmt, weil alle Matrizen in dieser Gleichung antisymmetrisch sind.

Um eine explizite Formel fiir die Eichtransformation zu erhalten, werden wir die obige
Gleichung fiir eine infinitesimale Eichtransformation R = 1 + I'x* + O(x?) bis zur
ersten Ordnung in x auswerten. Wir erhalten

AL = (1+ )7 (I A) (1 = T7°X") + éﬂaﬂx’i +0(x?)
—riAi 4 é[iauxi + [, )AL+ O(x?)
= I'A + éliﬁuxi +ejinl *ALX + O(x?)
und entnehmen daraus die infinitesimale Eichtransformation
A=A+ éauxi + e Al +0(x).

Bemerkenswert ist hierbei, dass abweichend vom Fall abelscher Eichgruppen die Eich-
felder durch die nichtabelsche Eichtransformation vermischt werden. Die Vermischung
wird durch die Strukturkonstanten der Eichgruppe bestimmt.

Nachdem wir dasjenige Eichverhalten fiir die Eichfelder identifiziert haben, das
die Ableitung D, kovariant macht, miissen wir noch die Lagrangedichte finden,
die die Eichfelder dynamisch macht. Hierbei konnen wir nicht einfach auf die
Feldstarketensoren 0,4, — 0,A, aus der Elektrodynamik zuriickgreifen, weil diese
aufgrund der Vermischung der Eichfelder nicht mehr eichinvariant sind. Das allge-
meine Konstruktionsprinzip zur Identifikation geeigneter Feldstarketensoren, das auch
fiir nichtabelsche Eichgruppen zum Ziel fiithrt, beruht auf der Bildung der Kommuta-
tortensoren

C/u/ = [D;L;Du]

aus kovarianten Ableitungen. Wegen ihrer Kommutatorstruktur enthalten diese Ten-
soren keine Ableitungen 0y mehr, die auf rechts davon stehende Raumzeitfunktionen
wirken konnten. Sie transformieren sich zudem kovariant unter Eichtransformationen,

C;W = [D;,D{,] = R[D,,D,|R" = RC,,R".
Die explizite Berechnung der Kommutatoren liefert
Cuv = (O — gI'A}) (0, — gI? A]) — (9, — gI? AL)(9, — gI' A})
= —gl 9, A} + gI'0, A, + g*[I', "1 A A
= —gI' [GMAL — 8,,AL — geijkAiAﬁ] .

-~

— i
=Fj,



Die hierdurch gewonnenen antisymmetrischen Feldstarketensoren F ﬁ,/ sind abwei-
chend von denen in der Elektrodynamik nicht mehr linear in den Eichfeldern, son-
dern enthalten quadratische Terme in den Eichfeldern, die wiederum durch die Struk-
turkonstanten der Eichgruppe bestimmt sind. Die einzelnen Fﬁy selbst sind auch
nicht eichinvariant, sondern transformieren sich wegen der Kovarianz der C,,,, aus

der
i) _ priptpi AN K k. kN i 2
I'F,, = RI'R'F,, = (1+ I x?)I"(1 = I"X")F, + O(x")
=I'F., + [P, '\ Fp,, + O(X*) = I'[F},, + eijix’ Fy, ] + O(x?)
folgt, unter infinitesimalen Eichtransformationen wie
Fi = Fp, +eipx’ Fly, + O0(x?).

Die Feldstéarketensoren werden durch die Eichtransformationen also ebenfalls mitein-
ander vermischt.
Aufgrund der Kovarianz der Kommutatoren C),, findet man in dem Ausdruck

Spur (C,,,Cyy) aber nun leicht einen Lorentzskalar, der wegen Spur(C},C,,) =

Spur (RC,,, R'RC,,, R") = Spur (C,,,C,,,,) (zyklische Vertauschung der Matrizen unter
der Spur) auch eichinvariant ist. Diese Invariante steht zu den Feldstérketensoren in
der Beziehung

Spur (C,,Cy) = g*F,, F3,Spur (I'I7) = —2¢°F}  F}. .
Die Lagrangedichte der Eichfelder kann daher in volliger Analogie zu der des
Maxwellfeldes angesetzt werden, wenn nur iiber alle Eichfelder summiert wird.

Zusammenfassend erhalten wir damit die lorentz— und lokal eichinvariante La-
grangedichte

L= _(Ch 1:_07/1Du¢ +m6217)¢) - ﬁF/ﬁuF;iu

mit der kovarianten Ableitung

D, = au—inAL

und den Feldstarketensoren

Fi, = 0,AL —8,Al, —gejn AL AL,

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus dieser Lagrangedichte mittels des Hamil-
tonschen Prinzips durch Variation der Wirkung nach dem Diracspinor v und nach
den Eichfeldern AZ. Die Diracgleichung hat daher jetzt offenbar die Gestalt

hyuDyp +meap = 0.

Fiir die Bewegungsgleichungen der Eichfelder brauchen die zum einen die Ableitung

oL 1

I 7]

. F
9(0,A1) —  dx



die sich in direkter Verallgemeinerung der entsprechenden Formel fiir das elektromag-
netische Feld ergibt. Auch die Farbstromdichten der Diracfelder jz ergeben sich in
enger Analogie zum Elektromagnetismus aus der Ableitung

oLp 1, - :
— = — ¢ = [7'
oA, Ju chgby, '

der Dirac-Lagrangedichte. Anders als in der abelschen Eichtheorie hingen in den
nichtabelschen Theorien die Feldstarketensoren allerdings auch von den Eichfeldern
selbst, nicht nur von deren Ableitungen ab. Wir brauchen daher die Ableitung

aFllfV J J
DA = _geijk:(Ayému - AM(SKV),

mittels der wir schlief3lich die Formel

O(FF,FL)) -
W = 4g Gz'jkA’LF/“Q

erhalten. Insgesamt ergeben sich so anstelle der Maxwellgleichungen die Farbfeldglei-
chungen

Sie zeigen, dass nicht nur die Diracteilchen Quellen des Farbfeldes sind, sondern auch
die Farbfelder selbst. Wahrend das elektromagnetische Feld keine elektrische Ladung
tragt, tragen nichtabelsche Eichfelder immer selbst Farbladung. Da wegen der Anti-
symmetrie der Feldstarketensoren 0,0, F; ﬁy = 0 gilt, lesen wir aus den Feldgleichungen
die Erhaltungssatze

al/(jlzj - %szkAiLF/fy) =0

ab.

Die echte Lagrangedichte der Chromodynamik hat dieselbe Struktur. Man muss
nur entsprechend der Dimension der Eichgruppe SU(3) acht Eichfelder (Gluonen)
einfiihren, die infinitesimalen Erzeugenden I* durch die der SU(3) und die €;;, durch
die Strukturkonstanten der SU(3) ersetzen.



Anhang A

In diesem Anhang erlautern wir die Herleitung der Identitat auf Seite 22 unten, mit
der die Zerlegung des Drehimpulses des Strahlungsfeldes in einen Bahn— und einen
Spinanteil gewonnen wird. Es ist ratsam, dazu eine Tensorschreibweise unter Be-
nutzung des Levi-Civita—Symbols €;; zu verwenden. Indem wir von den Beziehungen
(Summationskonvention)
(a X b)l = Gijka]’bk
und
€ijk€kim = 0i10jm — Oim0ji

Gebrauch machen, erhalten wir

xx (EL xB)li =€jrnx; (Bl XB)p =€k €pim - €mnr T E 110 A Ly
———— —— ——
=eximE1L1Bm =0knO1r—OkrOin

= €jr T E 11 (OkAL — 01 ALk).

Der erste Term in dieser Gleichung ergibt schon der ersten Term auf der rechten Seite
der erstrebten Identitdt. Den zweiten Term formen wir mittels der Produktregel
weiter um in

—€ijk T E1101A LR = —€ijk01[x; E ALK + €601 E1L1A LK + €kt j ALk O1E 1
=0
= —€jk0lx; E ALk + € B jA L

und erhalten damit die volle Identitat.



Anhang B

Die nicht normierbaren Eigenzusténde des elektrischen (oder magnetischen) Feldes am
Ende des Kapitels 6 kann man durch Reduktion des Gewichts groler Photonenzahlen
normierbar machen. Man kann dazu z.B. die Zustande

> (zal?/2)" 2
0,2)p = Z %W&k) = %@ /2|vak)
n=0 ’

betrachten, die fiir x < 1 keine exakten Eigenzustinde des elektrischen Feldes zum
Eigenwert 0 mehr sind. Fiir das Normquadrat dieser Zustande erhélt man

[e.e]

2)? 1
(0,20, x) Z x/ =

1— a2

Der Erwartungwert des elektrischen Feldes ist immer noch
£(0,z)i(a — a")|0,z)5 = 0.

Fiir das Schwankungsquadrat erhalten wir jedoch

(0, 3] — (a — ah)2[0, ) = ;)((471 + 1)571!))2 (z/2)™" (20 2!2();(16/12))! n+ )

l—=x

S

und damit fir den normierten Erwartungswert

l—2x

—(a — a2 _
< (CL a) >|0,m)E 14z

Zur Berechnung der mittleren Zahl der Photonen und deren Schwankung im Zustand
|0, z) g betrachten wir die erzeugende Funktion

oo

sa’'a x65/2) 1
f(s) =5 (0,2]e**'*|0,2) Z -

Aus ihr erhélt man durch Differentiation nach dem Parameter s und Normierung die
mittlere Photonenzahl

<CLTCL>|O,:C>E = f/(O)/f(O) = 1 — 22

und deren Schwankungsquadrat

212

(@100, = {aa) 0y, = " O/F0) = (SO FO) = =75

Man sieht, wie fiir x — 1 die mittlere Photonenzahl und deren Schwankung beide in
vergleichbarer Weise divergieren.



