
Statistishe PhysikTeil IV der Kursvorlesung \Theoretishe Physik"an der Universit�at zu K�olnProf. Dr. Erwin M�uller{HartmannDieses Skript ist als Postsript{Dateiim WWW zu �nden unterwww.thp.uni-koeln.de -> Studium -> SkriptenCopyright 1972 Erwin M�uller{Hartmann, K�oln, Germany





I. Grundbegri�e der Statistishen Physik1. Einleitung 12. Reine und gemishte Zust�ande 23. Statistishe Gesamtheiten 64. Gesamtheiten des thermishen Gleihgewihtes 95. Die Entropie und verwandte statistishe Begri�e 16II. Thermodynamik des Gleihgewihts6. Abri� der klassishen Thermodynamik 237. Thermodynamishe Gr�o�en 268. Thermodynamishe Relationen 329. Kreisprozesse. Thermodynamishe Mashinen 3610. Das Nernstshe Theorem 4111. Phasengleihgewihte 4312. Mehrkomponentige Systeme 46III. Eigenshaften kondensierter Materie13. �Uberblik 5114. Die klassishe N�aherung 5315. Die idealen Gase 5816. Das ideale Fermi{Gas 6117. Das ideale Bose{Gas 6718. Einige Beispiele f�ur verd�unnte Systeme 7319. Cluster- und Virialentwiklung 7820. Magnetishe Ersheinungen 8221. Materie bei tiefen Temperaturen 87IV. Statistishe Physik des Nihtgleihgewihts22. �Ubersiht 8923. Niht{mehanishe St�orungen 9124. Mehanishe St�orungen 96





1I. Grundbegri�e der Statistishen Physik1. EinleitungBis vor etwa drei�ig Jahren h�atten Sie statt dieser Vorlesung eine Vorlesung �uberdie `Theorie der W�arme' besuht. Sie werden hier strekenweise denselben Sto�zu h�oren bekommen wie fr�uher. Die ge�anderte Benennung der Vorlesung deuteteine Ver�anderung im Aufbau der Vorlesung an und eine Vershiebung der Akzentein der Sto�auswahl. Eine `Theorie der W�arme' folgte mehr der historishen En-twiklung, begann also mit einer Herleitung der Thermodynamik aus den beidenHaupts�atzen der W�armelehre, verweilte dann ausgiebig bei einer Ausgestaltungder Thermodynamik, um erst sp�ater auf die statistish-mehanishe Begr�undungder Thermodynamik einzugehen.Letztere wurde vor mehr als 100 Jahren von L. Boltzmann eingeleitet. Es ist heutezwekm�a�iger, von einer statistishen Mehanik auszugehen, die auf der Quanten-mehanik bzw. der klassishen Mehanik aufbaut. Die klassishe Thermodynamikist dann ein Nebenprodukt der Statistik. Dar�uber hinaus er�o�net die statistisheMehanik jedoh den Weg zu einer detaillierten Theorie der vershiedenen Formender Materie, bis zur Berehnung von spezi�shen Materialeigenshaften, w�ahrenddie klassishe Thermodynamik nur allgemeine Relationen zwishen solhen Eigen-shaften zum Inhalt hat. Wir werden diesen Untershied sp�ater genauer verstehen.Viele Lehrb�uher folgen der historishen Entwiklung. Wir empfehlen Ihnen,erg�anzend und als Kontrast zur Vorlesung die `Statistishe Mehanik' von K.Huang, Band I+II (Hohshultashenb�uher, Band 68,89) zu lesen oder zumin-dest zu �uberiegen.Das Ziel der statistishen Physik ist also, die Eigenshaften makroskopisher Sys-teme zu erkl�aren. Das hat angesihts der Tatsahe zu geshehen, da� wir eine atom-istishe Theorie der Materie besitzen, in Form der Quantentheorie. Sie erlaubt uns,die Eigenzust�ande eines Systems zu berehnen, bzw. die zeitlihe Entwiklungirgendeines vorgegebenen Zustandes. Das wird bei makroskopishen Systemenallerdings niht gerade leihtfallen, da die Zahl der Freiheitsgrade sehr gro�, zumBeispiel 1020, ist. Die atomistishe Mehanik beantwortet jedoh niht die Frage,in welhem Zustand man ein System unter gewissen Bedingungen antri�t. Geradediese Frage ist Gegenstand der statistishen Physik. Lassen Sie mih die atom-istishe Mehanik und die statistishe Mehanik an folgendem einfahen Beispielgegen�uberstellen: Unser System sei ein gro�er Beh�alter mit H2O-Molek�ulen. Einetypishe Aussage der Quantenmehanik w�urde sein: M�oglihe Zust�ande diesesSystems sind Eis und Wasser. Auf dieser Kenntnis basierend w�urde eine typisheAussage der statistishen Mehanik lauten: Im Sommer tri�t man den Wasser-,im Winter den Eiszustand an.
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22. Reine und gemishte Zust�andeDer dynamishe Zustand eines Quantensystems ist nur dann vollst�andig bekannt,wenn es gelungen ist, eine ideale Messung an dem System vorzunehmen. Eineideale Messung legt einen Zustand des Systems als simultanen Eigenzustandeines vollst�andigen Satzes kompatibler (vertaushbarer) Observablen fest. DieGesamtheit der so erzeugten Zust�ande bildet den Hilbertraum aller m�oglihenZust�ande des Systems. Ein beliebiger Vektor aus diesem Hilbertraum stellt i.a.einen Zustand dar, in welhem f�ur die Observablen des ausgew�ahlten Satzes nurErwartungswerte mit endlihen Unsh�arfen angegeben werden k�onnen. Diese Ein-shr�ankung der Kenntnis �uber das System ist niht �uberwindbar; ein Zustandsvek-tor enth�alt die maximal m�oglihe Information �uber ein System.Im allgemeinen fehlt uns jedoh die genaue Kenntnis eines Zustandsvektors. Wirwerden dann nur feststellen k�onnen, da� das System mit gewissen Wahrshein-lihkeiten pi in den dynamishen Zust�anden jii vorgefunden werden kann. Manspriht unter solhen Umst�anden von einem gemishten Zustand; er ist ein statis-tishes Gemish aus den reinen Zust�anden, die durh die Vektoren jii (hij ii = 1)harakterisiert werden. Nimmt man an einem System in einem gemishten Zus-tand eine Messung der Observablen A vor, so wird man mit der Wahrsheinlihkeitpi den quantenmehanishen Erwartungswert hijAjii vor�nden, insgesamt also f�urA den statistishen Mittelwert< A > =Xi pihijAj ii (2:1)messen. O�enbar ie�en hier zwei Mittelungen zusammen. W�ahrend jede idealeEinzelmessung nur Eigenwerte von A liefern kann, ergibt sih als `quantenmeha-nishes Mittel' im Zustand jii der Erwartungswert hijAj ii; diese Erwartungswertem�ussen jedoh noh statistish gemittelt werden mit den Wahrsheinlihkeiten pif�ur das Vorliegen der Zust�ande jii.Es ist nun au�erordentlih fruhtbar, jedem gemishten Zustand den Operator% :=Xi pi jiihij (2:2)zuzuordnen, den sogenannten Dihteoperator des Zustandes. Der Dihteoperatorbeshreibt die `Dihteverteilung' des gemishten Zustandes �uber den Hilbertraum.Wir betonen, da� die Vektoren jii normiert sein sollen, jedoh niht notwendigorthogonal aufeinander stehen m�ussen. Die pi haben die typishen Eigenshaftenstatistisher Gewihte pi � 0; Xi pi = 1: (2:3)Wir erinnern f�ur das folgende an den Begri� der Spur eines Operators. Es giltSpurA =Pfjnig hnjAjni, wo fjnig eine beliebige orthonormierte Basis sein kann;der Wert der Summe h�angt von der Wahl der Basis niht ab. Die Spur hat unteranderem die Eigenshaften (a) Spur (AB) = Spur (BA) und (b) Spur (jiihij) = 1.Mit Hilfe des Dihteoperators kann der Mittelwert in (2.1) in der Form< A > = Spur (%A) (2:4)



3geshrieben werden � beahte : Spur (%A) =Pi pi Spur (jiihijA); Spur (jiihijA) =Spur (jiihijjiihijA) (a)= Spur (jiihijAjiihij) (b)= hijAj ii:� Der Dihteoperator harak-terisiert also einen gemishten Zustand vollst�andig, da er das Ergebnis jeder Mes-sung an dem betre�enden System zu berehnen erlaubt. Aus (2.4) folgt insbeson-dere die wihtige Relation (A = 1) Spur % = 1: (2:5)Da au�erdem f�ur jeden Vektor jui gilt:huj %jui =Xi pi��hijui��2 � 0; (2:6)haben Dihteoperatoren die folgenden Eigenshaften: Sie sindhermitesh, positiv semide�nit und haben die Spur eins. (2.7)Man kann zeigen, da� jeder Operator mit den drei letztgenannten Eigenshafteneine Observable ist mit v�ollig diskretem Spektrum. Ein solher Operator besitztalso eine Spektraldarstellung der Form (2.2), wobei die pi mit den Eigenshaften(2.3) die Eigenwerte von % und die Vektoren jii orthonormiert sind, was in (2.2)niht der Fall zu sein brauht.Um zusammenzufassen: Die durh (2.2) und (2.3) de�nierte Menge von Oper-atoren und die durh (2.7) de�nierte sind identish. Die Darstellung (2.2) f�ureinen Dihteoperator ist im allgemeinen niht eindeutig; gemishte Zust�ande, dieman naiv als vershieden bezeihnen w�urde, k�onnen denselben Dihteoperatorhaben. Andererseits harakterisiert ein Dihteoperator einen gemishten Zus-tand eindeutig hinsihtlih der Ergebnisse m�ogliher Messungen. Daher wird mangemishte Zust�ande mit gleihem Dihteoperator als identish betrahten. DieBeshreibung von Zust�anden durh Dihteoperatoren ist ein sehr wihtiges undfruhtbares Konzept der statistishen Physik.Wir wollen noh anmerken, da� mit einer Reihe vonDihteoperatoren %� auh der Operator% =X� ��%� mit �� � 0; X� �� = 1 (2:8)ein Dihteoperator ist, wie man anhand von (2.7) leihtfeststellt. Geometrish ausgedr�ukt: die Dihteopera-toren bilden eine konvexe Menge.
ρ3

ρ

ρ

1

2

ρ

ρ4

Die reinen Zust�ande sind nat�urlih als Spezialf�alle im Begri� des gemishten Zu-standes enthalten. Hier einige harakterisierende Eigenshaften von Dihteopera-toren reiner Zust�ande (jede f�ur sih ist notwendig und hinreihend):(1) Es existiert ein jii mit % = jiihij(2) %2 = %(3) Spur %2 = 1(4) Spur (% ln %) = 0(5) Es gibt keine Dihteoperatoren %1 6= %2 mit% = �1%1 + �2%2; �1;2 > 0 ; �1 + �2 = 1.



4Wenn ein System den Hamiltonoperator H hat, wird die zeitlihe Entwiklungjedes Zustandsvektors durh die Shr�odingergleihung i�hj _ (t)i = Hj (t)i gegeben;H darf dabei auh explizit zeitabh�angig sein. Daraus folgt eine nat�urlihe zeitliheEntwiklung f�ur jeden Dihteoperator des Systems. Wegen �i�hh _ (t)j = h (t)jHerh�alt man i�h _%(t) = i�hPn pn(j _nihnj+ jnih _nj) = H%�%H, oder die von Neumann-Gleihung _%(t) = � i�h [H; %℄: (2:9)Es ist zu betonen, da� dies die Zeitableitung des Dihteoperators im Shr�odingerbildist. Man darf die von Neumann-Gleihung niht mit der �ahnlih aussehen-den Bewegungsgleihung f�ur Observable im Heisenbergbild verwehseln. Da dieL�osung der Shr�odingergleihung sih mit Hilfe des Zeitentwiklungsoperators alsj (t)i = U(t; t0)j (t0)i shreiben l�a�t, lautet die Zeitabh�angigkeit des Dihteoper-ators %(t) = U(t; t0)%(t0)Uy(t; t0): (2:10)Die zeitlihe Entwiklung eines Mittelwertes der Observablen A im Zustand % kannman wie �ublih im Shr�odinger - oder im Heisenberg-Bild formulieren:< A >t= Spur (A%(t)) = Spur (Uy(t; t0)AU(t; t0)%(t0)) = Spur (AH%(t0)):Aus (2.10) entnimmt man leiht, da� %(t) zu allen Zeiten Dihteoperator ist, wennes zu irgendeiner Zeit diese Eigenshaft hat.Wir wollen jetzt den Begri� des Dihteoperators auf die klassishe Mehanik �uber-tragen. In einem klassish mehanishen System von N Massenpunkten ist einreiner Zustand durh die Angabe von 3N Koordinaten (q1; : : : ; q3N ) = q und 3NImpulsen (p1; : : : ; p3N ) = p bestimmt. Der aus diesen Variablen aufgespannte6N -dimensionale Raum hei�t der Phasenraum (�-Raum) des Systems. Ein reinerZustand entspriht einem Punkt (p; q) im Phasenraum.Bei einem gemishten Zustand wird sih das System dagegen mit gewissen Wahr-sheinlihkeiten an vershiedenen Punkten des Phasenraumes aufhalten. DieseSituation kann durh eine Verteilungsfunktion %(p; q) beshrieben werden, die an-gibt, mit welher Wahrsheinlihkeit das System am Punkte (p; q) ist. Eine solheVerteilungsfunktion hat die Eigenshaften:%(p; q) � 0 (2:11)Z dpdq %(p; q) = 1 ; (2:12)die den Eigenshaften (2.6) und (2.5) bei quantenmehanishen Systemen entsprehen.Physikalishe Me�gr�o�en sind gegeben durh Phasenraumfunktionen A(p; q).Entsprehend (2.4) ist ein Mittelwert von A �uber die Verteilung % gegeben durh< A > = Z dpdqA(p; q)%(p; q): (2:13)F�ur ein System mit der Hamiltonfunktion H lauten die kanonishen Bewegungs-gleihungen: _q = �H�p ; _p = ��H�q . Infolge dieser Dynamik bewegt sih jeder



5Phasenraumpunkt im Laufe der Zeit auf einer bestimmten Bahn im Phasen-raum, einer Phasenraumtrajektorie (p(t); q(t)); ein Volumenelement des Phasen-raumes verformt sih unter Beibehaltung der Gr�o�e des Volumen. Die Wahrshein-lihkeit, das System in einem solhen Volumenelement anzutre�en, bleibt w�ahrendder nat�urlihen Phasenraumbewegung konstant (die Verteilung soll niht durhwillk�urlihe �au�ere Eingri�e ge�andert werden). Dies bedeutet, da� ein sihmitbewegender Beobahter eine konstante Dihte feststellt, also %t(p(t); q(t)) =%t0(p(t0); q(t0)) l�angs jeder Trajektorie. Die totale Zeitableitung einer Verteilungs-funktion ist deshalb null: ddt%t(p(t); q(t)) = 0. F�ur die partielle Zeitableitung (aneinem festen Punkt im Phasenraum) folgt die Liouville-Gleihung:�%�t = ���%�p �p�t + �%�q �q�t� = � ��H�p �%�q � �H�q �%�p� = �fH; %g (Poissonklammer):(2:14)Mit der �ublihen Ersetzung fH; %g ! i�h [H; %℄ sind (2.14) und (2.9) korrespon-denzm�a�ig verkn�upft. Der �Ubergang von der Quantenstatistik zur klassishenStatistik (der klassishe Grenzfall) wird sp�ater noh ausf�uhrlih besprohen (sieheKap. 14 und Chinthin, Seite 21).Die nat�urlihe Bewegung des Phasenraumes kann als Str�omung mit einemGeshwindigkeitsfeld ~v(p; q; t) = ( _p; _q) = (��H�q ; �H�p ) aufgefa�t werden. Aus denHamiltonshen Gleihungen folgt dann div ~v = 0, d.h. die Str�omung ist inkom-pressibel, ein Volumenelement des Phasenraumes verformt sih unter Beibehaltungder Gr�o�e des Volumens. Die Liouville-Gleihung (2.14) kann daher in Form einerKontinuit�atsgleihung geshrieben werden:_%+ div (~v%) = ( ��t + ~v � grad ) % = ddt % = 0: (2:15)Hieraus folgt auh die zeitlihe Erhaltung der Normierungsbedingung (2.12) f�urdie Verteilungsfunktion.In diesem Kapitel haben wir einige tehnishe Begri�e bereitgestellt, insbesondereden des Dihteoperators und der Verteilungsfunktion. Wir wollen im n�ahstenKapitel darlegen, wieso diese Begri�e sinnvoll sind zur Beshreibung makroskopis-her mehanisher Systeme.



63. Statistishe GesamtheitenEin makroskopishes mehanishes System hat sehr viele Freiheitsgrade. Ein m3Gas unter Normalbedingungen enth�alt etwa 3 � 1019 Molek�ule; ein m3 Kupferenth�alt etwa 1023 Atome. Ein solhes System gen�ugt den mehanishen Be-wegungsgesetzen. Jedoh ist es ho�nungslos, eine detaillierte (mikroskopishe)Beshreibung des Systems zu realisieren, da f�ur so viele Teilhena) die Shr�odingergleihung, bzw. die Hamiltonshen Bewegungsgleihungen nihtgel�ost werden k�onnen,b) man niemals in der Lage ist, Anfangsbedingungen f�ur ein solhe L�osunganzugeben.Einen solhen reinen Zustand eines makroskopishen Systems nennt man auheinen Mikrozustand.Es ist aber niht nur ho�nungslos, ein makroskopishes System durh einenMikrozustand und dessen Zeitentwiklung zu beshreiben, sondern dies ist o�enbarauh �uber�ussig und unn�otig. Denn tats�ahlih sind wir bei einem makroskopis-hen System absolut niht daran interessiert, welhes Teilhen sih wann wo mitwelher Geshwindigkeit bewegt; wir fragen vielmehr nah einer anderen Art vonEigenshaften, insbesondere mitteln unsere Messungen �uber ein gewisses Zeitin-tervall und �uber die r�aumlihe Ausdehnung des Systems. Dies gilt niht nur f�urmakroskopishe Eigenshaften des Systems, wie etwa den Druk und die Tem-peratur, sondern auh f�ur Eigenshaften, die Information auf der Skala atomarerAbst�ande enthalten, wie etwa kurzreihweitige Dihtekorrelationen; dies gilt auhniht nur f�ur statishe Eigenshaften des Systems, sondern gleihfalls f�ur dynamis-he Eigenshaften wie etwa die elektrishe Leitf�ahigkeit im Bereih optisher Fre-quenzen.Die Besonderheit des Me�vorgangs hat folgende Konsequenzen:a) Ein makroskopishes System ist niht so gut isolierbar von seiner Umgebung(selbst bei gro�em Bem�uhen), da� es niht durh �au�ere Ein�usse w�ahrend einerMessung zwishen einer gro�en Zahl von Mikrozust�anden hin und her geworfenw�urde. Es ist daher legitim und sogar sinnvoll, das System durh eine Sharvon Mikrozust�anden anstatt durh einen einzigen Mikrozustand zu beshreiben.Die vershiedenen Mikrozust�ande einer solhen Shar haben nat�urlih gewisseGemeinsamkeiten, die Messung an jedem f�ur sih ausgef�uhrt w�urde immer (odermindestens fast immer) zu fast demselben Resultat f�uhren. Man sagt, sierepr�asentieren denselben Makrozustand. Eine solhe Shar von Mikrozust�andennennt man auh eine statistishe Gesamtheit oder ein statistishes Ensemble.b) Die makroskopishe Ausdehnung des Systems legt es nahe, dieses in eine gro�eAnzahl gleihartiger Untersysteme zu zerlegen, ein System mit 1020 Teilhenzum Beispiel in 1010 Untersysteme mit je 1010 Teilhen. Jedes dieser Teilsystemeist makroskopish gro�. Die vielen Untersysteme k�onnen als Repr�asentanteneines Systems von 1010 Teilhen angesehen werden, die alle in vershiede-nen Mikrozust�anden sind und wieder eine statistishe Gesamtheit bilden. Dier�aumlihe Mittelung �uber das urspr�unglihe gro�e System entspriht dann einerSharmittelung �uber diese Gesamtheit. Damit dieses Verfahren sinnvoll ist, mu�das Ergebnis von der Gr�o�e der Untersysteme unabh�angig sein, solange sie einegro�e Zahl von Freiheitsgraden enthalten.



7) Es gibt die Vermutung, da� sogar das Zeitmittel �uber fast jeden Mikrozus-tand gleih dem Mittel �uber eine statistishe Gesamtheit ist: die sogenannteErgodenhypothese. Wir verweisen Interessenten auf: A.J.Chinthin; Mathema-tishe Grundlagen der statistishen Mehanik, Hohshultashenb�uher Band58/58a.Die statistishen Gesamtheiten sind nat�urlih nihts anderes als gemishte Zust�ande,wie wir sie im vorigen Kapitel eingef�uhrt haben. Das geeignete Mittel, einenMakrozustand quantitativ zu erfassen, sind daher der Dihteoperator bzw. dieVerteilungsfunktion. Nah der obigen Diskussion ist es klar, da� man die Eigen-shaften makroskopisher Systeme durh Mittelung mit einem geeigneten Dihte-operator erhalten kann. Es ist eine der Grundaufgaben der statistishen Physik,diese Dihteoperatoren zu �nden.Wir haben bisher immer nur vom Mittelwert einer Observablen A gesprohenund diesen nah (2.4) berehnet. Dabei mag verborgen geblieben sein, da� auhdie Verteilung der Me�werte um den Mittelwert, die ebenfalls beobahtbar ist,impliziert war. Diese Verteilung ist selbst durh Mittelwerte anderer Observablengegeben, die Funktionen von A sind. Speziell ist die Wahrsheinlihkeit, da� manbei einer Messung der Observablen A den Wert a erh�alt,wA(a) = hÆ(a�A)i: (3:1)Zur Erl�auterung: die Wahrsheinlihkeit, da� der Me�wert < a ausf�allt, ist derMittelwert �uber die Spektralshar von A:eA(a) = h�(a� A)i; �(x) = � 0 (x � 0)1 (x > 0) ; also wA(a) = e0A(a) :Die Verteilung (3.1) ist nat�urlih normiert:Z 1�1 da w(a) = 1: (3:2)Ihre Kenntnis ist ausreihend, um die Mittelwerte aller Funktionen der Observ-ablen A zu bestimmen: hF (A)i = Z 1�1 da F (a)wA(a): (3:3)Insbesondere erh�alt man den Mittelwert von A selbst und den Mittelwert von An,das sogenannte n-te Moment von A, durhhAi = Z 1�1 da awA(a); hAni = Z 1�1 da anwA(a): (3:4)Ein wihtiges Ma� f�ur die Breite der Verteilung w(a) um den Mittelwert hAi istdas mittlere Shwankungsquadrat (�A)2:(�A)2 � 
(A� hAi)2� = Z 1�1 da (a� hAi)2wA(a) = hA2i � hAi2 � 0: (3:5)Wir haben den Begri� der Verteilung von Me�werten hier im Kapitel �uber Gesamt-heiten eingef�uhrt, um folgende Bemerkung mahen zu k�onnen: Die vershiede-nen Gesamtheiten, die wir in K�urze kennenlernen werden, untersheiden sih



8in der Wahrsheinlihkeitsverteilung f�ur gewisse Observable, und zwar handeltes sih dabei immer um Observable, deren Mittelwerte proportional zur Zahlder Freiheitsgrade N des Systems sind. F�ur alle diese Gesamtheiten sind dieShwankungsquadrate dieser Observablen ebenfalls h�ohstens von der OrdnungO(N). Damit wird die relative Shwankung klein: �A=hAi = O(1=pN). F�ur allemakroskopishen Systeme ist daher die relative Shwankung derart gering, da� eskeine Rolle spielt, wie die Verteilung der Me�werte von A im einzelnen aussieht.Die zu besprehenden Gesamtheiten sind physikalish f�ur makroskopishe Systeme�aquivalent.



94. Gesamtheiten des thermishen GleihgewihtesWir betrahten nunmehr ausshlie�lih konservative mehanishe Systeme, alsosolhe, deren Hamiltonoperator niht explizit von der Zeit abh�angt. Wir wollenan die Erfahrung ankn�upfen, da� solhe Systeme unter gewissen Bedingungen imLaufe der Zeit einem station�aren Zustand zustreben. Dies gilt unabh�angig davon,von welhem Anfangszustand man startet. Die station�aren Zust�ande, die auf dieseWeise erreiht werden, hei�en Zust�ande des `thermishen Gleihgewihts'.Typishe Bedingungen, unter denen sih ein thermishes Gleihgewiht einstellt,sollen jetzt diskutiert werden. Zun�ahst einmal haben Systeme diese Eigen-shaft, die keinerlei Kontakt zur Au�enwelt haben; solhe Systeme hei�en `isoliert'.Ein isoliertes System stellt allerdings einen kaum zu erreihenden Grenzfall dar.Man k�onnte deshalb zweifeln, ob ein streng isoliertes System �uberhaupt ein Gle-ihgewiht erreihen w�urde. Da� diese Frage positiv zu beantworten ist, be-sagt f�ur die klassishe Mehanik der sogenannte Birkho� she Satz (1931): Derzeitlihe Mittelwert �uber jede me�bare Phasenfunktion existiert f�ur fast alle Tra-jektorien. Dieser Mittelwert ist unabh�angig davon, an welhem Punkt der Tra-jektorie die Mittelung beginnt. Im Anshlu� an den Begri� des Makrozus-tandes w�urde man sih dar�uber hinaus w�unshen, da� der zeitlihe Mittelwertf�ur alle (oder fast alle) Trajektorien, die zum gleihen Makrozustand geh�oren,derselbe ist. Da wir den Begri� des Makrozustandes bisher nur heuristishund niht quantitativ sharf de�niert haben, ist der letzte Satz vorl�au�g noheine Tautologie. Wir wollen nun einen Makrozustand eines isolierten Systemsdurh die Gesamtheit aller Mikrozust�ande de�nieren, die in ihren mehanis-hen Erhaltungsgr�o�en �ubereinstimmen. Es ist der Inhalt der shon erw�ahntenErgodenhypothese, da� der Mittelwert �uber die so de�nierte Gesamtheit gle-ih dem zeitlihen Mittelwert f�ur fast alle Trajektorien � Mikrozust�ande derGesamtheit ist. Eine mathematish einwandfreie L�osung des Ergodenproblems istshwierig. Die Ergodenhypothese ist jedoh durhaus suggestiv und wir k�onnenuns hier mit einer Plausibilit�atsbetrahtung begn�ugen.Die statistishe Gesamtheit, die ein isoliertes System beshreibt, hat den Namen`mikrokanonishe Gesamtheit'. Wenn Fi(p; q) (i = 1; : : : ; s) alle additiven Er-haltungsgr�o�en des Systems sind, enth�alt eine solhe Gesamtheit alle Punkte desPhasenraumes, die den s BedingungenFi(p; q) = fi ; (i = 1; 2; : : :) (4:1)mit vorgegebenen fi ; (i = 1; 2; : : :) gen�ugen. Alle diese Punkte bilden eineHyper�ahe im Phasenraum. Jede Trajektorie, die einen Punkt mit dieser Hy-per�ahe gemeinsam hat, liegt ganz auf ihr. Die Rihtigkeit der Ergodenhypothesew�urde sih sofort ergeben, wenn jede Trajektorie jedem Punkt der Hyper�ahebeliebig nahe k�ame. Falls dies niht der Fall w�are, w�urde die Hyper�ahe inTeil�ahen zerfallen, die keine Trajektorien gemeinsam haben (metrishe Zerleg-barkeit). In diesem Fall w�urde man aber zu dem Shlu� kommen, da� es eineweitere Erhaltungsgr�o�e (additiv?) gibt, die man bisher �ubersehen hat und dieauf den vershiedenen Teil�ahen der betrahteten Hyper�ahe vershiedene Werteannimmt. Wenn man diese Erhaltungsgr�o�e zu dem obigen Satz hinzuf�ugt, w�urdeman dann eine metrish unzerlegbare Hyper�ahe erhalten, f�ur die die Ergoden-hypothese stimmt.



10O�enbar enth�alt auh in der zuletzt gew�ahlten Formulierung die Ergodenhy-pothese ein tautologishes Element, solange man sih niht festlegt, welhen Satzvon Erhaltungsgr�o�en man f�ur ausreihend h�alt. Das Ergodenproblem bestehtdeshalb niht in erster Linie darin, einen bestimmten mathematishen Satz zubeweisen, sondern eine sinnvolle Form f�ur die Ergodenhypothese zu �nden.Nah dem oben Gesagten wird die mikrokanonishe Gesamtheit durh folgendenDihteoperator beshrieben: %mk = a sYi=1 Æ(Fi � fi); (4:2a)wobei a eine Normierungskonstante ist, die die Normierungseigenshaft des Dihte-operators garantiert (siehe (2.5) bzw. (2.12)). Daher gilt im quantenmehanishenFall a�1 = Spur sYi=1 Æ(Fi � fi) (4:2b)und im klassish-mehanishen Falla�1 = Z dpdq sYi=1 Æ(Fi � fi): (4:2)Durh (4.2) wird also der Gleihgewihtszustand eines isolierten Systems beshrieben.Wir werden sogleih noh spezi�sher auf die mikrokanonishe Gesamtheit einge-hen. Zun�ahst wollen wir uns weiteren Situationen widmen, f�ur die ein Systemeinem Gleihgewihtszustand zustrebt.Wir wissen aus der Erfahrung ebenfalls, da� Teile eines isolierten Systems imLaufe der Zeit in ein thermishes Gleihgewiht �ubergehen. Solhe Teile sindselbst nat�urlih keine isolierten Systeme, da sie mit dem Rest des Gesamtsystemswehselwirken. Insbesondere sind f�ur solhe Teilsysteme weniger Gr�o�en zeitliherhalten als bei entsprehenden isolierten Systemen. Trotzdem spielen auh hierErhaltungsgr�o�en eine entsheidende Rolle und diesen Umstand haben wir unsnun klarzumahen.Die s Gr�o�en Fi - wie oben geshehen - als alle Erhaltungsgr�o�en eines meha-nishen Systems anzunehmen, war ein wenig ober�ahlih. Nat�urlih ist die Zahlder Erhaltungsgr�o�en unendlih, weil mit je zwei Erhaltungsgr�o�en auh alle Lin-earkombinationen und Produkte erhalten sind. Wenn man es so ausdr�uken will,bildet die Menge der Erhaltungsgr�o�en eine Algebra. Aus dieser gro�en Sharvon Erhaltungsgr�o�en gen�ugt es, die sogenannten additiven zu betrahten, da alleanderen sih als Funktionen von additiven Erhaltungsgr�o�en shreiben lassen. Dieadditiven Erhaltungsgr�o�en sind tats�ahlih die Ihnen gel�au�gen und zeihnen sihaus durh folgende Eigenshaft:F (System 1 + 2) = F (System 1) + F (System 2): (4:3)Sie sind also additiv bez�uglih einer Zerlegung des Systems in Teilsysteme. Dies in (4.2) benutzten Gr�o�en waren aufzufassen als eine Basis aus der linearenMannigfaltigkeit der additiven Erhaltungsgr�o�en, also als ein vollst�andiges System



11linear unabh�angiger additiver Erhaltungsgr�o�en. Man kann sih �ubrigens leihtklarmahen, da� �uberz�ahlige Erhaltungsgr�o�en in (4.2) nihts geshadet h�atten:sie heben sih identish aus (4.2) heraus.Wir kehren zu dem niht isolierten System zur�uk, das wir als Teil eines isoliertenSystems aufgefa�t hatten.Es gibt hierbei vershiedene F�alle und wir betrahten zun�ahst den eines soge-nannten v�ollig o�enen Systems. Damit ist folgendes gemeint: Die additiven Er-haltungsgr�o�en des Gesamtsystems setzen sih nah (4.3) aus den Beitr�agen desbetrahteten Teilsystems 1 und des Restes 2 zusammen.Das System 1 hei�t o�en, wenn die Kopplung von 1 und2 einen freien Austaush aller Erhaltungsgr�o�en erlaubt,so da� keine der Gr�o�en Fi (System 1) mehr einen festvorgegebenen Wert annimmt. Der Einu� des Gesamtsys-tems besteht hier darin, nur den Mittelwert der Gr�o�en Fi(System 1) vorzugeben. Der Gleihgewihtszustand eineso�enen Systems hat folgende bemerkenswerte Eigenshaft:Wenn man das System selbst in Untersysteme a und b zerlegtdenkt, so sind die Zust�ande (=Makrozust�ande) dieser Unter-systeme `statistish unabh�angig', was besagen soll, da� dieWahrsheinlihkeit, das Untersystem a in einem bestimmtenZustand (=Mikrozustand) zu �nden, unabh�angig ist vomjeweiligen Zustand des anderen Untersystems b. �
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Auh Untersysteme von isolierten Systemen haben weitgehend statistish un-abh�angige Gleihgewihtszust�ande, weil sie einander nur �uber ihre Ber�uhrungs�ahenbeeinussen und ein Untersystem eine ganze Shar von Mikrozust�anden annehmenkann, ohne da� das andere Untersystem davon Notiz nimmt. Bei isoliertenSystemen wird jedoh die statistishe Unabh�angigkeit der Untersysteme durhdie additiven Erhaltungsgr�o�en eingeshr�ankt: Wenn die Gr�o�e Fi im Unter-system 1 den Wert Fi(1) hat, betr�agt ihr Wert im Untersystem 2 zwangsl�au�gFi(2) = Fi(1 + 2) � Fi(1); die Werte von Erhaltungsgr�o�en in den beiden Un-tersystemen sind also niht unabh�angig, sondern bedingen sih gegenseitig. Ino�enen Systemen f�allt nun gerade diese letzte Einshr�ankung der statistishenUnabh�angigkeit von Untersystemen weg.Mathematish �ndet die statistishe Unabh�angigkeit von Untersystemen o�enerSysteme ihren Ausdruk in der Relation%1+2 = %1 � %2: (4:4)Sie folgt, weil die Zust�ande des Systems (1+2) sih als Tensorprodukte derZust�ande der beiden Untersysteme 1 und 2 ergeben (j1 + 2i = j1ij2i) und weilwegen der statistishen Unabh�angigkeit die Wahrsheinlihkeit, einen solhen Zu-stand vorzu�nden, gleih dem Produkt der Einzelwahrsheinlihkeiten ist. %1 und%2 vertaushen dabei, da sie auf vershiedene Freiheitsgrade wirken.Es gelingt nunmehr leiht, die Form des Dihteoperators f�ur o�ene Systeme imGleihgewiht zu �nden. Im Gleihgewiht ist der Dihteoperator wie alle Observ-ablen zeitlih konstant und folglih selbst eine Erhaltungsgr�o�e. Aus (4.4) folgt,



12da� ln %1+2 = ln %1 + ln %2 eine additive Erhaltungsgr�o�e sein mu�. Da wir dieGr�o�en Fi(i = 1; : : : ; s) als ein vollst�andiges linear unabh�angiges System additiverErhaltungsgr�o�en angenommen hatten, erhalten wir mit gewissen KoeÆzienten �iln %gk = sXi=1 �iFi (4:5)oder %gk = ePsi=1 �iFi : (4:6)Die Gleihgewihtsgesamtheit o�ener Systeme hei�t auh gro�kanonish. Mansieht, da� im Gegensatz zum mikrokanonishen der gro�kanonishe Dihteoperatorf�ur die Erhaltungsgr�o�en eine Verteilung endliher Breite ergibt.Teilsysteme eines isolierten Systems m�ussen nat�urlih niht bez�uglih aller Erhal-tungsgr�o�en o�en sein, sondern k�onnen bez�uglih gewisser auh isoliert bleiben.Wegen der Unabh�angigkeit der s Erhaltungsgr�o�en Fi wird die statistisheVerteilung der niht �xierten Gr�o�en F1; : : : ; Fr, die durh (4.6) gegeben ist, durhdie Fixierung der �ubrigen Fr+1; : : : ; Fs niht beeinu�t und der Dihteoperator hatdann die Gestalt %k = ePsi=1 �iFi � sYj=r+1 Æ(Fj � fj); (4:7)wobei wir allgemein von einer kanonishen Gesamtheit sprehen.Im gro�kanonishen Fall werden die s KoeÆzienten �i durh die Mittelwerte derErhaltungsgr�o�en bestimmt, also durh s Bedingungen< Fi > � Spur (%gk (�1; : : : ; �s) Fi) = fi (i = 1; : : : ; s); (4:8)und die �i bestimmen umgekehrt diese Mittelwerte. Es ist zu bemerken, da�,wenn unsere Herleitung keinen Fehler aufweist, der Dihteoperator %gk automa-tish die Normierungsbedingung Spur %gk = 1 erf�ullen mu�. Bei der kanonishenGesamtheit gibt es jedoh nur r Bedingungen der Form (4.8) und die �i sheinenauf den ersten Blik unterbestimmt. Jetzt ergibt aber die Normierungsbedingungdie RelationSpur %k � Spur�ePri=1 �iFi � sYj=r+1 Æ(Fj � fj)� � ePsi=r+1 �ifi = 1; (4:9)und daher h�angt der Dihteoperator in Wirklihkeit gar niht von den KoeÆzienten�r+1; : : : ; �s ab: %k = 1Zr ePri=1 �iFi � sYj=r+1 Æ(Fj � fj) (4:10a)mit Zr = Spur�ePri=1 �iFi sYj=r+1 Æ(Fj � fj)� = e�Psi=r+1 �ifi : (4:10b)



13Die Gr�o�e Zr hat gro�e praktishe Bedeutung und hei�t Zustandssumme.Die Formeln (4.10) beshreiben den allgemeinen Fall eines Gleihgewihts-Dihteoperators. O�enbar sind die gro�kanonishe Gesamtheit (r = s) und diemikrokanonishe Gesamtheit (r = 0) als Grenzf�alle enthalten.Nah diesem bewu�t abstrakt und allgemein gehaltenen Teil des Kapitels wollenwir nun unsere Ergebnisse konkreter beleuhten. Dazu brauhen wir als erstes eineListe der additiven Erhaltungsgr�o�en mehanisher Systeme:a) Gesamtenergie Hb) Gesamtimpuls ~P (drei Komponenten)) Gesamtdrehimpuls ~J (drei Komponenten)d) Gesamtteilhenzahl N (eventuell f�ur mehrere Teilhensorten)e) Gesamtvolumen V .Von den vielen denkbaren Gesamtheiten, die man bez�uglih dieser Erhal-tungsgr�o�en bilden k�onnte, sind nur einige von praktisher Bedeutung. Da sihdie betrahteten Systeme im allgemeinen in ruhenden, niht rotierenden Gef�a�enbe�nden, sind diese Gesamtheiten bez�uglih ~P und ~J o�en mit Mittelwerten< ~P >= 0 und < ~J >= 0. Die entsprehenden KoeÆzienten �i vershwindendann, so da� ~P und ~J gar niht explizit in den Dihteoperatoren auftreten.Die Gesamtheit, bei der alle restlihen Erhaltungsgr�o�en isoliert sind (`abgeshlosseneSysteme'), hei�t (im engeren Sinne) die Mikrokanonishe Gesamtheit:Da im Rahmen der �ublihen Beshreibung von Systemen Volumen und Teilhen-zahlen fest vorgegeben sind, verzihtet man auf eine explizite Angabe der betrof-fenen Æ-Funktionen und shreibt den Dihteoperator kurz als%mk = 1Zmk Æ(H � E); Zmk = Spur Æ(H �E); (4:11)wobei der zugeh�orige Zustandsraum nur Zust�ande zu einem bestimmten Volumenund einer bestimmten Teilhenzahl enth�alt. Hinzuweisen ist auf die physikalisheBedeutung der Normierungskonstanten Zmk(E). Die Anzahl der Zust�ande desSystems mit der Energie < E (das `Phasenvolumen') ist gegeben durh�(E) = Spur�(E �H): (4:12)Das sieht man sofort ein, wenn man die Spur mit der Eigenbasis von H bildet.Die Zustandsdihte, die Zahl der Zust�ande pro Energieintervall, ist daher
(E) = d�dE = Spur Æ(E �H) (= Zmk): (4:13)In der mikrokanonishen Gesamtheit kommen also alle Zust�ande mit der EnergieE gleih wahrsheinlih vor. Bei klassisher Mehanik sind alle Punkte auf einerHyper�ahe konstanter Energie H(p; q) = E gleih wahrsheinlih.Ein Zustand, in dem nur Volumen und Teilhenzahlen fest sind, die Energie jedohaustaushbar ist mit der Umgebung (`W�armekontakt'), wird beshrieben durh die(im engeren Sinne) Kanonishe Gesamtheit:



14Mit derselben Konvention �uber die Beshr�ankung des Zustandsraumes wie vorher(Teilhenzahl und Volumen fest) lautet der Dihteoperator%k = 1Zk e��H ; Zk = Spur e��H : (4:14)Von der Wahl des Parameters � h�angt die mittlere Energie des Systems ab:E(�) = < H > = Spur (%kH) = Spur (He��H)Spur e��H : (4:15)Da� umgekehrt die mittlere Energie den Parameter � eindeutig bestimmt, erkenntman aus dEd� = � < H2 > + < H >2= �(�H)2 < 0: (4:16)Die Energie ist eine abnehmende Funktion von �. Die Energieverteilung in derkanonishen Gesamtheit (siehe (3.1)) ergibt sih zuwH(E) = < Æ(E �H) > = 1Zk Spur (e��HÆ(E �H)) = 1Zk e��E
(E): (4:17)

< H > 

E

e- Ω

w (E)H

βE
(E)

Die Zustandsdihte makroskopisher Systemew�ahst mit der Energie ungeheuer shnellan. Deshalb besitzt wH(E) eine sehr engeVerteilung um den Mittelwert < H >. Tat-s�ahlih strebt die relative Breite dieser Ver-teilung gegen Null, wie wir sp�ater noh se-hen werden, und wir k�onnen f�ur makroskopis-he Systeme den Mittelwert < H > mit demwahrsheinlihsten Em identi�zieren,ddEwH(E)jE=Em = 0;woraus ein expliziter Ausdruk f�ur die Umkehrfunktion von E(�) folgt:�(E) = 
0(E)
(E) = ddE ln
(E): (4:18)Hieran erkennt man, da� � im allgemeinen nur positive Werteannimmt. Das Energiespektrum makroskopisher Systeme siehtn�amlih meistens wie nebenstehend abgebildet aus. Es be-sitzt einen kleinsten Eigenwert E0 (Grundzustand) und ist nahoben unbeshr�ankt, wobei die Dihte der Eigenwerte mit Ezunimmt. Die Zustandssumme in (4.14) existiert tats�ahlihnur, wenn der Hamiltonoperator nah einer Seite beshr�ankt ist(halbbeshr�ankt), und sie existiert f�ur nah unten beshr�ankteH nur f�ur � > 0. Es gibt jedoh auh gewisse Systeme mitbeshr�anktem Energiespektrum (Kernspinsysteme). F�ur diesesind Zust�ande mit � < 0 denkbar. Nebenstehend sieht man einSpektrum, dessen Zustandsdihte bei hohen Energien abnimmt. 0
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15Die dritte wihtige Gesamtheit ist die Gro�kanonishe Gesamtheit im engerenSinne. Sie beshreibt den Gleihgewihtszustand eines Systems, das o�en ist gegenEnergie- und Teilhenaustaush (von n Teilhensorten). Der Dihteoperator ist:%gk = 1Zgk e��(H�Pni=1 �iNi); Zgk = Spur e��(H�Pni=1 �iNi): (4:19)Wieder sind Energie und Teilhenzahlen sehr eng verteilt um die Mittelwerte< H > und < Ni >, die durh die Parameter � und �i festgelegt werden.Eine vierte Gesamtheit von Bedeutung, die unmittelbar der in (4.6) de�niertengro�kanonishen entspriht, nennen wir jetzt die Gro�kanonishe Drukgesamtheit:Sie ist o�en bez�uglih aller Erhaltungsgr�o�en einshlie�lih des Volumens. DerDihteoperator lautet %gkd = e��(H��N+pV ); (4:20)die Zustandssumme ist, wie vorher shon bemerkt, gleih 1. Die physikalisheSituation eines nur im Mittel bestimmten Volumens wird zum Beispiel durh dasGas in einem Luftballon repr�asentiert.Bei der obigen Diskussion spezieller Gesamtheiten haben wir von einer Konven-tion Gebrauh gemaht, die es erlaubte, die Æ-Funktionen in Gl. (4.10) wegzu-lassen. Diese Konvention bestand darin, den Hilbertraum der Zust�ande (bzw. denPhasenraum) so einzuengen, da� er nur Zust�ande enth�alt, f�ur dieFij i = fij i (i = r + 1; : : : ; s) (4:21)gilt. Alle Operatoren wirken nur auf diesem eingeshr�ankten Hilbertraum, alleSpuren erstreken sih nur �uber ihn. Dann kann man f�ur die allgemeine kanonisheGesamtheit auh %k = 1Zr ePri=1 �iFi (4:22a)mit Zr = Spur ePri=1 �iFi (4:22b)shreiben, was h�au�g eleganter ist.



165. Die Entropie und verwandte statistishe Begri�eDie Entropie ist einer der wihtigsten Begri�e der statistishen Physik. Sie istde�niert als S = �kB Spur (% ln %) = �kB < ln % >; (5:1)wobei die Boltzmann-Konstante kB � 1:38 � 10�16 erg/Kelvin aus historishenGr�unden eingef�ugt wird. Da f�ur 0 � x � 1 die Ungleihung x lnx � 0 gilt, habenwir die generelle Eigenshaft der Entropie:S = �kBX� %� ln %� � 0; (5:2)wenn %� die Eigenwerte von % sind. In der gro�kanonishen Gesamtheit war ln %eine additive Gr�o�e, und wir erhalten aus (4.5), da� die Entropie eine additiveEigenshaft o�ener Systeme im Gleihgewiht ist, die sih mittels der additivenErhaltungsgr�o�en als S = �kB sXi=1 �i < Fi > = �kB sXi=1 �ifi (5:3)ausdr�uken l�a�t. F�ur niht o�ene Systeme gilt die Additivit�at der Entropie nihtstreng, aber wir hatten gesehen, da� hier die statistishe Unabh�angigkeit von Teil-systemen niht allzusehr eingeshr�ankt ist und da� die Dihteoperatoren sih auhnur wenig untersheiden. Tats�ahlih gilt die Additivit�atseigenshaft der Entropiemit gewissen Vorbehalten (siehe sp�ater) immer. F�ur den allgemeinen kanonishenDihteoperator (4.10) k�onnen wir unter Benutzung von (4.10b) bzw. von (4.22)shreiben S = �kB� rXi=1 �i < Fi > � lnZr�: (5:4)Die Entropie h�angt dann nur von den r relevanten KoeÆzienten �1; : : : ; �r ab, dieinsbesondere die Mittelwerte < Fi > bestimmen.Wir wollen nun ein Kriterium aufstellen, das mit Hilfe der Entropie die Gle-ihgewihtszust�ande eines Systems zu harakterisieren gestattet. Die Entropie(5.1) ist ein niht negatives Funktional auf der Menge aller Dihteoperatoren. Ausdieser Menge wird durh Nebenbedingungen der Art < Fi > � Spur (%Fi) = fieine Teilmenge ausgesondert. Einer der Dihteoperatoren dieser Teilmenge ist derkanonishe (4.6). Es gilt derSatz: F�ur alle Dihteoperatoren mit der EigenshaftSpur (%Fi) = fi (i = 1; : : : ; r) (5:5)gilt S[%℄ � S[%k℄; (5:6)d.h. die kanonishe Verteilung ist unter allen Dihteoperatoren, die die Gleihung(5.5) erf�ullen, diejenige, die die Entropie maximal maht. Zum Beweis �uberlegenwir zun�ahst, da� f�ur je zwei Dihteoperatoren %; %1 gilt:Spur [%(ln %1 � ln %)℄ � 0: (5:7)



17Die Ungleihung ln x � x�1 f�ur x � 0 hat zur Folge, da� f�ur jeden niht negativenOperator A die Operatorungleihung lnA � A� 1 gilt. Sei nun % =Pn anjnihnjdie Spektraldarstellung von %: Dann giltSpur % (ln %1 � ln %) =Xn anhnj ln %1 � ln anjni =Xn anhnj ln %1an jni�Xn anhnj %1an � 1jni = Spur %1 � Spur % = 0 :Aus (5.7) folgt nun insbesondereS[%℄ = �kB Spur (% ln %)� �kB Spur (% ln %k) = �kB Spur [ % ( rXi=1 �iFi � lnZr)℄= �kB( rXi=1 �ifi � lnZr) = S[%k℄womit (5.6) bewiesen ist.Ankn�upfend an die De�nition der Entropie als �kB < ln % > kann man die En-tropie physikalish als ein Ma� f�ur die Unordnung im Zustand eines Systems in-terpretieren, oder �aquivalent als ein Ma� f�ur die Abweihung vom reinen Zustand,oder subjektiver als ein Ma� f�ur unsere Unkenntnis vom Zustand des Systems.Tats�ahlih ist f�ur einen reinen Zustand die Entropie gleih null, und sie w�ahstan, wenn mehr und mehr Zust�ande eine endlihe Wahrsheinlihkeit erhalten, weildann die mittlere Wahrsheinlihkeit f�ur jeden Zustand kleiner wird und damitauh der Mittelwert von ln %: Mit dieser Interpretation der Entropie kann dieobige Maximaleigenshaft auh folgenderma�en ausgedr�ukt werden: Unter allenZust�anden mit den Nebenbedingungen (5.5) ist der Gleihgewihtszustand der un-geordnetste, bzw. der unreinste. Das ist eine durhaus plausible Eigenshaft undman kann das thermishe Gleihgewiht auh davon ausgehend diskutieren.Wir haben gelernt, da� Systeme, die Gleihung (4.8): < Fi >= fi (i = 1; : : : ; s)erf�ullen, je nah Isoliertheitsgrad durh vershiedene kanonishe Dihteoperatorenbeshrieben werden, da� die betre�enden Zust�ande wegen der ungeheuren Sh�arfeder Verteilungsfunktion jedoh kaum untersheidbar sind. Wir wollen alle kanon-ishen Zust�ande, die Gleihung (4.8) mit einem festen Satz von f1; : : : ; fs gen�ugen,`thermodynamish �aquivalent' nennen. Wir k�onnen dann sagen, da� wir ver-shiedene M�oglihkeiten kennengelernt haben, einen thermodynamishen Zustandzu harakterisieren, n�amlih entweder durh die Gr�o�en f1; : : : ; fs oder durh einsder �ubrigen s-Tupel�1; : : : ; �r; fr+1; : : : ; fs (r = 1; : : : ; s� 1): (5:8)Um die �aquivalenten Tupel (5.8) zu berehnen, k�onnte man das Gleihungssys-tem (4.8), dessen linke Seite nah (4.22) von �1; : : : ; �r abh�angt, nah diesen rGr�o�en au�osen. Die Entropie und die Zustandssumme Zr geben uns jedoh eineeinfahere Methode in die Hand, dies zu erreihen.



18Die Entropien thermodynamisher �aquivalenter Zust�ande (5.3) und (5.4) sind we-gen der Identit�at (4.10b) gleih. Die gemeinsame Entropie dieser Zust�ande kann imPrinzip als Funktion irgendeines der harakterisierenden Tupel (5.8) geshriebenwerden. Es ist allerdings n�utzlih, die additiven Gr�o�en f1; : : : ; fs als `nat�urliheVariable' der Entropie zu betrahten und die FunktionS = S(f1; : : : ; fs) (5:9)zu betrahten. Analog versteht man die vershiedenen Zustandssummen (4.10b)bzw. (4.22b) n�utzliherweise als Funktionen ihrer nat�urlihen Variablen in derWeise Zr = Zr(�1; : : : ; �r; fr+1; : : : ; fs): (5:10)Man erkennt sofort, da� ���i lnZr = < Fi > (5:11)f�ur i = 1; : : : ; r gilt, wobei die partielle Ableitung unter Konstanthaltung deranderen nat�urlihen Variablen zu bilden ist. Aus (5.4) und (5.11) folgt das wihtigeErgebnisj = 1; : : : ; s : �S�fj = �kB "�j + rXi=1(< Fi > � ���i lnZr)��i�fj # = �kB�j : (5:12)Shlie�lih erh�alt man aus (5.4) und (5.12) f�urj = r + 1; : : : ; s : ��fj lnZr = 1kB �S�fj + rXi=1( 1kB �S�fi + �i) �fi�fj = ��j : (5:13)Wir sehen, wie das Problem, die Gleihung (4.8) aufzul�osen, mit Hilfe der Zus-tandssumme Zr bzw. der Entropie gel�ost ist. Wir weisen insbesondere hin auf dieReziprozit�at der Relationen (5.11) und (5.13).Nah (5.12) und (5.3) hat die Entropie (5.9) die einfahe EigenshaftPsj=1 �S�fj fj =S: Wir erinnern in diesem Zusammenhang an den Eulershen Satz: Eine stetigdi�erenzierbare Funktion �(x1; : : : ; xs) ist homogen von Grade �; d.h. es gilt�(�x1; : : : ; �xs) = ���(x1; : : : ; xs); genau dann, wenn sie die partielle Di�eren-tialgleihung Psi=1 ���xixi = �� erf�ullt. �Die Entropie ist deshalb eine homogene Funktion von Grade eins:S(�f1; : : : ; �fs) = � S(f1; : : : ; fs): (5:14)Diese Eigenshaft hat eine einfahe anshaulihe Bedeutung. Wenn man die Mittel-werte aller Erhaltungsgr�o�en eines Systems im selben Verh�altnis ver�andert, �andertsih auh die Gleihgewihtsentropie in diesem Verh�altnis. Man kann nun auh fol-gende Fragestellung behandeln: Wenn man zwei isolierte Systeme vereinigt, wird� Zum Beweis bilde f(�) = ����(�~x) � �(x) mit f(1) = 0. O�enbar ist dann0 = �f�� = ����1(���(�~x) + �~x � r�(�~x)) �aquivalent mit f � 0.



19im allgemeinen das vereinigte System zun�ahst niht im Gleihgewiht sein. DieErhaltungsgr�o�en f Ii und f IIi ; deren Summe nah der Vereinigung der Systemefest bleibt, verteilen sih vielmehr auf neue Art auf die Teilsysteme. Wegen derAdditivit�at der Entropie und wegen des Extremalsatzes gilt f�ur die Entropie imAugenblik der VereinigungS(f I1 ; : : : ; f Is ) + S(f II1 ; : : : ; f IIs ) � S(f I1 + f II1 ; : : : ; f Is + f IIs ): (5:15)Rehts steht hier die Gleihgewihtsentropie des Gesamtsystems. Man kann fra-gen, auf welhe Weise sih die Erhaltungsgr�o�en beim �Ubergang ins Gleihgewihtumverteilen, bzw. unter welhen Umst�anden keine Umverteilung statt�ndet. Hin-reihend f�ur das Ausbleiben einer Umverteilung ist nah Gl. (5.14), da� dasVerh�altnis aller Erhaltungsgr�o�en der Teilsysteme dasselbe ist. Im Falle vonPhasenkoexistenz (siehe Kapitel 11) ist dies aber niht notwendig. Als notwendigeund hinreihende Bedingung daf�ur, da� die linke Seite von (5.15) maximal ist,erh�alt man durh Di�erentiation nah f Ii bei festem f Ii + f IIi anhand von (5.12)die Bedingung �Ii = �IIi . Die beiden Teilsysteme sind daher nah der Vereinigunggenau dann im Gleihgewiht, wenn sie in allen �{Parametern �ubereinstimmen.Wenn man alle Dihten der additiven Erhaltungsgr�o�en festh�alt, ist die Entropieeinfah proportional der `Gr�o�e' des Systems. Man nennt physikalishe Gr�o�en mitdieser Eigenshaft (5.14) auh extensive Gr�o�en. Die additiven Erhaltungsgr�o�enfi sind trivialerweise extensive Gr�o�en.Als partielle Ableitungen einer homogenen Funktion vom Grade eins sind die Ko-eÆzienten �i ( siehe (5.12) ) homogen vom Grade null:�i(�f1; : : : ; �fs) = �i(f1; : : : ; fs) (i = 1; : : : ; s): (5:16)Solhe Gr�o�en nennt man auh intensiv. Sie h�angen niht von der Gr�o�e desSystems ab, sondern nur von den Dihten aller Erhaltungsgr�o�en.An die Intensivit�at der �i sind einige Bemerkungen anzushlie�en. Zun�ahst se-hen wir, da� ein thermodynamisher Zustand durh den Satz der s intensivenVariablen �1; : : : ; �s niht v�ollig bestimmt ist, weil diese keine Information �uberdie Gr�o�e des Systems enthalten. Gleihzeitig wird deutlih, da� die s inten-siven Parameter als Funktion der s � 1 Dihten niht unabh�angig sein k�onnen.Tats�ahlih beshreibt Gl. (5.3) explizit den Zusammenhang zwishen den �i. Indiesem Zusammenhang kl�art sih auh der Umstand auf, da� der Dihteopera-tor der gro�kanonishen Gesamtheit (4.6) bzw. (4.20) keine Normierung aufwies.Wir verstehen jetzt, da� die Beziehung Spur ePsi=1 �iFi = 1 keine mathematisheIdentit�at ist, sondern die Bestimmungsgleihung f�ur den Zusammenhang zwishenden intensiven Variablen. Dieser Zusammenhang wird sp�ater in der Form dersogenannten thermishen Zustandsgleihung auftreten.Extensiv sind auh die Logarithmen der Zustandssummen Zr, wie man sofort aus(5.4) abliest; ausf�uhrlih hat manlnZr(�1; : : : ; �r; �fs+1; : : : ; �fs) = � lnZr(�1; : : : ; �r; fr+1; : : : ; fs): (5:17)Wegen der gro�en Bedeutung dieser Gr�o�en notieren wir noh die alte Relation(siehe (4.10b)) lnZr = � sXi=r+1 �ifi; (5:18)



20die sih hier unabh�angig aus (5.13) und der Eulershen DGL ergibt. Die Funktio-nen lnZr f�ur vershiedene r h�angen durh Legendre-Transformationen zusammen.Um von lnZr�1 zu lnZr zu kommen, mu� man die Gleihung (5.13)��fr lnZr�1(�1; : : : ; �r�1; fr; : : : ; fs) = ��rnah fr au�osen: fr(�1; : : : ; �r; fr+1; : : : ; fs) und die erhaltene Funktion f�ur fr aufder rehten Seite der GleihunglnZr(�1; : : : ; �r; fr+1; : : : ; fs) = lnZr�1(�1; : : : ; �r�1; fr; : : : ; fs) + �rfreinsetzen. Auf diese Weise erh�alt man aus irgendeiner der Zustandssummen alleanderen.Mit Hilfe der Extensivit�at des Logarithmus der mikrokanonishen Zustandssumme(4.11), (4.13) l�a�t sih die fr�uhere Behauptung �uber das shnelle Wahstum der Zu-standsdihte mit der Energie untermauern. Mit lnZ(E; V;N) = N lnZ(EN ; VN ; 1)folgt 
(E) = �!�EN ; VN ��N : (5:19)Wie in der Mehanik spielt auh in der statistishen Mehanik die Energie eineSonderrolle unter den Erhaltungsgr�o�en. Dies spiegelt sih auh in der Konventionwieder, nah F1 = H und �1 = �� die �ubrigen intensiven Variablen als �i =�i�1 (i = 2; : : : ; s) umzude�nieren, so da� die kanonishen Dihten (4.22) jetzt als%k = 1Zr e��(H+Pri=2 �iFi); Zr = Spur e��(H+Pri=2 �iFi) (5:20)geshrieben werden. Die Parameter �i werden sih in ihrer physikalishen Trans-parenz den �i als �uberlegen erweisen. Wir de�nieren die absolute Temperaturals T = 1kB� ; (5:21)wozu zwar keinerlei logishe Notwendigkeit besteht, wodurh wir jedoh Anshlu�an die historish bedingte Bezeihnungsweise erreihen werden. Man de�niertanl�a�lih der Einf�uhrung der neuen intensiven Variablen sogenannte thermody-namishe Potentiale (r = 1; : : : ; s)�r(T; �2; : : : ; �r; fr+1; : : : ; fs) = � 1� lnZr(��; �2; : : : ; �r; fr+1; : : : ; fs): (5:22)Aus (5.11) und (5.13) entnehmen wir sogleih��r��i = fi; ��r�fj = ��j ; (i = 2; : : : ; r; j = r + 1; : : : ; s): (5:23)Bevor wir ��r=�T berehnen, shreiben wir noh (5.4) und (5.18) auf �r um:r � 1 : �r = E � TS + rXi=2 �ifi = � sXj=r+1�jfj: (5:24)



21Unter Beahtung von ��T = �kB�2 ��� erhalten wir nun durh Di�erentiation von(5.22): ��r�T = �kB lnZr � kB� E + rXi=2 �ifi! = �S: (5:25)Die vershiedenen thermodynamishen Potentiale sind wie die lnZr durh Leg-endre-Transformationen verkn�upft. Wir haben damit einen formalen Apparatbereitgestellt, der uns sp�ater sehr dienlih sein wird.Nahtrag: Wir tragen den r = 0 entsprehenden Fall der thermodynamishenPotentiale (5.24) nah. Man gewinnt aus �1 = E � TS durh Legendre-Transfor-mation �0 = E(S; f2; : : : ; fs) = TS + �1 = TS � sXi=2 �ifi (5:26)und erh�alt f�ur die partiellen Ableitungen�E�fi = ��1�fi + ���1�T + S� �T�fi = ��i (i = 2; : : : ; s) (5:27)und �E�S = T + �S + ��1�T � �T�S = T: (5:28)
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23II. Thermodynamik des Gleihgewihts6. Abri� der klassishen ThermodynamikWir wollen zun�ahst in aller K�urze die historishe Entwiklung der Thermody-namik skizzieren. Ausgangspunkt ist eine empirish begr�undete Beshreibungmakroskopisher Systeme im thermishen Gleihgewiht durh Zustandsgr�o�en wieVolumen V , Druk p und Temperatur #, die durh eine Zustandsgleihungf(V; p; #) = 0 (6:1)verkn�upft sind, so da� je zwei der drei Variablen ausreihen. (Die Teilhenzahl Nist stillshweigend vorgegeben.)Der erste entsheidende empirishe Gesihtspunkt istdann die von Joule gemahte Feststellung, da� W�armeeine Form der Energie darstellt. Dies f�uhrt zur For-mulierung des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik,dessen Aussage darin besteht, da� bei einer beliebi-gen Zustands�anderung zwishen einem gegebenen An-fangszustand 1 und einem gegebenen Endzustand 2 dieSumme der zugef�uhrten W�arme �Q und der von au�engeleisteten Arbeit �A dieselbe ist, n�amlih gleih der�Anderung der gesamten oder `inneren' Energie 1

2

p

V�E = �Q+�A; (6:2)die damit eine Zustandsgr�o�e wird. F�ur in�nitesimale Zustands�anderungenshreibt man auh dE = ÆQ+ ÆA (6:3)und deutet damit an, da� es keine Zustandsgr�o�en Q und A gibt, d.h. ÆQ undÆA h�angen im Gegensatz zu dE sehr wohl vom Weg ab. F�ur die am Systemgeleistete Arbeit ÆA ist dies unmittelbar einsihtig, da man f�ur sie durh eineeinfahe mehanishe �Uberlegung den AusdrukÆA = �pdV (6:4)herleitet, f�ur reversible Zustands�anderungen.Die weitere Entwiklung der Thermodynamik h�angt davon ab, da� es gelingt,f�ur ÆQ einen entsprehenden Di�erentialausdruk zu gewinnen. Im Rahmen derklassishen Thermodynamik erreiht man dies mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes.Dieser postuliert, da� es keine thermodynamishe Zustands�anderung gibt, dereneinzige Wirkung darin besteht, da� einem W�armespeiher eine W�armemenge ent-zogen und (a) vollst�andig in Arbeit umgesetzt (Kelvin, Perpetuum mobile 2. Art)oder auh (b) an einen w�armeren abgegeben (Clausius) wird. Das Wort `einzig' be-tont, da� Systeme, die eventuell an der Ausf�uhrung der Zustands�anderung beteiligtwaren, am Ende alle wieder in ihrem Anfangszustand sein m�ussen. Man zeigtleiht, da� die Kelvinshe und die Clausiusshe Formulierung �aquivalent sind.Tats�ahlih kann man aus der negativen Aussage des zweiten Hauptsatzes nihtnur positive, sondern sogar quantitative Folgerungen ziehen. Dies gelingt durhBenutzung einer Carnot-Mashine.
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Eine Carnot-Mashine arbeitet mit einer beliebi-gen Substanz, die eine bestimmte reversible zyk-lishe Zustands�anderung (Kreisprozess) ausf�uhrt.Sie entnimmt einem W�armespeiher der Temper-atur #2 die W�armemenge Q2, leistet die meh-anishe Arbeit A und gibt die restlihe En-ergie als W�armemenge Q1 = Q2 � A an einenW�armespeiher bei niedrigerer Temperatur #1(<#2) wieder ab. Man de�niert den Wirkungsgradals
� = AQ2 = 1� Q1Q2 : (6:5)Aus dem ersten Hauptsatz folgt dann unmittelbar, da� alle Carnot-Mashinendenselben Wirkungsgrad haben (und sogar, da� keine Mashine, die zwishendenselben Temperaturen einen Kreisproze� ausf�uhrt, einen gr�o�eren Wirkungsgradaufweist). Dieser Carnotshe Wirkungsgrad h�angt nur ab von den Temperaturender W�armespeiher: � = �(#1; #2) und hat weiterhin die Eigenshaft0 � � � 1: (6:6)Mit Hilfe zweier hintereinandergeshalteter Carnot-Mashinen, die mit dreiW�armespeihern (�1 < �2 < �3) so arbeiten, da� sie wie eine Carnot-Mashinezwishen den Speihern 1 und 3 wirken, shlie�t man dann auf die Funktionalgle-ihung �1� �(#1; #2)��1� �(#2; #3)� = 1� �(#1; #3):Daraus kann man folgern, da� es eine Funktion der empirishen Temperatur T (#)gibt mit 1� �(#1; #2) = T (#1)T (#2) : (6:7)Dies kann zur De�nition der absoluten Temperatur benutzt werden, die damitv�ollig materialunabh�angig wird. Da T (#) bis auf einen konstanten Faktor eindeutigbestimmt ist, vereinbart manTTripelpunkt von H2O = 273:16 K: (6:8)Unter Verwendung der absoluten Temperatur kann man nun eine Zustandsfunktionde�nieren, die man Entropie nennt. Man verdankt dies dem Clausiusshen Satz,der auh aus den beiden Haupts�atzen gefolgert werden kann: Bei einem beliebigenquasistatishen Kreisprozess gilt f�ur die vom System aufgenommene W�arme ÆQdie Ungleihung I ÆQT � 0: (6:9)



25F�ur reversible Kreisprozesse gilt das Gleihheitszeihen. Damit ist f�ur alle re-versiblen Prozesse, die vom Zustand 1 zum Zustand 2 f�uhren, das Integral R 21 ÆQTdasselbe, wodurh man eine Zustandsfunktion S, die Entropie, durhS(2)� S(1) = Z 21 ÆQT (6:10)de�nieren kann. Jetzt ist auh unsere fr�uhere Frage beantwortet, wie man dieW�armemenge in (6.3) durh einen Di�erentialausdruk shreiben kann; es gilt f�urreversible Prozesse ÆQ = TdS: (6:11)Gleihzeitig �ndet man f�ur beliebige quasistatishe Zustands�anderungen die Un-gleihung Z 21 ÆQT � S(2)� S(1): (6:12)Insbesondere gilt f�ur eine Zustands�anderung in einem thermish isolierten Systemimmer S(2) � S(1): (6:13)Zustands�anderungen, bei denen in (6.9), (6.12) oder (6.13) niht das Gleihheit-szeihen steht, k�onnen niht in umgekehrter Reihenfolge ausgef�uhrt werden, diedabei geshehene Entropiezunahme kann niht wieder gutgemaht werden, sie sind`irreversibel'. Da� tats�ahlih irreversible Prozesse, zumindest in einer utilitaris-tishen Denkweise, als vershwenderish betrahtet werden, wird durh folgen-des einfahe Beispiel klar: Statt durh einen Carnot-Proze� die `n�utzlihe' Ar-beit A = Q2 � Q1 zu gewinnen, k�onnte man einfah die W�armemenge Q2 durhW�armeleitung von einem in den anderen W�armespeiher transferieren. Der dabeierlittene Verlust an Arbeit ist nie wieder gutzumahen.Die Gleihungen (6.3), (6.4) und (6.11) ergeben jetzt explizite Ausdr�uke f�ur diepartiellen Ableitungen der Energie. Sie lauten�E�V = �p (6:14)und �E�S = T: (6:15)Damit haben wir den unmittelbaren Anshlu� an unsere Ergebnisse aus der statis-tishen Mehanik im letzten Kapitel gewonnen (siehe (5.27) und (5.28)).



267. Thermodynamishe Gr�o�enIn diesem Abshnitt wollen wir die Gr�o�en und Begri�e, die wir vorher in voller All-gemeinheit eingef�uhrt und besprohen hatten, anhand des wihtigsten Spezialfallsim einzelnen wiederholen, anhand eines Systems aus einer Teilhensorte. Der Zu-stand eines solhen Systems im Gleihgewiht wird durh wenige makroskopisheGr�o�en beshrieben. Wir hatten als extensive Variable die mehanishen Gr�o�enEnergie E, Volumen V und Teilhenzahl N kennengelernt und zus�atzlih die ihremWesen nah statistishe Gr�o�e Entropie S. F�ur unseren Spezialfall gibt es eineAbh�angigkeit zwishen diesen vier Gr�o�en, die man z.B. in der FormE = E(S; V;N) (7:1)ausdr�uken kann. Die partiellen Ableitungen dieser Funktion sind die intensivenZustandsvariablen. Uns sind die Temperatur als�E�S = T (7:2a)und der Druk als ��E�V = p (7:2b)bekannt und die dritte Ableitung �E�N = � (7:2)hei�t das hemishe Potential und ist im allgemeinen niht so direkt me�bar wieT und p. Die physikalishe Bedeutung der Gln. (7.2) wird deutliher, wenn mansie zusammenfa�t in eine Di�erentialformdE = TdS � pdV + �dN: (7:3)Man entnimmt hieraus unmittelbar vershiedene Beitr�age zur Energie�anderungbei einem thermodynamishen Proze�, der reversibel verl�auft: TdS = ÆQ ist diezugef�uhrte W�armemenge, �pdV = ÆA die zugef�uhrte mehanishe Volumenarbeitund �dN die Energiezunahme aufgrund einer �Anderung der Teilhenzahl (bei fes-ter Entropie und festem Volumen). Damit wird die physikalishe Bedeutung deshemishen Potentials klar als der Energie, die ein zugef�ugtes Teilhen mitbringenmu�, damit bei festem Volumen die Entropie konstant bleibt. Die Energie�anderungbei isohoren Prozessen (V=onst) ist gegeben durh dE = TdS, bei isentropenProzessen durh dE = �pdV (jeweils N=onst.). Prozesse ohne W�armezufuhr(ÆQ = 0) nennt man auh adiabatish, so da� gilt: adiabatish + reversibel =isentrop. Wir erinnern uns weiterhin, da� aus der Extensivit�at (Homogenenit�atvom Grade eins) der Energie (7.1) aus (7.3) die GleihungE = TS � pV + �N Duhem �Gibbs�Relation (7:4)folgt. Man kann sih (7.1) nah der Entropie aufgel�ost denken und die FunktionS = S(E; V;N) (7:5)



27betrahten. Indem man (7.3) nah dem Di�erential von S au�ost,dS = 1T dE + pT dV � �T dN; (7:6)erh�alt man die partiellen Ableitungen von (7.5). Ein Vergleih mit Kap. 5 zeigt,da� die intensiven Parameter �i den Variablen p und �� entsprehen, w�ahrenddie �i auf ��p und �� f�uhren. Aus der Extensivit�at und (7.6), aber auh direktaus (7.4) erh�alt man S = ET + pT V � �T N: (7:7)In diesem Zusammenhang erinnern wir an die Maximaleigenshaft der Entropieim Gleihgewiht. Durh folgende einfahe Methode k�onnen wir die Bedingungen,unter denen zwei Teile eines isolierten Systems miteinander im Gleihgewiht sind,daraus wiedergewinnen. Die Gesamtentropie setzt sih additiv aus den Entropiender beiden Teile zusammen:S(E; V;N) = S1(E1; V1; N1) + S2(E2; V2; N2),wobei die SummenE = E1 +E2; V = V1 + V2; N = N1 +N2fest vorgegeben sind. 21M�oglihe Vergleihszust�ande mit dem Gleihgewiht sind solhe, die durh�Anderung von E1; V1; N1 entstehen. Aus der Maximalit�at der Entropie folgt Sta-tionarit�at gegen solhe �Anderungen, alsoÆSÆE1 = �S1�E1 � �S2�E2 = 0 ) T1 = T2;ÆSÆV1 = �S1�V1 � �S2�V2 = 0 ) p1 = p2;ÆSÆN1 = �S1�N1 � �S2�N2 = 0 ) �1 = �2:Wir weisen auh auf die M�oglihkeit hin, aus der Versh�arfung der Maximaleigen-shaft in Form des 2. Hauptsatzes (siehe insbesondere Gl. (6.13)) Aussagen �uberdie Rihtung physikalisher Prozesse, die von selbst ablaufen, zu erhalten. Diessei am Beispiel des Temperaturausgleihs durh W�armeaustaush verdeutliht.Der W�armeaustaush soll so langsam ablaufen, da� diebeiden Teile in jedem Augenblik im Gleihgewiht sind(quasistatisher Proze�). Unter Vernahl�assigung des ver-mittelnden Mediums 3, das beliebig klein gemaht wer-den kann, wird der W�armeaustaush so beshrieben: Sys-tem 1 nimmt die W�armemenge ÆQ1 auf, System 2 dieW�armemenge ÆQ2 = �ÆQ1; dieser Vorgang ist begleitet vonEntropie�anderungen dS1 = ÆQ1T1 und dS2 = ÆQ2T2 . Die En-tropie des Gesamtsystems �andert sih um dS = dS1+dS2 =( 1T1 � 1T2 )ÆQ1. Falls der Proze� von selbst abl�auft, giltdS > 0. Daher hat man f�ur T1 < T2 auh ÆQ1 > 0, d.h.die W�arme ie�t von der h�oheren zur niedrigeren Temper-atur. Es soll hierbei �ubrigens niht �ubersehen werden, da�die Entropie des Teilsystems 2 bei diesem Vorgang abnimmt.
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28Die Energiefunktion (7.1) ist das erste der thermodynamishen Potentiale, diediesen Namen tragen, weil man die Zustandsgr�o�en aus aus ihnen durh Di�er-entiation gewinnt. Nah dem Verfahren aus Kap. 5 k�onnte man durh Legen-dre-Transformation zu sieben anderen Potentialen �ubergehen, die �aquivalent sind.Vier davon haben praktishe Bedeutung und sollen nunmehr diskutiert werden.Die `freie Energie' ist de�niert alsF (T; V;N) = E � TS: (7:8)Wegen d(TS) = SdT + TdS folgt aus (7.3) sogleihdF = �SdT � pdV + �dN; (7:9)woraus man die partiellen Ableitungen der freien Energie ablesen kann (vergleihemit dem Transformationsshema in Kap 5). Aus Gl. (7.4) entnehmen wir auhF = �pV + �N: (7:10)Wenn man eine Volumen�anderung bei konstanter Temperatur vornimmt, �andertsih die Energie keineswegs um �pdV , da man auh W�arme zuf�uhren mu�, umdie Temperatur festzuhalten. Daraus ergibt sih die physikalishe Bedeutung derfreien Energie: bei einem `isothermen' Proze� (mit ebenfalls konstanter Teilhen-zahl) geht die gesamte zugef�uhrte Arbeit in die freie Energie: dF = �pdV . Diefreie Energie kann direkt aus der statistishen FormelF = � 1� lnZk; Zk = Spur e��H (7:11)berehnet werden. Die kanonishe Dihtematrix (4.14) wird damit%k = 1Zk e��H = e�(F�H); (7:12)woraus man leiht Gl. (7.8) best�atigt, da S = �kB�(F � E) = �F�ET gilt.Die `Enthalpie' ist de�niert durhH(S; p;N) = E + pV; (7:13)hat das Di�erential dH = TdS + V dp+ �dN (7:14)und erf�ullt die Duhem-Gibbs-RelationH = TS + �N: (7:15)Wenn man bei einem isobaren Proze� (p=onst.) W�arme zuf�uhrt, mu� man gle-ihzeitig Arbeit leisten, um den Druk festzuhalten. Die zugef�uhrte W�arme gehtganz in die Enthalpie: (dH)p;N = TdS.



29Die `freie Enthalpie' ist de�niert durhG(T; p;N) = E � TS + pV = F + pV = H� TS; (7:16)ihr Di�erential lautet dG = �SdT + V dp+ �dN (7:17)und nah Duhem-Gibbs gilt G = �N: (7:18)In einem einkomponentigen System (nur eine Teilhenzahl) ist die freie Enthalpiepro Teilhen gleih dem hemishen Potential.Das `gro�kanonishe Potential' ist shlie�lih de�niert als�(T; V; �) = E � TS � �N = F � �N ; (7:19)sein Di�erential ist d� = �SdT � pdV �Nd�; (7:20)und es gilt � = �pV: (7:21)Die Dihte des gro�kanonishen Potentials ist bis auf das Vorzeihen gleihdem Druk. Der Name r�uhrt daher, da� � sih aus der gro�kanonishen Zus-tandssumme als � = � 1� lnZgk; Zgk = Spur e��(H��N) (7:22)ergibt. Der Dihteoperator (4.19) shreibt sih mit �%gk = e�(��H+�N); (7:23)woraus sih wie bei der freien Energie (7.19) best�atigen l�a�t.Neben den bisher eingef�uhrten Gr�o�en sind noh einige abgeleitete thermody-namishen Gr�o�en von besonderer Wihtigkeit. Eine h�au�g gestellte Frage ist,wieviel W�arme man einem System (in reversibler Weise) zuf�uhren mu�, um seineTemperatur um einen bestimmten Betrag zu erh�ohen. Man de�niert die `spezi�s-he W�arme' als C = ÆQrevdT = T dSdT : (7:24)Diese Gr�o�e h�angt nat�urlih noh ab von der Art der Proze�f�uhrung. �Ubliherweisewird die Teilhenzahl festgehalten und man untersheidet nur zwishen einer iso-horen spezi�shen W�armeCV;N = T �S�T ���V;N = �E�T ���V;N (7:25)und einer isobaren spezi�shen W�armeCp;N = T �S�T ���p;N = �H�T ���p;N : (7:26)



30Die spezi�she W�arme ist eine extensive Gr�o�e.Eine andere h�au�ge Fragestellung ist, um wieviel sih das Volumen eines Systemsbei einer gegebenen Druk�anderung ver�andert. Man de�niert die Kompressibilit�atals � = � 1V dVdp ; (7:27)eine extensive Gr�o�e, die auh von der Proze�f�uhrung abh�angt. Man untersheideteine isotherme �T;N = � 1V �V�p ���T;N (7:28)und eine adiabatishe Kompressibilit�at�S;N = � 1V �V�p ���S;N ; (7:29)je nahdem, ob man in einem W�armebad oder w�armeisoliert komprimiert.Shlie�lih ist der `thermishe' AusdehnungskoeÆzient� = 1V �V�T ���p;N (7:30)(intensiv) von Interesse.Im Anshlu� an die Einf�uhrung der abgeleiteten Gr�o�en kann man einige interes-sante Aussagen �uber statistishe Shwankungen mahen. Zun�ahst betrahten wirEnergieshwankungen in der kanonishen Gesamtheit. AusE = < H > = SpurHe��HSpur e��H folgt �E�� ���V;N = �(�Hk)2: (4:16)Andererseits gilt �E�� ���V;N = �kBT 2CV;N und daherCV;N = (�Hk)2kBT 2 : (7:31)Wir ziehen neben der Folgerung CV;N � 0 (7:32)aus der Extensivit�at von CV;N die Folgerung��HkH �2 = O� 1N �: (7:33)Auf �ahnlihe Weise erh�alt man in einer Drukgesamtheit mit dem mittleren Volu-men V = Spur V̂ e��(H+pV̂ )Spur e��(H+pV̂ )



31die Shwankungsformel �V�p ���T;N = ��(�Vdr)2, also�T;N = � (�Vdr)2V : (7:34)Wir lernen daraus �T;N � 0 (7:35)und ��VdrV �2 = O� 1N �: (7:36)F�ur die gro�kanonishe Gesamtheit folgt mitN = Spur N̂e��(H��N̂)Spur e��(H+�N̂) f�ur die Teilhen-zahlshwankung �N�� ���T;V = �(�Ngk)2 und daher��NgkN �2 = O� 1N �: (7:37)Wir haben damit neben den sehr allgemeinen Ungleihungen (7.32) und (7.35) dieshon fr�uher behauptete Sh�arfe der Verteilungsfunktionen der Erhaltungsgr�o�enf�ur makroskopishe Systeme wiedergewonnen.



328. Thermodynamishe RelationenIm letzten Kapitel haben wir einen Satz von Gr�o�en kennengelernt, die alle einemehr oder weniger direkte Bedeutung zur Beshreibung von thermodynamishenZust�anden oder Prozessen haben. Da dieser Satz mehr Gr�o�en enthielt, alszur Charakterisierung eines Zustands gebrauht werden, �uberrasht es niht, da�zwishen diesen Gr�o�en allgemeine Zusammenh�ange bestehen; wir nennen solheallgemeinen Zusammenh�ange thermodynamishe Relationen. In diesem Kapitelwird h�au�g bei Ableitungen die Teilhenzahl N festgehalten werden, ohne da� esausdr�uklih vermerkt wird.Eine Art von thermodynamishen Relationen haben wir shon benutzt, n�amlihdie Duhem-Gibbs-Relation in ihren vershiedenen Versionen. Ihr Ursprung war dieExtensivit�at der thermodynamishen Potentiale. Die Duhem-Gibbs-Relation wareine Konsequenz der Eulershen Di�erentialgleihung f�ur extensive Gr�o�en.Eine analoge Quelle von thermodynamishen Relationen ie�t aus der EulershenDi�erentialgleihung f�ur intensive Gr�o�en. Man erh�alt so zum Beispiel (ausp(T; V;N) = p(T; �V; �N)) die Relation�p�V ���T;NV + �p�N ���T;VN = 0 (8:1)und (aus �(T; V;N) = �(T; �V; �N))���V ���T;NV + ���N ���T;VN = 0: (8:2)Damit k�onnen Ableitungen nah dem Volumen in solhe nah der Teilhenzahlumgewandelt werden, und umgekehrt.Eine weitere wihtige Quelle von thermodynamishen Relationen sind die Inte-grabilit�atsbedingungen f�ur die im vorigen Kapitel aufgeshriebenen Di�erential-formen. Sie wissen, da� eine Di�erentialform df = f1 dx + f2 dy integrierbar ist,d.h. sih aus einem Potential f = f(x; y) ableitet, wenn �f1�y = �f2�x gilt (und dasDe�nitionsgebiet einfah zusammenh�angend ist). Angewandt auf das Di�erentialder freien Energie (7.9) gibt uns dies die wihtige Relation�S�V ���T = �p�T ���V ; (8:3)die eine isotherme Entropie�anderung mit einer isohoren Druk�anderung verkn�upft.In analoger Weise erh�alt man aus dem Di�erential der freien Enthalpie (7.17)�S�p ���T = ��V�T ���p � �V �: (8:4)Aus (7.9) folgt auh ���V ���T;N = � �p�N ���T;V ; (8:5)woraus man mit (8.1) und (8.2) zu �NV ���N ���T;V = VN �p�V ���T;N oder���N ���T;V = VN2 1�T;N (8:6)



33gelangt; diese Relation gestattet die Berehnung der isothermen Kompressibilit�atdirekt aus der gro�kanonishen Gesamtheit. Man �uberlegt leiht, da� es f�ur die be-trahtete Art von Systemen, beshrieben durh drei Variablenpaare (S; T ); (V; P )und (N;�); 24 Integrabilit�atsbedingungen gibt, die allerdings paarweise identishsind; man hat also 12 vershiedene Integrabilit�atsrelationen.F�ur Ableitungen der thermodynamishen Potentiale erh�alt man oft aus deren Dif-ferentialformen interessante Relationen wie aus (7.3)�E�V ���T = T �S�V ���T � p = T �p�T ���V � p; (8:7)wo zuletzt (8.3) verwendet wurde.Eine gro�e Zahl thermodynamisher Relationen ergibt sih aus dem Bem�uhen, eineVariable, nah der di�erenziert wird, oder eine beim Di�erenzieren festgehalteneVariable gegen eine andere auszutaushen: �E�V ���T ! �E�p ���T oder �E�T ���V ! �E�T ���p:Solhe Umformungen lassen sih in systematisher Weise unter Benutzung derJaobi -Determinante vornehmen. F�ur ein Paar von Funktionen f(u; v); g(u; v) istdie Jaobi -Determinante de�niert durh �(f;g)�(u;v) = det� fu fvgu gv � = fugv � gufv:Hat man mittels u = u(x; y) und v = v(x; y) zusammengesetzte Funktionen f =f(u(x; y); v(x; y)) und g = g(u(x; y); v(x; y)) gebildet, so gilt nah der Kettenregelund dem Determinantenmultiplikationssatz �(f;g)�(x;y) = �(f;g)�(u;v) � �(u;v)�(x;y) : Wir haltenau�erdem fest:�(f;g)�(v;u) = � �(f;g)�(u;v) ; �(f;v)�(u;v) = �f�u ���v und �(f;g)�(u;v) � �(u;v)�(f;g) = 1:Als erste Anwendung der Determinatenmethode versuhen wir den oben mehrmalsaufgetretenen Ausdruk �p�T ���v auf uns gel�au�ge Gr�o�en zur�ukzuf�uhren:�p�T ���V = �(p; V )�(T; V ) = �(p; V )�(p; T ) � �(p; T )�(T; V ) = � �V�T ���p�V�p ���T = ��T: (8:8)Als zweite Anwendung �nden wirCp = T �S�T ���p = T �(S; p)�(T; p) = T �(S; p)�(S; V ) � �(S; V )�(T; V ) � �(T; V )�(T; p) = CV � �V�p ���T�V�p ���Soder CpCV = �T�S : (8:9)Shlie�lih giltCV = T �S�T ���V = T �(S; V )�(T; V ) = T �(S; V )�(T; p) � �(T; p)�(T; V )= T �p�V ���T��S�T ���p �V�p ���T � �S�p ���T �V�T ���p� = Cp � T �S�p ���T �V�T ���p�V�p ���T(8:4)= Cp � T (�V �) V �(�V �T) ;



34also Cp � CV = TV �2�T : (8:10)Aus (8.9) und (8.10) folgt auh (�TCp � �TCV = TV �2; �TCV = �SCp)�T � �S = TV �2Cp : (8:11)Von den f�unf abgeleiteten thermodynamishen Gr�o�en sind also nur drei un-abh�angig. Man sieht im �ubrigen, da� die thermodynamishen Relationen niht-triviale experimentell direkt pr�ufbare Zusammenh�ange implizieren. Aus den Un-gleihungen (7.32) CV � 0 und (7.35) �T � 0 folgt mit (8.10) und (8.9)Cp � CV � 0 und �T � �S � 0; (8:12)diese Ungleihungen kan man sih auh durh eine qualitative Betrahtung plau-sibel mahen.Die Ungleihungen CV � 0; �T � 0 hatten wir aus statistishen Betrahtungenerhalten. Man kann auh sie als thermodynamishe Relationen aus dem Maxi-malprinzip der Entropie herleiten. Dazu gehen wir �uber die bisherige �Uberlegunghinaus, bei der wir die Stationarit�at der Entropie im Gleihgewiht ausgenutzthatten, um die r�aumlihe Homogenit�at der intensiven Zustandsgr�o�en zu demon-strieren.Wir nutzen jetzt au�er der Stationarit�at die Stabilit�at der Entropiefunktion.Nehmen wir zwei identishe Teilsysteme 1 und 2 an, die Volumen und Energieaustaushen k�onnen. Die Entropie des Gesamtsystems S(E; V ) = S1(E1; V1) +S2(E2; V2)
1 2

ist wegen N1 = N2 im Gleihgewiht maximal f�ur E1 = E2 =E=2 und V1 = V2 = V=2: Bei virtuellen Abweihungen vom Gle-ihgewiht, E1;2 = E=2�ÆE; V1;2 = V=2�ÆV nimmt die EntropieS niht zu; folglih gilt0 � ÆS = � �S1�E1 � �S2�E2�ÆE + ��S1�V1 � �S2�V2 �ÆV + 12��2S1�E21 + �2S2�E22 �ÆE2+� �2S1�E1�V1 + �2S2�E2�V2�ÆEÆV + 12��2S1�V 21 + �2S2�V 22 �ÆV 2 + O(Æ3):Daraus folgt zus�atzlih zu den Stationarit�atsbedingungen die Stabilit�atsbedingung:Die Funktionalmatrix der Entropie � �2S�E2 �2S�V �E�2S�E�V �2S�V 2 �mu� negativ semide�nit sein.Dazu ist notwendig und hinreihend, da� (1) �2S�E2 � 0 und (2) �( �S�E ; �S�V )�(E;V ) � 0 ist,also �2S�E2 ����V = � 1T�E ���V = � 1T 2CV � 0;



35�( �S�E ; �S�V )�(E; V ) = �( 1T ; pT )�(E; V ) = �( 1T ; pT )�(T; V ) � �(T; V )�(E; V ) = � 1T 3 �p�V ���T � 1CV = 1T 3V �TCV � 0:Die Zahl der m�oglihen thermodynamishen Relationen ist shier unersh�opih.Wir erg�anzen unsere Liste um einige, die wir zum Teil sp�ater verwenden wer-den. Ableitungen von abgeleiteten Gr�o�en sind manhmal auf einfahe Ausdr�ukezur�ukzuf�uhren; es gilt zum Beispiel:�CV�V ���T = T ��V ���T �S�T ���V = T ��T ���V �S�V ���T (8:3)= T �2p�T 2 ����V : (8:13)F�ur adiabatishe Prozesse ist von Bedeutung�T�p ���S = �(T; S)�(p; S) = �(T; S)�(T; p) � �(T; p)�(p; S) = ��S�p ���T � 1�S�T ���p = V T�CP : (8:14)Man sieht, da� bei adiabatisher Kompression die Temperatur�anderung vomVorzeihen des thermishen AusdehnungskoeÆzienten abh�angt (Eis). Beim nohzu besprehenden Joule-Thomson-Proze� interessiert man sih f�ur folgende isen-thalpe Ableitung �T�p ���H = �(T;H)�(p;H) = �(T;H)�(T;p) � �(T;p)�(p;H) = ��H�p ���T =�H�T ���p: Aus (7.14)erh�alt man �H�p ���T = T �S�p ���T + V (8:4)= V (1� T�): (8:15)Somit ist �T�p ���H = VCp (T�� 1): (8:16)Viele thermodynamishe Relationen enthalten die absolute Temperatur explizit.Sie w�aren niht erf�ullt, wenn die absolute Temperatur durh eine beliebige em-pirishe Temperatur ersetzt w�urde. Man wird daher diese Relationen benutzenk�onnen, um die absolute Temperatur zu bestimmen. Eine der wihtigsten Meth-oden dazu beruht auf Gl. (8.16). Wir denken uns eine empirishe Temperatur �und suhen T (�). Wir betrahten(1) �T�p ���H = ���p ���H �T��(2) Cp = �H�T ���p = �H�� ���p(�T�� )�1 = �Cp�T��(3) � = 1V �V�T ���p = 1V �V�� ���p(�T�� )�1 = ���T�� :Folglih gilt ���p ���H �T�� = V�Cp (T ��� �T�� ) oderd lnTd� = ��1 + �CpV ���p ���H : (8:17)Aus einer Messung von ��; �Cp und des Joule-Thomson-KoeÆzienten unter Be-nutzung einer beliebigen empirishen Temperatur an einer beliebigen Substanzgestattet (8.17) die Berehnung der absoluten Temperatur.



369. Kreisprozesse. Thermodynamishe MashinenF�ur viele tehnishe Anwendungen sind thermodynamishe Prozesse von auss-hlaggebender Bedeutung. In den meisten F�allen wird dabei mit einer Arbeitssub-stanz ein Kreisproze� periodish durhlaufen. Aus praktishen Gr�unden wird dieArbeitssubstanz oft nah jeder Periode durh eine neue ersetzt, wie etwa bei derDampfmashine oder beim Verbrennungsmotor. Wir sehen hier davon ab, weilsih dadurh am Prinzip der Mashinen nihts �andert, und nehmen an, da� dieTeilhenzahl N der Arbeitssubstanz (im allgemeinen ein Gas) konstant bleibt.Dann gen�ugen zwei thermodynamishe Variable zur Beshreibung des Prozesses;falls dieser quasistatish verl�auft, ist der Zustand der Arbeitssubstanz in jedemAugenblik durh diese Variablen v�ollig harakterisiert. Es ist aufshlu�reih, wiewir sofort sehen werden, die Prozesse sowohl in einem (T; S)- als auh in einem(p; V )-Diagramm darzustellen.
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Die von dem Kreisproze� umshlossenen Fl�ahen haben unmittelbare anshauliheBedeutung. F�ur einen Umlauf istFTS = I TdS = Q = vom System aufgenommene W�armemenge; (9:1)FpV = I pdV = W = vom System geleistete Arbeit; (9:2)diese Gr�o�en sind negativ, wenn das System W�arme abgibt, bzw. wenn Arbeitam System geleistet wird. Wegen des Energiesatzes istQ =W; (9:3)d.h. die Fl�ahen des Kreisprozesses im (T; S)- und im (p; V )-Diagramm sind gle-ih.� Einen gegebenen Proze� kann man o�enbar in zwei Rihtungen laufen lassen.Wegen (9:3) sind die Rihtungssinne in beiden Diagrammen identish. Man sprihtdaher von einem Rehts- bzw. einem Linksproze�. Ihre Funktion bei Anwen-dungen h�angt vom Umlaufsinn ab. F�ur Rehtsprozesse gilt Q = W > 0; siewirken als Arbeitsmashinen. F�ur Linksprozesse dagegen gilt Q = W < 0; siek�onnen als K�altemashinen oder W�armepumpen wirken. Dies l�a�t sih am bestendurh Betrahtung einfaher Prozesse verdeutlihen. Solhe Prozesse sind ausTeilprozessen zusammengesetzt, bei denen bestimmte thermodynamishe Gr�o�enkonstant gehalten werden, insbesondere aus Isothermen, Adiabaten, Isohoren undIsobaren.� Formal folgt dies aus der thermodynamishen Relation �(T;S)�(p;V ) = 1.
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VAus den thermodynamishen Ungleihungen (8:12) folgen einige allgemeine Regeln�uber den Verlauf solher Teilprozesse in den Diagrammen, die oben betrahtetwurden. Der wihtigste Kreisproze� ist der Carnot-Proze�:
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Als Rehtsproze� entnimmt der Carnot-Proze� aus dem W�armebad der h�oherenTemperatur T2 die W�armemenge Q2 = T2(S2 � S1); gibt die W�armemenge Q1 =T1(S2�S1) an das W�armebad der tieferen Temperatur T1 ab und leistet die ArbeitW = Q2 �Q1. Als Wirkungsgrad einer Arbeitsmashine bezeihnet man�A = geleistete Arbeitaufgenommene W�armemenge ;und �ndet f�ur den Carnot-Proze��ACarnot = T2 � T1T2 (< 1): (9:4)Wie wir aus Kapitel 6 wissen, folgt aus dem zweiten Hauptsatz, da� der Carnot-Proze� von allen Prozessen, die zwishen den Temperaturen T1 und T2 arbeiten,den h�ohsten Wirkungsgrad besitzt. Dies wurde in der klassishen Thermody-namik zur De�nition der absoluten Temperatur und der Entropie benutzt. Wirk�onnen dieses Prinzip der maximalen Arbeit hier leiht wieder deduzieren:W = Q = I ÆQ = ZÆQ>0 ÆQ+ ZÆQ<0 ÆQ = Q2 �Q1;(6:9)! 0 � I ÆQT = ZÆQ>0 ÆQT +ZÆQ<0 ÆQT � ZÆQ>0 ÆQT2 +ZÆQ<0 ÆQT1 = Q2T2 � Q1T1! �A = Q2 �Q1Q2 = 1� Q1Q2 � 1� T1T2 = �ACarnot: (9:5)



38Hierbei wurde angenommen, da� jede W�armezufuhr aus dem oberen Bad stammteund jede W�armeabgabe an das untere Bad erfolgte. In (9:5) gilt das Gleihheit-szeihen nur, wenn der Proze� reversibel verl�auft und wenn W�arme nur bei kon-stanter Temperatur T1 oder T2 ausgetausht wird. Die Erh�ohung des Wirkungs-grades durh hohe T2 wird in Hohtemperaturreaktoren, Hohdrukdampfkessel,Raketenbrennkammern und anderen Anwendungen ausgenutzt.Der inverse Carnot-Proze� nimmt als Linksproze� W�arme aus dem tieferen Badund Arbeit auf und gibt die dabei gewonnene Energie ans obere Bad als W�armeab. Als W�armepumpe aufgefa�t hat dieser Proze� eine Heize�ektivit�at�W = abgegebene W�armemengeaufgenommene Arbeit = 1�Avon �WCarnot = T2T2 � T1 (= 1�WCarnot > 1): (9:6)Shon Kelvin wies darauf hin, da� diese Heizmethode e�ektiver als die �ublihe(�W = 1) ist. Sie wurde trotzdem nur an wenigen Stellen realisiert (Royal Fes-tival Hall, ETH-Z�urih) und ist erst in den letzten Jahrzehnten wieder popul�argeworden. Als K�altemashine hat der inverse Carnot-Proze� eine K�uhle�ektivit�at�K = entzogene W�armeaufgenommene Arbeitvon �KCarnot = T1T2 � T1 : (9:7)Neben dem Carnot-Proze� sollen kurz der Akeret-Keller -Proze� und der Stirling-Proze� erw�ahnt werden.
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39Beim ersteren wird die Arbeitssubstanz in zwei Teile zerlegt, die auf den beidenIsobaren �uber einen Gegenstromw�armeaustausher W�arme austaushen. Beimzweiten wird die auf den Isohoren gehandelte W�arme vor�ubergehend in einemRegenerator gespeihert. Beide Prozesse erreihen bei reversibler F�uhrung denarnotshen Wirkungsgrad, falls die Arbeitssubstanz ein ideales Gas ist. Sie habenpraktishe Bedeutung als K�uhlverfahren, da sie geringere Druk- und Volume-nuntershiede erfordern als der Carnot-Proze�. Der Stirling-Proze� ist realisiertim Philips-Luftver�ussiger. H�au�g ist aus praktishen Gr�unden ein Teil einesKreisprozesses irreversibel gef�uhrt, obwohl sih dadurh der Wirkungsgrad ver-shlehtert.Eine sehr wihtige solhe irreversible Zustands�an-derung ist der Joule-Thomson-Proze�: Ein Gaswird �uber ein Drosselventil vom Anfangsdruk p1auf den Enddruk p2 entspannt. 1 2p pDieser Proze� l�a�t sih ohne W�armeaustaush durh geeignete Volumen�anderungin den beiden Kammern ausf�uhren (Anfangsvolumen V1, Endvolumen V2).Es gilt dE = ÆA und daher E2 � E1 = R 21 ÆA = R 0V1(�p1) dV + R V20 (�p2) dV =p1V1� p2V2. Folglih ist E1+ p1V1 = E2+ p2V2; H1 = H2, die Enthalpie des Sys-tems ist unver�andert nah Ausf�uhrung des Joule-Thomson-Prozesses. Aus (8.16)k�onnen wir entnehmen, wie sih dabei die Temperatur des Gases ver�andert hat:T2 � T1 = Z p2p1 �T�p ���Hdp; �T�p ���H = VCp (�T � 1):Die beobahtete Temperatur�anderung hei�t Joule-Thomson-E�ekt. Beim klassis-hen idealen Gas ist er niht vorhanden (� = 1T ). Bei realen Gasen kann derJoule-Thomson-E�ekt beide Vorzeihen haben. Er f�uhrt zu einer Abk�uhlung,wenn � > 1T ist; dieses Verhalten zeigen alle Gase bei hinreihend tiefen Temper-aturen (Inversionskurve). Wegen dH = T dS + V dp gilt�S�p ���H = �VT < 0: (9:8)Beim Joule-Thomson-Proze� nimmt also die Entropie zu,woraus seine Irreversibilit�at ersihtlih ist. Die Luftver�ussigungnah dem Linde-Verfahren (1895) ist eine Modi�kationdes Akeret-Keller -Prozesses unter Benutzung des Joule-Thomson-E�ektes.
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Als weiteres Beispiel f�ur einen irreversiblen Proze� betrahten wir die adiabatisheAusdehnung eines Gases ohne Arbeitsleistung (Ausdehnung ins Vakuum). DieserProze� erh�alt die Energie des Gases. Die auftretende Temperatur�anderung istT2 � T1 = Z V2V1 �T�V ���E dV:



40Es gilt�T�V ���E = �(T;E)�(V;E) = �(T;E)�(V; T ) �(V; T )�(V;E) = � 1CV �E�V ���T (8:7)= 1CV �p� T �p�T ���V �: (9:9)Beim idealen Gas gibt es auh bei diesem Prozess keine Temperatur�anderung.Wiederum sind im Prinzip beide Vorzeihen m�oglih; bei hinreihend verd�unntenrealen Gasen zeigt sih jedoh immer eine Abk�uhlung (Van der Waals-Kr�afteanziehend). Wegen �S�V ���E = pT > 0: (9:10)nimmt die Entropie bei der Ausdehnung ins Vakuum zu.



4110. Das Nernstshe TheoremEine bedeutende Eigenshaft thermodynamisher Systeme bei Ann�aherung an denabsoluten Nullpunkt T = 0 soll unter R�ukgri� auf die Statistik diskutiert werden.F�ur T ! 0, d.h. � !1 werden im kanonishen Dihteoperator in zunehmendemMa�e Zust�ande am unteren Rande des Energiespektrums hervorgehoben:% = e��HSpur e��H = P1n=0 e��En jnihnjP1n=0 e��En = P0 +PEn>E0 e��(En�E0)jnihnjg +PEn>E0 e��(En�E0) : (10:1)Der oder die Zust�ande mit der tiefsten Energie E0, g an der Zahl, bilden einenUnterraum, auf den der Projektor P0 projiziert. F�ur T ! 0 erh�alt man wegenEn � E0 > 0 %(T = 0) = P0g : (10:2)Bei der absoluten Temperatur null be�ndet sih das System mit endliherWahrsheinlihkeit nur in den energetish tiefsten Zust�anden, in den Grundzust�anden.F�ur die Entropie �ndet man%(T = 0) = �kB < ln % > = kB ln g: (10:3)In vielen Systemen ist der Grundzustand niht entartet, g = 1, so da� S(T = 0) =0 folgt. In realen Systemen kann der Grundzustand zwar entartet sein, jedohw�ahst die Entartung mit der Teilhenzahl N h�ohstens wie O(N) an. Daher giltselbst dann f�ur die Entropie pro Teilhen SN = kB 1N ln N ! 0 (N ! 1): DieEntropie als extensive Gr�o�e ist null bei T = 0: Dieser Sahverhalt wurde vonNernst ohne statistishe Durhleuhtung als allgemeiner thermodynamisher Satzpostuliert (h�au�g als 3. Hauptsatz bezeihnet):Nernstshes Theorem:Die Entropie jedes realen Systems vershwindet am absoluten Nullpunktf�ur alle Werte der �ubrigen thermodynamishen Variablen (V;N).Dieser Satz hat beobahtbare Konsequenzen; aus ihnen hat Nernst seinen Satzershlossen. Die erste Konsequenz ist, da� alle spezi�shen W�armen bei T = 0vershwinden. Das folgt aus �S�T = CT und C > 0, weil CT bei T = 0 integrabel seinmu�. Insbesondere gilt CV ! 0 und Cp ! 0 (T ! 0): (10:4)Weiterhin vershwindet der thermishe AusdehnungskoeÆzient; wegen (8.4): � =� 1V �S�p ���T gilt �! 0 (T ! 0): (10:5)Aus (8.3) und (8.8): ��T = �p�T ���V = �S�V ���T folgt shlie�lih auh�p�T ���V = ��T ! 0 (T ! 0): (10:6)



42Man kann aus (10.4){(10.6) shlie�en, da� limT!0 S(T; V;N) existiert und un-abh�angig von den Variablen V;N ist. Da im Rahmen der klassishen Thermo-dynamik die Entropie nur bis auf eine willk�urlihe additive Konstante de�niertwerden konnte (siehe(6.10)), war es Nernst freigestellt, diese Konstante festzule-gen. Ihre Festlegung auf den Wert null versteht man nur aus den obigen statistishmehanishen �Uberlegungen.Eine wihtige Folgerung des Nernstshen Theorems ist die Unerreihbarkeit desabsoluten Nullpunkts. F�ur einen beliebigen Parameter X laufen die Kurven kon-stanten X im (T; S)-Diagramm in den Nullpunkt. Da X nur endlihe Werte an-nehmen kann, verlaufen alle Prozesse zwishen zwei Kurven X = X1 und X = X2.Man kann durh adiabatishe �Anderung von X eine Abk�uhlung erreihen. Danahmu� man die Entropie erniedrigen, was durh W�armeabgabe geshehen mu� undinfolge Abwesenheit eines k�alteren Bades g�unstigstenfalls bei konstanter Temper-atur geshehen kann. Um T = 0 zu erreihen, h�atte man diese Vorg�ange o�enbarunendlih oft zu wiederholen. Das w�are niht n�otig, wenn eine Substanz mit demzweiten dargestellten (T; S)-Diagramm existierte.
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4311. PhasengleihgewihteWir wollen uns nun mit der Ersheinung auseinandersetzen, da� ein und dieselbeSubstanz in vershiedenen deutlih untersheidbaren Phasen auftreten kann.Die bekanntesten Phasen sind die festen, �ussigen und gasf�ormigen. GenauereBeobahtung erlaubt jedoh eine viel detailliertere Untersheidung von vershiede-nen Phasen: vershiedene Kristallstrukturen in der festen Phase, vershiedeneArten von sogenannten �ussigen Kristallen, magnetish oder elektrish geordneteFestk�orperphasen, supraleitende Zust�ande von Metallen, supra�ussige Phasen desHeliums und vieles mehr.Vershiedene Phasen einer Substanz k�onnen im thermodynamishen Gleihgewihtnebeneinander bestehen, man spriht dann von Phasengleihgewihten.Wir betrahten wiederum die Teilhenzahl N desGesamtsystems als fest und beshreiben die Verh�alt-nisse im Phasen- oder Zustandsdiagramm, als dessenVariable man p und T w�ahlt. Die Phasen sind insolh einem Diagramm durh Phasen�ubergangs- oderPhasengrenzkurven voneinander getrennt. Ein Pha-sendiagramm gibt kein vollst�andiges Bild aller m�og-lihen Zust�ande des Systems, weil alle Phasenkoexis-tenzzust�ande auf Phasengrenzkurven liegen. Anson-sten bestimmen p und T den Zustand eines Systemseindeutig.
p

T

flüssig

fest

gasförmigDies gilt jedoh niht bei Phasen�uberg�angen (1.Ordnung). Wir verdeutlihen diesam Beispiel der Verdampfung vonWasser. Wenn wir Wasser bei konstantem Druk(1 atm) erhitzen, steigen Energie und Volumen mit der Temperatur stetig an.Sobald am Siedepunkt die Verdampfung beginnt, bleibt die Temperatur stehen,obshon das Volumen und die Energie weiter ansteigen. Alle Zust�ande, die zueinem Teil aus Wasser und zu einem Teil aus Dampf bestehen, liegen im (p; T )-Diagramm auf einem Punkt (bei gegebenem Druk). Die Temperatur steigt erstwieder, wenn die gesamte Wassermenge verdampft ist. Zur Charakterisierung einesPhasengleihgewihtszustands reihen also die intensiven Variablen p und T nihtaus, man brauht mindestens eine extensive Variable, etwa V oder E (au�er N)oder deren Dihte.Druk und Temperatur sind die nat�urlihen Variablen der freien Enthalpie G:Wegen dG = �SdT + V dp + �dN ist G bei dem Phasen�ubergang unver�andertgeblieben; dies entspriht der generellen Regel, da� thermodynamishe Poten-tiale stetige Funktionen ihrer nat�urlihen Variablen sind. Die Konstanz von Gergibt sih auh aus einer Energiebilanz: �E = �Q + �A = T�S � p�V )�G = �E � T�S + p�V = 0 oder auh aus der Gleihgewihtsbedingung�1 = �2 f�ur die hemishen Potentiale zweier Teilsysteme, als die wir hierzudie beiden Phasen w�ahlen (beahte hierzu G = �N). Bei der (isotherm aus-gef�uhrten) Phasenumwandlung nimmt das System im allgemeinen also eine bes-timmte W�armemenge QL auf, die man als latente W�arme oder �Ubergangsw�armebezeihnet. Es gilt QL = T�S; (11:1)wenn �S die Entropie�anderung beim Phasen�ubergang ist. Gleihzeitig �andert sih



44das Volumen um �V: Indem man die freie Enthalpie l�angs der �Ubergangskurvep(T ) nah T di�erenziert, erh�alt man die Relation:dGdT = �S1 + V1 dpdT = �S2 + V2 dpdT : (11:2)Dabei konnte die Di�erentiation auf beiden Seiten der Grenzkurve, bezeihnetdurh 1 und 2, ausgef�uhrt werden. Als Resultat erhalten wir mit V2 � V1 =�V; S2 � S1 = �S die Clausius-Clapeyron-Gleihung:�V dpdT = �S = QLT ; (11:2)die wihtige Konsequenzen hat.Der Fl�ussigkeits-Gas-�Ubergang (Verdampfen, Kondensieren) hat die interessanteEigenshaft, da� mit wahsender Temperatur seine latente W�arme abnimmt undshlie�lih an einem kritishen Punkt vershwindet, an dem die �Ubergangslinieendet. Man kann deshalb ohne jeglihen Phasen�ubergang von der Fl�ussigkeit zumGas gelangen, indem man den kritishen Punkt umrundet. Die Eigenshaft realerGase in der Umgebung des kritishen Punktes bilden ein hohaktuelles Kapitelder Forshung (Kritishe Ph�anomene).
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Die meisten Systeme bleiben niht bis zu beliebigtiefen Temperaturen �ussig; eine Shmelzkurvem�undet am Tripelpunkt in die Dampfdrukkurve.Am Tripelpunkt koexistieren alle drei Phasen. Zureindeutigen Zustandsbeshreibung sind dort zweiextensive Variable (E und V ) oder deren Dihtenn�otig. Die Shmelzkurve hat f�ur gewisse Sub-stanzen negative Steigung dpdT < 0, zum Beispielf�ur Wasser. Aus (11.2) folgt dann �V < 0(weil immer �S > 0 beim �Ubergang zur Phaseder h�oheren Temperatur): Eis zieht sih beimShmelzen zusammen.Bei Temperaturen unterhalb des Tripelpunkteskoexistieren feste und gasf�ormige Phase (Sublima-tion).3He und 4He k�onnen bis zu beliebig tiefen Tem-peraturen �ussig bleiben. Beim 3He zeigt sih inder Shmelzkurve ebenfalls eine negative Steigung.Was hier jedoh �uberrasht, ist niht das kleinereVolumen, sondern die h�ohere Entropie, d.h. diegr�o�ere Unordnung der festen Phase.Es sei noh bemerkt, da� wegen des 3. Hauptsatzes und (11.2)dpdT ! 0 (T ! 0) (11:3)(falls niht zuf�allig �V ! 0 f�ur T ! 0): Phasengrenzkurven m�unden bei T = 0immer waagereht ein.



45Das (p; T )-Diagramm hat den Nahteil, da� es die Gr�o�e des Volumen- oderEntropiesprunges beim Phasen�ubergang niht erkennen l�a�t. Um diese zu verdeut-lihen, zieht man ein (p; V )- oder (T; S)-Diagramm hinzu, in denen man Isother-men bzw. Isobaren einzeihnet. Wegen �F�V ���T = �p; F (T; V ) � F (T; V0) =� R VV0 pT (V 0)dV 0 kann man aus den Isothermen die Volumenabh�angigkeit der freienEnergie konstruieren. Wegen G = F + pV kann man aus der freien Energieshlie�lih die freie Enthalpie konstruieren, G(T; p), mit p = � �F�V ���T . DieseKonstruktionen k�onnen auh umgekehrt werden; die Isothermen p(V ); F (V ) undG(p) enthalten identishe Information �uber das betre�ende System und dessenPhasen�ubergang.Man beahte, da� f�ur jedes Phasengemish die drei Gr�o�en Cp; �T und � unendlihgro� sind. Dagegen sind CV und �S durhaus endlih. Wegen �p�V ���T = 0 und�p�T ���V = dpdT erh�alt manCV�S = �TV �S�T ���V�V�p ���S = �TV �(S; V )�(T; V ) �(p; S)�(V; S) = TV � �p�T ���V �S�V ���T � �p�V ���T �S�T ���V �oder CV�S = TV � dpdT �2: (11:4)
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4612. Mehrkomponentige SystemeBisher haben wir uns mit der Betrahtung von Systemen begn�ugt, die nur eineTeilhensorte enthielten. Die allgemeinen statistishen und thermodynamishenGrundlagen f�ur mehrkomponentige Systeme hatten wir shon gelegt; wir wollenhier kurz auf einige spezi�she Eigenshaften solher Systeme eingehen.Bei Anwesenheit von k vershiedenen Teilhenarten, die niht ineinander umwan-delbar sind (siehe jedoh dazu das Ende dieses Kapitels), sind die k Teilhenoper-atoren N1; : : : ; Nk Erhaltungsgr�o�en, denen k intensive Variablen, die hemishenPotentiale �1; : : : ; �k zugeordnet sind. Die Verallgemeinerung der in Abshnitt 7de�nierten thermodynamishen Gr�o�en versteht sih von selbst. Die innere En-ergie (siehe (7.1)) E = E(S; V;N1; : : : ; Nk) (12:1)besitzt das Di�erential (siehe (7.3))dE = TdS � pdV + kXi=1 �i dNi: (12:2)Die freie EnthalpieG(T; p;N1; : : : ; Nk) = E � TS + pV = F + pV (12:3)erf�ullt anstelle von (7.18) die Duhem-Gibbs-RelationG = kXi=1 �iNi: (12:4)Dagegen gilt f�ur das gro�kanonishe Potential�(T; V; �i; : : : ; �k) = F � kXi=1 �iNi (12:5)nah wie vor (7.21): � = �pV .Statt durh die Teilhenzahlen beshreibt man den Zustand mehrkomponentigerSysteme h�au�g durh relative Teilhenzahlen oder Konzentrationen: Mit derGesamtteilhenzahl N =Pki=1Ni de�niert man i = NiN als die Konzentration deri-ten Komponente. Nat�urlih sind von den k Konzentrationen nur k�1 unabh�angigwegen Pki=1 i = 1. Wenn die Gesamtteilhenzahl N wieder ausgelassen wird, dasie nur die Gesamtmenge oder Gr�o�e des Systems beshreibt, ist der Zustand einesk-komponentigen Systems in einem (k + 1)-dimensionalen Zustandsdiagramm zuspezi�zieren. In der Praxis wird man meist nur 2-dimensionale Projektionen davondiskutieren.Mit wahsender Komponentenzahl erh�oht sih die Zahl der m�oglihen Phasen imSinne des vorherigen Abshnitts rapide. Man wird daher in mehrkomponentigenSystemen sofort zur Betrahtung von Phasengleihgewihten geleitet. In einemZustandsdiagramm aus k + 1 der k + 2 intensiven Variablen T; p; �1; : : : ; �k wer-den homogene Phasen wie im vorigen Abshnitt durh Hyper�ahen abgegrenzt,



47auf denen sie koexistieren k�onnen. O�ensihtlih k�onnen r Phasen auf einer f -dimensionalen Hyper�ahe koexistieren, wobeif = 2 + k � r (12:6)gilt. Dies ist die Gibbsshe Phasenregel. Sie ist in �Ubereinstimmung mit un-serer Erfahrung in einkomponentigen Systemen (f = 3� r), wo eine Phase im 2-dimensionalen (p; T )-Diagramm, zwei Phasen l�angs p(T )-Kurven und drei Phasenam Tripelpunkt existieren. Man erkennt, da� in 2-komponentigen Systemen bis zuvier Phasen koexistieren k�onnen, und wir haben uns diese M�oglihkeit an Beispie-len klarzumahen. Die wihtigsten Ersheinungen, die bei mehrkomponentigenSystemen auftreten, zeigen sih shon bei 2-komponentigen; wir werden diese imfolgenden qualitativ und stihwortartig besprehen.Zwei verd�unnte Gase vermishen sih im Gleihgewiht undbilden also eine homogene Phase. Dies gilt niht f�ur Fl�ussig-keiten, die h�au�g in zwei vershiedenartigen �ussigen Phasenkoexistieren k�onnen (�Ol,Wasser). Im allgemeinen enthal-ten die beiden Phasen niht nur eine Komponente in reinerForm, sondern sie enthalten beide Komponenten, jedoh invershiedenem Konzentrationsverh�altnis. Die Situation wirddurh nebenstehendes (T; )-Diagramm beshrieben. Bei ho-hen Temperaturen vershwindet h�au�g die Phasentrennung(kritisher Punkt).
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(   = const. )pIm festen Zustand gibt es eine Vielfalt von M�oglihkeiten. Zwei Metalle etwak�onnen unter Umst�anden unvermishbar sein; dann kristallisieren sie aus einerShmelze jedes f�ur sih in reinen Krist�allhen. Sie k�onnen aber auh in gewissenst�ohiometrishen Verh�altnissen als intermetallishe Verbindungen kristallisieren.Shlie�lih k�onnen sie in gewissen Mishungsverh�altnis ineinander l�oslih seinund sogenannte feste L�osungen bilden. All dies kann zu beliebig kompliziertenPhasendiagrammen f�uhren, die gespikt sind mit eutektishen Punkten und Mis-hungsl�uken. Die detaillierte Diskussion solher metallurgisher Begri�e w�urdehier zu weit f�uhren.Als Beispiel f�ur die Koexistenz einer Gas-und einer Fl�ussigkeitsphase sei die Verdamp-fung einer voll mishbaren 2-komponentigenFl�ussigkeit (Luft) diskutiert. Auh hier unter-sheiden sih die Konzentrationsverh�altnissein der Gas- und der Fl�ussigkeitsphase in Koex-istenz. Beim Verdampfen einer 2-komponenti-gen Fl�ussigkeit unter konstantem Druk bleibtdie Temperatur niht konstant, weil sih dasMishungsverh�altnis in der Fl�ussigkeit im Laufeder Verdampfung vershiebt.
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Wir wollen noh ganz kurz Ph�anomene wie Gefrierpunktserniedrigung, Siedepunkts-erh�ohung und Dampfdrukerniedrigung diskutieren, die im Zusammenhang mit derL�osung von festen Sto�en in Fl�ussigkeiten auftreten (z.B. Salz in Wasser). Der



48gel�oste Sto� soll weder in der festen Phase noh in der Gasphase des L�osungsmittelsl�oslih sein. Dann werden nur die Eigenshaften der �ussigen Phase durh dengel�osten Sto� ver�andert. Im allgemeinen wird dabei die freie Enthalpie der L�osungerniedrigt (Extremalprinzip). Aus den untenstehenden Diagrammen erkennt manunmittelbar, warum dies eine Siedepunktserh�ohung und Gefrierpunktserniedri-gung zur Folge hat. Analog versteht man die Dampfdrukerniedrigung.
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O�enbar begeben wir uns dabei auf das Gebiet der physikalishen Chemie, bei demwir niht allzu lange verharren wollen. Ersheinungen wie Osmose fallen ebenfallsin diesen Bereih:
semipermeable
Membran

Lösung

reines
Lösungsmittel

Hierbei wird die Einstellung des vollst�andigen Gleih-gewihts durh eine halbdurhl�assige Wand verhin-dert. Im Gleihgewiht sind deshalb nur diejeni-gen intensiven Variablen in beiden Teilsystemengleih, deren extensive Partner ausgetausht wer-den k�onnen. Wenn W�arme und Teilhenzahl NLdes L�osungsmittels austaushbar sind, niht jedohTeilhenzahl NS des gel�osten Sto�es und Volumen,so gleihen sih nur T und �L aus, niht aber p und�S ; deren Werte h�angen von den TeilhenzahlenNL auf beiden Seiten ab. Der aus einem Konzen-trationsuntershied resultierende Drukuntershiedhei�t osmotishe Drukdi�erenz.Falls die Komponenten eines Systems hemish reagieren k�onnen z.B. 2H2+O2 *)2H2O, unterliegen die Teilhenzahlen einer Reaktionsgleihung der FormkXi=1 �iAi *) 0: (12:7)Im obigen Beispiel w�are �H2 = 2; �O2 = 1; �H2O = �2. Bei einer Elementarreaktion�andern sih die Teilhenzahlen wieÆNi = �iÆn: (12:8)Obshon die vershiedenen Erhaltungsgr�o�en keine strengen Erhaltungsgr�o�ensind, betrahtet man �ubliherweise die Entropie als Funktion aller dieser Teilhen-zahlen: S(E; V;N1; : : : ; Nk): Dies bedarf der Rehtfertigung, da� die hemishen



49Reaktionen viel langsamer ablaufen als die Einstellung des lokalen Gleihgewihts.Da die Entropie im Gleihgewiht maximal ist, gilt dann:0 = �S�n = kXi=1 �S�Ni �i; also kXi=1 �i�i = 0: (12:9)
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51III. Eigenshaften kondensierter Materie13. �UberblikWir wenden uns nun dem rehten Teil des Diagramms auf Seite 1 zu. DieGleihgewihtseigenshaften eines Systems, dessen Mehanik durh den Hamil-tonoperatorH beshrieben wird, haben wir in der Hand, wenn wir es fertigbringen,die kanonishe Zustandssumme f�ur N TeilhenZN = SpurN e��H (13:1)oder auh die gro�kanonishe ZustandssummeZgk = Spur e��(H��N) = 1XN=0ZNe��N (13:2)zu berehnen. F�ur die uns vertrauten Materieformen kennen wir den betre-�enden Hamiltonoperator sehr genau. Er enth�alt die kinetishe Energie derTeilhen (Atomkerne und Elektronen) und die Coulomb-Wehselwirkung zwishenihnen; dazu kommen relativistishe Beitr�age zu beiden Energieanteilen wie Korrek-turen zur klassishen kinetishen Energie und Spin-Bahn-Wehselwirkung, die aberh�au�g vernahl�assigbar sind. Bei Materie sehr hoher Dihte (Kern-/Sternmaterie)h�atte man es statt mit Atomkernen mit einzelnen Nukleonen (Protonen, Neu-tronen) zu tun, deren Wehselwirkung man empirish auh einigerma�en gut be-herrsht. Es wird sehr shnell klar, da� eine Auswertung der Zustandssummemit obigem Hamiltonoperator f�ur makroskopishe Systeme weit au�erhalb dergegenw�artigen und auf lange Siht wohl auh der zuk�unftigen M�oglihkeiten liegt.Es ist ganz bemerkenswert, da� man durh Auswertung einer solhen Zus-tandssumme die Boltzmannshe Konstante auf mehanishe Naturkonstantenzur�ukf�uhren k�onnte: man w�urde, von einer geeigneten Mishung von Elektro-nen, Protonen und Sauersto�kernen ausgehend, den Tripelpunkt des Wassersberehnen. Eine nat�urlihe Energieeinheit f�ur den Hamiltonoperator w�are me2;au�erdem enthielte er als Naturkonstanten die Feinstrukturkonstante �, dieMassenverh�altnisse memp und mpmO16 : Man erhielte daher��1tr = kB � 273:16 K = me2 � f ��; memp ; mpmO16 � :O�ensihtlih mu� man sih N�aherungen einfallen lassen, die zumindest eine ap-proximative Auswertung von Zustandssummen f�ur reale Systeme erlauben. Diesist eine der Aufgaben der Vielteilhenphysik, im speziellen der Festk�orperphysik.Die Menge der N�aherungsverfahren ist sehr gro�, und bei der Er�ndung solherMethoden sind der Phantasie keine Grenzen gesetzt. Wir wollen hier nur einigeallgemeine N�aherungsprinzipien kurz aufz�ahlen.Das wihtigste solhe Prinzip besteht darin, von der oben angedeuteten funda-mentalen Beshreibung abzusehen und einfahere e�ektive Hamiltonoperatorenheranzuziehen. Ein derartiges Vorgehen wird man h�au�g niht rein mathema-tish rehtfertigen k�onnen, es wird eher aus physikalishen Vorstellungen herausbegr�undet.



52Beispiele daf�ur sind, da� man unter `normalen' Bedingungen die Atomkerne alsEinheiten au�a�t und niht auf ihre Bestandteile zur�ukf�uhrt, oder da� manrelativistishe Anteile der Energie unber�uksihtigt l�a�t (solhe Vereinfahungenemp�ndet man h�au�g gar niht als N�aherungen). Ein weiteres Beispiel ist, da�man oft ganze Atome oder Molek�ule anstatt der Elektronen und Kerne als Teilh-eneinheiten w�ahlt. Wenn sih dies durh einen Vergleih der thermishen mitden Dissoziationsenergien der Einheiten rehtfertigen l�a�t, wird die vereinfahteBeshreibung mit der fundamentalen v�ollig gleihwertig sein.Leider f�uhrt auh dieses N�aherungsprinzip nur selten zu exakt auswertbarenZustandssummen, und man ben�otigt weitere N�aherungen. Oft kann man inGrenzf�allen (geringe/hohe Dihte/Temperatur usw.) eine N�aherungsrehnungausf�uhren, indem man nah einem geeigneten Parameter entwikelt. Shlie�lihkann man den Hamiltonoperator so sehr vereinfahen, da� eine exakte Berehnungder Zustandssumme m�oglih ist. Solhe Modellrehnungen lassen zwar nur bed-ingte Shlu�folgerungen auf reale Systeme zu, sind aber dennoh oft sehr wertvoll.



5314. Die klassishe N�aherungIm Prinzip sollte jedes reale System durh eine quantenstatistishe Zustandssummebeshrieben werden. Jedoh spielen Quantene�ekte in gewissen F�allen keine Rolle.Wir wollen uns hier mit dem �Ubergang zur klassishen Statistik besh�aftigen, dersih formal durh die Vorshrift �h! 0 vollziehen l�a�t. Es gen�ugt, die kanonisheZustandssumme (13.1) zu betrahten, da die gro�kanonishe dann direkt aus (13.2)folgt, ohne da� Quantene�ekte hinzutr�aten.Wir wollen die klassishe N�aherung zun�ahst f�ur ein einziges Teilhen mit einemFreiheitsgrad (in einer Dimension) untersuhen. Die Eigenzust�ande des Ortsoper-ators sowie diejenigen des Impulsoperators bilden eine Basis des Zustandsraumesund es gilt: x̂jxi = xjxi; Z dx jxihxj = 1; hx0jxi = Æ(x� x0) (14:1)p̂jpi = pjpi; Z dp2��h jpihpj = 1; hp0j pi = 2��hÆ(p� p0); (14:2)wobei die Normierung so gew�ahlt wurde, da�hxj pi = eipx=�h (14:3)gilt. Jedem in diesem Zustandsraum wirkenden Operator Â kann man nah derVorshrift Â ! A(p; x) = hpj Âjxihxj pi (14:4)eine Funktion der beiden Variablen p und x, die Wignerfunktion des Operators Âzuordnen. Speziell f�ur Operatoren der FormB̂(p; x) = f1(p̂) f2(x̂) (14:5a)liefert diese Zuordnung B(p; x) = f1(p) f2(x) jhpjxij2 (14:5b)oder mit (14.3) einfah B(p; x) = f1(p) � f2(x): (14:5)Zum Beispiel wird einem Hamiltonoperator Ĥ = p̂22m + V (x̂) durh (14.4) dieentsprehende klassishe Hamiltonfunktion H(p; x) = p22m+V (x) zugeordnet. DemKommutator zweier Operatoren Â und B̂ entspriht eine Funktion, die sih alsIntegral �uber die Funktionen A(p; x) und B(p; x) shreiben l�a�t. Entwikelt mandiesen Ausdruk nah �h, so erh�alt manhpj [Â; B̂℄jxihxj pi = �hi �(A;B)�(p; x) +O(�h2) � �hi fA;Bg+O(�h2); (14:6)das klassishe Pendant eines Kommutators ist proportional �h und der Poisson-Klammer der betre�enden Operatoren.



54Um den klassishen Grenzfall der kanonishen Zustandssumme Z = Spur e��Ĥ zu�nden, beahten wir zun�ahste��( p̂22m+W (x̂)) = e�� p̂22m e��W (x̂) + O(�h): (14:7)Wir f�uhren dann die Spur in der Impulsbasis aus:SpurX = Z dp2��h hpjXj pi (14:8)und erhalten unter Benutzung der Vollst�andigkeitsrelation in (14.1)Z = Z dp dx2��h hpj e��Ĥ jxi hxj pi = Z dp dx2��h e��H(p;x) (1 + O(�h)): (14:9)Allgemeiner erh�alt man f�ur jede quantenstatistishe Formel den klassishen Gren-zfall, indem man die Spur durh R dp dx2��h und die Operatoren durh ihre Wigner-funktion (14.4) ersetzt. So wird wegen Â e��Ĥ = e�� p̂22m Â e��V (x̂) + O(�h) ausjedem Mittelwert< Â > = Spur (Â%̂) = R dp dx2��h hpj Âe��Ĥ jxi hxj piR dp dx2��h hpj e��Ĥ jxi hxj pi! R dp dx2��h A(p; x) e��H(p;x)R dp dx2��h e��H(p;x) (�h! 0): (14:10)Man erkennt, da� das Wirkungsquantum �h hier aus der Endformel herausf�allt.Bisher stammen alle Quantene�ekte von der Nihtvertaushbarkeit von Opera-toren. Eine zweite Quelle von Quantene�ekten sind die Symmetriekorrelationen,die bei Anwesenheit mehrerer identisher Teilhen auftreten. Betrahten wir dazuein System vonN identishen Teilhen in drei Dimensionen. Der Hamiltonoperatorf�ur ein solhes System Ĥ = 3NXi=1 p̂2i2m +W (x̂1; � � � ; x̂3N ) (14:11)wirkt in einem Raum von Zust�anden, f�ur den man eine Basis von Orts- und Im-pulseigenzust�anden �ahnlih wie in (14.1) und (14.2) angeben kann. Man hat nurdie Notation x = (x1; � � � ; x3N) und p = (p1; � � � ; p3N) und die Zust�ande jxi =jx1i � � � jx3N i und jpi = jp1i � � � jp3N i einzuf�uhren. Der Raum der physikalishenZust�ande umfa�t allerdings nur solhe Zust�ande, die entweder totalsymmetrish(Bosestatistik) oder totalantisymmetrish (Fermistatistik) bez�uglih Teilhenver-taushung sind. Wenn man in diesem Unterraum das System von symmetrisiertenZust�anden jpis = 1pN !XP (�1)�PP jpi (14:12)



55einf�uhrt, die �ubrigens niht alle (aber `fast alle`) analog zu (14.2) normiert sindund die f�ur vershiedene jpi identish sein k�onnen, dann kann man die Spur �uberden physikalishen Zustandsraum shreiben alsSpurX = 1N ! Z d3Np(2��h)3N shpjXj pis: (14:13)Es ist zu beahten, da� f�ur hxj pis keine Formel existiert, die so einfah wie (14.3)ist, und da� daher f�ur Operatoren der Form (14.5a) zwar (14.5b), jedoh niht(14.5) gilt. Eine Dihte jshpjxij2 ist niht identish gleih eins, sondern enth�altSymmetriekorrelationen. Der E�ekt dieser Korrelationen, d.h. die Beitr�age vonjshpjxij2 � 1, vershwinden aber im Grenzfall �h ! 0, es handelt sih also auhhier um einen Quantene�ekt. Der klassishe Grenzfall der Zustandssumme f�ur Nidentishe Teilhen ist folglihZ = 1N ! Z d3Np d3Nx(2��h)3N shpj e��Ĥ j pihxj pis = 1N ! Z d3Np d3Nx(2��h)3N e��H(p;x) (1 + O(�h)):(14:14)Die klassishe Zustandssumme (Zustandintegral) erinnert tats�ahlih auf zweiWeisen an die Quantenstatistik: 1) durh den Faktor (2��h)�3N , der sie dimen-sionslos maht, 2) durh den Faktor 1=N !, der die thermodynamishen Potentialeextensiv maht. Beide Faktoren sind also durhaus wihtig. Sie r�uhren beidevom rihtigen Abz�ahlen der Zust�ande her. Der erste bedeutet, da� im Phasen-raum jedem Volumenelement der Gr�o�e (2��h)3N ein Zustand entspriht, was manaus der Unsh�arferelation shon h�atte erraten k�onnen. Der zweite dr�ukt aus,da� f�ur identishe Teilhen Zust�ande, die durh Teilhenvertaushung auseinanderhervorgehen, nur einmal gez�ahlt werden d�urfen.O�enbar k�onnen in der klassishen Zustandssumme die Impulsintegrationen direktausgef�uhrt werden: wegen R1�1 dp e�p2=� = p�� erh�alt manZkl = 1N ! Z d3Nx�3N e��W (x); (14:15)wobei die sogenannte thermishe de Broglie-Wellenl�ange � de�niert ist durh� = 2��hp2�mkBT : (14:16)Sie ist die quantenmehanishe Wellenl�ange eines Teilhens, dessen Energie gleihkBT ist. Wegen � / �h, kann man die klassishe N�aherung auh als Entwiklungnah Potenzen von � au�assen. Diese Entwiklung ist gerehtfertigt, wenn � kleinist gegen alle anderen relevanten L�angen des Systems, z.B. gegen den mittlerenTeilhenabstand. Die klassishe Zustandssumme reduziert sih auf ein Kon�gu-rationsintegral, in dem �uber alle r�aumlihen Kon�gurationen der N Teilhen mitdem Gewihtsfaktor e��W (x1;���;x3N ) summiert wird. Die Berehnung solher Kon-�gurationsintegrale ist im allgemeinen immer noh sehr shwierig.



56Als n�ahstes beweisen wir f�ur klassishe Systeme den Gleihverteilungs- und denVirialsatz. Sei y irgendeine Orts- oder Impulskoordinate des Systems. Dann giltwegen � 1� ��y e��H = �H�y e��H< y�H�y > = R dp dx y �H�y e��HR dp dx e��H = 1� R dp dx e��HR dp dx e��H = 1� :Hierbei wurde partiell integriert. Da y eine der Integrationsvariablen ist, konntedie Ableitung von e��H auf den Faktor y �ubergew�alzt werden. Es wurde dabeiangenommen, da� Randbeitr�age bei der partiellen Integration gleih Null waren.F�ur y = pi erhalten wir unter Beahtung von pi �H�pi = p2im12 < pi �H�pi > = < p2i2m > = 12kBT: (14:17)In klassishen Systemen entf�allt auf jeden Impulsfreiheitsgrad der gleihe Energiebei-trag von der Gr�o�e 12kBT (Gleihverteilungssatz). F�ur y = xi erh�alt man nah derSummation �uber alle Ortskoordinaten3NXi=1 < xi �H�xi > = 3NkBT (14:18)oder mit �H�xi = � _pi und mit (14.17) den Virialsatz< 3NXi=1 _pixi > = �2 < 3NXi=1 p2i2m > = �2Ekin: (14:19)Die Vernahl�assigung der Randbeitr�age bei der obigen partiellen Integration seinoh kurz diskutiert. F�ur den Gleihverteilungssatz ist sie siher gerehtfer-tigt, da e�� p22m f�ur p ! �1 vershwindet. Bei (14.18) ist jedoh Vorsihtgeboten, weil es zwei M�oglihkeiten gibt, ein System r�aumlih einzushr�anken:Entweder shlie�t man in die Hamiltonfunktion ein Wandpotential ein, das dieAufenthaltswahrsheinlihkeit eines Teilhens au�erhalb des betrahteten Volu-mens gegen null gehen l�a�t, dann ist (14.18) korrekt. Man kann aber auh dieEinshr�ankung durh Randbedingungen vornehmen, indem man also im Kon�gu-rationsintegral nur �uber das betrahtete Volumen integriert, dann sind die Ran-de�ekte auf der linken Seite von (14.18) niht ber�uksihtigt und man hat dieRandbeitr�age bei der partiellen Integration explizit hinzuzuf�ugen (Beispiel: keineinnere Wehselwirkung ! �H�xi = 0).Klassishe Systeme verhalten sih niht im Einklang mit dem Nernstshen Theo-rem. Man sieht dies zum Beispiel durh Berehnung der spezi�shen W�arme:CV = 32NkB + (�W )2kBT 2 : (14:20)Der erste, kinetishe Beitrag l�a�t den Gleihverteilungssatz wiedererkennen; derpotentielle (Kon�gurations-) Beitrag ist niht negativ. Die spezi�she W�arme CV



57geht im Widerspruh zum Nernstshen Theorem f�ur T ! 0 niht gegen null. Dasweist darauf hin, da� die klassishe N�aherung bei tiefen Temperaturen niemalsrihtig ist. Da die thermishe de Broglie-Wellenl�ange bei tiefen Temperaturenbeliebig gro� wird (� � 1pT ), �ubershreitet sie dabei den mittleren Teilhenab-stand � VN � 13 , der eine relevante L�ange f�ur das System darstellt. Wenn � nihtmehr klein gegen � VN � 13 ist, werden quantenmehanishe Symmetriekorrelationenwihtig und die klassishe N�aherung briht zusammen. Um eine Vorstellung vonden Gr�o�enordnungen zu bekommen, setzen wir in (14.16) Zahlenwerte ein underhalten T [K℄ � 5 � 10�38�2[m2℄ �m[g℄ � 5:56 � 105�2[�A2℄ �m[me℄ : (14:160)Dies gibt f�ur Elektronen in einem Festk�orper (m = me; �VN � 13 � 10�8m)eine Temperatur von 5:5 � 105K, die �ubershritten werden mu�, damit Symme-triekorrelationen unerheblih werden. Als zweites Beispiel w�ahlen wir ein Gas(m = A �mp; � VN � 13 � 10�8m) und �nden, da� eine klassishe Beshreibung, wasSymmetriee�ekte betri�t, f�ur Temperaturen deutlih oberhalb 3AK v�ollig ausre-iht.



5815. Die idealen GaseAls konkrete einfahe Beispiele wollen wir hier die thermodynamishen Eigen-shaften eines Systems von niht wehselwirkenden identishen Teilhen behan-deln, die in ein Volumen V eingesperrt sind. Ein solhes System hei�t ein idealesGas. Man untersheidet anhand der Symmetrieeigenshaften der Teilhen ein ide-ales Fermi -Gas und ein ideales Bose-Gas. Zun�ahst wollen wir jedoh die klassis-he N�aherung, die ja f�ur beide F�alle identish ist, diskutieren, das klassishe idealeGas (Boltzmann-Gas).Die kanonishe Zustandssumme f�ur das klassishe ideale Gas ergibt sih aus (14.15)direkt als Zk(T; V;N) = 1N ! � V�3�N = 1N !ZNk (T; V; 1): (15:1)Mit der Stirling-Formel lnN ! = N ln Ne +O(lnN) erh�alt man f�ur die freie EnergieF (T; V;N) = � 1� lnZk = �NkBT ln�eV=N�3 � (15:2)und erkennt, da� der Abz�ahlfaktor N ! n�otig ist, um die freie Energie extensivzu mahen. Alle thermodynamishen Eigenshaften des klassishen idealen Gasesfolgen unmittelbar unter Beahtung von � / T� 12 :p = ��F�V ���T = NkBTV (thermishe Zustandsgleihung) (15:3)S = ��F�T ���V = NkB �ln V=N�3 + 52� (15:4)E = F + TS = 32NkBT (kalorishe Zustandsgleihung) (15:5)H = E + pV = 52NkBT (15:6)CV = �E�T ���V = 32NkB (15:7)Cp = �H�T ���p = 52NkB (15:8)� = 1V �V�T ���p = 1T (15:9)�T = � 1V �V�p ���T = 1p (15:10)�S = �TCVCp = 35p usw: (15:11)Dieselben Ergebnisse erh�alt man aus einer gro�kanonishen Rehnung. Wenn wirzur Bequemlihkeit die Fugazit�at zz = e��; �z�� = �z; (15:12)



59einf�uhren, lautet die gro�kanonishe Zustandssumme des klassishen idealen GasesZgk(T; V; �) = 1XN=0 zNZk(T; V;N) = 1XN=0 zNN !ZNk (T; V; 1) = ezV=�3 : (15:13)Folglih wird das gro�kanonishe Potential�(T; V; �) = � 1� lnZgk = � 1� zV=�3; (15:14)N = ����� = zV=�3; (15:15)pV = �� = NkBT usw: (15:16)Um nun die idealen Quantengase in den Gri� zu bekommen, haben wir zun�ahstderen Energieeigenzust�ande zu klassi�zieren. Weil keine Wehselwirkung zwishenden Teilhen besteht, k�onnen die Eigenzust�ande aus Einteilhenzust�anden konstru-iert werden, die Eigenzust�ande des Einteilhen-Hamiltonoperators H = p22m (f�urTeilhen mit endliher Ruhemasse) sind. Die Einteilhenzust�ande k�onnen nahihrem Impuls, genauer nah drei Impulseigenwerten ~p klassi�ziert werden. Dawir das System in ein bestimmtes endlihes Volumen einshlie�en, wird das Im-pulsspektrum diskret. Im einzelnen h�angt das Spektrum nat�urlih von der Formdes Volumens ab. Wir werden uns sp�ater auf einen Kubus der L�ange L, also desVolumens V = L3, beshr�anken. Es ist physikalish klar, jedoh mathematishniht einfah zu zeigen, da� f�ur gro�e Systeme nur das Volumen V und niht dieForm dieses Volumens z�ahlt. Bei periodishen Randbedingungen (siehe dazu die�Ubungen) sind die Impulseigenwerte im Kubus~p = 2��hL ~n; (15:17)wo ~n ein beliebiger Vektor aus ganzen Zahlen sein kann.Die m�oglihen Vielteilhenzust�ande des Systems kann man wie in (14.12) als sym-metrisierte Tensorprodukte der obigen Zust�ande shreiben:j i =XP (�1)�PP j~p1i:::j~pNi:Wir brauhen hier weder die genaue Normierung noh eine spezielle Darstel-lung dieser Zust�ande. Was wir brauhen ist nur folgende Konsequenz derSymmetrisierung: F�ur Bose-Gase (+1) kann in dem Tensorprodukt jeder Im-puls ~p beliebig oft vorkommen, f�ur Fermi -Gase (�1) h�ohstens einmal, dasonst der Zustand die Norm null hat (Pauli -Verbot). Daraus ergibt sih eineandere M�oglihkeit der Klassi�kation von Vielteilhenzust�anden, n�amlih nahBesetzungszahlen der zugrundeliegenden Einteilhenzust�ande. Man nennt dieH�au�gkeit mit der ein Zustand j~pi in (14.12) vorkommt die Besetzungszahl n~pdieses Zustandes. F�ur Bose-Teilhen k�onnen die n~p die Werte 0,1,2,: : : annehmen,f�ur Fermi -Teilhen nur die Werte 0 oder 1. Ein Vielteilhenzustand (14.12)ist o�enbar durh die n~p (bis auf einen konstanten Faktor) eindeutig bestimmt



60und umgekehrt entsprehen vershiedene Besetzungszahlen fn~pg auh vershiede-nen Zust�anden (Besetzungszahldarstellung). Die n~p bestimmen insbesondere diegesamte Teilhenzahl N =X~p n~p (15:18)und die gesamte Energie E =X~p �~p n~p; �~p = ~p 22m (15:19)des Zustandes. Bei geeigneter Normierung stellt die Menge der Zust�ande fn~pg einvollst�andiges orthonormiertes System von physikalishen Zust�anden dar.Es f�allt niht leiht, die kanonishe Zustandssumme f�ur die Quantengase direktauszurehnen, weil die Nebenbedingung (15.18) das Abz�ahlen der Zust�ande er-shwert. Wir berehnen deshalb die gro�kanonishe Zustandssumme, bei der dieseKomplikation entf�allt. Es gilt Zgk =Xfn~pg zN e��E = Xfn~pg zP~p n~pe��P~p �~pn~p = Xfn~pgY~p �ze���~p�n~p =Y~p "Xn (ze���~p)n# :Die n-Summationen h�angen von Charakter der Teilhen ab, wie oben diskutiert.Man erh�alt: Zgk(T; V; z) = (Q~p �1� ze���~p��1 (Bose-Gas)Q~p �1 + ze���~p� (Fermi -Gas) : (15:20)Also ist das gro�kanonishe Potential durh�(T; V; �) = ( 1� P~p ln(1� ze���~p) (Bose-Gas)� 1� P~p ln(1 + ze���~p) (Fermi -Gas) (15:21)gegeben. Durh Entwikeln nah Potenzen von z erh�alt man unmittelbar dasklassishe Ergebnis (15.14) wieder (� = � 1� z V�3 ). Wir werden sogleih einsehen,warum eine Entwiklung nah z den klassishen Grenzfall liefert. Gleihung (15.21)gibt uns �uber � = �pV den Druk des Quantengases. Die mittlere Teilhenzahlist N = ����� =X~p ze���~p1� ze���~p (Bose=Fermi-Gas): (15:22)Diese Ausdr�uke entsprehen der Gl. (15.18), da die Mittelwerte der Beset-zungszahlen sih ergeben zu< n~p > = ����~p = 1e��~p=z � 1 (Bose=Fermi-Gas): (15:23)O�enbar sind damit die thermodynamishen Eigenshaften der Quantengase aufdie Berehnung von Integralen zur�ukgef�uhrt. Wir untersuhen im folgendenzun�ahst das ideale Fermi -Gas.



6116. Das ideale Fermi-GasWir untersuhen die Eigenshaften eines spinlosen Fermionengases in einem Kubusder Kantenl�ange L weiter. F�ur makroskopishe Ausdehnung des Kubus liegen dieImpulseigenwerte (15:17) beliebig diht, so da� nah der VorshriftXp =) � L2��h�3 Z d3~p (16:1)jede Impulssumme in ein Integral umgewandelt werden kann. Aus (15:21) erhaltenwir so pV = 1� V(2��h)3 4� Z 10 dp p2 ln �1 + ze� �p22m �oder nah einer Variablentransformation x = pq �2m und unter Benutzung derthermishen de Broglie-Wellenl�ange � (14.16) und des spezi�shen Volumens v =VN pvkBT = v�3 f 52 (z) (16:2a)mit f 52 (z) = 4p� Z 10 dx x2 ln �1 + ze�x2�: (16:2b)Analog wird aus (15:22) �3v = f 32 (z) (16:3a)mit f 32 (z) = 4p� Z 10 dx x2ex2=z + 1 = zf 052 (z): (16:3b)Wegen pVkBT = lnZgk und der thermodynamishen RelationE = � ��� lnZgk� 1� ; V; z� (16:4)(hierbei niht �, sondern z festgehalten!) k�onnen wir nun aus (16:2a) die exakteBeziehung E = 32pV (16:5)herleiten, die wir vom klassishen idealen Gas kennen und die folglih die Quan-tisierung �uberlebt hat (mitsamt Folgerungen wie z.B. �s = 3=5p, et.).Die Funktion f 52 und f 32 sind Spezialf�alle der verallgemeinerten RiemannshenZetafunktion. Von hier ab bleibt im allgemeinen nihts �ubrig als eine numerisheAuswertung. Grenzf�alle kann man jedoh durh geeignetes Entwikeln unter-suhen. Das werden wir im folgenden tun. Da nur ein ehter Parameter, n�amlihz, eingeht, gibt es nur zwei Grenzf�alle: kleine z und gro�e z.Da f�ur z ! 0 nah (16.3a) �3v ! 0 geht, entspriht dieser Grenzfall dem klas-sishen Limes, hier durh die physikalishe Situation: hohe Temperaturen oder



62geringe Dihten gegeben. Dieser Grenzfall ist sehr leiht zu diskutieren, weil dieZetafunktion um z = 0 eine einfahe Taylorreihe besitzt:f�(z) = 1Xl=1 (�1)l+1 zll� ; (jzj � 1): (16:6)Daher folgt aus (16:3a) �3v = z � z223=2 +O(z3) (16:7a)oder nah z aufgel�ost z = �3v + 12p2��3v �2 + O���3v �3�: (16:7b)
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λ3Um die Zustandsgleihung zu erhalten, mu� man dies in (16:2a) einsetzen; manerh�alt pvkBT = v�3 �z � z22 52 + O(z3)� = 1 + 125=2 �3v +O���3v �2�: (16:8)Die beiden Diagramme stellen die Zustandsgleihung anhand der dimensionslosenVariablen ��3p und n�3 (mit n := 1v ) gra�sh dar. Im rehten Diagramm ist mit0 � z � 1000 als Parameter f5=2(z) gegen f3=2(z) und damit ��3p gegen n�3aufgetragen. Die Abweihung von der Boltzmannshen Zustandsgleihung �p = nf�ur z � 1 ist o�ensihtlih.Wir haben damit den klassishen Grenzfall einshlie�lih der ersten Symmetrieko-rrektur gewonnen. Der Druk erh�oht sih im Fermi -Gas durh das Pauli -Verbot,die Symmetriekorrelationen bewirken hier eine e�ektive Absto�ung zwishen denTeilhen.Gl. (16:8) in Verbindung mit (16:5) gestattet es, die ersten Quantenkorrekturenaller �ubrigen Eigenshaften (CV; Cp; �T; �) zu berehnen; wir �uberlassen das den�Ubungen.Wesentlih wihtiger und interessanter ist der andere Grenzfall, der v�ollig vonden Symmetriekorrelationen dominiert wird. Mit �3v !1 geht nah (16.3a) auhz !1; das Verhalten der Zetafunktionen f�ur z !1 ist leider mathematish etwaskni�iger, weil nur eine (niht konvergente) asymptotishe Entwiklung existiert.�� Die einzigen Singularit�aten der f�(z) in der komplexen z-Ebene sind Verzweigungs-punkte bei z = �1 und bei z =1.



63Um f 52 f�ur z ! 1 zu bestimmen, integrieren wir (16.2b) zweimal partiell underhaltenf 52 (z) = 815p� Z 10 dx 2x6ex2=z(ex2=z + 1)2 = 815p� Z 1� ln z dy (ln z + y) 52 ey(ey + 1)2 ;wobei zuletzt x2 � ln z = y substituiert wurde. Der Beitrag des letzten Integralsvon ln z bis1 ist von der Ordnung O �(ln z) 52 =z�; im Beitrag von � ln z bis + ln zkann (ln(z) + y) 52 in eine Binominalreihe entwikelt werden. F�ur die entstehendenIntegrale gilt wiederumZ ln z� ln z dy � yln z�l ey(ey + 1)2 = Z 1�1 dy � yln z�l ey(ey + 1)2 +O �(ln z) 52 =z� :Daher gilt die asymptotishe Reihef 52 (z) � 8(ln z) 5215p� 1Xl=0 �52l� Il(ln z)l ; Il = Z 1�1 dy yley(ey + 1)2 :O�enbar sind f�ur ungerade l die Il = 0, ferner I0 = � 1ey+1 ��1�1 = 1. F�ur l > 0 istI2l = 4l Z 10 dy y2l�1ey + 1 = 4l 1Xn=1 Z 10 dy (�1)n+1y2l�1e�ny = 2(2l)!(1�21�2l)�(2l):Damit haben wir shlie�lihf 52 (z) � 8(ln z)5=215p� "1 + 2 1Xl=1 �5=22l �(2l)!(1� 21�2l)�(2l)(ln z)�2l# (16:9)und durh Di�erenzieren nah (16.3b)f 32 (z) � 4 (ln z)3=23p� "1 + 2 1Xl=1 �3=22l �(2l)!(1� 21�2l)�(2l)(ln z)�2l# : (16:10)Die beiden Reihen in (16:9) und (16:10) haben vershwindenden Konvergenzradiusund sind, wie oben angedeutet, als asymptotishe Entwiklungen zu verstehen.Bevor wir jetzt (16:2a); (16:3a) f�ur z !1 au�osen, besinnen wir uns, da� ln z =�� ist, und beahten, da��3p�4 �3v � 23 = �9�16� 13 �2v 23 = �FkBT = TFTgilt, mit der Fermi -Energie�F = �h22m�6�2v � 23 ; kBTF = �F (TF = Fermi�Temperatur): (16:11)



64Wir werden gleih sehen, da� die Fermi -Energie eine sehr wihtige Gr�o�e ist.Zun�ahst wird aus (16:3a) und (16:10): �3v = 4(ln z) 323p� [1 + �28(ln z)2 +O( 1(ln z)4 )℄ oderTFT = ��h1 + �212(��)2 + O( 1(��)4 )i:Nah Au�osen nah � ergibt sih hieraus� = �Fh1� �212�kBT�F �2 + O��kBT�F �4�i: (16:12)Aus (16:2a) wird sodannpvkBT = f 52 (z)f 32 (z) = 25 ln z 1 + 5�28(ln z)21 + �28(ln z)2 = 25 ln z �1 + �22(ln z)2�
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oder mit (16:12)pv = 25�Fh1 + 5�212 �kBT�F �2 + O��kBT�F �4�i:(16:13)
Um den Zustand des Fermi -Gases im Grenzfall tiefer Temperaturen oder hohenDihten zu verstehen, shauen wir uns zuerst die mittlere Besetzungszahl (15:23)an (Fermi -Verteilung)< np > = 1e�(�p��) + 1 [= 12(1� tanh(�2 (�p � �))℄: (16:14)
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Bei der Temperatur T = 0 wird dashemishe Potential gleih der Fermi -Energie und die mittlere Besetzungszahlzum Fermi -Eisblok:< np > = � 1 (�p < �F)0 (�p > �F) : (16:15)Im Grundzustand sind also die Ein-teilhenzust�ande mit Energien unterhalbder Fermi -Energie besetzt, alle anderenunbesetzt.



65Es ist unmittelbar klar, da� ein solherZustand tats�ahlih der Zustand tiefsterEnergie f�ur ein Fermi -System ist. Stelltman die Einteilhenzust�ande entsprehendihren Impulsquantenzahlen im Impulsraum(3-dim) dar, so sind im Grundzustand allePunkte besetzt innerhalb einer Kugel vomRadius pF (Fermi -Impuls) mit
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N

�F = p2F2m: (16:16)Gl. (16:11) f�ur die Fermi -Energie kann man nah dieserEinsiht sofort wiedergewinnen, indem man nah derKugel im Impulsraum fragt, die N Zust�ande enth�alt.Da jeder Punkt nah (15:17) ein Volumen (2��h)3V ein-nimmt, �ndet man4�3 pF3 = (2��h)3NV ;was mittels (16:16) auf (16:11) f�uhrt.
Fp

Fermikugel
im ImpulsraumFolgende Eigenshaften der Fermi -Energie sollte man sih einpr�agen:(1) Sie ist ein Quantenph�anomen, �F / �h2.(2) Sie ist f�ur leihte Teilhen gr�o�er als f�ur shwere, �F / 1m .(3) Sie w�ahst mit der Teilhendihte, �F / ( 1v ) 23 .Die Gr�o�e der Fermi -Kugel h�angt niht von der Gr�o�e des Systems ab, sondernnur von dessen Dihte. Mit wahsender Dihte bl�aht sih die Fermi -Kugel auf;mit wahsender Gr�o�e w�ahst nur die Dihte der Impulszust�ande im Impulsraum.Da mit wahsender Dihte die Energie des Gases steigt, �ubt das Fermi -Gas auhbei T = 0 einen Druk auf seinen Beh�alter aus (siehe (16:13)). Nah (16:5) ist dieGesamtenergie E = 35N�F �1 + 5�12� TTF�2 +O�� TTF �4�� : (16:17)Die mittlere Energie pro Teilhen ist bei T = 0 daher gleih 35�F, was man auhunmittelbar einsehen kann:< p2 > = R pF0 p2 dp p2R pF0 p2 dp = 35pF2:Da bei T = 0 die Energie gleih der freien Energie ist, gilt p = � �E�V und manerh�alt p = 25�F=v wegen �F / v� 23 .Bei endlihen Temperaturen weit unterhalb der Fermi -Temperatur �andert sihdas Bild folgenderma�en. Die Fermi -Verteilung erh�alt einen weihen �Ubergang,der Fermi -Eisblok shmilzt ab. Gleihzeitig vershiebt sih das hemishe Po-tential nah (16:12) nah unten. Auh dies ist leiht einzusehen. Wegen N /



66R10 p2 dp < np > / R10 d�p� < n� > und der Gleihheit der shraÆerten Fl�ahenin der Darstellung von < np > kann N mit wahsender Temperatur nur kon-stant bleiben, wenn � f�allt. Dabei beshreibt der Faktor p� im Integral dieZustandsdihte des Einteilhenspektrums. Die Breite der Shmelzzone in derFermi -Verteilung ist von der Gr�o�enordnung kBT . Der Zustand des Fermi -Gasesist nat�urlih niht mehr rein wie bei T = 0, sondern ein Gemish von Anre-gungszust�anden. Die Zahl der angeregten Teilhen ist proportional kBT , wieauh die Energie, um die jedes im Mittel angeregt ist. Dies erkl�art, warum dieGesamtenergie des Systems um einen Term proportional T 2 w�ahst. Die spezi�s-he W�arme bei tiefen Temperaturen wirdCV = �E�T ���V = NkB�22 TTF +O�� TTF �3�: (16:18)
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Die Reduktion von CV im Vergle-ih zum klassishen Wert l�a�t sihmit Worten so erkl�aren, da� mansagt, die Zahl der Freiheitsgrade seidurh Fermi -Einfrierung bei tiefenTemperaturen e�ektiv verkleinert.



6717. Das ideale Bose-GasIn diesem Abshnitt werden wir zwei vershiedene ideale Bose-Gase diskutierenund m�ussen zu diesem Zwek den bisherigen Rahmen etwas erweitern. Das ersteSystem, das durh das Modell des idealen Bose-Gases besonders genau beshriebenwird, ist das Photonen-Gas, das sih als Hohlraumstrahlung realisieren l�a�t. Bevorwir jedoh an Abshnitt 15 ankn�upfen, haben wir auf einige Besonderheiten derPhotonen einzugehen.Bisher hatten wir unsere Beshreibung auf niht-relativistishe Teilhen einge-shr�ankt, indem wir die klassishe Energie-Impuls-Beziehung "~p = ~p22m annahmen.F�ur relativistishe Teilhen wird diese durh "~p = p(m2)2 + (~p)2 zu ersetzensein. Photonen sind wegen ihrer vershwindenden Ruhemasse in jedem Fall rela-tivistish mit "~p = j~pj : (17:1)Eine zweite Besonderheit ist, da� die Teilhenzahl der Photonen keine Erhal-tungsgr�o�e darstellt, sie k�onnen in beliebiger Anzahl erzeugt werden. Daherumfa�t der Zustandsraum f�ur das Photonen-Gas Zust�ande mit allen Teilhen-zahlen, ein Lagrange-Parameter hemishes Potential tritt niht auf. Folglihgeshieht die statistishe Beshreibung von Photonen durh eine gro�kanonisheGesamtheit mit � = 0, d.h. z = 1. Shlie�lih ist f�ur eine realistishe Behandlungdes Photonen-Gases zu ber�uksihtigen, da� es zu jedem Impuls zwei vershiedenePhotonen gibt, die sih durh ihre Polarisation untersheiden. Ein vollst�andigerSatz von Quantenzahlen f�ur Einphotonenzust�ande ist demnah (~p; i), wo ~p dieWerte (15.17) und i die Werte 1 und 2 annehmen kann.Nun k�onnen wir die Ergebnisse von Abshnitt 15 �ubernehmen. Einen Untershiedzwishen gro�kanonishem Potential und freier Energie gibt es hier niht. Wirziehen es vor, von freier Energie zu sprehen, und shreibenF (T; V ) = 1�X~p;i ln(1� e��"~p) = 2V� Z d3p(2��h)3 ln(1� e�j~pj)= V (kBT )4�2(�h)3 Z 10 dx � x2 ln(1� e�x): (17:2)Wir berehnen das IntegralZ 10 dx � x2 ln(1� e�x) = � 1Xn=1 1n Z 10 dx � x2e�nx = �2 1Xn=1 1n4 = �2�(4) = ��445 :Unter Einf�uhrung der Stephan-Boltzmann-Konstanten� = �2k4B60�h32 �= 5:67 � 10�5 ergm2 � se �K4 (17:3)shreibt man nun F (T; V ) = �4�3 V T 4 (17:4)S = ��F�T ���V = 16�3 V T 3 (17:5)



68 E = F + TS = 4� V T 4 (17:6)CV = T �S�T ���V = 16� V T 3 (17:7)p = ��F�V ���T = 4�3 T 4 (17:8)Insbesondere gilt E = 3pV ; (17:9)was durh die relativistishe Dispersion (" = p) von dem niht-relativistishenErgebnis (E = 32pV ) abweiht.
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Die mittlere Besetzungszahl der Einphotonen-niveaus wird durh die Bose-Verteilung< n~p > = 1e��h!p � 1 (17:10)gegeben, mit �h!p = "p = p. Bei T = 0 sindkeine Photonen vorhanden, wenn man Photonender Energie null niht z�ahlt.Von Interesse ist weiterhin, wie die Energie pro Volumeneinheit des Photonen-Gases auf das Spektrum der Photonen verteilt ist. Die sogenannte spektrale En-ergiedihte gibt dies an. Sie ist
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(βc) (  π) uh  23 u(!) = 1V X~p;i �h!~p < n~p > Æ(! � !~p)= 2 � 4�(2��h)3 Z 10 p2dp �h!pe��h!p � 1Æ(! � !p)(17:11)oder u(!) = �h�23 !3e��h! � 1 Plankshes Strahlungsgesetz: (17:12)Durh Integration �uber die Frequenz ! erh�alt man daraus wieder die Gesamten-ergiedihte E=V = 4� T 4 der Hohlraumstrahlung. Im klassishen Grenzfall�h! � kBT geht das Plankshe in das Rayleigh-Jeansshe Strahlungsgesetz �uber:uR�J(!) = kBT !2�23 ; (17:13)das shon im vorigen Jahrhundert im Rahmen der klassishen Strahlungstheoriehergeleitet worden war und eine Ultraviolett-Katastrophe aufweist: Die hohenFrequenzen enthalten so viel Energie, da� die Gesamtenergie des Hohlraumes un-endlih w�are. Empirish war dagegen das Wienshe Gesetz bekanntuW(!) = �h!3�23 e���h!; (17:14)



69das die beobahtete Spektraldihte bei hohen Frequenzen gut beshrieb. Es folgtnat�urlih aus (17.12) im Grenzfall �h! � kBT . Das Plankshe Strahlungsge-setz interpoliert zwishen den beiden Grenzf�allen in experimentell au�erordentlihgut best�atigter Weise. Das Maximum der spektralen Energiedihte (u0(!) = 0)vershiebt sih mit wahsender Temperatur zu h�oheren Frequenzen nah demWienshen Vershiebungsgesetz�h!max � 2; 82 kBT : (17:15)Woher stammt die Zahl 2; 82 : : :? Es gilt mit x = ��h!: u0(!) / (3 � x)ex � 3 =0. Man �uberzeugt sih graphish leiht, da� die L�osung dieser tranzendentenGleihung knapp unterhalb x = 3 liegt. F�ur y = 1 � x3 gilt y = e�3(1�y) miteiner L�osung y � 1. Wir entwikeln daher die Exponentialfunktion und erhalteny = e�3(1+3y+ 92y2+ : : :) = e�3(1+3e�3+ 272 e�6+ : : :) � 0:0588) x = 2; 82 : : :.Man beahte, da� die anstelle von (17.12) gelegentlih benutzte Spektraldihte alsFunktion der Wellenl�ange � (! = 2�� ), die sinngem�a� alsv(�) = u(!(�)) � ���d!d� ��� = (4�2)2�h ��5e2��h �� � 1de�niert ist, ein vershobenes Maximum aufweist. Man hat mit demselben x =��h! = 2��h�� die tranzendente Gleihung (5�x)ex�5 = 0 zu l�osen () x � 4:965).Als zweites ideales Bose-Gas shauen wir uns ein niht-relativistishes Gas vonTeilhen mit niht vershwindender Ruhemasse an, deren Zahl erhalten sei. Wirersehen dann aus (15.21), da� z � 1 (d.h. � � 0) bleiben mu�, damit der Drukreell bleibt; auh (15.23): < n0 > = 1z�1�1 l�a�t dies shlie�en, weil ja die mittlerenBesetzungszahlen � 0 zu sein haben. Wie beim Fermi -Gas werden wir jetzt mittels(16.1) die Impulssummationen in (15.21) und (15.22) in Integrale umwandeln,indem wir das Volumen V (bei festgehaltener Dihte 1v ) gegen unendlih gehenlassen. Wir erhalten so pvkBT = v�3 g 52 (z) (17:16a)mitg 52 (z) = �f 52 (�z) = � 4p� Z 10 dx�x2 ln(1�ze�x2) = 1Xl=1 zll 52 (jzj � 1) : (17:16b)�Uber (16.4) erh�alt man daraus auh hierE = 32pV : (17:17)Gleihung (15.22) f�ur die Teilhenzahl ergibt zun�ahst einmal�3v = g 32 (z) (17:18a)



70mitg 32 (z) = �f 32 (�z) = � 4p� Z 10 dx x2ex2z�1 � 1 = 1Xl=1 zll3=2 (jzj � 1) ; (17:18b)
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wobei jedoh eine Shwierigkeit auftritt: Gle-ihung (17.18a) l�a�t sih nur mit z � 1 l�osen,solange �3v � g3=2(1) = 2; 612::: gilt. DasVerh�altnis �3v , das von Temperatur und Dihtedes Gases abh�angt, kann demgegen�uber be-liebig gro� gemaht werden. Tats�ahlih istder �Ubergang zum Impulsintegral in Gle-ihung (15.22) nur f�ur z < 1 unproblema-tish, wenn n�amlih der Integrand beshr�anktist (durh 1z�1�1 ).Gleihung (15.22) kann nat�urlih f�ur beliebig gro�e Teilhenzahl N gel�ost werden(was beliebig gro�em �3v entspriht), wenn nur z nahe genug bei 1 liegt. Der (~p =0)-Term �ubernimmt dann den Anteil der Teilhenzahl, den der Rest der Summeniht aufbringen kann, da dieser einen bestimmten Wert niht �ubershreiten kann,wie (17.18a) zeigt. Unter Abspaltung des (~p = 0)-Terms erh�alt man anstelle von(17.18a) �3v = g3=2(z) + �3 limV!1 1V z(V )1� z(V ) : (17:18)Damit der neue Beitrag auf der rehten Seite > 0 wird, mu� < n0 > = z1�z vonder Ordnung N sein f�ur N !1 (V !1). Die Fugazit�at n�ahert sih dem Wert1 in entsprehender Weise: z = <n0><n0>+1 = 1�O( 1N ) = 1�O( 1V ). Bezeihnen wirmit �0 = limN!1 <n0>N den Bruhteil derjenigen Teilhen, die das (~p = 0)-Niveaubesetzen, so gilt limV!1 1V z1� z = �0v : (17:19)Wir haben damit das interessante Resultat erhalten, da� f�ur �3v > g3=2(1) einendliher Bruhteil �0 der Bosonen das tiefste Einteilhenniveau ~p = 0 besetzt.Dieser Vorgang tr�agt den Namen Bose-Einstein-Kondensation. Es handelt sihdabei um einen Phasen�ubergang von der fr�uher besprohenen Art (1. Ordnung).Es setzt ein, wenn � � mittlerer Teilhenabstand wird. Die kondensierte Phaseist, genauer gesagt, f�ur Temperaturen T < T mitkBT(v) = 2��h2=m[vg3=2(1)℄2=3 (17:20)oder f�ur Teilhenvolumina v < v mitv(T ) = �3g3=2(1) (17:21)



71vorhanden. Dabei ergibt sih der kondensierte Anteil aus (17.18) und (17.19) zu�0 = 1� vg3=2(1)�3 = 1� � TT�3=2 = 1� vv (T < T) : (17:22)
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Die Herleitung von (17.16a) bleibt von der Kondensation unber�uhrt, weil der (~p =0)-Term hier keinen endlihen Beitrag liefert: lim( 1V ln(1�z(v)) � lim( 1V lnV ) = 0.Die Zustandsgleihung wird explizitp = kBT�3 � g 52 (z) (v > v)g 52 (1) = 1:342 : : : (v < v) : (17:16)Folglih gilt f�ur die Phasengrenzkurve im (p; T )-Diagramm p � T 5=2. Das Gebietlinks von dieser Kurve wird von dem Bose-Gas niht erreiht, weil der Druk beinoh so hoher Dihte niht den Mishphasendruk �ubersteigt; die reine konden-sierte Phase (�0 = 1) hat, au�er bei T = 0, unendlihe Dihte.H�au�g wird das Verhalten von 4He mit der Bose-Einstein-Kondensation in Ver-bindung gebraht. Tats�ahlih haben 4He-Atome Spin null und sind demnahTeilhen mit Bosestatistik.



72Das hier betrahtete Modell niht wehselwirk-ender Bosonen ist jedoh zur Beshreibung des4He kaum angemessen, wie ein Vergleih derPhasendiagramme zeigt. Insbesondere ist eineIdenti�zierung des sogenannten �-�Ubergangs zwis-hen normaler �ussiger und super�ussiger Phasemit dem Bose-Einstein-Phasen�ubergang niht rihtig.Die Supraphase des 4He weist aber wirklih einemakroskopishe Besetzung des (~p = 0)-Niveausauf wie das Bose-Kondensat. Diese Besetzungerreiht allerdings aufgrund der Absto�ung zwis-hen den 4He-Atomen bei weitem niht 100%wie beim Bose-Kondensat sondern nah heutigenKenntnissen nur etwa 6% bei T = 0.
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7318. Einige Beispiele f�ur verd�unnte SystemeWir nennen ein System verd�unnt oder von geringer Dihte in einer Teilhensorte,wenn der mittlere Abstand zweier Teilhen dieser Sorte gro� ist gegen alle anderenL�angen des Systems, als da w�aren die Reihweite von Wehselwirkungen und die deBroglie-Wellenl�angen. Solhe Systeme betrahten wir hier. Zun�ahst �uberzeugenwir uns, da� die Teilhenzahl < N0 > der verd�unnten Teilhensorte proportionalzur zugeh�origen Fugazit�at z0 = e��0 ist. Mit der Zustandssumme Zgk(�0) =P1N0=0 zN00 Zk(N0) (18:1) gilt n�amlih< N0 > = 1� ���0 lnZgk(�0) = z0 ��z0 lnZgk = z0 � Zk(1)Zk(0) +O(z20): (18:2)Man kann folglih den Fall geringer Dihte (<N0>V ! 0) behandeln, indem man diegro�kanonishe Zustandssumme bis zur Ordnung z0 auswertet, oder anders gesagt,es gen�ugt, Zust�ande des Systems zu betrahten, die h�ohstens ein Teilhen derverd�unnten Sorte enthalten. Beim klassishen idealen Gas (siehe (15.14), (15.15))war dies tats�ahlih ausreihend, da (15.1) galt.Als erstes Beispiel diskutieren wir ein mehratomiges verd�unntes Gas. Es istZk(0) = 1, weil f�ur N0 = 0 nur der Vakuumzustand mit der Energie null ex-istiert und daher Spur e��H = Spur 1 = 1 (Spur im 1-d Raum) ist. F�ur Zust�andemit einem Molek�ul kann die Energie in einen translatorishen und einen innerenAnteil zerlegt werden: " = "tr + "i; (18:3)die unabh�angig voneinander jede ein gewisses Spektrum durhlaufen. Es folgtZk(1) = Spur e��"tr � Spur e��"i = V�3 � Zi; (18:4)wobei die innere Zustandssumme Zi niht vom Volumen abh�angt. Wir erhaltennun leiht Zgk(T; V; �0) = 1 + z0 V�3Zi + O(z20) (18:5)�(T; V; �0) = � 1� z0 V�3Zi +O(z20) (18:6)N0 = � ����0 = ��z0 ���z0 = z0 V�3Zi +O(z20) (18:7)und pV = �� = N0kBT (1 + O(z0)) = N0kBT �1 +O�N0V ��: (18:8)Die thermishe Zustandsgleihung wird also von den inneren Anregungen der Gas-molek�ule niht ber�uhrt.F�ur atomare Gase liegen die inneren Anregungen energetish so hoh ( �10eV, 1 eV=̂1:16 � 104 K), da� sie praktish vernahl�assigbar sind (e��"i � 1).Molek�ulspektren jedoh enthalten niedrige Rotations- und Shwingungsanteile, die



74thermish leiht anregbar sind. Bei einem zweiatomigen Molek�ul zerfallen die in-neren Anregungen h�au�g in guter N�aherung in Rotationsanteile der Form (I =Tr�agheitsmoment)"Rot(j) = �h2j(j + 1)2I (2j + 1)�fah entartet; j = 0; 1; 2 : : : (18:9)und Shwingungsanteile der Form (!=Shwingungsfrequenz)"Shw(n) = �h!(n+ 12); n = 0; 1; 2 : : : : (18:10)Die Rotationsenergien m�ogen bei einigen hundert Kelvin liegen, die Shwingungsen-ergien um einiges h�oher. Man erh�alt diese Gr�o�enordnungen leiht, indem man inGl.(14.16') die Kernmassen und Kernabst�ande im Molek�ul bzw. die Kernmassenund die etwas kleineren Shwingungsamplituden einsetzt.F�ur die innere Zustandssumme ergibt sih nunZi = 1Xj;n=0 e��("Rot(j)+"Shw(n)) = ZRot � ZShw: (18:11)Die inneren Freiheitsgrade tragen sehr wohl zur Energie bei; wir rehnen:F = �+ �0N0 = �N0kBT �ln V=N0�3 + 1 + lnZi +O�N0V �� ; (18:12)S = ��F�T = N0kB�ln V=N0�3 + 52 + lnZi + T � lnZi�T + O�N0V �� ; (18:13)E = F + TS = N0�32kBT � � lnZi�� +O�N0V �� ; (18:14)CV = �E�T = N0kB�32 + �2 �2 lnZi��2 +O�N0V �� : (18:15)Der Rotationsanteil - wir setzen �h2I = kB�Rot -ZRot = 1Xj=0(2j + 1)e� 12 j(j+1)�Rot=T (18:16)verh�alt sih bei tiefen Temperaturen wieZRot = 1 + 3e��Rot=T + 5e�3�Rot=T + : : : (T � �Rot): (18:17)Bei hohen Temperaturen T � �Rot tragen viele Terme zur Summe bei. Man kanndie Summe mit Hilfe der Euler-MaLaurinshen Summenformel1Xj=0 f(j) = Z 10 dj f(j) + 12f(0)� nXk=1 B2k(2k)!f (2k�1)(0) + Restglied



75asymptotish auswerten. Man erh�alt so (B2 = 16 ; B4 = � 130)ZRot = 2 T�Rot + 13 + 130 �RotT + O((�RotT )2) (T � �Rot): (18:18)Mit lnZRot = ( 3e��Rot=T � 92e�2�Rot=T + O(e�3�Rot=T ) (T � �Rot)ln 2T�Rot + �Rot6T + 1360(�RotT )2 + O((�RotT )3) (T � �Rot)undERot = � 3N0kB�Rote��Rot=T � 9N0kB�Rote�2�Rot=T + : : : (T � �Rot)N0kBT (1� �Rot6T � 1180 (�RotT )2 + : : : (T � �Rot)ergibt sih shlie�lih der Beitrag der Rotation zur spezi�shen W�arme alsCRot = N0kB �( 3 ��RotT �2 e��Rot=T �1� 6e��Rot=T + : : :� (T � �Rot)1 + 1180 ��RotT �2 + : : : (T � �Rot). (18:19)Bei der obigen �Uberlegung haben wir die Kernspins des Molek�uls niht einbezogen.Wenn die Kerne der beiden Atome des Molek�uls vershieden sind, haben wir damitkeinen erheblihen Fehler gemaht.In diesem Fall hat jedes Niveau (18.3) diezus�atzlihe Entartung (2JA + 1)(2JB + 1),wenn JA und JB die Kernspins der beidenKerne A und B sind. Dieser Entartungsfak-tor tritt dann zu der Zustandssumme (18.4)f�ur das Molek�ul hinzu, er ersheint in derEntropie (18.13) und in der freien Energie(18.12), jedoh niht in der Energie (18.14)und der spezi�shen W�arme (18.15). 0.5 1 1.5 2
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Rotationsanteil der spezi�shenW�armeFalls das Molek�ul aus zwei identishen Atomen aufgebaut ist, hat man die obigeBetrahtung wegen der Symmetrieeigenshaften der Zust�ande zu modi�zieren. Jenah dem Kernspin mu� die Wellenfunktion symmetrish oder antisymmetrishbez�uglih der beiden Kerne sein. Die Symmetrie der Spinanteile der Kern-wellenfunktion h�angt in bekannter Weise vom Gesamtkernspin ab. Dadurhwerden die erlaubten Symmetrien der Kernortswellenfunktionen gegeben. An-tisymmetrishe Ortswellenfunktionen geh�oren zu ungeraden Rotationsquanten-zahlen j (Orthozust�ande), symmetrishe zu geraden j (Parazust�ande). Die En-tartungsgrade no und np f�ur Ortho- und Parazust�ande sind nun vershieden (mitno + np = (2J + 1)2) und die Beitr�age zur Zustandssumme



76 Zo;p = Xj unger;ger(2j + 1)e� 12 j(j+1)�=T (18:20)sind entsprehend ZRot = noZo + npZp (18:21)zu kombinieren. Es ist jedoh darauf hinzuweisen, da� die Einstellung diesesGleihgewihts sehr langsam vonstatten geht, da die Ortho-Para-Konversion mitsehr geringer Rate geshieht. Bei einer Messung wird man deshalb niht dieaus (18.21) folgenden Ergebnisse �nden, sondern bei konstantem Ortho-Para-Verh�altnis messen, es sei denn, man erstrekt die Messung �uber Stunden.F�ur den Shwingungsanteil der inneren Zustandssumme (18.11) gilt - wir setzen�h! = kB�Shw - ZShw = 1Xn=0 e�(n+ 12 )�Shw=T = e� 12�Shw=T1� e��Shw=T : (18:22)Mit (18.15) erhalten wir daraus den Shwingungsbeitrag zur spezi�shen W�armeCShw = N0kB ��Shw2T �2sinh2 �Shw2T = (��ShwT �2 e��Shw=T + : : : (T � �Shw)1� 112 ��ShwT �2 + : : : (T � �Shw) : (18:23)
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Der Gesamtverlauf der spezi�shen W�arme CVeines zweiatomigen idealen Gases ist in der un-tenstehenden Skizze shematish wiedergegeben.Wir erinnern uns an den Gleihverteilungssatz.Zu den 3 Freiheitsgraden der Translation kom-men bei gen�ugend hohen Temperaturen 2 der Ro-tation (die kinetishe Energie der Rotation istquadratish in den Impulsen) und shlie�lih 2der Shwingung (� = p22m+m2 !2x2, kinetishe undpotentielle Energie geben je einen Beitrag 12kBTzur mittleren Energie).
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77Als zweites Beispiel eines verd�unnten Systems betrahten wir in diesem Abshnitteine verd�unnte L�osung. Wir denken uns ein System mit zwei Teilhensorten (N; �)und (N0; �0), von denen die letztere in sehr geringer Konzentration vorliege:  =N0N+N0 � N0N � 1. Die gro�kanonishe Zustandssumme der L�osung istZgk(T; V; �; �0) = 1XN0=0ZN0(T; V; �)zN00= Z0(T; V; �) + z0Z1(T; V; �) +O(z20): (18:24)Unser Ziel ist, die hemishen Potentiale � und �0 bei festem T und p als Funktionvon  f�ur  ! 0 (also z0 ! 0) zu erhalten. Der Druk ergibt sih aus demgro�kanonishen Potential�p = �=V = �0(T; �) + z0�1(T; �) +O(z20);wobei V �0 = � 1� lnZ0 und V �1 = � 1�Z1=Z0 ist. Mit der Umkehrfunktion ��10bei festem T ��0(��10 (�p)) = �p� gilt weiter� = ��10 (�p� z0�1(�)) = ��10 (�p)� z0�1(��10 (�p))��0�� + O(z20): (18:25)Wir betrahten weiter N0 = � ����0 = ��z0V �1 +O(z20) (18:26)und N = ����� = �V ��0�� +O(z0): (18:27)Eingesetzt in (18.25) haben wir shlie�lih mit ��10 (�p) =  (T; p)� =  (T; p)� kBT � + O(2): (18:28)Indem wir (18.26) nah �0 au�osen erhalten wir auh�0 = kBT ln N0N � kBT ln(���1=��0�� ) + O(z0)oder �0 = kBT ln + g(T; p) + O(): (18:29)Die hemishen Potentiale h�angen in einfaher Weise von der Konzentration ab.In (18.28) ist dabei wesentlih, da� der Druk konstant gehalten wird und nihtirgendeine andere Gr�o�e. Gln.(18.28) und (18.29) sind n�utzlih zur Bereh-nung der fr�uher erw�ahnten Siedepunktserh�ohung und �ahnlihem in verd�unntenL�osungen. Es sei vermerkt, da� eine beliebig komplizierte Wehselwirkung zwis-hen L�osungsmittel und gel�osten Teilhen in der vorliegenden Beshreibung zuge-lassen war. Sie stekt zum Beispiel in g(T; p), hebt sih jedoh in (18.28) heraus.



7819. Cluster- und VirialentwiklungWir gehen nun zu etwas dihteren Systemen �uber, indem wir ein Gas betrahten,dessen de Broglie-Wellenl�ange � zwar klein gegen den mittleren Atomabstand v1=3sein soll, wobei aber letzterer niht sehr gro� gegen die Wehselwirkungsreihweiter0 sein mu�. Mit anderen Worten:�� r0 < v1=3; (19:1)eine Situation, die bei mittleren Dihten und gen�ugend hohen Temperaturen re-alisiert ist. Wir k�onnen das System also durh klassishe Statistik beshreiben,m�ussen jedoh die Wehselwirkung zwishen den Teilhen (Atomen) ber�uksihtigen.Die Hamiltonfunktion lautet f�ur N AtomeH = NXi=1 ~p2i2m +Xi<j v(~ri � ~rj): (19:2)Die Zustandssumme ist dann nah (14.15)Zgk(T; V; �) = 1XN=0 1N ! zN�3N Q(T; V;N) (19:3)mit den Kon�gurationsintegralenQ(T; V;N) = ZV d3N~r e��Pi<j vij : (19:4)Wir wollen nun eine systematishe Methode besprehen, mit der man die Zus-tandsgleihung des betrahteten Systems nah Potenzen von r30=v entwikeln kann.Diese sogenannte Cluster-Entwiklung geht auf Ursell und Mayer (1939) zur�ukund ist sehr lehrreih, weil sie an einem einfahen Beispiel eine systematisheSt�orungsentwiklung bis zu beliebig hohen Ordnungen und die f�ur die heutigePhysik sehr wihtige Graphen-Methode exempli�ziert.Die Cluster-Entwiklung ist keine Entwiklung nah dem Potential v; sondernEeine Entwiklung nah den Gr�o�en (`Mayer-Funktionen')fij = e��vij � 1: (19:5)Wihtig ist dabei, da� die Mayer-Funktion bei gro�en Abst�anden integrabel ist.Mit den Mayer-Funktionen shreiben sih die Kon�gurationsintegrale alsQ(T; V;N) = ZV d3N~rYi<j(1 + fij)= ZV d3N~r[1 + (f12 + f13 + : : :) + (f12f13 + f12f14 + : : :) + : : :℄:



79Die 2N(N�1)=2 Beitr�age zu Q(T; V;N) entste-hen dadurh, da� man jedes der N(N�1)2Teilhenpaare entweder durh ein fij verkn�upftoder niht. Diese Beitr�age kann man auhgraphish darstellen, indem manN numeriertePunkte zeihnet, die die Teilhen symbol-isieren und die man auf alle Arten paar-weise verbindet; eine Verbindungslinie stehtf�ur einen Faktor fij : F�ur N = 3 sind dieGraphen: rij

fij

vij

3 21 1 32 1 3231 2

1 2

3
1 321 321 32Jeder Graph mit N Punkten soll den mathematishen Ausdruk RV d3N~r �Q fij(ein Faktor fij f�ur jede Verbindung zwishen i und j) repr�asentieren. Zusam-menh�angende Graphen nennt man Cluster. Jeder Graph setzt sih aus einem odermehreren Clustern zusammen. Man bemerkt sofort, da� die Beitr�age der einzelnenCluster sih dabei einfah multiplizieren. Anders ausgedr�ukt: Der Beitrag jedesGraphen faktorisiert in die Beitr�age seiner Cluster.Wir numerieren nun alle topologish vershiedenen Cluster mit dem Index i durh:

, , , , .....Der i-te Cluster enthalte li Punkte. Ein bestimmter N -Teilhen-Graph enthalteden i-ten Cluster mi mal (mi = 0; 1; 2; : : :); es giltXi limi = N (19:6)Unter den N -Teilhen-Graphen gibt es im allgemeinen viele, die auseinander durheine Vertaushung der Teilhen hervorgehen und deshalb den gleihen Beitragliefern. Man nennt solhe Graphen auh topologish �aquivalent. Wir suhen dieAnzahl der topologish �aquivalenten Graphen. Zun�ahst kann man die N Teilhenauf alle Arten vertaushen (N !). Damit hat man aber die Graphen �uberz�ahlt,wie die untenstehenden Beispiele verdeutlihen. Man erh�alt n�amlih denselbenN -Teilhen-Graphen, wenn man (a) gleihe Cluster vertausht (mi!) und (b) in-nerhalb eines Clusters gewisse Permutationen durhf�uhrt, die den Cluster in sih�uberf�uhren: Symmetriezahl Si(= Ordnung der Symmetriegruppe des Clusters).
b)

S=2 S=2 S=6
a)Die Zahl der topologish �aquivalenten Graphen vom betrahten Typ ist folglihN !Qi Smii �mi! : (19:7)



80Wir shreiben Q(T; V;N) nun so, da� wir niht �uber alle numerierten N -Teilhen-Graphen summieren, sondern nur �uber alle topologish vershiedenen (unnu-merierten) mit dem jeweiligen Vorfaktor (19.7). Wir nennen den Beitrag des i-tenClusters i.Die Berehnung der gro�kanonishen Zustandssumme (19.3) verl�auft nun analogzum Falle der idealen Gase (nah (15.19)). Die Summationseinshr�ankung (19.6)entf�allt auh hier. Deshalb wird die Summe �uber alle topologish vershiedenenGraphen gleih einer Summe �uber alle fmig. Im einzelnen giltZgk(T; V; �) = XfmigYi �( z�3 )li iSi�mi 1mi! =Yi " 1Xm=0 1m!�( z�3 )li iSi�m#= ePi( z�3 )li iSi : (19:8)Die Summe �uber die vielen Graphen l�a�t sih also als Exponentialfunktion einerSumme von ausshlie�lih Cluster-Graphen shreiben. Dies ist ein sehr wihtigesResultat: Gewisse Graphensummen (Graphen ohne �au�ere Marken) lassen sihimmer als exp(Summe �uber alle zusammenh�angenden Graphen) shreiben. Entsheidend istdabei, da� wir Zgk in eine Form gebraht haben, die die Extensivit�at von lnZgkexplizit erkennen l�a�t. Wir de�nieren ein Cluster-Integral aller l-Teilhen-Clusterdurh Bl := 1V (li=l)Xi iSivl�1 : (19:9)Das Cluster-Integral Bl hat folgende Eigenshaften:(a) Es h�angt f�ur V ! 1 niht von V ab, da von den lIntegrationen eines Clusters nur eine einen Faktor Vliefert.(b) Es ist eine dimensionslose Zahl.() Bl = O(( r3ov )l�1):Die ersten Cluster-Integrale sind explizit gegeben durh:B1 = 1V [℄ = 1V ZV d3~r = 1B2 = 1V v [ 12 �℄ = 12V v ZV d3~r1d3~r2f12 = 12v Z d3~rf(r)
1

V
1 1

6+B   =3 22v�Ahnlih wie bei den idealen Gasen lautet die Cluster-Entwiklung der Zustands-gleihung (pV = �� = 1� lnZgk):pvkBT = 1Xl=1 Bl � �vz�3�l : (19:10)



81und die Teilhenzahlgleihung (N = ����� = z � lnZgk�z ):1 = 1Xl=1 lBl � �vz�3�l : (19:11)Durh Elimination von vz=�3 aus (19.10) und (19.11) erh�alt man eine En-twiklung der Zustandsgleihung nah Potenzen von r30=v, die Virialentwiklung.Die Cluster-Integrale und VirialkoeÆzienten werden �ubliherweise leider andersde�niert als hier, so da� die Virialentwiklung wie eine Entwiklung nah �3=vaussieht. Wir de�nieren die VirialkoeÆzienten Al durhpvkBT = 1Xl=1 Al(T; v); (19:12)wobei Al der Beitrag der Ordnung (r30=v)l�1 sein soll. Man erh�alt A1 = 1; A2 =�B2; A3 = 4B22�2B3; : : : : Die Berehnung eines VirialkoeÆzienten erfordert nurdie Ausf�uhrung einer endlihen Zahl von Integrationen.



8220. Magnetishe ErsheinungenDie magnetishen Eigenshaften von Materie bilden ein au�erordentlih vielseitigesFeld, das wir in diesem Abshnitt kurz streifen wollen.Ein �au�eres Magnetfeld ~B ( ~B = rot ~A) greift an einem Elektron in niht-relativistisher N�aherung in folgender Weise an:Hiel = 12m �~pi � e ~A(ri)�2 � ~�i � ~B: (20:1)Hier ist e(< 0) die Ladung des Elektrons, und der Vektorpotential-Term im Hamil-ton-Operator f�uhrt zur Lorentz-Kraft, die die Bahn eines bewegten Elektrons (inklassisher Sprehweise) kr�ummt. Der andere Term �~� � ~B stellt die Zeemann-Energie dar, die das Elektron in Abh�angigkeit von seiner Spinstellung hat. DerOperator ~� = g�B~S setzt sih aus dem Bohrshen Magneton �B = jej�h2m ; demLand�e-Faktor g � 2:0023 und aus ~S = 12~� zusammen, wobei ~� der Vektor derPaulishen Spinmatrizen ist. Der Hamilton-Operator eines Systems vieler Teilhenwird damit H =Xi Hiel +Xj HjK +W; (20:2)wobei HjK die Energie des j-ten Kerns und W die Wehselwirkungsenergie zwis-hen den Teilhen beshreiben. Die Wirkung des Magnetfeldes auf die Kerne istf�ur viele Zweke wegen deren erheblih gr�o�erer Masse vernahl�assigbar.Wie Sie aus der Elektrodynamik wissen, bewirkt ein �au�eres Magnetfeld, da�in dem Materiesystem Str�ome ie�en, die ihrerseits eine Magnetisierung erzeu-gen. Durh energetishe �Uberlegungen zeigt man dort, da� f�ur die Magnetisierung~M =< ��H� ~B > gilt. Die Mittelung ist mit dem Dihteoperator des thermishenGleihgewihts auszuf�uhren, und wir k�onnen shreiben:~M = � < �H� ~B >= 1� �� ~B ln Spur e��H = ���(T; ~B)� ~B : (20:3)Man bemerkt die au�allende Parallele zwishen dem Variablenpaar ( ~B; ~M) undden gel�au�gen Paaren von thermodynamishen Variablen, etwa (�;N): Als mag-netishe Suszeptibilit�at bezeihnet man die abgeleitete Gr�o�e� = �M�B : (20:4)Hier sind � und M extensive Gr�o�en, B ist eine intensive Gr�o�e.Wir wollen im folgenden kurz vier grundlegende magnetishe Ersheinungenbesprehen.(a) Zuerst diskutieren wir den Diamagnetismus, der von dem Einu� des �au�erenFeldes auf die Teilhenbahen herr�uhrt. Es gilt jedoh das van Leeuwenshe The-orem: In der klassishen Statistik gibt es keinen Diamagnetismus. Dies l�a�t sihleiht beweisen. Die klassishe ZustandssummeZkl / Z d3N~pd3N~r e��H(~pi� e ~A(ri) ; ~ri)



83erweist sih nah der Variablenvershiebung ~pi 0 = ~pi� e ~A(ri) als unabh�angig vomVektorpotential: Z / Z d3N~p0d3N~re��H(~pi 0 ; ~ri):Dabei ist eine beliebige Wehselwirkung zwishen den Teilhen zugelassen.Eine dynamishe Betrahtung maht dieses Ergebnisleihter verst�andlih. Die Magnetisierung, die von denKreisbahnen der inneren Elektronen herr�uhrt, wirddurh die Magnetisierung der Randelektronen, die auf-grund wiederholter Reexion e�ektiv im entgegenge-setzten Sinne umlaufen, kompensiert. Tats�ahlihist der Diamagnetismus ein Quantene�ekt, die Mag-netisierung ist proportional �h: �Der Diamagnetismus eines idealen Fermi -Gases ist zuerst von Landau untersuhtworden (Landausher Diamagnetismus). Eine extreme Form des Diamagnetismusweisen die Supraleiter auf: Bei ihnen wird ein �au�eres Feld durh die diamagnetis-he Magnetisierung v�ollig kompensiert.(b) Als zweites diskutieren wir den Paramagnetismus unabh�angiger Spins. RealeBeispiele daf�ur geben die Gase aus paramagnetishen Molek�ulen oder auh gewisseFestk�orper mit paramagnetishen Ionen. Der Grundzustand der betre�endenMolek�ule oder Ionen habe den Gesamtdrehimpuls J > 0, und ist daher (2J + 1)-fah entartet. Diese Entartung wird durh ein �au�eres Magnetfeld aufgehoben undder Hamiltonoperator der Spinsystems lautet (z-Ahse in Rihtung des Magnet-feldes) H = � NXi=1 g�BSzi B (Szi = �J;�J + 1; : : : ; J): (20:5)Nihts f�allt leihter als die Zustandssumme f�ur dieses Spinsystem auszurehnenZ = Spur e��H = XfSzi g ePNi=1 �g�BSziB = NYi=1" JXSz=�J e�g�BSzB#= " JXSz=�J e�g�BSzB#N =  sinh 2J+12J ysinh y2J !N mit y = �g�BJB:Daher wird das thermodynamishe Potential�(T;B) = �N� ln sinh 2J+12J ysinh y2J ! (20:6)und die MagnetisierungM = � ���B = < NXi=1 g�BSzi > = Ng�BJBJ(y); (20:7)� Beim Paramagnetismus ist dies unmittelbar evident wegen �B / �h:



84wobei die `Brillouin-Funktion' BJ(y) durhBJ(y) = 2J + 12J oth 2J + 12J y � 12J oth y2J (20:8)gegeben ist. Die Brillouin-Funktion h�angt relativ shwah von J ab. Mitothx = 1x + x3 + O(x3)folgt BJ(y) = J + 13J y + O(y3); BJ(1) = 1B1=2(y) = 2 oth 2y � oth y = 2(osh2 y + sinh2 y)2 sinh y osh y � osh ysinh y = tanh y:Es existiert auh B1(y) = oth y � 1y ;diese Funktion hei�t Langevin-Funktionund entspriht wegen der unendlih vielenSpineinstellungen dem Fall eines klassis-hen Spins. Eine Diskussion der Abh�angigkeitder Magnetisierung von T und B er�ubrigtsih angesihts der nebenstehenden Skizze. 1 5 10
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F�ur die Suszeptibilit�at unabh�angiger Spins erh�alt man � = N(g�BJ)2�B0J (y):Mitder obigen Entwiklung von BJ(y) f�ur kleine y wird die Anfangssuszeptibilit�at�(T;B = 0) = N(g�B)2 J(J + 1)3kBT : (20:9)Diese Curie-Suszeptibilit�at reektiert die beliebig leihte Ausrihtbarkeit der Spinsbei tiefen Temperaturen, die mit wahsender Temperaturbewegung ershwert wird.Eine Besonderheit des Spin-Hamilton-Operators (20.5) ist seine Beshr�anktheitnah oben. Wenn �E0 = �Ng�BJB seine Grundzustandsenergie bezeihnet, liegtsein Spektrum im Intervall [�E0; E0℄: Nah (20.7) gilt f�ur die Energie des SystemsE = < H > = �M �B: (20:10)Folglih w�ahst die Energie mit wahsender Temperatur von �E0 bei T = 0 bisE = 0 bei T =1: Positive Energien werden niht erreiht.Formal kann man solhe jedoh durh die An-nahme realisieren, da� die Temperatur nega-tiv sei. Die Zustandssumme Z = Spur e��Hund der Dihteoperator % = 1Z e��H existierenf�ur negative Temperaturen - was ja bei Syste-men mit unbeshr�anktem Spektrum niht derFall ist - und eine Vorzeihenumkehr von Tentspriht einer Vorzeihenumkehr oder `In-version' aller Energie-Eigenwerte. ������������
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85Ein solher Zustand lie�e sih verwirklihen, indem ausgehend von einem Gle-ihgewihtszustand mit T > 0 das Magnetfeld B umgekehrt w�urde, falls dieVerteilung auf die Zust�ande dabei unver�andert bliebe. Diese Idee ist zuerst 1951mit den Kernspins in LiF erfolgreih ausgef�uhrt worden. Da die Kernspins ihrenDrehimpuls nur langsam an das Gitter abf�uhren k�onnen, bleibt der Zustand neg-ativer Temperatur des Spinsystems f�ur einige Zeit erhalten.() In den meisten realen Systemen ist keine Rede von einer statistishen Un-abh�angigkeit der elektronishen Spins. Bei Leitungselektronen in Metallen ist dieUnabh�angigkeit durh Symmetriekorrelationen erheblih eingeshr�ankt. In den�Ubungen haben Sie den `Paulishen Paramagnetismus' eines idealen Fermi -Gaseskennengelernt, der den typishen Einu� des Pauli -Verbots auf den Paramag-netismus deutlih maht. Die Einteilhen-Energien sind in diesem Modell gegebendurh �(p; s) = p22m � g�BBs (s = �12): (20:11)Anhand der Skizzen maht man sih noh ein-mal qualitativ klar, da� der Grundzustand imMagnetfeld niht wie bei v�ollig unabh�angigenSpins nur s = 12 { Zust�ande enth�alt, son-dern blo� einen gewissen �Ubershu� an s = 12{ Teilhen. Die Fermi -Kugel f�ur s = 12 {Zust�ande hat f�ur B > 0 einen gr�o�eren Ra-dius als diejenige f�ur s = �12 { Zust�ande:pF (s=� 12 ;B) < pF (B=0) < pF (s=+ 12 ;B):(d) Auh Spins, die in Festk�orpern auf Io-nen oder Atomen lokalisiert sind, k�onnen inden meisten F�allen niht als unabh�angig ange-sehen werden. Der Hamiltonoperator (20.5)ist dann durh einen Wehselwirkungsterm zuerg�anzen, den man oft in der Form

B = 0

B > 0

εF

B = 0

Fermi-Kugeln
im Impulsraum

E

p

= -1/2

= -1/2 = 1/2s s 

s 

= 1/2s W (~S1; : : : ; ~SN ) = �12 NXi;j=1J��ij S�i S�j (20:12)shreiben kann. (i; j bezeihnet den Gitterplatz, an dem ein Spin lokalisiertist; �; � durhl�auft im Sinne der Summationskonvention die Raumrihtungenx; y; z:) Die Komponenten des Drehimpulsoperators �h~S erf�ullen die Drehim-pulsvertaushungsrelationen. Die Wehselwirkungsenergie Jij beruht nur insehr geringem Umfang auf magnetisher Dipol-Dipol-Wehselwirkung, sondernist haupts�ahlih eine `Austaush-Wehselwirkung' (Heisenberg), die von einemWehselspiel zwishen direkter Coulomb-Wehselwirkung zwishen den Elektro-nen und dem Pauli -Verbot herr�uhrt. Der Austaush-Hamilton-Operator (20.5)



86und (20.12) harakterisiert das `Heisenberg-Modell'. F�ur isotrope Austaush-Wehselwirkungen (J�� = JÆ��) erh�alt man das isotrope Heisenberg-Modell mitW = �12 NXi;j=1Jij ~Si ~Sj ; (20:13)ein extrem anisotroper Fall J�� = JÆ�zÆ�z f�uhrt zum Ising-Modell mitW = �12 NXi;j=1JijSzi Szj ; (20:14)das keine niht-vertaushbaren Operatoren enth�alt und daher einfaher zu behan-deln ist. Trotzdem kann man die Gleihgewihtseigenshaften des Ising-Modells(in drei Dimensionen), selbst ohne �au�eres Feld, niht exakt berehnen. Heisen-berg-Modelle weisen oft bei endlihen Temperaturen Phasen�uberg�ange in geord-nete Spinstrukturen auf.Wir wollen zum Abshlu� durh eine gen�aherte Betrahtung des Ising-Modells dasAuftreten eines solhen Phasen�ubergangs verst�andlih mahen. Dazu shreibenwir den Ising-Hamiltonoperator alsH = � NXi=1 Szi 0�g�BB + NXj=1 Jij �Szj1A+ NXi;j=1 Jij [ �Szi �Szj �(Szi � �Szi )(Szj� �Szj )℄: (20:15)Die Wehselwirkung des i-ten mit den �ubrigen Spins kann als ein zus�atzlihesMagnetfeld aufgefasst werden, das proportional zum Mittelwert der �ubrigen Spins�Szj = Jm ist. Die Wei�she (oder Molekularfeld-)N�aherung besteht nun darin,die Fluktuationen (Szi � �Szi )(Szj � �Szj ) der Spins um ihren Mittelwert in (20.15) zuvernahl�assigen. Dadurh wird der Hamilton-Operator so vereinfaht, da� auf deni-ten Spin nur noh ein e�ektives Magnetfeld g�BHWeiss = g�BB +PNj=1 Jij �Szjwirkt. Das Wei� -Feld ist dann so `selbst-konsistent' zu bestimmen, da� <Szi >HWeiss(m)= Jm gilt. Der Mittelwert < Szi > kann aus (20.7) entnommenwerden, wobei nur zum �au�eren Feld B das Wei� feld aus (20.15) zu addieren ist.Mit den Abk�urzungen I0 = PNj=1 Jij ; � = I0J2kB ; b = g�BBJI0 ; m = MNg�BJ lautetdie Selbstkonsistenzbedingungm = BJ��T (m+ b)� : (20:16)Die Skizze zeigt, wie f�ur TemperaturenT < �J+13J = � (Curie-Temperatur)auh ohne �au�eres Feld (b = 0) eine`spontane' Magnetisierung mS(T=�) >0 auftreten kann.
T
Θ )(
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8721. Materie bei tiefen TemperaturenWir haben bisher einige �ktive Systeme betrahtet, die reale Materie in gewisseneinfahen Situationen, z.B. bei niht zu gro�er Dihte, zu beshreiben gestatten.Es ist niht verwunderlih, da� eine fundamentale Beshreibung realer Materieunter den meisten Umst�anden, also z.B. bei h�oheren Dihten, niht so leihtf�allt.Bei tiefen Temperaturen hat jedoh auh dihte Materie gewisse einfahe Z�uge,die hier wegen ihrer universellen Bedeutung Erw�ahnung �nden sollen.Bei T = 0 be�ndet sih die Materie im Grundzustand, der mit Ausnahme desHeliums f�ur alle �au�eren Druke ein fester Zustand ist. Diese Grundzust�andesind keineswegs so einfah, da� wir sie quantitativ beherrshen w�urden. Die ein-fahen Z�uge weisen vielmehr die ersten angeregten Zust�ande der Materie auf. Der�Ubergang vom Grundzustand zu niedrigen angeregten Zust�anden l�a�t sih als einHinzuf�ugen (Erzeugen) einer Art von Elementarteilhen beshreiben. Diese Ele-mentarteilhen hei�en `Quasiteilhen' (Landau). Die Quasiteilhen in der Physikder kondensierten Materie haben wie die Elementarteilhen einen Impuls und Spinund eine zugeh�orige Energie �(p): Die Energie-Impuls-Relation sieht jedoh im all-gemeinen anders als bei Elementarteilhen aus, sie ist h�au�g anisotrop (� h�angt vonder Rihtung von p ab wegen der Kristallanisotropie). Die meisten Quasiteilhenhaben au�erdem keine unendlihe Lebensdauer. Kompliziertere (aber immer nohrelativ niedrig liegende) Anregungszust�ande k�onnen als Zust�ande mit mehrerensolher Quasiteilhen beshrieben werden, wobei die Quasiteilhen als unabh�angiggesehen werden k�onnen, solange ihre Dihte gen�ugend gering ist. Bevor direkteWehselwirkungen zwishen Quasiteilhen wihtig werden, sind im allgemeinen dieSymmetriekorrelationen zu beahten, da Quasiteilhen je nah ihrem Spin Fermio-nen oder Bosonenharakter haben. Verd�unnte Gase von Quasiteilhen, wie sie beigen�ugend tiefen Temperaturen vorliegen, k�onnen in sehr guter N�aherung durhideale Gase beshrieben werden. Wir shlie�en mit einer Liste wihtiger Qua-siteilhen. Ihre Namen sind oft von entsprehenden Elementarteilhen entliehenund werden dann in Anf�uhrungsstrihe gesetzt.Fermionen:`Elektron': Band- oder Blohelektron im kristallinen Festk�orper`Loh': Antiteilhen des obigen Elektrons, als fehlendes `Elektron' in beset-zten B�andernPolaron: mit einer Polarisationswolke versehenes Elektron in Ionenkristallen`3He-Atom': in �ussigem 3He`Nukleon': in KernmaterieBosonen:Phonon: akustishes Shallquant in kristallinen Festk�orpernPhonon: optishes Shallquant in Kristallen mit mehreren Atomen pro Git-terzellePhonon: 0. Shall in �ussigem 3HePhonon: akustishes Shallquant in �ussigem (superuidem) 4HeMagnon: quantisierte Spinwelle in magnetishem Festk�orperPlasmon: Ladungsdihteshwankung der Elektronen in Metallen und entartetenHalbleitern, entspriht 0. Shall in ungeladenen SystemenExiton: gebundenes `Elektron'-`Loh'-Paar in Halbleitern



88



89IV. Statistishe Physik des Nihtgleihgewihts22. �UbersihtDie Physik des Nihtgleihgewihts ist naturgem�a� ein umfassenderes Gebietals die Gleihgewihtsstatistik. Sie l�a�t sih im allgemeinen Fall auh nihtdurh geshlossene Ausdr�uke erledigen, wie das im Gleihgewiht durh die Zu-standssummen gelang, und daher ist die Nihtgleihgewihtsstatistik weniger gutentwikelt als die Gleihgewihtsstatistik. Insbesondere �uber starke Abweihungenvom Gleihgewiht k�onnen wir verh�altnism�a�ig wenig aussagen. Eine Theorie derturbulenten Str�omungen, der Explosionen und der Shokwellen ist also niht vollentwikelt. Andererseits sind wir reht gut im Bilde �uber shwahe Abweihungenvom Gleihgewiht. Auh dieses interessante und wihtige Gebiet k�onnen wir indieser Vorlesung allerdings nur kurz streifen.Zun�ahst erinnern wir uns daran, da� wir den Zustand eines beliebigen meha-nishen Systems durh einen Dihteoperator beshreiben k�onnen. Im allgemeinenwird dieser im Nihtgleihgewiht zeitabh�angig sein. Seine Zeitentwiklung (imShr�odinger -Bild) wird durh die von Neumann-Gleihung (2.9) gegeben. Ingewisser Analogie zu den vershiedenen Gesamtheiten des Gleihgewihts kannman auh hier vershiedene Situationen und die damit verbundenen Fragen be-trahten. Man kann zum Beispiel ein isoliertes System in irgendeinem An-fangszustand annehmen und beobahten, wie es aufgrund der nat�urlihen Bewe-gung ins Gleihgewiht �ubergeht. Eine theoretishe Beshreibung dieses Vorgangswurde 1928 von Pauli in Form der Master-Gleihung vorgeshlagen. Die Master-Gleihung ist ein lineares Di�erentialgleihungssystem f�ur die Zeitentwiklung derDiagonalelemente des Dihteoperators (Marko� sh). Im Gegensatz zur von Neu-mann-Gleihung beshreibt sie eine irreversible Bewegung. Die Ihnen aus den�Ubungen bekannte `Herleitung' ist im wesentlihen die Paulishe. Eine tiefereBegr�undung gelang 1955 L. van Hove (Physia 21, 517) und sp�ater van Hove(Physia 23, 441 (1957)) und Prigogine und R�esibois (Physia 27, 629 (1961)). Esgeht �uber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus, darauf weiter einzugehen.Eine andere wihtige Situation entsteht, indem man ein vorher im Gleihgewihtbe�ndlihes System einer �au�eren St�orung unterwirft. Eine solhe St�orung kannmehanisher Natur sein; dann kann man sie als zeitabh�angigen Term in denHamiltonoperator aufnehmen (z.B. elektromagnetishe Felder als St�orung). Wirwerden im �ubern�ahsten Abshnitt die Reaktion eines Systems auf shwaheSt�orungen dieser Art besprehen. Eine �au�ere St�orung kann aber auh niht-mehanish sein (z.B. Temperaturgradienten, Konzentrationsgradienten), also ehervon statistisher Natur. Solhe St�orungen, die man niht unmittelbar durh einenZusatzterm zum Hamiltonoperator beshreiben kann, wollen wir im n�ahsten Ab-shnitt kurz diskutieren.Eine bedeutendes Mittel zur Behandlung von Nihtgleihgewihtssituationen, aufdas wir hier gar niht weiter eingehen k�onnen, sind die sogenannten kinetis-hen oder Boltzmann-Gleihungen. Man geht aus von einer VerteilungsfunktionF (~r; ~p; t), die die Wahrsheinlihkeit angeben soll, am Ort ~r zur Zeit t ein Teilhenmit Impuls ~p vorzu�nden. Die betre�enden Teilhen werden h�au�g Quasiteilhenim Sinne des Abshnitts 21 sein. Von vorneherein ist es o�enbar niht immer



90selbstverst�andlih, ob man eine solhe Funktion �uberhaupt de�nieren kann. DieBoltzmann-Gleihung f�ur F hat die allgemeine Form�F�t = �F�t ���Drift + �F�t ���Stoss : (22:1)Die zeitlihe �Anderung der Verteilung resultiert aus der Eigenbewegung (Drift) derTeilhen aufgrund ihrer Tr�agheit und �au�erer Kr�afte und aus den St�o�en zwishenden Teilhen.



9123. Niht-mehanishe St�orungenWir beshr�anken uns hier auf langsam ver�anderlihe St�orungen. Langsam soll hierbedeuten, da� die St�orung sih viel langsamer �andern soll, als alle innere Zeiten desSystems (Relaxationszeiten, Sto�zeiten) angeben. Unter diesen Umst�anden wirddas System lange, bevor es das totale Gleihgewiht erreihen k�onnte, lokal insGleihgewiht kommen. Damit ist ein Zustand gemeint, bei dem jedes gen�ugendkleine Untersystem beliebig nahe am Gleihgewiht liegt, bei dem aber die Param-eter, die dieses Gleihgewiht harakterisieren, von Untersystem zu Untersystemvariieren. Der tiefere Grund, da� in vielen F�allen das totale Gleihgewiht vielsp�ater erreiht wird als das lokale, liegt bei einer wihtigen Eigenshaft der addi-tiven Erhaltungsgr�o�en, die f�ur das Gleihgewiht shon so wesentlih waren. Diesewihtige Eigenshaft besteht darin, da� sie `lokal erhalten' sind, womit folgendesgemeint ist: Wenn F�(~r) den Operator der r�aumlihen Dihte der Erhaltungsgr�o�eF� bezeihnet, dann gibt es einen `Stromdihteoperator' ~J�(~r) der zusammen mitF�(~r) im Heisenberg-Bild die Kontinuit�atsgleihung�F�(~r)�t + div ~J�(~r) = 0 (23:1)erf�ullt. Eine entsprehende Gleihung gilt f�ur die Mittelwerte. Da f�ur ein beliebigesfestes Volumen V mit dem Gau�shen Satzddt ZV d3~r F�(~r) = � ZO d~f � ~Jn(~r)folgt, kann sih der Wert der Gr�o�e F� innerhalb V nur dadurh �andern, da� dieQuantit�at F� durh die Ober�ahe O von V ie�t (lokaler Erhaltungssatz). DieDihte von F� �andert sih nur durh den Transport von F�. Die lokalen Erhal-tungsgr�o�en verbieten in gewissem Umfang eine shnelle Einstellung des totalenGleihgewihts, weil die Transportvorg�ange reht langsam ablaufen im Vergleihzur mikroskopishen Bewegung der Teilhen. Bevor der Transport merklih ein-setzt, hat sih l�angst ein lokales Gleihgewiht eingestellt.Um den Dihteoperator eines Systems im lokalen Gleihgewiht zu �nden, teilenwir das System in lauter kleine Teile auf, die jedes f�ur sih im Gleihgewiht seienund die wir durh den Index i numerieren. In jedem Teilsystem haben die kErhaltungsgr�o�en F�(� = 1; : : : ; k) gewisse Mittelwertef i� � Vi = < ZVi d3~r F�(~r) >i; (23:2)wobei die Mittelung mit dem Gleihgewihts-Dihteoperator (gro�kanonish, weildie F� zwishen den Untersystemen ausgetausht werden k�onnen)%i = ePk�=1 �i� RVi d3~r F�(~r)= Spur iePk�=1 �i� RVi d3~r F�(~r) (23:3)gebildet ist. Wir sehen, da� auh die intensiven Parameter �� vom Untersystemabh�angen m�ussen, damit (23.2) erf�ullt werden kann. Die Untersysteme k�onnen als



92statistish unabh�angig angenommen werden. Dann ergibt sih der Dihteoperatordes Gesamtsystems zu % = Qi %i oder% = ePk�=1 RV d3~r ��(~r)F�(~r)Spur ePk�=1 RV d3~r ��(~r)F�(~r) : (23:4)Er untersheidet sih vom gro�kanonishen Gleihgewihts-Dihteoperator nurdurh die Ortsabh�angigkeit der intensiven Parameter. Sie entspriht einerortsabh�angigen Dihte der Erhaltungsgr�o�en:f�(~r) = < F�(~r) >% : (23:20)Die f�(~r) und die ��(~r) h�angen lokal voneinander ab und zwar in derselben funk-tionalen Form wie im Gleihgewiht. Man kann eine Entropiedihte de�nieren:(S = RV d3~r s(~r))si � Vi = ZVi d3~r s(~r) = �kB < ln %i >% � �kB < ln %i >%i ; (23:5)die auh lokal von den ��(~r) abh�angt. Es gilt daher wie im Gleihgewiht�si�f j� = �kB�i�Æij (23:6)oder �s(~r)�f�(~r 0) = �kB��(~r)V Æ(~r � ~r 0): (23:60)Aufgrund der nat�urlihen Bewegung des Systems h�angen die f�(~r) von der Zeitab und damit auh die Entropiedihte. Mit (23.6) und (23.1) gilt�si�t = kX�=1 �si�f i� � �f i��toder �s(~r)�t = kB kX�=1��(~r)div~j�(~r): (23:7)Indem wir die `Entropiestromdihte'~js = �kB kX�=1��(~r)~j�(~r) (23:8)einf�uhren, k�onnen wir (23.7) auh als�s(~r)�t + div~js(~r) = �kB kX�=1~j�(~r) � grad��(~r) (23:9)



93shreiben. Gleihung (23.9) - und auh shon (23.7) - zeigen, da� die Entropie keinelokale Erhaltungsgr�o�e ist. Selbst in einem isolierten System, in dem kein Entropie-strom durh die Ober�ahe treten kann, wird die Entropie sih mit der Zeit �andern,wenn die �� ortsabh�angig sind ( grad�� 6= 0). Die Ortsabh�angigkeit der �� hatzur Folge, da� Str�ome ~j�(~r) = < ~J�(~r) >% ie�en. F�ur kleine j grad��(~r)j kannman die rehte Seite dieser Gleihung nah dem Gradienten entwikeln (woraufwir hier niht eingehen wollen), und erh�alt die (in grad��(~r)) linearen Transport-gleihungen ~j�(~r) = � kX�=1 t��(~r) grad��(~r) + O �( grad��)2� ; (23:10)wo die TransportkoeÆzienten wiederum nur lokal von den Werten �1(~r) bis �k(~r)abh�angen. Auh ohne f�ur sie explizite Ausdr�uke abzuleiten, k�onnen wir darausshlie�en, da� die TransportkoeÆzienten Mittelwerte gewisser Operatoren im ther-mishen Gleihgewiht sind. Wir werden dies f�ur den Fall mehanisher St�orungenim einzelnen zeigen. In einem isolierten System ergibt sih die Entropie�anderungzu �S�t = kB kX�;�=1ZV d3~r t��(~r) grad��(~r) grad��(~r): (23:11)Da wir wissen, da� �S�t � 0 ist, werden wir erwarten, da� die Matrix der Trans-portkoeÆzienten t = (t��) positiv (semi-)de�nit ist.Wie Onsager 1931 als erster zeigte, ist die Matrix t au�erdem unter ziemlihallgemeinen Vorraussetzungen symmetrish (t�� = t�� oder tT = t, `Onsager-Relationen'). Voraussetzung daf�ur ist einfah die Bewegungsumkehrinvarianz derMehanik des Systems.Wir wollen kurz demonstrieren, da� die genannten Eigenshaften der Transport-matrix t niht von der Wahl der k Erhaltungsgr�o�en F� abh�angen. Wir wissen,da� die additiven Erhaltungsgr�o�en einen linearen Raum bilden, und man h�attestatt der F� gewisse Linearkombinationen w�ahlen k�onnen. Wir f�uhren die SpalteF = 0�F1...Fk1A ein und shreiben f�ur die alternative Basis von Erhaltungsgr�o�en~F = AF mit der nihtsingul�aren k � k-Matrix A. Zu ~F h�atte man nat�urlih an-dere intensive Parameter ~� bestimmt, so da� ~�T ~F =Pk�=1 ~�� ~F� �Pk�=1 ��F� =�TF: O�enbar mu� dazu �T = ~�TA oder � = AT ~� gelten. �Uber die Konti-nuit�atsgleihungen entsprehen den ~F die Stromdihten ~~j = A~j: Die Transportgle-ihungen ~j = �t grad� werden in den neuen Gr�o�en also ~~j = A~j = �AtAT grad ~�lauten. Die Transportmatrix ~t = AtAT ist wiederum positiv und symmetrish.Aus der Onsager -Relation und (23.11) folgtÆ _SÆ grad��(~r) = kB kX�=1(t��(~r) + t��(~r)) grad��(~r) = �2kB~j�(~r): (23:12)Wegen der Onsager -Relation ergeben sih die Stromdihten also als Variations-ableitungen der Entropie�anderung nah den Gradienten der intensiven Parameter.



94Die Transportgleihungen (23.10) bilden zusammen mit den gemittelten Konti-nuit�atsgleihungen _f�(~r) + div~j�(~r) = 0 (23:10)und den Gleihgewihts-Materialgleihungen�� = ��(f1; : : : ; fk); (� = 1; : : : ; k) (23:13)ein geshlossenes Gleihungssystem. Man kann zum Beispiel die Stromdihtenauf folgende Weise eliminieren: _�� = Pk�=1 ����f� _f� ; die ����f� = �� � �2S�f��f� sindsymmetrishe (�� = ��) thermodynamishe Gr�o�en; folglih gilt_�� = kX�=1 �� kX�=1div(t�� grad��): (23:14)Hier k�onnen die KoeÆzienten �� und t�� selbst als lokale Funktionen der�� vom Ort abh�angen; in diesem Fall sind die Gleihungen (23.14) niht lin-ear in den ��: Gleihungen vom Typ (23.14) sind f�ur die Beshreibung vonW�armeleitungsvorg�angen oder Di�usionsvorg�angen von Bedeutung.Die gel�au�gen TransportkoeÆzienten wie Di�usionskonstante, W�armeleitf�ahigkeitoder Thermokraft entsprehen niht gewissen t�� in unserer Transportgleihung,sondern Kombinationen von t�� (und eventuell ��). Zum Beispiel ist dieW�armeleitf�ahigkeit der TransportkoeÆzient zwishen Energiestromdihte undTemperaturgradient, jedoh niht unter der Nebenbedingung, da� die �ubrigenGradienten vershwinden, sondern bei Vershwinden der �ubrigen Str�ome (dannist auh die Energiestromdihte gleih der W�armestromdihte).Zum Abshlu� wollen wir wie im Gleihgewihtsfall von den intensiven Parametern�� zu den praktisheren Parametern �� �ubergehen, indem wir F1 mit der Energieidenti�zieren und �1 = �� = � 1kBT ; �� = ���� (� = 2; : : : ; k) setzen. Wirde�nieren die Spalte � = 0BB� T�2...�k1CCA und erhalten die Identit�at (� = 0� �1...�k1A) :� = ��0BB� 1T 01 .. .0 11CCA� und daher
grad� = ��0BB� 1T 01 . . .0 11CCA grad�+ �T 0BB� 2T 01 . . .0 11CCA� � gradT oder
grad� = ��B grad� mit B = 0BB� kB�1 0kB�2 1... . . .kB�k 0 11CCA. Man sieht, da� die Trans-portgleihung (23.10) mit grad� geshrieben keine symmetrishe Transportma-trix aufweist. Dieser Mangel ist leiht zu beheben, indem man die Spalte ~j durh



95~j(�) = 0BB��~js~j2...~jk 1CCA = BT~j ersetzt. Es gilt dann die neue Transportgleihung~j(�) = t(�) � grad� mit t(�) = �BT � t �B: (23:15)Die Transportmatrix t(�) ist wie t positiv und symmetrish. F�ur die En-tropie�anderung (23.11) erh�alt manT �S�t = ZV d3~r grad�T � t(�) � grad�: (23:16)



9624. Mehanishe St�orungenWir behandeln hier den Fall, da� ein System durh eine shwahe mehanisheSt�orung aus dem Gleihgewiht gebraht wird. Der gesamte Hamiltonoperator seiH(t) = H0 + �(t); �(t) = �AF (t); (24:1)wobei F (t) die �au�ere St�orung darstelle, die �uber den Operator A an das Systemankoppele. Um Einshalte�ekte zu eliminieren, denken wir uns das System zurZeit t = �1 im Gleihgewiht: %(t = �1) = %0 (24:2)und shalten das Feld F (t) dann vorsihtig ein. Die Zeitentwiklung des Dihte-operators ist durh die von Neumann-Gleihung (2:9) gegeben:_%(t) = � i�h [H(t); %(t)℄: (24:3)Eine typishe Fragestellung der Nihtgleihgewihtsphysik wird nunmehr sein, diezeitlihe Entwiklung des Mittelwerts einer Gr�o�e zu beobahten, die durh denOperator B gegeben sei. Im Gleihgewiht wird diese Gr�o�e den Mittelwert< B >%0 = Spur (B%0) = B0 haben; wir erwarten jedoh, da� die St�orung zueiner zeitabh�angigen Abweihung von diesem Mittelwert f�uhrt. Zur Berehnungdieser Abweihung geht man vorteilhafterweise vom Shr�odinger - zum sogenan-nten Wehselwirkungsbild �uber. Mit dem unit�aren Zeitentwiklungsoperator f�urdas ungest�orte System U0(t) = e� i�hH0t de�niert man zu jedem Operator X denzugeh�origen Operator im Wehselwirkungsbild XW (t) = Uy0 (t)XU0(t). Dann giltf�ur den Mittelwert von B< B >%(t) = Spur (B%(t)) = Spur (BW (t)%W (t)): (24:4)Die Anfangsbedingung (24:2) gilt auh f�ur %W (t):%W (t = �1) = %0; (24:5)da %0 mit H0 (und U0) vertausht. Die Bewegungsgleihung f�ur %W (t) lautet_%W (t) = Uy0� _%+ i�h [H0; %℄�U0 = + i�h [AW (t); %W (t)℄F (t): (24:6)Gln. (24:5), (24:6) f�uhren auf die (Piardshe) Integralgleihung%W (t) = %0 + i�h Z t�1 [AW (t0); %W (t0)℄F (t0)dt0; (24:7)deren L�osung in erster Ordnung in der St�orung F (t) durh Iteration erhalten wird:%W (t) = %0 + i�h Z t�1 [AW (t0); %0℄F (t0)dt0 + O(F 2): (24:8)



97Der Mittelwert von B wird somit< B >%(t) = B0 + i�h Z t�1 Spur �BW (t)[AW (t0); %0℄�F (t0)dt0 + O(F 2)= B0 + i�h Z t�1 < [BW (t); AW (t0)℄ >%0 F (t0)dt0 +O(F 2); (24:9)wobei die letzte Zeile durh zyklishe Vertaushung unter der Spur entsteht:Spur (B[A; %0℄) = Spur (BA%0 �B%0A) = Spur (BA%0 � AB%0) = < [B;A℄ >%0 :Das Ergebnis lautet eleganter geshrieben< B >%(t) �B0 = Z 1�1XB;A(t� t0)F (t0)dt0; (24:10)wenn man die verallgemeinerte Suszeptibilit�at oder lineare Responsefunktion Xals XB;A(t� t0) := i�h< [BW (t); AW (t0)℄ >%0�(t� t0) (24:11)de�niert. X h�angt nur von t� t0 ab wegen Identit�aten der ArtSpur (Uy0 (t)BU0(t)Uy0(t0)AU0(t0)%0) = Spur (Uy0 (t� t0)BU0(t� t0)A%0):Die Antwort der Gr�o�e B zur Zeit t auf die �au�ere St�orung h�angt von der Gr�o�e derSt�orung zu allen fr�uheren Zeiten ab (retardierter Response). Die Suszeptibilit�at,die �au�ere St�orung F (t) und Response verkn�upft, ist durh Mittelwerte gewisserOperatoren mit dem Gleihgewihts-Dihteoperator %0 gegeben.Die Gleihung (24:10) f�ur den linearen Response nimmt eine einfahere Gestaltan, wenn man die �au�ere St�orung spektral zerlegt:F (t0) = Z 1�1 F!e�i!t0d!: (24:12)Der Response kann dann analog zerlegt werden:< B >%(t) �B0 = Z 1�1 d! F!e�i!t Z 1�1 dt0XB;A(t� t0)ei!(t�t0)= Z 1�1 d! B!e�i!t: (24:13)Mit der Fourier -transformierten Suszeptibilit�at (t� t0 ! t)�B;A(!) = Z 1�1 dt XB;A(t)ei!t (24:14)lautet die Response-Gleihung dann:B! = �B;A(!) � F!: (24:15)



98Das zeitlihe Faltungsintegral (24.10) f�ur den linearen Response geht bei spektralerZerlegung in eine einfahe multiplikative Relation f�ur die Fourierkomponenten�uber.Wir wollen nunmehr die Energie�anderung berehnen, die das betrahtete Sys-tem aufgrund der �au�eren St�orung erleidet. Da diese sih als quadratish in denSt�orungen erweist und folglih Interferenz zwishen vershiedenen St�orungen zuerwarten ist, gehen wir jetzt von einer St�orung der Form�(t) = � nXj=1AjFj(t) (24:16)aus. Die zeitlihe �Anderung der Energie des Systems wird dann zun�ahstddt < H0 >%(t) = Spur �H0 _%(t)� = � i�h Spur �H0[H(t); %(t)℄�= � i�h Spur �[H0; H(t)℄%(t)� = � i�h Spur �[H0;�(t)℄%(t)�= + i�h nXj=1 < [H0; Aj℄ >%(t) �Fj(t):Der hier auftretende Mittelwert < [H0; Aj℄ >%(t) ist aber genau von der Art deseben berehneten mit B = [H0; Aj℄. Wir erhalten mit (24:9)[ beahte B0 = < [H0; Aj℄ >%0= Spur ([%0; H0℄Aj) = 0 ℄ddt < H0 >%(t) = i�h nXj;l=1Fj(t) Z t�1dt0 i�h < �[H0W (t); AjW (t)℄; AlW (t0)� >%0 Fl(t0)+ O(F 3): (24:17)Es gilt weiter i�h< �[H0W (t); AjW (t)℄; AlW (t0)� > = ��t< [AjW (t); AlW (t0)℄ > undmit der Kurzshreibweise Xj;l = XAj;Al und (24:11)i�h ��t< [AjW (t); AlW (t0)℄ > = ��tXjl(t� t0)� i�h< [Aj ; Al℄ >%0 � Æ(t� t0):Die Beitr�age des zweiten Summanden zu (24:17) heben sih weg wegen [Aj; Al℄ =�[Al; Aj℄. Damit erhalten wirddt< H0 >%(t) = nXj;l=1 Z 1�1 dt0Fj(t) ��tXjl(t� t0)Fl(t0) + O(F 3): (24:18)Durhsihtiger wird dieses Ergebnis, wenn wir wieder Fourier -transformieren:��t Z 1�1 dt0Xjl(t� t0)Fl(t0) = Z 1�1 d!F!l ��te�i!t Z 1�1 dt0Xjl(t� t0)ei!(t�t0)



99= Z 1�1 d!F!l e�i!t(�i!)�jl(!):Integrieren wir (24:18) �uber die Zeit t, so erhalten wir mit der Umkehrung von(24:12), Z 1�1 dtFj(t)e+i!t = 2�F!j ; (24:19)f�ur die gesamte Energie�anderung das Ergebnis�H0 = Z 1�1 ddt< H0 >%(t)dt = 2� nXj;l=1Z 1�1 d!F �!j � (�i!)�jl(!)F!l :Physikalish geh�oren die Beitr�age von ! und �! zu einer St�orung derselben Fre-quenz j!j. Da das Feld Fj(t) reell ist, giltF�!j = F �!j ; (24:20)F�!j und F!j (beide komplex) sind folglih shon durh zwei reelle Zahlen (etwa<F!j und =F!j ) bestimmt, die physikalish St�arke und Phase des Anteils der Fre-quenz ! zum Feld Fj(t) entsprehen. Es ist daher sinnvoll, im obigen Ergebnispositive und negative Frequenzen zusammenzufassen. Mit (24:20) erh�alt man dannshlie�lih �H0 = 4� Z 10 d! nXj;l=1F �!j � !�00jl(!) � F!l ; (24:21)wobei wir mit �00jl(!) = � i2 (�jl(!)� �lj(�!)) (24:22)den sogenannten absorptiven oder dissipativen Anteil der Suszeptibilit�at eingef�uhrthaben. Wenn man au�erdem den reaktiven oder dispersiven Anteil als�0jl(!) := 12 (�jl(!) + �lj(�!)) (24:23)de�niert, gilt f�ur die gesamte Suszeptibilit�at die Zerlegung�jl(!) = �0jl(!) + i�00jl(!): (24:24)Die Operatoren A und B, mit denen �B;A de�niert ist, sind im allgemeinen Ob-servable, also hermitesh (Ay = A, By = B). Folglih ist auh i[B(t); A℄ einhermitesher Operator und daher die Suszeptibilit�at reell:X�B;A(t) = XB;A(t): (24:25)Aus (24:14) ergibt sih dann unmittelbar��B;A(!) = �B;A(�!): (24:26)



100Die Fourier -transformierte Suszeptibilit�at ist also keineswegs reell, ihr Realteil istjedoh eine gerade, ihr Imagin�arteil eine ungerade Funktion von !. Gleihung(24:26) liefert nun zusammen mit (24:23)�0B;A(!) = �0A;B(�!) = [�0A;B(!)℄� (24:27)und mit (24:22) �00B;A(!) = ��00A;B(�!) = [�00A;B(!)℄�: (24:28)Bez�uglih ihrer Indizes sind also �0 und �00 hermitesh; insbesondere wissen wirdamit, da� die Dissipationsmatrix �00jl in Gl. (24:21) hermitesh ist, was einenreellen Energiezuwahs garantiert. Tats�ahlih nimmt die Energie des Systemsdurh die Einwirkung der �au�eren St�orungen niemals ab, wie wir sofort zeigenwerden. Systeme dieser Art hei�en passiv. Wir werden also zeigen, da� Systemeim thermishen Gleihgewiht immer passiv sind.Dazu gehen wir zun�ahst zur Spektraldarstellung der Response-Funktion �uber. Seidas System fjnig eine Basis von Eigenzust�anden von H0 mit zugeh�origen Eigen-werten En. Dann shreibt sih die Suszeptibilit�at (24:11) alsXB;A(t) = i�h�(t) 1Z Xn hnje��H0(e i�hH0tBe� i�hH0tA� Ae i�hH0tBe� i�hH0t)jni= i�h�(t) 1Z Xn;m e��En(e i�h (En�Em)thnjBjmihmjAjni � e i�h (Em�En)thnjAjmihmjBjni)= i�h�(t) 1Z Xn;m (e��En � e��Em)e i�h (En�Em)thnjBjmihmjAjni: (24:29)Durh Fourier -Transformation (24:14) wird daraus�B;A(! + i�) = � 1Z Xn;m (e��En � e��Em) hnjBjmihmjAjni�h(! + i�)� (Em � En) : (24:30a)Nah Vertaushung der Summationsindizes m und n erh�alt man analog�A;B(�! + i�) = � 1Z Xn;m (e��En � e��Em) hnjBjmihmjAjni�h(! � i�)� (Em �En) : (24:30b)Shlie�lih f�uhrt (24:22) unter Benutzung der Residuenformel (�& 0)1x+ i� � 1x� i� = �2�iÆ(x) (24:31)zur Spektraldarstellung f�ur den absorptiven Anteil�00B;A(!) = �Z Xn;m (e��En � e��Em)hnjBjmihmjAjniÆ(�h! � (Em � En)): (24:32)



101Spektraldarstellungen haben den Vorteil gro�er Durhsihtigkeit. Man sieht in(24:32), da� Absorption von Energie aus dem �au�eren Feld geshieht, wenn dieFrequenz ! zu einer Anregung des Systems pa�t: �h! = Em�En. Der statistisheFaktor e��En � e��Em mi�t die Besetzungsdi�erenz der Zust�ande des Systems,zwishen denen die Anregung vermittelt. Die Matrixelemente geben shlie�lihan, wie stark das �au�ere Feld an die vershiedenen inneren Anregungen ankoppelt;sie bestimmen auh die `Auswahlregeln' f�ur die �Uberg�ange.Der passive Charakter unseres Systems folgt nun so: Da Suszeptibilit�aten �A;Blinear in den Operatoren A und B sind, kann man unter Einf�uhrung des OperatorsA =Pnj=1AjF!j die Summe in (24:21) als Pnj;l=1 F �j �00jlFl = �00Ay;A shreiben. Ander Spektraldarstellung (24:32) erkennt man aber sofort, da� f�ur ! > 0:�00Ay;A(!) = �ZXn;m (e��En � e��Em)jhmjAjnij2Æ(�h! � (Em � En)) � 0:(24:33)Wir de�nieren nun die Fluktuations-FunktionFB;A(t) := < 12fBW (t)� < B >%0 ; A� < A >%0g >%0 ; (24:34)wobei die geshweiften Klammern den Antikommutator fX;Y g = XY +Y X beze-ihnen. Die Fluktuationsfunktion FB;A(t) mi�t thermishe Shwankungen desSystems im Gleihgewiht. Genauer gesagt gibt sie an, wie die Abweihungender Werte des Operators A vom Mittelwert < A > mit den entsprehenden Ab-weihungen von B im zeitlihen Abstand t korreliert sind. Wir werden annehmen,da� diese Korrelationen f�ur gro�e Zeitabst�ande vershwinden (< BW (t)A >!< B >< A > (t ! 1)), was im allgemeinen rihtig ist; wir setzen aber zurVorsiht explizit voraus: FB;A(t)! 0 (t!1): (24:35)Es wird sih zeigen, da� die Fouriertransformierte von FB;A(t)�B;A(!) = Z 1�1 FB;A(t)ei!tdt (24:36)eng mit dem dissipativen Anteil �00B;A(!) der Suszeptibilit�at verkn�upft ist. Wirbem�uhen dazu die Spektaldarstellung der FluktuationsfunktionFB;A(t) = 12Z Xn;m (e��Em + e��En)e i�h (En�Em)thnjBjmihmjAjni� < A >< B >:(24:37)Es folgt�B;A(t) = ��hZ Xn;m (e��Em + e��En)hnjBjmihmjAjniÆ(�h! � (Em �En)): (24:38)Der Zusammenhang zwishen dieser Formel und (24:32) wird sogleih deutlih,wenn man die Identit�at(e��En � e��Em)Æ(�h! � (Em �En)) = e��En(1� e���h!)Æ(�h! � (Em � En))



102beahtet. Es folgt das wihtige Dissipations-Fluktuations-Theorem:�00B;A(!) = 1�h tanh ��h!2 �B;A(!): (24:39)Der Leser mag ein gewisses Unbehagen beim obigen Umgang mit Fourier -Transformation, Æ-Funktionen und Residuen-Regeln (24:31) versp�urt haben.Tats�ahlih kann ein Mi�trauen in die mathematishe Korrektheit der oben voll-zogenen Rehenshritte beseitigt werden. Man beahte zun�ahst, da� wegen derKausalit�at (�B;A(t) = 0 f�ur t < 0) die Gl. (24:14) eine in der oberen Halbebeneanalytishe Funktion der komplexen Energie z de�niert:�B;A(z) = Z 10 dt �B;A(t)eizt (=z > 0): (24:40)Eine solhe Funktion nennt man auh die Laplae-Transformierte von �B;A(t).Die oben benutzten Funktionen der reellen Energie ! k�onnen als Randwerte an-alytisher Funktionen verstanden werden. Der sih hier zeigende Zusammenhangzwishen Kausalit�at und Analytizit�at ist auh au�erhalb der statistishen Physik,etwa in der Feldtheorie, von gro�er Bedeutung. Wir wollen hier die analytishenEigenshaften der Suszeptibilit�at benutzen, um die Kramers-Kronig-Relationenzwishen dem reaktiven und dem dissipativen Teil der Suszeptibilit�at herzuleiten.F�ur z innerhalb der Kurve C gilt nah derCauhyshen Integral-Formel (oder nah demResiduensatz)�B;A(z) = 12�i ZC �B;A(!)! � z d!: (24:41) z

z - Ebene

C

Indem man den Halbkreis-Anteil der Kurve C ins Unendlihe wahsen und dengeradlinigen Anteil gegen die reelle Ahse streben l�a�t, erh�alt man�B;A(z) = 12�i Z 1�1 �B;A(!0)!0 � z d!0 (=z > 0); (24:42)da der Beitrag des Halbkreises zum Integral wegen �(!0) = O( 1!0 ) (!0 ! 1)vershwindet. F�ur =z < 0 hat das Integral in (24:42) o�enbar den Wert null.Wenn man den Integrationsweg anhand desnebenstehenden Diagramms f�ur =z & 0; z =!, in einen Residuenanteil (a) und einen Hauptwer-tanteil (b) zerlegt, kann man f�ur reelle Frequen-zen ! z = ω

(a)

(b)

ω

�B;A(!) = 12�i �Z 1�1� �B;A(!)!0 � ! d!0 + i��B;A(!)�



103shreiben oder �B;A(!) = 1�i Z 1�1� �B;A(!0)!0 � ! d!0: (24:43)Das Hauptwertintegral ist dabei de�niert alsZ 1�1� d!0!0 � ! �� P Z 1�1 d!0!0 � !� = limÆ&0(Z !�Æ�1 + Z 1!+Æ) d!0!0 � ! :Die obige Prozedur bildet den Hintergrund f�ur die h�au�g benutzte Formel1! � z = P! � z � i�Æ(! � z) (=z>< 0);die zu Gl. (24:31) f�uhrt. Eine zu (24:43) analoge Gleihung lautet�B;A(�!) = �1�i Z 1�1� �B;A(�!0)!0 � ! d!0;indem wir diese Gl. zu (24:43) addieren bzw. von (24:43) subtrahieren, erhaltenwir unter Beahtung der De�nitionen (24:22) und (24:23) die Kramers-Kronig-Relationen �0B;A(!) = 1� Z 1�1� �00B;A(!0)!0 � ! d!0 (24:44)und �00B;A(!) = �1� Z 1�1� �0B;A(!0)!0 � ! d!0: (24:45)Der reaktive Anteil einer Suszeptibilit�at l�a�t sih also eindeutig aus dem dissipa-tiven berehnen und umgekehrt. Wegen12�i Z 1�1 �A;B(�!0)!0 � z d!0 = �12�i Z 1�1 �A;B(!)! + z d! = 0 (=z > 0);kann man (24:41) auh in�B;A(z) = 1� Z 1�1 �00B;A(!)! � z d! (24:46)umwandeln. Dies zeigt abermals, da� zur Bestimmung der gesamten Suszepti-bilit�at eine Messung des absorptiven Anteils reiht.
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