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I. Grundbegriffe der Statistischen Physik
1. Einleitung

Bis vor etwa dreiflig Jahren hatten Sie statt dieser Vorlesung eine Vorlesung tiiber
die ‘Theorie der Warme’ besucht. Sie werden hier streckenweise denselben Stoff
zu horen bekommen wie frither. Die geanderte Benennung der Vorlesung deutet
eine Veranderung im Aufbau der Vorlesung an und eine Verschiebung der Akzente
in der Stoffauswahl. Eine ‘Theorie der Warme’ folgte mehr der historischen En-
twicklung, begann also mit einer Herleitung der Thermodynamik aus den beiden
Hauptsatzen der Warmelehre, verweilte dann ausgiebig bei einer Ausgestaltung
der Thermodynamik, um erst spater auf die statistisch-mechanische Begriindung
der Thermodynamik einzugehen.

Letztere wurde vor mehr als 100 Jahren von L. Boltzmann eingeleitet. Es ist heute
zweckmafBiger, von einer statistischen Mechanik auszugehen, die auf der Quanten-
mechanik bzw. der klassischen Mechanik aufbaut. Die klassische Thermodynamik
ist dann ein Nebenprodukt der Statistik. Dariiber hinaus eroffnet die statistische
Mechanik jedoch den Weg zu einer detaillierten Theorie der verschiedenen Formen
der Materie, bis zur Berechnung von spezifischen Materialeigenschaften, wahrend
die klassische Thermodynamik nur allgemeine Relationen zwischen solchen Eigen-
schaften zum Inhalt hat. Wir werden diesen Unterschied spater genauer verstehen.
Viele Lehrbiicher folgen der historischen Entwicklung. Wir empfehlen Thnen,
erganzend und als Kontrast zur Vorlesung die ‘Statistische Mechanik’ von K.
Huang, Band I+I1 (Hochschultaschenbiicher, Band 68,89) zu lesen oder zumin-
dest zu uberfliegen.

Das Ziel der statistischen Physik ist also, die Eigenschaften makroskopischer Sys-
teme zu erklaren. Das hat angesichts der Tatsache zu geschehen, dafl wir eine atom-
istische Theorie der Materie besitzen, in Form der Quantentheorie. Sie erlaubt uns,
die Eigenzustande eines Systems zu berechnen, bzw. die zeitliche Entwicklung
irgendeines vorgegebenen Zustandes. Das wird bei makroskopischen Systemen
allerdings nicht gerade leichtfallen, da die Zahl der Freiheitsgrade sehr grof}, zum
Beispiel 1029, ist. Die atomistische Mechanik beantwortet jedoch nicht die Frage,
in welchem Zustand man ein System unter gewissen Bedingungen antrifft. Gerade
diese Frage ist Gegenstand der statistischen Physik. Lassen Sie mich die atom-
istische Mechanik und die statistische Mechanik an folgendem einfachen Beispiel
gegeniiberstellen: Unser System sei ein grofler Behalter mit HoO-Molekiilen. Eine
typische Aussage der Quantenmechanik wiirde sein: Mogliche Zustinde dieses
Systems sind Eis und Wasser. Auf dieser Kenntnis basierend wiirde eine typische
Aussage der statistischen Mechanik lauten: Im Sommer trifft man den Wasser-,
im Winter den Eiszustand an.

1. und 2. Hauptsatz _
Statistische Theorie der
<+ .. |——=| kondensierten
% Mechanik Materie
Klassische Thermodynamik
>

Historische Entwicklung
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2. Reine und gemischte Zustande

Der dynamische Zustand eines Quantensystems ist nur dann vollstandig bekannt,
wenn es gelungen ist, eine ideale Messung an dem System vorzunehmen. Eine
ideale Messung legt einen Zustand des Systems als simultanen Eigenzustand
eines vollstdndigen Satzes kompatibler (vertauschbarer) Observablen fest. Die
Gesamtheit der so erzeugten Zustande bildet den Hilbertraum aller moglichen
Zustiande des Systems. Ein beliebiger Vektor aus diesem Hilbertraum stellt i.a.
einen Zustand dar, in welchem fiir die Observablen des ausgewihlten Satzes nur
Erwartungswerte mit endlichen Unscharfen angegeben werden konnen. Diese Ein-
schrankung der Kenntnis iiber das System ist nicht iiberwindbar; ein Zustandsvek-
tor enthalt die maximal mogliche Information tiber ein System.

Im allgemeinen fehlt uns jedoch die genaue Kenntnis eines Zustandsvektors. Wir
werden dann nur feststellen konnen, dafl das System mit gewissen Wahrschein-
lichkeiten p; in den dynamischen Zustinden [i) vorgefunden werden kann. Man
spricht unter solchen Umstanden von einem gemischten Zustand; er ist ein statis-
tisches Gemisch aus den reinen Zusténden, die durch die Vektoren [i) ((i|i) = 1)
charakterisiert werden. Nimmt man an einem System in einem gemischten Zus-
tand eine Messung der Observablen A vor, so wird man mit der Wahrscheinlichkeit
p; den quantenmechanischen Erwartungswert (i|A|i) vorfinden, insgesamt also fiir
A den statistischen Mittelwert

<A>:Zpi(i|A|i> (2.1)

messen. Offenbar flieflen hier zwei Mittelungen zusammen. Wahrend jede ideale
Einzelmessung nur Eigenwerte von A liefern kann, ergibt sich als ‘quantenmecha-
nisches Mittel’ im Zustand i) der Erwartungswert (i| A|i); diese Erwartungswerte
miissen jedoch noch statistisch gemittelt werden mit den Wahrscheinlichkeiten p;
fiir das Vorliegen der Zusténde |i).

Es ist nun auflerordentlich fruchtbar, jedem gemischten Zustand den Operator

0= Zpi i) (il (2.2)

zuzuordnen, den sogenannten Dichteoperator des Zustandes. Der Dichteoperator
beschreibt die ‘Dichteverteilung’ des gemischten Zustandes iiber den Hilbertraum.
Wir betonen, dafi die Vektoren |i) normiert sein sollen, jedoch nicht notwendig
orthogonal aufeinander stehen miissen. Die p; haben die typischen Eigenschaften
statistischer Gewichte

pi>0, Y pi=1 (2.3)

Wir erinnern fiir das folgende an den Begriff der Spur eines Operators. Es gilt
Spur A =} ¢ \,.y3 (n| A[n), wo {|n)} eine beliebige orthonormierte Basis sein kann;
der Wert der Summe hangt von der Wahl der Basis nicht ab. Die Spur hat unter
anderem die Eigenschaften (a) Spur (AB) = Spur (BA) und (b) Spur (|é)(i|) = 1.
Mit Hilfe des Dichteoperators kann der Mittelwert in (2.1) in der Form

< A > = Spur (pA) (2.4)
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geschrieben werden ( beachte : Spur (0A) = >, p; Spur ([i)(i|A), Spur (|i)(i|4) =

Spur (i) (il|i) (il A) € Spur (|i)(iAli)i]) € (i] A]i).) Der Dichteoperator charak-
terisiert also einen gemischten Zustand vollstandig, da er das Ergebnis jeder Mes-
sung an dem betreffenden System zu berechnen erlaubt. Aus (2.4) folgt insbeson-
dere die wichtige Relation (A = 1)

Spur o = 1. (2.5)
Da auflerdem fiir jeden Vektor |u) gilt:
NP
(ul olu) =Y pil (il u)]” >0, (2.6)
haben Dichteoperatoren die folgenden Eigenschaften: Sie sind

hermitesch, positiv semidefinit und haben die Spur eins.  (2.7)

Man kann zeigen, dafl jeder Operator mit den drei letztgenannten Eigenschaften
eine Observable ist mit vollig diskretem Spektrum. Ein solcher Operator besitzt
also eine Spektraldarstellung der Form (2.2), wobei die p; mit den Eigenschaften
(2.3) die Eigenwerte von ¢ und die Vektoren [i) orthonormiert sind, was in (2.2)
nicht der Fall zu sein braucht.

Um zusammenzufassen: Die durch (2.2) und (2.3) definierte Menge von Oper-
atoren und die durch (2.7) definierte sind identisch. Die Darstellung (2.2) fiir
einen Dichteoperator ist im allgemeinen nicht eindeutig; gemischte Zustande, die
man naiv als verschieden bezeichnen wiirde, konnen denselben Dichteoperator
haben. Andererseits charakterisiert ein Dichteoperator einen gemischten Zus-
tand eindeutig hinsichtlich der Ergebnisse moglicher Messungen. Daher wird man
gemischte Zustande mit gleichem Dichteoperator als identisch betrachten. Die
Beschreibung von Zustanden durch Dichteoperatoren ist ein sehr wichtiges und
fruchtbares Konzept der statistischen Physik.

Wir wollen noch anmerken, dafl mit einer Reihe von Py
Dichteoperatoren g, auch der Operator

0= Za,,g,, mit o, > 0, Zau =1 (2.8)

ein Dichteoperator ist, wie man anhand von (2.7) leicht
feststellt. Geometrisch ausgedriickt: die Dichteopera-
toren bilden eine konvexe Menge. R

Die reinen Zustande sind natiirlich als Spezialfalle im Begriff des gemischten Zu-
standes enthalten. Hier einige charakterisierende Eigenschaften von Dichteopera-
toren reiner Zustande (jede fiir sich ist notwendig und hinreichend):

(1) Es existiert ein [¢) mit o = |¢) (i

(2) =0
(3) Spure®=1
(4) Spur(¢lng) =0
(5) Es gibt keine Dichteoperatoren g; # g2 mit

0 =101 +aps, ai2>0, apta=1
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Wenn ein System den Hamiltonoperator H hat, wird die zeitliche Entwicklung
jedes Zustandsvektors durch die Schrdidingergleichung ik (t)) = H | (t)) gegeben;
H darf dabei auch explizit zeitabhangig sein. Daraus folgt eine natiirliche zeitliche
Entwicklung fiir jeden Dichteoperator des Systems. Wegen —ih(y(t)| = (¢ ()| H
erhdlt man iho(t) = ih >, pp(n)(n|+|n)(n|) = Ho— oH, oder die von Neumann-
Gleichung .

o(t) = —H. ol (2.9)

Es ist zu betonen, daf} dies die Zeitableitung des Dichteoperators im Schrodingerbild
ist. Man darf die von Neumann-Gleichung nicht mit der &ahnlich aussehen-
den Bewegungsgleichung fiir Observable im Heisenbergbild verwechseln. Da die
Losung der Schrodingergleichung sich mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators als
[v(t)) = U(t, to)|1(to)) schreiben 148t, lautet die Zeitabhangigkeit des Dichteoper-
ators

o(t) = U(t, to)e(to)U' (¢, to). (2.10)

Die zeitliche Entwicklung eines Mittelwertes der Observablen A im Zustand g kann
man wie iiblich im Schrodinger- oder im Heisenberg-Bild formulieren:

< A >,= Spur (Ag(t)) = Spur (UT(t,t0) AU (t,t0)0(to)) = Spur (Ago(to)).

Aus (2.10) entnimmt man leicht, da§ o(¢) zu allen Zeiten Dichteoperator ist, wenn
es zu irgendeiner Zeit diese Eigenschaft hat.

Wir wollen jetzt den Begriff des Dichteoperators auf die klassische Mechanik iiber-
tragen. In einem klassisch mechanischen System von N Massenpunkten ist ein
reiner Zustand durch die Angabe von 3N Koordinaten (g, ...,g3n) = ¢ und 3N
Impulsen (p1,...,p3n) = p bestimmt. Der aus diesen Variablen aufgespannte
6 N-dimensionale Raum heifit der Phasenraum (I'-Raum) des Systems. Ein reiner
Zustand entspricht einem Punkt (p, ¢) im Phasenraum.

Bei einem gemischten Zustand wird sich das System dagegen mit gewissen Wahr-
scheinlichkeiten an verschiedenen Punkten des Phasenraumes aufhalten. Diese
Situation kann durch eine Verteilungsfunktion o(p, q) beschrieben werden, die an-
gibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit das System am Punkte (p, ¢) ist. Eine solche
Verteilungsfunktion hat die Eigenschaften:

e(p,q) > 0 (2.11)
/dpdq o(p,q) =1, (2.12)
die den Eigenschaften (2.6) und (2.5) bei quantenmechanischen Systemen entsprechen.

Physikalische MefigroBlen sind gegeben durch Phasenraumfunktionen A(p,q).
Entsprechend (2.4) ist ein Mittelwert von A iiber die Verteilung ¢ gegeben durch

<A>= /dpqu(p, q7)o(p,q)- (2.13)

Fir ein System mit der Hamiltonfunktion H lauten die kanonischen Bewegungs-

gleichungen: ¢ = %, p = —%. Infolge dieser Dynamik bewegt sich jeder
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Phasenraumpunkt im Laufe der Zeit auf einer bestimmten Bahn im Phasen-
raum, einer Phasenraumtrajektorie (p(t),q(t)); ein Volumenelement des Phasen-
raumes verformt sich unter Beibehaltung der Grofle des Volumen. Die Wahrschein-
lichkeit, das System in einem solchen Volumenelement anzutreffen, bleibt wahrend
der natiirlichen Phasenraumbewegung konstant (die Verteilung soll nicht durch
willkiirliche &uflere Eingriffe gedndert werden). Dies bedeutet, dafi ein sich
mitbewegender Beobachter eine konstante Dichte feststellt, also o:(p(t),q(t)) =
0t, (p(t0), q(to)) langs jeder Trajektorie. Die totale Zeitableitung einer Verteilungs-
funktion ist deshalb null: £ 0,(p(t),q(t)) = 0. Fiir die partielle Zeitableitung (an
einem festen Punkt im Phasenraum) folgt die Liouville-Gleichung:

o _ (9edp  d0dq
ot Op Ot  Oq Ot

= — [8_[{@ _OH0o] _ —{H, o} (Poissonklammer).

dp 9q  0q Op
(2.14)

Mit der iiblichen Ersetzung {H, o} — +%[H, ] sind (2.14) und (2.9) korrespon-

denzmafig verkniipft. Der I"Jbergang von der Quantenstatistik zur klassischen
Statistik (der klassische Grenzfall) wird spéter noch ausfiihrlich besprochen (siehe
Kap. 14 und Chintchin, Seite 21).

Die natiirliche Bewegung des Phasenraumes kann als Stromung mit einem
Geschwindigkeitsfeld @(p,q,t) = (p,q) = (—%, %) aufgefafit werden. Aus den
Hamiltonschen Gleichungen folgt dann div ¥ = 0, d.h. die Stromung ist inkom-
pressibel, ein Volumenelement des Phasenraumes verformt sich unter Beibehaltung
der Grofle des Volumens. Die Liouwville-Gleichung (2.14) kann daher in Form einer

Kontinuitatsgleichung geschrieben werden:

é—l—div(ﬁg):(%—{—ﬁ-grad)g:%gzO. (2.15)
Hieraus folgt auch die zeitliche Erhaltung der Normierungsbedingung (2.12) fiir
die Verteilungsfunktion.

In diesem Kapitel haben wir einige technische Begriffe bereitgestellt, insbesondere
den des Dichteoperators und der Verteilungsfunktion. Wir wollen im nachsten
Kapitel darlegen, wieso diese Begriffe sinnvoll sind zur Beschreibung makroskopis-
cher mechanischer Systeme.
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3. Statistische Gesamtheiten

Ein makroskopisches mechanisches System hat sehr viele Freiheitsgrade. Ein cm?

Gas unter Normalbedingungen enthilt etwa 3 - 10'® Molekiile; ein cm® Kupfer
enthilt etwa 1023 Atome. Ein solches System geniigt den mechanischen Be-
wegungsgesetzen. Jedoch ist es hoffnungslos, eine detaillierte (mikroskopische)
Beschreibung des Systems zu realisieren, da fiir so viele Teilchen

a) die Schréodingergleichung, bzw. die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen nicht
gelost werden konnen,

b) man niemals in der Lage ist, Anfangsbedingungen fiir ein solche Losung
anzugeben.

Einen solchen reinen Zustand eines makroskopischen Systems nennt man auch

einen Mikrozustand.

Es ist aber nicht nur hoffnungslos, ein makroskopisches System durch einen

Mikrozustand und dessen Zeitentwicklung zu beschreiben, sondern dies ist offenbar

auch tiberfliissig und unnoétig. Denn tatsachlich sind wir bei einem makroskopis-

chen System absolut nicht daran interessiert, welches Teilchen sich wann wo mit
welcher Geschwindigkeit bewegt; wir fragen vielmehr nach einer anderen Art von

Eigenschaften, insbesondere mitteln unsere Messungen iiber ein gewisses Zeitin-

tervall und iiber die rdumliche Ausdehnung des Systems. Dies gilt nicht nur fiir

makroskopische Eigenschaften des Systems, wie etwa den Druck und die Tem-
peratur, sondern auch fiir Eigenschaften, die Information auf der Skala atomarer

Abstinde enthalten, wie etwa kurzreichweitige Dichtekorrelationen; dies gilt auch

nicht nur fiir statische Eigenschaften des Systems, sondern gleichfalls fiir dynamis-

che Eigenschaften wie etwa die elektrische Leitfahigkeit im Bereich optischer Fre-
quenzen.

Die Besonderheit des Mefivorgangs hat folgende Konsequenzen:

a) Ein makroskopisches System ist nicht so gut isolierbar von seiner Umgebung
(selbst bei grolem Bemiihen), daf} es nicht durch dufiere Einfliisse wiahrend einer
Messung zwischen einer groflen Zahl von Mikrozustanden hin und her geworfen
wiirde. Es ist daher legitim und sogar sinnvoll, das System durch eine Schar
von Mikrozustanden anstatt durch einen einzigen Mikrozustand zu beschreiben.
Die verschiedenen Mikrozustande einer solchen Schar haben natiirlich gewisse
Gemeinsamkeiten, die Messung an jedem fiir sich ausgefithrt wiirde immer (oder
mindestens fast immer) zu fast demselben Resultat fithren. Man sagt, sie
reprasentieren denselben Makrozustand. Eine solche Schar von Mikrozustanden
nennt man auch eine statistische Gesamtheit oder ein statistisches Ensemble.

b) Die makroskopische Ausdehnung des Systems legt es nahe, dieses in eine grofie
Anzahl gleichartiger Untersysteme zu zerlegen, ein System mit 102° Teilchen
zum Beispiel in 10'° Untersysteme mit je 10'° Teilchen. Jedes dieser Teilsysteme
ist makroskopisch grof8. Die vielen Untersysteme konnen als Reprasentanten
eines Systems von 10'° Teilchen angesehen werden, die alle in verschiede-
nen Mikrozustanden sind und wieder eine statistische Gesamtheit bilden. Die
raumliche Mittelung iiber das urspriingliche grofie System entspricht dann einer
Scharmittelung iiber diese Gesamtheit. Damit dieses Verfahren sinnvoll ist, muf}
das Ergebnis von der Grofle der Untersysteme unabhangig sein, solange sie eine
grofle Zahl von Freiheitsgraden enthalten.



7

c) Es gibt die Vermutung, dafl sogar das Zeitmittel iiber fast jeden Mikrozus-
tand gleich dem Mittel iiber eine statistische Gesamtheit ist: die sogenannte
Ergodenhypothese. Wir verweisen Interessenten auf: A.J.Chintchin; Mathema-
tische Grundlagen der statistischen Mechanik, Hochschultaschenbiicher Band
58/58a.

Die statistischen Gesamtheiten sind natiirlich nichts anderes als gemischte Zustande,
wie wir sie im vorigen Kapitel eingefithrt haben. Das geeignete Mittel, einen
Makrozustand quantitativ zu erfassen, sind daher der Dichteoperator bzw. die
Verteilungsfunktion. Nach der obigen Diskussion ist es klar, daffl man die Eigen-
schaften makroskopischer Systeme durch Mittelung mit einem geeigneten Dichte-
operator erhalten kann. Es ist eine der Grundaufgaben der statistischen Physik,
diese Dichteoperatoren zu finden.
Wir haben bisher immer nur vom Mittelwert einer Observablen A gesprochen
und diesen nach (2.4) berechnet. Dabei mag verborgen geblieben sein, dafi auch
die Verteilung der MeBwerte um den Mittelwert, die ebenfalls beobachtbar ist,
impliziert war. Diese Verteilung ist selbst durch Mittelwerte anderer Observablen
gegeben, die Funktionen von A sind. Speziell ist die Wahrscheinlichkeit, dafl man
bei einer Messung der Observablen A den Wert a erhalt,

wa(a) = (§(a — A)). (3.1)

Zur Erlauterung: die Wahrscheinlichkeit, dafl der Meflwert < a ausfillt, ist der
Mittelwert tiber die Spektralschar von A:
0

ea(a) = (O(a - 4)), @(x):{l gig; also waa) = ¢y (a).

Die Verteilung (3.1) ist natiirlich normiert:

/Oo da w(a) = 1. (3.2)

— 00

Thre Kenntnis ist ausreichend, um die Mittelwerte aller Funktionen der Observ-
ablen A zu bestimmen:

(F(A)) = /_ "~ da F(a) wala). (3.3)

Insbesondere erhalt man den Mittelwert von A selbst und den Mittelwert von A™,
das sogenannte n-te Moment von A, durch

(A) = /_ T daawa(a), (A") = /_ " da a"wa(a). (3.4)

Ein wichtiges Ma$ fiir die Breite der Verteilung w(a) um den Mittelwert (A) ist
das mittlere Schwankungsquadrat (AA)?:

(A= (- (W) = [ da(a— (@) Puala) = (43— (42 0. (39
Wir haben den Begriff der Verteilung von MefSwerten hier im Kapitel iber Gesamt-

heiten eingefithrt, um folgende Bemerkung machen zu konnen: Die verschiede-
nen Gesamtheiten, die wir in Kiirze kennenlernen werden, unterscheiden sich
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in der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir gewisse Observable, und zwar handelt
es sich dabei immer um Observable, deren Mittelwerte proportional zur Zahl
der Freiheitsgrade N des Systems sind. Fiir alle diese Gesamtheiten sind die
Schwankungsquadrate dieser Observablen ebenfalls hochstens von der Ordnung
O(N). Damit wird die relative Schwankung klein: AA/(A) = O(1/+/N). Fiir alle
makroskopischen Systeme ist daher die relative Schwankung derart gering, daf} es
keine Rolle spielt, wie die Verteilung der Meflwerte von A im einzelnen aussieht.
Die zu besprechenden Gesamtheiten sind physikalisch fiir makroskopische Systeme
aquivalent.



4. Gesamtheiten des thermischen Gleichgewichtes

Wir betrachten nunmehr ausschliefllich konservative mechanische Systeme, also
solche, deren Hamiltonoperator nicht explizit von der Zeit abhangt. Wir wollen
an die Erfahrung ankniipfen, dafl solche Systeme unter gewissen Bedingungen im
Laufe der Zeit einem stationaren Zustand zustreben. Dies gilt unabhangig davon,
von welchem Anfangszustand man startet. Die stationidren Zustande, die auf diese
Weise erreicht werden, heilen Zustande des ‘thermischen Gleichgewichts’.
Typische Bedingungen, unter denen sich ein thermisches Gleichgewicht einstellt,
sollen jetzt diskutiert werden. Zunachst einmal haben Systeme diese Eigen-
schaft, die keinerlei Kontakt zur Aulenwelt haben; solche Systeme heiflen ‘isoliert’.
Ein isoliertes System stellt allerdings einen kaum zu erreichenden Grenzfall dar.
Man konnte deshalb zweifeln, ob ein streng isoliertes System iiberhaupt ein Gle-
ichgewicht erreichen wiirde. Daf3 diese Frage positiv zu beantworten ist, be-
sagt fiir die klassische Mechanik der sogenannte Birkhoffsche Satz (1931): Der
zeitliche Mittelwert {iber jede mefibare Phasenfunktion existiert fiir fast alle Tra-
jektorien. Dieser Mittelwert ist unabhangig davon, an welchem Punkt der Tra-
jektorie die Mittelung beginnt. Im Anschlu an den Begriff des Makrozus-
tandes wiirde man sich dariiber hinaus wiinschen, dafl der zeitliche Mittelwert
fir alle (oder fast alle) Trajektorien, die zum gleichen Makrozustand gehdoren,
derselbe ist. Da wir den Begriff des Makrozustandes bisher nur heuristisch
und nicht quantitativ scharf definiert haben, ist der letzte Satz vorlaufig noch
eine Tautologie. Wir wollen nun einen Makrozustand eines isolierten Systems
durch die Gesamtheit aller Mikrozustiande definieren, die in ihren mechanis-
chen Erhaltungsgroflen iibereinstimmen. Es ist der Inhalt der schon erwahnten
Ergodenhypothese, da3 der Mittelwert iiber die so definierte Gesamtheit gle-
ich dem zeitlichen Mittelwert fiir fast alle Trajektorien = Mikrozustande der
Gesamtheit ist. Eine mathematisch einwandfreie Losung des Ergodenproblems ist
schwierig. Die Ergodenhypothese ist jedoch durchaus suggestiv und wir konnen
uns hier mit einer Plausibilitatsbetrachtung begniigen.

Die statistische Gesamtheit, die ein isoliertes System beschreibt, hat den Namen
‘mikrokanonische Gesamtheit’. Wenn F;(p,q) (i = 1,...,s) alle additiven Er-
haltungsgrofien des Systems sind, enthalt eine solche Gesamtheit alle Punkte des
Phasenraumes, die den s Bedingungen

Fi(p,q) = fi, (t=1,2,...) (4.1)

mit vorgegebenen f;, (i = 1,2,...) geniigen. Alle diese Punkte bilden eine
Hyperflache im Phasenraum. Jede Trajektorie, die einen Punkt mit dieser Hy-
perflaiche gemeinsam hat, liegt ganz auf ihr. Die Richtigkeit der Ergodenhypothese
wiirde sich sofort ergeben, wenn jede Trajektorie jedem Punkt der Hyperfliche
beliebig nahe kame. Falls dies nicht der Fall ware, wiirde die Hyperflache in
Teilflichen zerfallen, die keine Trajektorien gemeinsam haben (metrische Zerleg-
barkeit). In diesem Fall wiirde man aber zu dem Schluff kommen, daf es eine
weitere Erhaltungsgréfie (additiv?) gibt, die man bisher iibersehen hat und die
auf den verschiedenen Teilflachen der betrachteten Hyperfliche verschiedene Werte
annimmt. Wenn man diese Erhaltungsgrofie zu dem obigen Satz hinzufiigt, wiirde
man dann eine metrisch unzerlegbare Hyperflache erhalten, fiir die die Ergoden-
hypothese stimmt.
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Offenbar enthalt auch in der zuletzt gewahlten Formulierung die Ergodenhy-
pothese ein tautologisches Element, solange man sich nicht festlegt, welchen Satz
von Erhaltungsgroflen man fiir ausreichend halt. Das Ergodenproblem besteht
deshalb nicht in erster Linie darin, einen bestimmten mathematischen Satz zu
beweisen, sondern eine sinnvolle Form fiir die Ergodenhypothese zu finden.

Nach dem oben Gesagten wird die mikrokanonische Gesamtheit durch folgenden
Dichteoperator beschrieben:

Omk = @ H5(Fi — fi) (4.2a)
i=1

wobei a eine Normierungskonstante ist, die die Normierungseigenschaft des Dichte-
operators garantiert (siehe (2.5) bzw. (2.12)). Daher gilt im quantenmechanischen
Fall

a~' = Spur f‘[(s(FZ — fi) (4.2b)
i=1

und im klassisch-mechanischen Fall
ot = /dpqué(Fi — fi)- (4.2¢)
i=1

Durch (4.2) wird also der Gleichgewichtszustand eines isolierten Systems beschrieben.
Wir werden sogleich noch spezifischer auf die mikrokanonische Gesamtheit einge-
hen. Zunachst wollen wir uns weiteren Situationen widmen, fiir die ein System
einem Gleichgewichtszustand zustrebt.

Wir wissen aus der Erfahrung ebenfalls, dafl Teile eines isolierten Systems im
Laufe der Zeit in ein thermisches Gleichgewicht iibergehen. Solche Teile sind
selbst natiirlich keine isolierten Systeme, da sie mit dem Rest des Gesamtsystems
wechselwirken. Insbesondere sind fiir solche Teilsysteme weniger Grofien zeitlich
erhalten als bei entsprechenden isolierten Systemen. Trotzdem spielen auch hier
Erhaltungsgrofien eine entscheidende Rolle und diesen Umstand haben wir uns
nun klarzumachen.

Die s Groflen F; - wie oben geschehen - als alle Erhaltungsgréfien eines mecha-
nischen Systems anzunehmen, war ein wenig oberflachlich. Natiirlich ist die Zahl
der Erhaltungsgrofien unendlich, weil mit je zwei Erhaltungsgrofien auch alle Lin-
earkombinationen und Produkte erhalten sind. Wenn man es so ausdriicken will,
bildet die Menge der Erhaltungsgrofien eine Algebra. Aus dieser groflen Schar
von Erhaltungsgrofien gentigt es, die sogenannten additiven zu betrachten, da alle
anderen sich als Funktionen von additiven Erhaltungsgrofien schreiben lassen. Die
additiven Erhaltungsgrofien sind tatsachlich die Thnen gelaufigen und zeichnen sich
aus durch folgende Eigenschaft:

F(System 1+ 2) = F(System 1) + F(System 2). (4.3)

Sie sind also additiv beziiglich einer Zerlegung des Systems in Teilsysteme. Die
s in (4.2) benutzten Groflen waren aufzufassen als eine Basis aus der linearen
Mannigfaltigkeit der additiven Erhaltungsgrofien, also als ein vollstandiges System
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linear unabhangiger additiver Erhaltungsgrofilen. Man kann sich tibrigens leicht
klarmachen, daf§ iiberzdhlige Erhaltungsgroen in (4.2) nichts geschadet hétten:
sie heben sich identisch aus (4.2) heraus.

Wir kehren zu dem nicht isolierten System zuriick, das wir als Teil eines isolierten
Systems aufgefafit hatten.

Es gibt hierbei verschiedene Falle und wir betrachten zunachst den eines soge-
nannten vollig offenen Systems. Damit ist folgendes gemeint: Die additiven Er-
haltungsgroBen des Gesamtsystems setzen sich nach (4.3) aus den Beitridgen des
betrachteten Teilsystems 1 und des Restes 2 zusammen.

Das System 1 heifit offen, wenn die Kopplung von 1 und
2 einen freien Austausch aller Erhaltungsgrofien erlaubt,
so daBl keine der Groflen F; (System 1) mehr einen fest
vorgegebenen Wert annimmt. Der Einflufl des Gesamtsys-

tems besteht hier darin, nur den Mittelwert der Groflen F;
(System 1) vorzugeben. Der Gleichgewichtszustand eines isoliertes System__
offenen Systems hat folgende bemerkenswerte Eigenschaft:
Wenn man das System selbst in Untersysteme a und b zerlegt
denkt, so sind die Zustdnde (=Makrozustdnde) dieser Unter-
systeme ‘statistisch unabhangig’, was besagen soll, daf} die a b
Wahrscheinlichkeit, das Untersystem a in einem bestimmten
Zustand (=Mikrozustand) zu finden, unabhingig ist vom
jeweiligen Zustand des anderen Untersystems b. offenes SyStemJ

2

Auch Untersysteme von isolierten Systemen haben weitgehend statistisch un-
abhangige Gleichgewichtszustinde, weil sie einander nur iiber ihre Beriihrungsflachen
beeinflussen und ein Untersystem eine ganze Schar von Mikrozustianden annehmen
kann, ohne dafl das andere Untersystem davon Notiz nimmt. Bei isolierten
Systemen wird jedoch die statistische Unabhangigkeit der Untersysteme durch
die additiven Erhaltungsgrofien eingeschrankt: Wenn die Grofle F; im Unter-
system 1 den Wert F;(1) hat, betrdgt ihr Wert im Untersystem 2 zwangsliufig
F;(2) = F;(1 + 2) — F;(1); die Werte von Erhaltungsgrofien in den beiden Un-
tersystemen sind also nicht unabhangig, sondern bedingen sich gegenseitig. In
offenen Systemen fallt nun gerade diese letzte Einschrankung der statistischen
Unabhangigkeit von Untersystemen weg.

Mathematisch findet die statistische Unabhangigkeit von Untersystemen offener
Systeme ihren Ausdruck in der Relation

Q142 = 01 * Q2. (4.4)

Sie folgt, weil die Zustinde des Systems (1+2) sich als Tensorprodukte der
Zusténde der beiden Untersysteme 1 und 2 ergeben (|1 + 2) = |1)|2)) und weil
wegen der statistischen Unabhangigkeit die Wahrscheinlichkeit, einen solchen Zu-
stand vorzufinden, gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten ist. g; und
0o vertauschen dabei, da sie auf verschiedene Freiheitsgrade wirken.

Es gelingt nunmehr leicht, die Form des Dichteoperators fiir offene Systeme im
Gleichgewicht zu finden. Im Gleichgewicht ist der Dichteoperator wie alle Observ-
ablen zeitlich konstant und folglich selbst eine Erhaltungsgrofie. Aus (4.4) folgt,
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dal lngi;4o = Inp; + In g eine additive Erhaltungsgrofie sein mufl. Da wir die
Gréflen F;(i = 1,...,s) als ein vollstdndiges linear unabhingiges System additiver
Erhaltungsgrofien angenommen hatten, erhalten wir mit gewissen Koeffizienten \;

In Ogk — Z )‘ze (45)
i=1
oder .
Ogk = 6Zi:1 )\iFi- (46)

Die Gleichgewichtsgesamtheit offener Systeme heifit auch grolkanonisch. Man
sieht, dafl im Gegensatz zum mikrokanonischen der grolkanonische Dichteoperator
fiir die Erhaltungsgrofien eine Verteilung endlicher Breite ergibt.

Teilsysteme eines isolierten Systems miissen natiirlich nicht beziiglich aller Erhal-
tungsgroflen offen sein, sondern konnen beziiglich gewisser auch isoliert bleiben.
Wegen der Unabhangigkeit der s Erhaltungsgroflen F; wird die statistische
Verteilung der nicht fixierten Groflen Fi, ..., F,., die durch (4.6) gegeben ist, durch
die Fixierung der iibrigen Fy. 41, ..., Fs nicht beeinflufit und der Dichteoperator hat
dann die Gestalt

Qk:62i=1>\iFi . H (5(Fj _fj)a (4.7)
j=r+1

wobei wir allgemein von einer kanonischen Gesamtheit sprechen.
Im grolkanonischen Fall werden die s Koeffizienten A; durch die Mittelwerte der
Erhaltungsgrofien bestimmt, also durch s Bedingungen

< F; > = Spur (ggk (A1,...,2s) Fy) = fi (t=1,...,s), (4.8)

und die )\; bestimmen umgekehrt diese Mittelwerte. Es ist zu bemerken, daf,
wenn unsere Herleitung keinen Fehler aufweist, der Dichteoperator gg automa-
tisch die Normierungsbedingung Spur ggx = 1 erfiillen muf}. Bei der kanonischen
Gesamtheit gibt es jedoch nur r Bedingungen der Form (4.8) und die A; scheinen
auf den ersten Blick unterbestimmt. Jetzt ergibt aber die Normierungsbedingung
die Relation

Spur g = Spur <GZ:1 T e - fj)> eduien M, (4.9)

j=r+1

und daher hangt der Dichteoperator in Wirklichkeit gar nicht von den Koeffizienten
)‘r—‘f-la ey As ab:

Ok = iez;l Ak H (F; — f;) (4.10a)

Z,
r j=r+1

mit

Z, = Spur (62:1 Ak H O(F; — fj)> — e imn M (4.100)

j=r+1
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Die Grofle Z, hat grofle praktische Bedeutung und heifit Zustandssumme.

Die Formeln (4.10) beschreiben den allgemeinen Fall eines Gleichgewichts-
Dichteoperators. Offenbar sind die groflkanonische Gesamtheit (r = s) und die
mikrokanonische Gesamtheit (r = 0) als Grenzfille enthalten.

Nach diesem bewuft abstrakt und allgemein gehaltenen Teil des Kapitels wollen
wir nun unsere Ergebnisse konkreter beleuchten. Dazu brauchen wir als erstes eine
Liste der additiven Erhaltungsgroflen mechanischer Systeme:

a) Gesamtenergie H

b) Gesamtimpuls P (drei Komponenten)

d) Gesamtteilchenzahl N (eventuell fiir mehrere Teilchensorten)

)
¢) Gesamtdrehimpuls J (drei Komponenten)
)
e) Gesamtvolumen V.

Von den vielen denkbaren Gesamtheiten, die man beziiglich dieser Erhal-
tungsgroflen bilden konnte, sind nur einige von praktischer Bedeutung. Da sich
die betrachteten Systeme im allgemeinen in ruhenden, nicht rotierenden Gefafien
befinden, sind diese_Gesamtheiten beziiglich P und J offen mit Mittelwerten
< P>=0 und < J >= 0. Die entsprechenden Koeffizienten )\; verschwinden
dann, so dafl Pund J gar nicht explizit in den Dichteoperatoren auftreten.

Die Gesamtheit, bei der alle restlichen Erhaltungsgrofien isoliert sind (‘abgeschlossene
Systeme’), heifit (im engeren Sinne) die Mikrokanonische Gesamtheit:

Da im Rahmen der iiblichen Beschreibung von Systemen Volumen und Teilchen-
zahlen fest vorgegeben sind, verzichtet man auf eine explizite Angabe der betrof-
fenen d-Funktionen und schreibt den Dichteoperator kurz als

Omk = ZLJ(H — E), Zmx = Spurd(H — E), (4.11)
mk

wobei der zugehorige Zustandsraum nur Zustande zu einem bestimmten Volumen
und einer bestimmten Teilchenzahl enthalt. Hinzuweisen ist auf die physikalische
Bedeutung der Normierungskonstanten Zy,x(F). Die Anzahl der Zustinde des
Systems mit der Energie < E (das ‘Phasenvolumen’) ist gegeben durch

®(FE) = Spur©(F — H). (4.12)

Das sieht man sofort ein, wenn man die Spur mit der Eigenbasis von H bildet.
Die Zustandsdichte, die Zahl der Zustande pro Energieintervall, ist daher

do
QF) = 15— Spur§(E — H) (= Zmk)- (4.13)
In der mikrokanonischen Gesamtheit kommen also alle Zustande mit der Energie
E gleich wahrscheinlich vor. Bei klassischer Mechanik sind alle Punkte auf einer
Hyperflache konstanter Energie H(p,q) = E gleich wahrscheinlich.

Ein Zustand, in dem nur Volumen und Teilchenzahlen fest sind, die Energie jedoch
austauschbar ist mit der Umgebung (‘Warmekontakt’), wird beschrieben durch die
(im engeren Sinne) Kanonische Gesamtheit:
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Mit derselben Konvention iiber die Beschrankung des Zustandsraumes wie vorher
(Teilchenzahl und Volumen fest) lautet der Dichteoperator

Ok = ie_ﬂﬂ, Z = Spure PH, (4.14)
Zx
Von der Wahl des Parameters 3 hangt die mittlere Energie des Systems ab:
Spur (He #H)
Spur e—#H
Dafl umgekehrt die mittlere Energie den Parameter 3 eindeutig bestimmt, erkennt
man aus

E(B) =< H > = Spur (oxH) = (4.15)

dE
%:—<H2>+<H>2: —(AH)? <0. (4.16)

Die Energie ist eine abnehmende Funktion von (3. Die Energieverteilung in der
kanonischen Gesamtheit (siehe (3.1)) ergibt sich zu

wi(E) = < §(E— H) > = Zik Spur (e PH§(E — H)) = Zike—ﬂEQ(E). (4.17)
Die Zustandsdichte makroskopischer Systeme
wachst mit der Energie ungeheuer schnell

w(E) an. Deshalb besitzt wgy(FE) eine sehr enge

Verteilung um den Mittelwert < H >. Tat-

sachlich strebt die relative Breite dieser Ver-

_BE teilung gegen Null, wie wir spater noch se-

e Q(E) hen werden, und wir konnen fiir makroskopis-

che Systeme den Mittelwert < H > mit dem

wahrscheinlichsten E,, identifizieren,

E d _
<H> a5 (Blp=p. =0

woraus ein expliziter Ausdruck fiir die Umkehrfunktion von E(3) folgt:
Q(E d
o) = S

aE = e, (4.18

~—

Hieran erkennt man, dafl # im allgemeinen nur positive Werte
annimmt. Das Energiespektrum makroskopischer Systeme sieht
namlich meistens wie nebenstehend abgebildet aus. Es be-
sitzt einen kleinsten Eigenwert Fy (Grundzustand) und ist nach
oben unbeschrankt, wobei die Dichte der Eigenwerte mit E
zunimmt. Die Zustandssumme in (4.14) existiert tatsdchlich
nur, wenn der Hamiltonoperator nach einer Seite beschrankt ist
(halbbeschrinkt), und sie existiert fiir nach unten beschrinkte
H nur fir 8 > 0. Es gibt jedoch auch gewisse Systeme mit
beschrinktem Energiespektrum (Kernspinsysteme). Fiir diese
sind Zustande mit 3 < 0 denkbar. Nebenstehend sieht man ein
Spektrum, dessen Zustandsdichte bei hohen Energien abnimmt.

5

m
o

m
<]

m
=
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Die dritte wichtige Gesamtheit ist die Groflkanonische Gesamtheit im engeren
Sinne. Sie beschreibt den Gleichgewichtszustand eines Systems, das offen ist gegen
Energie- und Teilchenaustausch (von n Teilchensorten). Der Dichteoperator ist:

1 _55_-S"" LN “ N
g = ¢ PR, LN (49)
gk

Zgx = Spur e PUH-

Wieder sind Energie und Teilchenzahlen sehr eng verteilt um die Mittelwerte
< H > und < N; >, die durch die Parameter 3 und p; festgelegt werden.

Eine vierte Gesamtheit von Bedeutung, die unmittelbar der in (4.6) definierten
grofl)kanonischen entspricht, nennen wir jetzt die Groflkanonische Druckgesamtheit:
Sie ist offen beziiglich aller Erhaltungsgrofien einschliefilich des Volumens. Der
Dichteoperator lautet

Ogka = e PH=uN+PV), (4.20)
die Zustandssumme ist, wie vorher schon bemerkt, gleich 1. Die physikalische
Situation eines nur im Mittel bestimmten Volumens wird zum Beispiel durch das
Gas in einem Luftballon reprasentiert.

Bei der obigen Diskussion spezieller Gesamtheiten haben wir von einer Konven-
tion Gebrauch gemacht, die es erlaubte, die §-Funktionen in Gl. (4.10) wegzu-
lassen. Diese Konvention bestand darin, den Hilbertraum der Zustédnde (bzw. den
Phasenraum) so einzuengen, daf er nur Zustédnde enthilt, fiir die

Filo) = file) (i=r+1,...,5) (4.21)

gilt. Alle Operatoren wirken nur auf diesem eingeschrankten Hilbertraum, alle
Spuren erstrecken sich nur iiber ihn. Dann kann man fiir die allgemeine kanonische
Gesamtheit auch

1 T
Ok = ——e2aimy MiF (4.22a)
Zy
mit .
Z, = Spur edim N F (4.22b)

schreiben, was haufig eleganter ist.
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5. Die Entropie und verwandte statistische Begriffe

Die Entropie ist einer der wichtigsten Begriffe der statistischen Physik. Sie ist
definiert als
S = —kg Spur (plng) = —ksz <Inp >, (5.1)

wobei die Boltzmann-Konstante ks ~ 1.38 - 10716 erg/Kelvin aus historischen
Griinden eingefiigt wird. Da fiir 0 < z < 1 die Ungleichung zInz < 0 gilt, haben
wir die generelle Eigenschaft der Entropie:

S = —kg Z o,1Inp, >0, (5.2)

wenn g, die Eigenwerte von g sind. In der groflkanonischen Gesamtheit war In g
eine additive Gréfle, und wir erhalten aus (4.5), da die Entropie eine additive
Eigenschaft offener Systeme im Gleichgewicht ist, die sich mittels der additiven
Erhaltungsgrofien als

S =—kg zs:)\, < F;>=—kg zs:)\,f, (53)
=1 =1

ausdriicken 148t. Fiir nicht offene Systeme gilt die Additivitat der Entropie nicht
streng, aber wir hatten gesehen, daf} hier die statistische Unabhangigkeit von Teil-
systemen nicht allzusehr eingeschrankt ist und dafl die Dichteoperatoren sich auch
nur wenig unterscheiden. Tatsichlich gilt die Additivitatseigenschaft der Entropie
mit gewissen Vorbehalten (siehe spéter) immer. Fiir den allgemeinen kanonischen
Dichteoperator (4.10) kénnen wir unter Benutzung von (4.10b) bzw. von (4.22)
schreiben

S = —kgy {ZN‘ <F,>-InZ]|. (5.4)
i=1
Die Entropie hangt dann nur von den r relevanten Koeffizienten Ay, ..., A\, ab, die

insbesondere die Mittelwerte < F; > bestimmen.

Wir wollen nun ein Kriterium aufstellen, das mit Hilfe der Entropie die Gle-
ichgewichtszustande eines Systems zu charakterisieren gestattet. Die Entropie
(5.1) ist ein nicht negatives Funktional auf der Menge aller Dichteoperatoren. Aus
dieser Menge wird durch Nebenbedingungen der Art < F; > = Spur (oF;) = f;
eine Teilmenge ausgesondert. Einer der Dichteoperatoren dieser Teilmenge ist der
kanonische (4.6). Es gilt der

Satz: Fiir alle Dichteoperatoren mit der Eigenschaft

Spur (oF;)=f; (i=1,...,7)
gilt Slo] < Sloxl,

d.h. die kanonische Verteilung ist unter allen Dichteoperatoren, die die Gleichung
(5.5) erfiillen, diejenige, die die Entropie maximal macht. Zum Beweis iiberlegen
wir zunachst, daf fiir je zwei Dichteoperatoren p, o1 gilt:

Spur [o(In ¢; — In p)] < 0. (5.7)
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Die Ungleichung In x < x—1 fiir z > 0 hat zur Folge, daf fiir jeden nicht negativen
Operator A die Operatorungleichung In A < A — 1 gilt. Sei nun ¢ =) a,|n)(n|
die Spektraldarstellung von p. Dann gilt

21
Spuro (Ingr —Ing) = > an(n|lngs — anln) = an(n|ln 2
pur ¢ (In g; — In p) 2 an(n|ln g1 — Inay|n) 2 an(n| nan|n>

< Zan<n|s—1 — 1|n) = Spur gy — Spurp =0
n n

Aus (5.7) folgt nun insbesondere
Slo] = —kg Spur (¢1n o)

< —kg Spur (¢ln gx) = —ks Spur [ o (Z ANiF; —InZ,)]
i=1
= —ka()_Aifi —InZ,) = Slax
i=1

womit (5.6) bewiesen ist.

Ankniipfend an die Definition der Entropie als —kz < Inp > kann man die En-
tropie physikalisch als ein Maf fiir die Unordnung im Zustand eines Systems in-
terpretieren, oder aquivalent als ein Maf fiir die Abweichung vom reinen Zustand,
oder subjektiver als ein Maf} fiir unsere Unkenntnis vom Zustand des Systems.
Tatséchlich ist fiir einen reinen Zustand die Entropie gleich null, und sie wachst
an, wenn mehr und mehr Zustande eine endliche Wahrscheinlichkeit erhalten, weil
dann die mittlere Wahrscheinlichkeit fiir jeden Zustand kleiner wird und damit
auch der Mittelwert von Inp. Mit dieser Interpretation der Entropie kann die
obige Maximaleigenschaft auch folgendermafien ausgedriickt werden: Unter allen
Zustinden mit den Nebenbedingungen (5.5) ist der Gleichgewichtszustand der un-
geordnetste, bzw. der unreinste. Das ist eine durchaus plausible Eigenschaft und
man kann das thermische Gleichgewicht auch davon ausgehend diskutieren.

Wir haben gelernt, da§ Systeme, die Gleichung (4.8): < F; >=f; (i=1,...,s)
erfiillen, je nach Isoliertheitsgrad durch verschiedene kanonische Dichteoperatoren
beschrieben werden, dafl die betreffenden Zustande wegen der ungeheuren Scharfe
der Verteilungsfunktion jedoch kaum unterscheidbar sind. Wir wollen alle kanon-
ischen Zusténde, die Gleichung (4.8) mit einem festen Satz von f, ..., fs geniigen,
‘thermodynamisch dquivalent’ nennen. Wir konnen dann sagen, dafl wir ver-
schiedene Moglichkeiten kennengelernt haben, einen thermodynamischen Zustand
zu charakterisieren, namlich entweder durch die Groflen fq, ..., fs oder durch eins
der tuibrigen s-Tupel

/\1,...,)\r,f7.+1,...,fs (7“21,...,8—1). (58)

Um die dquivalenten Tupel (5.8) zu berechnen, kénnte man das Gleichungssys-
tem (4.8), dessen linke Seite nach (4.22) von Aq,...,\. abhingt, nach diesen r
Groflen auflosen. Die Entropie und die Zustandssumme Z,. geben uns jedoch eine
einfachere Methode in die Hand, dies zu erreichen.
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Die Entropien thermodynamischer dquivalenter Zustidnde (5.3) und (5.4) sind we-
gen der Identitdt (4.10b) gleich. Die gemeinsame Entropie dieser Zustinde kann im
Prinzip als Funktion irgendeines der charakterisierenden Tupel (5.8) geschrieben
werden. Es ist allerdings niitzlich, die additiven Groflen fy, ..., fs als ‘natiirliche
Variable’ der Entropie zu betrachten und die Funktion

=S(f1,--5 fs) (5.9)

zu betrachten. Analog versteht man die verschiedenen Zustandssummen (4.10b)
bzw. (4.22b) niitzlicherweise als Funktionen ihrer natiirlichen Variablen in der
Weise

Zr:Zr()\la'"a)‘rafr—f-la"'afs)- (510)

Man erkennt sofort, daf}

5.11
o, (5.11)
fir ¢ = 1,...,r gilt, wobei die partielle Ableitung unter Konstanthaltung der
anderen natiirlichen Variablen zu bilden ist. Aus (5.4) und (5.11) folgt das wichtige
Ergebnis

0S . 3 0N
J=lnss o=k [N+ (<> —geInZ, = kg (5.12
Schliefllich erhdlt man aus (5.4) und (5.12) fiir
) 0 1 08 - 105 of;
=r+1,...,s: —an,n:———i- +)\i =—-X;. (5.13

Wir sehen, wie das Problem, die Gleichung (4.8) aufzulosen, mit Hilfe der Zus-
tandssumme Z, bzw. der Entropie gelost ist. Wir weisen insbesondere hin auf die
Reziprozitat der Relationen (5.11) und (5.13).

Nach (5.12) und (5.3) hat die Entropie (5.9) die einfache Eigenschaft >_° im1 23 7, S f =

S. Wir erinnern in diesem Zusammenhang an den Fulerschen Satz: Eine stetig
differenzierbare Funktion ¢(z1,...,zs) ist homogen von Grade v, d.h. es gilt
dlazy,...,azs) = a’¢(z1,...,%5), genau dann, wenn sie die partielle Differen-
tialgleichung »7_; g—ia}i = v¢ erfiillt. *

Die Entropie ist deshalb eine homogene Funktion von Grade eins:

S(afi,...,afs) =a S(fi,..-, fs) (5.14)

Diese Eigenschaft hat eine einfache anschauliche Bedeutung. Wenn man die Mittel-
werte aller Erhaltungsgrofien eines Systems im selben Verhéltnis verandert, andert
sich auch die Gleichgewichtsentropie in diesem Verhaltnis. Man kann nun auch fol-
gende Fragestellung behandeln: Wenn man zwei isolierte Systeme vereinigt, wird

Zum Beweis bilde f(a) = a ™ ®(af) — ®(z) mit f(1) = 0. Offenbar ist dann

0= gf; = a " H—v®(aZ) + aF - V®(aZ)) dquivalent mit f = 0.
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im allgemeinen das vereinigte System zunachst nicht im Gleichgewicht sein. Die
Erhaltungsgrofen f{ und f#{, deren Summe nach der Vereinigung der Systeme
fest bleibt, verteilen sich vielmehr auf neue Art auf die Teilsysteme. Wegen der
Additivitat der Entropie und wegen des Extremalsatzes gilt fiir die Entropie im
Augenblick der Vereinigung

S, f) S f S S + A fD+ £, (5.15)

Rechts steht hier die Gleichgewichtsentropie des Gesamtsystems. Man kann fra-
gen, auf welche Weise sich die Erhaltungsgrofen beim Ubergang ins Gleichgewicht
umverteilen, bzw. unter welchen Umsténden keine Umverteilung stattfindet. Hin-
reichend fiir das Ausbleiben einer Umverteilung ist nach Gl. (5.14), dafi das
Verhaltnis aller Erhaltungsgroflen der Teilsysteme dasselbe ist. Im Falle von
Phasenkoexistenz (siehe Kapitel 11) ist dies aber nicht notwendig. Als notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dafi die linke Seite von (5.15) maximal ist,
erhélt man durch Differentiation nach f! bei festem ff + f/! anhand von (5.12)
die Bedingung A} = M/!. Die beiden Teilsysteme sind daher nach der Vereinigung
genau dann im Gleichgewicht, wenn sie in allen A-Parametern iibereinstimmen.
Wenn man alle Dichten der additiven Erhaltungsgrofien festhilt, ist die Entropie
einfach proportional der ‘Grofle’ des Systems. Man nennt physikalische Grofien mit
dieser Eigenschaft (5.14) auch extensive Groflen. Die additiven Erhaltungsgréfien
fi sind trivialerweise extensive Groflen.

Als partielle Ableitungen einer homogenen Funktion vom Grade eins sind die Ko-
effizienten \; ( siehe (5.12) ) homogen vom Grade null:

N(aft, oo afs) = Xi(fryeos fs)  (i=1,...,8). (5.16)

Solche Groflen nennt man auch intensiv. Sie hangen nicht von der Grofle des
Systems ab, sondern nur von den Dichten aller Erhaltungsgrofien.

An die Intensivitat der A; sind einige Bemerkungen anzuschliefflen. Zunachst se-
hen wir, dafl ein thermodynamischer Zustand durch den Satz der s intensiven
Variablen Aq,...,A; nicht vollig bestimmt ist, weil diese keine Information iiber
die Grofle des Systems enthalten. Gleichzeitig wird deutlich, daf3 die s inten-
siven Parameter als Funktion der s — 1 Dichten nicht unabhangig sein konnen.
Tatsédchlich beschreibt Gl. (5.3) explizit den Zusammenhang zwischen den A;. In
diesem Zusammenhang klart sich auch der Umstand auf, dafl der Dichteopera-
tor der grofkanonischen Gesamtheit (4.6) bzw. (4.20) keine Normierung aufwies.
Wir verstehen jetzt, dafl die Beziehung Spur ez;l AiFi — 1 keine mathematische
Identitat ist, sondern die Bestimmungsgleichung fiir den Zusammenhang zwischen
den intensiven Variablen. Dieser Zusammenhang wird spater in der Form der
sogenannten thermischen Zustandsgleichung auftreten.

Extensiv sind auch die Logarithmen der Zustandssummen Z,., wie man sofort aus
(5.4) abliest; ausfiihrlich hat man

InZ.( A1, A fsit, o yafs) =alnZ. (A, .oy Ary fraty -y fs)- (5.17)

Wegen der grofien Bedeutung dieser Groflen notieren wir noch die alte Relation
(siehe (4.10b))

nZ =- Y X\fi, (5.18)

i=r+1
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die sich hier unabhingig aus (5.13) und der Fulerschen DGL ergibt. Die Funktio-
nen In Z, fir verschiedene r hangen durch Legendre-Transformationen zusammen.
Um von In Z,._; zu In Z, zu kommen, mufl man die Gleichung (5.13)

aifr anr—l()\la SRR )‘r—la fra SRR fs) ==\
nach f, auflésen: f.(A1,...,Ar, fre1,..., fs) und die erhaltene Funktion fiir f,. auf
der rechten Seite der Gleichung

anT'(Ala .. '7Araf7'+17 RS fs) = anr—l(Ala R A1'—1a fT'a .. '7fs) + Arfr
einsetzen. Auf diese Weise erhilt man aus irgendeiner der Zustandssummen alle
anderen.
Mit Hilfe der Extensivitat des Logarithmus der mikrokanonischen Zustandssumme
(4.11), (4.13) 148t sich die frithere Behauptung iiber das schnelle Wachstum der Zu-
standsdichte mit der Energie untermauern. Mit In Z(E,V,N) = NInZ(£, ¥,1)
folgt

O(E) = P(% %)]N (5.19)

Wie in der Mechanik spielt auch in der statistischen Mechanik die Energie eine
Sonderrolle unter den Erhaltungsgrofien. Dies spiegelt sich auch in der Konvention
wieder, nach F; = H und A\; = —( die iibrigen intensiven Variablen als a; =
A4

5 (i =2,...,s) umzudefinieren, so daf} die kanonischen Dichten (4.22) jetzt als

ok = ie—ﬂ(H—i-Z::Q a; F;)

r

, Zr,= Spur e BUHAY L, i) (5.20)

geschrieben werden. Die Parameter a; werden sich in ihrer physikalischen Trans-
parenz den JA; als uiberlegen erweisen. Wir definieren die absolute Temperatur

als )
T=— 5.21
6 >:21)
wozu zwar keinerlei logische Notwendigkeit besteht, wodurch wir jedoch Anschlufl
an die historisch bedingte Bezeichnungsweise erreichen werden. Man definiert
anlafllich der Einfiihrung der neuen intensiven Variablen sogenannte thermody-

namische Potentiale (r =1,...,s)

1
q)r(Ta a2, .. 'aarafr—f-la .. 'afs) = _Banr(_/Ba )‘21 s 'a)‘rafr—{—la s 'afs)- (522)

Aus (5.11) und (5.13) entnehmen wir sogleich

ov, . 00,
of;

Bevor wir 0®,./0T berechnen, schreiben wir noch (5.4) und (5.18) auf @, um:

=—a;, (=2,...,m;j=r+1,...,s). (5.23)

s

r>1: & =E-TS+Y aifi=— Y o;fj. (5.24)

=2 j=r+1
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Unter Beachtung von % = —kBﬁ2% erhalten wir nun durch Differentiation von
(5.22):
0P, :
o7 = —kelnZ, — ko3 | B+ Y aifi] =-5. (5.25)
i=2

Die verschiedenen thermodynamischen Potentiale sind wie die In Z, durch Leg-
endre-Transformationen verkniipft. Wir haben damit einen formalen Apparat
bereitgestellt, der uns spater sehr dienlich sein wird.

Nachtrag: Wir tragen den r = 0 entsprechenden Fall der thermodynamischen
Potentiale (5.24) nach. Man gewinnt aus ®; = E — T'S durch Legendre-Transfor-
mation

(POZE(Saf%"'afs):TS_'_@l:TS_Zaifi (526)
1=2

und erhalt fiir die partiellen Ableitungen

E d d T
OE 0 1+<3 1 S>3 =—a; (i=2,...,5) (5.27)

afi  of;  \aT afi

OE 8®,\ T
%_T+<S+B—T>%—T. (5.28)

und
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II. Thermodynamik des Gleichgewichts
6. Abrifl der klassischen Thermodynamik

Wir wollen zunachst in aller Kiirze die historische Entwicklung der Thermody-
namik skizzieren. Ausgangspunkt ist eine empirisch begriindete Beschreibung
makroskopischer Systeme im thermischen Gleichgewicht durch Zustandsgrofien wie
Volumen V', Druck p und Temperatur ¢, die durch eine Zustandsgleichung

f(Vapa "9) =0 (61)

verkniipft sind, so daf} je zwei der drei Variablen ausreichen. (Die Teilchenzahl N
ist stillschweigend vorgegeben.)

Der erste entscheidende empirische Gesichtspunkt ist
dann die von Joule gemachte Feststellung, dafl Warme
eine Form der Energie darstellt. Dies fiihrt zur For-
mulierung des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik, 2
dessen Aussage darin besteht, da} bei einer beliebi-
gen Zustandsanderung zwischen einem gegebenen An-
fangszustand 1 und einem gegebenen Endzustand 2 die
Summe der zugefithrten Warme AQ und der von auflen

geleisteten Arbeit AA dieselbe ist, ndmlich gleich der 1
Anderung der gesamten oder ‘inneren’ Energie v
AFE = AQ + AA, (6.2)

die damit eine Zustandsgrofle wird. Fir infinitesimale Zustandsanderungen
schreibt man auch

dE = 6Q + 6A (6.3)

und deutet damit an, dafl es keine Zustandsgrofien @ und A gibt, d.h. 0Q und
0A hingen im Gegensatz zu dE sehr wohl vom Weg ab. Fiir die am System
geleistete Arbeit 6 A ist dies unmittelbar einsichtig, da man fiir sie durch eine
einfache mechanische I"Jberlegung den Ausdruck

dA = —pdV (6.4)

herleitet, fiir reversible Zustandsanderungen.

Die weitere Entwicklung der Thermodynamik hangt davon ab, dafl es gelingt,
fiir Q) einen entsprechenden Differentialausdruck zu gewinnen. Im Rahmen der
klassischen Thermodynamik erreicht man dies mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes.
Dieser postuliert, dafl es keine thermodynamische Zustandsanderung gibt, deren
einzige Wirkung darin besteht, dafl einem Warmespeicher eine Warmemenge ent-
zogen und (a) vollstindig in Arbeit umgesetzt (Kelvin, Perpetuum mobile 2. Art)
oder auch (b) an einen wirmeren abgegeben ( Clausius) wird. Das Wort ‘einzig’ be-
tont, dafl Systeme, die eventuell an der Ausfithrung der Zustandsanderung beteiligt
waren, am Ende alle wieder in ihrem Anfangszustand sein miissen. Man zeigt
leicht, dafl die Kelvinsche und die Clausiussche Formulierung &aquivalent sind.
Tatsdchlich kann man aus der negativen Aussage des zweiten Hauptsatzes nicht
nur positive, sondern sogar quantitative Folgerungen ziehen. Dies gelingt durch
Benutzung einer Carnot-Maschine.
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Eine Carnot-Maschine arbeitet mit einer beliebi-

gen Substanz, die eine bestimmte reversible zyk-
%, lische Zustandsdnderung (Kreisprozess) ausfiihrt.
Sie entnimmt einem Warmespeicher der Temper-
lQZ atur 95 die Warmemenge @Q-, leistet die mech-
anische Arbeit A und gibt die restliche En-
ergie als Warmemenge Q1 = ()2 — A an einen
C — A=Q,Q, Wairmespeicher bei niedrigerer Temperatur 9 (<
¥2) wieder ab. Man definiert den Wirkungsgrad
als
Q
9,
n= A =1- @ (6.5)
Q2 Q2

Aus dem ersten Hauptsatz folgt dann unmittelbar, dafl alle Carnot-Maschinen
denselben Wirkungsgrad haben (und sogar, da8 keine Maschine, die zwischen
denselben Temperaturen einen Kreisprozef} ausfiihrt, einen grofleren Wirkungsgrad
aufweist). Dieser Carnotsche Wirkungsgrad hingt nur ab von den Temperaturen
der Warmespeicher: n = n(d1,d) und hat weiterhin die Eigenschaft

0<n<Ll. (6.6)

Mit Hilfe zweier hintereinandergeschalteter Carnot-Maschinen, die mit drei
Wirmespeichern (07 < 6, < 63) so arbeiten, daf sie wie eine Carnot-Maschine
zwischen den Speichern 1 und 3 wirken, schliefit man dann auf die Funktionalgle-
ichung

(1 — 7](’(91,’(92)) (1 — 7](192, 193)) =1- 7](191, 193)

Daraus kann man folgern, daf} es eine Funktion der empirischen Temperatur T'(¢)
gibt mit

T(d1)
T(92)
Dies kann zur Definition der absoluten Temperatur benutzt werden, die damit

vollig materialunabhingig wird. Da T'(¢) bis auf einen konstanten Faktor eindeutig
bestimmt ist, vereinbart man

1- 77(191’ 192) =

(6.7)

TTripelpunkt von H, O — 273.16 K. (68)

Unter Verwendung der absoluten Temperatur kann man nun eine Zustandsfunktion
definieren, die man Entropie nennt. Man verdankt dies dem Clausiusschen Satz,
der auch aus den beiden Hauptsatzen gefolgert werden kann: Bei einem beliebigen
quasistatischen Kreisprozess gilt fiir die vom System aufgenommene Warme §Q

die Ungleichung
0Q
— < 0. .
7{ T < 0 (6.9)
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Fir reversible Kreisprozesse gilt das Gleichheitszeichen. Damit ist fiir alle re-
versiblen Prozesse, die vom Zustand 1 zum Zustand 2 fithren, das Integral ff %
dasselbe, wodurch man eine Zustandsfunktion S, die Entropie, durch

1 0Q

T (6.10)

S(2) - S(1) = /1

definieren kann. Jetzt ist auch unsere frithere Frage beantwortet, wie man die
Wirmemenge in (6.3) durch einen Differentialausdruck schreiben kann; es gilt fiir
reversible Prozesse

5Q = TdS. (6.11)

Gleichzeitig findet man fiir beliebige quasistatische Zustandsanderungen die Un-
gleichung

2 50
/1 = < 5(2) - S(). (6.12)

Insbesondere gilt fiir eine Zustandsanderung in einem thermisch isolierten System
immer

S(2) > S(1). (6.13)

Zustandsanderungen, bei denen in (6.9), (6.12) oder (6.13) nicht das Gleichheit-
szeichen steht, konnen nicht in umgekehrter Reihenfolge ausgefiihrt werden, die
dabei geschehene Entropiezunahme kann nicht wieder gutgemacht werden, sie sind
‘irreversibel’. Daf} tatsachlich irreversible Prozesse, zumindest in einer utilitaris-
tischen Denkweise, als verschwenderisch betrachtet werden, wird durch folgen-
des einfache Beispiel klar: Statt durch einen Carnot-Prozefl die ‘niitzliche’ Ar-
beit A = Q3 — @1 zu gewinnen, konnte man einfach die Warmemenge Q5 durch
Warmeleitung von einem in den anderen Warmespeicher transferieren. Der dabei
erlittene Verlust an Arbeit ist nie wieder gutzumachen.

Die Gleichungen (6.3), (6.4) und (6.11) ergeben jetzt explizite Ausdriicke fiir die
partiellen Ableitungen der Energie. Sie lauten

OF

und OF
— =T. N
55 (6.15)

Damit haben wir den unmittelbaren Anschlufl an unsere Ergebnisse aus der statis-
tischen Mechanik im letzten Kapitel gewonnen (siehe (5.27) und (5.28)).
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7. Thermodynamische Grofien

In diesem Abschnitt wollen wir die Grofen und Begriffe, die wir vorher in voller All-
gemeinheit eingefithrt und besprochen hatten, anhand des wichtigsten Spezialfalls
im einzelnen wiederholen, anhand eines Systems aus einer Teilchensorte. Der Zu-
stand eines solchen Systems im Gleichgewicht wird durch wenige makroskopische
Groflen beschrieben. Wir hatten als extensive Variable die mechanischen Grofien
Energie E, Volumen V und Teilchenzahl N kennengelernt und zusatzlich die ihrem
Wesen nach statistische Grofle Entropie S. Fiur unseren Spezialfall gibt es eine
Abhangigkeit zwischen diesen vier Grofien, die man z.B. in der Form

E = E(S,V,N) (7.1)

ausdriicken kann. Die partiellen Ableitungen dieser Funktion sind die intensiven
Zustandsvariablen. Uns sind die Temperatur als

OF

—_T 2

59 (7.2a)
und der Druck als 9

— = 7.2b

5y ~ P (7.2b)

bekannt und die dritte Ableitung

OF

heifit das chemische Potential und ist im allgemeinen nicht so direkt mefibar wie
T und p. Die physikalische Bedeutung der Gln. (7.2) wird deutlicher, wenn man
sie zusammenfaflt in eine Differentialform

dE =TdS — pdV + pdN. (7.3)

Man entnimmt hieraus unmittelbar verschiedene Beitrage zur Energieanderung
bei einem thermodynamischen Prozef}, der reversibel verlauft: TdS = 6Q ist die
zugefithrte Warmemenge, —pdV = § A die zugefiihrte mechanische Volumenarbeit
und pudN die Energiezunahme aufgrund einer Anderung der Teilchenzahl (bei fes-
ter Entropie und festem Volumen). Damit wird die physikalische Bedeutung des
chemischen Potentials klar als der Energie, die ein zugefiigtes Teilchen mitbringen
muf}, damit bei festem Volumen die Entropie konstant bleibt. Die Energieanderung
bei isochoren Prozessen (V=const) ist gegeben durch dE = T'dS, bei isentropen
Prozessen durch dE = —pdV (jeweils N=const.). Prozesse ohne Warmezufuhr
(0Q = 0) nennt man auch adiabatisch, so daf gilt: adiabatisch + reversibel =
isentrop. Wir erinnern uns weiterhin, dafi aus der Extensivitdt (Homogenenitét
vom Grade eins) der Energie (7.1) aus (7.3) die Gleichung

E=TS —pV +uN Duhem — Gibbs—Relation (7.4)
folgt. Man kann sich (7.1) nach der Entropie aufgelost denken und die Funktion

S = S(E,V,N) (7.5)
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betrachten. Indem man (7.3) nach dem Differential von S auflost,

1 P %
ds = TdE+ TdV TdN, (7.6)

erhilt man die partiellen Ableitungen von (7.5). Ein Vergleich mit Kap. 5 zeigt,
dafl die intensiven Parameter a; den Variablen p und —pu entsprechen, wahrend
die A; auf —f@p und Bu fithren. Aus der Extensivitidt und (7.6), aber auch direkt

aus (7.4) erhilt man
E

I

S = T + TV TN . (7.7)
In diesem Zusammenhang erinnern wir an die Maximaleigenschaft der Entropie
im Gleichgewicht. Durch folgende einfache Methode konnen wir die Bedingungen,
unter denen zwei Teile eines isolierten Systems miteinander im Gleichgewicht sind,
daraus wiedergewinnen. Die Gesamtentropie setzt sich additiv aus den Entropien
der beiden Teile zusammen:
S(E,V,N) = S1(E1, Vi, N1) + S2(Ea, Va2, Na),
wobei die Summen 1 2
E=FEi+E;, V=Vi+V3, N=Ni+ Ns
fest vorgegeben sind.

Mogliche Vergleichszustande mit dem Gleichgewicht sind solche, die durch
Anderung von Fy, Vi, Ny entstehen. Aus der Maximalitat der Entropie folgt Sta-
tionaritiat gegen solche Anderungen, also

08 051 085

5E. 0B, om, 0 D=
5S 98, 9Sy
SV, oV, aw, 0 T hi=P
5S  8S, oS

= 1 — 2 :0 jlu/lzu/z_

ON;  ON; 0N,

Wir weisen auch auf die Moglichkeit hin, aus der Verscharfung der Maximaleigen-
schaft in Form des 2. Hauptsatzes (siehe insbesondere Gl. (6.13)) Aussagen iiber
die Richtung physikalischer Prozesse, die von selbst ablaufen, zu erhalten. Dies
sei am Beispiel des Temperaturausgleichs durch Warmeaustausch verdeutlicht.

Der Warmeaustausch soll so langsam ablaufen, dafl die
beiden Teile in jedem Augenblick im Gleichgewicht sind
(quasistatischer Prozefl). Unter Vernachlassigung des ver- T,
mittelnden Mediums 3, das beliebig klein gemacht wer-
den kann, wird der Warmeaustausch so beschrieben: Sys-
tem 1 nimmt die Warmemenge §Q; auf, System 2 die
Warmemenge §Q2 = —0@Q); dieser Vorgang ist begleitet von

Entropieanderungen dS; = % und dS; = ‘SQQ. Die En- ] ( : )
tropie des Gesamtsystems andert sich um dS = d51 +dSy =
(T1 - )6Q1 Falls der Prozef von selbst ablauft, gilt

ds > 0 Daher hat man fiir 77 < Ty auch 6Q; > 0, d.h.
die Warme flieit von der hoheren zur niedrigeren Temper-
atur. Es soll hierbei iibrigens nicht iibersehen werden, daf} T1
die Entropie des Teilsystems 2 bei diesem Vorgang abnimmt.
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Die Energiefunktion (7.1) ist das erste der thermodynamischen Potentiale, die
diesen Namen tragen, weil man die Zustandsgroflen aus aus ihnen durch Differ-
entiation gewinnt. Nach dem Verfahren aus Kap. 5 konnte man durch Legen-
dre-Transformation zu sieben anderen Potentialen libergehen, die dquivalent sind.
Vier davon haben praktische Bedeutung und sollen nunmehr diskutiert werden.
Die ‘freie Energie’ ist definiert als

F(T,V,N)=E —TS. (7.8)
Wegen d(T'S) = SdT + TdS folgt aus (7.3) sogleich
dF = —SdT — pdV + pudN, (7.9)

woraus man die partiellen Ableitungen der freien Energie ablesen kann (vergleiche
mit dem Transformationsschema in Kap 5). Aus Gl. (7.4) entnehmen wir auch

F = —pV + uN. (7.10)

Wenn man eine Volumenanderung bei konstanter Temperatur vornimmt, andert
sich die Energie keineswegs um —pdV, da man auch Warme zufithren muf}, um
die Temperatur festzuhalten. Daraus ergibt sich die physikalische Bedeutung der
freien Energie: bei einem ‘isothermen’ Prozel (mit ebenfalls konstanter Teilchen-
zahl) geht die gesamte zugefiithrte Arbeit in die freie Energie: dF = —pdV. Die
freie Energie kann direkt aus der statistischen Formel

1
F = _Bank, Zy = Spure PH (7.11)

berechnet werden. Die kanonische Dichtematrix (4.14) wird damit

1
Ok — _e—,BH — eﬂ(F_H), (712)
Zx

woraus man leicht Gl (7.8) bestitigt, da S = —kz3(F — E) = —LZE gilt.
Die ‘Enthalpie’ ist definiert durch

H(S,p,N) = E +pV, (7.13)

hat das Differential
dH =TdS + Vdp+ pdN (7.14)

und erfiillt die Duhem-Gibbs-Relation
H =TS+ pN. (7.15)
Wenn man bei einem isobaren Prozefl (p=const.) Warme zufiihrt, mufl man gle-

ichzeitig Arbeit leisten, um den Druck festzuhalten. Die zugefithrte Warme geht
ganz in die Enthalpie: (dH), v = TdS.
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Die ‘freie Enthalpie’ ist definiert durch
G(T,p,N)=E—-TS+pV =F+pV =H-TS, (7.16)
ihr Differential lautet
dG = -SdT + Vdp + pdN (7.17)

und nach Duhem-Gibbs gilt
G = pN. (7.18)

In einem einkomponentigen System (nur eine Teilchenzahl) ist die freie Enthalpie
pro Teilchen gleich dem chemischen Potential.

Das ‘groflkanonische Potential’ ist schliellich definiert als

(T, V,u) =E—-TS — uN = F — uN; (7.19)
sein Differential ist
d® = —SdT — pdV — Ndp, (7.20)
und es gilt
o= —pV. (7.21)

Die Dichte des groflkanonischen Potentials ist bis auf das Vorzeichen gleich
dem Druck. Der Name rithrt daher, dafl ® sich aus der groflkanonischen Zus-
tandssumme als

1
® = —— In Zg, Zg. = Spur e PH=1N) (7.22)

B
ergibt. Der Dichteoperator (4.19) schreibt sich mit ®

gk = P @HARN) (7.23)

woraus sich wie bei der freien Energie (7.19) bestétigen 148t.

Neben den bisher eingefithrten Groflen sind noch einige abgeleitete thermody-
namischen Groflen von besonderer Wichtigkeit. Eine haufig gestellte Frage ist,
wieviel Warme man einem System (in reversibler Weise) zufithren muf}, um seine
Temperatur um einen bestimmten Betrag zu erhohen. Man definiert die ‘spezifis-
che Warme’ als

0Qrev dS
=T—.

ar dr
Diese Grofle hangt natiirlich noch ab von der Art der Prozefifithrung. Ublicherweise

wird die Teilchenzahl festgehalten und man unterscheidet nur zwischen einer iso-
choren spezifischen Warme

C =

(7.24)

0S OF
=T— = — 2
Cvox oT \lv,n  OT |lv,N (7.25)
und einer isobaren spezifischen Warme
0S oH
Con=T— = — . 7.26
PN oT p,N oT »,N ( )
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Die spezifische Warme ist eine extensive Grofle.
Eine andere haufige Fragestellung ist, um wieviel sich das Volumen eines Systems
bei einer gegebenen Druckanderung verandert. Man definiert die Kompressibilitat

als
1dVv

—_ - 7.27
eine extensive Grofle, die auch von der Prozefithrung abhangt. Man unterscheidet
eine isotherme

10V
- 7.28
o V Ooplt,N ( )
und eine adiabatische Kompressibilitat
10V
- 7.29
foa.n V dp ls,N’ (7.29)
je nachdem, ob man in einem Warmebad oder warmeisoliert komprimiert.
SchlieBlich ist der ‘thermische’ Ausdehnungskoeffizient
10V
= —=— 7.30
@ V oT p,N ( )

(intensiv) von Interesse.

Im Anschlu8 an die Einfiihrung der abgeleiteten Grofien kann man einige interes-
sante Aussagen iiber statistische Schwankungen machen. Zunichst betrachten wir
Energieschwankungen in der kanonischen Gesamtheit. Aus

E=<H>= Sé’;l’lr—}ﬂ{ folgt g—’g - —(AHy)>. (4.16)
Andererseits gilt % . = —kgT%Cy » und daher
Cyn = (255‘2)2. (7.31)
Wir ziehen neben der Folgerung
Cyx2>0 (7.32)

aus der Extensivitat von Cy y die Folgerung

(5) ~o(%) =

Auf dhnliche Weise erhalt man in einer Druckgesamtheit mit dem mittleren Volu-
men X
Spur Ve A(H+»V)

%4 K
Spur e_,B(H+pV)
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die Schwankungsformel %—‘; . —B(AVy,)?, also
Kon = ﬁ%. (7.34)
Wir lernen daraus
Krn 20 (7.35)
e (AV‘“)? - 0(i). (7.36)
14 N

Fiir die grofkanonische Gesamtheit folgt mit N = SPur Ne B0 o die Teilchen-

Spur e*ﬁ(H‘l'l»LN)
= B(ANg)? und daher
.V

zahlschwankung %

SORE! &

Wir haben damit neben den sehr allgemeinen Ungleichungen (7.32) und (7.35) die
schon frither behauptete Scharfe der Verteilungsfunktionen der Erhaltungsgrofien
fir makroskopische Systeme wiedergewonnen.
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8. Thermodynamische Relationen

Im letzten Kapitel haben wir einen Satz von Groflen kennengelernt, die alle eine
mehr oder weniger direkte Bedeutung zur Beschreibung von thermodynamischen
Zustinden oder Prozessen haben. Da dieser Satz mehr Groflen enthielt, als
zur Charakterisierung eines Zustands gebraucht werden, iiberrascht es nicht, daf
zwischen diesen Groflen allgemeine Zusammenhinge bestehen; wir nennen solche
allgemeinen Zusammenhange thermodynamische Relationen. In diesem Kapitel
wird haufig bei Ableitungen die Teilchenzahl N festgehalten werden, ohne daf es
ausdriicklich vermerkt wird.

Eine Art von thermodynamischen Relationen haben wir schon benutzt, ndmlich
die Duhem-Gibbs-Relation in ihren verschiedenen Versionen. Thr Ursprung war die
Extensivitat der thermodynamischen Potentiale. Die Duhem-Gibbs-Relation war
eine Konsequenz der Fulerschen Differentialgleichung fiir extensive Grofien.

Eine analoge Quelle von thermodynamischen Relationen fliet aus der Fulerschen
Differentialgleichung fiir intensive Gréflen. Man erhélt so zum Beispiel (aus
p(T,V,N) =p(T,aV,aN)) die Relation

Op op

- £ N = N

oV TN + ON IT,v 0 (8.1)
und (aus p(T,V,N) = u(T,aV,aN))

o ou

— — N =0. .2

oV TN + ON IT,v 0 (8.2)

Damit konnen Ableitungen nach dem Volumen in solche nach der Teilchenzahl
umgewandelt werden, und umgekehrt.

Eine weitere wichtige Quelle von thermodynamischen Relationen sind die Inte-
grabilitatsbedingungen fiir die im vorigen Kapitel aufgeschriebenen Differential-
formen. Sie wissen, daf} eine Differentialform df = f; dx + f5 dy integrierbar ist,
d.h. sich aus einem Potential f = f(z,y) ableitet, wenn %—’;1 = % gilt (und das
Definitionsgebiet einfach zusammenhingend ist). Angewandt auf das Differential
der freien Energie (7.9) gibt uns dies die wichtige Relation

05| _on
ovir oTlv’

die eine isotherme Entropieanderung mit einer isochoren Druckanderung verkniipft.
In analoger Weise erhilt man aus dem Differential der freien Enthalpie (7.17)

08 ov

(8.3)

-2 = _va 8.4
aplr — 9T |, @ (84)
Aus (7.9) folgt auch
ou dp
ad == 8.5
oV lt,N ON IT,v’ (85)
it (8.1) und (8.2) zu — N 2% =YV Op d
woraus man mit (8.1) und (8.2) zu — 37 7 vy - NV y oder
ou vV 1
il = 8.6
ONIT,v  N2kpy (8.6)
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gelangt; diese Relation gestattet die Berechnung der isothermen Kompressibilitat
direkt aus der groffkanonischen Gesamtheit. Man iiberlegt leicht, daf} es fiir die be-
trachtete Art von Systemen, beschrieben durch drei Variablenpaare (S,T), (V, P)
und (N, ), 24 Integrabilitatsbedingungen gibt, die allerdings paarweise identisch
sind; man hat also 12 verschiedene Integrabilitatsrelationen.
Fiir Ableitungen der thermodynamischen Potentiale erhdlt man oft aus deren Dif-
ferentialformen interessante Relationen wie aus (7.3)
OF 0S op
avir = Tavle P~ Torly
wo zuletzt (8.3) verwendet wurde.
Eine grofle Zahl thermodynamischer Relationen ergibt sich aus dem Bemiihen, eine

Variable, nach der differenziert wird, oder eine beim Differenzieren festgehaltene

: : . OFE OE (el 2} (el 2}
Variable gegen eine andere auszutauschen: &7 . — B . oder 57 . — 57 .
Solche Umformungen lassen sich in systematischer Weise unter Benutzung der

Jacobi-Determinante vornehmen. Fiir ein Paar von Funktionen f(u,v), g(u,v) ist

die Jacobi-Determinante definiert durch 24:9) — det <f“ f”) = fuGv — gufo-

B(u,) Y G

P, (8.7)

Hat man mittels v = u(z,y) und v = v(z,y) zusammengesetzte Funktionen f =
f(u(z,y),v(z,y)) und g = g(u(z,y),v(z,y)) gebildet, so gilt nach der Kettenregel
und dem Determinantenmultiplikationssatz 259 — 2(59) | 9(uv) w7 halten
a(z,y) d(u,w)  O(z,y)
o(f,9) _ _ 8(f,9) o(fw) _ of o(f,9) , O(u,v) _
Bow) = "B Bww) — ou|, "B B b = L
Als erste Anwendung der Determinatenmethode versuchen wir den oben mehrmals

auflerdem fest:

aufgetretenen Ausdruck g—é’,‘ auf uns gelaufige Groflen zuriickzufiihren:
v

av
@ — 3(p,V) — 3(p,V) . 8(p?T) - _ or p _ i (8 8)
oTlv — o(T,V) 9d(p,T) O(T,V) a_v‘ Kr. '
op T
Als zweite Anwendung finden wir
v
oS 8(S,p) 8(5,[)) 8(Sa V) 8(T, V) 8_p‘T
= T_ - T = T . . et .
“=Torl, = oty T oS ) ar ) o)~ gy
Pls
oder c
. _ fr
oo (8.9)
SchlieBilich gilt
08 a(S,V) a(S,V) 0o(T,p)
72| =T - T :
“=Torly =Toav) =~ Tamp) aT.v)
oV
T
_pop| (05 9V _3_5‘ ov :CP_TB_S‘ p
oVIT\oT lp OplTr OplToT lp 3pT8_V‘
op T
CNG (V)2

(—Vkr)’
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also
2

C,—Cy = TV:—. (8.10)

T

Aus (8.9) und (8.10) folgt auch (k:C, — k:Cy = TV a?, k:Cy = ksC,)

2

For — g = TVg—. (8.11)

P

Von den fiinf abgeleiteten thermodynamischen Groéflen sind also nur drei un-
abhéngig. Man sieht im {ibrigen, dafl die thermodynamischen Relationen nicht-
triviale experimentell direkt priifbare Zusammenhéinge implizieren. Aus den Un-
gleichungen (7.32) Cy > 0 und (7.35) Kk > 0 folgt mit (8.10) und (8.9)

C,>Cy >0 und kg > kg > 0; (8.12)

diese Ungleichungen kan man sich auch durch eine qualitative Betrachtung plau-
sibel machen.

Die Ungleichungen Cy > 0, kr > 0 hatten wir aus statistischen Betrachtungen
erhalten. Man kann auch sie als thermodynamische Relationen aus dem Maxi-
malprinzip der Entropie herleiten. Dazu gehen wir iiber die bisherige ﬁberlegung
hinaus, bei der wir die Stationaritat der Entropie im Gleichgewicht ausgenutzt
hatten, um die raumliche Homogenitat der intensiven Zustandsgrofien zu demon-
strieren.

Wir nutzen jetzt auBler der Stationaritat die Stabilitdt der Entropiefunktion.
Nehmen wir zwei identische Teilsysteme 1 und 2 an, die Volumen und Energie
austauschen konnen. Die Entropie des Gesamtsystems S(E,V) = Si(E1, V1) +
Sa(E2, Va)

ist wegen N; = N, im Gleichgewicht maximal fiir £ = FEy =
E/2 und V; = V5 = V/2. Bei virtuellen Abweichungen vom Gle-
1 2 |ichgewicht, By = E/240E, Vi 5 = V/2+46V nimmt die Entropie
S nicht zu; folglich gilt

S, 8S, 89S, 9S, 1,025, 9255\ .,

> =|— - — E (R — — E
0205 <6E1 8E2)6 +(av1 81/2)6V+2<8E12+8E§>6 +
925, 925,
2 + 2
vz v

( 025, 028,

1
SESV 4
OBV, 8E28V2) V+ 2(

)6V2 +0(8%).

Daraus folgt zusatzlich zu den Stationaritatsbedingungen die Stabilitatsbedingung:

8%s 8%s
Die Funktionalmatrix der Entropie < g?; 3{‘9/2%]3 > muf} negativ semidefinit sein.
9EOV V2 o( 25 05
Dazu ist notwendig und hinreichend, da8 (1) 23 < 0 und (2) 59‘9(_%7:3_‘)’ > 0 ist,
also )
2 oL
ﬁ — _T‘ - _ 1 <0,
9E?|,  OElv  T2Cy =
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9(22,85) _ O(%, L) _ oz, %) O(T.V) _ 1o 1 1 -0
d(E,V) JoE, V) o(T,V) O(E,V) T3oVir Cy T?’VF\‘,TCV -
Die Zahl der moglichen thermodynamischen Relationen ist schier unerschopflich.
Wir erganzen unsere Liste um einige, die wir zum Teil spater verwenden wer-
den. Ableitungen von abgeleiteten Grofien sind manchmal auf einfache Ausdriicke

zurickzufiihren; es gilt zum Beispiel:

aov (8.3),, 0%p
T— 1
8V‘T oT v 8T‘V ovir oT? |, (8.13)
Fir adiabatische Prozesse ist von Bedeutung
oT or,s) o(,s) o(T,p)  0S 1 VTa
or | _ — ) — . = . (8.14)
opls — d(p,S)  A(T,p) 9(p,S)  dplr g_;‘ Cp
P

Man sieht, da3 bei adiabatischer Kompression die Temperaturanderung vom
Vorzeichen des thermischen Ausdehnungskoeffizienten abhéngt (Eis). Beim noch
zu besprechenden Joule-Thomson-Prozef interessiert man sich fiir folgende isen-

. aT _ o(TH) _ O(T\H 9(T,p) _ 8H OH
thalpe Ableitung |y, 3((1,,9{)) - 8((T,p)) ' 8((10,7]')[)) - _a—p‘T/a—T » Aus (7.14)
erhalt man o s
(8.4)
—| =T— V'="V(1-Ta). 8.15
o0 n =T |, +VE V(- Ta) (8.15)
Somit ist oT v
—| == (Ta—-1). 8.16
5yl = T D) (8.16)

Viele thermodynamische Relationen enthalten die absolute Temperatur explizit.
Sie waren nicht erfiillt, wenn die absolute Temperatur durch eine beliebige em-
pirische Temperatur ersetzt wiirde. Man wird daher diese Relationen benutzen
konnen, um die absolute Temperatur zu bestimmen. Eine der wichtigsten Meth-
oden dazu beruht auf Gl. (8.16). Wir denken uns eine empirische Temperatur
und suchen T'(f). Wir betrachten

" or) _on) o
Opln  Oplu 06

OM|  OH| OT C
2 C = — = — _— -1 = P
@) T oTl, o0 l,\08) T oT
10V 10V 0T a
(3) o= — = - 35 - (—)_1_3_'
p 08 or
Folglich gilt 52 ng; & (Ta — 55) oder
dinT _ A
- a (8.17)
de 1+ Co o0
V Bp U

Aus einer Messung von &,C, und des Joule-Thomson-Koeffizienten unter Be-
nutzung einer beliebigen empirischen Temperatur an einer beliebigen Substanz
gestattet (8.17) die Berechnung der absoluten Temperatur.
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9. Kreisprozesse. Thermodynamische Maschinen

Fiir viele technische Anwendungen sind thermodynamische Prozesse von auss-
chlaggebender Bedeutung. In den meisten Fallen wird dabei mit einer Arbeitssub-
stanz ein Kreisprozefl periodisch durchlaufen. Aus praktischen Griinden wird die
Arbeitssubstanz oft nach jeder Periode durch eine neue ersetzt, wie etwa bei der
Dampfmaschine oder beim Verbrennungsmotor. Wir sehen hier davon ab, weil
sich dadurch am Prinzip der Maschinen nichts andert, und nehmen an, daf} die
Teilchenzahl N der Arbeitssubstanz (im allgemeinen ein Gas) konstant bleibt.
Dann geniigen zwei thermodynamische Variable zur Beschreibung des Prozesses;
falls dieser quasistatisch verlauft, ist der Zustand der Arbeitssubstanz in jedem
Augenblick durch diese Variablen vollig charakterisiert. Es ist aufschlufireich, wie
wir sofort sehen werden, die Prozesse sowohl in einem (7', S)- als auch in einem
(p, V)-Diagramm darzustellen.

TlWS S ﬁ1Ws vV

Die von dem Kreisprozefl umschlossenen Flachen haben unmittelbare anschauliche
Bedeutung. Fiir einen Umlauf ist

Frs = % TdS = @@ = vom System aufgenommene Wirmemenge, (9.1)

Fpv = %pdV = W = vom System geleistete Arbeit; (9.2)

diese Groflen sind negativ, wenn das System Warme abgibt, bzw. wenn Arbeit
am System geleistet wird. Wegen des Energiesatzes ist

Q=W, (9.3)

d.h. die Flichen des Kreisprozesses im (7, S)- und im (p, V')-Diagramm sind gle-
ich.* Einen gegebenen Prozefl kann man offenbar in zwei Richtungen laufen lassen.
Wegen (9.3) sind die Richtungssinne in beiden Diagrammen identisch. Man spricht
daher von einem Rechts- bzw. einem Linksprozefl. Thre Funktion bei Anwen-
dungen hingt vom Umlaufsinn ab. Fiir Rechtsprozesse gilt Q = W > 0, sie
wirken als Arbeitsmaschinen. Fiir Linksprozesse dagegen gilt QQ = W < 0, sie
konnen als Kaltemaschinen oder Warmepumpen wirken. Dies 1at sich am besten
durch Betrachtung einfacher Prozesse verdeutlichen. Solche Prozesse sind aus
Teilprozessen zusammengesetzt, bei denen bestimmte thermodynamische Grofien
konstant gehalten werden, insbesondere aus Isothermen, Adiabaten, Isochoren und
Isobaren.

8(T>S) — 1

Formal folgt dies aus der thermodynamischen Relation apv) — L
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T P

Isobare
Isotherme

Adiabate

Isobare
Isotherme

V

Isochore
Adiabate S Isochore

Aus den thermodynamischen Ungleichungen (8.12) folgen einige allgemeine Regeln
iiber den Verlauf solcher Teilprozesse in den Diagrammen, die oben betrachtet
wurden. Der wichtigste Kreisprozefl ist der Carnot-Prozef:

T P
T

S
T, T
S V

Als Rechtsprozefl entnimmt der Carnot-Prozefl aus dem Warmebad der hoheren
Temperatur T> die Warmemenge Qo = T2(S2 — S1), gibt die Warmemenge Q; =
Ty (S2—S1) an das Warmebad der tieferen Temperatur T} ab und leistet die Arbeit
W = Q2 — Q1. Als Wirkungsgrad einer Arbeitsmaschine bezeichnet man

A geleistete Arbeit
~ aufgenommene Wirmemenge’

und findet fir den Carnot-Prozef}

T — T
néarnot = T. (< 1) (94)
2

Wie wir aus Kapitel 6 wissen, folgt aus dem zweiten Hauptsatz, dal der Carnot-
Prozefl von allen Prozessen, die zwischen den Temperaturen 7} und T, arbeiten,
den hochsten Wirkungsgrad besitzt. Dies wurde in der klassischen Thermody-
namik zur Definition der absoluten Temperatur und der Entropie benutzt. Wir
konnen dieses Prinzip der maximalen Arbeit hier leicht wieder deduzieren:

(6.9)—>0ng:/ @4_ @2 @+ @:@_@
T s0>0 T Jsgeo T 500 I2 Jsgco Tt T2 Th

Azuzl_ggl_ﬁ_w“ (9.5)

—>TI - rnot*
Q2 Q2 Ty Carnot
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Hierbei wurde angenommen, dafl jede Warmezufuhr aus dem oberen Bad stammte
und jede Wiarmeabgabe an das untere Bad erfolgte. In (9.5) gilt das Gleichheit-
szeichen nur, wenn der Prozef} reversibel verlauft und wenn Warme nur bei kon-
stanter Temperatur 77 oder 7, ausgetauscht wird. Die Erhohung des Wirkungs-
grades durch hohe 75 wird in Hochtemperaturreaktoren, Hochdruckdampfkessel,
Raketenbrennkammern und anderen Anwendungen ausgenutzt.

Der inverse Carnot-Prozel nimmt als Linksproze8 Warme aus dem tieferen Bad
und Arbeit auf und gibt die dabei gewonnene Energie ans obere Bad als Warme
ab. Als Warmepumpe aufgefaflt hat dieser Prozef eine Heizeffektivitat

w _ abgegebene Warmemenge 1
~ aufgenommene Arbeit ~ p4
von
T 1
ng/;).rnot = > 1) (96)

T\ W
T2 Tl NCarnot

Schon Kelvin wies darauf hin, dafl diese Heizmethode effektiver als die iibliche
(nW' = 1) ist. Sie wurde trotzdem nur an wenigen Stellen realisiert (Royal Fes-
tival Hall, ETH-Ziirich) und ist erst in den letzten Jahrzehnten wieder popular
geworden. Als Kiltemaschine hat der inverse Carnot-Prozef} eine Kiihleffektivitat

K entzogene Warme

aufgenommene Arbeit

von
S —
Carnot T2 . T1

(9.7)

Neben dem Carnot-Prozef} sollen kurz der Ackeret-Keller-Prozefl und der Stirling-
Prozefl erwahnt werden.

T Ackeret-Keller Prozef3 p

T, P
p2 / ; p]_ TZI\ T2
T S P Vv
T Sterling Prozef3 p
T, \V/ T,

T
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Beim ersteren wird die Arbeitssubstanz in zwei Teile zerlegt, die auf den beiden
Isobaren tiber einen Gegenstromwarmeaustauscher Warme austauschen. Beim
zweiten wird die auf den Isochoren gehandelte Warme voriibergehend in einem
Regenerator gespeichert. Beide Prozesse erreichen bei reversibler Fithrung den
carnotschen Wirkungsgrad, falls die Arbeitssubstanz ein ideales Gas ist. Sie haben
praktische Bedeutung als Kiihlverfahren, da sie geringere Druck- und Volume-
nunterschiede erfordern als der Carnot-Prozefl. Der Stirling-Prozef} ist realisiert
im Philips-Luftverfliisssiger. Haufig ist aus praktischen Griinden ein Teil eines
Kreisprozesses irreversibel gefiihrt, obwohl sich dadurch der Wirkungsgrad ver-
schlechtert.

Eine sehr wichtige solche irreversible Zustandsan-

derung ist der Joule-Thomson-Proze}: Ein Gas —— H —
wird iiber ein Drosselventil vom Anfangsdruck p; Py H P

auf den Enddruck ps entspannt.

Dieser Prozef} 1483t sich ohne Warmeaustausch durch geeignete Volumenanderung
in den beiden Kammern ausfithren (Anfangsvolumen V;, Endvolumen V53).

Es gilt dE = 6A und daher By — By = fl JA = fV —p1)dV + fo —po)dV =
p1 Vi — p2Vs. Folglich ist By +p1Vh = Ey + paVa, Hi = Ha, die Enthalpie des Sys-
tems ist unveréndert nach Ausfiihrung des Joule-Thomson-Prozesses. Aus (8.16)
konnen wir entnehmen, wie sich dabei die Temperatur des Gases verandert hat:

P2 9T oT v
T2—T1:/ — | dp, —| =—=(aT -1).
p ODIH opln C,
Die beobachtete Temperaturanderung heifit Joule- Thomson-Effekt. Beim klassis-
chen idealen Gas ist er nicht vorhanden (@ = 7). Bei realen Gasen kann der

Joule-Thomson-Effekt beide Vorzeichen haben. Er fiihrt zu einer Abkiihlung,
wenn o > % ist; dieses Verhalten zeigen alle Gase bei hinreichend tiefen Temper-
aturen (Inversionskurve). Wegen dH = T'dS + V dp gilt

8S 1%
=T <O (9.8)

Beim Joule-Thomson-Prozefl nimmt also die Entropie zu, T,
woraus seine Irreversibilitat ersichtlich ist. Die Luftverfliissigung
nach dem Linde-Verfahren (1895) ist eine Modifikation R,

des Ackeret-Keller-Prozesses unter Benutzung des Joule- P,
Thomson-Effektes.

Ty

Als weiteres Beispiel fiir einen irreversiblen Prozefl betrachten wir die adiabatische
Ausdehnung eines Gases ohne Arbeitsleistung (Ausdehnung ins Vakuum). Dieser
Prozef} erhilt die Energie des Gases. Die auftretende Temperaturanderung ist

V2 9T
T—T:/ — dV.
2 1 Vi oV |E
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Es gilt
or| _o(T,E) _O(T,E)o(V,T) _ _ia_E‘ (zsj)i( _pop ) (9.9)
ovie ~ a(V,E) _ a(V,T)a(V,E) Cyovir o, \P " "arlyv/)

Beim idealen Gas gibt es auch bei diesem Prozess keine Temperaturanderung.
Wiederum sind im Prinzip beide Vorzeichen moglich; bei hinreichend verdiinnten
realen Gasen zeigt sich jedoch immer eine Abkiihlung (Van der Waals-Krifte

anziehend). Wegen

0S P
- £ . N
oVie T >0 (9.10)

nimmt die Entropie bei der Ausdehnung ins Vakuum zu.
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10. Das Nernstsche Theorem

Eine bedeutende Eigenschaft thermodynamischer Systeme bei Ann&dherung an den
absoluten Nullpunkt 7" = 0 soll unter Riickgriff auf die Statistik diskutiert werden.
Fiir T — 0, d.h. 8 — oo werden im kanonischen Dichteoperator in zunehmendem
Mafle Zustinde am unteren Rande des Energiespektrums hervorgehoben:

PSPl _ Pyt B, e
— o0 — — —
Spur e—AH Yoo e PEn 9+ g€ B(En—Eo)

. (10.1)

Der oder die Zustande mit der tiefsten Energie Ey, g an der Zahl, bilden einen
Unterraum, auf den der Projektor P, projiziert. Fiir 7" — 0 erhilt man wegen
E,—FEy;>0

.

Bei der absoluten Temperatur null befindet sich das System mit endlicher
Wahrscheinlichkeit nur in den energetisch tiefsten Zustanden, in den Grundzustanden.
Fir die Entropie findet man

o(T'=0) (10.2)

o(T=0)=—ks <lnp>=kglng. (10.3)

In vielen Systemen ist der Grundzustand nicht entartet, g = 1, so dafi S(T'=0) =
0 folgt. In realen Systemen kann der Grundzustand zwar entartet sein, jedoch
wéchst die Entartung mit der Teilchenzahl N hochstens wie O(NN) an. Daher gilt
selbst dann fiir die Entropie pro Teilchen & = ks In N — 0 (N — o0). Die
Entropie als extensive Grofle ist null bei T = 0. Dieser Sachverhalt wurde von
Nernst ohne statistische Durchleuchtung als allgemeiner thermodynamischer Satz
postuliert (hiufig als 3. Hauptsatz bezeichnet):

Nernstsches Theorem:

Die Entropie jedes realen Systems verschwindet am absoluten Nullpunkt
fiir alle Werte der iibrigen thermodynamischen Variablen (V, N).

Dieser Satz hat beobachtbare Konsequenzen; aus ihnen hat Nernst seinen Satz
erschlossen. Die erste Konsequenz ist, dafl alle spezifischen Warmen bei 7' = 0
verschwinden. Das folgt aus 22 = % und C' > 0, weil % bei T' = 0 integrabel sein

oT —
muf}. Insbesondere gilt
Cy -0 und C,—0 (T —0). (10.4)

Weiterhin verschwindet der thermische Ausdehnungskoeffizient; wegen (8.4): a =

a—0 (T'—0). (10.5)
Aus (8.3) und (8.8): X = g—; . %‘T folgt schliefllich auch
o)
Pl 2 50 (T—0). (10.6)

0T lv Ky
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Man kann aus (10.4)—(10.6) schliefen, da limy_,o S(T,V, N) existiert und un-
abhangig von den Variablen V, N ist. Da im Rahmen der klassischen Thermo-
dynamik die Entropie nur bis auf eine willkiirliche additive Konstante definiert
werden konnte (siehe(6.10)), war es Nernst freigestellt, diese Konstante festzule-
gen. Thre Festlegung auf den Wert null versteht man nur aus den obigen statistisch
mechanischen ["Jberlegungen.

Eine wichtige Folgerung des Nernstschen Theorems ist die Unerreichbarkeit des
absoluten Nullpunkts. Fiir einen beliebigen Parameter X laufen die Kurven kon-
stanten X im (7', S)-Diagramm in den Nullpunkt. Da X nur endliche Werte an-
nehmen kann, verlaufen alle Prozesse zwischen zwei Kurven X = X; und X = Xos.
Man kann durch adiabatische Anderung von X eine Abkiihlung erreichen. Danach
mufl man die Entropie erniedrigen, was durch Warmeabgabe geschehen mufl und
infolge Abwesenheit eines kalteren Bades giinstigstenfalls bei konstanter Temper-
atur geschehen kann. Um 7' = 0 zu erreichen, hatte man diese Vorgange offenbar
unendlich oft zu wiederholen. Das ware nicht notig, wenn eine Substanz mit dem
zweiten dargestellten (7', S)-Diagramm existierte.

T T
=X =X
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11. Phasengleichgewichte

Wir wollen uns nun mit der Erscheinung auseinandersetzen, dafl ein und dieselbe
Substanz in verschiedenen deutlich unterscheidbaren Phasen auftreten kann.
Die bekanntesten Phasen sind die festen, fliissigen und gasférmigen. Genauere
Beobachtung erlaubt jedoch eine viel detailliertere Unterscheidung von verschiede-
nen Phasen: verschiedene Kristallstrukturen in der festen Phase, verschiedene
Arten von sogenannten fliissigen Kristallen, magnetisch oder elektrisch geordnete
Festkorperphasen, supraleitende Zustande von Metallen, suprafliissige Phasen des
Heliums und vieles mehr.

Verschiedene Phasen einer Substanz konnen im thermodynamischen Gleichgewicht
nebeneinander bestehen, man spricht dann von Phasengleichgewichten.

Wir betrachten wiederum die Teilchenzahl N des

Gesamtsystems als fest und beschreiben die Verhalt- P
nisse im Phasen- oder Zustandsdiagramm, als dessen
Variable man p und 7" wahlt. Die Phasen sind in
solch einem Diagramm durch Phaseniibergangs- oder fest
Phasengrenzkurven voneinander getrennt. Ein Pha-
sendiagramm gibt kein vollstandiges Bild aller mog- flissig
lichen Zustande des Systems, weil alle Phasenkoexis-
tenzzustande auf Phasengrenzkurven liegen. Anson- gasformig T

sten bestimmen p und 7" den Zustand eines Systems
eindeutig.
Dies gilt jedoch nicht bei Phaseniibergidngen (1.0rdnung). Wir verdeutlichen dies
am Beispiel der Verdampfung von Wasser. Wenn wir Wasser bei konstantem Druck
(1 atm) erhitzen, steigen Energie und Volumen mit der Temperatur stetig an.
Sobald am Siedepunkt die Verdampfung beginnt, bleibt die Temperatur stehen,
obschon das Volumen und die Energie weiter ansteigen. Alle Zustinde, die zu
einem Teil aus Wasser und zu einem Teil aus Dampf bestehen, liegen im (p,T)-
Diagramm auf einem Punkt (bei gegebenem Druck). Die Temperatur steigt erst
wieder, wenn die gesamte Wassermenge verdampft ist. Zur Charakterisierung eines
Phasengleichgewichtszustands reichen also die intensiven Variablen p und T nicht
aus, man braucht mindestens eine extensive Variable, etwa V oder E (auler N)
oder deren Dichte.
Druck und Temperatur sind die natiirlichen Variablen der freien Enthalpie G.
Wegen dG = —SdT + Vdp + pudN ist G bei dem Phaseniibergang unverandert
geblieben; dies entspricht der generellen Regel, dafl thermodynamische Poten-
tiale stetige Funktionen ihrer natiirlichen Variablen sind. Die Konstanz von G
ergibt sich auch aus einer Energiebilanz: AE = AQ + AA = TAS — pAV =
AG = AFE — TAS + pAV = 0 oder auch aus der Gleichgewichtsbedingung
1 = peo fur die chemischen Potentiale zweier Teilsysteme, als die wir hierzu
die beiden Phasen wihlen (beachte hierzu G = upN). Bei der (isotherm aus-
gefiihrten) Phasenumwandlung nimmt das System im allgemeinen also eine bes-
timmte Warmemenge Q7 auf, die man als latente Warme oder Ubergangswarme
bezeichnet. Es gilt

Qr =TAS, (11.1)

wenn AS die Entropieanderung beim Phaseniibergang ist. Gleichzeitig andert sich
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das Volumen um AV. Indem man die freie Enthalpie langs der ﬁbergangskurve
p(T) nach T differenziert, erhilt man die Relation:

dG dp dp
ar = ot Vigp = T

Dabei konnte die Differentiation auf beiden Seiten der Grenzkurve, bezeichnet

durch 1 und 2, ausgefiihrt werden. Als Resultat erhalten wir mit Vo, — V; =

AV, Sy — §1 = AS die Clausius-Clapeyron-Gleichung:
dp QL

~Sy 4+ Va (11.2)

(11.2)

die wichtige Konsequenzen hat.

Der Fliissigkeits-Gas-Ubergang (Verdampfen, Kondensieren) hat die interessante
Eigenschaft, dafl mit wachsender Temperatur seine latente Warme abnimmt und
schlieffilich an einem kritischen Punkt verschwindet, an dem die ﬁbergangslinie
endet. Man kann deshalb ohne jeglichen Phaseniibergang von der Fliissigkeit zum
Gas gelangen, indem man den kritischen Punkt umrundet. Die Eigenschaft realer
Gase in der Umgebung des kritischen Punktes bilden ein hochaktuelles Kapitel

der Forschung (Kritische Phinomene).

AS>0, AV<O

Wasser

fest

AS>0,AV<O

flussig
w T

Die meisten Systeme bleiben nicht bis zu beliebig
tiefen Temperaturen fliissig; eine Schmelzkurve
miindet am Tripelpunkt in die Dampfdruckkurve.
Am Tripelpunkt koexistieren alle drei Phasen. Zur
eindeutigen Zustandsbeschreibung sind dort zwei
extensive Variable (E und V') oder deren Dichten
notig. Die Schmelzkurve hat fiir gewisse Sub-
stanzen negative Steigung j—é’, < 0, zum Beispiel
fiir Wasser. Aus (11.2) folgt dann AV < 0
(weil immer AS > 0 beim Ubergang zur Phase
der hoheren Temperatur): Eis zieht sich beim
Schmelzen zusammen.

Bei Temperaturen unterhalb des Tripelpunktes
koexistieren feste und gasformige Phase (Sublima-
tion).

3He und “He kénnen bis zu beliebig tiefen Tem-
peraturen fliissig bleiben. Beim 2He zeigt sich in
der Schmelzkurve ebenfalls eine negative Steigung.
Was hier jedoch iiberrascht, ist nicht das kleinere
Volumen, sondern die hohere Entropie, d.h. die
groflere Unordnung der festen Phase.

Es sei noch bemerkt, dal wegen des 3. Hauptsatzes und (11.2)

dp
T 0 (T'—0) (11.3)

(falls nicht zufdllig AV — 0 fiir T — 0): Phasengrenzkurven miinden bei T'= 0
immer waagerecht ein.
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Das (p,T)-Diagramm hat den Nachteil, da} es die GroBe des Volumen- oder
Entropiesprunges beim Phaseniibergang nicht erkennen 1a8t. Um diese zu verdeut-
lichen, zieht man ein (p, V')- oder (7, S)-Diagramm hinzu, in denen man Isother-

men bzw. Isobaren einzeichnet. Wegen %‘T = —p, F(T,V)- F(T,V,) =

- f‘Z pr(V')dV' kann man aus den Isothermen die Volumenabhingigkeit der freien
Energie konstruieren. Wegen G = F + pV kann man aus der freien Energie

schlieflich die freie Enthalpie konstruieren, G(T,p), mit p = —g—‘I; - Diese

Konstruktionen kénnen auch umgekehrt werden; die Isothermen p(V), F(V) und

G(p) enthalten identische Information iiber das betreffende System und dessen
Phaseniibergang.

Man beachte, daB fiir jedes Phasengemisch die drei Groflen C,, K+ und o« unendlich
grof} sind. Dagegen sind C,, und ks durchaus endlich. Wegen g—"} . 0 und

Op| _ dp 5
or ||, = dar erhalt man

88

Cy w‘ a(S,V) d(p, S) dp| 88 dp| S
v __T V. __T ’ ’ —T et 0 el IR ) e
Ks V%_V‘ V(?(T, V) o(V,S) 4 <3T voVir oVIroTlv
Pls
d
- & TV(@)2 (11.4)
Ks ar/ - )
P F
T= const.
kritischer Punkt
p(T)
/ Phasen-
gemisch vV
Vi Vo
F-F,

G.(p)

\
vc\ p(m)
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12. Mehrkomponentige Systeme

Bisher haben wir uns mit der Betrachtung von Systemen begniigt, die nur eine
Teilchensorte enthielten. Die allgemeinen statistischen und thermodynamischen
Grundlagen fiir mehrkomponentige Systeme hatten wir schon gelegt; wir wollen
hier kurz auf einige spezifische Eigenschaften solcher Systeme eingehen.
Bei Anwesenheit von k verschiedenen Teilchenarten, die nicht ineinander umwan-
delbar sind (siehe jedoch dazu das Ende dieses Kapitels), sind die k& Teilchenoper-
atoren Ny, ..., N Erhaltungsgrofien, denen k intensive Variablen, die chemischen
Potentiale puq, ..., ux zugeordnet sind. Die Verallgemeinerung der in Abschnitt 7
definierten thermodynamischen Groflen versteht sich von selbst. Die innere En-
ergie (siehe (7.1))

E=E(S,V,Ny,...,Ng) (12.1)

besitzt das Differential (siehe (7.3))

k
dE = TdS — pdV + > p; dN;. (12.2)
i=1
Die freie Enthalpie
G(T,p,N1,...,Ny)=E—-TS+pV =F +pV (12.3)

erfiillt anstelle von (7.18) die Duhem-Gibbs-Relation

k
=1

Dagegen gilt fiir das grolkanonische Potential

k

i=1

nach wie vor (7.21): & = —pV.

Statt durch die Teilchenzahlen beschreibt man den Zustand mehrkomponentiger
Systeme haufig durch relative Teilchenzahlen oder Konzentrationen: Mit der
Gesamtteilchenzahl N = Zle N; definiert man ¢; = % als die Konzentration der
t-ten Komponente. Natiirlich sind von den k£ Konzentrationen nur £—1 unabhangig
wegen Zle c; = 1. Wenn die Gesamtteilchenzahl N wieder ausgelassen wird, da
sie nur die Gesamtmenge oder Grofle des Systems beschreibt, ist der Zustand eines
k-komponentigen Systems in einem (k + 1)-dimensionalen Zustandsdiagramm zu
spezifizieren. In der Praxis wird man meist nur 2-dimensionale Projektionen davon
diskutieren.

Mit wachsender Komponentenzahl erhoht sich die Zahl der moglichen Phasen im
Sinne des vorherigen Abschnitts rapide. Man wird daher in mehrkomponentigen
Systemen sofort zur Betrachtung von Phasengleichgewichten geleitet. In einem
Zustandsdiagramm aus k + 1 der k + 2 intensiven Variablen T',p, u1,. .., ui wer-
den homogene Phasen wie im vorigen Abschnitt durch Hyperflichen abgegrenzt,
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auf denen sie koexistieren konnen. Offensichtlich konnen r Phasen auf einer f-
dimensionalen Hyperflache koexistieren, wobei

f=2+k—r (12.6)

gilt. Dies ist die Gibbssche Phasenregel. Sie ist in ﬁbereinstimmung mit un-
serer Erfahrung in einkomponentigen Systemen (f = 3 — r), wo eine Phase im 2-
dimensionalen (p,T)-Diagramm, zwei Phasen lings p(7")-Kurven und drei Phasen
am Tripelpunkt existieren. Man erkennt, dafl in 2-komponentigen Systemen bis zu
vier Phasen koexistieren konnen, und wir haben uns diese Moglichkeit an Beispie-
len klarzumachen. Die wichtigsten Erscheinungen, die bei mehrkomponentigen
Systemen auftreten, zeigen sich schon bei 2-komponentigen; wir werden diese im
folgenden qualitativ und stichwortartig besprechen.

Zwei verdiinnte Gase vermischen sich im Gleichgewicht und
bilden also eine homogene Phase. Dies gilt nicht fiir Fliissig-
keiten, die haufig in zwei verschiedenartigen fliissigen Phasen
koexistieren konnen (Ol,Wasser). Im allgemeinen enthal-
ten die beiden Phasen nicht nur eine Komponente in reiner
Form, sondern sie enthalten beide Komponenten, jedoch in
verschiedenem Konzentrationsverhaltnis. Die Situation wird
durch nebenstehendes (7, c)-Diagramm beschrieben. Bei ho-
hen Temperaturen verschwindet haufig die Phasentrennung
(kritischer Punkt). 1 C 2

Phasen-
gemisch

(p =const.)

Im festen Zustand gibt es eine Vielfalt von Moglichkeiten. Zwei Metalle etwa
konnen unter Umstanden unvermischbar sein; dann kristallisieren sie aus einer
Schmelze jedes fiir sich in reinen Kristallchen. Sie konnen aber auch in gewissen
stochiometrischen Verhaltnissen als intermetallische Verbindungen kristallisieren.
Schliefllich konnen sie in gewissen Mischungsverhaltnis ineinander 16slich sein
und sogenannte feste Losungen bilden. All dies kann zu beliebig komplizierten
Phasendiagrammen fiihren, die gespickt sind mit eutektischen Punkten und Mis-
chungsliicken. Die detaillierte Diskussion solcher metallurgischer Begriffe wiirde
hier zu weit fiihren.

Als Beispiel fiir die Koexistenz einer Gas-
und einer Fliissigkeitsphase sei die Verdamp-
fung einer voll mischbaren 2-komponentigen
Fliissigkeit (Luft) diskutiert. Auch hier unter-
scheiden sich die Konzentrationsverhaltnisse
in der Gas- und der Fliissigkeitsphase in Koex-

istenz. Beim Verdampfen einer 2-komponenti- (p= const.)
gen Fliissigkeit unter konstantem Druck bleibt

die Temperatur nicht konstant, weil sich das Flussigkeit
Mischungsverhaltnis in der Flussigkeit im Laufe

der Verdampfung verschiebt. 1 C 2

Wir wollen noch ganz kurz Phinomene wie Gefrierpunktserniedrigung, Siedepunkts-
erhohung und Dampfdruckerniedrigung diskutieren, die im Zusammenhang mit der
Losung von festen Stoffen in Fliissigkeiten auftreten (z.B. Salz in Wasser). Der
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geloste Stoff soll weder in der festen Phase noch in der Gasphase des Losungsmittels
loslich sein. Dann werden nur die Eigenschaften der fliissigen Phase durch den
gelosten Stoff verandert. Im allgemeinen wird dabei die freie Enthalpie der Losung
erniedrigt (Extremalprinzip). Aus den untenstehenden Diagrammen erkennt man
unmittelbar, warum dies eine Siedepunktserhohung und Gefrierpunktserniedri-
gung zur Folge hat. Analog versteht man die Dampfdruckerniedrigung.

G G

. gasf'c')rmig flussi9

s - Lpsung
>

o
£
S
[72)
@
(o))

(p=const.) T (T=const.) p

Offenbar begeben wir uns dabei auf das Gebiet der physikalischen Chemie, bei dem
wir nicht allzu lange verharren wollen. Erscheinungen wie Osmose fallen ebenfalls

in diesen Bereich:
Hierbei wird die Einstellung des vollstandigen Gleich-

gewichts durch eine halbdurchlassige Wand verhin-
dert. Im Gleichgewicht sind deshalb nur diejeni-
gen intensiven Variablen in beiden Teilsystemen

LOsung
gleich, deren extensive Partner ausgetauscht wer-
den konnen. Wenn Warme und Teilchenzahl N,
semipermeable des Losungsmittels austauschbar sind, nicht jedoch
Membran [T Teilchenzahl Ng des gelosten Stoffes und Volumen,
. so gleichen sich nur 7" und py, aus, nicht aber p und

reines

ps; deren Werte hangen von den Teilchenzahlen
Ny, auf beiden Seiten ab. Der aus einem Konzen-
trationsunterschied resultierende Druckunterschied
hei}t osmotische Druckdifferenz.

Ldsungsmittel

Falls die Komponenten eines Systems chemisch reagieren kénnen z.B. 2Hy + Oy =
2H»0, unterliegen die Teilchenzahlen einer Reaktionsgleichung der Form

k
> vid; = 0. (12.7)
i=1
Im obigen Beispiel ware vy, = 2,v0, = 1,vn,0 = —2. Bei einer Elementarreaktion

andern sich die Teilchenzahlen wie

Obschon die verschiedenen Erhaltungsgrofien keine strengen Erhaltungsgrofien
sind, betrachtet man tiblicherweise die Entropie als Funktion aller dieser Teilchen-
zahlen: S(E,V,Ny,..., Ng). Dies bedarf der Rechtfertigung, da$ die chemischen
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Reaktionen viel langsamer ablaufen als die Einstellung des lokalen Gleichgewichts.
Da die Entropie im Gleichgewicht maximal ist, gilt dann:

_ 95 _ 08

1=

k
0 vi, also ZMW =0. (12.9)
i=1
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III. Eigenschaften kondensierter Materie

13. Uberblick

Wir wenden uns nun dem rechten Teil des Diagramms auf Seite 1 zu. Die
Gleichgewichtseigenschaften eines Systems, dessen Mechanik durch den Hamil-
tonoperator H beschrieben wird, haben wir in der Hand, wenn wir es fertigbringen,
die kanonische Zustandssumme fiir N Teilchen

Zn = Spur i e PH (13.1)

oder auch die grolkanonische Zustandssumme

Zg. = Spur e AH-1N) ZZNe’B“N (13.2)
N=0

zu berechnen. Fiir die uns vertrauten Materieformen kennen wir den betre-
ffenden Hamiltonoperator sehr genau. FEr enthalt die kinetische Energie der
Teilchen (Atomkerne und Elektronen) und die Coulomb-Wechselwirkung zwischen
ihnen; dazu kommen relativistische Beitrage zu beiden Energieanteilen wie Korrek-
turen zur klassischen kinetischen Energie und Spin-Bahn-Wechselwirkung, die aber
haufig vernachlissigbar sind. Bei Materie sehr hoher Dichte (Kern-/Sternmaterie)
hitte man es statt mit Atomkernen mit einzelnen Nukleonen (Protonen, Neu-
tronen) zu tun, deren Wechselwirkung man empirisch auch einigermaflen gut be-
herrscht. Es wird sehr schnell klar, dafl eine Auswertung der Zustandssumme
mit obigem Hamiltonoperator fiir makroskopische Systeme weit auflerhalb der
gegenwartigen und auf lange Sicht wohl auch der zukiinftigen Moglichkeiten liegt.
Es ist ganz bemerkenswert, dal man durch Auswertung einer solchen Zus-
tandssumme die Boltzmannsche Konstante auf mechanische Naturkonstanten
zuriickfithren konnte: man wiirde, von einer geeigneten Mischung von Elektro-
nen, Protonen und Sauerstoffkernen ausgehend, den Tripelpunkt des Wassers
berechnen. Eine natiirliche Energieeinheit fiir den Hamiltonoperator wire mec?;
auflerdem enthielte er als Naturkonstanten die Feinstrukturkonstante «, die

Massenverhaltnisse Z;— und mmfﬁ Man erhielte daher
P 0] .

Bl = ky - 273.16 K = mec? - f <a, Me _Mp ) :
mp Moie

Offensichtlich mufl man sich Naherungen einfallen lassen, die zumindest eine ap-
proximative Auswertung von Zustandssummen fiir reale Systeme erlauben. Dies
ist eine der Aufgaben der Vielteilchenphysik, im speziellen der Festkorperphysik.
Die Menge der Naherungsverfahren ist sehr grofl, und bei der Erfindung solcher
Methoden sind der Phantasie keine Grenzen gesetzt. Wir wollen hier nur einige
allgemeine Naherungsprinzipien kurz aufzahlen.

Das wichtigste solche Prinzip besteht darin, von der oben angedeuteten funda-
mentalen Beschreibung abzusehen und einfachere effektive Hamiltonoperatoren
heranzuziehen. Ein derartiges Vorgehen wird man haufig nicht rein mathema-
tisch rechtfertigen konnen, es wird eher aus physikalischen Vorstellungen heraus
begriindet.
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Beispiele dafiir sind, dafl man unter ‘normalen’ Bedingungen die Atomkerne als
Einheiten auffafit und nicht auf ihre Bestandteile zuriickfithrt, oder dal man
relativistische Anteile der Energie unberiicksichtigt 148t (solche Vereinfachungen
empfindet man haufig gar nicht als Naherungen). Ein weiteres Beispiel ist, daf§
man oft ganze Atome oder Molekiile anstatt der Elektronen und Kerne als Teilch-
eneinheiten wahlt. Wenn sich dies durch einen Vergleich der thermischen mit
den Dissoziationsenergien der Einheiten rechtfertigen 1afit, wird die vereinfachte
Beschreibung mit der fundamentalen vollig gleichwertig sein.

Leider fiithrt auch dieses Naherungsprinzip nur selten zu exakt auswertbaren
Zustandssummen, und man benotigt weitere Naherungen. Oft kann man in
Grenzfillen (geringe/hohe Dichte/Temperatur usw.) eine N&herungsrechnung
ausfithren, indem man nach einem geeigneten Parameter entwickelt. Schliefilich
kann man den Hamiltonoperator so sehr vereinfachen, dafl eine exakte Berechnung
der Zustandssumme moglich ist. Solche Modellrechnungen lassen zwar nur bed-
ingte Schluflfolgerungen auf reale Systeme zu, sind aber dennoch oft sehr wertvoll.
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14. Die klassische Naherung

Im Prinzip sollte jedes reale System durch eine quantenstatistische Zustandssumme
beschrieben werden. Jedoch spielen Quanteneffekte in gewissen Féllen keine Rolle.
Wir wollen uns hier mit dem Ubergang zur klassischen Statistik beschaftigen, der
sich formal durch die Vorschrift A — 0 vollziehen 1a8t. Es geniigt, die kanonische
Zustandssumme (13.1) zu betrachten, da die grofSlkanonische dann direkt aus (13.2)
folgt, ohne dal Quanteneffekte hinzutraten.

Wir wollen die klassische Naherung zunachst fiir ein einziges Teilchen mit einem
Freiheitsgrad (in einer Dimension) untersuchen. Die Eigenzustdnde des Ortsoper-
ators sowie diejenigen des Impulsoperators bilden eine Basis des Zustandsraumes
und es gilt:

Z|x) = z|x), /dac lz) (x| =1, (2'|z) =6(x—2') (14.1)

5 dp
oo =slph [ Bl =1 Wip) =2 -p), (142
wobei die Normierung so gewahlt wurde, daf
(x| p) = e/ (14.3)

gilt. Jedem in diesem Zustandsraum wirkenden Operator A kann man nach der
Vorschrift

A = Ap,z)=(p|Alz)(z|p) (14

4)
eine Funktion der beiden Variablen p und z, die Wignerfunktion des Operators A
zuordnen. Speziell fir Operatoren der Form

B(p,z) = f1(p) f2(2) (14.50)

liefert diese Zuordnung
B(p,z) = f1(p) fo(2) |(p] @)’ (14.5b)

oder mit (14.3) einfach
B(p,z) = fi(p) - f2(2). (14.5¢)
Zum Beispiel wird einem Hamiltonoperator H = 2132 (Z) durch (14.4) die

entsprechende klassische Hamiltonfunktion H (p,z) = % +V (z) zugeordnet. Dem

Kommutator zweier Operatoren A und B entspricht eine Funktion, die sich als
Integral {iber die Funktionen A(p,z) und B(p,x) schreiben 148t. Entwickelt man
diesen Ausdruck nach A, so erhalt man

0l A, Bll )l ) = 522

das klassische Pendant eines Kommutators ist proportional A und der Poisson-
Klammer der betreffenden Operatoren.

+0(r?) = = {A, B} + O(h?), (14.6)

h
1
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Um den klassischen Grenzfall der kanonischen Zustandssumme Z = Spur e=BH 4y
finden, beachten wir zunachst

e BERFTW@) = =Biz =AW (@) | O(R). (14.7)

Wir fiihren dann die Spur in der Impulsbasis aus:

Spur X = / (p| X|p) (14.8)

und erhalten unter Benutzung der Vollstdndigkeitsrelation in (14.1)

Z:/ BT o) e ) a] ) = / W o (14 o). (149

Allgemeiner erhalt man fiir jede quantenstatistische Formel den klassischen Gren-

zfall, indem man die Spur durch % und die Operatoren durch ihre Wigner-

. " 52 R
funktion (14.4) ersetzt. So wird wegen Ae PH = e=B3m Ae PV 4 O(R) aus
jedem Mittelwert

dpds (1)) Je=PH| z) (z] p)

< A > = Spur (43) = 2"hw
‘% (ple=#1|z) (x| p) (14.10)
f dpds 4 (p, ) e=PH(P:2)

f dpd“’ —BH (p,z) (R = 0).

Man erkennt, dal das Wirkungsquantum % hier aus der Endformel herausfallt.
Bisher stammen alle Quanteneffekte von der Nichtvertauschbarkeit von Opera-
toren. Eine zweite Quelle von Quanteneffekten sind die Symmetriekorrelationen,
die bei Anwesenheit mehrerer identischer Teilchen auftreten. Betrachten wir dazu
ein System von N identischen Teilchen in drei Dimensionen. Der Hamiltonoperator
fiir ein solches System

3N P2
Z L Wi, dN) (14.11)

wirkt in einem Raum von Zustanden, fiir den man eine Basis von Orts- und Im-
pulseigenzusténden &hnlich wie in (14.1) und (14.2) angeben kann. Man hat nur
die Notation z = (z1,---,z3n) und p = (p1,---,psn) und die Zustinde |z) =
|z1) -+ - |xsn) und |p) = |[p1) - - - |psn) einzufiihren. Der Raum der physikalischen
Zustande umfafit allerdings nur solche Zustande, die entweder totalsymmetrisch
(Bosestatistik) oder totalantisymmetrisch (Fermistatistik) beziiglich Teilchenver-
tauschung sind. Wenn man in diesem Unterraum das System von symmetrisierten
Zustanden

p)s \/_ Z (£1)X? Plp) (14.12)
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einfiihrt, die iibrigens nicht alle (aber ‘fast alle‘) analog zu (14.2) normiert sind
und die fiir verschiedene |p) identisch sein kénnen, dann kann man die Spur iiber
den physikalischen Zustandsraum schreiben als

Spur X — — / P x1p) (14.13)
pur X = — [ ——= (p| X|p),. .
NUJ (27R)*N

Es ist zu beachten, daf fiir (z|p), keine Formel existiert, die so einfach wie (14.3)
ist, und dafl daher fiir Operatoren der Form (14.5a) zwar (14.5b), jedoch nicht
(14.5c) gilt. Eine Dichte |,(p| ;v>|2 ist nicht identisch gleich eins, sondern enthilt
Symmetriekorrelationen. Der Effekt dieser Korrelationen, d.h. die Beitrage von
| (p| :1:)|2 — 1, verschwinden aber im Grenzfall A — 0, es handelt sich also auch
hier um einen Quanteneffekt. Der klassische Grenzfall der Zustandssumme fir N
identische Teilchen ist folglich

1 d*Np d3Nx iy 1 d*Np d3Nx _
= m/Ws<ple P p) (| p), = W/We PHE:) (14 O(R)).
(14.14)
Die klassische Zustandssumme (Zustandintegral) erinnert tatsichlich auf zwei
Weisen an die Quantenstatistik: 1) durch den Faktor (27h)~3Y, der sie dimen-
sionslos macht, 2) durch den Faktor 1/N!, der die thermodynamischen Potentiale
extensiv macht. Beide Faktoren sind also durchaus wichtig. Sie riithren beide
vom richtigen Abzahlen der Zustinde her. Der erste bedeutet, dafl im Phasen-
raum jedem Volumenelement der Grole (27/)3N ein Zustand entspricht, was man
aus der Unscharferelation schon héatte erraten konnen. Der zweite driickt aus,
daB fiir identische Teilchen Zustande, die durch Teilchenvertauschung auseinander
hervorgehen, nur einmal gezahlt werden diirfen.
Offenbar konnen in der klassischen Zustandssumme die Impulsintegrationen direkt
ausgefiihrt werden: wegen ffooo dpe=P’/a = V/ma erhilt man

1 d*Ng

wobei die sogenannte thermische de Broglie-Wellenlange A definiert ist durch

A= _ 2mh (14.16)

V2rmksT

Sie ist die quantenmechanische Wellenlédnge eines Teilchens, dessen Energie gleich
ksT ist. Wegen A ox h, kann man die klassische Naherung auch als Entwicklung
nach Potenzen von A auffassen. Diese Entwicklung ist gerechtfertigt, wenn A klein
ist gegen alle anderen relevanten Langen des Systems, z.B. gegen den mittleren
Teilchenabstand. Die klassische Zustandssumme reduziert sich auf ein Konfigu-
rationsintegral, in dem iiber alle raumlichen Konfigurationen der N Teilchen mit
dem Gewichtsfaktor e=8W (#1,-»23~) summiert wird. Die Berechnung solcher Kon-
figurationsintegrale ist im allgemeinen immer noch sehr schwierig.
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Als néchstes beweisen wir fiir klassische Systeme den Gleichverteilungs- und den
Virialsatz. Sei y irgendeine Orts- oder Impulskoordinate des Systems. Dann gilt
wegen —%%6_’3[{ = %e‘ﬂH

oOH _fdpdmy%—ge_ﬂH_ 1fdpd;ve_5H_ 1

<y8y -~ [ dpdxe—BH _depdxe_ﬁH_B'

Hierbei wurde partiell integriert. Da y eine der Integrationsvariablen ist, konnte
die Ableitung von e #H auf den Faktor y iibergewilzt werden. Es wurde dabei

angenommen, dafl Randbeitrage bei der partiellen Integration gleich Null waren.

2
Fir y = p; erhalten wir unter Beachtung von pig—g = %

1 < 8H>_< p?
2 pzapi N 2m

1
> = hal. (14.17)

In klassischen Systemen entfallt auf jeden Impulsfreiheitsgrad der gleiche Energiebei-
trag von der GréBe kT (Gleichverteilungssatz). Fiir y = z; erhéilt man nach der
Summation iiber alle Ortskoordinaten

0H
Y <wimn—>=3NkT (14.18)
i1 81’,
oder mit 22 = —p, und mit (14.17) den Virialsatz
3N 3N 2
iy > = —2 ZL> = 2By, 14.19
< ;p T; > < ; > . ( )

Die Vernachlassigung der Randbeitrage bei der obigen partiellen Integration sei
noch kurz diskutiert. Fir den Gleichverteilungssatz ist sie sicher gerechtfer-

tigt, da e=P% fiir p — +oo verschwindet. Bei (14.18) ist jedoch Vorsicht
geboten, weil es zwei Moglichkeiten gibt, ein System raumlich einzuschranken:
Entweder schlieft man in die Hamiltonfunktion ein Wandpotential ein, das die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens auflerhalb des betrachteten Volu-
mens gegen null gehen 1aft, dann ist (14.18) korrekt. Man kann aber auch die
Einschrankung durch Randbedingungen vornehmen, indem man also im Konfigu-
rationsintegral nur iiber das betrachtete Volumen integriert, dann sind die Ran-
deffekte auf der linken Seite von (14.18) nicht beriicksichtigt und man hat die
Randbeitrige bei der partiellen Integration explizit hinzuzufiigen (Beispiel: keine
innere Wechselwirkung — g—g =0).

Klassische Systeme verhalten sich nicht im Einklang mit dem Nernstschen Theo-
rem. Man sieht dies zum Beispiel durch Berechnung der spezifischen Warme:

3 (AW)?

_ SNk .
Cv = 3Nks +

(14.20)

Der erste, kinetische Beitrag 1at den Gleichverteilungssatz wiedererkennen; der
potentielle (Konfigurations-) Beitrag ist nicht negativ. Die spezifische Warme C;,
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geht im Widerspruch zum Nernstschen Theorem fiir 7' — 0 nicht gegen null. Das
weist darauf hin, da3 die klassische Naherung bei tiefen Temperaturen niemals

richtig ist. Da die thermische de Broglie-Wellenlange bei tiefen Temperaturen

beliebig grof wird (A ~ ﬁ), iiberschreitet sie dabei den mittleren Teilchenab-

1
stand (%)3, der eine relevante Lange fiir das System darstellt. Wenn A nicht

1
mehr klein gegen (%) ® ist, werden quantenmechanische Symmetriekorrelationen

wichtig und die klassische Naherung bricht zusammen. Um eine Vorstellung von
den Groflenordnungen zu bekommen, setzen wir in (14.16) Zahlenwerte ein und
erhalten

5-10738 . 5.56- 105

TK]~ A2[cm?] - m]g] - A2[A2] - m[m,]

(14.16')

1
Dies gibt fiir Elektronen in einem Festkorper (m = me, (%)3 ~ 1078cm)

eine Temperatur von 5.5 - 105K, die iiberschritten werden muf, damit Symme-
triekorrelationen unerheblich werden. Als zweites Beispiel wihlen wir ein Gas

(m=A-m;,, (¥)* ~1078cm) und finden, daB eine klassische Beschreibung, was

Symmetrieeffekte betrifft, fiir Temperaturen deutlich oberhalb %K vollig ausre-
icht.
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15. Die idealen Gase

Als konkrete einfache Beispiele wollen wir hier die thermodynamischen Eigen-
schaften eines Systems von nicht wechselwirkenden identischen Teilchen behan-
deln, die in ein Volumen V eingesperrt sind. Ein solches System heifit ein ideales
Gas. Man unterscheidet anhand der Symmetrieeigenschaften der Teilchen ein ide-
ales Fermi-Gas und ein ideales Bose-Gas. Zunachst wollen wir jedoch die klassis-
che Naherung, die ja fiir beide Falle identisch ist, diskutieren, das klassische ideale
Gas (Boltzmann-Gas).

Die kanonische Zustandssumme fiir das klassische ideale Gas ergibt sich aus (14.15)
direkt als

1 /(v\Y 1
Zk(T,V,N):m<F> :mzliv(:r,v,n. (15.1)

Mit der Stirling-Formel In N! = NIn & + O(In N) erhélt man fiir die freie Energie

1 N
F(T,V.N) = 57 = —Nk,Tln <6‘;é > (15.2)

und erkennt, dafl der Abzihlfaktor IN! n6tig ist, um die freie Energie extensiv
zu machen. Alle thermodynamischen Eigenschaften des klassischen idealen Gases
folgen unmittelbar unter Beachtung von A T =:

F NksT
p= _Z—V . I:/B (thermische Zustandsgleichung) (15.3)
OF V/N 5

-2 — Nk, (1 ° 15.4

5= oy B(“A3+2> (15.4)

E=F+TS= gN ksT  (kalorische Zustandsgleichung) (15.5)
5

H=E+pV = NksT (15.6)
OE 3

—_ — — —N ]_ .

& oTr'lv 2 ks (15.7)
oH 5

C,=—| ==Nk 15.8

P 87— » 9 B ( )
10V 1

_ 1 _1 15.

““vorl, T (15.9)
10V 1

—__ | == 15.10

o Voplr p ( )
C 3

Ks = KTF: = 5 usw. (15.11)

Dieselben Ergebnisse erhilt man aus einer grolkanonischen Rechnung. Wenn wir
zur Bequemlichkeit die Fugazitat z

z = ePH, g—; = Bz, (15.12)
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einfithren, lautet die grofSkanonische Zustandssumme des klassischen idealen Gases

o N
Zgr (T, Vy ) = Z 2N Z (T, V,N) = Z 2 (T, 1) = eV/A . (15.13)

Folglich wird das grolkanonische Potential

1 1

O(T,V,p) = -3 In Zg. = —EZV/)\S, (15.14)
0P

N = —— =2V/A3, 15.15

on° / ( )

pV = —& = Nk, T usw. (15.16)

Um nun die idealen Quantengase in den Griff zu bekommen, haben wir zunachst
deren Energieeigenzustande zu klassifizieren. Weil keine Wechselwirkung zwischen
den Teilchen besteht, konnen die Eigenzustande aus Einteilchenzustanden konstru—

iert werden, die Eigenzustinde des Einteilchen- Hamiltonoperators H = 2 (fiir
Teilchen mit endlicher Ruhemasse) sind. Die Einteilchenzustéinde kénnen nach
ihrem Impuls, genauer nach drei Impulseigenwerten p klassifiziert werden. Da
wir das System in ein bestimmtes endliches Volumen einschlieflen, wird das Im-
pulsspektrum diskret. Im einzelnen hangt das Spektrum natiirlich von der Form
des Volumens ab. Wir werden uns spater auf einen Kubus der Lange L, also des
Volumens V' = L3, beschrinken. Es ist physikalisch klar, jedoch mathematisch
nicht einfach zu zeigen, daf fiir grofle Systeme nur das Volumen V und nicht die
Form dieses Volumens zahlt. Bei periodischen Randbedingungen (siehe dazu die
I"Jbungen) sind die Impulseigenwerte im Kubus

wo 71 ein beliebiger Vektor aus ganzen Zahlen sein kann.
Die moglichen Vielteilchenzustinde des Systems kann man wie in (14.12) als sym-
metrisierte Tensorprodukte der obigen Zustande schreiben:

1) = Z(il)XPP|ﬁl>_..|ﬁN>.

P

Wir brauchen hier weder die genaue Normierung noch eine spezielle Darstel-
lung dieser Zustande. Was wir brauchen ist nur folgende Konsequenz der
Symmetrisierung: Fiir Bose-Gase (+1) kann in dem Tensorprodukt jeder Im-
puls p beliebig oft vorkommen, fiir Fermi-Gase (—1) hochstens einmal, da
sonst der Zustand die Norm null hat (Pauli-Verbot). Daraus ergibt sich eine
andere Moglichkeit der Klassifikation von Vielteilchenzustanden, namlich nach
Besetzungszahlen der zugrundeliegenden Einteilchenzustande. Man nennt die
Hiufigkeit mit der ein Zustand [p) in (14.12) vorkommt die Besetzungszahl nj
dieses Zustandes. Fur Bose-Teilchen konnen die nz die Werte 0,1,2,... annehmen,
fiir Fermi-Teilchen nur die Werte 0 oder 1. Ein Vielteilchenzustand (14.12)
ist offenbar durch die nz (bis auf einen konstanten Faktor) eindeutig bestimmt
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und umgekehrt entsprechen verschiedene Besetzungszahlen {n;} auch verschiede-
nen Zustinden (Besetzungszahldarstellung). Die nj; bestimmen insbesondere die
gesamte Teilchenzahl

N=Y n; 15.18
> (15.18)
7

und die gesamte Energie

=2
E=Y eny = p—m (15.19)

[\

2

des Zustandes. Bei geeigneter Normierung stellt die Menge der Zusténde {nz} ein
vollstandiges orthonormiertes System von physikalischen Zustdnden dar.

Es fallt nicht leicht, die kanonische Zustandssumme fiir die Quantengase direkt
auszurechnen, weil die Nebenbedingung (15.18) das Abzéhlen der Zustdnde er-
schwert. Wir berechnen deshalb die groflkanonische Zustandssumme, bei der diese
Komplikation entfallt. Es gilt Zg =

Z Ne=BE _ Z Zzﬁnﬁe—ﬂzﬁeﬁnﬁ — Z H (Ze—ﬂeﬁ)nif _ H [Z(ze—ﬂeﬁ)n] )

{ns} {ns} {nsz} 7 72 n

Die n-Summationen hangen von Charakter der Teilchen ab, wie oben diskutiert.
Man erhalt:

_Bes\ 1
Z(T,V,2) = [1; (1 — ze=Fer) (Bose-Gas) ‘ (15.20)
BT I1; (1 + ze=Per) (Fermi-Gas)
Also ist das grolkanonische Potential durch
LN _In(1 — ze7P%)  (Bose-Gas)
¢ zp
(T, Vi) = { —5 2 pIn(1+ 2e7F%)  (Fermi-Gas) (15.21)

gegeben. Durch Entwickeln nach Potenzen von z erhalt man unmittelbar das
klassische Ergebnis (15.14) wieder (® = —%z%) Wir werden sogleich einsehen,
warum eine Entwicklung nach z den klassischen Grenzfall liefert. Gleichung (15.21)
gibt uns iiber ® = —pV den Druck des Quantengases. Die mittlere Teilchenzahl
ist
0P —Bes

N=—5 = Eﬁ: 15:7 (Bose/Fermi-Gas). (15.22)
Diese Ausdriicke entsprechen der Gl. (15.18), da die Mittelwerte der Beset-
zungszahlen sich ergeben zu

0P 1

<ng>=o— =
P dey P /z2F 1

(Bose/Fermi-Gas). (15.23)
Offenbar sind damit die thermodynamischen Eigenschaften der Quantengase auf
die Berechnung von Integralen zuriickgefithrt. Wir untersuchen im folgenden
zunachst das ideale Fermi-Gas.
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16. Das ideale Fermi-Gas

Wir untersuchen die Eigenschaften eines spinlosen Fermionengases in einem Kubus
der Kantenlange L weiter. Fiir makroskopische Ausdehnung des Kubus liegen die
Impulseigenwerte (15.17) beliebig dicht, so daf$ nach der Vorschrift

2,,: — (%)3/&”5 (16.1)

jede Impulssumme in ein Integral umgewandelt werden kann. Aus (15.21) erhalten
wir so

1V 2 _ B2
ﬁ(27rh) 47r/ dp p ln<1—+—ze 2m>

oder nach einer Variablentransformation z = p\/im und unter Benutzung der

pV =

thermischen de Broglie-Wellenldnge A (14.16) und des spezifischen Volumens v =
1%
N

v

kT A3 3(2)

(16.2a)

f3(2) = % /Ooo dz 221 (1 + ze_w2>. (16.2b)
Analog wird aus (15.22)
2 - f(2) (16.3a)
mit

£3(2) f/ e‘”2/z+ =24 (e). (16.35)

Wegen kf;—VT = In Zg und der thermodynamischen Relation

o, 1

E=-L1z (—,

op " "\

(hierbei nicht p, sondern z festgehalten!) kdnnen wir nun aus (16.2a) die exakte
Beziehung

v, z) (16.4)

3
B=pV (16.5)

herleiten, die wir vom klassischen idealen Gas kennen und die folglich die Quan-
tisierung iiberlebt hat (mitsamt Folgerungen wie z.B. k5, = 3/5p, etc.).

Die Funktion f5 und fs sind Spezialfalle der verallgemeinerten Riemannschen
Zetafunktion. Von hier ab bleibt im allgemeinen nichts iibrig als eine numerische
Auswertung. Grenzfille kann man jedoch durch geeignetes Entwickeln unter-
suchen. Das werden wir im folgenden tun. Da nur ein echter Parameter, namlich
z, eingeht, gibt es nur zwei Grenzfalle: kleine z und grofle z.

Da fiir z — 0 nach (16.3a) ’\73 — 0 geht, entspricht dieser Grenzfall dem klas-
sischen Limes, hier durch die physikalische Situation: hohe Temperaturen oder
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geringe Dichten gegeben. Dieser Grenzfall ist sehr leicht zu diskutieren, weil die
Zetafunktion um z = 0 eine einfache Taylorreihe besitzt:

© (~1)H1 4
_y TR <), (16.6)
=1
Daher folgt aus (16.3a)
A3 22 3

oder nach z aufgelost

z:%3+2—\:l/§<%3>2+0((%3)3). (16.7b)

A
BP e : of PP z=1000
n N A 5(2)
n }\33 B
2 3A2) 20
1 10 z=50
3
z z=10 nA
2 4 6 8 2 4 6 8 10 12 14

Um die Zustandsgleichung zu erhalten, mufl man dies in (16.2a) einsetzen; man
erhalt

2 3 3
L Y- T A
o= <z 5+ 0 )) =1+ 25— +0((5)): (16.8)

Die beiden Diagramme stellen die Zustandsgleichung anhand der dimensionslosen
Variablen SA%p und nA® (mit n := 1) grafisch dar. Im rechten Diagramm ist mit
0 < z < 1000 als Parameter f5/5(2) gegen fs/5(2z) und damit SA%p gegen nA3
aufgetragen. Die Abweichung von der Boltzmannschen Zustandsgleichung Op = n
fiir z > 1 ist offensichtlich.

Wir haben damit den klassischen Grenzfall einschlieffilich der ersten Symmetrieko-
rrektur gewonnen. Der Druck erhoht sich im Fermi-Gas durch das Pauli-Verbot,
die Symmetriekorrelationen bewirken hier eine effektive Abstofung zwischen den
Teilchen.

GL (16.8) in Verbindung mit (16.5) gestattet es, die ersten Quantenkorrekturen
aller iibrigen Eigenschaften (Cy,C,, kr,a) zu berechnen; wir iiberlassen das den
I"Jbungen.

Wesentlich wichtiger und interessanter ist der andere Grenzfall, der vollig von
den Symmetriekorrelationen dominiert wird. Mit 2~ — oo geht nach (16.3a) auch
z — 0o; das Verhalten der Zetafunktionen fir z — oo ist leider mathematisch etwas
knifﬂiger, weil nur eine (nicht konvergente) asymptotische Entwicklung existiert.*

Die einzigen Singularititen der f,(z) in der komplexen z-Ebene sind Verzweigungs-
punkte bei z = —1 und bei z = oo.
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Um f5 fir z — oo zu bestimmen, integrieren wir (16.2b) zweimal partiell und
erhalten

22%¢” /2 (Inz+y)se¥

8
fg(z):m/o de (e**/z+1)2 ].5\/_/lnz W’

wobei zuletzt 22 — In 2z = y substituiert wurde. Der Beitrag des letzten Integrals

von In z bis oo ist von der Ordnung O ((In z)%/z>, im Beitrag von —In z bis +1n z

kann (In(z) + y)? in eine Binominalreihe entwickelt werden. Fiir die entstehenden
Integrale gilt wiederum

/;nz dy <1I311Z>l (eyi:l_ll)Q :/;oo dy <1I314Z)l (eyf1)2 +0 ((hlZ) /Z)

In z o)

Daher gilt die asymptotische Reihe

=205 () o

Offenbar sind fiir ungerade [ die I; = 0, ferner Iy = —

e’} l,y
_ ye
Iz—/_oody (@12

|, =1 Fir 1> 0 ist

Iy = 4l d = 41 d 1)ntly2=te=ny — 2(21)1(1— 2821 ¢ (20).
I = Z/ y 2(20)!(1-2'"*)¢(20)
Damit haben wir schlief8lich

nz 5/2 o
f3(2) ~ % [1 12} <5/ 2) (20)1(1 — 21—2’)g(21)(1nz)—2’] (16.9)

und durch Differenzieren nach (16.3b)

02)3/2
f3(2) ~ 403[ [ 22( ) 91— Zl)g(zz)(lnz)—zl]. (16.10)

Die beiden Reihen in (16.9) und (16.10) haben verschwindenden Konvergenzradius
und sind, wie oben angedeutet, als asymptotische Entwicklungen zu verstehen.
Bevor wir jetzt (16.2a), (16.3a) fiir z — oo auflésen, besinnen wir uns, daff In z =

B ist, und beachten, dafl
3/ A3 (9T ? A2 & Ty
4 v) \16) o3 keT T

gilt, mit der Fermi-Energie

W
Wl

h? /6m2\ 32
(—) , keTs = € (Ty = Fermi —Temperatur). (16.11)
v

EF =
2m
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Wir werden gleich sehen, dafl die Fermi-Energie eine sehr wichtige Grofle ist.

3
Zunichst wird aus (16.3a) und (16.10): %3 = 4(;:/%)2 1+ 8(17122)2 +O(ﬁ)] oder

Te w2 1
T ﬁu[l STICEN O((ﬁu)‘*)]'

Nach Auflésen nach p ergibt sich hieraus

u:eF[l—lz(kBT)2+O((kBT)4)]. (16.12)

1
ksT f% (Z) 5 1 8(1711;22)2 5 In z)2

P

Isochoren des Fermi- oder mit (16 12)
2 .
5 NEe 92 57r2 kBT 2 kBT 4

Boltzmannggges pv = geF [1 + E( . ) + O(( B ) )]

/ (16.13)
T

(Darstellung nicht maRstablich) T

F

Um den Zustand des Fermi-Gases im Grenzfall tiefer Temperaturen oder hohen
Dichten zu verstehen, schauen wir uns zuerst die mittlere Besetzungszahl (15.23)
an (Fermi-Verteilung)

1

1 B
< np > = m [— 5(1 — tanh(g(ep — /J,))] (1614)
Bei der Temperatur T = 0 wird das
chemische Potential gleich der Ferm:-
Energie und die mittlere Besetzungszahl
zum Fermi-Eisblock:
< np>
o 1 (ep < €p)
1 — P F
% 0 <np > {0 (6> ) " (16.15)

Im Grundzustand sind also die Ein-
T>T, 0<T<T teilchenzustande mit Energien unterhalb
der Fermi-Energie besetzt, alle anderen
u € unbesetzt.
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Es ist unmittelbar klar, dafl ein solcher €
Zustand tatsachlich der Zustand tiefster
Energie fiir ein Fermi-System ist. Stellt
man die Einteilchenzustinde entsprechend ¢ :

unbesetzte Zustande

F
ihren Impulsquantenzahlen im Impulsraum s ———
(3-dim) dar, so sind im Grundzustand alle [ N Zustande besetzt
Punkte besetzt innerhalb einer Kugel vom _
Radius pe (Fermi-Impuls) mit 1
2
e = L0 (16.16)

2m

Gl. (16.11) fiir die Fermi-Energie kann man nach dieser
Einsicht sofort wiedergewinnen, indem man nach der
Kugel im Impulsraum fragt, die N Zustande enthalt.
Da jeder Punkt nach (15.17) ein Volumen % ein-
nimmt, findet man

A
N/

Fermikugel
im Impulsraum

Folgende Eigenschaften der Fermi-Energie sollte man sich einpragen:

N
—pp° = (2ﬂ-h)37’

was mittels (16.16) auf (16.11) fiihrt.

(1) Sie ist ein Quantenphinomen, e, o i*.
(2) Sie ist fiir leichte Teilchen grofer als fiir schwere, €, o< .
(3) Sie wachst mit der Teilchendichte, €x o (%)%

Die Grofle der Fermi-Kugel hangt nicht von der Grofle des Systems ab, sondern
nur von dessen Dichte. Mit wachsender Dichte blaht sich die Fermi-Kugel auf;
mit wachsender Grofle wachst nur die Dichte der Impulszustande im Impulsraum.
Da mit wachsender Dichte die Energie des Gases steigt, iibt das Fermi-Gas auch
bei T' = 0 einen Druck auf seinen Behélter aus (siehe (16.13)). Nach (16.5) ist die

Gesamtenergie
3 5t T \?2 T 4

Die mittlere Energie pro Teilchen ist bei T' = 0 daher gleich 2 £€p, Was man auch
unmittelbar einsehen kann:

p?d
pp® 3
<p?>= 0 ay == 2
0 P
Da bei T' = 0 die Energie gleich der freien Energie ist, gilt p = —% und man

erhalt p = 2eF/U wegen €p o< v3,

Bei endlichen Temperaturen weit unterhalb der Fermi-Temperatur andert sich
das Bild folgendermaBen. Die Fermi-Verteilung erhilt einen weichen Ubergang,
der Fermi-Eisblock schmilzt ab. Gleichzeitig verschiebt sich das chemische Po-
tential nach (16.12) nach unten. Auch dies ist leicht einzusehen. Wegen N o
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[ p? dp <np > o [° dey/e < ne > und der Gleichheit der schraffierten Flichen
in der Darstellung von < n, > kann N mit wachsender Temperatur nur kon-
stant bleiben, wenn p fallt. Dabei beschreibt der Faktor /e im Integral die
Zustandsdichte des Einteilchenspektrums. Die Breite der Schmelzzone in der
Fermi-Verteilung ist von der Groflenordnung kzT. Der Zustand des Fermi-Gases
ist natiirlich nicht mehr rein wie bei T = 0, sondern ein Gemisch von Anre-
gungszustanden. Die Zahl der angeregten Teilchen ist proportional kg7, wie
auch die Energie, um die jedes im Mittel angeregt ist. Dies erklart, warum die
Gesamtenergie des Systems um einen Term proportional T2 wichst. Die spezifis-
che Warme bei tiefen Temperaturen wird

_9E| . mT T3
Cy = 5= V_Nk33i+0((—) ). (16.18)

Die Reduktion von C, im Vergle-
ich zum klassischen Wert lafit sich
5 Nkg === mit Worten so erklaren, daf man
‘ sagt, die Zahl der Freiheitsgrade sei
durch Fermi-Einfrierung bei tiefen
Temperaturen effektiv verkleinert.
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17. Das ideale Bose-Gas

In diesem Abschnitt werden wir zwei verschiedene ideale Bose-Gase diskutieren
und miissen zu diesem Zweck den bisherigen Rahmen etwas erweitern. Das erste
System, das durch das Modell des idealen Bose-Gases besonders genau beschrieben
wird, ist das Photonen-Gas, das sich als Hohlraumstrahlung realisieren 14f3t. Bevor
wir jedoch an Abschnitt 15 ankniipfen, haben wir auf einige Besonderheiten der
Photonen einzugehen.

Bisher hatten wir unsere Beschreibung auf nicht-relativistische TeZilchen einge-

P

schrankt, indem wir die klassische Energie-Impuls-Beziehung €5 = — annahmen.

Fiir relativistische Teilchen wird diese durch ez = +/(mc?)? + (pc)? zu ersetzen
sein. Photonen sind wegen ihrer verschwindenden Ruhemasse in jedem Fall rela-
tivistisch mit

ez = c|pl. (17.1)
Eine zweite Besonderheit ist, dafl die Teilchenzahl der Photonen keine Erhal-
tungsgrofle darstellt, sie konnen in beliebiger Anzahl erzeugt werden. Daher
umfafit der Zustandsraum fiir das Photonen-Gas Zustinde mit allen Teilchen-
zahlen, ein Lagrange-Parameter chemisches Potential tritt nicht auf. Folglich
geschieht die statistische Beschreibung von Photonen durch eine grofikanonische
Gesamtheit mit g = 0, d.h. z = 1. SchlieBlich ist fiir eine realistische Behandlung
des Photonen-Gases zu bertiicksichtigen, daf} es zu jedem Impuls zwei verschiedene
Photonen gibt, die sich durch ihre Polarisation unterscheiden. Ein vollstandiger
Satz von Quantenzahlen fiir Einphotonenzustinde ist demnach (p,7), wo p die
Werte (15.17) und ¢ die Werte 1 und 2 annehmen kann.
Nun konnen wir die Ergebnisse von Abschnitt 15 tibernehmen. Einen Unterschied
zwischen groflkanonischem Potential und freier Energie gibt es hier nicht. Wir
ziehen es vor, von freier Energie zu sprechen, und schreiben
1 2V a3 ,
F(T,V) = Zln(l —ePe) = 5 ﬁln(l — ePelpl)
Pyt 4 e (17.2)
V(ksT _
= %/{) dz - z*In(1 — e™%).

Wir berechnen das Integral

4

oo oo 1 [e9) o) 1 -
2 —x\ __ 2 _—nx __ _ _
/0 dr-z“In(l —e )_—nZ::lg/O dr - x2e __2712231;__2((4)__4_5_

Unter Einfithrung der Stephan-Boltzmann-Konstanten

2k4
=B =567.107°— —° (17.3)
60h°c2 cm? - sec - K
schreibt man nun

4

F(T,V) = —3—"VT4 (17.4)
C

oF 16

S=-"| =2yrs (17.5)
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4
E=F+TS=-2vT* (17.6)
c
oS 160
=T—| =—VT3 17.
Cy 37T |v . |4 (17.7)
oF 4o
= —— = —T4 ]- .
P ovir 3c (17:8)
Insbesondere gilt
E =3pV, (17.9)

was durch die relativistische Dispersion (¢ = c¢p) von dem nicht-relativistischen

Ergebnis (E = 3pV) abweicht.

Die mittlere Besetzungszahl der Einphotonen-

0 <Ny> niveaus wird durch die Bose-Verteilung
8
<ng> ! (17.10)
ng>=——— .
6 f2 oBhw, _ 1
a4
, gegeben, mit fiw, = ¢, = cp. Bei T' = 0 sind
Bhw  keine Photonen vorhanden, wenn man Photonen
05 i s 2 der Energie null nicht zahlt.

Von Interesse ist weiterhin, wie die Energie pro Volumeneinheit des Photonen-
Gases auf das Spektrum der Photonen verteilt ist. Die sogenannte spektrale En-
ergiedichte gibt dies an. Sie ist

(Bo)(hmy'u 1
e u(w):thwﬁ<nﬁ> §(w — wp)
Dt
' 2.4 [, huw
== dp———P §(w —
. (27l'h)3/0 b peﬂhwp 1 (UJ wp)
oo (17.11)
2 4 6 8 10
oder
_ Plancksches Strahl ¢ 17.12
u(w) = 208 B ] ancksches Strahlungsgesetz. (17.12)

Durch Integration tber die Frequenz w erhalt man daraus wieder die Gesamten-
ergiedichte E/V = %"T‘l der Hohlraumstrahlung. Im klassischen Grenzfall
hw < kT geht das Plancksche in das Rayleigh-Jeanssche Strahlungsgesetz iiber:

w2

UR_J(L()) = kBTW ,

(17.13)
das schon im vorigen Jahrhundert im Rahmen der klassischen Strahlungstheorie
hergeleitet worden war und eine Ultraviolett-Katastrophe aufweist: Die hohen
Frequenzen enthalten so viel Energie, dafl die Gesamtenergie des Hohlraumes un-
endlich ware. Empirisch war dagegen das Wiensche Gesetz bekannt

B hw3 Bhw

uw (w) = 53¢ , (17.14)
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das die beobachtete Spektraldichte bei hohen Frequenzen gut beschrieb. Es folgt
natiirlich aus (17.12) im Grenzfall Aiw > kgT. Das Plancksche Strahlungsge-
setz interpoliert zwischen den beiden Grenzfillen in experimentell auflerordentlich
gut bestitigter Weise. Das Maximum der spektralen Energiedichte (u'(w) = 0)
verschiebt sich mit wachsender Temperatur zu hoheren Frequenzen nach dem
Wienschen Verschiebungsgesetz

Awmax ~ 2,82 k5T . (17.15)

Woher stammt die Zahl 2,82...7 Es gilt mit z = fhw: v'(w) x (3 —z)e” —3 =
0. Man iiberzeugt sich graphisch leicht, dafl die Losung dieser tranzendenten
Gleichung knapp unterhalb z = 3 liegt. Fiir y = 1 — £ gilt y = e~3(=%) mit
einer Losung y < 1. Wir entwickeln daher die Exponentialfunktion und erhalten
y=e(1+3y+2y°+...) =e3(1+3e>+2leC+...) ~ 0.0588 = = = 2,82....
Man beachte, daf§ die anstelle von (17.12) gelegentlich benutzte Spektraldichte als

Funktion der Wellenlinge A (w = 25¢), die sinngeméS$ als

B dw| 2\ 2 A5
definiert ist, ein verschobenes Maximum aufweist. Man hat mit demselben =z =
Bhw = %Thﬁc die tranzendente Gleichung (5—x)e®” —5 = 0 zu 16sen (= z ~ 4.965).

Als zweites ideales Bose-Gas schauen wir uns ein nicht-relativistisches Gas von
Teilchen mit nicht verschwindender Ruhemasse an, deren Zahl erhalten sei. Wir
ersehen dann aus (15.21), da8 z < 1 (d.h. g < 0) bleiben muf}; damit der Druck
reell bleibt; auch (15.23): < ng > = le—l 1aBt dies schlielen, weil ja die mittleren
Besetzungszahlen > 0 zu sein haben. Wie beim Fermi-Gas werden wir jetzt mittels
(16.1) die Impulssummationen in (15.21) und (15.22) in Integrale umwandeln,
indem wir das Volumen V (bei festgehaltener Dichte %) gegen unendlich gehen

lassen. Wir erhalten so

pU v
T~ s (2) (17.16a)
B
mit
4 * 2 >, 2t
9s(2) = —fs(—2) = dz-2*In(l—z2e7%) = Z = (]z2| £1). (17.16b)

1= ), >3
Uber (16.4) erhilt man daraus auch hier
3
B = pV. (17.17)

Gleichung (15.22) fiir die Teilchenzahl ergibt zunichst einmal

= =g:(2) (17.18a)
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2 2 0 er’z=1 —1 13/

wobei jedoch eine Schwierigkeit auftritt: Gle-

ichung (17.18a) 148t sich nur mit z < 1 13sen,

solange ’\73 < g3/2(1) = 2,612... gilt. Das

g, (2) Verhaltnis )‘73, das von Temperatur und Dichte

2 des Gases abhangt, kann demgegeniiber be-

liebig gro3 gemacht werden. Tatsachlich ist

1 der I"Jbergang zum Impulsintegral in Gle-

ichung (15.22) nur fiir z < 1 unproblema-

Z  tisch, wenn nimlich der Integrand beschrankt
ist (durch —1—).

z71-1

2.612

Gleichung (15.22) kann natiirlich fiir beliebig grofie Teilchenzahl N gel6st werden

(was beliebig grofiem ’\73 entspricht), wenn nur z nahe genug bei 1 liegt. Der (p'=
0)-Term iibernimmt dann den Anteil der Teilchenzahl, den der Rest der Summe
nicht aufbringen kann, da dieser einen bestimmten Wert nicht {iberschreiten kann,
wie (17.18a) zeigt. Unter Abspaltung des (p'= 0)-Terms erhilt man anstelle von
(17.18a)

A3 .1 2(V)

g g3/2(2) + A% lim — (17.18¢)

Damit der neue Beitrag auf der rechten Seite > 0 wird, mufl < no > = %, von

der Ordnung N sein fiir N — oo (V' — o0). Die Fugazitdt ndhert sich dem Wert

1in entsprechender< Weise: z = 5P02 = 1—O(y) =1 O(5;). Bezeichnen wir
n

mit vy = limy_, o A‘;> den Bruchteil derjenigen Teilchen, die das (p' = 0)-Niveau
besetzen, so gilt

lim — =2, (17.19)

Wir haben damit das interessante Resultat erhalten, daf} fiir %3 > g3/2(1) ein
endlicher Bruchteil vy der Bosonen das tiefste Einteilchenniveau p = 0 besetzt.
Dieser Vorgang tragt den Namen Bose-FEinstein-Kondensation. Es handelt sich
dabei um einen Phaseniibergang von der frither besprochenen Art (1. Ordnung).
Es setzt ein, wenn A ~ mittlerer Teilchenabstand wird. Die kondensierte Phase
ist, genauer gesagt, fiir Temperaturen 7' < T, mit

omh? /m
kT (V) = ————— 17.20
o) = g O 720
oder fiir Teilchenvolumina v < v, mit
/\3
ve(T) = (17.21)

B 93/2(1)
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vorhanden. Dabei ergibt sich der kondensierte Anteil aus (17.18¢) und (17.19) zu

vg3/2(1) T \3/2 v
1 1_(_) —1- — T<T,). 17.22
0 A3 Tc UC ( C) ( )
T Vo Vo
Phasenlibergang setzt ein 1 1
5 v fest
L) ~v =3 T fest
es
Kondensat
(Mischphase) v T v
T k
p p
~v-3 Gasphase
3
~TZ2 e X Isotherme
Phasengrenzkurve Mischphase
T v

Die Herleitung von (17.16a) bleibt von der Kondensation unberiihrt, weil der (p' =
0)-Term hier keinen endlichen Beitrag liefert: lim({-In(1—2(v)) ~ lim(5InV) = 0.
Die Zustandsgleichung wird explizit

(17.16¢)

Folglich gilt fiir die Phasengrenzkurve im (p, T)-Diagramm p ~ T°/2. Das Gebiet
links von dieser Kurve wird von dem Bose-Gas nicht erreicht, weil der Druck bei
noch so hoher Dichte nicht den Mischphasendruck tuibersteigt; die reine konden-
sierte Phase (vp = 1) hat, aufler bei 7' = 0, unendliche Dichte.

Hiufig wird das Verhalten von *He mit der Bose-FEinstein-Kondensation in Ver-
bindung gebracht. Tatsichlich haben “He-Atome Spin null und sind demnach
Teilchen mit Bosestatistik.
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Das hier betrachtete Modell nicht wechselwirk-
ender Bosonen ist jedoch zur Beschreibung des
‘He kaum angemessen, wie ein Vergleich der
Phasendiagramme zeigt. Insbesondere ist eine
Identifizierung des sogenannten A-ﬁbergangs ZWis-
chen normaler fliissiger und superfliissiger Phase

mit dem Bose-Finstein-Phaseniibergang nicht richtig

Die Supraphase des “He weist aber wirklich eine
makroskopische Besetzung des (p = 0)-Niveaus
auf wie das Bose-Kondensat. Diese Besetzung
erreicht allerdings aufgrund der Abstoflung zwis-
chen den “He-Atomen bei weitem nicht 100%
wie beim Bose-Kondensat sondern nach heutigen
Kenntnissen nur etwa 6% bei T = 0.

flissig

Phasendiagramm voh Hé¢schematisch)
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18. Einige Beispiele fiir verdiinnte Systeme

Wir nennen ein System verdiinnt oder von geringer Dichte in einer Teilchensorte,
wenn der mittlere Abstand zweier Teilchen dieser Sorte grof} ist gegen alle anderen
Langen des Systems, als da waren die Reichweite von Wechselwirkungen und die de
Broglie-Wellenlangen. Solche Systeme betrachten wir hier. Zunéachst iiberzeugen
wir uns, dafy die Teilchenzahl < Ny > der verdiinnten Teilchensorte proportional
zur zugehorigen Fugazitit zo = efro ist. Mit der Zustandssumme Zgi(po) =
S N0 20 Zi(No)  (18.1) gilt néimlich

1 0 0 Zx(1
< N() > = Ba—‘uoangk(uO) :Zoa—zoangk:ZO . &

+0(23). (18.2)
Man kann folglich den Fall geringer Dichte (¢V°> — 0) behandeln, indem man die
grol)kanonische Zustandssumme bis zur Ordnung z, auswertet, oder anders gesagt,
es geniigt, Zustande des Systems zu betrachten, die hochstens ein Teilchen der
verdiinnten Sorte enthalten. Beim klassischen idealen Gas (siehe (15.14), (15.15))
war dies tatsdchlich ausreichend, da (15.1) galt.
Als erstes Beispiel diskutieren wir ein mehratomiges verdiinntes Gas. Es ist
Zx(0) = 1, weil fir Ng = 0 nur der Vakuumzustand mit der Energie null ex-
istiert und daher Spure ¥ = Spur1 = 1 (Spur im 1-d Raum) ist. Fiir Zustéinde
mit einem Molekiil kann die Energie in einen translatorischen und einen inneren
Anteil zerlegt werden:

€ = € + €, (18.3)

die unabhéngig voneinander jede ein gewisses Spektrum durchlaufen. Es folgt

—Be —Be; 14
Zy (1) = Spure=Pe . Spure=P% = o Z; (18.4)
wobei die innere Zustandssumme Z; nicht vom Volumen abhangt. Wir erhalten
nun leicht

.
Zge(T, Vo) =1+ 20352 + O(23) (18.5)
1 Vv
(T, V, o) = _Bzoﬁzi +0(2) (18.6)
0% 0d 1
No= o = —Brgo— = 20w Z; 2 18.

0= o~ Py, ~ st 0x) (18.7)

und
No
pV = —& = NoksT (1 + O(z)) = NoksT (1 + 0(7)). (18.8)

Die thermische Zustandsgleichung wird also von den inneren Anregungen der Gas-
molekiile nicht beriihrt.

Fiir atomare Gase liegen die inneren Anregungen energetisch so hoch ( ~10
eV, 1 eV=1.16 - 10* K), daB8 sie praktisch vernachlissigbar sind (e %% < 1).
Molekiilspektren jedoch enthalten niedrige Rotations- und Schwingungsanteile, die
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thermisch leicht anregbar sind. Bei einem zweiatomigen Molekiil zerfallen die in-
neren Anregungen hiufig in guter Ndherung in Rotationsanteile der Form (I =
Tragheitsmoment)

R2j(j+1)

Vi (2j + 1)—fach entartet, j=0,1,2... (18.9)

€Rot (]) =

und Schwingungsanteile der Form (w=Schwingungsfrequenz)

1

Eschw (n) = hw(n + 5

Die Rotationsenergien mogen bei einigen hundert Kelvin liegen, die Schwingungsen-
ergien um einiges hoher. Man erhalt diese Groflenordnungen leicht, indem man in
GL.(14.16’) die Kernmassen und Kernabstéinde im Molekiil bzw. die Kernmassen
und die etwas kleineren Schwingungsamplituden einsetzt.

Fiir die innere Zustandssumme ergibt sich nun

Jj,m=0

Die inneren Freiheitsgrade tragen sehr wohl zur Energie bei; wir rechnen:

N
oF V/Ny 0ln Z;
= —— = Nokg (1 InZ;+T 18.1
§=—55="No (n 3 +2+n +T 5 +O(V)>,(8 3)
3 0ln Z; Ny
E=F+TS =Ny | =-kgT — O(— 18.14
+ 0 <2 B 03 + ( vV )) ) ( )
oOF 3 0%1n Z; Ny
C. N, 2 C+0(= 18.15
o= op =Nk (3422720 L 0(P)) (18.15
Der Rotationsanteil - wir setzen ? = kgOrot -
TRot = Z(2J + 1)6—%j(j+1)eaot/T (18.16)
j=0
verhalt sich bei tiefen Temperaturen wie
Zrot = 1 + 3¢ Orot/T | 50=3Oret/T (T < ORot)- (18.17)

Bei hohen Temperaturen T' > ORget tragen viele Terme zur Summe bei. Man kann
die Summe mit Hilfe der Fuler-MacLaurinschen Summenformel

Z f( / dj f(j) + %f(O) — Z %f@k_l)@) + Restglied
k=1 )

j=0
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asymptotisch auswerten. Man erhilt so (By = %, By = —%)
Tnos =2 —+ 5+ 5n L O((TEN?) (> Oar) (1818)
Mit
L [[BeORalT 9o/ T L O 3Ona/T) (T < Op)
e { n g+ G+ g (%) + O((%%2)%) (T > Oror)
und

B { 3NoksOrote Oret/T — 9Nk Orore 29Rt/T .. (T < ORet)
Rot —

NoksT (1 — SBee — L (ORot)2 4 (T > ORrot)

6T 180\ T

ergibt sich schliefllich der Beitrag der Rotation zur spezifischen Warme als

2
CRrot = Noks - { 3 (e%m) e~ Oret/T (1 — 6e=Oret/T +..) (T < ORot) (18.19)
ot — B 2 .

1+ o (8met)™ L. (T > ORot).

Bei der obigen I"Jberlegung haben wir die Kernspins des Molekiils nicht einbezogen.
Wenn die Kerne der beiden Atome des Molekiils verschieden sind, haben wir damit
keinen erheblichen Fehler gemacht.

In diesem Fall hat jedes Niveau (18.3) die CralMNo K
zusitzliche Entartung (2J4 + 1)(2Jp + 1),
wenn J4 und Jp die Kernspins der beiden
Kerne A und B sind. Dieser Entartungsfak-
tor tritt dann zu der Zustandssumme (18.4)
fur das Molekiil hinzu, er erscheint in der

Entropie (18.13) und in der freien Energie °° T/ Orot

(18.12), jedoch nicht in der Energie (18.14) oS i s 5

und der speziﬁschen Wirme (18.15). Rotationsanteil der spezifischen
Warme

Falls das Molekiil aus zwei identischen Atomen aufgebaut ist, hat man die obige
Betrachtung wegen der Symmetrieeigenschaften der Zustande zu modifizieren. Je
nach dem Kernspin mufl die Wellenfunktion symmetrisch oder antisymmetrisch
beziiglich der beiden Kerne sein. Die Symmetrie der Spinanteile der Kern-
wellenfunktion hangt in bekannter Weise vom Gesamtkernspin ab. Dadurch
werden die erlaubten Symmetrien der Kernortswellenfunktionen gegeben. An-
tisymmetrische Ortswellenfunktionen gehoren zu ungeraden Rotationsquanten-
zahlen j (Orthozustdnde), symmetrische zu geraden j (Parazustinde). Die En-
tartungsgrade n, und n, fiir Ortho- und Parazustdnde sind nun verschieden (mit
ne + ny, = (2J + 1)?) und die Beitridge zur Zustandssumme
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ZO,p = Z (2] + ]_)e_%j(j‘"l)@/T (1820)

j unger,ger

sind entsprechend
ZRot = NoZo + NpZy, (18.21)

zu kombinieren. Es ist jedoch darauf hinzuweisen, dafl die Einstellung dieses
Gleichgewichts sehr langsam vonstatten geht, da die Ortho-Para-Konversion mit
sehr geringer Rate geschieht. Bei einer Messung wird man deshalb nicht die
aus (18.21) folgenden Ergebnisse finden, sondern bei konstantem Ortho-Para-
Verhaltnis messen, es sei denn, man erstreckt die Messung iiber Stunden.

Fiir den Schwingungsanteil der inneren Zustandssumme (18.11) gilt - wir setzen
hw = kgOgschw -

0 e_%eSchw/T

ZSchw = Z e~ (13)Oseh /T _

n=0

R — (18.22)

Mit (18.15) erhalten wir daraus den Schwingungsbeitrag zur spezifischen Warme

CSchw = NOkB

2 2
(%5=)" { (P=) " em@se /T (T < Osam) (14 93

3 2®cw 2
sinh® =5epe 1—1—12(93%) + ... (T > Oschw)

Der Gesamtverlauf der spezifischen Warme C,

eines zweiatomigen idealen Gases ist in der un-

N ks tenstehenden Skizze schematisch wiedergegeben.
Schw Wir erinnern uns an den Gleichverteilungssatz.
Zu den 3 Freiheitsgraden der Translation kom-

0.6 men bei geniigend hohen Temperaturen 2 der Ro-
0.4 tation (die kinetische Energie der Rotation ist
quadratisch in den Impulsen) und schliellich 2

T/eSchw der Schwingung (6 = % —+ %uﬂxz, kinetische und

0.5 1 1.5 2 . . . . .
Schwingungsanteil der spez- potentielle Energie geben je einen Beitrag %kBT
ifischen Wirme zur mittleren Energie).

C,/N)kg
B
2 ~ " Dissoziation
Schwingungen e
I A
2
Rotationen
3 |
2
Gesamtverlauf der spezifischen
Translationen Wiarme CS, eines zweiatomigen
T idealen Gases (schematisch)

Q?ot éSchw
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Als zweites Beispiel eines verdiinnten Systems betrachten wir in diesem Abschnitt
eine verdiinnte Losung. Wir denken uns ein System mit zwei Teilchensorten (N, u)
und (Np, o), von denen die letztere in sehr geringer Konzentration vorliege: ¢ =

N]-X?VO ~ % < 1. Die grofikanonische Zustandssumme der Losung ist

ng(Ta Va:U/aHO) = Z ZNO(T’ V’IU’)Z(J)VO
R (18.24)

- ZO(Ta Va /Jf) + Zozl(Ta Va /J‘) + O(Zg)

Unser Ziel ist, die chemischen Potentiale p und pg bei festem 7" und p als Funktion
von ¢ fir ¢ — 0 (also 2o — 0) zu erhalten. Der Druck ergibt sich aus dem
groflkanonischen Potential

—p =@V = ¢o(T, u) + 2001 (T, 1) + O(23),

wobei Vo = —41InZy und Vi = —421/Zp ist. Mit der Umkehrfunktion b5t
bei festem T (¢o(dp ' (—p)) = —p) gilt weiter

p=05"(—p— 2001(1)) = ¢ ' (-p) — Zo% + 0(23). (18.25)

Wir betrachten weiter

0P
No = ——— = —B2V¢1 + 0(23) (18.26)
Opo
und 5 96
__ 9% _ /9%
N = o 1% o + O(2p)- (18.27)

Eingesetzt in (18.25) haben wir schlieBlich mit ¢y ' (—p) = ¥(T,p)
p=(T,p) —ksT - ¢+ O(c?). (18.28)
Indem wir (18.26) nach o auflésen erhalten wir auch

N, )
110 = ksT'In WO — knT In(— B 8%0) + O(z0)

oder
po = ksTInc+ g(T,p) + O(c). (18.29)

Die chemischen Potentiale hangen in einfacher Weise von der Konzentration ab.
In (18.28) ist dabei wesentlich, dafl der Druck konstant gehalten wird und nicht
irgendeine andere Grofile. GIn.(18.28) und (18.29) sind niitzlich zur Berech-
nung der frither erwdhnten Siedepunktserhohung und ahnlichem in verdiinnten
Losungen. Es sei vermerkt, dafl eine beliebig komplizierte Wechselwirkung zwis-
chen Losungsmittel und gelosten Teilchen in der vorliegenden Beschreibung zuge-
lassen war. Sie steckt zum Beispiel in g(T', p), hebt sich jedoch in (18.28) heraus.



78

19. Cluster- und Virialentwicklung

Wir gehen nun zu etwas dichteren Systemen iiber, indem wir ein Gas betrachten,
dessen de Broglie-Wellenlinge A zwar klein gegen den mittleren Atomabstand v'/3
sein soll, wobei aber letzterer nicht sehr grofl gegen die Wechselwirkungsreichweite
ro sein mufl. Mit anderen Worten:

A< rg < ol/3, (19.1)

eine Situation, die bei mittleren Dichten und gentigend hohen Temperaturen re-
alisiert ist. Wir konnen das System also durch klassische Statistik beschreiben,
miissen jedoch die Wechselwirkung zwischen den Teilchen (Atomen) beriicksichtigen.
Die Hamiltonfunktion lautet fiir N Atome

N
_ p; S
H= 2221 5 + iij v(7 — 7). (19.2)

.1 2N
ng(Ta Va /Jf) = Z ﬁ)\T Q(Ta Va N) (193)
N=0"""
mit den Konfigurationsintegralen
Q(T,V,N) = / N7 P Lics (19.4)
1%

Wir wollen nun eine systematische Methode besprechen, mit der man die Zus-
tandsgleichung des betrachteten Systems nach Potenzen von r§ /v entwickeln kann.
Diese sogenannte Cluster-Entwicklung geht auf Ursell und Mayer (1939) zuriick
und ist sehr lehrreich, weil sie an einem einfachen Beispiel eine systematische
Storungsentwicklung bis zu beliebig hohen Ordnungen und die fiir die heutige
Physik sehr wichtige Graphen-Methode exemplifiziert.

Die Cluster-Entwicklung ist keine Entwicklung nach dem Potential v, sondern
Eeine Entwicklung nach den Groflen (‘Mayer-Funktionen’)

fij = e PUi — 1. (19.5)

Wichtig ist dabei, daf§ die Mayer-Funktion bei grolen Abstanden integrabel ist.
Mit den Mayer-Funktionen schreiben sich die Konfigurationsintegrale als

Q(T,V,N) :/ d*NF [+ £i5)

4 i<j

= /Vdng[l-F (fiz+ fis+...) + (fizfis + fiafra+..) +...].
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Die 2V(N=1)/2 Beitriige zu Q(T,V, N) entste-
hen dadurch, dal man jedes der w
Teilchenpaare entweder durch ein f;; verkniipft
oder nicht. Diese Beitrage kann man auch
graphisch darstellen, indem man /N numerierte

Punkte zeichnet, die die Teilchen symbol-

isieren und die man auf alle Arten paar- f

weise verbindet; eine Verbindungslinie steht f
fir einen Faktor f;;. Fir N = 3 sind die

Graphen: U

O 0 W GG @@@@@@@@@&

Jeder Graph mit N Punkten soll den mathematischen Ausdruck fV N7 ] fij
(ein Faktor f;; fiir jede Verbindung zwischen ¢ und j) reprisentieren. Zusam-
menhangende Graphen nennt man Cluster. Jeder Graph setzt sich aus einem oder
mehreren Clustern zusammen. Man bemerkt sofort, dafl die Beitrage der einzelnen
Cluster sich dabei einfach multiplizieren. Anders ausgedriickt: Der Beitrag jedes
Graphen faktorisiert in die Beitrage seiner Cluster.

Wir numerieren nun alle topologisch verschiedenen Cluster mit dem Index ¢ durch:

o oo &b b -

Der i-te Cluster enthalte [; Punkte. Ein bestimmter NN-Teilchen-Graph enthalte
den i-ten Cluster m; mal (m; = 0,1,2,...); es gilt

Unter den N-Teilchen-Graphen gibt es im allgemeinen viele, die auseinander durch
eine Vertauschung der Teilchen hervorgehen und deshalb den gleichen Beitrag
liefern. Man nennt solche Graphen auch topologisch aquivalent. Wir suchen die
Anzahl der topologisch aquivalenten Graphen. Zunachst kann man die N Teilchen
auf alle Arten vertauschen (N!). Damit hat man aber die Graphen iiberzihlt,
wie die untenstehenden Beispiele verdeutlichen. Man erhalt namlich denselben
N-Teilchen-Graphen, wenn man (a) gleiche Cluster vertauscht (m;!) und (b) in-
nerhalb eines Clusters gewisse Permutationen durchfiihrt, die den Cluster in sich
iiberfithren: Symmetriezahl S;(= Ordnung der Symmetriegruppe des Clusters).

O OO OO

a) b) CO CQO O%
C%DO C%) 2 2  s6

Die Zahl der topologisch aquivalenten Graphen vom betrachten Typ ist folglich

(19.7)
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Wir schreiben Q(7', V, N) nun so, daf wir nicht {iber alle numerierten N-Teilchen-
Graphen summieren, sondern nur iiber alle topologisch verschiedenen (unnu-
merierten) mit dem jeweiligen Vorfaktor (19.7). Wir nennen den Beitrag des i-ten
Clusters c;.

Die Berechnung der groflkanonischen Zustandssumme (19.3) verlduft nun analog
zum Falle der idealen Gase (nach (15.19)). Die Summationseinschriankung (19.6)
entfallt auch hier. Deshalb wird die Summe iiber alle topologisch verschiedenen
Graphen gleich einer Summe iiber alle {m;}. Im einzelnen gilt

Zg(T, V, ) = ZH(ASICZ) %:ngi((%)lg—V] (19.8)

{m:} i i
—_= 621()\%)11;—1.

Die Summe iiber die vielen Graphen 1afit sich also als Exponentialfunktion einer
Summe von ausschliellich Cluster-Graphen schreiben. Dies ist ein sehr wichtiges
Resultat: Gewisse Graphensummen (Graphen ohne duflere Marken) lassen sich
immer als eXp(Summe iiber alle zusammenh&ngenden Graphen) schreiben. Entscheidend ist
dabei, dafl wir Zg in eine Form gebracht haben, die die Extensivitat von In Zg
explizit erkennen 1at. Wir definieren ein Cluster-Integral aller [-Teilchen-Cluster
durch
(l =l)

Z 5 vl - (19.9)

Das Cluster-Integral B; hat folgende Eigenschaften:

(a) Es héngt fiir V' — oo nicht von V ab, da von den [
Integrationen eines Clusters nur eine einen Faktor V'
liefert.

(b) Es ist eine dimensionslose Zahl.

(c) By =O((%=)-1).

Die ersten Cluster-Integrale sind explizit gegeben durch:

1 1
By = — = — [ &B7r=1

By = [ OO = d Sr1dP Ty fra = %0 /dSFf(T)

Vo 2

3 viz “&Jfécﬁ%]

B =

Ahnlich wie bei den idealen Gasen lautet die Cluster-Entwicklung der Zustands-
gleichung (pV = —® = %ln Zgk):

pv d vz\!
= ;B, : (ﬁ) . (19.10)
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ou oz
1= ilBl : (%)l . (19.11)
=1

Durch Elimination von vz/A% aus (19.10) und (19.11) erhilt man eine En-
twicklung der Zustandsgleichung nach Potenzen von r3 /v, die Virialentwicklung.
Die Cluster-Integrale und Virialkoeffizienten werden tblicherweise leider anders
definiert als hier, so daf die Virialentwicklung wie eine Entwicklung nach \3/v
aussieht. Wir definieren die Virialkoeffizienten A; durch

W e
T > AT, v), (19.12)
=1

wobei A; der Beitrag der Ordnung (r3/v)'~! sein soll. Man erhilt A; =1, Ay =
—By, A3z = 4B§ —2Bs3, ... . Die Berechnung eines Virialkoeffizienten erfordert nur
die Ausfithrung einer endlichen Zahl von Integrationen.
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20. Magnetische Erscheinungen

Die magnetischen Eigenschaften von Materie bilden ein auflerordentlich vielseitiges
Feld, das wir in diesem Abschnitt kurz streifen wollen.

Ein &uBeres Magnetfeld B (B = rot A) greift an einem Elektron in nicht-
relativistischer Naherung in folgender Weise an:

i 1 L e 2, 5
i ( . EA(n)) — i - B. (20.1)
Hier ist e(< 0) die Ladung des Elektrons, und der Vektorpotential-Term im Hamil-
ton-Operator flihrt zur Lorentz-Kraft, die die Bahn eines bewegten Elektrons (in
klassischer Sprechweise) kriimmt. Der andere Term —ji - B stellt die Zeemann-
Energie dar, die das Elektron in Abhéingigkeit von seiner Spinstellung hat. Der

Operator i = guBg setzt sich aus dem Bohrschen Magneton puz =

Landé-Faktor g ~ 2.0023 und aus S = %6 zusammen, wobei & der Vektor der
Paulischen Spinmatrizen ist. Der Hamilton-Operator eines Systems vieler Teilchen

wird damit ,

H=) H,+) Hj+W, (20.2)

i j
wobei H }( die Energie des j-ten Kerns und W die Wechselwirkungsenergie zwis-
chen den Teilchen beschreiben. Die Wirkung des Magnetfeldes auf die Kerne ist
fiir viele Zwecke wegen deren erheblich grofierer Masse vernachlassigbar.
Wie Sie aus der Elektrodynamik wissen, bewirkt ein dufleres Magnetfeld, daf
in dem Materiesystem Strome flielen, die ihrerseits eine Magnetisierung erzeu-
gen. Durch energetlsche Uberlegungen zeigt man dort, daf} fiir die Magnetisierung
M=< —22 5 gilt. Die Mittelung ist mit dem Dichteoperator des thermischen
813

Gleichgewichts auszufiithren, und wir kénnen schreiben:

M:—<8—}_I,>—liln Spure™ ﬂH:—w. (20.3)
0B~ BB 0B

Man bemerkt die auffallende Parallele zwischen dem Variablenpaar (B, M) und
den geldufigen Paaren von thermodynamischen Variablen, etwa (i, N). Als mag-
netische Suszeptibilitat bezeichnet man die abgeleitete Grofle

oM

5 (20.4)

X =
Hier sind xy und M extensive Groflen, B ist eine intensive Grofle.
Wir wollen im folgenden kurz vier grundlegende magnetische Erscheinungen
besprechen.
(a) Zuerst diskutieren wir den Diamagnetismus, der von dem Einfluf} des dufleren
Feldes auf die Teilchenbahen herriihrt. Es gilt jedoch das van Leeuwensche The-
orem: In der klassischen Statistik gibt es keinen Diamagnetismus. Dies 14t sich
leicht beweisen. Die klassische Zustandssumme

Zy X /d3Nﬁd3NFe_ﬂH(ﬁi—%fT(ri),Fi)
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erweist sich nach der Variablenverschiebung p; ' = p; — ;“‘;ff(rz) als unabhéngig vom
Vektorpotential:

Z / APV AN e PH @7,

Dabei ist eine beliebige Wechselwirkung zwischen den Teilchen zugelassen.

Eine dynamische Betrachtung macht dieses Ergebnis
leichter verstandlich. Die Magnetisierung, die von den

Kreisbahnen der inneren Elektronen herriihrt, wird @ @
durch die Magnetisierung der Randelektronen, die auf-
grund wiederholter Reflexion effektiv im entgegenge- @ é
setzten Sinne umlaufen, kompensiert. Tatsachlich

ist der Diamagnetismus ein Quanteneffekt, die Mag-
netisierung ist proportional A. *

Der Diamagnetismus eines idealen Fermi-Gases ist zuerst von Landau untersucht
worden (Landauscher Diamagnetismus). Eine extreme Form des Diamagnetismus
weisen die Supraleiter auf: Bei ihnen wird ein dufleres Feld durch die diamagnetis-
che Magnetisierung vollig kompensiert.

(b) Als zweites diskutieren wir den Paramagnetismus unabhéngiger Spins. Reale
Beispiele dafiir geben die Gase aus paramagnetischen Molekiilen oder auch gewisse
Festkorper mit paramagnetischen Ionen. Der Grundzustand der betreffenden
Molekiile oder Ionen habe den Gesamtdrehimpuls J > 0, und ist daher (2J + 1)-
fach entartet. Diese Entartung wird durch ein aufleres Magnetfeld aufgehoben und
der Hamiltonoperator der Spinsystems lautet (z-Achse in Richtung des Magnet-
feldes)

N
=Y gueSiB (87 =-J,—J+1,...,J). (20.5)

Nichts fallt leichter als die Zustandssumme fiir dieses Spinsystem auszurechnen

N J
Z = Spure #7 = 3" edis, BIuBSIB _ I1 [ 3 eﬂguBszB]

{57} i=1 [§:=—J

N N
¢ BgusS.B sinh 2J+1y :
= Z e = = T mit y = BgusJB.
=, sinh 5%

Daher wird das thermodynamische Potential

N sinh 2J+1y>
®(T,B)=——=In | —=— (20.6)
I3 ( sinh 5%
und die Magnetisierung
o9
M=-—op=< ZguBS > = NgusJBj(y), (20.7)

* Beim Paramagnetismus ist dies unmittelbar evident wegen pug o< h.
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wobei die ‘Brillouin-Funktion’ Bj(y) durch

2J+1 2J +1 1
_ coth i y — — coth Y (20.8)

Bi(y) 2J 2J 27 2J

gegeben ist. Die Brillouin-Funktion hangt relativ schwach von J ab. Mit

1 T
the ==+ = +0(2®
cothzx 3 (x)

J+1
folgt  Biy(y) = 57y +0(y"),  Biloo) =1

2(cosh? y + sinh? ) _ coshy

B = 2coth2y — cothy = = tanh y.
1/2(9) Y Y 2 sinh y cosh y sinh y Yy
. . _ 1 .
E.s existiert .auch Boo(y) = cothy — | B B gross
diese Funktion heifit Langevin-Funktion T Kein
und entspricht wegen der unendlich vielen B
Spineinstellungen dem Fall eines klassis- 0.5 ®

chen Spins. Eine Diskussion der Abhangigkeit
der Magnetisierung von 7' und B erubrigt
sich angesichts der nebenstehenden Skizze. T gross

B klein

Fiir die Suszeptibilitit unabhéngiger Spins erhalt man x = N(gusJ)?3B%(y). Mit
der obigen Entwicklung von Bj(y) fiir kleine y wird die Anfangssuszeptibilitét

o J(J+1)

T,B=0)=N

(20.9)

Diese Curie-Suszeptibilitat reflektiert die beliebig leichte Ausrichtbarkeit der Spins
bei tiefen Temperaturen, die mit wachsender Temperaturbewegung erschwert wird.

Eine Besonderheit des Spin-Hamilton-Operators (20.5) ist seine Beschranktheit
nach oben. Wenn —FEy = —NgugJ B seine Grundzustandsenergie bezeichnet, liegt
sein Spektrum im Intervall [—FEy, Ey|. Nach (20.7) gilt fiir die Energie des Systems

E=<H>=-M-B. (20.10)

Folglich wachst die Energie mit wachsender Temperatur von —FEj bei T' = 0 bis
E =0 bei T' = co. Positive Energien werden nicht erreicht.

Formal kann man solche jedoch durch die An- E E

nahme realisieren, daf} die Temperatur nega- \ T<0

tiv sei. Die Zustandssumme Z = Spure #H )\

und der Dichteoperator o = %e‘ﬂH existieren /x}\\/ Relative Niveau-
fiir negative Temperaturen - was ja bei Syste- 04X+ T=o besetzungenePE
men mit unbeschranktem Spektrum nicht der A

Fall ist - und eine Vorzeichenumkehr von T /

entspricht einer Vorzeichenumkehr oder ‘In- M >0

version’ aller Energie-Eigenwerte. B,
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Ein solcher Zustand liele sich verwirklichen, indem ausgehend von einem Gle-
ichgewichtszustand mit 7' > 0 das Magnetfeld B umgekehrt wiirde, falls die
Verteilung auf die Zustande dabei unverandert bliebe. Diese Idee ist zuerst 1951
mit den Kernspins in LiF erfolgreich ausgefiihrt worden. Da die Kernspins ihren
Drehimpuls nur langsam an das Gitter abfiihren konnen, bleibt der Zustand neg-
ativer Temperatur des Spinsystems fiir einige Zeit erhalten.

(c) In den meisten realen Systemen ist keine Rede von einer statistischen Un-
abhangigkeit der elektronischen Spins. Bei Leitungselektronen in Metallen ist die
Unabhéangigkeit durch Symmetriekorrelationen erheblich eingeschrankt. In den
I"Jbungen haben Sie den ‘Paulischen Paramagnetismus’ eines idealen Fermi-Gases
kennengelernt, der den typischen Einflufl des Pauli-Verbots auf den Paramag-
netismus deutlich macht. Die Einteilchen-Energien sind in diesem Modell gegeben
durch
p? 1
e(p,s) = om gusBs (s=+-). (20.11)

Anhand der Skizzen macht man sich noch ein-
mal qualitativ klar, dafl der Grundzustand im
Magnetfeld nicht wie bei vollig unabhangigen
Spins nur s = % — Zustande enthalt, son-

dern blof} einen gewissen UberschuB an s =
— Teilchen. Die Fermi-Kugel fir s = %

Zustande hat fiir B > 0 einen grofleren Ra-
dius als diejenige fir s = —% — Zustande:

pr(s=—1,B) < pr(B=0) < pp(s=+1,B). i';?rlwwir-)ﬁlusgrghnm

1
2

(d) Auch Spins, die in Festkorpern auf Io-
nen oder Atomen lokalisiert sind, konnen in
den meisten Fallen nicht als unabhangig ange-
sehen werden. Der Hamiltonoperator (20.5)

ist dann durch einen Wechselwirkungsterm zu &

erganzen, den man oft in der Form

o

N
. 1
W(S,....8v) = =5 > Jgfses? (20.12)

1,j=1

schreiben kann. (4,7 bezeichnet den Gitterplatz, an dem ein Spin lokalisiert
ist; a,( durchlauft im Sinne der Summationskonvention die Raumrichtungen
z,y,2.) Die Komponenten des Drehimpulsoperators hS erfilllen die Drehim-
pulsvertauschungsrelationen. ~ Die Wechselwirkungsenergie J;; beruht nur in
sehr geringem Umfang auf magnetischer Dipol-Dipol-Wechselwirkung, sondern
ist hauptsichlich eine ‘Austausch-Wechselwirkung’ (Heisenberg), die von einem
Wechselspiel zwischen direkter Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektro-
nen und dem Pauli-Verbot herriihrt. Der Austausch- Hamilton-Operator (20.5)
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und (20.12) charakterisiert das ‘Heisenberg-Modell’. Fiir isotrope Austausch-
Wechselwirkungen (J*# = Jd,s) erhilt man das isotrope Heisenberg-Modell mit

N
1 Lo
W = —5 Z JijSiSj; (20.13)

,j=1

ein extrem anisotroper Fall J*8 = J 00203, filhrt zum Ising-Modell mit

N
]' V4 4
W=—2 > JiS;Sz, (20.14)

1,j=1

das keine nicht-vertauschbaren Operatoren enthélt und daher einfacher zu behan-
deln ist. Trotzdem kann man die Gleichgewichtseigenschaften des Ising-Modells
(in drei Dimensionen), selbst ohne dufleres Feld, nicht exakt berechnen. Heisen-
berg-Modelle weisen oft bei endlichen Temperaturen Phaseniibergange in geord-
nete Spinstrukturen auf.

Wir wollen zum Abschlufl durch eine genaherte Betrachtung des Ising-Modells das
Auftreten eines solchen Phaseniibergangs verstdndlich machen. Dazu schreiben
wir den Ising- Hamiltonoperator als

N N N
H=-Y 87 |guaB+Y Ji8; |+ Ji;[85787—(S;—87)(Si—57)]. (20.15)

i=1 j=1 i,j=1

Die Wechselwirkung des i-ten mit den iibrigen Spins kann als ein zusatzliches
Magnetfeld aufgefasst werden, das proportional zum Mittelwert der iibrigen Spins
5’3‘7 = Jm ist. Die Weifische (oder Molekularfeld-)Naherung besteht nun darin,
die Fluktuationen (S7 — 57)(S7 — S7) der Spins um ihren Mittelwert in (20.15) zu
vernachlassigen. Dadurch wird der Hamilton-Operator so vereinfacht, dafl auf den
i-ten Spin nur noch ein effektives Magnetfeld gup Hweiss = gupB + Zjvzl JUSJ?
wirkt. Das Weifl-Feld ist dann so ‘selbst-konsistent’ zu bestimmen, daffl <
SF > Huwewo (m)y= Jm gilt. Der Mittelwert < S7 > kann aus (20.7) entnommen
werden, wobei nur zum dufieren Feld B das Weiffeld aus (20.15) zu addieren ist.

Mit den Abkiirzungen Iy = Z;V:1 Jij, © = I%‘:, b= gﬁ‘;oB, m = % lautet
die Selbstkonsistenzbedingung
©
m = Bj <T(m+b)> . (20.16)

Die Skizze zeigt, wie fur Temperaturen
T < ©Zt = O, (Curie-Temperatur) 1 T<0

. . C
auch ohne dufleres Feld (b = 0) eine N | B,(© m)
‘spontane’ Magnetisierung mg(T/©) > = T>0 T
0 auftreten kann. m
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21. Materie bei tiefen Temperaturen

Wir haben bisher einige fiktive Systeme betrachtet, die reale Materie in gewissen
einfachen Situationen, z.B. bei nicht zu grofler Dichte, zu beschreiben gestatten.
Es ist nicht verwunderlich, dafl eine fundamentale Beschreibung realer Materie
unter den meisten Umstanden, also z.B. bei hoheren Dichten, nicht so leichtfallt.
Bei tiefen Temperaturen hat jedoch auch dichte Materie gewisse einfache Ziige,
die hier wegen ihrer universellen Bedeutung Erwahnung finden sollen.

Bei T = 0 befindet sich die Materie im Grundzustand, der mit Ausnahme des
Heliums fiir alle dufleren Drucke ein fester Zustand ist. Diese Grundzustande
sind keineswegs so einfach, dafl wir sie quantitativ beherrschen wiirden. Die ein-
fachen Ziige weisen vielmehr die ersten angeregten Zustande der Materie auf. Der
I"Jbergang vom Grundzustand zu niedrigen angeregten Zustanden lafit sich als ein
Hinzufiigen (Erzeugen) einer Art von Elementarteilchen beschreiben. Diese Ele-
mentarteilchen heiflen ‘Quasiteilchen’ (Landau). Die Quasiteilchen in der Physik
der kondensierten Materie haben wie die Elementarteilchen einen Impuls und Spin
und eine zugehorige Energie €(p). Die Energie-Impuls-Relation sieht jedoch im all-
gemeinen anders als bei Elementarteilchen aus, sie ist hdufig anisotrop (e hingt von
der Richtung von p ab wegen der Kristallanisotropie). Die meisten Quasiteilchen
haben auflerdem keine unendliche Lebensdauer. Kompliziertere (aber immer noch
relativ niedrig liegende) Anregungszustinde konnen als Zustdnde mit mehreren
solcher Quasiteilchen beschrieben werden, wobei die Quasiteilchen als unabhangig
gesehen werden konnen, solange ihre Dichte geniigend gering ist. Bevor direkte
Wechselwirkungen zwischen Quasiteilchen wichtig werden, sind im allgemeinen die
Symmetriekorrelationen zu beachten, da Quasiteilchen je nach ihrem Spin Fermio-
nen oder Bosonencharakter haben. Verdiinnte Gase von Quasiteilchen, wie sie bei
gentigend tiefen Temperaturen vorliegen, konnen in sehr guter Naherung durch
ideale Gase beschrieben werden. Wir schliefen mit einer Liste wichtiger Qua-
siteilchen. Thre Namen sind oft von entsprechenden Elementarteilchen entliehen
und werden dann in Anfiihrungsstriche gesetzt.

Fermionen:
‘Elektron’: Band- oder Blochelektron im kristallinen Festkorper
‘Loch’: Antiteilchen des obigen Elektrons, als fehlendes ‘Elektron’ in beset-
zten Bandern
Polaron: mit einer Polarisationswolke versehenes Elektron in Ionenkristallen
‘He-Atom’: in fliissigem 3He
‘Nukleon’: in Kernmaterie

Bosonen:

Phonon: akustisches Schallquant in kristallinen Festkorpern

Phonon: optisches Schallquant in Kristallen mit mehreren Atomen pro Git-
terzelle

Phonon: 0. Schall in fliissigem 3He

Phonon: akustisches Schallquant in fliissigem (superfluidem) “He

Magnon: quantisierte Spinwelle in magnetischem Festkorper

Plasmon: Ladungsdichteschwankung der Elektronen in Metallen und entarteten
Halbleitern, entspricht 0. Schall in ungeladenen Systemen

Exciton: gebundenes ‘Elektron’-‘Loch’-Paar in Halbleitern
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IV. Statistische Physik des Nichtgleichgewichts

22. Ubersicht

Die Physik des Nichtgleichgewichts ist naturgemafl ein umfassenderes Gebiet
als die Gleichgewichtsstatistik. Sie lafit sich im allgemeinen Fall auch nicht
durch geschlossene Ausdriicke erledigen, wie das im Gleichgewicht durch die Zu-
standssummen gelang, und daher ist die Nichtgleichgewichtsstatistik weniger gut
entwickelt als die Gleichgewichtsstatistik. Insbesondere iiber starke Abweichungen
vom Gleichgewicht konnen wir verhaltnismaflig wenig aussagen. Eine Theorie der
turbulenten Stromungen, der Explosionen und der Schockwellen ist also nicht voll
entwickelt. Andererseits sind wir recht gut im Bilde iiber schwache Abweichungen
vom Gleichgewicht. Auch dieses interessante und wichtige Gebiet konnen wir in
dieser Vorlesung allerdings nur kurz streifen.

Zunachst erinnern wir uns daran, dafl wir den Zustand eines beliebigen mecha-
nischen Systems durch einen Dichteoperator beschreiben kénnen. Im allgemeinen
wird dieser im Nichtgleichgewicht zeitabhéingig sein. Seine Zeitentwicklung (im
Schridinger-Bild) wird durch die von Neumann-Gleichung (2.9) gegeben. In
gewisser Analogie zu den verschiedenen Gesamtheiten des Gleichgewichts kann
man auch hier verschiedene Situationen und die damit verbundenen Fragen be-
trachten. Man kann zum Beispiel ein isoliertes System in irgendeinem An-
fangszustand annehmen und beobachten, wie es aufgrund der natiirlichen Bewe-
gung ins Gleichgewicht iibergeht. Eine theoretische Beschreibung dieses Vorgangs
wurde 1928 von Pauli in Form der Master-Gleichung vorgeschlagen. Die Master-
Gleichung ist ein lineares Differentialgleichungssystem fiir die Zeitentwicklung der
Diagonalelemente des Dichteoperators (Markoffsch). Im Gegensatz zur von Neu-
mann-Gleichung beschreibt sie eine irreversible Bewegung. Die Thnen aus den
I"Jbungen bekannte ‘Herleitung’ ist im wesentlichen die Paulische. Eine tiefere
Begriindung gelang 1955 L. van Hove (Physica 21, 517) und spiter van Hove
(Physica 23, 441 (1957)) und Prigogine und Résibois (Physica 27, 629 (1961)). Es
geht iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus, darauf weiter einzugehen.

Eine andere wichtige Situation entsteht, indem man ein vorher im Gleichgewicht
befindliches System einer dufleren Storung unterwirft. Eine solche Storung kann
mechanischer Natur sein; dann kann man sie als zeitabhangigen Term in den
Hamiltonoperator aufnehmen (z.B. elektromagnetische Felder als Stérung). Wir
werden im iibernachsten Abschnitt die Reaktion eines Systems auf schwache
Storungen dieser Art besprechen. Eine auflere Storung kann aber auch nicht-
mechanisch sein (z.B. Temperaturgradienten, Konzentrationsgradienten), also eher
von statistischer Natur. Solche Storungen, die man nicht unmittelbar durch einen
Zusatzterm zum Hamiltonoperator beschreiben kann, wollen wir im nichsten Ab-
schnitt kurz diskutieren.

Eine bedeutendes Mittel zur Behandlung von Nichtgleichgewichtssituationen, auf
das wir hier gar nicht weiter eingehen konnen, sind die sogenannten Kkinetis-
chen oder Boltzmann-Gleichungen. Man geht aus von einer Verteilungsfunktion
F(7,p,t), die die Wahrscheinlichkeit angeben soll, am Ort # zur Zeit ¢ ein Teilchen
mit Impuls p vorzufinden. Die betreffenden Teilchen werden haufig Quasiteilchen
im Sinne des Abschnitts 21 sein. Von vorneherein ist es offenbar nicht immer
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selbstverstandlich, ob man eine solche Funktion tiberhaupt definieren kann. Die
Boltzmann-Gleichung fir F' hat die allgemeine Form

oF
Drift ot

OF OF

S 22.1
ot ot ( )

Stoss

Die zeitliche Anderung der Verteilung resultiert aus der Eigenbewegung (Drift) der
Teilchen aufgrund ihrer Tragheit und duflerer Krafte und aus den Stoflen zwischen
den Teilchen.
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23. Nicht-mechanische Storungen

Wir beschranken uns hier auf langsam veranderliche Storungen. Langsam soll hier
bedeuten, dafl die Storung sich viel langsamer andern soll, als alle innere Zeiten des
Systems (Relaxationszeiten, Stofizeiten) angeben. Unter diesen Umstinden wird
das System lange, bevor es das totale Gleichgewicht erreichen konnte, lokal ins
Gleichgewicht kommen. Damit ist ein Zustand gemeint, bei dem jedes geniigend
kleine Untersystem beliebig nahe am Gleichgewicht liegt, bei dem aber die Param-
eter, die dieses Gleichgewicht charakterisieren, von Untersystem zu Untersystem
variieren. Der tiefere Grund, dafl in vielen Fallen das totale Gleichgewicht viel
spater erreicht wird als das lokale, liegt bei einer wichtigen Eigenschaft der addi-
tiven Erhaltungsgroflen, die fiir das Gleichgewicht schon so wesentlich waren. Diese
wichtige Eigenschaft besteht darin, daf} sie ‘lokal erhalten’ sind, womit folgendes
gemeint ist: Wenn F (7) den Operator der rdumlichen Dichte der Erhaltungsgrofie
F); bezeichnet, dann gibt es einen ‘Stromdichteoperator’ ﬁ(F) der zusammen mit
F,.(7) im Heisenberg-Bild die Kontinuitéatsgleichung

+ divJ.(7) = 0 (23.1)

erfiillt. Eine entsprechende Gleichung gilt fiir die Mittelwerte. Da fiir ein beliebiges
festes Volumen V mit dem Gaufischen Satz

o [ @rE == [ af 1@
folgt, kann sich der Wert der Grofle F; innerhalb V' nur dadurch andern, daf§ die
Quantitdt F), durch die Oberfliche O von V fliefit (lokaler Erhaltungssatz). Die
Dichte von F,, andert sich nur durch den Transport von F,. Die lokalen Erhal-
tungsgroflen verbieten in gewissem Umfang eine schnelle Einstellung des totalen
Gleichgewichts, weil die Transportvorgange recht langsam ablaufen im Vergleich
zur mikroskopischen Bewegung der Teilchen. Bevor der Transport merklich ein-
setzt, hat sich langst ein lokales Gleichgewicht eingestellt.

Um den Dichteoperator eines Systems im lokalen Gleichgewicht zu finden, teilen
wir das System in lauter kleine Teile auf, die jedes fiir sich im Gleichgewicht seien
und die wir durch den Index ¢ numerieren. In jedem Teilsystem haben die k
Erhaltungsgrofien Fi,(k = 1,...,k) gewisse Mittelwerte

fivi=< / 37 Fo(7) >, (23.2)
Vi

wobei die Mittelung mit dem Gleichgewichts-Dichteoperator (grofikanonisch, weil
die F}; zwischen den Untersystemen ausgetauscht werden kdnnen)
oA [ BREL(F oA [ BREF

0; = eZml § fVi " (r)/ SpurieZ“:1 § fVi 7 E(7) (23.3)

gebildet ist. Wir sehen, dafl auch die intensiven Parameter A, vom Untersystem

abhingen miissen, damit (23.2) erfiillt werden kann. Die Untersysteme kdnnen als
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statistisch unabhangig angenommen werden. Dann ergibt sich der Dichteoperator
des Gesamtsystems zu ¢ = [[, o; oder

ezizl [, @7 A (P ()
Q =

k —. (23.4)
Spur 0 mmt [, 37 A (7) Fie(7)

Er unterscheidet sich vom groflkanonischen Gleichgewichts-Dichteoperator nur
durch die Ortsabhingigkeit der intensiven Parameter.

Sie entspricht einer
ortsabhangigen Dichte der Erhaltungsgrofien:

fu(F) = < Fo(F) >, . (23.2")
Die f.(7) und die A, (7) hingen lokal voneinander ab und zwar in derselben funk-
tionalen Form wie im Gleichgewicht. Man kann eine Entropiedichte definieren:
(5 = fy dF (7))

si-V; :/ d*7 s(F)
1%

= —ks <lng; >,,, (23.5)
die auch lokal von den A, () abhéngt. Es gilt daher wie im Gleichgewicht
ds; :
% kAL (23.6)
ofi

oder

(1) APV —
Sp e = keI )

(23.6')

Aufgrund der natiirlichen Bewegung des Systems hingen die f.(7) von der Zeit
ab und damit auch die Entropiedichte. Mit (23.6) und (23.1) gilt

8si _ Zk: 8si ) 8]”;

ot = ofi ot
oder
ds(r) : B,
o = Fn ;:1 A (F)div ], (7). (23.7)

Indem wir die ‘Entropiestromdichte’

.;s_

ks 3 AP ()

(23.8)
einfiihren, kénnen wir (23.7) auch als

0s(7) 2
W + le]s(T)

k
ko Y Je(F) - grad A () (23.9)
k=1
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schreiben. Gleichung (23.9) - und auch schon (23.7) - zeigen, daf} die Entropie keine
lokale Erhaltungsgrofe ist. Selbst in einem isolierten System, in dem kein Entropie-
strom durch die Oberflache treten kann, wird die Entropie sich mit der Zeit d&ndern,
wenn die A\, ortsabhingig sind (grad A, # 0). Die Ortsabhangigkeit der A, hat
zur Folge, daff Strome j,(7) = < J.(7) >, flieBen. Fiir kleine | grad A, (7)| kann
man die rechte Seite dieser Gleichung nach dem Gradienten entwickeln (worauf
wir hier nicht eingehen wollen), und erhélt die (in grad A\ (7)) linearen Transport-
gleichungen

;n(F) = — th(f’) grad A, (7) + O ((grad )\,,)2) , (23.10)

wo die Transportkoeffizienten wiederum nur lokal von den Werten Aq(7) bis Ag(7)
abhéngen. Auch ohne fiir sie explizite Ausdriicke abzuleiten, konnen wir daraus
schlieflen, daf} die Transportkoeffizienten Mittelwerte gewisser Operatoren im ther-
mischen Gleichgewicht sind. Wir werden dies fiir den Fall mechanischer Storungen
im einzelnen zeigen. In einem isolierten System ergibt sich die Entropieanderung
zu

35 ke Z /d% b (F) grad A (7) grad Ao (7). (23.11)

k,v=1

Da wir wissen, dafl % > 0 ist, werden wir erwarten, daf} die Matrix der Trans-

portkoeffizienten ¢ = (¢, ) positiv (semi-)definit ist.

Wie Onsager 1931 als erster zeigte, ist die Matrix ¢ auflerdem unter ziemlich

allgemeinen Vorraussetzungen symmetrisch (t., = t,. oder ¢t = ¢, ‘Onsager-

Relationen’). Voraussetzung dafiir ist einfach die Bewegungsumkehrinvarianz der

Mechanik des Systems.

Wir wollen kurz demonstrieren, dafl die genannten Eigenschaften der Transport-

matrix ¢ nicht von der Wahl der k£ Erhaltungsgrofien F,, abhingen. Wir wissen,

dafl die additiven Erhaltungsgroflen einen linearen Raum bilden, und man hatte

statt der F,, gewisse Linearkombinationen wahlen konnen. Wir fiihren die Spalte
Fy

F = ein und schreiben fiir die alternative Basis von Erhaltungsgrofien
F,

F = AF mit der nichtsinguliren k x k-Matrix A. Zu F hatte man natiirlich an-

dere intensive Parameter A bestimmt, so da§ AT F = Zn 1 AF, = Zk_ ME, =

v=1

ATF. Offenbar mufl dazu AT = )\TA oder A = AT gelten. Uber die Konti-
nuititsgleichungen entsprechen den F die Stromdichten j = Af. Die Transportgle-

ichungen j = —¢t grad A werden in den neuen Grofen also j = Aj = —AtAT grad A
lauten. Die Transportmatrix ¢ = AtAT ist wiederum positiv und symmetrisch.
Aus der Onsager-Relation und (23.11) folgt

(sg%in(,v) = ks ;(twm + tuw(F)) grad A, (7) = =2k, (7). (23.12)

Wegen der Onsager-Relation ergeben sich die Stromdichten also als Variations-
ableitungen der Entropieanderung nach den Gradienten der intensiven Parameter.
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Die Transportgleichungen (23.10) bilden zusammen mit den gemittelten Konti-
nuitatsgleichungen

Fu(F) + divj(7) = 0 (23.1')
und den Gleichgewichts-Materialgleichungen
A = As(f1y- s fr), (k=1,...,k) (23.13)
ein geschlossenes Gleichungssystem. Man kann zum Beispiel die Stromdichten
. ... : E ax. A 8%s .
auf folgende Weise eliminieren: A, = > ~_; 3 7 f,,, die 2 57 = Crv ™~ 3157, sind
symmetrische (cx, = ¢yx) thermodynamische Groflen; folglich gilt
k k
= Z Crv Z div(t,, grad A,). (23.14)
v=1 n=1

Hier konnen die Koeffizienten c., und t,, selbst als lokale Funktionen der
Ar vom Ort abhingen; in diesem Fall sind die Gleichungen (23.14) nicht lin-
ear in den A.. Gleichungen vom Typ (23.14) sind fiir die Beschreibung von
Wiarmeleitungsvorgangen oder Diffusionsvorgéngen von Bedeutung.

Die gelaufigen Transportkoeffizienten wie Diffusionskonstante, Warmeleitfahigkeit
oder Thermokraft entsprechen nicht gewissen t,, in unserer Transportgleichung,
sondern Kombinationen von t., (und eventuell ¢.,). Zum Beispiel ist die
Wairmeleitfahigkeit der Transportkoeffizient zwischen Energiestromdichte und
Temperaturgradient, jedoch nicht unter der Nebenbedingung, dafl die iibrigen
Gradienten verschwinden, sondern bei Verschwinden der iibrigen Strome (dann
ist auch die Energiestromdichte gleich der Warmestromdichte).

Zum Abschlufl wollen wir wie im Gleichgewichtsfall von den intensiven Parametern
Ax zu den praktischeren Parametern «, iibergehen, indem wir F; mit der Energie

identifizieren und Ay = -3 = _kBLT’ Av = —Ba, (k= 2,...,k) setzen. Wir
r y
2
definieren die Spalte « = | . | und erhalten die Identitdt (A= | : |):
A /\k
1
T 0
1
A=—-0 . a und daher
0 1
1 2
T 0 T 0
1 1
grad A\ = —(3 . grad o + % . a - grad T oder
0 1 0 1
kBA]_ 0
kBA2 1
grad A = —3Bgrada mit B = . ) . Man sieht, daf} die Trans-

portgleichung (23.10) mit grad a geschrieben keine symmetrische Transportma-
trix aufweist. Dieser Mangel ist leicht zu beheben, indem man die Spalte j durch
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:Js

2 J2 T . . .

Ja) = : = B*j ersetzt. Es gilt dann die neue Transportgleichung
I

@)=t - grada  mit t) =FBT -t B. (23.15)

Die Transportmatrix #) ist wie ¢ positiv und symmetrisch. Fur die En-
tropiednderung (23.11) erhilt man

28
TW :/ a3 gradaT-t(a) - grad a.. (23.16)
%
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24. Mechanische Storungen

Wir behandeln hier den Fall, daf§ ein System durch eine schwache mechanische
Storung aus dem Gleichgewicht gebracht wird. Der gesamte Hamiltonoperator sei

H(t) = Hy+ ®(t),  &(t) = —AF(t), (24.1)

wobei F'(t) die duflere Storung darstelle, die iiber den Operator A an das System
ankoppele. Um Einschalteffekte zu eliminieren, denken wir uns das System zur
Zeit t = —oo im Gleichgewicht:

o(t = —o0) = 0o (24.2)

und schalten das Feld F(t) dann vorsichtig ein. Die Zeitentwicklung des Dichte-
operators ist durch die von Neumann-Gleichung (2.9) gegeben:

o(t) = —= [H(1), o(t)]. (24.3)

Eine typische Fragestellung der Nichtgleichgewichtsphysik wird nunmehr sein, die
zeitliche Entwicklung des Mittelwerts einer Grofle zu beobachten, die durch den
Operator B gegeben sei. Im Gleichgewicht wird diese Grofle den Mittelwert
< B >,, = Spur(Bgg) = By haben; wir erwarten jedoch, dafi die Stérung zu
einer zeitabhingigen Abweichung von diesem Mittelwert fiihrt. Zur Berechnung
dieser Abweichung geht man vorteilhafterweise vom Schrodinger- zum sogenan-
nten Wechselwirkungsbild tiber. Mit dem unitdren Zeitentwicklungsoperator fiir
das ungestorte System Up(t) = e~ # ot definiert man zu jedem Operator X den
zugehdrigen Operator im Wechselwirkungsbild Xy (t) = Ug (t)XUy(t). Dann gilt
fir den Mittelwert von B

< B >, = Spur (Be(t)) = Spur (Bw (t)ew (). (24.4)
Die Anfangsbedingung (24.2) gilt auch fir oy (¢):

ow (t = —00) = o, (24.5)

da go mit Hp (und Up) vertauscht. Die Bewegungsgleichung fiir ow (¢) lautet

bw () = U (6 + 3 [Ho, ) U = +7[Aw(t), ow (DIF(5).  (246)

Gln. (24.5), (24.6) fithren auf die (Picardsche) Integralgleichung
i [t
ow (t) = 00 + ﬁ/ [Aw ('), ow ()| F(t")dt, (24.7)

deren Losung in erster Ordnung in der Stérung F'(¢) durch Iteration erhalten wird:

ew(®) =ty [ [Aw(t), alF(0)it + O(F?) (24.)
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Der Mittelwert von B wird somit

<B>y0=Bo+y [ Sowr (Buw()ldw (), a) F()at + O(F?)
0 (24.9)
= By + %/ < [Bw(t), Aw ()] >, F(t")dt' + O(F?),

wobei die letzte Zeile durch zyklische Vertauschung unter der Spur entsteht:
Spur (B[4, go]) = Spur (BAgo — BooA) = Spur (BAgo — ABoo) = < [B, A] >, .

Das Ergebnis lautet eleganter geschrieben
< B>, — Bo = / Xpa(t—t)F(t')dt', (24.10)

wenn man die verallgemeinerte Suszeptibilitit oder lineare Responsefunktion X
als )
1

XB,A(t — t’) = ﬁ< [Bw(t), Aw(tl)] >g0®(t — t’) (2411)

definiert. X hingt nur von ¢ — ¢’ ab wegen Identitaten der Art
Spur (U] (t) BU (t) U (') AU (') 00) = Spur (U (t — t') BU (t — t') Ago).-

Die Antwort der Grofie B zur Zeit ¢ auf die aulere Storung hangt von der Grofle der
Stérung zu allen fritheren Zeiten ab (retardierter Response). Die Suszeptibilitit,
die duBere Stérung F(t) und Response verkniipft, ist durch Mittelwerte gewisser
Operatoren mit dem Gleichgewichts-Dichteoperator oo gegeben.

Die Gleichung (24.10) fiir den linearen Response nimmt eine einfachere Gestalt
an, wenn man die duflere Storung spektral zerlegt:

F(t) = / Foe—iot gy, (24.12)

— 00

Der Response kann dann analog zerlegt werden:

< B >, — Bo = / dw F“’e—i“’t/ dt' Xp 4(t — tl)eiw(t—t’)

o - (24.13)
= / dw B¥e™™t,
Mit der Fourier-transformierten Suszeptibilitit (¢t — ¢’ — )
oA (W) = / dt X a(t)e! (24.14)

lautet die Response-Gleichung dann:

B® = xp,a(w) - F¥. (24.15)
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Das zeitliche Faltungsintegral (24.10) fiir den linearen Response geht bei spektraler
Zerlegung in eine einfache multiplikative Relation fiir die Fourierkomponenten
iber.

Wir wollen nunmehr die Energieinderung berechnen, die das betrachtete Sys-
tem aufgrund der dufleren Storung erleidet. Da diese sich als quadratisch in den
Storungen erweist und folglich Interferenz zwischen verschiedenen Storungen zu
erwarten ist, gehen wir jetzt von einer Storung der Form

- zn: A;F;(t) (24.16)

aus. Die zeitliche Anderung der Energie des Systems wird dann zunéchst
d : i
7 < Ho >o) = Spur (Hoo(t)) = —7 Spur (HolH(t), o(t)])
1 1
= —3 Spur ([Ho, H(t)]o(t)) = —7 Spur ([Ho, @(t)]e(t))

i n

Der hier auftretende Mittelwert < [Ho, A;] >, ist aber genau von der Art des
eben berechneten mit B = [Hy, A;]. Wir erhalten mit (24.9)
[ beachte By = < [Hy, A;] >,,= Spur ([0, Ho]A;) =0 |

4 < Hy >y = ZF / 4t < [[How (t), Aw ()] Auw ()] >, FilF)
+ O(F3).

| (24.17)
Es gﬂt weiter %< [[How(t),Ajw(t)],Alw(t,)] > = %< [Ajw(t),Alw(tl)] > und
mit der Kurzschreibweise X;; = X4, 4, und (24.11)

¢ 0 0

i
=5 < [Ajw (1), Aiw (t')] > = 8tXﬂ(t t') — #< [Aj, Ad) >, - 8(t —t').

Die Beitrége des zweiten Summanden zu (24.17) heben sich weg wegen [A;, 4;] =
—[A;, A;]. Damit erhalten wir

d
< Hy >y = Z/ A Fy (1) o Xult — ) R() + O(F%).  (24.18)
=1

Durchsichtiger wird dieses Ergebnis, wenn wir wieder Fourier-transformieren:

% dt' Xt -t Fi(t') = /

— 00

T !
dwFy =" / dt' X, (t —t')e (=)
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o0

= / dwFfe™ " (—iw)x 1 (w).

— 00

Integrieren wir (24.18) iiber die Zeit ¢, so erhalten wir mit der Umkehrung von
(24.12),

/ dtFj(t)et™* = 2nFy, (24.19)

fiir die gesamte Energieanderung das Ergebnis

© 4 " > * . w
AH, :/ < Ho>omdt =27 3 /Ood“’Fj“’ (i) (@) FY

—oo jl=17"

Physikalisch gehoren die Beitrage von w und —w zu einer Storung derselben Fre-
quenz |w|. Da das Feld Fj(t) reell ist, gilt

F¢ =F7e; (24.20)
F7 und F} (beide komplex) sind folglich schon durch zwei reelle Zahlen (etwa
RF} und %F]‘-") bestimmt, die physikalisch Starke und Phase des Anteils der Fre-
quenz w zum Feld Fj(t) entsprechen. Es ist daher sinnvoll, im obigen Ergebnis

positive und negative Frequenzen zusammenzufassen. Mit (24.20) erhilt man dann

schlie3lich

AHy = 47r/ dw Z Fie -wx;-’l(w) - F, (24.21)
0 =t
wobei wir mit ]
1" /A
Xji(w) = 3 (xj1(w) = x5 (—w)) (24.22)

den sogenannten absorptiven oder dissipativen Anteil der Suszeptibilitat eingefiihrt
haben. Wenn man auflerdem den reaktiven oder dispersiven Anteil als

1

Xji(w) = 5 (Xa(w) + x5 (~w)) (24.23)

definiert, gilt fiir die gesamte Suszeptibilitat die Zerlegung
xXji(w) = xj(w) + ixj (w). (24.24)
Die Operatoren A und B, mit denen xp, 4 definiert ist, sind im allgemeinen Ob-

servable, also hermitesch (AT = A, Bt = B). Folglich ist auch i[B(t), A] ein
hermitescher Operator und daher die Suszeptibilitat reell:

X5 at) = Xp,al(t). (24.25)
Aus (24.14) ergibt sich dann unmittelbar

XB,a(W) = xB,4(-w). (24.26)
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Die Fourier-transformierte Suszeptibilitat ist also keineswegs reell, ihr Realteil ist
jedoch eine gerade, ihr Imaginarteil eine ungerade Funktion von w. Gleichung
(24.26) liefert nun zusammen mit (24.23)

! ! !

XB,4(w) = Xa,8(=w) = [xa,5@)]" (24.27)

und mit (24.22)

XB,a(@) = —Xa,5(—w) = [Xa,5(@)]" (24.28)
Beziiglich ihrer Indizes sind also x’ und x” hermitesch; insbesondere wissen wir
damit, dafl die Dissipationsmatrix X;'ll in Gl. (24.21) hermitesch ist, was einen
reellen Energiezuwachs garantiert. Tatsachlich nimmt die Energie des Systems
durch die Einwirkung der dufleren Storungen niemals ab, wie wir sofort zeigen
werden. Systeme dieser Art heiflen passiv. Wir werden also zeigen, dafl Systeme
im thermischen Gleichgewicht immer passiv sind.
Dazu gehen wir zunachst zur Spektraldarstellung der Response-Funktion iiber. Sei
das System {|n)} eine Basis von Eigenzustinden von Hy mit zugehorigen Eigen-
werten E,. Dann schreibt sich die Suszeptibilitit (24.11) als

Xp.alt) = %@(t)% S (nle o (ehHot Be=kHot g _ gekHot Bk Hot) o)

n

— Lot) L > e (er En=Em)t (0| Blm) (m| Aln) — ex Fm=En) (1] Alm)) (m| Bln))

= —.@(t)— Z (e=PBn e_BE’")e%(E"_E’")t<n|B|m><m|A|n>. (24.29)

n,m

Durch Fourier-Transformation (24.14) wird daraus

, 1 _ - (n|Bm)({m|An)
__ BE. _ ,—BEm . 24.30
Xp,alw +ie) = =7 ; (e ¢ )h(w Y i€) — (Ep — En) (24.30a)
Nach Vertauschung der Summationsindizes m und n erhalt man analog
, 1 _ - (n|Bm){m|Aln)
_ __ BE. _ ,—BEm . (24.300
Xa,B(=w +ie) Z;(e ¢ )h(w—ie)—(Em—En) ( )
Schliefllich fiithrt (24.22) unter Benutzung der Residuenformel (e ™\, 0)
1 1
_ = -2 24.31
T+ie T — 1€ mid(x) (24.31)
zur Spektraldarstellung fiir den absorptiven Anteil
" m _ _
XB,a(w) = 7 Z (e7PEn — e=BEm) (n|Blm)(m|An)d(hw — (Ep, — Ey)). (24.32)

n,m
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Spektraldarstellungen haben den Vorteil grofler Durchsichtigkeit. Man sieht in
(24.32), daBl Absorption von Energie aus dem &ufleren Feld geschieht, wenn die
Frequenz w zu einer Anregung des Systems pafit: hw = E,,, — E,,. Der statistische
Faktor e #Fr — ¢=BFm mift die Besetzungsdifferenz der Zustinde des Systems,
zwischen denen die Anregung vermittelt. Die Matrixelemente geben schlieflich
an, wie stark das duflere Feld an die verschiedenen inneren Anregungen ankoppelt;
sie bestimmen auch die ‘Auswahlregeln’ fiir die Ubergénge.

Der passive Charakter unseres Systems folgt nun so: Da Suszeptibilititen x4,B
linear in den Operatoren A und B sind, kann man unter Einfiihrung des Operators
A =370 AjFy die Summe in (24.21) als 377, FJ?‘X;-'lFl = XZU,A schreiben. An
der Spektraldarstellung (24.32) erkennt man aber sofort, daf fiir w > 0:

Nar,a(@) = 7 D (€778 — 8 [(m] Aln) 26 (hw — (B — Ep)) > 0.

Z n,m
(24.33)
Wir definieren nun die Fluktuations-Funktion
1
Fpa(t):=< E{BW(t)_ < B >p,A— < A>,} >0 (24.34)

wobei die geschweiften Klammern den Antikommutator {X,Y} = XY +Y X beze-
ichnen. Die Fluktuationsfunktion Fp 4(t) mifit thermische Schwankungen des
Systems im Gleichgewicht. Genauer gesagt gibt sie an, wie die Abweichungen
der Werte des Operators A vom Mittelwert < A > mit den entsprechenden Ab-
weichungen von B im zeitlichen Abstand ¢ korreliert sind. Wir werden annehmen,
da8 diese Korrelationen fiir grofle Zeitabstinde verschwinden (< Bw (t)A >—
< B >< A> (t > o)), was im allgemeinen richtig ist; wir setzen aber zur
Vorsicht explizit voraus:

Fpa(t)—0 (t — 00). (24.35)
Es wird sich zeigen, daf§ die Fouriertransformierte von Fp 4(¢)
Pp a(w) = / Fp a(t)e™tdt (24.36)

eng mit dem dissipativen Anteil X;, 4(w) der Suszeptibilitdt verkniipft ist. Wir
bemiihen dazu die Spektaldarstellung der Fluktuationsfunktion

1

Fp a(t) = 37 Z (e PFm 4+ e BB (Bn=Em)t(n Bim)(m|Aln)— < A >< B >.
’ (24.37)
Es folgt
wh
Pp a(t) = - Z (e PFm 1 e=BFn) (n|Bim)(m|An)d(hw — (B — Ey)). (24.38)

n,m

Der Zusammenhang zwischen dieser Formel und (24.32) wird sogleich deutlich,
wenn man die Identitat

(B 4 BB )5 (s — (= ) = PP (14 e M5 (s — (B — E))
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beachtet. Es folgt das wichtige Dissipations-Fluktuations-Theorem:

X a(w) = %tanh @@B,A(w). (24.39)
Der Leser mag ein gewisses Unbehagen beim obigen Umgang mit Fourier-
Transformation, d-Funktionen und Residuen-Regeln (24.31) verspiirt haben.
Tatsachlich kann ein Mifitrauen in die mathematische Korrektheit der oben voll-
zogenen Rechenschritte beseitigt werden. Man beachte zunachst, dafl wegen der
Kausalitdt (xp,4(t) = 0 fir ¢ < 0) die Gl. (24.14) eine in der oberen Halbebene
analytische Funktion der komplexen Energie z definiert:

xmalz) = / dt xpA(t)e™ (2> 0). (24.40)
0

Eine solche Funktion nennt man auch die Laplace-Transformierte von xp, 4(t).
Die oben benutzten Funktionen der reellen Energie w konnen als Randwerte an-
alytischer Funktionen verstanden werden. Der sich hier zeigende Zusammenhang
zwischen Kausalitdt und Analytizitit ist auch aulerhalb der statistischen Physik,
etwa in der Feldtheorie, von grofler Bedeutung. Wir wollen hier die analytischen
Eigenschaften der Suszeptibilitdt benutzen, um die Kramers-Kronig-Relationen
zwischen dem reaktiven und dem dissipativen Teil der Suszeptibilitat herzuleiten.

Fir z innerhalb der Kurve C gilt nach der C
Cauchyschen Integral-Formel (oder nach dem
Residuensatz)

XBA(z) = — /Cmdw. (24.41)

271 w—z

Zz - Ebene

Indem man den Halbkreis-Anteil der Kurve C ins Unendliche wachsen und den
geradlinigen Anteil gegen die reelle Achse streben 1aft, erhdlt man

xB,A(2z) = ! /00 Xp.A(W) dw'  (Sz > 0), (24.42)

= >
2mi J_ o W — 2

da der Beitrag des Halbkreises zum Integral wegen x(w') = O(%) (v’ — oo)

verschwindet. Fiir 3z < 0 hat das Integral in (24.42) offenbar den Wert null.

Wenn man den Integrationsweg anhand des
nebenstehenden Diagramms fiir Sz \, 0, z =

o . . . . Z=W
w, in einen Residuenanteil (a) und einen Hauptwer- W
tanteil (b) zerlegt, kann man fiir reelle Frequen- ¥ @
zen w A (@)

©

XB,4(w) = L (fw%(w) dw' +i7pr,A(w)>

!/
oW —w
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schreiben oder | o .
XB.A(w) = —][ xeAlW) g (24.43)

Tl ) _oo W —w

Das Hauptwertintegral ist dabei definiert als

0o 1] 0o ! w—40 00 !
][ dw E’P/ dw zlim(/ +/ ) dw .
oW —w oo W —w NO S oo wis W —w

Die obige Prozedur bildet den Hintergrund fiir die haufig benutzte Formel

P
= j: ) — Cxs
LT o, imd(w — 2) (Sz70),

die zu Gl. (24.31) fithrt. Eine zu (24.43) analoge Gleichung lautet

-1 [ —w'
(o 2 [T

T ) oo W —w

indem wir diese Gl. zu (24.43) addieren bzw. von (24.43) subtrahieren, erhalten
wir unter Beachtung der Definitionen (24.22) und (24.23) die Kramers-Kronig-
Relationen

1 [*Xpa(w)
! = — =2 L du! 24.44
paw) =~ f B, (24.44)
und W)
" -1 C>oXBA w !
= — — dw'. 24.45
Gpaw) = —f 2 (24.45)

Der reaktive Anteil einer Suszeptibilitat 148t sich also eindeutig aus dem dissipa-
tiven berechnen und umgekehrt. Wegen

1/“de,_—1/mmdw:0 (Sz > 0)

P r - a_ -
2m J_ W — 2z 2m J_o wt 2

kann man (24.41) auch in

1 [ xp,aWw)
XB,A(Z) = ; -

dw (24.46)

oo W2

umwandeln. Dies zeigt abermals, dafl zur Bestimmung der gesamten Suszepti-
bilitat eine Messung des absorptiven Anteils reicht.
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