Einfiihrung in die Vielteilchenphysik
E. Miiller-Hartmann

WS 1972/73 und WS 1977/78

Die elektronische Version dieser Vorlesung wurde 2008 als
Dokumentation fiir eine vorher nur handschriftlich in der
Bibliothek der Physikalischen Institute verfiigbare Version
erstellt.

Hinweise auf Tippfehler und andere Unzulanglichkeiten
sind willkommen (per email an: mh@thp.uni-koeln.de).



Literaturhinweise

Zum Zeitpunkt der Entstehung dieser Vorlesung waren die folgenden
Monographien zur Vielteilchenphysik kondensierter Materie besonders

popular.
1. D. Pines: The Many—Body Problem (1961)
2. V.L. Bonch—Bruevich, S.V. Tyablikov: The Green Funktion Method
in Statistical Mechanics (1962)
3. L. Kadanoff, G. Baym: Quantum Statistical Mechanics (1962)
4. R. Brout, P. Carruthers: Lectures on the Many—Electron Problem
(1963)
5. D. Pines: Elementary Excitations in Solids (1963)
6. H.L. Morrison: Quantum Theory of Many—Particle Systems (1963)
7. P. Noziéres: Theory of Interacting Fermi—Systems (1964)
8. A.A. Abrikosov, L.P. Gor’kov, I.E. Dzyaloshinkski: Methods of
Quantum Field Theory in Statistical Physics (1965)
9. P. Noziéres, D. Pines: The Theory of Quantum Liquids (1966)
10. D. Ruelle: Statistical Mechanics, Rigorous Results (1969)
11. A.L. Fetter, J.D. Walecka: Quantum Theory of Many—Particle Sys-

tems (1971)



Vorwort

Die hier dokumentierte Vorlesung Einfithrung in die Vielteilchenphysik wurde
erstmals im Wintersemester 1972/73 und spéter noch einmal im Wintersemester
1977/78 im Physiklehrplan der Universitéit zu Koln angeboten. Ziel der Vorlesung
war eine Einfiihrung in die methodischen Grundlagen der Quantenmechanik von
Systemen vieler identischer Teilchen.

Vorausgesetzt wurden Grundkenntnisse in Quantenmechanik und in statistischer
Physik. Bei regulidrem Studienablauf wurde diese Vorlesung als Wahlpflichtver-
anstaltung fiir das siebte oder achte Fachsemester im Anschlufl an den viersemestri-
gen Theoriekurs empfohlen.

Die Vorlesung besteht aus vier Abschnitten mit insgesamt 17 Kapiteln, 3 Anhéngen
und einem Stichwortverzeichnis. ["Ibungsaufgaben sind in die Kapitel eingestreut
und durch Blaufarbung hervorgehoben. Sie sind derart formuliert und mit Hin-
weisen versehen, dass sich weitere Losungshilfen der Ubungen im allgemeinen
eriibrigen sollten.

Der Abschnitt I hat zwei Kapitel, in denen eine allgemeine Einfithrung in die
Grundlagen der quantenmechanischen Beschreibung von Vielteilchen-
systemen gegeben wird. In Kapitel 1 fithrt die Diskussion der Quantenmechanik
identischer Teilchen auf Fermionen und Bosonen als den einzigen eindimension-
alen Darstellungen der Permutationsgruppen. Kapitel 2 prasentiert die Beschrei-
bung derartiger Vielteilchensysteme in zweiter Quantisierung. In dem gesamten
Manuskript werden Fermionen und Bosonen mittels eines Parameters s unter-
schieden (s = +1 fiir Fermionen und s = —1 fiir Bosonen) und meist simultan
behandelt.

Im Abschnitt IT werden in vier Kapiteln zweizeitige Greenfunktionen als ein
elegantes Werkzeug zur Erfassung der Eigenschaften quantenmechanischer Viel-
teilchensysteme eingefiihrt. Kapitel 3 diskutiert retardierte und avancierte
Greenfunktionen mit ihren Fouriertransformierten und deren analytischen
Eigenschaften, ihren Bewegungsgleichungen und Spektraldarstellungen. In Kapi-
tel 4 werden die Temperatur— oder Matsubara—Greenfunktionen behan-
delt, der Zusammenhang von deren Fourierkoeffizienten mit den Fouriertrans-
formierten der retardierten und avancierten Greenfunktionen sowie deren Be-
deutung zur Berechnung von Korrelationsfunktionen. Kapitel 5 widmet sich
dem Spezialfall der Einteilchen—Greenfunktionen oder —Propagatoren, aus
denen man die thermischen Mittelwerte aller Einteilchenoperatoren, aber auch
die mittlere Energie eines Vielteilchensystems mit Zweikorperwechselwirkung
berechnen kann. Auflerdem wird der Massenoperator fiir diagonale Einteilchen—
Propagatoren diskutiert. Kapitel 6 stellt Responsefunktionen als einen zweiten
wichtigen Spezialfall von Greenfunktionen vor und erldutert ihre Bedeutung fiir
spektroskopische Untersuchungen und ihre Beziehung zum Formfaktor im
differentiellen Wirkungsquerschnitt bei Streuexperimenten, die in Bornscher
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Néherung beschrieben werden konnen. Als Anwendung wird ausfiihrlich die Re-
sponsetheorie homogener dielektrischer Systeme diskutiert und die Beziehung
der Responsefunktion zur dielektrischen Funktion und zur dynamischen
Leitfahigkeit beprochen.

Der Abschnitt III behandelt in fiinf Kapiteln Vielteilchensysteme ohne dyna-
mische Korrelationen. In Kapitel 7 werden Einteilchen—Propagatoren
solcher Systeme betrachtet und es wird gezeigt, dass sich deren Berechnung
auf unitdre Basistransformationen zurickfithren ldsst. Kapitel 8 présentiert
einen Beweis des Wickschen Theorems, das es erlaubt, Greenfunktionen
mit beliebig vielen Zeiten durch zweizeitige auszudriicken und damit auch be-
liebige Korrelationsfunktionen nichtkorrelierter Systeme auszurechnen. Moleku-
larfeldnaherungen, die auf einem Minimalprinzip fiir die freie Energie unter Be-
nutzung nichtkorrelierter Ersatzsysteme basieren, werden in Kapitel 9 vorgestellt.
Selbstkonsistenzgleichungen werden in verschiedener Form hergeleitet, zum einen
als Gleichungen fiir die Matrixelemente des selbstkonsistenten Ersatzsystems,
zum anderen als Gleichungen zur Bestimmung einer Diagonalbasis dieses Sys-
tems. Kapitel 10 behandelt schliefilich allgemeine Systeme mit quadrati-
schen Hamiltonoperatoren, die auch Paarerzeuger und —vernichter ent-
halten. Die Diagonalisierung der Hamiltonoperatoren solcher Systeme und die
Berechnung ihrer Greenfunktionen gelingt mit kanonischen Transformatio-
nen, die Erzeuger und Vernichter mischen. Fiir Fermionen sind die entsprechen-
den Transformationen unitar, fiir Bosonen jedoch symplektisch und ihre Kon-
struktion wird erlautert. Ein verallgemeiSdichte-nertes Wicksches Theo-
rem fiir solche Systeme wird ebenfalls formuliert und bewiesen und verallge-
meinerte Molekularfeldndherungen werden dargestellt und ihre Selbstkon-
sitenzgleichungen hergeleitet. Kapitel 11 diskutiert schliefflich Responsefunk-
tionen nichtkorrelierter Systeme, wobei der Dichte—Dichte—Response, der
in spateren Kapiteln benotigt wird, als Beispiel im Detail berechnet wird.

Der Abschnitt IV gibt in 6 Kapiteln eine Einfithrung in die Methoden der dia-
grammatischen Storungsrechnung. In Kapitel 12 wird die Storungsreihe
nach Potenzen einer Storung fiir Greenfunktionen abgeleitet. Am Beispiel
eines Vielteilchensystems mit Zweikorperwechselwirkung wird den folgenden vier
Kapiteln die diagrammatische Methodik diskutiert und angewandt. Kapitel
13 stellt die Anwendung des Wickschen Theorems auf die Storungsreihe und
die graphische Darstellung der Terme der Storungsreihe durch Feynmandia-
gramme vor. Die Storungsreihe fiir Einteilchenpropagatoren wird auf die ver-
bundenen Graphen reduziert und die freie Energie durch die unverbundenen
Graphen ausgedriickt. Der Ubergang von der zeitlichen in die Energiedarstel-
lung wird diskutiert sowie die Ausnutzung von Symmetrien in den Matrixele-
menten der Wechselwirkung. In Kapitel 14 wird der Begriff der Reduzibilitat
von Graphen eingefithrt, mit dem anhand der Dysongleichung Einteilchen—
Propagatoren auf ihre Selbstenergie zuriickgefithrt werden. Der Begriff der
Skelettgraphen wird definiert und die Molekularfeldnaherung und andere
selbstkonsistente Naherungen werden graphisch charakterisiert. Kapitel 15 behan-
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delt die Diagrammatik von Zweiteilchen—Propagatoren. Der Zweiteilchen-
vertex wird eingefithrt und seine Beziehung zur Selbstenergie wird behandelt.
Es wird gezeigt, dass es drei verschiedene Typen von zweiteilchen—reduziblen
Skelettgraphen gibt, die disjunkt zueinander sind. Die Bethe—Salpeter—
Gleichungen mit den dementsprechenden Typen von irreduziblen Vertizes wer-
den aufgestellt. Mittels des total irreduziblen Vertex wird eine Bilanzgle-
ichung gewonnen, die das System der Parquettgleichungen vervollstandigt, die
die Berechnung von Zweiteilchen-Propagatoren aus ihrem total irreduziblen Ver-
tex erlaubt. Auflerdem wird in Kapitel 15 die Diagrammatik fiir den Dichte—
Dichte—Propagator fiir homogene Systeme eingefiihrt und die Beziehung des
Polarisations—Propagators zur dielektrischen Funktion hergeleitet. In Kapitel
16 wird mit dem homogenen Elektronengas eine Anwendung der besproche-
nen Methoden vorgestellt. Die Grundzustandsenergie wird im Grenzfall hoher
Dichte bis zum Inr,—Term berechnet, der Grenzfall niedriger Dichte mit dem
Wignerkristall wird diskutiert und Interpolationsformeln fiir die Energie bei
beliebigen Dichten werden vorgestellt. Auflerdem wird die Regularisierung der in
Hartree-Fock-Naherung unendlichen Fermigeschwindigkeit durch Abschirmung
ausgerechnet. Das Kapitel 17 stellt anhand eines Elektron—Phonon—Systems
die Diagrammatik eines zweikomponentigen Vielteilchensystems vor.

Die Anhéange A bis C enthalten verschiedene mathematische Details zu den
Kapiteln 4 und 16. Das alphabetische Stichwortverzeichnis soll das Auffinden
von Begriffen erleichtern, die in der Vorlesung vorkommen.
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I. Quantenmechanische Beschreibung von Mehrteilchensystemen

In diesem Abschnitt fassen wir zunéachst in Kapitel 1 die Prinzipien der Quanten-
mechanik von Systemen mit identischen Teilchen zusammen. In Kapitel 2 wird
sodann die Beschreibung solcher Systeme in zweiter Quantisierung erlautert.

1. Identische Teilchen

Wir betrachten ein quantenmechanisches System von N Teilchen, die wir zunéchst
als unterscheidbar voraussetzen wollen. Die dynamischen Zustidnde des i—ten
Teilchens alleine bilden einen Hilbertraum &;. Die dynamischen Zustdnde des
gesamten N-Teilchensystems bilden gleichfalls einen Hilbertraum &. Zwischen
dem Raum & und den Raumen &; gibt es den folgenden Zusammenhang;:

Der Raum £ der N—-Teilchenzustinde ist das Tensorprodukt

N

e=]]eé& (1.1)

i=1
der Zustandsraume &; der einzelnen Teilchen.

Die konkrete Gestalt des Raumes &; ist durch die dynamischen Variablen des i—
ten Teilchens gegeben. Fiir unsere Zwecke wird es geniigen, neben den adufleren
dynamischen Variablen Ort r; und Impuls p; als innere Variable den Spin s; zu
berticksichtigen. Diese 3x 3 Variablen bilden die Basis der Observablen—Algebra
O, des Teilchens 7, d.h. beliebige Observable O auf dem Hilbertraum & sind Funk-
tionen

O = O({ri, pi,si}il1) (1.2)

dieser Observablenbasis. Als Basis des Hilbertraums &; kann man dann ein
vollstandiges orthonormiertes System simultaner Eigenzustiande eines
vollstindigen Satzes vertauschbarer (d.h. kompatibler) Observabler aus
O; wahlen. Die verschiedenen Zustidnde dieser Basis sind durch einen Satz von
Quantenzahlen q; — die Eigenwerte der betreffenden Observablen — vollstandig
charakterisiert; wir nennen diese Zustédnde daher |q;); (d.h. das i—te Teilchen ist
im Eigenzustand mit den Quantenzahlen q;). Gleichung (1.1) sagt dann aus, dass
die Produktzustande

lai)1laz)z2---lan)n (1.3)

eine Basis fiir den Hilbertraum & darstellen, wenn die q; fiir jedes ¢ unabhangig
voneinander alle Quantenzahlen durchlaufen. In (1.3) bezeichnet q; einen Satz
von Quantenzahlen und der tiefgestellte Index an den Einteilchenzustanden die
Nummer der Teilchens. Diese Basiszustiande zeichnen sich im iibrigen dadurch
aus, dass in ihnen die einzelnen Teilchen vo6llig unkorreliert sind.

Die physikalischen Zustande des N-Teilchensystems fiillen den Raum & jedoch
nur dann vollstandig aus, wenn die Teilchen wie oben vorausgesetzt voneinander
unterscheidbar sind. Falls gewisse Teilchen des Systems identisch sind, kommen
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nicht alle Zustande von £ in der Natur vor. Dieser Sachverhalt soll im folgenden
naher erlautert werden.

Wir wollen einmal annehmen, das betrachtete N-Teilchensystem enthalte n
Teilchen (1 < n < N) von derselben Sorte. Dann kann man zu jedem Zustand
|u) aus € die Menge derjenigen Zusténde bilden, die aus |u) durch eine Permuta-
tion der n identischen Teilchen hervorgehen. Die lineare Hiille dieser Menge bildet
einen Unterraum &, von £ mit einer Dimension < n!. Jede Permutation P iden-
tischer Teilchen erzeugt im Hilbertraum & auf naheliegende Weise einen unitiren
linearen Operator P. Es geniigt, die Wirkung dieses Operators auf der Basis (1.3)
zu definieren:

P!ql>1IQ2>2 S ’(IN>N = \Q1>P(1)\Q2>P(2) S IQN>P(N)7 (1-4)

d.h. der Permutationsoperator P bildet jeden Basiszustand auf einen anderen
ab, bei dem die identischen Teilchen im Sinne der Permutation P vertauscht sind.
(In (1.4) ist angenommen, dass fiir alle anderen Teilchen auler den n identischen
P(i) = i gilt.) Da algebraische Relationen zwischen Permutationen sich auf die
entsprechenden Permutationsoperatoren iibertragen, sagt man, die Permutations-
operatoren bilden eine unitare lineare Darstellung der Permutationsgruppe
S, im Hilbertraum &.

Im Rahmen der Quantenmechanik sind identische Teilchen als notwendigerweise
ununterscheidbar anzusehen. Das riihrt daher, dass alle Observablen O unter
einer beliebigen Vertauschung identischer Teilchen invariant sind, d.h. die Observ-
ablen (1.2) vertauschen mit den oben definierten Permutationsoperatoren P,

[P, 0] = 0. (1.5)

Daraus folgt, dass alle Messwerte von Zustianden mit identischen Teilchen sich bei
einer Vertauschung dieser Teilchen nicht andern. Es gibt also keine Messung, die
zwischen einem Zustand |u) und den Zustédnden P|u) zu unterscheiden gestattet.
Daher liegt eine Austauschentartung fir alle |u) vor, fiir die die Dimension
des Unterraums &, grofler als 1 ist. Es gibt dann keinen vollstandigen Satz kom-
patibler Observabler, nach deren Eigenwerten man eine Basis des Hilbertraums £
klassifizieren konnte.

Ubung 1.1: Wie folgt aus [P, 0] = 0, dass (uP|O|Pu) = (u|Ou) gilt? O

Die Natur befreit uns auf einfache Weise aus dieser unerfreulichen Lage. Es gilt
namlich die

Austausch—Auswahlregel (schwache Form):

Nur solche Zustinde |u) sind in der Natur realisiert, fiir die
dimé&, =1 (1.6)

gilt.



Damit ist die Problematik der Austauschentartung offensichtlich beseitigt.

Mit rein mathematischen Argumenten, die sich aus den Eigenschaften der Permu-
tationsgruppe ergeben, lasst sich die obige Auswahlregel erheblich verschéarfen.
Die Bedingung (1.6) besagt ja, dass fiir jeden Permutationsoperator P, der iden-
tische Teilchen vertauscht, P|u) linear abhéngig von |u) ist, d.h. es gilt

Plu) = cplu). (1.7)

Die physikalisch realisierten Zustande sind also simultane Eigenzustande aller Per-
mutationsoperatoren P der Permutationsgruppe. Wir stellen leicht fest, dass (1.7)
und damit (1.6) fiir alle Zeiten gilt, wenn es nur fiir einen Zeitpunkt erfiillt ist,
weil der Hamiltonoperator und damit der Zeitentwicklungsoperator des Systems
mit allen P vertauscht.

Alle Permutationen P lassen sich durch hintereinander Ausfithren von Transpo-
sitionen P; ;) darstellen, wo P(; ;) = P; ;) die beiden identischen Teilchen i und
J miteinander vertauscht. Die entsprechende Darstellung einer Permutation P
ist zwar bekanntlich nicht eindeutig, aber die Zahl der erforderlichen Transposi-
tionen np(P) ist immer dieselbe modulo 2 und man nennt x(P) = ny(P)mod2
den Charakter der Permutation P. Da alle Transpositionen involutorisch sind,
P(QZ 5= = 1, folgt aus (1.7) fiir deren Eigenwerte c(; ;) die Eigenschaft c? ) =1 oder
Clij) = j:l Da weiterhin je zwei Transpositionen P; jy und P ;) sich anhand der
Beziehung P(; jy = P k)P0 Pe,) Pk,iy Pu,5) ineinander iiberfiithren lassen — grup-
pentheoretisch bedeutet das: alle Transpositionen liegen in einer Klasse —
findet man c(; ;) = C%i,k)c%j,l)c(k,l) = C(k,1), das heifit, alle Transpositionen miissen
denselben Eigenwert besitzen, entweder c(; ;) = 1 oder c(; jy = —1. Damit bleiben
nur zwei Moglichkeiten fiir die Eigenwerte aller Permutationen P: Entweder gilt
cp = 1 oder es gilt cp = (—1)X(P), Damit haben wir ein Theorem aus der Darstel-
lungstheorie der Gruppen bewiesen:

Es gibt genau zwei eindimensionale Darstellungen der Permutations-
gruppe S, (n > 2), die totalsymmetrische mit der Eigenschaft

Plu) = Ju) (1.8)
und die totalantisymmetrische mit
Pluy = (=1)Xu). (1.9)

Mit der oben formulierten schwachen Form der Austausch—Auswahlregel waren fiir
jede Teilchensorte beide Typen von Zustanden moglich. In Wirklichkeit ist jedoch
fiir jede Teilchensorte nur eine der beiden Symmetrieeigenschaften realisiert. Es
gilt die

Austausch—Auswahlregel (starke Form):

Von jeder Teilchensorte kommen in der Natur entweder nur totalsym-
metrische oder nur totalantisymmetrische Zustande vor.
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Teilchen mit totalsymmetrischen Zustanden nennt man Bosonen, Teilchen mit
totalantisymmetrischen Zustanden Fermionen.

Hinsichtlich der Frage, welche der beiden Symmetrien fiir welche Teilchensorte
realisiert ist, ergibt sich im Rahmen der Quantenfeldtheorie das

Spin—Statistik—Theorem von Pauli:

Teilchen mit ganzzahligem Spin sind Bosonen, Teilchen mit halb-
zahligem Spin Fermionen.

Damit haben wir nunmehr eine vollstandige Regel, die uns den Teilraum Eg des
Hilbertraums £ vorgibt, der bei Anwesenheit identischer Teilche in der Natur re-
alisiert ist. Hierbei hangt es von der Art der physikalischen Prozesse ab, ob man
Teilchen als identisch oder unterscheidbar anzusehen hat. So wiirde man auf den
ersten Blick Proton und Neutron als unterscheidbare Teilchen ansehen. Da es aber
Prozesse gibt, die diese beiden Teilchen ineinander umwandeln, ist man gezwun-
gen, sie als eine Art von Teilchen mit verschiedenen Werten der Quantenzahl
Isospin anzusehen und damit nur Zustande zuzulassen, die auch beziiglich einer
Vertauschung von Protonen mit Neutronen antisymmetrisch sind. Tatsachlich
kann man z.B. die Eigenschaften des Deuterons nur damit richtig verstehen. Eine
entsprechende Antisymmetrisierung ist natiirlich auch auf das ganze Baryonenok-
tett anzuwenden. Wenn man die Baryonen schliefllich als gebundene Zustéande
dreier Quarks beschreibt, wird diese Antisymmetrisierung darauf zuriickgefiihrt,
dass man alle Quarks als eine Teilchensorte mit verschiedenen Werten ihrer Quan-
tenzahlen Farbe (color) und Geschmack (flavor) aufzufassen hat.

Wir nehmen jetzt an, dass unser N-Teilchensystem r verschiedene Teilchensorten
enthélt, wobei die i—te Sorte n;—mal vorkommt (>_;_, n; = N), und wollen den
Projektionsoperator S angeben, der den Hilbertraum £ auf seinen Unterraum
&g projiziert. Dieser Operator ist ein Produkt

S = HS (1.10)
=1

wobei der Operator §; nur auf Teilchen der Sorte ¢ wirkt. Wenn die i—te Teilchen-
sorte den Spin .5; hat, schreibt sich der Projektor S; nach dem Paulitheorem als

1 (P
S ()
P,

Hier erstreckt sich die Summe uber alle Permutationen der Teilchen der Sorte s.

Ubung 1.2: Man beweise die folgenden Relationen und erklire ihre Bedeutung:
(a) SZT == Si, (b) 822 = Si, (C) Szpl == 'PZSZ == (—1)QSiX(Pi)SZ‘, (d) fir alle PZ‘ gelte
Pilu) = (=1)25:x(P) |y = S;|u) = |u), (e) S;S; = S;S; und schlieBlich (f) ST = S
und (g) S?2=8. H
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Man erhélt eine Basis des Raumes £g, indem man auf jeden Basiszustand (1.3)
des Raumes £ den Symmetrisierungsoperator S anwendet. Wegen (1.10) haben
die resultierenden Zustande die Produktform

H i), (1.12)

wobei der Zustand |i) alle Teilchen der Sorte i beschreibt. Verschiedene Teilchen-
sorten sind also weiterhin unkorreliert in diesen Basiszustanden. Die Struktur der
Zusténde |7) hingt nun wesentlich vom Symmetriecharakter der i—ten Teilchen-
sorte ab.

Ist die i—te Teilchensorte ein Fermion (2S; ungerade), dann gilt

Sillar)iy - an)in,) = n,z DXEIP;(Jan)i, - - [an )i, )

1 (1.13)
B Hdet(,qu)lu)(u’yzl’7nz).

Wegen der Determinantenform dieses Zustandes sehen wir sofort, dass dieser Ba-
siszustand verschwindende Norm hat, sofern zwei Einteilchenzustinde tiberein-
stimmen. Normieren kann man diesen Basiszustand nur dann, wenn alle n; Ein-
teilchenzusténde linear unabhéangig sind. Wir setzen daher voraus, dass die Ein-
teilchenzustande die Orthonormierungsbedingung

<qa‘qﬂ> = 50104:015 (1.14)

erfillen. Dann sind die Zustande

{a, a2, an, })Fr = msi(|Q1>i1 |(1n,->z‘ni)
(1.15)

1
= \/n_,L' <|ql$>iu)(u71/:1,...,ni)

normierte Basiszustiande. Diese totalantisymmetrischen Basiszustdnde nennt man
Slaterdeterminanten.

Ubung 1.3: Man zeige, dass die Zustinde (1.15) unter der Bedingung (1.14) die
Norm 1 haben.H

Unter der Bedingung (1.14) kann in den Basiszustédnden (1.15) jeder Einteilchen-
zustand hochstens einfach besetzt werden. Diese Beschrankung ist auch unter dem
Namen Pauli-Verbot bekannt.

Ist die i—te Teilchensorte ein Boson (2S; gerade), dann haben die symmetrisierten
Basiszustande die Form

1
Si(lar)i, -+ [an;)in,) = I > Pillar)i, - lan,)i,,)
A=Y

1
= n_i!per“q“)i”>(M7V=1,~-,ni)'

(1.16)
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Die sich hier ergebende Permanente einer Matrix ist eine der Determinante
ahnliche homogene Form der Matrixelemente, die jedoch beziiglich einer Spal-
tenvertauschung symmetrisch statt antisymmetrisch ist. Offenbar erlauben diese
Basiszustande durchaus eine Mehrfachbesetzung von Einteilchenzustanden. Sie
sind im allgemeinen ebenfalls nicht normiert. Thre Normierung ist ein wenig ver-
wickelter als im Fall der Fermionen. Wenn die nach (1.14) orthonormierten Ein-
teilchenzusténde |qq) nq—fach besetzt sind (3, nq = n;), so gilt fiir die normierten
Basispermanenten

nl' 1/2

—1/2
= (nﬂHmﬂ) per(|qu>iv)(p,,z/:l,...,ni)'
q

|{CI17C_I27~~~;qm-}>B
(1.17)

fjbungl.4: Man priife nach, dass die Zustéande (1.17) die Norm 1 haben.H

Die Basiszustdnde (1.17) fiir Bosonen sind durch die Besetzungszahlen ng
vollstandig und eindeutig gekennzeichnet. Auch fiir Fermionen kénnen die Ba-
siszustande durch Besetzungszahlen charakterisiert werden, die wegen des Pauli-
verbots natiirlich nur die beiden Werte nq = 0,1 annehmen diirfen. Zur eindeuti-
gen Festlegung der Phase muss aber zusatzlich die Reihenfolge der besetzten
Einteilchenzustande beachtet werden.

Im Vergleich zu den Produktbasiszustédnden (1.3) haben die Basiszustdnde (1.12)
wegen ihrer stark verschrankten Faktoren (1.15) und (1.17) eine sehr viel kom-
plexere Struktur. Dies scheint den Umgang mit den Wellenfunktionen identischer
Teilchen erheblich zu erschweren. Es gibt jedoch eine Notation, die zweite Quan-
tisierung genannt wird, in der die Verschrankungen nicht explizit zum Ausdruck
kommen und in der alle Rechnungen mit Zustanden identischer Teilchen sich sehr
einfach und elegant durchfiithren lassen. Diese Notation werden wir im folgenden
Kapitel diskutieren.
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2. Zweite Quantisierung

Am Anfang dieses Kapitels sei betont, dass die zweite Quantisierung im Rah-
men der in dieser Vorlesung diskutieren Vielteilchenphysik nur eine alternative
Notation darstellt und mit keinerlei neuem physikalischen Gehalt verbunden ist.
Sie beinhaltet jedoch — wie wir sehen werden — die Erzeugung und Vernich-
tung von Teilchen und erdffnet daher die Moglichkeit, physikalische Prozesse zu
beschreiben, in denen die Teilchenzahl nicht erhalten ist. Im Rahmen der Elemen-
tarteilchenphysik ist die zweite Quantisierung daher essentiell fiir die Beschreibung
neuer Inhalte.

Die zweite Quantisierung fuit auf Erzeugungs— und Vernichtungsopera-
toren, die dem betrachteten System ein Teilchen hinzufiigen oder entnehmen.
Da diese (linearen) Operatoren zwischen Zusténden mit verschiedenen (benach-
barten) Teilchenzahlen wirken, legt man der zweiten Quantisierung den Fock-
raum £ zugrunde, der die direkte Summe der Hilbertraume fiir alle Teilchen-
zahlen N = 0,1,2,... ist. Der Fockraum £ der r Teilchensorten des vorigen
Kapitels ist dabei das Tensorprodukt der Fockraume der einzelnen Teilchensorten,

d.h. es gilt
e =Tle(Xwe™). (2.1)
i=1 n=0

Es reicht daher, wenn wir die Diskussion im folgenden auf einen der Faktoren dieses
Produkts beschranken. Wir werden den entsprechenden Fockraum der Einfachheit
halber £F nennen und die durch diesen Fockraum beschriebene Teilchensorte kann
ein Boson oder ein Fermion sein.

Man baut den Fockraum auf, indem man mit dem Zustand verschwindender
Teilchenzahl beginnt, den man den Vakuumzustand |0) nennt. Jedem Ein-
teilchenzustand |q) aus einer orthonormierten Basis (1.14) ordnet man den Erzeu-
gungsoperator a:fl zu, der dem System ein Teilchen im Zustand q hinzufiigen soll.
Der zu afl adjungierte Vernichtungsoperator a, soll ein Teilchen im Zustand q
entfernen. Der Vakuumzustand ist durch die Bedingung charakterisiert, dass er
durch alle Vernichtungsoperatoren anulliert wird, d.h. durch die fiir alle q geltende
Bedingung

aql0) = 0. (2.2)

Die Algebra der Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren wird durch kanonische
Vertauschungsrelationen definiert. Wenn wir den Symmetrieparameter s
einfiihren, der fiir Fermionen den Wert s = +1 und fiir Bosonen den Wert s = —1
hat, lauten diese Vertauschungsrelationen

{ag,apts = aqa, +saya, =0

T all =gial tal =0 2.3
{al,al}s = agal, + salal (2.3)
{ag,al}, = aqal + salag = dqp



Fiir Bosonen sagen uns die Relationen (2.3), dass alle diese Operatoren miteinan-
der vertauschen mit der einzigen Ausnahme von Erzeugern und Vernichtern zum
gleichen Einteilchenzustand, fiir deren Kommutator {ay,al}-1 = [aq,al] = 1
gilt. Fiir Fermionen antivertauschen alle Operatoren mit der wiederum einzigen
Ausnahme von Erzeugern und Vernichtern zum gleichen Einteilchenzustand, fiir
deren Antikommutator {a,, a:f]}ﬂ = aqa}; + aflaq =1 gilt.

Die Vertauschungsrelationen (2.3) zusammen mit der Vakuumdefinition (2.2) rei-
chen aus, um alle denkbaren Berechnungen im Fockraum durchzufiihren.

Mit der folgenden Ubungsaufgabe wird erliutert, wie der Fockraum eines
Bosons in der zweiten Quantisierung aufgebaut wird.

Ijbung 2.1: Zum Fockraum fiir Bosonen

(a) Man leite aus (2.3) im Bosonfall s = —1 die Kommutatorrelationen
[aq, (al;)”] = n(al;)”_l (2.4)
und
[adag: (ad)"] = n(al)" (2.5)
her.

(b) Man schliefie aus (2.5) und (2.2) die Bezichung

aliag(ad)™(0) = n(al)"|0), (2.6)
aus der man den Operator
ng = alag (2.7)

als Besetzungszahloperator fiir den Einteilchenzustand q identifiziert.

(c) Man zeige mittels (2.4), dass der Zustand

1 n
n)a = NG ()" 10) (2.8)

ein auf 1 normierter Basiszustand mit n—facher Besetzung des Einteilchen-
zustandes q ist. (Hier geht essentiell ein, dass (0[(a,)" der zum ket—Zustand
(al,)™|0) adjungierte bra-Zustand ist.)

(d) Man mache sich klar, dass der Zustand

1

(af)"10) (2.9)

mit dem Basiszustand (1.17) identifiziert werden kann. U

Fir Fermionen sind die analogen Resultate einfacher, weil wegen des Pauliver-
bots keine Mehrfachbesetzungen moglich sind. Man erkennt leicht, dass fiir den
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Besetzungszahloperator dieselbe Gleichung (2.7) gilt. Da — wie schon am Ende des
Kapitels 1 betont — fiir Fermionen die Phase der Zustdnde von der Reihenfolge
abhéingt, in der die Einteilchenzusténde besetzt werden, ergeben sich die (1.15)
entsprechenden normierten Basiszustande als

[{na}) = [[(al)"20), (2.10)

q

wobei die ng die Werte 0 oder 1 annehmen kénnen und die Reihenfolge der Fak-
toren im Produkt dieselbe wie die in der Liste {nq} sein muss.

I“Jbung 2.2: Man zeige mittels der Vertauschungsrelationen (2.3), dass der Zu-
stand (2.10) auf 1 normiert ist, und mache sich klar, dass er mit der Slaterdeter-
minante (1.15) identifiziert werden kann. U

Die Vorteile beim Ubergang zur zweiten Quantisierung zeigen sich auch deut-
lich, wenn man die gebrauchlichen quantenmechanischen Observablen im Fock-
raum durch Erzeuger und Vernichter darstellt. Jeder lineare Operator (1.2) ist
vollstandig charakterisiert durch die Angabe seiner Wirkung auf beliebige Ba-
siszustédnde (1.15) bzw. (1.17). Wir werden im folgenden diese Wirkung fiir Sys-
teme mit einer einzigen Teilchensorte untersuchen. Diese Untersuchung wird
einfach, wenn man benutzt, dass die Observablen (1.2) dann totalsymmetrisch
unter Vertauschung aller Teilchen sind und daher mit dem Symmetrisierungsop-
erator vertauschen. Man braucht daher nur die Wirkung der Observablen auf
Produktzustdnde vom Typ (1.3) zu betrachten. Bei der Berechnung werden wir
die Vollstandigkeitsrelation

> la)(al =1 (2.11)

fur Einteilchenzustande benutzen.

Die gebrauchlichen Observablen setzen sich additiv aus Termen zusammen, die
nur auf wenige Teilchen wirken, meist nur auf ein oder zwei Teilchen. Betrachten
wir zunédchst den Spezialfall von Einteilchenoperatoren eines Systems mit n
Teilchen einer einzigen Teilchensorte

Oy =Y A(r;, pi,si). (2.12)
=1

Die kinetische Energie und eine externe potentielle Energie sind Beispiele
fiir Einteilchenoperatoren. Anwendung des Einteilchenoperators O, auf einen Pro-
duktzustand ergibt unter Verwendung von (2.11)

n

O1 IT law)k = 3-AG) [T lawhe = > (ol AG) )i (1o): I law)x ) (2.13)
k=1 k=1

i=1 p.i k(#1)
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Durch Anwendung der Symmetrisierungsoperatoren in (1.15) bzw. (1.17) auf die
Gleichung (2.13) geht der urspriingliche Produktzustand in den normierten Zu-

stand |{q1,...,q,}) Uber und der in Klammern stehende verénderte Zustand
im rechten Ausdruck der Gleichung in den (fiir Bosonen im allgemeinen nicht
normierten) Zustand a;f)aqi|{q1, ...,0n}). Im Falle von Bosonen war hierbei

wichtig, dass der Normierungsfaktor in (2.9) in derselben Gestalt in (1.17) auf-
taucht. Man kann dann im folgenden den Namen ¢ des Teilchens im Matrixelement
und an den Zustanden durch einen festen Namen 1 und die :—Summe durch eine
q—-Summe iiber alle Einteilchenzusténde ersetzen und erhalt fiir Einteilchenopera-
toren den fiir alle Zustdnde im Fockraum giiltigen einfachen Ausdruck

Of = Zp7q «plA(L)|a) a/z)a’q' (2.14)

Er ist bilinear in den Erzeugern und Vernichtern.

Zweiteilchenoperatoren setzen sich additiv aus Termen zusammen, die jeweils
nur auf zwei Teilchen wirken, d.h. sie haben fiir eine einzige Teilchensorte die
Gestalt

Y B(ri,pisirypys)  (B(1;2) = B(2;1)) (2.15)

1<i<j<n

und beschreiben die iiblichen Zweikorperwechselwirkungen zwischen identi-
schen Teilchen. Die Anwendung eines solchen Operators auf einen Produktzustand
ergibt

O2’H‘Qk>k:% ZBZJ H!%
k=1 i,j=1
(i#37) (216)
=1 3 staliplBGladila); (1)), T las
P. Q1. k(#i.4)

Unter Anwendung der Symmetrisierungsoperatoren in (1.15) bzw. (1.17) auf die
Gleichung (2.16) geht der in Klammern stehende Produktzustand in der zweiten
Zeile in den Zustand

T T
(plglq;dq

MHan, - anl) (2.17)

iiber, in dem die urspriinglichen Einteilchenzustande q; bzw. q; durch p bzw. q
ersetzt sind.

["Jbung 2.3: Warum ware es falsch, die Ersetzung der beiden Einteilchenzustande

in (2.17) durch die Operatoren a] agaq ag, oder al,aq agaq zu beschreiben? U

Analog zum Fall der Einteilchenoperatoren kann man nunmehr die Namen ¢ und
j der Teilchen im Matrixelement und an den Zustianden durch feste Namen 1 und
2 ersetzen, die i— bzw. j-Summen durch r— bzw. s-Summen ersetzen und erhalt
damit fiir Zweiteilchenoperatoren den fiir alle Zustdnde im Fockraum giiltigen
Ausdruck

O =5 X p.qrs 29li(PIB(1;2)r), [s), afaliaga,. (2.18)
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Um sich im Falle von Fermionen das Vorzeichen der Formel (2.18) richtig zu
wéhlen, sollte man sich merken, dafl die beiden inneren Indizes des Operatorpro-
duktes (hier q und s genannt) im Matrixelement des Operators B zu dem einen
Teilchen (hier 2 genannt) gehéren und die beiden &ufieren (hier p und r genannt)
zu dem anderen Teilchen (hier 1 genannt).

Wir werden die Operatoren (2.14,18) die Fockraumdarstellungen der Opera-
toren A bzw. B nennen.

Die oben benutzten Darstellungen hangen alle von der Wahl der orthonormierten
Einteilchenbasis mit den Eigenschaften (1.14, 2.11) ab. Ein Basiswechsel von der
Einteilchenbasis |q) zu einer anderen Einteilchenbasis |p) wird durch die Formel

p) =) la)alp) =) |a)ug, (2.19)

geleistet.
I“Jbung 2.4: Wechsel der Einteilchenbasis

(a) Man zeige, dass die Matrix u, die den Basiswechsel in (2.19) beschreibt,
unitér ist, d.h. es gelten die Beziehungen a4 = afa = 1.

(b) Man zeige, dass die Umkehrung der Transformation (2.19) daher durch
la) = >°, [p)ugp gegeben ist. H

Wenn wir Erzeuger des Einteilchenzustandes |p) mit bI, bezeichnen, lautet das
Transformationsgesetz fiir die Erzeuger und Vernichter

bf, = Z adtigp, by = Z Ugp - (2.20)
q q

Der Vakuumzustand |0) hingt natiirlich nicht von der Wahl der Einteilchenbasis
ab und kann anstelle von (2.2) genauso durch die Bedingungen b,|0) = 0 charak-
terisiert werden. Die unitdre Transformation (2.20) ldsst offenbar auch die
Vertauschungsrelationen (2.3) invariant und wird daher als kanonisch bezeich-
net.

Ubung 2.5: Man priife nach, dass die Vertauschungsrelationen (2.2) mit (2.20)
fiir die b—Erzeuger und —Vernichter in gleicher Weise gelten. H

Die Ortsdarstellung mit den Quantenzahlen r unterscheidet sich von den bisher
verwendeten Darstellungen mit diskreten Quantenzahlen q durch ihr kontinuier-
liches Spektrum. Die Orthonormierungs— und Vollstandigkeitsbedingungen wer-
den in dieser Darstellung durch

() = o(r — 1), /dr ey (e| = 1 (2.21)

ersetzt. Es ist deshalb niitzlich, die Konvention zu treffen, Integrale iiber Quan-
tenzahlen bzw. )—Funktionen von Quantenzahlen im Falle diskreter Quantenzahlen
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als Summen bzw. Kroneckersymbole zu interpretieren. Wir bezeichnen die Quan-
tenzahlen in der Ortsdarstellung mit & = (r,u), wo u flir etwaige zusétzliche
diskrete Quantenzahlen wie die Spinkomponente steht. Diese Darstellung nennt
man oft Standarddarstellung. In Verallgemeinerung von Gleichung (2.21) und
unter Nutzung der obigen Konvention kénnen wir dann den Orthonormierungs—
und Vollstandgkeitsbedingungen die Form

(€le) = d(e — &), /dé €)= 1 (2.22)

geben.

Die der Standarddarstellung zugeordneten Erzeuger und Vernichter nennt man
auch Feldoperatoren und benutzt fiir sie die Notation (&) bzw. ¥ (), mit der
z.B. [£) = ¥T(£)]0) gilt. Der Feldoperator 17(£) erzeugt ein Teilchen am Ort r
im Zustand p. Wir halten fest, dass die letzte Vertauschungsrelation in (2.3) in
Feldoperatoren die Gestalt

{¥(©). 1)} =d(€ —€) = 8(r — 1)y (2.23)

hat. Die Transformationsregel zwischen der Standarddarstellung und einer
diskreten Darstellung lautet

o = [dgea©v1(©, WO =3 wale)al, (2.04)

WO

¢q(§) = (¢la) (2.25)

die Wellenfunktion des Einteilchenzustandes |q) in der Standarddarstellung ist.
Mit diesen und den adjungierten Regeln

0g= [dee©v©, v =Y wy©)ay (2.26)

konnen wir die Operatoren (21.4) und (2.18) in die Standarddarstellung trans-
formieren und erhalten

OF = /dw(gxswaws) (2.27)

und
0f = 5 [dadev! @) @Gl Bua) L) vesE).  (229)

Wir beschlieBen das Kapitel mit einer umfangreichen Ubung, die viele Formeln
bereitstellt, auf die in spateren Kapiteln Bezug genommen wird.
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I"Jbung 2.6: Standarddarstellung, Impulsdarstellung etc.

(a)
(b)

()

(d)

Man rechne die Gleichungen (2.26-28) nach.
Man zeige, dass der y—unabhangige Einteilchenoperator

A(1) = p3/2m + v, (r1) die Fockraumdarstellung
AF =3 [ o (B2 2m v, () g) (229
n

hat.
Man beweise, dass die py—unabhingige Zweiteilchenwechselwirkung

B(1;2) = vy (r; — ra) die Fockraumdarstellung

B' = %Z/drldm Pl (1, p)YT (r2, p2)vy(r1 — r2)t(ra, p2)tb(re, 1) (2.30)

B2

besitzt.

Man transformiere (2.29) und (2.30) in die Impulsdarstellung, indem man
Gleichung (2.26) mit der Basis von auf das Systemvolumen V' normierten
ebenen Wellen

pq(r) = NiG e’ (2.31)

benutzt. Mit den Fouriertransformierten der Potentiale in (2.29,30)

Vg = /dST ey, (r) (i=1,2) (2.32)

zeige man, dass in (2.30) Impulserhaltung gilt, und bestétige die Ergebnisse

h? 1
F__ 2 f 1 t
A" = 2m Zq aq,u aOl,H + vV Z Ul,q—q’ aq’,uaq,u (2'33)
a,u a,9’ ¢
und )
F_ T T
5= 2V Z Y2,q a1, 1%z, 1 Yaz —a,u tar+a,u° (2.34)
qd1,:92,9
wop!

Der Operator der Teilchendichte eines einkomponentigen Systems ist
n(r) =d6(r —r’) (2.35)

(hier ist ' der Name eines Teilchens und r ein Parameter, der angibt, an
welchem Ort die Dichte gemessen wird.) Man zeige, dass dessen Ortsdarstel-
lung im Fockraum

n'(x) = Y wi(r p)e(r,p) (2.36)
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und dessen Impulsdarstellung
1 i(q'—q)r
n¥(r) = v Z agvuaq,we (a@'—a) (2.37)
Q9’1

ist. Die Fouriertransformierte der Teilchendichte n(r) ist durch den Opera-
tor

P = /d3r n(r) e = ¢~k (2.38)
gegeben. Man bestétige die dementsprechende Fockraumformel in der Im-
pulsdarstellung
prc = Z ailyuam—k,u' (2.39)
a,u

Fiir Systeme, deren Hamiltonoperator HY aus der nichtrelativistischen
kinetischen Energie und einem Potential wie in (2.29) sowie einer Wechsel-
wirkung wie in (2.30) besteht, kann man mittels der Kontinuitétsgleichung
anhand des Kommutators (zur Definition von ¢ siche (2.44)))

(o1, HY| = Rk ug, (2.40)

schlieflen, dass der zum Teilchendichteoperator (2.35) gehorige Teilchen-
stromdichteoperator durch

() = 5 (0 6(r ) + 60— 1) ) (2.41)

gegeben ist. Man leite daraus die Fockraumformeln

@) = S S [l ) (Vetste ) — (Ve ) ie )] (242)
)7
und
ifr) = 5 (a+d)af , ay €@ " (2.43)
a9’ ,p

in Orts— und Impulsdarstellung ab. Man zeige dass die Fouriertrans-
formierte der Funktion j(r) durch

. 1 oy o
L = /d3rj(r) e kT — %(p’eﬂkr + e ikr p’) (2.44)

gegeben ist und die Fockraumdarstellung
h

h
F_ E T _ _§ : T
be = 2m qu(2q+ k)aq,u Cgtx,n = m - qaq—%,u CLq+

(2.45)

by

e
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()

hat.
Der Operator des Gesamtimpulses ist

P = m/d3rj(r) =mi_,. (2.46)

Der Operator ,05 (2.39) erzeugt Teilchen-Loch-Paare mit Impuls —hk und

der Operator (,OE)T = p¥, solche mit Impuls fik. Man beweise die Kommu-
tatorrelation

P, (of)"T=nk- (0}, (2.47)

die bestatigt, dass der Operator (pE)T den Gesamtimpuls um h k andert.
Man beweise die Kommutatorrelationen

hk

[pia pE’] =0, [LE, pE’] = ngw—k (2.48)

und mit kartesischen Komponenten ¢, , und k,

h
[LE,ON LE/’B] = E (kﬁ . LE+k/,a — k(/)é . LE+k’,ﬁ>' (249)

Wie man sieht, bilden die Operatoren p und j unter der Kommutatorbildung
einen abgeschlossenen linearen Raum mit der Struktur einer Lie—Algebra.
Als wichtiges Beispiel fiir eine Zweiteilchenwechselwirkung (2.34) betrachten
wir das Yukawapotential

vy(r) = S (2.50)

Man zeige, dass seine Fouriertransformierte (2.32) durch

4

o= Trm (2.51)

Ua
gegeben ist.
Hinweis: Man fiihre die Integration natiirlich in Kugelkoordinaten aus und
benutze den Kunstgriff

/ dre ""sinqr = %/ dr e~ (F=1@)T,
0 0

Fiir k = 0 schliefit dies das langreichweitige Coulombpotential ein, wobei
die Divergenz von vy o bei ¢ = 0 kennzeichnend fur die lange Reichweite
dieses Potentials ist.

Man beweise die Identitat

T T _ T
Z gy ,1u%g,p' Yqs—q,p' Yai+a,u = PaPq ~ Po> (2.52)

ai,az
op!
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mit der sich die Zweiteilchenwechselwirkung (2.34) durch die Operatoren
(2.29) der Teilchendichte ausdriicken lasst:

1
BY = o D vaq(Papl = o). (2.53)
q
Mit der Umkehrung
1 r
n(r) = v Z pre’™® (2.54)
k

der Fouriertransformation (2.38) schreibt sich die Formel (2.53) in Orts-
raumdarstellung als

BY = %/Vdg’r/vdg’r’n(r)%(r —1')n(r') — %UQ(O)/Vdg’rn(r). (2.55)

Man mache sich klar, dass der in (2.53,55) zweite Term die im ersten Term
enthaltene Selbstwechselwirkung der Teilchen beseitigt. Wahrend in der
Ortsdarstellung (2.55) die Annahme eines endlichen Wertes fiir v,(0) zu
machen ist, ist diese Einschréankung in der Impulsdarstellung (2.53) nicht
erforderlich.
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I1. Zweizeitige Greenfunktionen

In diesem Abschnitt definieren wir zunédchst in Kapitel 3 zeitabhéngige
retardierte und avancierte Kommutator—Greenfunktionen und deren Fourier-
transformierte. Danach werden in Kapitel 4 Matsubara— oder Temperatur—
Greenfunktionen eingefithrt und deren Zusammenhang mit den Kommutator—
Greenfunktionen wird beschrieben. In Kapitel 5 werden Einteilchenpropagatoren
und in Kapitel 6 Responsefunktionen als spezielle Beispiele fiir Greenfunktionen
diskutiert.

3. Retardierte und avancierte Greenfunktionen

Wie man aus der statistischen Physik weif3, ist die detaillierte mikroskopi-
sche Angabe eines Vielteilchenzustandes im allgemeinen weder notwendig noch
erwiinscht. Sie ist nicht notwendig, weil man doch nur relativ wenige Mess-
werte iiber den Zustand zur Verfiigung hat, die sich als Mittelwerte einfacher
Observabler (meist Einteilchen— oder Zweiteilchenoperatoren) ergeben. Sie ist
unerwiinscht, weil, selbst wenn man die vollstdndige Struktur eines 10— oder
102°Teilchenzustandes zu speichern in der Lage wire, die enthaltene Information
uniiberschaubar und daher nutzlos ware. Daher ist es zweckmafig, die Beschrei-
bung von Vielteilchensystemen von Anfang an auf die Mittelwerte der relevanten
einfachen Observablen zu beschranken.

Die Vielteilchendichteverteilung p(ri,ra,...,ry) = |®(r1,ra,...,vN)[?
eines N-Teilchenzustandes |®) zum Beispiel ist fiir grofe N total informa-
tionsiiberladen.

I"Jbung 3.1: Wie sieht die Ortsdarstellung des Operators N im N-Teilchenraum
aus, mit der p(ry,ra,...,ry) = (B|N(ry,ra,...,rN)|®) gilt? O

Sehr aufschlussreich sind dagegen die Teilchendichte
(®|n(r)|®) = N/ |®(r,ro,...,vN)|2d%ry ... dPry (3.1)
des Zustandes oder auch die Dichtekorrelation

(®|A(r)A(r))|®) = N(N — 1)/\@(r,r’,r3...,rN)y2d3r3...d3rN
(3.2)
—|—N6(r—r’)/|<I>(r,r2,...,rN)|2d3T2...d3TN.

Ubung 3.2: Wie sieht die Ortsdarstellung des Operators 72(r) im N-Teilchenraum
aus? Man rechne die obigen Formeln nach! Y

In den meisten Fallen wird man sich fiir einen Zustand des thermischen Gleich-
gewichts des Vielteilchensystems oder Zustande in der Nahe eines solchen inter-
essieren. Unter diesen Umstanden konnen die Ergebnisse einer Messung als Mit-
telwerte geeigneter Observabler im Gleichgewicht ausgedriickt werden. Es hat sich
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nun gezeigt, dass es am geschicktesten ist, solche Mittelwerte mit Hilfe sogenannter
Greenfunktionen zu berechnen. Wir werden hier zunéchst die Greenfunktionen
definieren und ihre formalen Eigenschaften in einiger Ausfiihrlichkeit diskutieren,
bevor wir ihre Niitzlichkeit demonstrieren.

Zu einem Paar von Operatoren A, B, die nicht notwendig hermitesch sein miissen,
wird eine retardierte (Kommutator—)Greenfunktion durch

Ghpt—t)=—3{An(t), Bu(t)}s) Ot — 1) (3-3)

definiert. Hier ist . .
XH(t) — eth/hXe—th/h (34)

der zu X gehorige Operator im Heisenbergbild, wobei die Zeitentwicklung durch
den zeitunabhéngigen Hamiltonoperator H bestimmt wird. Das Symbol

(A, B}, =A+sB (s==1) (3.5)

bezeichnet, wie schon in (2.3) definiert, fiir s = +1 den Antikommutator und fiir
s = —1 den Kommutator der beiden Operatoren A und B. Der Mittelwert

(X) =Sp(pX) (3.6)
ist mit dem Gleichgewichtsdichteoperator
p=e)z,  Z=Sp(e ") (3.7)

gebildet. Wir stellen uns dabei eine groflkanonische Gesamtheit vor und
denken uns fiir jede Teilchensorte mit erhaltener Teilchenszahl N; einen Beitrag
—p; N; mit dem chemischen Potential p; im Hamiltonoperator (in den Gleichun-
gen (3.3,4,7)) absorbiert. Die auftretenden Spuren erstrecken sich dann iiber den
gesamten Fockraum des Vielteichensystems.

Fiir die Wahl des Parameters s = 41 gibt es eine einfache Regel, die sich daraus
ergibt, dass der Kommutator { A, B} ein moglichst einfacher Operator sein sollte.
Daher wihlt man im allgemeinen s = —1. Nur wenn sowohl A als auch B Produkte
einer ungeraden Zahl von Fermioperatoren sind, wahlt man s = +1.

Die oben definierte Greenfunktion erinnert unmittelbar an die verallgemeinerten
Suszeptibilitdten, wie sie in der Theorie des linearen Responses fiir kleine Ab-
weichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht auftreten (siehe dazu auch
Kapitel 6) In diesem Fall ist s = —1 und A entspricht einer Observablen, deren
Abweichung von Gleichgewicht man beobachtet, wenn eine dulere Storung, die an
die Observable B koppelt, auf das Vielteilchensystem wirkt.

Wegen der durch zyklisches Vertauschen unter der Spur gewonnenen Identitat

1 . . ’ Srral
<{AH(t)aBH(t,)}s> _ Esp[efﬁH(ngt/ﬁAesz(tft )/hB67ZHt /Fi
L etH(t—t')/h A e—iH(t—t')/h B
+s CiHY /R B e—iH(t’—t)/hAe—th/h)} (3.8)

—» BetH(t—t')/h A g—iH(t—t')/R

= ({Au(t—1'), Bu(0)}s)
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héngt G tatsichlich nur von der Differenz der Zeiten ab. Dies ist Ausdruck der
zeitlichen Translationsinvarianz des thermischen Gleichgewichts.

Eine wichtige Manipulation der Greenfunktion G besteht darin, ihre Fourier-
transformierte zu bilden, d.h. eine Frequenzanalyse ihrer zeitlichen Entwicklung
vorzunehmen. Da G eine retardierte Funktion ist, hat ihre Fouriertransformierte
die Eigenschaften einer Laplace—Transformierten. Die Funktion

Gap(z) = / Gl p(t)e /Mt (Sz > 0) (3.9)

ist holomorph in der oberen komplexen Energiehalbebene &z > 0. Damit diese
Aussage richtig ist, muss natiirlich die in (3.3) nur formal definierte retardierte
Greenfunktion existieren. Wir nehmen fiir das folgende an, dass sie existiert und
eine beschrankte Funktion der Zeit t — t’ ist. Unter dieser Voraussetzung schéitzt
man leicht mittels (3.9) ab, dass G4 p(2) fiir jedes € > 0 in der Halbebene 3z > €
beschrankt ist. Diese Eigenschaft werden wir in Kapitel 4 brauchen.

Es erweist sich als niitzlich, neben der retardierten Greenfunktion G" die avan-
cierte Greenfunktion

Ga.p(t) = £{{An(t), B}:) O(-t)(t — 1), (3.10)

zu betrachten, deren Fouriertransformierte
Gap(2) = / G4 p(t)e*/dt  (Sz < 0) (3.11)

unter entsprechenden Voraussetzungen fiir die Existenz und Beschranktheit von
gf}l’ g holomorph in der unteren Halbebene Sz < 0 und beschrankt in jeder Halb-
ebene §z < e < 0 ist. Da die Definitionsbereiche von (3.9) und (3.11) sich nicht
iiberschneiden, betrachtet man beide als Teil einer analytischen Funktion und
belegt sie wie oben geschehen mit dem gemeinsamen Symbol G 4 p(2). Die reelle
z—Achse ist als natiirliche Grenze des Analytizitétsbereichs der beiden in den Halb-
ebenen analytischen Funktionen zu betrachten. Wie wir anhand von Gleichung
(3.17) erkennen werden, liegen auf der reellen z—Achse immer Singularitéten von
Ga p(z). Wir werden allerdings spéiter auch sehen, dass die beiden Funktionen
(3.9) und (3.11) iiber Teilintervalle der reellen z—Achse hinweg haufig analytische
Fortsetzungen voneinander sind.

Wir werden nun Bewegungsgleichungen fiir die Greenfunktionen G und G herleiten.
Wegen
d

ih%AH(t) = [An(t),H] = ([A, H]) ,(t)

kann man die folgende Umformung vornehmen:
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i {Aw(0), BY.) = ([, H]u (1), B}.)

=(AHB — HAB +s(BAH —BHA))
—— —
—ABH —HBA
= ({Au (1), [H, B}s)-
Hier konnte der Hamiltonoperator H unter der Spur zyklisch mit AB bzw. BA

vertauscht werden, weil er mit der kanonischen Dichtematrix p kommuiert. Es gilt
folglich

r/a r/a r/a : 0
G0 = G 50 = Gl {70120 @y

Zusammen mit den Randbedingungen

Ghp(04) = TUABY), Gip0-)=1(ABY)  (13)

ergeben sich daraus mittels der Zwischenrechnung (partielle Integration)

" /ooo (459550t = i0 G5 (D)™ /"5 + 2 / Gl (b et
= —ih Gy p(0+) + 2Ga,p(2) = 2Ga,p(2) — ({4,B}s) (S2>0)
und )
z’h/oo <%Qi73(t)>eizt/hdt = ih G4 p(0—) + 2Ga, ()
=2GaB(2) — ({4, B}s) (S2<0)

die pragnanten Bewegungsgleichungen

2Ga,B(2) — ({A, B}s) = Gra,m),8(2) = Ga,n,8)/(2) (3.14)

fiir die Laplace—Transformierte G, die fiir Sz > 0 wie fiir 3z < 0 gleichermafien
gelten. Diese Bewegungsgleichungen finden vielfaltige Anwendung.

Ubung 3.3: Man leite mittels der Bewegungsgleichungen (3.14) unter Benutzung
der Definitionen (2.39,45) und der Kommutatoren (2.40,48) die Beziehung

K2 k2
222G

PJ4—h2§£:k“k Gro i (2) (3.15)
a,B

ool 2) =

zwischen dem Teilchendichte-Propagator und dem longitudinalen Anteil des
Stromdichte-Propagators her. Hier ist N = (po) die mittlere Teilchenzahl und
m die Masse der Teilchen. U

Indem man die Zeitableitung iiber die gesamte Zeitachse —oo < t < oo erstreckt,
kann man die Gleichungen (3.12) und (3.13) auch zu einer Gleichung

ih%gA,B(t) = ({4, B}s) - 0(t) + Ga,m,B(t) (00 <t < o0) (3.16)
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fur die retardierte und avancierte Greenfunktion zusammenfassen. Mit

Zh/ <%QA,B(t)>e Y= ihGap(t) /M2 + 2GaB(2) = 2Ga,B(2)
0

erhélt man so eine kompaktere Herleitung der Bewegungsgleichung (3.14).

Wir wollen nun die Greenfunktionen G4 p in der Spektraldarstellung ihres
Hamiltonoperators H betrachten. Sei {|n)} ein vollstdndiges orthonormiertes Sys-
tem von Eigenzustanden des Hamiltonoperators im Fockraum mit den Energien
E,, sodass H|n) = E,|n) gilt. Bildet man dann die Spuren in (3.6) und (3.7) in
der Eigenbasis {|n)}, so findet man Z = Spe™P# =3 e FF» und

—1 _
Gast) =3-0(t) > e PP (n|{Ag(t), B}|n)
_ —1 —BE, i(E,—FEmn)t/h
=—6() > e ((n]A|m)(m|B|n) ¢ )t/
o (3.17)
+ s (n|B|m)(m|A|n) ei(Em_E")t/h)
_ __7’ W(Ep—Em)t/h/ —BE, —BE,
= hZ@<t)Z<n\A\m><m|Bln>e (e +se )-

n,m

Die Laplacetransformation (3.9) kann man nun leicht (unter der Summe Term fiir
Term) ausfithren und erhélt die Spektraldarstellung

Gap(2) =220 m %(e—ﬂ& + se BEm), (3.18)

Man {iberzeugt sich leicht anhand der zu (3.17) analogen Spektraldarstellung von
G4 p» dass (3.18) nicht nur fiir Iz > 0, sondern auch fiir Sz < 0 gilt.

Die Greenfunktion (3.18) ist eine analytische Funktion in der komplexen Variablen
z bis auf einfache Pole an den Energien z,,, = F, — E,,. Fiir endliche Systeme
(d.h. fiir Systeme mit endlichem Volumen V) bilden diese Energien eine diskrete
Menge auf der reellen Achse und die retardierte (3z > 0) und die avancierte
(Sz < 0) Greenfunktion (3.9,11) sind analytische Fortsetzungen voneinander. Dies
gilt auch im thermodynamischen Limes V' — oo, wenn die Energien z,,, nicht
iiberall auf der reellen Achse dicht liegen.

Ubung 3.4: Man verifiziere die Bewegungsgleichungen (3.14) direkt mittels der
Spektraldarstellung (3.18).H

Wie man, z.B. anhand von (3.14) oder (3.18), erkennen kann, hat die Greenfunk-
tion G4 p(z) die Eigenschaft

Gap(z) x1/z (|z| = o0). (3.19)
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Dies erlaubt wegen der analytischen Eigenschaften der Greenfunktion aufgrund
des Cauchyschen Integralsatzes die Darstellung

GA B = 271'1 fC GI: ]i(zz : dZ (320)
wo der Weg C als die Summe der beiden Integrale f und f i zu verstehen

ist. Hier konnten wegen der Asymptotik (3.19) d1e Wegantelle d1e die beiden
linearen Wege im Unendlichen halbkreisformig schlielen, weggelassen werden.

28



4. Matsubara—Greenfunktionen

Als néachstes fithren wir mit der Matsubara— oder Temperatur—Greenfunk-
tion

Ga5(1—7) = —(T;(A-Br)) (4.1)
— _ATBT’> (0<7—_7J<ﬁ>
N { s(BrA;) (—f<1t—17<0) (42)

eine zweite Art von Greenfunktion ein. Hier bezeichnet
X, =" Xe 7 (4.3)

den Operator X im Heisenbergbild mit der imaginédren “Zeit” 7 = it (A7 ist eine
echte Zeit). Die groBkanonische Mittelung ( ) ist wie in (3.6,7) zu verstehen. Die
Zeitordnungsoperation T in (4.1) ist durch (4.2) definiert. Die Begrenzungen
fir die Variable 7 — 7/ in (4.2) garantieren, dass die davorstehenden Ausdriicke
sinnvoll sind. Da der Hamiltonoperator H namlich im allgemeinen nur nach unten
beschrinkt ist, wird e nur fiir ®o > 0 ein beschrinkter Operator sein (mit
Eigenwerten e~ £n%). In

1 , )
(4,1} = SSp(e -7+ e M=

bewirkt die Einschrinkung 0 < 7 — 7/ < [ gerade, dass beide Exponentiale
beschrankt sind. Entsprechendes gilt fiir

1 , )
(By/A,) = ESp(e*H(ﬁ*T +7) Be~H(T'=7) 4)

mit der Einschrankung —3 <7 — 7/ < 0.

Die Temperatur-Greenfunktion G4 p(7) hingt eng mit den vorher definierten

Kommutator-Greenfunktionen QZ‘/’ %(t) zusammen. Bevor wir den Zusammen-
hang im einzelnen studieren, sei bemerkt, dass G4 p(7) bei 7 = 0 um den Wert
—({A, B}s) springt, éhnlich wie G} p(t) und G4 g(t), die beide bei t = 0 um
—£({A, B},) springen. AuBerdem sei darauf hingewiesen, dass e "% ein in Rz > 0
holomorpher Operator ist. Daher kann G4 p(7) in die beiden Streifen 0 < R < 3
und —f3 < R7 < 0 analytisch fortgesetzt werden. An der gemeinsamen Grenze
R7 = 0 der beiden Streifen springt die Matsubara—Greenfunktion um

h
Gap(T+0)—Gap(t—0)= -

gr o) (>0 .
'{—ggi(t) (t<0) mit 7 =it/h.  (4.4)

Wegen

(BA,) = 2 Sp(e10+7 Bef™ 4) = Sp(e 9= 4 MO B) = (4. 4 B)
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sind schlieBllich die Werte von G4 p(7) in den beiden Streifen durch die Peri-
odizitatsbeziehung

Gap(r)=—5GaB(T+P) (=8 < RT <0) (4.5)

miteinander verkniipft.

Die Temperatur-Greenfunktion G4 p(7) kann fiir reelle Werte von 7 im In-
tervall —(3 < 7 < (# durch eine Fourierreihe dargestellt werden. Die relevanten
Fourierkoeffizienten sind durch

n 1 [P , n
=5 [ Gunmyear @, =) (46)
-8

mit ganzahligem n gegeben. Es ist angesichts von (4.5) sofort klar, dass fiir s =

+1 die geraden Koeffizienten G( B)

Gfgﬂ) (m ganzzahlig) verschwinden. Daher lauten die Fourierreihen fiir die
beiden Falle

und fiir s = —1 die ungeraden Koeffizienten

gAB ﬁ Z G(2m+1) — W 1T (S:-i-l) (4‘7)
Ga,n(7 5 Z GGy emiwamT (s = —1). (4.8)

Die in den Fourierreihen (4.7,8) vorkommenden Frequenzen nennt man Matsu-
bara—Frequenzen.

Die nicht verschwindenden Fourierkoeffizienten G%’)B in (4.7,8) hdngen eng mit der
Fouriertransformierten G4 p(z) (3.9,11) der Kommutator-Greenfunktion zusam-
men. Wir fithren dazu zunéachst fiir den Fall s = +1 die folgende Rechnung aus:

p :
G(2m+1) / gA’B(T) elw2m+17d7_
<f0 Gap(t+0)— fﬁﬂoo Ga,B( T—O))ei“’?m“TdT (2m+1>0)

<f0 ZOOQA’B(T%—O _fﬁ ZOOgA’B(T—O))ei“’2m+1TdT (2m+1<0)

/ (Ga,B(7+0) = Ga p(r — 0))e»nti™dr = / Gl (t)e st/ g
0 0

—100 0
/ (Ga,B(7+0) = Ga p(r — 0))e»mti7dr = / GY () =it/ gy
0 — 00

= G4 p(iwam+t1) (fiir alle m).
(4.9)
Die in dieser Rechnung benutzten Integrationswege in der komplexen 7—Ebene sind
in der folgenden Figur dargestellt. In der ersten Zeile von (4.9) wurde zunéchst
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unter Beachtung von (4.5) und e™2m+1(7+8) — _¢iw2m+17 das Integrationsintervall
n (4.6) halbiert. Sodann wurde der rote Integrationsweg in Abhéngigkeit vom
Vorzeichen von ws,,4+1 in einen der blauen so deformiert, dass der Beitrag des
horizontalen blauen Weges verschwindet, wenn dieser ins Unendliche geschoben
wird. So entsteht die zweite Zeile von (4.9). Die dritte Zeile erhélt man dann,
indem man die beiden Integrale mittels (4.5) vereinigt und (4.4) benutzt. Die
letzte Zeile folgt dann sofort aus (3.9,11).

A
It
2n+1>0
komplexe
T-Ebene
L Y .
I A i
0 Ret
B B
2n+1<0

Ubung 4.1: Man fithre eine zu (4.9) analoge Rechnung fiir den Fall s = —1 durch
und zeige G2 A B = G4,p(iway,) fiir m # 0. Warum kann man fiir m = 0 keine
entsprechende Aussage machen?

Insgesamt halten wir fiir die nicht verschwindenden Fouierkoeffizienten der Matsu-
bara—Greenfunktion fiir die beiden Falle s = +£1 das folgende Ergebnis fest:

s=+1: GYEY = G pliwami) (4.10)
s=—1: GYY =Gaplivsm)  (m#0), (4.11)

d.h. in Worten: Der Fourierkoeffizient einer Temperatur—Greenfunktion
zu einer Matsubara—Frequenz w # 0 ist durch den Wert der Fourier-
transformierten der entsprechenden Kommutator—Greenfunktion auf
der imaginaren Achse bei iw gegeben.

Tatsachlich charakterisieren die diskreten Werte fogﬂ) bzw. fo”g) die analyti-
sche Funktion G4 g(z) vollstdndig und eindeutig. Denn nach einem funktionen-
theoretischen Theorem gibt es nur eine einzige in den beiden Halbebenen &z > 0
und ¥z < 0 holomorphe und im Unendlichen beschrankte Funktion G 4 5(z), die
den Bedingungen (4.10) bzw. (4.11) geniigt (siche dazu Anhang A):

(2m+1 (2
Die Fourierkoeffizienten GA 7g+ ) bzw. GATE charakterisieren die analyti-

sche Funktion G4 p(2) eindeutig.

Eine Bestimmung der analytischen Fortsetzung fiir G4 p(z) aus Funktionswerten
(4.10,11) wird oft ausgehend von numerischen Werten fiir die Fourierkoeffizienten
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versucht. In Anhang A wird erldutert, warum jeder dazu verwendete Algorithmus
problembehaftet sein muss.

Die Fourierreihen (4.7) bzw. (4.8) stellen die Matsubara—Greenfunktionen G4 p(7),
die durch (4.1,2) im Streifen —3 < R7 < [ definiert werden, nur fiir reelle 7 im
Intervall —3 < 7 < 3 dar. Die Beziehungen (4.10) bzw. (4.11) kénnen dazu
genutzt werden, eine niitzliche im gesamten Streifen —f3 < R7 < [ giiltige Inte-
graldarstellung fiir G4 p(7) zu finden. Dies gelingt, indem man wie im folgenden
beschrieben die Fourierreihen (4.7,8) fiir reelle 7 als Summe von Residuen auffasst.
Einzelheiten der Umformung und der Notation (z.B. Definition des Weges C und
der Symbole zy ) sind in Anhang B erldutert.

Im Fall s = +1 nimmt man die Fermifunktion

1 1 Bz
efr 1 2 51— tgh

fz) = ) (4.12)

zur Hilfe, die bis auf einfache Pole mit den Residuen —1/3 an den Matsubara—
Frequenzen z = iwa,,+1 eine ganze analytische Funktion ist. Man erhalt ausge-
hend von den Fourierreihen mittels funktionentheoretischer Methoden (Cauchy-
scher Integralsatz, Residuensatz, Identitéatssatz) die Darstellung

s=+1: Gap(T)
1 [ [.GaB(2) (2)) e *7dz (=B < RT <0)
2 fCGABz )(1— fz) “*Tdz (0 < RT < ()

(—f
(
J2o(Ga GABZ N(=f(2)) e*"dz (-8 < Rr < 0)
T 2mi [~ (1—f(2)) e *"dz (0 <R < ).

( GA B ) 1-—
(4.13)
Im Fall s = —1 nimmt man die Bosefunktion
1
g(z) = il (ctgh@ - 1) (4.14)

zur Hilfe. Sie ist eine ganze analytische Funktion bis auf einfache Pole mit den
Residuen 1/8 an den Matsubara-Frequenzen z = iws,,. Hier erhdlt man die
Darstellung

(0)
s=-—1 GaB(T) = Gg’B
L b { JoGap(2)g(z)e *dz (=B <Rt <0)
2mi | [o Ga,B(2)(1+g(2)) e *7dz (0 < RT < )
_ GEA(X))B N 1 [ (Gap(z4) —Gap(z-)) g(z) e *dz (=B <RT <0)
g 2mi | [ (Gap(24) — Gap(2-)) (1 + g(2)) e *7dz (0 < RT < 3).

(4.15)
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Indem man insbesondere mit 7 = it/h zu reellen Zeiten t iibergeht, erhdlt man mit
(4.2) aus (4.13) bzw. (4.15) Formeln fir Korrelationsfunktionen. Fiir s = +1
lauten sie

(Ay(t)B) = 2_—7:2 [ Gan(2) (1= (), (4.16)
Ban(0) = 5 [ Gan) f2)e s (4.17)
und fiir s = —1
(Ag(t)B) = 2m/GAB )(1+g(2))e " */"dz — %GS{)B, (4.18)
(BAu(®) = [ Gan(2)glz) /M - BG(O) (4.19)
Damit sind zeitliche Korrelationsfunktionen (im Fall s = —1 bis auf einen

zeitunabhéngigen additiven Summanden) auf die Laplace—Transformierte der
Kommutator—Greenfunktionen zuriickgefiihrt.

Fiir die nullte Fourierkomponente G( ) kann man aus der Fourierreihe (4.8) fiir
7 = 0 eine Summenregel ableiten. Man hat hier allerdings mit Vorsicht vorzuge-
hen, weil die Greenfunktion G4 p(7) im Punkt 7 = 0 im allgemeinen unstetig
ist. Angesichts eines Satzes aus der Theorie der Fourierreihen nach dem in einem
solchen Punkt die Fourierreihe den Wert des Mittelwertes 5 [QA B(0+)+Ga,5(0-)]
hat, erhélt man jedoch die Beziehung

lim Z GO+ AB + BA) =0, (4.20)

N—oo

die zeigt, dass Gf’)B auBer durch G4 p(z) durch den Erwartungswert (AB + BA)
bestimmt ist.

Durch Kombination von (4.16,17) bzw. von (4.18,19) erhélt man die Gleichung
s=41: ({Au(t), B} /GAB 2)e ity (4.21)

die im wesentlichen die Umkehr der Laplace-Transformationen (3.9) und (3.11)
beschreibt. Hier triagt der obere Teil des Integrationsweges C nur fiir ¢t > 0 bei und
ergibt bis auf den Faktor —i/h die retardierte Greenfunktion, wéhrend der untere
Teil des Integrationsweges C nur fiir ¢ < 0 beitragt und bis auf den Faktor i/h die
avancierte Greenfunktion ergibt. Man kann daher (4.21) auch in der Form

1 oo

gT/a (t) = Sy Gap(ze)e "Mz (4.22)
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notieren.

Sehr niitzlich ist auch die fiir reelle Frequenzen definierte Spektralfunktion

. l ° eiwt/ﬁ
Cap(w) = 5 /OO<{AH(’5)73}S> di (4.23)

:Z'[GA,B(W—FZ'O) —GA,B(W—Z'O)}.

Die zweite Zeile in (4.23) folgt sofort aus den Gleichungen (3.3) und (3.9-11).
Durch Anwendung der formalen Identitét

1

w—wy=Exi0 w—uwp

Fimd(w — wo) (4.24)

auf die Spektraldarstellung (3.18) ergibt sich als Spektraldarstellung der Spektral-
funktion die Beziehung

Capw) = 2% Z<n|A|m><m|B|n> S(wH Ep — Ep)(ePPr 4 se7PEm)  (4.25)

n,m

Ubung 4.2: Man folgere aus (4.25) die Positivitdt von Spektralfunktionen
Ca_at(w) > 0 fiir Fermionen und von w C'4_4+(w) > 0 fiir Bosonen. U

Wenn man den aus (4.25) besonders deutlich erkennbaren Distributionscharakter
der Spektralfunktion in Kauf nimmt, schreiben sich viele der obigen Gleichungen
recht elegant. So nimmt Gleichung (3.20) die Form

Gap(2)= L /OO de (4.26)

2 Z—Ww

— 00

an, womit die Fouriertransformierten (3.9,11) durch die Spektralfunktion aus-
gedriickt werden. Analog schreiben sich (4.21) als

(An(0).BY) = 5= [ Canlo)eas, (4.27)

2 J_ o

und fiir s = +1 die Gleichungen (4.13,16,17) als

_ % ffooo CapWw) f(w)e “Tdw (=B < RT <0)
Ga.5(r) = { 5—7} ffooo CA,B(w)(l — f(w)) e “Tdw (0 < RT < ), (4.28)
und
(Ag(t)B) = % /OO Ca,p(w)(1— f(w))e_m/hdw, (4.29)
(BAg(t)) = % /0; Ca.p(w) f(w)e ™ dy. (4.30)
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Weil die Funktion g(z) bei z = 0 einen Pol hat, erhdlt man fir die Gleichungen
(4.15,18,19) zu s = —1 dhnliche Formeln nur, wenn die Grenzwerte G 4 p(%:0)

existieren. Wenn dann auch noch 1 (Ga,g(+i0) + G4 p(—i0)) = GES’)B gilt, kom-

pensiert das Residuum bei z = 0 gerade den Gg)’)B—Term in (4.15) und es gilt

G () = { 2 f T Cap(w)gw) e “Tdw (=8 < RT <0) (4.31)

%f_o:oC’A,B(w)(l + g(w)) e “Tdw (0 < RT < ),

wobei f das Hauptwertintegral bei w = 0 bezeichnet. Die Gleichungen (4.18.19)
werden dann zu

(Ag(t)B) = %][OO Ca,p(w)(1+ g(w))e‘i“’t/hdw, (4.32)

(BAg(t)) = %][_OO Cap(w) g(w)e " dw. (4.33)

Aus der Gleichung (4.27) koénnen Summenregeln fiir die Spektralfunktion
hergeleitet werden, die Aussagen tliber ihre n—ten Momente

01(4733 = / w"Ca p(w)dw (4.34)
erlauben. Fiir das nullte Moment muss man in (4.27) nur ¢t = 0 setzen und erhélt

oV = 2n({A, B},). (4.35)

Das erste Moment entsteht, wenn man in (4.27) vorher die Zeitableitung bildet.
Indem man (3.4) beachtet, erhilt man so

c\Vy = 2n({[A, H], B},). (4.36)

Die Herleitung der Summenregeln fiir hohere Momente ergibt sich entsprechend.

Damit ist die Diskussion der wichtigsten formalen Eigenschaften von Greenfunk-
tionen der Vielteilchenphysik abgeschlossen. Im Zentrum stand die Greenfunk-
tion G 4,5(%), die in den beiden durch Sz # 0 definierten Halbebenen holomorph
ist und, wie wir gesehen haben, durch eine diskrete Folge von Funtionswerten,
den Fourierkoeffizienten der entsprechenden Temperatur—Greenfunktion, eindeutig
bestimmt ist. Die Greenfunktion G4 p(z) gestattet die Berechnung von Mittel-
werten wie (AB) und von zeitlichen Korrelationsfunktionen wie (A (t)B)
sowie von verallgemeinerten Suszeptibilitaten oder Responsefunktonen,
die die Struktur ({Ag(¢), B}_) haben. Wir werden sehen, dass G 4 p(z) dariiber
hieraus auch direkten Einblick in die physikalische Natur des betrachteten Systems
bietet. Schliefllich haben wir gesehen, wie G4 p(2) sich auf eine Spektralfunktion
Ca, p(w) zuriickfiihren lésst, die eine Funktion reeller Frequenzen w ist.
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5. Einteilchen—Propagatoren

Eine sehr wichtige und zugleich die einfachste Art von Greenfunktion ist die so-
genannte Einteilchen—Greenfunktion, fiir die A = ¢(¢) und B = ¢T(¢') die
in Kapitel 2 eingefiihrten Feldoperatoren einer der Teilchensorten des betrach-

teten Systems smd Wir werden diese Greenfunktionen abkiirzend mit gg/;( )

(anstelle von G/ w(@ o )( ) — siehe (3.3,10)) bezeichnen (und entsprechend mit
Geer(T) — siehe (4.1) — bzw. mit G¢ ¢ (2) — siehe (3.9,11)). Man nennt diese
Greenfunktionen auch Einteilchen—Propagatoren, da sie das Schicksal eines
dem System hinzugefiigten Teilchens zu verfolgen gestatten. Zum Beispiel gibt
der Mittelwert (@/JH(S,t)@/JL(ﬁ’ ,t')) die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir an,
ein Teilchen, das zur Zeit ¢’ im Zustand & dem System hinzugefiigt wurde,
zur Zeit t im Zustand ¢ wiederzufinden. FEntsprechend gibt der Mittelwert
<1/}L(€' g (E,t)) die Auskunft dartiber, mit welcher Amplitude ein bei &' zur
Zeit t' weggenommenes Teilchen zur Zeit t bei £ fehlt. Man beachte hierzu im

iibrigen, dass (] (&', )¢ (£,1)* = (W (&)Y (€, 1)) gilt.

Anstelle von Feldoperatoren (&) in Standarddarstellung kann man auch Erzeuger

und Vernichter zu einer diskreten Basis von Zustdnden |g) zur Konstruktion

von Einteilchen-Propagatoren benutzen. Die zu A = a, und B = aZ

Einteilchen-Greenfunktion bezeichnen wir kurz mit gj;/ g (t). Anhand von (2.24,26)
hangen die verschiedenen Darstellungen der Einteilchen—Greenfunktionen auf ein-
fache Weise miteinander zusammen:

, gehorige

G (1) = [dEdE’ G 1) £4(6) 9 (), G (9) = [d60E G () 25,6 0 €)
(5.1)
bzw. umgekehrt

gé E’ Z gq q L (§ E E’ Z Gq q ) L (gl)' (5'2)

Wir werden im folgenden die Notation am Fall einer diskreten Basis orientieren.

Man erkennt leicht, dass man aus den Einteilchen—Greenfunktionen die thermi-
schen Mittelwerte beliebiger Einteilchenoperatoren berechnen kann. Es
gilt ndmlich nach (4.2)

(agaq,> =50 o (T =—0). (5.3)
Fiir einen Einteilchenoperator O1 = > o Aq,q¢ aqaq gilt demnach (siehe (4.7,8))
5 — n)  —iw. (—
(01) =8> Aqq Goq(—0) = 3 ST Aqa G e 70, (5.4)
a,9’ n=-00q,q’

(Wir erinnern uns daran, dass G im Falle von Bosonen fiir ungerade und im
Falle von Fermionen fiir gerade n verschwindet.)
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In dem wichtigen Spezialfall, dass das System nur aus einer einzigen Teilchensorte
besteht und sein Hamiltonoperator H = H; + H> sich aus einem Einteilchen—
und einem Zweiteilchenoperator zusammensetzt, kann mann aus der Einteilchen—
Greenfunktion auch die mittlere Energie £ = (H) des Systems berechnen. Um
dies einzusehen, braucht man die Identitat

Zafl [ag: On] = nOny, (5.5)
q

die fiir beliebige n—Teilchenoperatoren (n = 1,2) einer einzigen Teilchensorte gilt.

Ubung 5.1: Man leite die Identitédt (5.5) fiir n = 1,2 fiir Einteilchenoperatoren
(2.14) und Zweiteilchenoperatoren (2.18) ab. (Man beachte die Analogie von (5.5)
zum Eulerschen Theorem fiir homogene Funktionen.) U

Nutzen wir jetzt die Bewegungsgleichung (3.14), 2Gq o/ (2) = dq,q’ +Gl Ha
Q» )

so erhalten wir fiir Fermionen mit der Gleichung (4.10)

S = ﬁ Z Z[Za}zm lG(2m+1) 71w2m+1'(70)

e (5.6)
=2 Gl t1),al, (T = —0) = (H1) + 2(H2).

Eine analoge Beziehung folgt auch fiir Bosonen, da die Bewegungsgleichung auch
fiir den nullten Fourierkoeffizienten gilt.

I"Jbung 5.2: Man iiberpriife die folgende Rechnung;:

G(O)

O s = /Ooodq—([AH]TB):(ATB>|§=<AgB>—<AB> =—([4,B]). (5.7)

Fiir Bosonen gilt daher mit (4.11) und (5.7)

§=— ﬁ Z Z[W?m GEm — }e—wm(—m

A (5.8)
=" Gyt (T = —0) = (Hy) +2(Hp).0

Da wir den Mittelwert (H;) anhand von (5.4) kennen, konnen wir die mittlere
Energie des Systems nun durch seinen Einteilchen—Propagator alleine ausdriicken
und erhalten mit Hy =3 . hq,qr ailaq,

E = Z % [(iw2m+1 ) 5(1,01’ + hq,Q’)GngH) - ‘501,(1’} e twami1(=0) (5 = +1)
m,q,q’ 2_5 [(Z“}?m +Oq,q T hq,q’)G;,qI) - 5q,q’] e~ iwam (=0) (s =-1)
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Bekanntlich ist die mittlere Energie als Funktion der Temperatur kein thermody-
namisches Potential, sodass wir mit (5.9) noch nicht die Gleichgewichtsthermody-
namik des System beherrschen. Es gibt jedoch Méglichkeiten, dieses Defizit durch
Berechnung der freien Energie zu beheben.

Ein Weg zur freien Energie besteht in der Verwendung der Formel

F(T)=E(0)-T /0 ‘:ﬁ (E(T") - E(0)), (5.10)

mit der man die freie Energie auf die innere Energie zuriickfithren kann. (Man
beachte immer, dass wir hier die groBkanonische Gesamtheit benutzen, sodass wir
folglich die GroBen E — uN und F' — uN kurz als E und F' bezeichnen.)

Ubung 5.3: Man leite die Formel (5.10) unter Verwendung des Nernstschen
Theorems her.H

Die Anwendung der Gleichung (5.10) ist nicht immer praktikabel, da sie (a) die
Kenntnis der inneren Energie fiir alle Temperaturen zwischen 0 und 7" und (b) die
Giiltigkeit des Nernstschen Theorems voraussetzt.

Ein anderer Weg zur freien Energie besteht darin, eine (fiktive) Schar von Systemen
mit den Hamiltonoperatoren Hy = H; + AH3 (0 < A < 1) zu betrachten. Fiir die
freie Energie F'(\) = —% In Spe~#Hx dieser Schar gilt bekanntlich §F/5\ = (Ho),
wobei die Mittelung mit H) durchzufiihren ist. Man hat daher die Beziehung

F=FO=1)=FO\=0)+ /ldA<H2>A. (5.11)

Die freie Energie F'(A = 0) des nicht wechselwirkenden Systems ist vergleichsweise
leicht zu berechnen (siehe hierzu auch Kapitel 7). Fiir die freie Energie F' des voll
(d.h. mit A = 1) wechselwirkenden Systems brauchen wir dann nur die mittlere
Wechselwirkungsenergie (Ho)y fiir alle Werte von A (0 < A < 1). Diese erhalten
wir aber angesichts von (5.6,8) aus der Formel

(Hy) —Z % [(iu)zm—u Oq,q’ _hq,q’)Gg%$+1) — (5q,q/} e~ w2mt1:(=0) (s =+1)
m,q,q’ 5_51 [(iw2m Oq,q’ — hq,q’)fo,Z) - 5q,q’}€_iw2m'(_0) (s=-1) 7
(5.12)
die sich von der rechten Seite von (5.9) nur durch das Vorzeichen vor hq,q un-
terscheidet und in der die Greenfunktion von A abhangt. Man kann also die freie
Energie und damit die volle Thermodynanik eines wechselwirkenden Systems aus

der Propagation eines Teilchens fiir alle reduzierten Wechselwirkungsstarken her-
leiten.

Im Prinzip kommt man fiir alle Zwecke mit diagonalen Einteilchen—Propaga-
toren Gy  aus. Dies gilt fiir die Gleichungen (5.6,8) sowieso in allen Darstellungen,
fir die Gleichungen (5.4,9) gilt es in einer Darstellung, in der Aqq bzw. hqqg
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diagonal ist. Diagonalitat dieser hermiteschen Matrizen kann man aber immer
durch eine kanonische Transformation wie (2.20) erreichen.

Diagonale Einteilchen-Greenfunktionen Gq q(2) haben eine besondere Eigen-
schaft, die wir im folgenden aufzeigen wollen. Sie gehoren zum Typ von Green-
funktionen G4 p(z) mit B = AT, deren Spektralfunktion C4 p (w) reell ist, wie
man aus Gleichung (4.25) abliest. Aus der Spektraldarstellung (3.18) entnimmt
man zunéchst fiir Fermionen (s = +1)

-Gz n|aq|m o—BE. 5B,
I Gqq(2) = Z’ZJFE Cp e 0 (82£0) (513)

Hier konnten nicht alle Matrixelemente (n|aq|m) verschwinden, weil wegen (4.25)
und (4.35) die Summenregel

—/ ds Crg (0 Zy (nlaq|m)[2 (e PFn 4+ e=BPmy = 1 (5.14)

gilt. Wir ziehen aus (5.13) den Schluss, dass Gq,q(2) fiir 3z # 0 nicht verschwinden
kann.

Fiir Bosonen (s = —1) versagt eine entsprechende Argumentation zunéchst, weil
der dort auftretende Faktor e #F» — e=AFm nicht definit ist. Man kann jedoch
diese Schwierigkeit leicht umgehen, indem man fiir Bosonen die Beziehung

-z |(n|aq|m)|?
G E q
(Z aal \z—I—E — En?
X (B, — Ep) (e PEn — e7PEm) L (32 #0).

betrachtet. Hier galt zunichst (E, — E,,)(e P — e=#Fm) > 0 (= 0 nur, wenn
E, = E,,). Es konnen aber nicht nur Terme mit F,, = E,, beitragen wegen der
(5.14) entsprechenden bosonischen Summenregel

(5.15)

1 _
o | dw Cq,q(w =5 Z| (n|ag|m)|? En _ =BBmy =1, (5.16)

Also kann auch fiir Bosonen die Funktion G q(2) fiir 2 # 0 nicht verschwinden.

Wir kénnen aus (5.13,15) ganz generell folgern, dass auch G () in den beiden
Halbebenen 3z > 0 und 3z < 0 holomorph ist. Da auflerdem Gg q(2) = 1/2 +
O(1/2?) (z — o0), kann man mit

G;h(z) =z — My(2) (5.17)

einen Massenoperator Mg(z) einfithren, der fiir 3z # 0 holomorph und im
Unendlichen beschrankt ist. Der Massenoperator, der eng mit der Selbstenergie
¥(q, z) (siehe hierzu Kapitel 14) zusammenhéngt, ist eine sehr wichtige Grofie
zur Beschreibung von Einteilchen—Propagatoren. Es ist deshalb so niitzlich, ihn
einzufiihren, weil er oft weniger “Struktur” hat als die Greenfunktion, d.h. seine
z—Abhangigkeit ist sanfter.
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I"Jbung 5.4: Massenoperator und Selbstenergie

(a)

Der Einteilchenanteil eines Vielteilchensystems mit dem Hamiltonoperator
H = H, + Hs sei diagonal, H = Zq hqagaq.
Man zeige, dass

onz = ({lag, Ha),ali}s) = ({ag, [Ha,al]}s) (5.18)

und reell ist.
Man leite mittels zweifacher Anwendung der Bewegungsgleichungen (3.14)
flir den Massenoperator den Ausdruck

Mqy(2) = hq + 0n2 + X(q, 2) (5.19)

mit

2
(dng + G o Ha) [z 0] (2))

z — hq + (577/2 + G[aq,Hg],[H%aL](z)

Y(q,z) = G[aq,Hg],[Hz,aIl](z) — (5.20)

ab. Die Selbstenergie ¥(q, z) unterscheidet sich hier vom Massenoperator
also nur um einen z—unabhangigen reellen Summanden und hat die Eigen-
schaft ¥(q,z) = O(1/2) fiir 2 — co. H
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6. Responsefunktionen

Eine zweite Art von physikalischen Groflen, die sich unter den Formalismus der
Greenfunktionen subsumieren lassen, sind die verallgemeinerten Suszepti-
bilitaten oder linearen Responsefunktionen. Ein System mit dem Hamilton-
operator H, das sich zunichst im thermodynamischen Gleichgewicht befinde,
werde durch ein &dufleres Feld F(t) gestort, welches tiber den Operator B so an
das System ankopple, dass der gesamte Hamiltonoperator

H(t) = H + o(t), ®(t) = —-B- F(t) (6.1)

lautet. Der Mittelwert einer Observablen A des Systems wird dann im allgemeinen
von seinem Gleichgewichtswert A = (A)y abweichen. Falls das storende Feld
F(t) schwach genug ist, kann man die Abweichung durch Linearisierung nach F'(t)
berechnen. Man spricht dann von einem linearen Response und erhalt die
Formel

<A>H(t) - A= ijOOXA,B (t=t)F({')dt’, (6.2)

wobei die zeitabhingige Responsefunktion X mit der bosonischen retardierten
Greenfunktion (3.3) nach

Xap(t)=—-0G4p0) (s=-1) (6.3)

zusammenhéngt. Zerlegt man das Feld F'(t) spektral in Fourierkomponenten F,
nach der Formel

F(t) = / F,e ™ dw, (6.4)

so erhélt man eine entsprechende spektrale Zerlegung A, des Responses

(A —A= /_ A, et dw. (6.5)

Fiir die Fourierkomponenten ergibt sich dann die einfache multiplikative Beziehung

Aw :XA’B(M)'F(.‘M (66)

mit der frequenzabhangigen dynamischen Suszeptibilitat

XA,B(W) = — G 4,p(hw +10). (6.7)

Details der Herleitung der obigen Formeln (6.2,3,6,7) finden sich in Kapitel 24
meines Vorlesungsmanuskripts zur Theoretischen Physik IV (Statistische Physik).

["Jbung 6.1: Man vollzieche diese Herleitung nach. U

Die in der dynamischen Suszeptibilitat fiir w = 0 enthaltene statische Suszepti-
bilitat ‘
XAH M = — Ga,p(+i0) (6.8)
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heisst auch die adiabatische statische Suszeptibilitat und ist grundsatzlich zu
unterscheiden von der isothermen Suszeptibilitat, die wie folgt definiert ist:

isotherm __ : —
A,B - 8F() <A> |F0:0 mit <A> - Spe_ﬁ(H_BFO) (69)
Mittels der Operatoridentitat
0 > OH
e BH(N) _ _ —(B=m)HN) 2~ ,—TH(A\) 4 1
55 € /0 e 7 T (6.10)

fithrt man die Differentiation in (6.9) leicht aus und erhélt

Xifsl?tBherm :/0<BTA>HdT_ﬁ<A>H<B>H:/O<BT(A—A)> dr = —Gf)AB (6.11)

Wir sehen, dass der Unterschied zwischen der adiabatischen (6.8) und der isother-
men Suszeptibilitit (6.11) mit dem Unterschied zwischen G(4i0) und G(® zu tun
hat, den wir schon im Zusammenhang mit Gleichung (4.20) diskutiert haben.

Ubung 6.2: Man leite die Identitét (6.10) her, indem man die Exponentialfunk-
tion in der Form Hiv e PHN/N gchreibt, auf das N-fache Produkt bei der Differ-
entiation die Produktregel anwendet und zum Grenzwert N — oo iibergeht.t

Folgendes Beispiel macht deutlich, weshalb isotherme und adiabatische Suszep-
tibilitdten verschieden sein kénnen. Wir nehmen an, A (z.B. die Gesamtmagne-
tisierung des Systems) sei eine Erhaltungsgrofie, [A, H(t)] = 0. Dann gilt nach
(6.3) und (3.3) offenbar X4 p(t) = 0 und folglich nach (6.8) yS{atisch = 0. Dies
driickt aus, dass sich durch adiabatisches Einschalten der Storung der Mittelwert
von A nicht beeinflussen ldsst. Andererseits findet man jedoch nach (6.11) mit
ongherm B(B(A — A)) ein durchaus von null verschiedenes Ergebnis. Durch
thermischen Kontakt mit der Umgebung kann der Mittelwert von A sich aufgrund
der Storung sehr wohl dndern. Eine Messung der statischen Suszeptibilitéit liefert
daher im allgemeinen die isotherme Suszeptibilitét.

Von grofler praktischer Bedeutung ist der absorptive Anteil der Suszepti-
bilitat. Wenn man annimmt, dass auf das System in leichter Verallgemeinerung
von (6.1) eine Stérung der Form

O(t) = — ) A; Fy(t) (6.12)
wirkt, dann &ndert sich die Energie des Systems aufgrund der Stérung um

AH—47T/ wle( w) - F), dw. (6.13)
7,l=1
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Hierbei ist der absorptive oder dissipative Anteil der Suszeptibilitdt durch

17 i

Xjw) = -3 (ij(W) - le(—w)> (6.14)

gegeben, wobei wir die Kurznotation x A, A = X verwenden. Details der Her-

leitung der Formeln (6.13,14) finden sich ebenfalls in Kapitel 24 meines Vorlesungs-
manuskripts zur Theoretischen Physik IV (Statistische Physik), wo auch die Posi-
tivitat von AH bewiesen wird.

["Jbung 6.3: Man vollzieche auch diese Herleitung nach. U

In Greenfunktionssprache ist uns X” wohlbekannt als Spektralfunktion. Wir
beachten die Identitat

GB,A(_Z) =(—s)- GA,B(Z)7 (6.15)

die man leicht aus der Spektraldarstellung (3.18) abliest. Damit folgt aus (6.14)
mit (4.23) sofort

X;‘/l(w) = %OAJ-,AZ (hw). (6.16)

Die Spektraldarstellung (4.25) der Spektralfunktion unterstreicht ihre Bedeutung
als Absorptionswahrscheinlichkeit.

Es sei darauf hingewiesen, dass eine Kenntnis des dissipativen Anteils einer Suszep-
tibilitdt iber den gesamten Frequenzbereich angesichts der Cauchy—Formel (4.26)
und (6.16) zur Bestimmung der gesamten Suszeptibilitdt ausreicht. Aus (4.26)
leitet man auch leicht die Kramers—Kronig—Relationen

/ 1 [ x5
Xji(w) = —][ A du'’

T) _oow —w
, W) (6.17)
1 1 [ X (w ,
Xji(w) = —;][_oo—w/ — W
zwischen dem dissipativen und dem reaktiven Anteil
/ 1 1 . .
Wi(@) = 5 (@) 3 (0)) = =5 (G, g, (B0 +i0)+G g, s (~heo=i0)) (6.18)

her.
["Jbung 6.4: Man beweise diese Relationen. U

Die hervorgehobene Rolle des dissipativen Anteils (w) von Suszeptibilitdten
ist dadurch motiviert, dass viele wichtige experimentelle Messmethoden Absorp-
tionsmessungen sind. Ein ganz anderer Typ von Experiment, die Streuung
von Teilchen oder Strahlung an Vielteilchensystemen, liefert ganz ahnliche In-
formationen. Wichtige Beispiele sind die Streuung von Neutronen oder Photo-
nen an Materie. Wir wollen hier nur den wichtigen Fall betrachten, dass das
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gestreute Teilchen an die Dichte des Vielteilchensystems ankoppelt, d.h. der Wech-
selwirkungsoperator habe die Gestalt

N
1 .
Hi = Zv(ry —R) = /v(r —R)n(r)d®r = v ka Py €F, (6.19)
v=1 k

wenn V' das Normierungsvolumen und v das Wechselwirkungspotential zwischen
dem Streuteilchen am Ort R und einem Teilchen des Targetsystems am Ort r,
bezeichnet. Bei der Fouriertransformation in (6.19) wurden die Konventionen
(2.32,38) benutzt. Fiir Photonen wie auch fiir Neutronen besteht ein wichtiger
Anteil ihrer Kopplung an Materie aus der obigen Dichtekopplung.

Ein besonders niitzliches spektroskopisches Werkzeug stellen Streuexperimente
dann dar, wenn die Kopplung an das Target so schwach ist, dass die Streuung in
Bornscher Naherung berechnet werden kann. Dann testet das Streuteilchen die
Eigenschaften des Systems aus, ohne sie gleichzeitig zu beeinflussen. Der Streuvor-
gang besteht in einem Ubergang von einem Anfangszustand |i) in einen Endzu-
stand |f). In beiden Zusténden sind Streuteilchen und Targetsystem entkoppelt,
d.h. |7) = |k;)|n;) und |f) = |k¢)|ns), wo hk; und hky die Impulse des Projektils
und n; und ny Eigenzustinde des Targetsystems vor und nach der Streuung be-
zeichnen. Durch die Streuung sollen ein Impuls hq = hk; — hk; und eine Energie
w = w; — wy auf das Target ibertragen werden. Wir benutzen fiir die Projektil-
energien

Wi/ f :C\/M262+(hki/f)2 :Mz/f '62 (620)

die relativistischen Ausdriicke, um Photonen mit Ruhemasse M = 0 zu implizieren.
Mit ebenen Wellen nach (2.31) fiir die Projektilzustédnde |k; ¢) finden wir die
Ubergangsamplitude

. 1 i v
(i Hinelf) = 7 D v (il Iky) (il g) = T2 (il gl
k ) g )

=0k,q

Die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, dass das Projektil aus dem einlaufenden
Zustand |k;) in den auslaufenden Zustand |ky) gestreut wird, ergibt sich dann
nach der goldenen Regel als

2 e BEn v

’2

Mng,nyf

Das Targetsystem wurde dabei im thermischen Gleichgewicht mit der Wahrschein-
lichkeit e =#%n: /Z (Z =, e7PFni) im Zustand |n;) angetroffen und konnte in alle
Endzusténde |nys) tibergehen, die mit der Energieerhaltung vereinbar sind.

Die GroBe W hat die Dimension einer Rate (d.h. Zeit™!). Um den differentiellen
Wirkungsquerschnitt zu erhalten, hat man die Zahl der ein— und auslaufenden
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Teilchen zu bestimmen. Die Zahl der pro Zeiteinheit einlaufenden Teilchen im
Zustand |k;) bestimmt sich einfach als Produkt aus Dichte und Geschwindigkeit
zu v;/V. Durch diesen Faktor ist W zu dividieren und erhélt dadurch schon
die Dimension eines Wirkungsquerschnitts, Linge?2. Die Zahl der auslaufenden
Teilchen bestimmt man in einem Volumenelement dk? zu dk?c -V/(2r)3. Das
Volumenelement wird durch ein Raumwinkelelement dv mit dk:;’c = kfcdk pdy und

durch ein Energieintervall dw mit dw = hzkfdkf /My charakterisiert und man
erhalt fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt die Formel

do
=A. . 21
o =A-5(@.w) (6:21)
Hier ist der Vorfaktor | |2M2
Yg|" My vy
= 6.22
(27h)3 - h v (6:22)

durch das Streupotential v und kinematische Groflen des Streuteilchens bestimmt,
wéhrend der dynamische Formfaktor

5(2,9) = Z S lpgm) (mlphn)e 5w + By~ E) | (623)

allein von den Eigenschaften des untersuchten Targets abhangt. Eine solch ein-
fache Faktorisierung liegt nur in Bornscher Naherung vor und gilt folglich nur fiir
schwache Kopplung.

I"Jbung 6.5: Man berechne den Formfaktor (6.23) bei T' = 0, wenn das Target
ein ideales Bosegas von N Teilchen mit der kinetischen Einteilchenenergie €4 ist,
und interpretiere das Ergebnis

S(q,w) =27 N d(w — €q)-

Hinweis: Man beachte die Normierung der Eigenzusténde (2.8). U
Ein Vergleich des Formfaktors S(q,w) mit der Spektralfunktion (4.25) ergibt an-
hand der Identitat
(e PEn — e=FEm)§(w + B, — Ep) = e PP §(w+ B, — E,,) - (1 — e )
die Beziehung (g(w) ist die Bosefunktion (4.14))

Coqt @)
S(quw) = Lara (1 + g(w)) O (W) (6.24)

]_ — e_ﬁw pq7pq

zwischen dem dynamischem Formfaktor fiir Dichtekopplung und der Spektralfunk-
tion der Dichte-Dichte—Greenfunktion. Streuexperimente liefern also dhnlich wie
Absorptionsexperimente Information tiber gewisse Suszeptibilitdten oder Green-
funktionen.
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Anhand der Beziechung (6.24) folgt angesichts (4.18,31) weiterhin

ral06h) = 5 [ Slaw)e ™ do, (6.25)

aus der wir den Formfaktor als Fouriertransformierte der Dichte—Dichte—
Korrelationsfunktion identifizieren. (Man beachte hier die Bemerkung vor Glei-
chung (4.31).)

Im folgenden wollen wir Summenregeln fiir den dynamischen Formfaktor S(q,w)
herleiten, die einfache Ausdriicke fiir die Momente von S(q,w) angeben. Das er-
ste Moment werden wir auf das erste Moment der Spektralfunktion Cpq,pL (w)
zuriickfiihren. Die allgemeine Methode zur Berechnung dieses Moments ist durch
die Doppelkommutatorformel (4.26) gegeben. Eine entsprechende Rechnung
haben wir allerdings mit der Herleitung von Gleichung (3.15) schon vorgenom-
men. Indem wir die Chauchy—Formel (4.36) fiir grole z entwickeln und den Term

proportional zu 1/22 mit (3.15) vergleichen, erhalten wir das Moment

T N, (6.26)

Ubung 6.6: Man bestitige das Ergebnis (6.26). O
Um aus (6.26) eine entsprechende Summenregel fiir den Formfaktor zu gewinnen,
beachten wir die Symmetriebeziehung

C’pqmg(—w) =-C, i (W)= - Cpq,pL(w)’ (6.27)

_aPlq

die unmittelbar aus Gleichung (4.25) abzulesen ist, wobei der Ubergang von —q
zu q fiir hier vorausgesetzte zeitumkehrinvariante Targetsysteme gilt. Mit
(6.24) erhalten wir daraus

S(a,—w) = (14 g(-w)) - C, .+ (~w) = e 7 5(q,w) (6.28)
oder weiter
C, W) =5(qw)+5(q,-w) (6.29)

und schlielich mit (6.26) die f~Summenregel

L[ wS(qw)dw="STN. (6.30)

2 2m

Das nullte Moment des dynomischen Formfaktors ist nach (6.25) durch

= 7o S(q,w) dw = (pgpl) = S(q) (6.31)

gegeben. Die Grofle S(q) wird als statischer Formfaktor bezeichnet.

46



Die beiden Summenregeln (6.30,31) konnen dazu benutzt werden, den mittleren
zum Impuls hq gehorigen Energietibertrag zu bestimmen. Der dynamische Form-
faktor gibt ja Auskunft dariiber, mit welcher Wahrscheinlickeit eine Dichte-
schwankung der Wellenzahl q im Target die Anregungsenergie w benétigt. Da
S(q,w) nach (6.23) nicht negativ ist, kann es mittels der Normierung (6.31) zu
einer normierten Wahrscheinlichkeitsverteilung gemacht werden. Damit gilt dann

oy = /O;) S(q,w) dw//_o:f(q,w) do = % . %. (6.32)

Der Faktor h%g? /2m ist die Riickstofenergie eines freien Targetteilchens, das in
Ruhe war und bei dem Streuprozess den Impuls Aq aufgenommen hat.

["Jbung 6.7: Man iiberlege, dass h2q2/2m auch die entsprechende mittlere
Riickstoflenergie ist, wenn die Teilchen nicht alle ruhen, sondern eine beliebige
inversionssymmetrische Geschwindigkeitsverteilung besitzen und allerdings weiter-
hin unkorreliert sind. U

Der Faktor N/S(q) in (6.32) beschreibt daher die Modifikation der Riickstof-
energie aufgrund der statistischen und dynamischen Korrelationen des gestof3enen
Teilchens im Targetsystem.

Eine dritte Summenregel betrifft das (-1)-te Moment des Formfaktors. Man
kann sie durch die statische Suszeptibilitdt der Dichte—Dichte-Responsefunktion
ausdriicken, indem man mithilfe von (4.26) und (6.7,29) folgende Rechnung
durchfiihrt:

1 = C, i(w)

h = h - PqsPq d /
1 “dw/< Sla.w) , _ S(a,w) )
21 oo \w—w' +10  —w—w' —i0/’
aus der fiir w = 0 die gesuchte Summenregel
X(q,0) = £ £ 5ae) gy, (6.34)

folgt. Niitzlich ist diese Summenregel insbesondere fiir q — 0, weil in diesem
Grenzfall die Suszeptibilitat x(q,0) eine einfache makroskopische Bedeutung hat
und leicht messbar ist. Wir betrachten dazu ein langwelliges statisches Potential
5f(r) = —vgcosqr = —5v, (e 4 e~'¥). Das Potential stellt nach (6.1) eine
Storung des Systems der Gestalt

o = /drgéf(r)n(r) = —vq(pq + ,0};)/2 (6.35)

dar. Diese Stérung verursacht eine Dichteschwankung dn(r) von der Art, dass die
dabei auftretende Druckschwankung 0p(r) die Potentialdichte kompensiert:

géf(r) +0p(r) =0 (Gleichgewichtsbedingung). (6.36)
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In makroskopischer Betrachtungsweise ist der Zusammenhang zwischen Dichte—
und Druckschwankungen durch die Kompressibilitat gegeben mittels

10V 1 ,0n

v (o) = 5 (G nw (6.37)
Mikroskopisch kénnen wir die Dichteschwankung mit der Responseformel (6.6)
ausrechnen. Nach (2.38) gilt

on(r) = Z 0pq €' 2v [501’«1 X(a,0) + bqr,—q x(—q, 0) | 9"

= —x(q,0) cosqr = of(r).

’Uq _X(q7 )
%4 %4

Indem man dies in die Gleichgewichtsbedingung (6.36) einsetzt, erhélt man fiir die
Kompressibilitédt (6.37) die Beziehung

limgo x(q,0) = N -n- k. (6.38)

Der Limes in dieser Beziehung ist physikalisch so zu verstehen, dass ga < 1 gelten
muss, wenn a die relevanten inneren Langenskalen des Targetsystems charakteri-
siert.

Es ist an dieser Stelle zu betonen, dass man in der Formel (6.38) den Limes nicht
einfach durch x(0,0) ersetzen darf. Da pq—9 = N die Teilchenzahl des Target-
systems ist, fiir die [V, H] = 0 gilt, erkennt man sofort, dass Gy () = 0 und
damit auch x(0,w) = 0. Die Suszeptibilitit x(q,w) hat bei (0,0) ein kompliziertes
Verhalten.

Ubung 6.8: Man zeige mittels (6.23), dass S(0,w) = 27(N?)é(w) gilt. O

Die Niitzlichkeit der Summenregeln sei durch folgende Anwendung belegt. Wir
nehmen einmal an, das an die Dichte koppelnde Anregungsspektrum eines Systems
sei bei geniigend kleinen q so scharf, dass wir es in guter Naherung durch eine d—
Funktion approximieren kénnen: S(q,w) = 271Aq - 6(w — wq). Dann folgt aus
den Summenregeln (6.30), (6.31) und (6.34,38) in dieser Reihenfolge: Ay - wq =
h2¢2N/2m, S(q) = Aq und 244 /wq = Nn k. Daraus ergibt sich durch Auflésen

_ hg _ Nhq [nk
wq—\/m und Ag = 5 ”m (g —0).

Aus der Scharfe der Anregungen folgt also notwendig, dass die Anregungen schall-
artig sind. Die (isotherme) Schallgeschwindigkleit s ist dabei durch s = 1/y/mnk
gegeben.

Als ein zentrales Beispiel fiir den linearen Response behandeln wir im folgenden den
Response von Systemen aus geladenen Teilchen auf elektromagnetische
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Felder, dessen Behandlung etwas abweicht von der am Anfang dieses Kapitels
beschriebenen Routine.

Wir erinnern zunéchst an die Logik der dabei verwandten Begriffe. Bekanntlich
erzeugen externe elektromagnetische Felder in Materie induzierte Strom— und
Ladungsdichten, ein Prozess, der durch Materialgleichungen beschrieben wird.
Diese erzeugen nach Mafigabe der Maxwellgleichungen (im Vakuum) induzierte
Felder, die die externen Felder zu den totalen Feldern erganzen:

Materialgln. Maxwellgln.

externe Felder = induzierte Strome=>induzierte Felder=-totale Felder

Zur Formulierung der Maxwellgleichungen denken wir uns Felder und Quellen
fourierzerlegt und betrachten Komponenten wie

E(r,t) = Ee/ %) oder J(r,t) = J @t (6.39)

Es geniigt dann fiir Frequenzen w # 0 angesichts des Induktionsgesetzes und der
Kontinuitatsgleichung,

quz%B und q-J=wp, (6.40)

das elektrische Feld E und die elektrische Stromdichte J zu kennen, da das magne-
tische Feld B und die elektrische Ladungsdichte p sich daraus bis auf einen stati-
schen Anteil eindeutig ergeben. Das Gaufische Gesetz

4
Tq-3 (6.41)

iq-E:47rp:U

bestimmt die longitudinale und das Oersted—Maxwellsche Gesetz

4
iqxB="JiYE (6.42)
c c
unter Verwendung des Faradayschen Gesetzes aus (6.40) die transversale Kompo-

nente des von den Stromen erzeugten elektrischen Feldes E,

4
iax (@xE)=iZqxB=—2J—i()E. (6.43)

c c c
Da wir nicht an einer Zerlegung in die beiden Komponenten interessiert sein wer-

den, 16sen wir die Gleichungen (6.41) und (6.43) nach E auf und erhalten

Eind — 4r (w?—c’qoq) Jind (6.44)

w (w2—c2¢?)

I“Jbung 6.9: Man iiberpriife mittels der Gleichung q x (q x E) = q(q - E) —
¢’E = 2(q - J)q — ¢’E die Herleitung von (6.44), wo das dyadische Produkt
(aoq)J =q(q-J) verwendet wurde. U
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Die Ankopplung des elektromagnetischen Feldes an geladene Materie erfolgt tiber
Potentiale ® und A, aus denen die Felder sich wie folgt berechnen:

E=—iqd—i2A, B=iqxA. (6.45)
C

Der Hamiltonoperator eines Systems von r Sorten von geladenen Teilchen in einem
externen elektromagnetischen Feld ist

H(t) = Zi[%(pl,u - %A(rl,u,t))2 + 61@(?“1,1/,15)] + H'

=1 v=1 2m
_ -y /drf3[ﬂj () AW, 1) = = () A2 1) — e ()80 )]
- c l 9 2ml62 l ) L) 9 .

(6.46)
Hier ist H' die in H enthaltene Wechselwirkung zwischen den Teilchen. Der Ope-
rator n; der Teilchendichte der Teilchensorte [ ergibt sich aus der Formel

m(r)=> 6(r—r,) (6.47)

und der Operator j; der Teilchenstromdichte aus

ny

31) = 5= > (Pr6(r = r10) +0(r v PL ), (6.48)

womit der eichinvariante Operator der elektrischen Stromdichte, der mit e;n;
die Kontinuitatsgleichung divJ; + ¢;n; = 0 erfiillt und dessen Erwartungswert den
gemessenen elektrischen Strom ergibt, durch

62

Ji(r) = erpjr(r) — m—:cnk(r)A(r) (6.49)

gegeben ist. Aus (6.46) lesen wir durch Vergleich mit (6.1) den Stéroperator

O(t) = — Z /dr’3 [%jl(r') CA( ) — eml(r')@(r',t)] (6.50)
=1

ab, da der in A quadratische Term zum linearen Response nicht beitragt.

Der Stromoperator (6.49) hat zwei Anteile. Vom ersten hat man den linearen
Response nach Gleichung (6.6) zu berechnen. Vom zweiten Anteil braucht man nur
den Mittelwert im Gleichgewicht des ungestorten Systems zu bilden, weil er schon
explizit proportional zum externen Feld ist. Indem wir kartesische Komponenten

50



der auftretenden Vektoren durch hochgestellte griechische Indizes kennzeichnen
und die Summationskonvention fiir gleiche Indizes vereinbaren, erhalten wir so

1
Z /dr ekel Xjge).if ) (@) ;Ag(r')

Bt (6.51)

‘s

— X ) (@) - Pu(r)] - JAS(r).
k:l

Dieses Ergebnis kann man mittels der Bewegungsgleichung fiir die gemischte
Suszeptibilitét x; , vereinfachen. Man braucht dazu die Kommutatoren

[jg‘(r),nl(r')} =0k, - %nk(r) %o(r —1') (6.52)
und
[H,n(x')] = V557 (') (6.53)

und erhélt unter Beachtung von (3.14) und (6.7)

i . .
wxjg(r)’nl(r/)(w) = 5k,l . m—k<’l’Lk (r))Vr,é(r — r/) -+ va’xjg‘(r),jf(r’)(w)' (654)

Indem man (6.54) in (6.51) einsetzt und die Ableitungen nach r’ durch partielle
Integration auf das Potential ® iiberwalzt, findet man schliellich

1 1
Z /dr KX jo (r). 51 (r)( w) - <2A5(r') + ;Vf,q)w(r/)>

wi=t (6.55)

" e? 1, i
=2y e GHOEPAR XO))

Die in Klammern stehenden Ausdriicke erweisen sich durch Vergleich mit (6.45)
als eichinvariant und sind gleichzusetzen mit E,, /iw. Daher lautet die Formel fiir
den linearen Response

(Iind(r)y = [dr® K, (r,r') ES(r) (6.56)

mit der tensoriellen Responsefunktion

K (0) = s 22 [N 0500 (@) = 255200180500 =) (65)

die wesentlich von der Stromdichte—Stromdichte—Suszeptibilitat bestimmt
wird.

Ubung 6.10: Man rechne die Gleichungen (6.52-57) nach. U
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In Gleichung (6.56) haben wir durch Indizierungen betont, dass sie die durch das
externe elektrische Feld erzeugte induzierte Stromdichte beschreibt.

Wir beschrankens die weitere Diskussion auf raumlich homogene Medien, in
denen die Responsefunktion nur von dem Differenzvektor r — r’ abhingt, und auf
Systeme mit nur einer Teilchensorte. Dies bringt durch rdumliche Fouriertrans-
formation nach (6.39) und Uberfliissigkeit der Indizes fiir die Teilchensorte die
weiteren Vereinfachungen (zur Definition von pq und tq siehe (2.38,44))

JI) = Kquw BSS (6.58)

mit

Kol = 5 |[v X iy (@) = bl 6a,5]- (6.59)

Ubung 6.11: Man beweise fiir den longitudinalen Anteil der Responsefunktion
K anhand der Relation (3.15) und unter Beachtung von (6.7) das interessante
Resultat

—jwe?
q%QaKgﬁQB = V2 quy(pq)f(w)v (660)

das die longitudinale Responsefunktion auf die Dichte—Dichte—Suszeptibilitat
zuriickfiihrt. Y

Ein Riickblick auf Gleichung (6.44) erlaubt uns nun, auch das totale elektrische
Feld anzugeben,

4m (W? = c*qoq)

ext ind ext
B, = ES +EM = [1+ Koo |ESSL.  (6:61)

iw (w?—c?¢?)

An dieser Stelle ist zu betonen, dass die Giiltigkeit dieser Beziehung nicht durch
die Bedingung E'"! <« E°** gegeben ist, sondern durch die Bedingung, dass Eind
klein gegen die inneren Coulombfelder in dem betrachteten System ist.

Die dielektrische Funktion ist durch die Relation

D, ., =EJ, = e(qw)E,, (6.62)

a qw
definiert und hangt daher mit der Responsefunktion K durch die Gleichung

4 2 2 —1
_’/T (w c q o q) Kq7w (6.63)

iw (w?—c2¢?)

€(q,w) = [1 +

zusammen. Das (verallgemeinerte) Ohmsche Gesetz beschreibt den Beziehung
zwischen dem totalen elektrischen Feld und der elektrischen Stromdichte und
lautet somit

Ji;‘i, =o(q,w)Eq,. (6.64)
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mit dem Tensor der dynamischen Leitfahigkeit
o (a,w) = Kqu €(q,0). (6.65)

Indem man schliellich aus (6.63) und (6.65) das Produkt Ke eliminiert, erhélt
man die bekannte Beziehung

47 (w? — ?qoq)

e(qw)=1-— o(q,w) (6.66)

iw (w2 — 2¢?)
zwischen der dielektrischen Funktion und der dynamischen Leitfahigkeit.

In einem isotropen homogenen System erzeugt ein longitudinales externes Feld
EgY = —iq®g, ein longitudinales totales Feld Eq ., = —iq®q,., weil der Vektor
q die einzige dem System bekannte Richtung anzeigt, und es gilt

1 — ex — ex
Dy = q—zqa (e(q,w) 1)a5q5 <I>q’fu = (e(q,w) 1)10ng(1)0bf‘1' (6.67)

Dies beschreibt die Abschirmung des langreichweitigen Coulombpotentials durch
die dielektrische Funktion. Man beachte den Unterschied zwischen (€ !)jong und

(Glong)_l-

Ubung 6.11: Man beweise unter Verwendung von (6.60) die Beziehung

4me?

<€(q7w)71)long = 1= V—qzquv(Pq)T(w)' (668)
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IT11. Vielteilchensysteme ohne dynamische Korrelationen

Dieses Kapitel ist einer Klasse von Vielteilchenproblemen gewidmet, deren gemein-
sames Merkmal ein in den Erzeugern und Vernichtern quadratischer Hamilton-
operator ist. Solche Systeme sind aus verschiedenen Griinden von Interesse, ob-
wohl sie keine dynamischen Wechselwirkungen zwischen den Teilchen aufweisen.
Zum Beispiel fithren approximative Beschreibungen realer wechselwirkender Sys-
teme, bei denen die Wechselwirkungen durch ein geeignet gewahltes dufleres Feld
imitiert werden (“Molekularfeldnédherungen”), auf Probleme mit quadratischen
Hamiltonoperatoren. Die Hartree-Fock-Naherung wére hierfiir das bekannteste
Beispiel. Nicht wechselwirkende Systeme sind auch der wichtigste Ausgangspunkt
zur Beschreibung von wechselwirkenden Systemen mittels Storungsrechnung.

Wir werden zunachst in Kapitel 7 Einteilchen—Propagatoren und Dichte—
Dichte—Propagatoren von Systemen ohne dynamische Korrelationen betrach-
ten und dann in Kapitel 8 sehen, wie man mit Hilfe des Wickschen Theorems
Mehrteilchenpropagatoren auf Einteilchen—Propagatoren zuriickfithren kann. In
Kapitel 9 werden wir Molekularfeldnaherungen diskutieren und in Kapitel 10
die Verallgemeinerung auf nichtkorrelierte Systeme mit Paarerzeugung und —
vernichtung, die insbesondere fiir die BCS—Theorie relevant sind.

7. Zweizeitige Propagatoren nichtkorrelierter Systeme

Wie schon oben angedeutet betrachten wir in diesem Kapitel Vielteilchensysteme,
deren Hamiltonoperator in zweiter Quantisierung die Gestalt

= qu qq’aqaq (7.1)

haben. Mittels der Bewegungsgleichung (3.14) erhalten wir fiir den Einteilchen—
Propagator Gqq/(2) (5.1) solcher Systeme das geschlossene lineare Glei-
chungssystem

z Gq,q’ (Z) = (5q7q1 —+ Zq” ]’Lq’q// Gq//’q/ (2:) (72)

Gleichung (7.2) reflektiert eine Einfachheit unkorrelierter Vielteilchensysteme, die
wechselwirkende Systeme natiirlich nicht besitzen: Der Einteilchen-Propagator
kann durch eine Matrixinversion berechnet werden. Wenn wir Matrizen G

(@ aqq = Gaq) und h ((h)q.qr = hq,q) einfithren, erhalten wir

N ~

G(z)=(z—h)"". (7.3)

(z ist hier als z x Einheitsmatrix zu interpretieren.) In der Praxis wird die Inversion
in (7.3) am einfachsten durchzufiihren sein, indem die Matrix h diagonalisiert wird.
Das gelingt, da h hermitesch ist, durch eine Basistransformation (2.20),

bI) - Z ajlqu’ Z Ugpa; (7.4)
q
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im Hilbertraum der Einteilchenzustdnde |q). Wenn die transformierte Hamilton-
matrix

W =atha (7.5)

diagonal ist, hat der Hamiltonoperator (7.1) in der neuen Basis die einfache Gestalt

H =Y hp bib, =Y €, bl b, (7.6)
p p

["Jbung 7.1: Man rechne nach, dass sich h unter der kanonischen Transformation
(7.4) wie (7.5) transformiert, sodass sich bei diagonalem h’ (7.6) ergibt. H

Die Propagatoren zur neuen Einteilchenbasis sind die Matrixelemente der Matrix
G'(2) =0'G(2) 0 = (z — ')~ und es gilt

Gpp(2) = (é’(z))p’p, = Do (7.7)

Z — €p

Eine alternative Form der Darstellung (7.3) des Einteilchen—Propagators benutzt
die Resolvente des Hamiltonoperators (7.1),

R(z) = (z — H)™ 1, (7.8)

die ein Operator im Fockraum ist. Wir bilden Matrixelemente des Operators
(z—H)R(z) zwischen Einteilchenzusténden und schliefen aus der kurzen Rechnung

Sqq = (al(z — H)R(2)ld') = > (al(z — H)n)(n|R(2)|q")
=Y al(z — B)|a" )" [R(2)ld") = > (2 0q,q7 — haq) - (@' |R(2)|d)’

q//

dass
Gaq (2) = (dR(2)|d). (7.9)

In der obigen Rechnung konnte der vollstdndige Satz |n) von Fockraumbasis-
zustdnden wegen der Teilchenzahlerhaltung durch H auf den Satz |q”) von Ein-
teilchenzustanden reduziert werden.

An Gleichungen wie (7.7) oder (7.9) sieht man besonders deutlich, dass die
Einteilchen—Propagatoren nichtkorrelierter Systeme eigentlich gar nicht den Viel-
teilchencharakter des betreffenden Systems reflektieren. Sie héngen insbesondere
auch nicht von der Temperatur des Systems ab. Die Abhéngigkeit vom chemi-
schen Potential ist trivial: da der Hamiltonoperator H in unserer grofkanonischen
Beschreibung einen Beitrag —uN = —u Zq aIlaq enthélt, gilt einfach

Gaq (2 1) = Gqq (2 + 15 0). (7.10)

Die Einfachheit der Einteilchen-Propagatoren nichtkorrelierter Systeme ist unbe-
dingt als ein Vorteil zu werten. Sobald man Mittelwerte von Observablen
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berechnet, wird die Temperatur auf sehr transparente Weise durch Formeln wie
(5.4) oder (4.13,15) einbezogen. Auch fiir Systeme wechselwirkender Teilchen
kommt ein wesentlicher Teil der Temperaturabhangigkeit auf diese Weise ins
Spiel, obschon dann die Propagatoren selbst eine Temperaturabhangigkeit be-
sitzen werden. Als Beispiel betrachten wir fiir ein System von Fermionen, deren
Einteilchen—Propagator die Diagonalgestalt (7.7) hat, die mittlere Besetzungszahl
der Teilchen im Einteilchenzustand p. Mit (4.17) erhalten wir

(np) ”g& Gop(2)f(2)dz = flep). (7.11)

- 2—7” (ep)

da der Weg C in (4.17) als einzige Singularitit des Integranden den Pol von G, ()
bei z = €p umschlieit. Fiir Bosonen ergibt sich analog aus (4.19) die Gleichung

1 1
(np) = g(ep) — B~ BG;%, (7.%)

da hier der Pol von g(z) bei z = 0 hinzutritt. Um den Fourierkoeffizienten G(©)

zu berechnen, bemiihen wir die Definition der Greenfunktion (4.2): Gp (7)) =
—(blby,) = —e " (np) (—3 < 7 < 0), und finden damit Gﬁﬂ}, = ff)ﬁ Gp.p(T)dT =
_ (np)
ep-9g(€p)
Losung lautet wie erwartet

. Die obige Gleichung (7.*) kann damit nach (np) aufgelost werden. Die

<np> = g(ep)v (7.12)

falls Bep - g(€ep) # 1. Diese Bedingung ist aber immer erfiillt, weil notwendig e, > 0
gilt, damit die Besetzung des p-Niveaus endlich ist. Gleichzeitig lernen wir aus
der obigen Betrachtung auch, dass fiir Bosonen

1
GOl = —— = Gpp(2)],_, (7.13)

p,p
) Ep

Die Ergebnisse (7.11,12) sind aus der statistischen Physik wohlbekannt und kénnen
natiirlich auf elementarere Weise gewonnen werden. Wir haben sie hier benutzt,
um die typische Verwendung des Einteilchen-Propagators zu demonstrieren. Wir
betonen insbesondere noch einmal, dass die Beitrage der vorkommenden Integrale
vom Pol der Greenfunktion bei z = €p herrithren. Dieser Pol der Greenfunk-
tion Gp p(z) gestattet uns, unmittelbar die Energie eines Teilchens im Zustand p
abzulesen, das wir dem System zufiigen oder wegnehmen. Natiirlich konnen wir
nur in dem hier betrachteten einfachen Fall nichtkorrelierter Teilchen erwarten,
dass ein solches Teilchen eine wohldefinierte Energie hat oder, anders ausgedriickt,
dass es unendlich lange in seinem Zustand verbleibt. Letzteres sieht man auch an
der zeitabhéngigen Greenfunktion (3.3), die man im allgemeinen tiber (4.21), in
dem hier vorliegenden einfachen Fall aber auch einfacher direkt aus der Definition
(3.3) erhélt:

Gp (1) = —3 O(r) - w1 (7.14)
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Man merke sich, dass die Kommutator-Greenfunktion Gp () nicht von der Tem-
peratur abhingt und auch nicht den Symmetriecharakter der Teilchen wieder-
spiegelt. Das gilt nicht fiir die Temperatur—Greenfunktion (4.1,2). Sie ergibt sich
fiir nichtkorrelierte Systeme zu

Gpp(T— 1) = —(0(1 = 7) — s(np)) e~ (=), (7.15)

Ubung 7.2: Man mache sich klar, wie Gpp(z) = ﬁ sich aus der Spektral-
darstellung (3.18) ergibt. U

Abschlieflend berechnen wir noch mittels (4.24) die Spektralfunktion (4.23) des
Einteilchen—Propagators fiir nichtkorrelierte Systeme:

Cpp(w) =2m6(w — €p). (7.16)

Man kann sich anhand der nichtkorrelierten Systeme von der Niitzlichkeit der
Spektralfunktion tiberzeugen, indem man sie in die Gleichungen (4.26-33) einsetzt.
Auch die Spektralfunktion driickt durch ihre —Funktion die Energieschéarfe des p—
Zustandes sehr suggestiv aus.

Wir wollen dies einmal durch eine Spektralfunktion kontrastieren, bei der wir ein
Teilchen nicht in einen Eigenzustand setzen. Dazu denken wir uns ein System
freier Teilchen in einem Kasten, sodass die Impulse p = hk als Quantenzahlen
dienen konnen — wir unterdriicken den Spin der Teilchen — und die Energien e, =
h;lff — p sind. Wir setzen ein Teilchen an einen scharfen Ort r’ und nehmen es
zu einer anderen Zeit am Ort r weg, d.h. wir berechnen die Spektralfunktion zum

Einteilchen—Propagator G(r,r’; z) in der Ortsdarstellung. Wir erhalten

/. o 1 / i(pr—p’r’)h
C(I‘,I‘ aw) - ﬁpzp,c<p’p )(w)e prp

= % Z 216 (w — €p) eiPr=—x)n
° 7.17
_ ! /d3k5(w+u—ﬁ o
(2m)2 2m
. m {sin(%)l/2 (w+p>0)
k=1 | o o (w4 p<0).

)eik(r—r’)

Hier wurde eine charakteristische Energie €,_, = ﬁ eingefiithrt. Man sieht,
dass ein am Ort r = r’ zugefiigtes Teilchen eine breite Energieverteilung

C(r,r;w) = %\/2m(w +u) (wW+p>0) (7.18)

™

iiber das ganze Spektrum —p < w < oo hat und dass das Teilchen nicht an seinem
Ort verbleibt, sondern zu anderen Zeiten an allen anderen Orten wiedergefunden
werden kann.

o7



Die Gleichungen (5.9) fiir die Energie eines Vielteilchensystems vereinfachen sich
im Falle nichtkorrelierter Systeme. Mit der Bewegungsgleichung (7.2) ergibt sich
aus (5.9), zunéchst fiir Fermionen,

E = % Z Z(iw2m+1Gq’q(iW2m+1) _ 1) o~ iw2mi1(=0)

memee d 7.19
7 (7.19)

- ZL(ZGq7q(z) — 1) f(2)dz

2mi
oder
E= /00 wp(w) f(w)dw (7.20)
mit der Einteilchenzustandsdichte
p() = 5= 3 Caal@) =~ 3" FCqq(w +i0). (7.21)
a q

Fir Bosonen hat man ahnlich

B _% S S (iwsmGaq(iwsm) — 1) €20

—0c0 q

— [_L Z/C(qu,q(z) —1)g(z)dz + %} (7.22)

und demnach mit einem Hauptwertintegral

E = ][OO wp(w)g(w)dw. (7.23)

— 00

Die knappe Bezeichnung p(w) fiir die Zustandsdichte ist nur dadurch gerechtfertigt,
dass sie nicht von der Wahl der Einteilchenbasis {|q)} abhangt. Man sieht dies
z.B. leicht mithilfe von (7.9), wonach

p() = 33 lal(w+ 0~ H) o) = Spydw — H). (7:24)

Die Spur iber alle Einteilchenzustande kann dabei mit einer beliebigen Basis
gebildet werden. Fiir eine Diagonalbasis (7.6) erhélt man mit (7.16)

pw) = 5w —ep). (7.25)
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I"Jbung 7.3: Man zeige, dass die Zustandsdichte eines Systems freier Teilchen mit
2
Spin S und Energie e, = 2~ — p durch die Formel

p(w) = 25+ 1)m V\/2m w+ ) (7.26)

Com2pd
gegeben ist. Y

Analog zur Energie leitet man Formeln fiir den Teilchenzahloperator N =
>_qNq her. Man findet fiir die mittlere Teilchenzahl

(V) = { 25 p(w) f(w)dw (Fermionen) (7.27)

| £ pw)g(w)dw (Bosonen).

Die Gleichungen (7.20,23,27) entsprechen dem Bild, das wir uns von einem System
ohne dynamische Korrelationen machen: die Einteilchenniveaus mit der Dichte
p(w) werden nach Mafligabe der Fermi— bzw. Boseverteilung aufgefiillt.

Auch die freie Energie kann durch die Zustandsdichte ausgedriickt werden. Wir
rechnen dazu in einer Diagonaldarstellung

1 _ 1 —BZ npe
F=—ZInSpe P =_"1n e p PP
; Ep

= 1 Zane_ﬁepn
PS4

2
1 1 (14 e Per) (Fermionen) (7.28)
G Z n 1_el_ﬁep (Bosonen)
P
1 > 1+ e P
=73 zp:/oodwé(w — ep)ln{ (161_,% . )

Ubung 7.4: Man rechne die Gleichungen (7.19-27) nach. &
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8. Wicksches Theorem

Als néchstes werden wir allgemeinere Greenfunktionen fiir Systeme ohne dynami-
sche Korrelationen studieren. Wir werden sehen, dass sich alle Greenfunktionen,
bei denen die Observablen A und B von héherer als erster Ordnung in den Feld-
operatoren sein konnen, auf einfache Weise durch die Einteilchenpropagatoren
ausdriicken lassen. Der betreffende Satz, der diesen Zusammenhang erhellt, wird
oft “Wicksches Theorem” genannt und stellt eine weitere Manifestation der
fehlenden dynamischen Korrelationen dar. Das Wicksche Theorem ist urspriinglich
ein Satz aus der mathematischen Theorie der Schiefalgebren und der Name erinnert
nur an einen alten Beweis des uns hier interessierenden Satzes (fiir den Grenzfall
T — 0), der Gebrauch von dem algebraischen Satz machte.

Um das Wicksche Theorem formulieren zu kénnen, fiihren wir in Analogie zu
(4.1,2) eine mehrzeitige Temperatur—Greenfunktion ein, die wir n—Teilchenpro-
pagator nennen. Sie ist gegeben durch

Gn(QiTts -+, An T L TY, - A Ty,)
= (-1)"(Ts(a, _...a al, ,...al ) 0<T7,7, <f).

’ . I ’
qiTi AnTn 91Ty AnTn

(8.1)

Hierbei ist die 7-Abhéngigkeit von a,, im Sinne von (4.3) zu verstehen. Der
Zeitordnungsoperator 7; sortiert die 2n Operatoren in der Reihenfolge fallen-
der Zeiten (also die mit dem grofiten 7, bzw. 7/, ganz nach links), wobei fiir Fermio-
nen (s = +1) ein Vorzeichenwechsel vorgenommen wird, wenn die Umordnung der
Operatoren einer ungeraden Permutation entspricht, fiir Bosonen (s = —1) dage-
gen nicht. Die beiden Statistiken zusammenfassend wird also nach der Umordnung

ein Faktor (—1)Xr angebracht, wenn x p der Charakter der Permutation ist.

Wir stellen sofort fest, dass G; mit unserem fritheren Einteilchenpropagator (4.1)
identisch ist:
Gi(arid'm) = Gga (T = 7). (8:2)

Durch geeignetes Gleichsetzen mehrerer Zeiten und eventuelle Summation iiber
q-Indizes gelangt man auflerdem von G,, zu Greenfunktionen G4 p(7) mit beliebi-
gen A und B. Die in Kapitel 6 betrachteten Responsefunktionen sind so meist
Spezialfille des 2—Teilchenpropagators.

Zur Herleitung des Wickschen Theorems wollen wir auf folgenden Hilfssatz aus
der Theorie der Randwertaufgaben bei gewohnlichen Differentialglei-
chungssystemen zuriickgreifen. Der Hilfssatz lautet:

Das Differentialgleichungssystem
d
- Z(‘Sq,q” e + hq,q”)yq”(T) = 1q(T) (0<7<pB) (8.3)
q//

mit den Randbedingungen

lim yq(7) = (—5) lim, ya(7) (5.4)

60



ist fiir alle rechten Seiten rq(7) eindeutig l6sbar genau dann, wenn das
homogene Problem (rq = 0) nur die triviale Losung yq = 0 besitzt. In
diesem Falle kann die eindeutige Losung als

B
Yq(T) = /0 Zg(qT, Q') rq (') dr’ (8.5)

geschrieben werden. Dabei hat die Greensche Funktion (im mathema-
tischen Sinne) die Eigenschaften (0 < 7,7" < )

0
o Z(dq,q” or + hq,q”) G(a"7,d'1") = dq,q (7 = 7') (8.6)

q//

und
lim G(q7,q'7") = (—s) lim G(qr,q'7’ 8.7
Tl\o (ar,q'7") = ( )11/5 (ar,q'7") (8.7)

und ist durch diese Eigenschaften eindeutig charakterisiert.

Die Bedeutung dieses Satzes fiir unser Problem erhellt sich zunachst einmal da-
raus, dass der Einteilchenpropagator (8.2) zum Hamiltonoperator (7.1) die Eigen-
schaften (8.6,7) der Greenschen Funktion besitzt. Dies ist im Ubrigen der Ursprung
der Bezeichnung “Greenfunktion” fiir die in Kapitel 3 und folgenden eingefiihrten
Funktionen. Die Differentialgleichung (8.6) ergibt sich wie die Bewegungsgleichung
(3.16) und entspricht in fouriertransformierter Form unserer Gleichung (7.2). Die
Randbedingung (8.7) hatten wir schon in (4.5) notiert.

Das Wicksche Theorem folgt nun recht miihelos aus der Beobachtung, dass der
n—Teilchenpropagator Losung einer Randwertaufgabe vom Typ (8.3,4) ist. Es gilt
namlich

0
o Z(‘Sql,q” 8—7'1 + hq1,q”) gn(q//Tlv qz272; - - - §q/171a )

17

q
" 8.8
= 3 () 2 S — ) 55
v=1
X Gno1(AaT2y vy dl, 4 Th 1, q’VJrl'r;Jrl, .
und
lim G, (qi71,...;...) = (—=s) im G,(qi71,...5...). (8.9)
1 71,/

Die Bewegungsgleichung (8.8) ergibt sich dabei analog zur Bewegungsgleichung
(8.6) fiir den Einteilchenpropagator, wobei allerdings einige Bemerkungen zum
Zustandekommen der rechten Seite angebracht sind. Die n Terme entsprechen den
n Spriingen, die G,, hat, wenn die Zeit 71 eine der Zeiten 7, kreuzt. Der Sprung
hat dann die Hohe 0q, ¢/ * Gn—1(Q272, ...,y 17, _1,d;1 17,41, ---) bis auf ein
Vorzeichen. Die Bestimmung des Vorzeichens erfordert einige Uberlegung. Wir
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betrachten zuerst den Fall, dass die Zeiten 7o bis 7,, in eben dieser Reihenfolge

abfallen. Dann hat man das links stehende aq , mit n + v — 2 Operatoren zu

vertauschen, um es direkt links neben den Operator CLL, ~ zu bringen, wodurch

v v

der Faktor (—s)"™~2 entsteht. Das Minuszeichen vor der partiellen Ableitung
0/0m fallt weg, weil G, und G, 1 nach (8.1) ein verschiedenes relatives Vorzei-
chen haben. Fiir beliebige andere Ordnung der Zeiten 75 bis 7/, erzeugen wir die

korrekte Reihenfolge der Operatoren so, dass wir zuerst wieder a ,, links neben
L, ~, bringen. Wenn wir danach die vollstdndige Zeitordnung herstellen, ist die
Permutation irgendeines Operators mit dem Produkt a, ., ag, -, immer eine gerade
Permutation. Daher ist der Charakter der restlichen Permutation derselbe wie der
der entsprechenden Permutation in G,,_; und das Vorzeichen (—s)"*t*~2 gilt fiir

alle Zeitordnungen.

Die Randbedingung (8.9) gilt, weil die linke Seite gleich (—1)"(—s)**~1
(T5( ) ist, wéhrend die rechte Seite sich zu (—1)"(—s)
(Tsaq, 5(aq,r, ...aL;lTT,L» ergibt. Wegen e*BHaqlﬁ = agq,e P folgt die Gleich-

a

Qgry =+ - a%ﬂ@) g,

heit sofort durch zyklisches Vertauschen des Operators a,, unter der Spur.

Ubung 8.1: Man iiberpriife die obigen Argumente zu (8.8,9) im Detail. Y

Um mittels (8.5) die Losung unserer Randwertaufgabe fiir G,, anzugeben, miissen
wir uns noch von der im Hilfssatz geforderten Eindeutigkeit der Losung
iiberzeugen. Dazu studieren wir die Losung der homogenen Differentialgleichung
(8.3), die sich als

Ya(r) =Y (e7™) 4 ¥ (0)

q/

schreiben lésst. Die homogene Randwertaufgabe verlangt also anhand von (8.4),

dass R

Z(e_ﬁh)qq/yq'(o) = (—5)yq(0).

o
Dieses lineare Gleichungssystem ist aber genau dann nichttrivial losbar, wenn —s
Eigenwert der Matrix e " ist. Da h hermitesch und folglich e A" positiv ist, ergibt
sich fiir Fermionen (s = +1) sofort: —s = —1 kann nicht Eigenwert sein. Damit
fiir Bosonen (s = —1) die Matrix e=5h den Eigenwert —2 = +1 besitzt, miisste
die Hamiltonmatrix » den Eigenwert 0 haben. Letzteres haben wir jedoch schon
frither im Zusammenhang mit Gleichung (7.12) ausgeschlossen, damit die Beset-
zung des zugehorigen Eigenzustandes endlich bleibt. Die eindeutige Losbarkeit der

Randwertaufgabe (8.3,4) ist somit in allen Féllen gewihrleistet und wir diirfen aus
(8.6,7) schlielen:

n

gn(qlTh s 7Qn7_n;q/17—{7 e 7q;17—7/1) = Z(_S)H+V—2g1 (qlTl; q:/Tlll)

v=1

. / / / /
X gn—l(qZTQ7 ey 9y 1Ty Qo1 Tyt - - )

(8.10)
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Der n—Teilchenpropagator wird also auf (n — 1)-Teilchenpropagatoren zuriickge-
fithrt, indem jeweils ein Variablenpaar (qi71,q!,7,,) herausgezogen wird. Der Ex-
ponent des Vorzeichenfaktors n + v — 2 gibt dabei die Zahl der Transpositionen
an, die zur Zusammenfithrung des Variablenpaars, der sogenannten Kontrak-
tion, benotigt werden. Durch Induktion erhalt man nun leicht eine vollstandige
Reduktion auf Einteilchenpropagatoren. Sie lautet

G iTry e doh) = Sop (=) T102, Gi(@ums a7 ) (8.11)

Dies ist das Wicksche Theorem. Die Summation erstreckt sich tiber alle Per-
mutationen der Zahlen 1 bis n, P : v — v,. Der Exponent pp gibt den Charakter

der Permutation an, die von der urspriinglichen Reihenfolge qi71,...5...,q,7)
der Argumente auf die kontrahierte Reihenfolge fithrt. Man zeigt leicht, dass
pp = w + Xp, WO xp der Charakter der Permutation P : v — v, ist.

["Jbung 8.2: Man iiberzeuge sich, dass das Wicksche Theorem fiir Zwei-
teilchenpropagatoren impliziert:

Go(d171,Q272;91 71, 9575)

= G1(q171:4575)G1(q272; 41 71) — s G1(au71; 91 71)G1(Q272; g5 75). H

Indem man alle Zeiten in einer geeigneten Reihenfolge, die die gewiinschte Ordnung
der Erzeuger und Vernichter festlegt, gegen null gehen lasst, erhalt man Mittel-
werte von Operatoren, fiir die das Wicksche Theorem sinngeméafl direkt angewen-
det werden kann. Wir demonstrieren das an dem Beispiel (ng), bei dem wir fiir
Fermionen wegen nfl = ng das Ergebnis kennen:

(ng) = (ahaqaliaq) = (ng)(ng) + (ng)(agal) = (nq) + (1 - 5){nq).

Fiir Fermionen ist das tatséichlich das erwartete Resultat (n2) = (nq), fiir Bosonen

finden wir (n2) = (nq) + 2(nq)*.

["Jbung 8.3: Man bestatige das letzte Ergebnis durch direkte Berechnung der
grokanonischen Mittelwerte fiir den Spezialfall eines g-diagonalen Hamilton-
operators. Zeigt diese Rechnung die Niitzlichkeit des Wickschen Theorems? HY

Der obige Beweis des Wickschen Theorems ist durch die Benutzung des Hilfs-
satzes mathematisch unnoétig verbramt. Fiir diagonale Hamiltonoperatoren kann
man einen direkteren Beweis fithren, der sich anschlieend angesichts der Multi-
linearitét von (8.11) in allen Erzeugern und Vernichtern durch eine Basistransfor-
mation auf den allgemeinen Fall erweitern lasst. Fiir p—diagonale Hamiltonopera-
toren (7.6) gilt e=PH ap = efer ape_BH a, und man kann mittels der Methode
der zyklischen Vertauschung unter der Spur das folgende Resultat erzielen:

ePer
Z

1
s{np) =1-— ESp(e_ﬁHa al)=1-

—-BH 7
pYp ap)

Sp(ape
ePer

—1—
Z

Sp(e_ﬂHaLap) =1 - (np),
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d.h. die wohlbekannte Beziehung (np) = (e’ + s)~!. Indem man diese Metho-
de auf den n—Teilchenpropagator G, anwendet, erhédlt man schnell die Gleichung
(8.10).

Ubung 8.4: Man fiihre diese Herleitung von (8.10) explizit durch. O

Das Wicksche Theorem (8.11) besagt in Worten, dass der n—Teilchenpropagator fiir
nichtkorrelierte Systeme gleich einer Determinante (fiir Fermionen) bzw. einer Per-
manente (fiir Bosonen) aus 1-Teilchenpropagatoren ist. Dies impliziert, dass die
Bewegung von n dem System zugefiigten Teilchen in eine nicht dynamisch korre-
lierte Bewegung der einzelnen Teilchen zerfallt. Jeder einzelne Summand in (8.11)
wiirde eine vollig unkorrelierte Bewegung der einzelnen Teilchen beschreiben. Die
Summe iiber die Permutationen riihrt daher, dass es sich um identische Teilchen
handelt, und ist fiir die Anwesenheit der (trivialen) statistischen Korrelationen
verantwortlich.
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9. Molekularfeldnidherungen

Molekularfeldndherungen, die auch Ndherungen des effektiven (selbst-
konsistenten) Feldes genannt werden, sind wichtige genéherte Beschreibungen
des Verhaltens wechselwirkender Systeme. Fiir ihre Formulierung im Falle quan-
tenmechanischer Vielteilchensysteme erweist sich das Wicksche Theorem als beson-
ders niitzlich.

Wir wahlen als Ausgangspunkt fiir die Einfiihrung der Molekularfeldndherung das
Minimalprinzip fiir die freie Energie. Fiir die freie Energie eines Systems mit
dem Hamiltonoperator H kennen wir die Formel

Fyg = —% In Spe=PH = Sp[py(H + %ln Pr)] (9.1)

mit der kanonischen Dichtematrix

e PH
P = Spe_ﬂH' (92)

Es sei daran erinnert, dass wir mit kanonisch in Wirklichkeit immer groffkanonisch
meinen, der Hamiltonoperator als H — N zu verstehen ist und die Spur sich tiber
den gesamten Fockraum erstreckt.

Man kann nun bei festem H und ( das Funktional
1

F[p] = Sp[p(H + 3

In p)] (9:3)

auf der Menge aller Dichteoperatoren betrachten. Dann hat man in der statisti-
schen Physik gelernt, dass der einfache Minimalsatz gilt:

F[p] nimmt sein absolutes Minimum genau bei p = py an.

Der Beweis dieses Minimalsatzes gelingt analog zum Beweis des Maximalprinzips
fiir die Entropie. Man benutzt die fiir je zwei Dichteoperatoren p und p’ giiltige
Ungleichung

Spplnp>Spplnp, (9.4)

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn p = p’.

Man findet dann mit p’ = pgy

Flp] > Sp[p(H + %ln pr)| = —% In Spe™ " = Flpy].

Die exakte Berechnung der freien Energie wechselwirkender Vielteilchensysteme,
d.h. die Berechnung des Funktionals F[p| fiir p = pg, ist im allgemeinen nicht
moglich. Sie ist jedoch moglich fiir alle korrelationsfreien Dichtematrizen.
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Damit meinen wir Dichtematrizen p,, , die nach Gleichung (9.2) mit einem her-
miteschen Einteilchenoperator

H, = qu,q’a:rlaq’ (Tqq = Tqq) (9:5)

gebildet sind. Die Molekularfeldnidherung beruht nun auf der Idee, aus
der Menge aller korrelationsfreien Dichtematrizen diejenige auszuwahlen, die das
Funktional der freien Energie (9.3) minimiert. Anstelle der kanonischen Dichte-
matrix wahlt man also die beste korrelationsfreie Dichtematrix. Dadurch
wird ein optimaler Einteilchenhamiltonoperator H, bestimmt, der anstelle von H
das System genahert beschreibt.

Es sei gleich der Hinweis angefiigt, dass keine allgemeingiiltige Aussage iiber die
Giite der Molekularfeldndherung moglich ist. Das Kriterium der Minimierung
der freien Energie erlaubt keinerlei Riickschliisse auf die Qualitat, mit der der
Ersatz-Hamiltonoperator H, andere Eigenschaften des Systems als die freie Ener-
gie bestmoglich approximiert.

Wir betrachten nun den konkreten Fall eines Systems von wechselwirkenden
Fermionen oder Bosonen mit dem Hamiltonoperator

o4t
H= Z hq q,aqaq Z Uq1QQ7q1q/2a(11 aqzaq aq’ : (9‘6)

q192 aql 7q2

Fiir die Matrixelemente v des Zweikorperpotentials konnen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit die Symmetrieeigenschaften

—s-v =—5-v (9.7)

/U =
q192;9;4d} d1492;959) d291;9; 495
annehmen.

I"Jbung 9.1: Warum kann man immer v durch den symmetrischen Mit-

d192;94d)

1 O
telwert = (v — S5V — 8- ersetzen?
4< d192;97 95 d192;959) d2q91;97 95 +v qqu;q;q’l)

Das Funktional (9.3) fiir die Dichtematrix p, = e #: /Spe~FH: lisst sich mit-
tels des Wickschen Theorems auf bilineare Erwartungswerte zuriickfithren und wir
erhalten

(9.8)

T T
+ Z Yaraz;d)d) aq1aq’> <aqzaq’2>x'
(11(312#11,(12

Hier wurden die Symmetrieeigenschaften (9.7) benutzt, um die beiden Terme in

<a:fha2;2aq g ) (afh ) (aggaq Yo — S (afh > (af112 g . ), Zusammenzufassen.
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Wir suchen nun die relativen Minima von F'[p,| durch Variation der Variablen

Tq.q auf. Wegen

OF, <3i> = (afay),

Oy Oy y

erhalten wir schliefllich die notwendigen Bedingungen

OF[p,] d(afag ),
b - = Z |:hq,q’ L +2 Z UQQ2;q’q’2 <a:r12 aq’2>m] =0. (9.9
L aq q2,q} Oy
’ ) 27(12 )
Diese Bedingungen werden offensichtlich durch das Gleichungssystem
Taq = Ngq T2 Zqz,q; Yqas;q'd), (aly, aq’2>m (9.10)

gelost. Wir wollen zeigen, dass (9.10) nicht nur hinreichend fiir die Giiltigkeit von
(9.9) ist, sondern notwendig aus (9.9) folgt.

Dazu gehen wir zu einer kompakten Notation tiber, indem wir die Indizes qq’
als Matrixindizes auffassen. Wir nennen die der eckigen Klammer in (9.9)
entsprechende Matrix X und die Matrizen aus den partiellen Ableitungen A(11').
Damit lauten die Bedingungen (9.9) knapp Sp (X A )) = 0 fiir alle 1. Um
daraus zu schlieBen, dass X = 0 — dies ist dquivalent zu (9.10) — muss man wissen,
dass die Matrizen A(1l') eine Basis im linearen Raum der Matrizen bilden. Wir
rechnen dazu die Matrixelemente aus (siche (6.10)):

dala,), A
2ktt): __ s (oo o) o). .
LY (9.11)

B
= —/0 dT((zl,Tamm(aLaq,)m.

Nun denken wir uns eine Basistransformation (7.4) durchgefiihrt, die den Ersatz—
Hamiltonoperator H, diagonalisiert. Fiir diagonales H, kénnen wir (9.11) weiter
auswerten und erhalten (siehe (7.11,12))

6<CLTG ’>$ _ . T(e1—€yr) f(é])(l - f(el’)) (Fermionen)
8171’?/ _51/,(31 '517(1/ /0 dT@ { g<61)<1 + g(éy)) (Bosonen) . (912)

Die Matrizen A(I') haben also hier genau ein nicht verschwindendes Matrixele-
ment bei qq’ = 11’ und bilden daher in ihrer Gesamtheit ein vollstdndiges Basissys-
tem. Diese Vollstandigkeitseigenschaft bleibt aber erhalten, wenn man die obige
(unitédre) Basistransformation riickgéngig macht. Daher ist (9.10) notwendig fur
die Erfiillung von (9.9).
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Das Gleichungssystem (9.10) hat eine einfache anschauliche Bedeutung. Offenbar
findet man den besten Ersatz-Hamiltonoperator H,, indem man die Wechsel-
wirkung in H durch ein effektives Feld ersetzt. Dieses Feld héngt selbst aller-

dings tiber die Mittelwerte <a112 gt )z ). von H, ab und ist aus dem Gleichungssystem

(9.10) selbstkonsistent, d.h. so zu bestimmen, dass die mit den xqq der linken
Seite berechnete rechte Seite das Gleichungssystem erfiillt.

["Jbung 9.2: Man bestimme die Losung der Hartree-Fock—Gleichung (9.10) fiir
das homogene Elektronengas und die zugehorige Grundzustandsenergie.

Hinweis: Man lese den das Kapitel 16 mindestens bis zur Gleichung (16.8).
Gesucht wird der optimale Ersatz—Hamiltonoperator H,, der die volle Symme-
trie des Modells des inhomogenen Elektronengases hat, Translationsinvarianz und
Rotationsinvarianz im Spinraum. Damit konnen H, dieselben Quantenzahlen wie
fir Hy benutzt werden oder mit anderen Worten, H, = Zq’ uTq all’ 1O hat die
gleiche Diagonalbasis wie Hy und man hat nur die Eigenwerte

(k#£0) 3
Ty = L v f( ) = / dk v (9.%)
=€, — — € =€, — .
q a - kJ \*k+q a iy (27)3 k—q

von H, zu bestimmen. Hier hat wegen der Ladungsneutralitit nur der Aus-
tauschterm beigetragen. Bei der Grundzustandsenergie darf man die Wechsel-
wirkungsbeitrige zu x4 nur halb zdhlen (siehe die Diskussion nach (9.13)) und
erhélt (hier hat man das chemische Potential in 4 und €4 wegzulassen, um £ und
nicht £ — N zu berechnen)

€q+ d3q d3q d3k
E = u:QV/ € —V/ —/ v H (9. % %
2 2 a<he (2m)3 4 a<ie )3 Jpcpp (2m)3 79 ( )

q,H

Die Selbstkonsistenzgleichungen (9.10) bilden ein nichtlineares Gleichungssystem,
das bei numerischer Losung im allgemeinen iterativ gelost wird.

Die selbstkonsistente (sk) freie Energie ergibt sich durch Einsetzen von (9.10)
n (9.8) zu

Fy = Flpgs] = H L ts Z aq’ :I:qq agaq,>xsk

_ _ T T
- FHmsk Z Uqlqz;q’lq; <a0u aq, >xsk (aq2 aq, >xsk
q192,97,95 (9.13)
T
o Z[ aaq T Z Yqaz:q'd} aqzaq’ >m5k] <aqaq >m5k
QquQ

+ 5 SP (o I P eic)-
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Beachtenswert ist hier, dass die freie Energie der Molekularfeldnaherung nicht
einfach gleich der zum Ersatz-Hamiltonoperator H_., gehorigen freien Energie,
dem jeweils ersten Term in der ersten und zweiten Zeile von (9.13), ist. In der
zweiten Zeile wird angesichts der Subtraktion des Wechselwirkungsterms deutlich,
dass der Wechselwirkungsanteil der Energie in der freien Energie von H_,, dop-
pelt gezahlt wird. Diese Doppelzahlung resultiert daraus, dass jedes Teilchen
das effektive Feld aller anderen Teilchen sieht. Die letzte Darstellung in (9.13)
zeigt explizit in der dritten Zeile die mittlere Energie mit einfacher Zahlung des
Wechselwirkungsanteils und in der vierten Zeile den Entropieterm in der freien
Energie zu H_,

Dass die Entropie der selbstkonsistenten freien Energie Sgx = —0Fy /0T tatséch-
lich gleich der Entropie des selbstkonsistenten Ersatz-Hamiltonoperators H_,, ist,
erscheint zunéachst nicht selbstverstiandlich. Denn wenn wir Sg, berechnen wollen,
miissen wir unter anderem auch eine mogliche Abhéngigkeit des effektiven Feldes
Toq von der Temperatur in Betracht ziehen. Wir gehen bei der Rechnung von der

Gleichung Flp ] = [Fy, + (H—H,),] ‘a::a:Sk aus (siehe (9.8)). Als erstes halten
wir fest, dass

oF 3
oT xfest - _SHx = kBSp(pm In pm)'
Im zweiten Schritt berechnen wir
OFp,] 8<al;aq,)$
oT ‘xfest —Su . T Z[ q’ +22qu 2;9'd; aq2aq/2> oT

q27Q2

Hier verschwindet aber der zweite Summand angesichts der Selbstkonsistenz
(9.10), wenn man x = z°* setzt. Im dritten Schritt erhalten wir schlielich

or e 0 33611/ “7 9T
Hier verschwindet der zweite Summand wegen (9.9) und wir erhalten tatsdchlich
das Resultat

ank
Sek = — T Sstk = —kBSp(p a In p_u). (9.14)
Wir schliefen damit aus (9.13), dass die selbstkonsistente innere Energie durch
Ey=Fy+TS; =Y [hq,q, + 3 Ve 0l >] (afaq) o (9.15)
aq’ q2,95

gegeben ist.
["Jbung 9.3: Man zeige analog, dass die mittlere Teilchenzahl durch

) 2 B
N, =— = (N) o = ?(aga@ﬁk (9.16)
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gegeben ist. Das chemische Potential p ist in hqq = hgq, — pdqq enthalten.d

Die im effektiven Feld auftretenden Mittelwerte <agaq,)$ konnen mit Hilfe
des zugehorigen Einteilchenpropagators berechnet werden. Entsprechend (7.2)
gehorcht dieser der Bewegungsgleichung

2o (2) =g+ X [hq’q,,+2 5 s, Vaqniarra, (T, Voo | G ()| (9.17)

Da die Mittelwerte <a£aq,>x lineare Ausdriicke in G (2) sind, kann (9.17) als
quadratische Gleichung fiir den Propagator aufgefasst werden. Die Gleichungen
(9.10) fiir z und (9.17) fiir G, (2) sind dquivalent in dem Sinne, dass jeder Losung
der einen eine Losung der anderen entspricht. Die Losung von (9.17) ist jedoch
wertvoller, weil sich x aus G durch Quadraturen ergibt, G aus x aber nicht.

Durch eine einfache Manipulation, die man Entkopplung von Bewegungs-
gleichungen nennt, kann man die selbstkonsistente Bewegungsgleichung (9.17)

auch direkt aus der exakten Bewegungsgleichung gewinnen. Wegen [ay, H] =
I — hi i _
Yot Praqr g + Zq’lqzqg Ugazsat, o, % P, G, hier wurde wieder (9.7) benutzt

lautet die exakte Bewegungsgleichung

2G o (2) = dqqr + thA//Gq/,q,(z) + Z Vaasia’a, ot wa ot (2). (9.18)

a
qag “q 119% s
1" / q q
q q''q29, 2

Das Auftreten der hoheren Greenfunktion auf der rechten Seite zeigt an, dass
die Bewegung des hinzugefiigten Teilchens im Zustand q’ aufgrund der Wechsel-
wirkung v dynamisch an die Bewegung der anderen Teilchen gekoppelt ist. Im
Geiste der Molekularfeldnaherung liegt es nun nahe, die Korrelationen in dieser
Greenfunktion durch Entkoppeln im Sinne des Wickschen Theorems zu
zerschlagen. Man nimmt dazu die Ersetzung

G agra ,,,aT,(Z) - <a:rlQaq/2>GQ”Q'(Z) - S<a’:rlzaq”>Gq’2q’(z) (9.19)
a

(¢4
a2 95 q

vor, die bei abermaliger Beachtung der Symmetrie (9.7) zur Bewegungsgleichung
(9.17) fithrt, wenn man die Mittelwerte im Geiste der Selbstkonsistenz mit G, (2)
selbst berechnet. Die Ersetzung (9.19) ist die géngige Vorschrift zur Entkopplung
der Bewegungsgleichung mit dem Ziel einer Schliefung des Gleichungssystems.

Die Molekularfeldndherung heifit im Falle von Fermionen auch Hartree—Fock—
Naherung. Sie wurde zunéchst von Hartree konzipiert, der die Wirkung aller
anderen Teilchen durch ein mittleres von ihnen erzeugtes Feld ersetzte. Fock wies
darauf hin, dass die Ununterscheidbarkeit der Teilchen zu einem Zusatzfeld, dem
Austauschfeld, fihrt. Wir haben hier das Hartree— und das Fockfeld durch
die Symmetrisierung (9.7) des Wechselwirkungspotentials formal vereinigt. Bei
konkreten Rechnungen treten beide Felder meist explizit nebeneinander auf.

Die Molekularfeldndherung wird oft in einer anderen Weise als oben formuliert,
die wir abschliefend darlegen wollen. Man strebt dabei nicht die Bestimmung des
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selbstkonsistenten Feldes x (9.10) oder des selbstkonsistenten Propagators G(z)
(9.17) in der vorgegebenen q—Basis an, sondern die Berechnung der Eigenzusténde
und Eigenwerte des selbstkonsistenten Feldes, d.h. man sucht diejenige Basis, in
der das selbstkonsistente Feld x diagonal ist. Dies hat den Vorteil, dass dann die
Mittelwerte, die fiir das selbstkonsistente Feld gebraucht werden, leicht explizit
berechnet werden kénnen. Man hat dazu eine unitdre Transformation @ (siehe
(2.20)) zu finden, die 2’ = 4724 diagonal macht, d.h. es soll gelten
~1

N Ao ’ .
-3 =2-q, Tphp = €p * Oppr- (9.20)

Diese Transformation diagonalisiert nach (7.7) auch die Greenfunktion und es gilt

G'(2) =atG(2)a,  Gpp(2) = ppr (9.21)

Z — €p

Die Mittelwerte berechnen sich dann zu

anaq,z Zquuq p/ (bhbpr ) = ZUZZP,uqép/ (ny)s (9.22)

p/

f(ep’) (Fermionen)

() = {g(ep/) (Bosonen). (9.23)

Indem wir nun (9.10) in (9.20) einsetzen, erhalten wir fiir die Matrixelemente der
unitaiiren Transformation die Selbstkonsistenzgleichungen

Ugp " €p = Zczl’ haa' +2 qu’g Yaas;a’ay Zp’ Ugsp! <np >wuq’ p’ ]UQ’P' (9.24)

Die Matrixelemente u,, = (q|p) sind nach (2.19) die Wellenfunktion der Eigen-
funktion zum Eigenwert €, in der g-Darstellung. Das Gleichungssystem (9.24) ist
ein nichtlineares Gleichungssystem zur Bestimmung dieser Wellenfunktionen.
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10. Systeme mit allgemeinstem quadratischen Hamiltonoperator

Man konnte annehmen, dass die korrelationsfreien Systeme mit bilinearen Hamil-
tonoperatoren (7.1) die einzigen sind, die die in den Kapiteln 7 bis 9 disku-
tierten einfachen FEigenschaften besitzen. Tatsachlich zeigen alle quadratischen
Hamiltonoperatoren, auch solche, die Paarerzeugungs— und Paarvernich-
tungsprozesse enthalten, dieselbe Einfachheit. Solche Hamiltonoperatoren spie-
len eine wichtige Rolle in der Theorie der Supraleitung (fiir Fermionen) und des
Magnetismus (fiir Bosonen).

Der allgemeinste in den Feldoperatoren quadratische Hamiltonoperator fiir eine
Teilchensorte kann in der Form

— 1 1 A%
H= qu’ [ qq’ailaq + Ac1<:1’a<:1a01 T A0101 q® q] (10.1)

geschrieben werden. Hierbei muss h hermitesch sein — mit dem Stern * bezeichnen
wir die komplexe Konjugation,

hiq = haras (10.2)

und A, ist beliebig. Man kann jedoch analog zu (9.7) ohne Beschriankung der
Allgemeinheit die Symmetrieeigenschaft

A, =-5"A (10.3)

aq’ d’'q

annehmen. Eine zu (7.2) analoge Bewegungsgleichung fiir Einteilchenpropagatoren
erhalt man, indem man Vernichter und Erzeuger mittels einer zusétzlichen Quan-
tenzahl o = +1 parametrisiert. Damit erzeugt man eine Notation, in der die Zahl
der Quantenzustande verdoppelt ist. Fiir Fermionen nennt man die sich daraus
ergebende Schreibweise Nambu—Formalismus. Wir fithren dementsprechend die

Notation
=+1
(g = {aq (0 =+ ) (10.4)
o
ein und definieren damit die Propagatoren

qu’,q/g/ (Z> — Gaqaa(aq/g/)T (Z) (105)

Nach Berechnung der Kommutatoren
[a’q7 H] = Z[hqq’aq/ + Aqq’a;]

q/

[ail, H] — Z[SA:;/qa/q/ - hq/qaj]/]

q/
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ergibt sich unter Verwendung der Symmetrien (10.2,3) mit der um die o—
Quantenzahl erweiterten Matrix

A hqq’ Aqq’ )
Ny = a L (10.6)
ad ( _Aqq’ _hqq’

(fqqr oo’ = Nge.qror) das geschlossene zu (7.2) analoge Bewegungsgleichungs-
system

zG

qa.’qxo./(Z) — 0-(1—8)/2 . 5Qq/ . 50’0” + Zq//o.// nqa,q”a“Gq”a”,q’a’(Z)' (107)

Hier ist der Faktor ¢! =%)/2 gleich 1 fiir Fermionen und gleich ¢ fiir Bosonen. Wir
werden im folgenden oft Matrizen im qo—Raum verwenden, die wir durch ein ~

kennzeichnen. Mit 73 = (0 - dqq' - do0) Und 2 = (ng, o1,v) sowie der Matrix
P (=s)/2, _ [ h A
h =, n= (—SA* ol ) (10.8)

hat das Gleichungssystem (10.7) die zu (7.3) analoge (formale) Losung

R e L —p)-! Fermionen)
i) = (221792 _j 1:{(2’ h)A (
(2) = (273 ) (273 —h)~t  (Bosonen).

(10.9)

Die Matrix A ist fiir Fermionen und Bosonen hermitesch, wahrend die Matrix n
fiir Bosonen nicht hermitesch ist.

Ubung 10.1: Man vollziehe die Herleitung von (10.9) aus (10.7) nach und
iiberzeuge sich unter Benutzung von (10.2,3) von der Richtigkeit des letzten
Satzes.H

Die Bedeutung der Matrix h wird ersichtlich, wenn man den Hamiltonoperator
(10.1) in die Matrixnotation {iberfiihrt mit dem Ergebnis

1 s
H=3; anq,g, agghqa,qla,aq,a,] + 3 Sp h. (10.10)

Die Matrix & hat also in qo—Notation die Bedeutung der Hamiltonmatrix.

Ubung 10.2: Man rechne das Ergebnis (10.10) nach. Dazu sollte man die Hélfte
des ersten Summanden in (10.1) mittels agaq, = 5(0qq’ — aq,ag) umformen und
wieder (10.2,3) benutzen.H

Ziel der weiteren Betrachtung soll nun sein, mittels einer kanonischen Trans-
formation die Gleichungen (10.7) und die Operatoren (10.1) bzw. (10.10) zu
diagonalisieren. Eine lineare Transformation der Erzeuger und Vernichter nennt
man kanonisch, wenn sie die Vertauschungsrelationen

{ag,al by =bqq, {aqagte ={al,al,}, =0 (10.11)
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(siehe (2.3)) invariant ldsst. Anders als in (2.20) und (7.4) reichen hier nicht
einfache unitare Transformationen, die auf die Erzeuger und Vernichter getrennt
wirken, sondern wir miissen Erzeuger mit Vernichtern mischen, um das hier
gestellte Diagonalisierungsproblem zu losen. Derartige kanonische Transforma-
tionen nennt man auch Bogoljubov—Transformationen. Zur Formulierung ist
die oben eingefiihrte Notation im qo—Raum ideal geeignet. In dieser Notation
lauten die Vertauschungsrelationen (10.11)

{aqa7 (a‘q’o")—‘-}s — 0-(1—3)/2 . 5q0_5q/0./. (10.12)
Als kanonische Transformationen betrachten wir lineare Transformationen der

Form
o = Tao oubpp: (10.13)
PU
die invertierbar sind, sodass wir in Kurznotation
a=Tb, b=T"ta (10.14)
schreiben konnen. Diese Transformation ist genau dann kanonisch, wenn
T%él_sw it %§1—s)/2 (10.15)

gilt. Fiir Fermionen sind daher unitare Transformationen TTT =1 im qo—
Raum kanonisch. Fiir Bosonen sind dagegen symplektische Transformationen
T#, T' = 7; kanonisch.

Ubung 10.3: Man vollziehe die Herleitung der Bedingung (10.15) nach. Sodann
leite man fiir Bosonen die daraus folgenden Beziehungen her,

A A A

T =5 T, (7, T) P =217 (ITT) ' =217, (T =47, (10.16)
und zeige die Aquivalenz der Beziehungen

Tt7, T =7, und TryTT =7, 0 (10.17)

Fiir die weitere Behandlung des Diagonalisierungsproblems erweist sich der durch

J<Z) = <Z) (10.18)

definierte antilineare Operator im qo—Raum als sehr niitzlich.

Ubung 10.4: Man beweise, dass der Operator J mit der in (10.6) definierten
Matrix n antivertauscht: R
{n,J}, =0.F (10.19)

74



Aus (10.19) folgt sofort die interessante Eigenschaft, dass jede Eigenwertgleichung

(1) =) 0
f (Z) = —¢ (Z) (10.21)

iibergeht. Die Eigenvektoren der Matrix n mit nicht verschwindenden Eigenwerten
treten daher paarweise mit Eigenwerten auf, die sich um das Vorzeichen unterschei-
den. Man kann dann der kanonischen Transformation, falls eine solche existiert,
die Gestalt

T:(g gi):(x Jz) (10.22)

geben, wobei U und V' g-Raummatrizen sind und z die Spalten von T mit w=-+1
und Jzx diejenigen mit pu = —1 bezeichnet. (Wir haben hier mégliche Probleme
mit verschwindenden Eigenwerten ignoriert.)

Im folgenden werden wir zunachst den fermionischen und dann den bosonischen
Fall nacheinander behandeln.

Der fermionische Fall:

Im fermionischen Fall (s = +1) haben wir gelernt, dass die kanonischen Trans-
formationen 7' unitire Matrizen im qo—Raum sind. Wir konnen daher die her-
mitesche Matrix 7 = h unitir auf Diagonalgestalt bringen und diagonalisieren
damit sowohl den Hamiltonoperator (10.10) als auch die Bewegungsgleichung
(10.7) und deren Losung (10.9). Dabei haben wir die Freiheit, die Reihenfolge
der Eigenzustdnde mit den Quantenzahlen pu nach Belieben festzulegen. An-
gesichts der mit dem Operator J verbundenen Symmetrie (10.20,21) kann man
die nicht verschwindenden Eigenwerte €, # 0 so anordnen, dass €py; > 0 und
€p—1 = —€p+1 < 0 ist und erzielt damit die Diagonalgestalt

T = (8 _06) (10.23)

mit der diagonalen p-Matrix € = (ep - dp p) > 0.

>

ThT =11

Die transformierten Feldoperatoren b, ; werden mit den neuen Vernichtern b,

und die Feldoperatoren b, ; mit den neuen Erzeugern bI) identifiziert. Damit
erhalten wir schliellich fiir den Hamiltonoperator (10.10) die Diagonalgestalt

H=1) ep(blb, —bpbl) + 3Sph =) epblb, + 3Sph — $Spe.  (10.24)
p p
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Mit der oben getroffenen Wahl der Erzeuger und Vernichter ist der Grundzustand
von H offensichtlich das Vakuum |0), der b-Operatoren, das durch die Eigenschaft

bpl0), = 0 fiir alle p (10.25)

charakterisiert ist.

Die diagonaliserten Propagatoren (10.9) ergeben sich zu

A~ A

(TG (=) T) _ OO (10.26)

1,0 T I
PP Z—,uep

sodass die urspriinglichen Propagatoren durch die Formel

T, Tr

GClU,q’a’(z) = E e (10'27)
pn - Mo

gegeben sind.

Damit ist der fermionische Fall abgeschlossen.

Der bosonische Fall:

Im bosonischen Fall steht man vor dem Problem, die Hamiltonmatrix h in
(10.10) und in (10.9) mittels einer (symplektischen) kanonischen Transformation
zu diagonalisieren. Dies gelingt durch geschickte Nutzung der Eigenschaften der
beiden Matrizen h und 7. [Siehe dazu z.B.: J.L. van Hemmen, Z. Physik B -
Condensed Matter 38, 271 (1980)]

Unter Beachtung der Antivertauschung
(73,1, =0 (10.28)

der beiden Operatoren 7, und J ergibt sich aus und im Kontrast zu (10.19) die
wichtige Eigenschaft o o
{h,J}_=1[h,J]=0 (10.29)

der Hamiltonmatrix.

Wir wollen nun zunéchst einmal annehmen, dass eine kanonische Transformation T
existiert, die h diagonalisiert. Dann gilt wegen (10.29) anders als im fermionischen
Fall in (10.23)

f):T%T:(S 2) (10.30)

womit der Hamiltonoperator in Diagonalgestalt sich &hnlich wie in (10.24) zu

H=13"e,(blb, +bbl) — 3Sph =Y epblib, + 1Spe—1Sph  (10.31)
p p
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ergibt. Angesichts dieses Ergebnisses muss man nunmehr aus Griinden der Sta-
bilitat die Forderung der Beschranktheit von H nach unten erheben, die nur
positive Eigenwerte e, und damit nur positiv definite Matrizen e zulasst. Damit
ist auch fiir die Hamiltonmatrix h die Einschrankung der positiven Definitheit
verbunden.

Unter wesentlicher Nutzung dieser wichtigen Einschrankung wollen wir uns
jetzt dem Nachweis der Existenz einer kanonischen diagonalisierenden Transfor-
mation 7" zuwenden. Indem wir (10.30) unter Benutzung von (10.8,16) in

A

WT =T% D (10.32)

umformen, sehen wir, dass 1 Eigenwertpaare +e besitzt und dass die Spaltenvek-
toren von T’ die Eigenvektoren von 7 sind. Angesichts ihrer Definitheit besitzt
die Hamiltonmatrix & eine eindeutige positive Wurzel h'/2. Mithilfe dieser Wurzel
formen wir die Eigenwertgleichung (10.32) um in

W2e V25 =84, D mit §=hY2T. (10.33)

Dies ist eine Elgenwertglelchung fiir die hermitesche Matrix hl/27 hl/ 2. wobei die
Spalten von S die Eigenvektoren dieser Matrix sind. Da hermltesche Matrizen
immer ein vollstdndiges System von Eigenvektoren besitzen, erhalten wir hier-
mit einen Einstieg in die Konstruktion der gesuchten kanonischen Transformation
T: Mit einer Eigenmatrix S von h'/27, h'/2 bilden wir die Matrix 7' = h~1/23.
Die Spaltenvektoren dieser Matrix T smd wegen der Aquivalenz von (10.32) und
(10.33) Eigenvektoren von n. Da die Normierung der Spalten von S beliebig war,
konnen wir allerdings nicht erwarten, dass die so gebildete Matrix T auch schon
symplektisch ist. Durch eine geeignete Normierung der Spalten der Matrix T wer-
den wir sie jedoch im folgenden symplektisch machen. Dazu wird es reichen, die
Giiltigkeit des ersten Kriteriums in (10.17) nachzuweisen, das sich in den Spal-
tenvektoren x; von T in Dirac—Schreibweise in der Form

<£CZ' ’7A'3 £Cj> = sign €; 51] (1034)
darstellt. Anhand der kurzen Rechnung
€ilw; | Fywy) = (Aw; | Fy a5) = (Ryhaw | Fyw5) = (i | Fyhay) = € (x| F3 ;) (10.35)

folgert man das Verschwinden von (x; |75 z;), falls ¢; # ¢;. Eine weitere kurze
Rechnung ergibt fiir die i—Werte mit positivem Eigenwert ¢; > 0

(i | Py i) = (Aay | Py 1) = (x| hag) > 0, (10.36)

sodass wir durch Skalierung von z; die gewiinschte Normierung (z; |75 z;) = 1
erzielen kénnen. Wegen (10.28) impliziert dies dann auch (Jx;|73Jx;) = —1,
womit die Erfiillung von (10.34) vollsténdig erreicht ist, wenn keine entarteten
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Eigenwerte vorliegen. Bei entarteten Eigenwerten fiihrt jedoch eine zuséatzliche
Gram—Schmidt—Orthonormierung des Eigenraums beziiglich des Skalarproduktes
(x; | 75 x;) zum Ziel.

Damit ist fiir positiv definite & die Existenz einer (symplektischen) kanonischen
Transformation 7' (10.17) zur Diagonalisierung (10.32) der nichthermiteschen Ma-
trix 7 und damit auch die Diagonalisierung (10.31) des Hamiltonoperators gezeigt.
Wir fassen die Schritte zur Konstruktion von 7' noch einmal zusammen:

1. Man berechne eine Eigenbasis S der hermiteschen Matrix h'/ 27, W2,

2. Man berechne daraus die Matrix 7 = h~Y/28. Damit ist (10.32) schon
erfiillt.

3. Die Skalarprodukte (z; |75 z;) sind alle reell und ihr Vorzeichen ist gleich
dem Vorzeichen des zugehorigen Eigenwerts €;. Man skaliere die Spalten x;
von T nach der Vorschrift |(z; | 75 z;)] = 1.

4. Auf die Unterraume entarteter Eigenwerte wende man eine Gram—Schmidt—
Orthogonalisierung beziiglich des Skalarproduktes (z; | 75 z;) an. Damit ist
in jedem Falle auch (10.17) erfiillt.

Zur Berechnung der Greenfunktion (10.9) finden wir mit (10.14,16,17,30)
P11 A Py —1 Pt Ay ) T - Ay—1 /- Opp - Oy
TG () (T = (T (275 — h) T) = (27, — D)7 = <—) (10.37)

Z — Ep

sodass die Matrixelemente der Greenfunktion sich sehr dhnlich wie (10.26) ergeben

als
T T*/ /
Cooqor(2) = a0 a'opi (10.38)
Z — le€p

| 270

Ubung 10.5: Als Ubungsaufgabe betrachten wir den allereinfachsten Fall eines
einzigen Bosons mit dem Hamiltonoperator

H=ha'a+ %A(aTaT + aa).

Zunachst wollen wir die obige allgemeine Vorschrift zur Losung des bosonischen
Falles an diesem Beispiel nachvollziehen. Man leite dazu die folgenden Ergebnisse
ab. Die Hamiltonmatrix (10.8) ist

- h A
i=(A %)
Zur Berechnung ihrer Wurzel muss sie diagonalisiert werden, wozu die unitare

Matrix

dient und man erhalt



woran man erkennt, dass h > |A| > 0 gelten muss, damit h positiv definit ist.
Man berechnet dann weiter

2\Vh+A-Vh—A Vh+A+Vh-A
und formt die Matrix

B1/2s /2 _ ( VhE = A2 0
3 0 _viz-aT):

Deren Eigenmatrix S ist die Einheitsmatrix und man findet mit dem richtigen
Normierungsfaktor die symplektische Transformationsmatrix

A2 a/a j-12 (10
- e -y i (3 9)

1 VEFA+VR—A VE—A—-Vh+A
2(h? — A2)1/4 (\/h—A—\/h+A \/h+A+\/h—A)’

die h diagonalisiert zu

D

i [(VRZ A2 0
_ThT_( 0 R

und resultiert in dem Hamiltonoperator
H=+/h2—A2(b'b+3)— 1h.

Die Transformationsmatrix 7" héngt nur von dem Verhiltnis A/h ab und kann
deshalb durch eine einzige Variable parametrisiert werden. Mit

Tanh 2 = —% (10.%)

schreibt sich T viel einfacher als

7 (Cosha Smha). (10. # )

~ \ Sinha Cosha

Der diagonalisierte Propagator (10.37) ist

A A . . —Li 0
THGE)IN) = (7 - D)t = (Z_ %LAQ —1
STViEAT

und damit folgt schliefflich

N

G(2) = (T") 7! (e7y = D)1
B 1 (z +Vh? — A2Cosh2a  vh? — A?Sinh 2« )

22— h2 4 A2 Vh2 — A2 Sinh 2a z —Vh?2 — A2 Cosh 2a
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Die obige Bestimmung der kanonischen Transformation T ist fiir diesen einfachen
Fall natiirlich sehr umstandlich. Macht man stattdessen den offensichtlich sym-
plektischen Ansatz

b=aCosha + a' Sinh

und fordert, dass der Hamiltonoperator in der b—Darstellung verschwindende An-
teile proportional b'b" hat, so wird man sofort nach kurzer Rechnung auf (10.%)
und (10.%*) gefiihrt.™

Damit ist der bosonische Fall abgeschlossen.

Das Wicksche Theorem aus Kapitel 8 lasst sich leicht auf Systeme mit allge-
meinen quadratischen Hamiltonoperatoren (10.1) verallgemeinern. Wir definieren
dazu einen n—Teilchenpropagator im qo—Raum durch

G (10171, -, Q20020 T2n) = (—1)" (Ts(aq, 017, Oy, omnran))  (0<Tu </3). (10.39)

Die Bewegungsgleichung (8.8) geht hier iiber in

0
o Z((Sm,q/(sdhal @—7'1 + n‘hauQ’U’) gn(q/UITh q20272, .. )
q'o’

2n
oy (s (10.40)
- Z<_S) 20’51 )/26Q1,qu501,—0u 5(7_1 - T,,)

v=2

X gnfl(q20-27—27 e Qu—10p—1Ty—1, Qo410 41Ty 41, - - )

Der zusétzliche Faktor o1 auf der rechten Seite im Fall von Bosonen dndert nichts
an der verwendeten Randwertaufgabe, da er auch fiir n = 1 anwesend ist. Die
Randbedingung (8.9) iibertrigt sich sinngeméf ohne Verédnderung. Damit ergibt
sich als Losung der Randwertaufgabe anstelle von (8.10)

2n
gn(ChUlTl; cee 7(12n02n7'2n) = Z(—S)%le(qmﬂhqVUuTu)
" (10.41)
X Qn—l(Q2U2T2, e Q10— 1Tv—1, Qu4+10v 41Ty 41, - - )

Die Eindeutigkeitsiiberlegungen aus Kapitel 8 iibertragen sich unmittelbar
im fermionischen Fall, weil die Matrix # hermitesch ist und daher e~ #™ nicht den
Eigenwert —1 besitzen kann. Den bosonischen Fall erledigt man unter Riickgriff auf
(10.32), indem man anstelle der Bedingung e ~""4(0) = y(0) die #quivalente Be-

dingung e‘ﬁ%SD(T_ly(O)) = (T‘ly(O)) betrachtet. Hier kann die Matrix e—5%0
wegen der Positivitat von D und der Hermitizitit von %315 nicht den Eigenwert 1
haben.

Aus (10.41) folgt das Wicksche Theorem durch iterative Anwendung. Man muss

auf alle verschiedenen ((2n — 1)!! = (2n)!/2"n!) Arten die 2n Feldoperatoren zu
Paaren kontrahieren und findet damit
gn(L e 72”) = ﬁ Z’P(_S)XP ngl gl ((2V - 1)737 (2V>77)' (1042)
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Hier erstreckt sich die Summe tiber alle (2n)! Permutationen der Zahlen 1 bis 2n
und der Vorfaktor 1/2"n! gleicht die dabei erhaltene Vielfachzdhlung aus. Als
Beispiel, das sich aus einem Limes gleicher Zeiten zur eindeutigen Festlegung der
Reihenfolge der Operatoren ergibt, notieren wir

<a§a;a3a4) = <aia;>(a3a4> - 5(“1‘13)(“;@@ + <a1a4)<a;a3>. (10.43)

Die in Kapitel 9 diskutierten Molekularfeldndherungen kann man auch ver-
allgemeinern, indem man anstelle der Hamiltonoperatoren (7.1) die erweiterte
Klasse von Hamiltonoperatoren (10.1) beim Variationsverfahren zulésst. Derartige
Molekularfeldndherungen nennt man auch Hartree—Bogoljubov—Naherungen.
Wir notieren hier diese Naherung fiir den Hamiltonoperator (9.6) mit der erweiter-
ten Schar

H, Z[ qq,a Qg + IA“’ ,a a  + 2ATaqa } (10.44)

a'qa”q"q’

Indem man die Wechselwirkung in (9.6) nach (10.43) entkoppelt, erhélt man fiir
das Funktional der freien Energie in Verallgemeinerung von (9.8)

Flp,] :FHx—kZ[(hq’q,—hqu,)mflaq> 1A%y (ahal )~ 58T (qag). ]

1
" Z Yarazia}q; [ aill aq’1>x<azl2aqg>x + §<a<T11a<T12> <aq2aq1>m}

Q1q27q17q2
(10.45)
und in Verallgemeinerung von (9.9) die Stationaritdtsbedingungen
OF [p,] . ; alag),
—— 3 [(hm, B +2 Y Vagrara <anaq,2>m> e
Ty a,9' qz,9) Ly,
dalal),
1 a’q’
a 5( Z Vaa'sa; o {Tay Oy ) > P (10.46)
a)ql LI/
_l(Aw* al ). >6<aqaq> —0
2 Yaraz;a’ q On Aq, O :
q192 Ll

Hier stehen die Variblen x;;, symbolisch fiir alle Variablen h{j,, Ajj, und Aj7. Wir
verzichten hier auf den Nachweis der Eindeutigkeit der folgenden offensichtlichen
Loésung zu (10.46):

— I
haa = hqq + zzqa,q; Yaaz;a'a) <CL012a01’2>ﬂﬂ (10.47)
Ag,q’ - 2 a4 Yaa’;daf <aq2 aq’1>
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11. Responsefunktionen nichtkorrelierter Systeme

Zum Abschluss dieses Anschnitts diskutieren wir verallgemeinerte Suszepti-
bilitdten in Systemen (7.1) ohne dynamische Korrelationen. Die Suszeptibilitét
X 4 p(w) hangt nach Gleichung (6.7) mit der Greenfunktion G , 5(z) zusammen.
Wir nehmen den Fall an, dass A und B Einteilchenoperatoren siﬁd, z.B. Teilchen-
dichten oder Stromdichten. Dann sind A und B lineare Ausdriicke in Teilchen—
Loch—Operatoren und wir benutzen fiir die folgende Darstellung die einfache Iden-
tifikation A = a}; g und B = afl O - Das Wicksche Theorem liefert uns damit
die Gleichung

0<7<B: Gyplr)= (angaqTafhaq,>
=— (aT Ay )(aimaq/) - <a217aq, )(aqllT ag2> (11.1)
=S gq Q2( T): gq’27q1(_7—) o (aglaqiﬂa&aqé).

Fiir die Fourierkoeffizienten dieser Greenfunktion erhélt man nach (4.6), indem
man (4.7,8) fiir die Einteilchen—Propagatoren in (11.1) einsetzt,

2'm zw mT _
6 = [Gunr) et =55, (4)(B)
Z/ dr 512:(142—1) Gflz’jtil) el T(wam et eznt) (F)
(2n’) . (2n) L plT(Wom —wo,r Twan 11.2
o Gy Gy - €7~z o) (B) (11.2)
G(2m+2n+1) G(2n+1) (F)

1
= B0, (A)B)+ > 4 G Ew
/6 n qu q2 qu q1 (B).

Fir x A B( ) brauchen wir nun die analytische Fortsetzung der Koeffizien-

ten G A, B, von deren Existenz und Eindeutigkeit wir nach Kapitel 4 wissen.
Diese Fortsetzung lasst sich allerdings aus (11.2) nicht unmittelbar ablesen, da
der Versuch, die Summanden einzeln fortzusetzen, scheitert. Die Greenfunktion
Gq,q/ (2 + iwap(41)) hat ndmlich Singularitéten fiir 2" = —way(41). Die Fortset-
zung gelingt jedoch, wenn wir zunachst die n—Summationen in der aus Kapitel
4 bekannten Weise in Integrale umformen. Im Produkt der Propagatoren in der
dritten Zeile von (11.2) hat der erste Faktor einen Schnitt in der z’-Ebene bei
S22/ = —iwa,, und der zweite Faktor bei 3z’ = 0 . Diese Schnitte bestimmen die
Wahl der Integrationswege in der folgenden Formel, die wir fiir m # 0 erhalten:

2m 1 .
GRE == 57 | 8% G aul + i0om) G ()

f(z’) ¢ (113)

q q2 q »d1 q »d2 d,,91
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Im bosonischen Fall beriicksichtigen die beiden Summanden hinter dem Integral,
dass der Integrationsweg D,, die Werte n = 0 und n = —m aus der Summe in
(11.2) nicht einschlieft. Die Integrationswege D,, in (11.3) und C in (11.4) in der
z'~Ebene werden durch die folgende Figur illustriert.

z —Ebene

Y
P
N
N
> g

8
;
[

Den m—abhéngigen Anteil des Weges D,,, kann man nun durch eine Variablentrans-
lation 2" — 2’ —iws, auf den Weg C verschieben, wobei die Periodizitit der Fermi-
und Bosefunktion benutzt wird. Danach kann man die analytische Fortsetzung
durchfiihren, indem man einfach den Parameter iws,, durch die komplexe Vari-
able z ersetzt und erhalt

f(Z) (F)
X
9(2") — %(Gq’l,qz (Z)qug,ql( )+ qu,qz( )qu,ql(_z)> (B).
(11.4)
Wenn man schliellich die beiden Teile des Weges C auf die reelle Achse zusam-

menzieht und die Definition der Spektralfunktion (4.23) beachtet, findet man die
kompaktere Darstellung

) = o [ 09[Gy 62) () +Cp ) G -9 1 )

(11.5)
Hier wurden die beiden Extrasummanden im bosonischen Fall durch das Haupt-
wertintegral zum Verschwinden gebracht. Fiir die Spektralfunktion der Green-
funktion G 4 p(z) erhilt man die Formel

1 o.0)
OA,B(W) = 2_][_‘10‘;}/ [Oq’pq (W' +w) ngm( w') — Cq’l,q2 (w) ngm (W' = W)]

™

1 (0. o)
27T oo q/1:Q2



Mittels der Gleichung (4.26) ergibt sich schlieflich die folgende niitzliche Spektral-
darstellung:

1 [ dw [~ ,
Gap) =5 [ 2o 5] dCy @ +0) Cpa @)

><{(f(w’)—J"”(W’er)) (F)
(9(@) =gl +w) (B).

Ubung 11.1: Man leite (11.7) direkt aus (11.2) ab, indem man dort in der dritten
Zeile in die Faktoren G(“ ), die Spektraldarstellung (4.26) einsetzt.

In der folgenden umfangreichen Ubung berechnen wir als Anwendungsbeispiel
den Stromdichte—Propagator sowie den Ladungsdichte—Propagator eines
nichtkorrelierten Fermionensystems in der Impulsdarstellung.

["Jbung 11.2: Man betrachte ein System nichtwechselwirkender Fermionen mit
Spin %, das in der Impulsdarstellung durch den Hamiltonoperator

h2 g2

H = Z €qoNg,e Mt  €qo = % +er — 1 (11.8)
q,o

beschrieben wird. Fiir dieses System zeige man,

(a) durch direkte Berechnung aus den Definitionen (3.3,9,11)
(b) mittels der Formel (11.5) unter Benutzung von (7.16),

dass der Stromdichte-Propagator durch die Formel (wir betonen hier durch den

oberen Index 0, dass es sich um Propagatoren von nichtkorrelierten Systemen
handelt)

2 fle )—fleg x o)
0 _ ) gagB e’ T Yatso
Gbﬁ,(’fﬁﬁ(z) Zq,a(m) 949 z—i—e 12( eq+12< (119)

gegeben ist. Analog berechne man den Teilchendichte-Propagator

Fleg_x )= f(6q+k )

0 _ a-3.0
Coorl P = a0 o Sy

(11.10)

(c) durch direkte Berechnung aus den Definitionen (3.3,9,11)
(d) aus (11.9) unter Benutzung von (3.15). Hierzu nutze man die Identitéten

2

(o) = (s

2 ;2
qk—z) +22<—qk—z) + 22
m

und

n? B n2k2
> —ak[f(eq-x,,) = fleqix,o Zf €qo) N.



(e) Man bestétige die zu (11.10) gehorige Spektralfunktion (siehe (4.23,24)) als

C) W) =2m 3 [fleqx o) = flegru o)]0(w+eq x —€qrx)-| (11.11)

kP 2

(e) SchlieBlich ergibt sich der fiir die Beschreibung von Streuprozessen wichtige
dynamische Formfaktor (6.24) anhand der Identitét

[f(e1) = flea)]d(w +e1 =€) /(1 —e™™) = fle1) (1 = fle2))d(w + €1 — €2)
als
SO(k,w) =C0 (w)/(1—e7)
pk’pk
11.12
=27y f(eq_g,0)<1 - f(€q+g,a)>5(w +Eqk —€qik). (11.12)
q,0

Ohne den Faktor 27 hat der dynamische Formfaktor die anschauliche Bedeutung
der Zustandsdichte fiir Teilchen—-Loch—Anregungen mit Impuls k, Energie w und
Spin 0.

(f) Man berechne den Formfaktor explizit fiir 77 = 0 und €, = 0 mit dem

Ergebnis
(0 (%—§’>kp, Gebieta)
[1_ ;“//—E’ff*_w% 2 k
2k [k (kF > % - 5‘
SOk,w) = TPg > kp — i, Gebiet b) (11.13)
S (ke T=2Z > |32 - §|
| Gebiet c)

fir w > 0, wobei kp und e, Fermiwellenzahl und —energie, pp = mVkgp/(7h)?
(siehe Gleichung (7.26)) die Einteilchenzustandsdichte an der Fermikante und und
V' das Systemvolumen sind. Die Gebiete a, b und ¢ in der (k,w)-Ebene sind in
der folgenden Figur dargestellt. Fiir w < 0 gilt nach (11.12) offenbar S(k,w) = 0.

\
w
2,12 b
a w:%(%+kkF)
a
2 k2
€ w:%(kkF_E 200
w:%(kﬁ _kkF)
C
k
| >
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Hinweis zu (f):

Bei T' = 0 erfolgen die Teilchen—Loch—Anregungen, indem ein Teilchen aus
dem Inneren der Fermikugel auf einen Platz auflerhalb der Fermikugel
gesetzt wird. In der folgenden Figur sind fiir die beiden Fille k < 2kp
und k > 2kp Teilchen-Loch-Paare mit minimaler und maximaler Energie

aufgezeigt.
Wmin
' k>2k
k<2kp Wmin W
K - "o
Wrmax k
k

(g) Man zeige, dass die Fermiwellenzahl kg des hier betrachteten idealen Fermi-

gases mit Spin %, die den Radius pp = hkp der Fermikugel im Impulsraum
bei T' = 0 bestimmt, mit der Teilchendichte N/V durch die Formel

N Ok

= 11.14
vV 3r2 ( )

verkniipft ist und dass die Grundzustandsenergie durch die Formel

3 h2 k2

- ) (11.15)

2m

beschrieben wird.

Teilchen—Loch—Anregungen existieren in einem durch w = %(% + kkp) begrenz-
ten Streifen der (k,w)-Ebene. Die folgende Figur zeigt anhand vertikaler Schnitte

durch die (k,w)-Ebene Anregungsspektren fiir 5 feste Werte von k.

b Uk, w)

TP
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Die Teilchen-Loch—-Zustandsdichte ohne Beachtung des Impulses
N (w QWZSO (k,w) —22]” €q (1— (eqr ))(5(w+eq—eq,) (11.16)

berechnet man am besten durch direkte Ausfithrung der in (11.16) gezeigten Dop-
pelsumme iiber q und q’.

(h) Man berechne fiir 7' =0

w .
N (w) = eppp - fro(—) mit

€F
fou (@) 1(C+a)Vi+z—(2—2)V1—x+ 22 1n1+\/—vi+m 0<z<1)
TL(Z) = 3
8 (2+x)\/1+x+x21n1+$_1+7 (1< x).

(11.17)

Den Teilchendichte—Propagator (11.10) berechnet man am besten aus (11.17)
unter Verwendung von (4.26) und (6.29). Da S(k,w) stiickweise polynomial in w
ist, ist die w-Integration in (4.26) elementar durchzufiihren.

(i) Man berechne fiir 7' =0

Gt (2) = pp-g(s—, =) mit
Px,(Px) kg er
1 1 /& —K?\2 K2 42k — €
_ 1 1 ok 6 11.18
9%, ¢) 2+4m[< 2K ) -] YR —2n =€ )

2.9 2 2 _
+i[<§—|—f<a> _1}111/1 —|—2/<a—|—§+£1n|/<o 2&\—!—5.
4k 2K |k2 — 26|+ €& 4k KZ—2k+E

Interessant sind die Singularitaten des Propagators auf der rellen z—Achse. Thre
Positionen sind durch die Stellen gegeben, an denen die Spektralfunktion (11.13)
aus analytischen Stiicken zusammengefiigt ist. Diese Stellen, an denen die Ab-
leitung der Spektralfunktion unstetig ist, werden im Propagator zu logarithmi-
schen Verzweigungspunkten. Die folgende Figur zeigt die sich daraus ergeben-
den Verzweigungsschnitte. Fir & < 2k hat man die beiden roten Schnitte und
den blauen Schnitt, wahrend fiir k& > 2k der blaue Schnitt entfillt, da die Spek-
tralfunktion im Intervall (—wy,w) verschwindet.

W, ® :ﬁ—mk| ke K|
< N
o, "

2 _ _Hk k
z—Ebene 0,= T (ke X)

e
£a3
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Da die Verzweigungspunkte von k abhangen, iibertragt sich die nichtanalytische
Energieabhangigkeit des Propagators auch auf die Impulsabhéngigkeit. Daher
zeigt der statische Propagator

-9k .0)
07 2_ 4 2 1
K — K+
0) = | - = 11.19
0.5
0.0 K
0 2

eine Divergenz in der Ableitung dg/0k bei k = 2kp (k = 2), die iiber
die dielektrische Funktion interessante Implikationen fiir Metalle hat (Friedel—
Oszillationen, Kohn—-Effekt). Y
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IV. Diagrammatische Storungsrechnung

12. Formale Storungsentwicklung fiir Greenfunktionen

In diesem Kapitel behandeln wir eine Methode, systematische Storungsrech-
nung beliebig hoher Ordnung nach einem Anteil des Hamiltonoperators
durchzufiithren. Dazu stellen wir uns vor, der Hamiltonoperator sei nach

H=Hy+H' (12.1)

in einen ungestorten Anteil Hy und eine zeitunabhingige Storung H' zer-
legt. Mit Hilfe von geeigneten Greenfunktionen wollen wir die Eigenschaften des
durch H beschriebenen Systems berechnen. Fiir H = Hj liege diese Aufgabe im-
Rahmen unserer Fahigkeiten, der Zusatz H' aber sprenge den Rahmen unserer
Moglichkeiten.

Der Hamiltonoperator geht in die Greenfunktionen ausschliefllich in exponentieller
Form ein, etwa wie e 7 bei Temperatur-Greenfunktionen. Der Ubergang von
Hy nach H wird, wie wir sogleich sehen werden, durch den Operator

S(r,7') = eHoTeHT—7") = Hot’ (12.2)
geleistet. Er hat die transitive Eigenschaft
S(r,m)S(", ") = S(r,7") (12.3)

und gehorcht der Differentialgleichung

%S(T, ) = —Hy (1)S(r,7") (12.4)

mit der Anfangsbedingung
S(r,7) =1. (12.5)

Hier und im folgenden bezeichnen wir Operatoren im Wechselwirkungsbild mit
Xy (1) = efom X e HoT, (12.6)
Die Anfangswertaufgabe (12.4,5) ist dquivalent zur Integralgleichung

S(r,7") =1 —/ dT(l)H{;V(T(l)) S(T(l),T/). (12.7)

Die iterative Losung dieser Integralgleichung lautet

S(rm)y=>" =" [ drW ... dT(”)H{N(T(l)) e H\'N(T(")).

=0
" T<rm < <rW<r (128)

Damit besitzen wir eine explizite Entwicklung nach bliebigen Potenzen von H'.
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Um Greenfunktionen, z.B. den n—Teilchenpropagator (8.1), auf S(7,7’) und
Operatoren im Wechselwirkungsbild zurtickzufiihren, betrachten wir nun, zunéchst
fiir die Zeitordnung

B>11>10>...>1 >0, (12.x)

mit Operatoren A, im Heisenbergbild die Gleichung

e—ﬁHjéllTlAzT2 A (12.9)
= ¢ PHo -S(B 1) Ay (11) S (71, 72) Agyy (72) - - - A (1) S (7, 0).

Tatséachlich erscheint die Storung H’ auf der rechten Zeite nur in den Opera-
toren S und man kann nun fiir alle diese Operatoren die Entwicklung (12.8)
einsetzen. Sammelt man dann alle Beitrdge, die in H’ von der Ordnung n
sind, so erhalt man n-fache Integrale, deren Integrand sich immer als (—1)" -
Ty (Apw (1) - - Ay (Te) Hy (7). H{ (1(™)) schreiben lésst, wobei die Zeitord-
nung sich auf alle Zeiten (71, ... 7, M ,T(”)) bezieht. Hierbei wurde angenom-
men, dass H' nur Produkte mit einer geraden Anzahl von Fermioperatoren enthélt,
sodass seine Vertauschnung mit einem anderen Operator kein Minuszeichen zum
Ts—Produkt liefert. Schliellich fiigen sich die Integrationsbereiche fiir die Zeiten
(1) bis 7(" gerade so zusammen, dass ohne Beachtung der Zeiten 7 bis 7 zu
integrieren ist. Man erhalt damit die Formel

oo

17 Aor, ...Aka) — ¢~ PHo . Z(—l)”/ dr® . dr™
=0 o<rm <. <rM<p (12.10)

e PH T, (A

T, <A1W(n) Ay () By (7D H@V(TW)).

Diese Gleichung gilt nun trivialerweise nicht nur fiir die bisher betrachtete Zeitord-
nung (12.*), sondern fiir alle Ordnungen der Zeiten 7 bis 73, weil deren Umord-
nung einer Umbenennung dieser Zeiten aquivalent ist. Eine Aufhebung der Inte-
grationsbeschrankung in (12.10) wiirde den betreffendenAusdruck ver-—n!-fachen,
sodass wir als endgiiltiges Ergebnis notieren kénnen:

e PH . T (A, A Ay, ) = e PFHo 50 (T (8 g () grn)

171219 " " " “ kT n=0

(12.11)
T, <A1W(n) Ay () By (7)) H(N(T(n))).

Angesichts der Ahnlichkeit der Summe in (12.11) mit einer Exponentialfunktion
kann man (12.11) auch symbolisch folgendermafien schreiben:

S(8,0) To(Ay,, - Ap,) = T (sw, 0) Ay (71) - - Alw(m)>. (12.12)

Hier ist die rechte Seite so zu verstehen, dass man fiir S((,0) die Stérungsreihe
(12.8) einzusetzen hat und dass die Zeitordnung sich auch auf die dabei auftre-
tenden zusétzlichen Zeiten erstrecken muss. In diesem Sinne konnen wir nun die
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Storungsentwicklung fiir eine zweizeitige Greenfunktion (4.1) symbolisch in der
Form

Gan(r =) = ~(T.(S(B.0Ay(M)Bw()))  [{56.0), | (2.13)

notieren. Fir Mehrteilchenpropagatoren gelten analoge Formeln.

Gleichung (12.13) fithrt Greenfunktionen zu H auf solche zuriick, die mit H)
gebildet sind, dabei allerdings beliebig viele Zeiten und Feldoperatoren enthal-
ten. Um diese hoheren Greenfunktionen weiter in systematischer Weise behandeln
zu konnen, muss man spezifische Annahmen {iiber Hy und H’ machen. Falls Hy
keine dynamischen Korrelationen enthilt, also etwa vom Typ (7.1) ist, haben wir
mit dem Wickschen Theorem ein Mittel in der Hand, die Gleichung (12.13) und
entsprechende Gleichungen fiir mehrzeitige Greenfunktionen weiter auszuwerten.

Wir weisen darauf hin, dass Gleichung (12.13) fiir makroskopische Systeme un-
brauchbar fiir eine direkte Auswertung von Zahler und Nenner ist. Es gilt ndamlich

<S(ﬂ,0)>H = Sp e‘BH/Sp e~ PHo = e=AF=Fo), (12.14)

0

wo F' die freie Energie ist. Hier tritt also die Gréfle des Systems, z.B. in Form
der makroskopischen Teilchenzahl, im Exponenten auf. Die Stérungsreihe von
S(B,0) nach H’ enthélt beliebig hohe Potenzen der Teilchenzahl, die im thermo-
dynamischen Limes zu unbehandelbaren Divergenzen fithren wiirde. Es muss fiir
die weitere Auswertung den Formel (12.13) daher gelingen, die héheren Poten-
zen der Systemgrofle zu eliminieren, indem ein expliziter Ausdruck fir F' — Fjy in
(12.14) gefunden wird und indem der Nenner in (12.13) gegen gewisse Anteile des
Zahlers gekiirzt wird.
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13. Feynmandiagramme

Wir diskutieren im folgenden den exemplarischen Fall eines wechselwirkenden Sys-
tems von Fermionen oder Bosonen mit dem ungestorten Einteilchen—Hamiltonope-
rator

Hy = hqqalag (13.1)
aq’
und der Zweikorperwechselwirkung

r_ 1 E T4t
H =3 Yar,azsa} a5 a1 a2 a;, Aaf - (13.2)
q1,92,9},9)

Dabei wollen wir zunéchst keine Symmetrieeigenschaften wie (9.7) fiir die Matrix-
elemente v voraussetzen.

In diesem Kapitel behandeln wir die Storungsentwicklung (12.13) des Einteilchen-
propagators

Gaoq(T—7)=
<Ts <an<T)aL’W(T/) S (—nl!)" foﬁdn..dTnH\’N(ﬁ)..H{N(Tn)) >H0 (13.3)

(g S i iy () i (7))

0

Die n—-te Ordnung besteht im Z&hler aus einem (2n + 1)-Teilchenpropagator und
im Nenner aus einem 2n—Teilchenpropagator, die man nach dem Wickschen Theo-
rem in (2n + 1)! bzw. (2n)! Terme aufspalten kann, indem man auf alle ver-
schiedenen Arten Erzeuger—Vernichter—Paare kontrahiert. Um die Vielzahl der
Terme geschickt handhaben zu kénnen, bedient man sich einer graphischen (dia-
grammatischen) Darstellung der einzelnen Terme. Man nennt diese Darstellun-
gen auch Feymandiagramme. Der v—te Stéroperator H{y (7,) wird durch einen
entsprechend numerierten Vertex wie in der folgenden Figur gezeigt dargestellt.
Er besteht aus einer gewellten Wechselwirkungslinie mit Richtungspfeil (in der
Figur in blau) und vier Beinen. Die Beine sind gleichfalls mit Richtungspfeilen
versehene Linien, die in der angedeuteten Weise die vier Feldoperatoren in H’
symbolisieren. Einlaufende Pfeile entsprechen dabei Erzeugern, auslaufende Ver-
nichtern. Der erste und vierte Feldoperator in H’ sitzt am hinteren, der zweite
und dritte am vorderen Ende der Wechselwirkungslinie.

aq Vertex a
1
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Die iibrigen Operatoren im Zéhler von (13.3) werden durch Auflere oder externe
Punkte mit entsprechenden Beinen dargestellt. Im Falle eines Einteilchenpropa-

gators (13.3) gibt es einen Quellpunkt mit auslaufendem Pfeil fiir a, und einen

Senkpunkt mit einlaufendem Pfeil fiir ajl,, die in der folgenden Figur gezeigt sind.
Wir denken hierbei nicht an Teilchenquellen und —senken — dies wiirde umgekehrte
Pfeilrichtungen nahelegen, sondern an Quellen und Senken der Propagation.

T dgp T
LN CI.
Quellpunkt Senkpunkt

Um nun alle Terme n—ter Ordnung der Stérungsentwicklung von (13.3) graphisch
zu symbolisieren, hat man offenbar n Vertizes und fiir den Zahler zusatzlich die
beiden auBeren Punkte aufzuzeichnen und dann auf alle verschiedenen Arten die
auslaufenden mit den einlaufenden Beinen zu verbinden. Jede solche Verbindung
symbolisiert eine Kontraktion der entsprechenden Feldoperatoren zu einem Paar.
Diese Vorschrift lasst sich auch so ausdriicken, dass die 2n Endpunkte der n Ver-
tizes und eventuell vorhandene &duflere Punkte auf alle Arten durch gerichtete
Linienziige zu verbinden sind. Damit man wirklich alle gegebenen Moglichkeiten
des Verbindens ausschopft, und zwar jede genau einmal, muss man zweierlei
beachten:

1. Die 2n Vertexpunkte sind aufgrund der Numerierung und Bepfeilung ihrer
Wellenlinien wohlunterscheidbar, wie auch die aufleren Punkte.

2. Die Verschiedenheit von Graphen ist daran zu messen, ob diese un-
terscheidbaren Punkte auf topologisch verschiedene Art verkniipft
sind. Verschiedene geometrische Anordnungen bei topologisch identischer
Verkniipfung reprasentieren ein und denselben Graphen, der nur einmal zu
zahlen ist.

Die folgende Figur erldautert diese Bemerkungen exemplarisch. (Fiir Ziige von
Teilchenlinien reicht es, an einer Linie die Pfeilrichtung anzugeben.)

o1§ }20501§ }205025 }105 ‘3202% }lofoz }lo

Man macht sich nun leicht klar, dass der analytische Beitrag eines numerierten
Graphen gemafl folgender Regeln aufgeschrieben werden kann.

Regeln fiir numerierte Graphen:

(a) Man versehe wie in den obigen Figuren jeden Vertex mit einer Zeit und
seine Beine mit Quantenzahlen und verfahre analog mit dufleren Punkten.

(b) Man schreibe fiir jeden Vertex einen Faktor
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a+ a+
_1, v Gy
27q1,,92,,59] ,45 ,° aql 1 a
’ ? k] £ \Y) q!
WV 2V

(c) Man schreibe fiir jede Verbindungslinie, die die Zeiten 7, und 7, verbindet,
und Beine mit Quantenzahlen q, und q, verkniipft, einen Faktor

ggz,qy (T — Ty)7 >

wo GY der mit Hy gebildete Propagator ist. Falls die Beine mit demselben
Vertex verbunden sind, sodass 7, = 7, ist dieser Faktor wie

0 ¥ 5
X
QQm Ay (_O) wf q
y
zu verstehen.

(d) Man summiere iiber alle inneren (d.h. an den Vertexbeinen stehenden)
Quantenzahlen und integriere alle Vertexzeiten von 0 bis .
(e) Man fiige einen Faktor
(=9)*

n!

(13.4)

hinzu, wo n die Zahl der Vertizes und )\ die Zahl der geschlossenen Lin-
ienziige (Fermionenloops) ist.

Erduterungen zu (c): Fiir 7, = 7, stammen die Feldoperatoren a, (7,) und
aLyW(Ty) aus demselben Stéroperator Hiy (7). Dort hatten sie jedoch die Reihen-
folge a'a, die im Zeitordnungsprodukt T dem Limes 7, = 7, — 0 entspricht.

Erduterungen zu (e): Das Vorzeichen héngt fiir Fermionen (s = +1) vom Charak-
ter der Permutation ab, die man beim Kontrahieren ausfiihrt. Um diese Permu-
tation in Relation zur topologischen Struktur des zugehorigen Graphen zu setzen,
ordnen wir die Feldoperatoren so um, wie sie langs der gerichteten Linienziige des
Graphen angeordnet sind. Fiir alle Graphen ohne geschlossenen Linienzug, d.h. fiir
solche mit nur einem offenen Linienzug zwischen den beiden externen Punkten,
steht dann ganz links der Operator a (1), es folgen in irgendeiner Reigenfolge die

2n Paare GL;VW(TZ,) aquW(Ty) (t=1,2; v =1,...,n) und ganz rechts der Operator

CLL/W(T, ). Alle diese Anordnungen gehen aus aqag,(H ") durch gerade Permuta-

tionen hervor. Um nun einen geschlossenen Linienzug zu erzeugen, nimmt man aus
der gerade beschriebenen Anordnung von Feldoperatoren eine bestimmte Anzahl
von Paaren (aL;VVV(TV) aq,,w(7v)) heraus (das entspricht einer geraden Permuta-
tion) und kontrahiert diese untereinander. Dabei muss man, um den Zyklus zu
schlieflen, den vordersten Erzeuger ganz nach hinten bringen,

(afa)...(ata) — (aa’)...(aal),

und das erfordert eine ungerade Permutation. Folglich muss man fiir jeden
geschlossenen Linienzug einen Faktor —s hinzufiigen.
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Zur Nlustrierung stellen wir die Graphen nullter und erster Ordnung zusammen.

Die nullte Ordnung des Zéahlers ist einfach

O O mit dem Beitrag gqu, (r—1").

Im Nenner haben wir in nullter Ordnung einen Beitrag 1, dem wir den leeren
Graphen zuordnen. In erster Ordnung gibt es fiir den Zahler 3! = 6 Graphen,

o 0
SN R S I

und fiir den Nenner 2! = 2,

SRVE NSy

Ubung 13.1: Man schreibe fiir jeden der obigen Graphen den analytischen Aus-
druck auf.H

Von der zweiten Ordnung an fallt auf, dass verschiedene Graphen durchaus identi-
sche analytische Beitrage liefern konnen. Das gilt ndmlich fiir solche Graphen, die
sich nur durch die Numerierung ihrer Vertizes unterscheiden. Ein Beispiel dafiir
geben die beiden folgenden Graphen

1 2 2 1

AL le A2y

die verschieden und daher beide aufzufiithren sind, deren Beitrdge sich aber nur
durch verschiedene Benennung der Integrationsvarialen unterscheiden. Da man n
Vertizes auf n! Arten mit Zeiten 71 bi 7,, versehen kann, kénnte man meinen, zu je-
dem Graphen n—ter Ordnung gébe es n! aquivalente mit dem gleichen analytischen
Beitrag. Dass dies nicht richtig ist, zeigen die beiden folgenden Beispiele

o 2 OO
@1\/0/\/0 OJKZ\K/Q

bei denen eine Vertauschung von 1 mit 2 nicht zu topologisch verschiedenen nu-
merierten Graphen fithrt. Es gibt zu jedem numerierten Graphen eine Gruppe von
Permutationen der Numerierung, die ihn topologisch invariant lasst. Man nennt
die Ordnung dieser Gruppe die Symmetriezahl S des Graphen.

Man macht sich nun leicht klar, dass die Zahl der aquivalenten Graphen, die
sich nur in der Numerierung der Vertizes unterscheiden, gleich n!/S ist. Wir
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reduzieren die Zahl der Graphen, indem wir alle dquivalenten Graphen zu einem
unnumerierten Graphen zusammenfassen und erhalten anstelle von (e) als Rechen-
vorschrift fiilr unnumerierte Graphen eine

Regel fiir unnumerierte Graphen:
(¢’) Man filige einen Faktor

(—s)*
S (13.5)

hinzu, wo S die Symmetriezahl des Graphen (mit gerichteten Vertizes) ist.

Nunmehr sind wir in der Lage, eine wichtige Umsortierung der Reihe aller Graphen
vorzunehmen. Dazu fithren wir den Begriff des Zusammenhangs fiir Ver-
tizes und externe Punkte ein. Wir nennen Vertizes und &auflere Punkte
eines Graphen zusammenhiangend genau dann, wenn sie durch Teilchenlinien
verkniipft sind. Dies definiert eine Aquivalenzrelation, deren Klassen die topo-
logisch zusammenhangenden Stiicke eines Graphen sind. Die oben dargestellten
6 Zahlergraphen erster Ordnung sind zusammenhéangend bis auf die beiden er-
sten. Jeder Zahlergraph zu Gleichung (13.3) hat nun genau ein Stiick, das mit den
beiden externen Punkten zusammenhéangt. Dieses Stiick nennt man den verbun-
denen Anteil des Graphen, wihrend man die Gesamtheit der unverbundenen
Stiicke den unverbundenen Anteil nennt. Die Niitzlichkeit dieser Begriffsbil-
dung ergibt sich aus folgendem Sachverhalt:

Der analytische Beitrag eines Graphen ist gleich dem Produkt der
Beitrage des verbundenen und des unverbundenen Anteils.

Zum Beweis geniigen zwei Bemerkungen: (1) Die Integrale nicht zusammenhén-
gender Teile eines Graphen faktorisieren immer, da der Integrand aus Faktoren
v und G° nur Variable innerhalb solcher Teile verkniipft. (2) Der Vorfaktor fak-
torisiert ebenfalls, weil die Zahl der geschlossenen Linienziige sich natiirlich additiv
zusammensetzt und weil die Symmetriezahl des verbundenen Anteils gleich 1 ist;
die Symmetriepermutationen eines Graphen sind genau diejenigen des unverbun-
denen Anteils.

Wir ordnen die Menge aller Zahlergraphen jetzt so, dass wir alle Graphen mit dem-
selben verbundenen Anteil zusammenfassen. Offenbar kommt jeder verbundene
Anteil genau einmal mit jedem unverbundenen Graphen einschliellich des leeren
als unverbundenem Anteil vor. Da die Summe aller unverbundenen Graphen aber
gleich dem Nenner < (6,0 > Ho ist, liefert die Summe aller Graphen mit demsel-
ben verbundenen Anteil als Beltrag den Beitrag des unverbundenen Anteils mul-
tipliziert mit <S > H, und man kann den Nenner in (13.3) wegkiirzen. Damit
haben wir den Satz von den verbundenen Graphen gefunden:

Der Einteilchenpropagator (13.3) ist gleich der Summe aller ver-
bundenen Graphen.

Damit ist das anhand von Gleichung (12.14) diskutierte Problem gelost. Die
Beitrage der verbundenen Graphen sind nédmlich unabhéngig von der Grofle des
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Systems, wie es bei Propagatoren sein soll. Man kann das verstehen, indem man
sich die Beitrage der Graphen in Ortsdarstellung ausgewertet vorstellt. In dieser
Darstellung tragen die Enden der Vertizes fiir lokale Wechselwirkungen (13.2) und
die externen Punkte Ortsvariablen. Die Integrationen iiber alle inneren Variablen
werden durch die Reichweite der Wechselwirkung v und der Greenfunktionen G
abgeschnitten. Da alle inneren Punkte fiir verbundene Graphen an den externen
Punkten festhangen, liefern die inneren Integrationen einen von der Systemgrofie
unabhéangigen Beitrag.

Im Gegensatz dazu kann der Mittelpunkt jedes zusammenhangenden unverbunde-
nen Graphen iiber das gesamte Volumen des Systems laufen, sodass die Beitriage
solcher Graphen volumenproportional sind. Unverbundene Graphen, die aus
r zusammenhangenden Teilen bestehen, haben Beitrage proportional zur r—ten
Potenz des Systemvolumens.

Wir konnen jetzt auch leicht eine lineare Graphenreihe fiir die freie Energie in
(12.14) herleiten. Nach der obigen Analyse ist e~ ?(F =) gleich der Summe aller
unverbundenen Graphen einschliefSlich des leeren Graphen. Unter diesen gibt es die
Teilmenge der zusammenhangenden, die wir uns durchnumeriert denken wollen.
Wir nennen den Beitrag des v—ten solchen Graphen I'), (v = 1,2,...). Nun kann
man jeden unverbundenen Graphen durch die Haufigkeit n, (n, = 0,1,2,...)
eindeutig charakterisieren, mit der er den v—ten zusammenhéingenden Graphen
enthélt. Nach der obigen Diskussion ist klar, dass der Beitrag des unverbun-
denen Graphen sich durch Multiplikation der Beitridge der zusammenhéngenden
Teile ergibt, bis auf die Symmetriezahl S. Die Symmetriepermutationen eines
Graphen setzen sich zusammen aus den Symmetriepermutationen jedes zusam-
menhéngenden Teilgraphen und den Permutationen identischer Teilgraphen un-
tereinander. Daher gilt fiir die Symmetriezahl eines Graphen mit n, v-ten Teilen

S({n,}) = II‘S”V- (13.6)

Folglich ist der Beitrag des betreffenden unverbundenen Graphen

r(fm)) =I[ % (13.7)
v=1 "Y'

Summation tber alle {n, } liefert also
_ —B(F-Fy) _ _ °°_1 r,
<S(5,0)>H0 —e D) = {Z}F({ny}) = edam (13.8)

und damit

—B(F —Fo) =3 ,2,T,. (13.9)

Dieses Ergebnis nennt man den Cumulantensatz:
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Die Summe aller unverbundenen zusammenhangenden Graphen
ist gleich —3(F-Fy).

I"Jbung 13.2: Man gebe die Potenz des Systemvolumens an, zu der das folgende
Diagramm proportional ist. [In memoriam Shang-Keng Ma (1940-1983)]

S ©
=

Im folgenden werden wir den Ubergang von der zeitabhangigen Darstellung
zur Energiedarstellung fiir verbundene und zusammenhingende unverbun-
dene Graphen beschreiben. Im ersten Schritt ersetzen wir alle Greenfunktionen
GY(r — 7'), das sind 2n + 1 in einem verbundenen Graphen und 2n in einem un-
verbundenen Graphen n-ter Ordnung, durch ihre Fourierreihen (4.7,8). Dadurch
wird jeder Teilchenlinie eine Energie w zugeordnet, iiber die laut (4.7,8) mittels
%Zﬁz_w summiert wird. Jede innere Zeit kommt in vier Greenfunktionen G°
vor und ist daher mit vier Energien verkniipft. Wir nennen die Energien der ein-
laufenden Linien w.; und w.s und die der auslaufenden Linien w,; und w2, wie
in der folgenden Figur gezeigt.

Wer We2
Wa T Wa2
Dann liefert das nach Regel (d) zu bildende Zeitintegral iiber 7, den Faktor

B ‘
/ dT]/ eZTV(wel+UJe2_wal_wa2) — 6 . 6wel+we27wal+wa2' (13.10)
0
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Die Zeitintegration fiihrt also dazu, dass an jedem Vertex Energieerhaltung
herrscht:

An jedem Vertex ist die Summe der einlaufenden ist gleich der
Summe der auslaufenden Energien.

In verbundenen Graphen tragen die mit den Quellpunkten verbundenen Teilchen-
linien aufgrund der Energieerhaltung die gleichen Energien we, und wenn wir
bezlglich der externen Zeiten 7 und 7' den Fourierkoeffizienten bilden, indem
wir mit w = wopyy fir s = +1 bzw. mit w = we, fir s = —1 nach (4.6) das
Integral

ﬁ /
/ dr e =1) g5 (13.11)
0

berechnen, wird wex = w gesetzt. Letztendlich sind noch die f—Faktoren abzu-
zahlen. Jede der Fouriereihen, 2n + 1 fiir verbundene Graphen und 2n fiir unver-
bundene Graphen, brachte ein 1/8 und die n + 1 bzw. n Zeitintegrationen je ein
(. Also bleiben in jedem Fall genau n Faktoren 1/8. Wir notieren die

Regeln fiir unnumerierte Graphen in der Energiedarstellung:

(a’) Man versehe wie in Regel (a) die Beine aller Vertizes und, falls vorhanden,
der externen Punkte mit Quantenzahlen q. Jeder Teilchenlinie gebe man
eine Energie so, dass an jedem Vertex die Energie erhalten ist (siche das
Beispiel in der folgenden Figur).

W+Hw -w’
w,,
W W W

(b) Man schreibe fiir jeden Vertex einen Faktor —2v o o
2 ql,qu,V7q17uq27V

(¢’) Man schreibe fiir jede Teilchenlinie

2 einen Faktor G, q, (iws).
a, ay Y

Falls beide Enden der Linie an demselben Vertex hangen, flige man einen
Faktor e™=" hinzu (hinsichtlich 5 siehe (d’)).

(d’) Man summiere iiber alle inneren Quantenzahlen. Man setze die Energien der
an den beiden externen Punkten hédngenden Linien, falls vorhanden, gleich
der externen Energie wo,,+1 (s = +1) bzw. wy,, (s = —1). (Erstere sind
aufgrund der Energieerhaltung ja schon identisch.) Alle weiteren Energie-
variablen summiere man und fiige einen Faktor 1/4™ hinzu (n = Zahl der
Vertizes), fiir Fermionen tiber die Werte wo, 11, fiir Bosonen iiber wy, (v =
0,£1,42,...). Dann bilde man den Limes n — 0+.
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(e’) Man fiige einen Faktor (*;)A hinzu (siehe (13.5)).

Ubung 13.3: Warum braucht man in (c’,d’) den zusitzlichen Faktor e™:" mit
n > 070

Symmetrien der Wechselwirkungs—Matrixelemente ermoglichen eine Ver-
einfachung der Graphen und gleichzeitig eine Reduktion der Anzahl der Graphen
in jeder Ordnung. Man kann immer die Symmetrie

(13.12)

v =
q192;97 95 d2q1;959]
annehmen.

["Jbung 13.4: Man erinnere sich an die Ubungsaufgabe nach Gleichung (9.7) und
begriinde, dass man fiir lokale Potentiale in der Impulsdarstellung (2.33) Vg durch

5(vq +v_g) ersetzen muss, um die Symmetrie (13.12) zu gewahrleisten. Wieso

gilt v, = v_, fiir Potentiale mit Inversionssymmetrie v(r) = v(—r)? U

Die Symmetrie (13.12) hat zur Folge, dass der Beitrag der Graphen nicht von
der Richtung der Pfeile an den Vertizes abhéngt. Wir kénnen daher diese Pfeile
weglassen, wenn wir den Beitrag jedes Graphen mit einem geeigneten Vielfach-
heitsfaktor versehen. Fiir verbundene Graphen fiihrt jede Umkehr eines Wechsel-
wirkungspfeils zu einem verschiedenen Graphen und man erhalt zu jedem Vertex
einen Faktor 2. Dies gilt jedoch nicht fiir unverbundene Graphen, wie die Beispiele
in der folgenden Figur zeigen.

OO0 OO

Diese beiden Graphen gehen bei simultaner Umkehr beider Pfeile in sich iiber.
Auflerdem haben sie verschiedene Symmetriezahlen, der linke S = 1 und der rechte
S = 2. Aus diesem Grunde ist es ratsam, zu numerierten Graphen zuriickzukehren,
dort zunéchst die Pfeile und erst dann die Numerierung wieder zu entfernen. Wir
starten also wieder mit den Regeln (a) bis (e) fiir numerierte Graphen.

Die meisten numerierten unverbundenen Graphen (es reicht, zusammenhéngende
zu betrachten) sind tatséchlich auch unter keiner Pfeilrichtungsdnderung invari-
ant. Invariant konnen sie unter einer simultanen Umkehr aller Pfeilrichtungen
sein. Diese Invarianz besitzen nur die beiden Graphen erster Ordnung und die aus
ihnen in hoherer Ordnung hervorgehenden unendlichen Serien von Leitergraphen,
die in der folgenden Figur gezeigt sind, natiirlich mit beliebiger Reihenfolge der
Vertizes 1,2,...,n. Wir nennen alle diese Graphen im momentanen Kontext die
Leitergraphen.

100



:
f
f

s

]
E

Die unverbundenen Graphen erhalten also beim ﬂbergang zu nichtgerichteten Ver-
tizes einen Faktor 2" bis auf die Leitergraphen, die einen Faktor 2"~! erhalten.
Wir werden die Faktoren 2" in das Wechselwirkuungs-Matrixelement integrieren.

Nachdem man sich so der Pfeile an den Vertizes entledigt hat, kann man wieder zu
unnumerierten Graphen tibergehen. Dies liefert einen Faktor n!/S, wo S hier die
Symmetriezahl fiir Graphen mit nichtgerichteten Vertizes ist, d.h. die
Zahl der Permutationen der Numerierung, die solche Graphen in topologisch
aquivalente iiberfiithren. Insgesamt werden die Regeln fiir numerierte Graphen
wie folgt verandert.

Regeln fiir unnumerierte Graphen mit nichtgerichteten Vertizes:
(b’) Man schreibe fiir jeden Vertex einen Faktor

v ’ ;.
ql,uq2,u;q1’yq27u

(e”) Man fiige einen Faktor

(=D?
5 (13.13)

hinzu, wo S hier (im Unterschied zu S in (e’)) die Symmetriezahl der
Graphen mit nichtgerichteten Vertizes ist. Fiir die Leitergraphen, deren
Symmetriezahl S = n ist, verdopple man S auf 2n.

Es sei noch angemerkt, dass die verdoppelte Symmetriezahl fiir die unverbundenen
Graphen erster Ordnung die Doppelzdhlung der Energie verhindert, deren Proble-
matik uns bei der Ndherung des effektiven Feldes mit Gleichung (9.13) begegnet
ist.

Nach Gleichung (9.7) kann immer eine iiber (13.12) hinausgehende Symmetrie
der Wechselwirkungs—Matrixelemente angenommen werden. Ihre Verwendung ist
allerdings nicht in jeder Hinsicht vorteilhaft.

Ubung 13.5: Man zeige, dass man fiir lokale inversionssymmetrische Potentiale
das Matrixelement in (2.33) durch %(vq —sv ersetzen muss, wenn man
die volle Symmetrie (9.7) nutzen will.H

a1 +Cl*q2)

Falls die Symmetrie (9.7) vorliegt, kann man durch #hnliche Uberlegungen wie
oben die Zahl der Graphen weiter reduzieren, indem man jeweils zwei Vertizes wie
in der folgenden Figur gezeigt zu einem punktformigen Vertex zusammenfasst.
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Fiir Fermionen ist mit dieser Zusammenfassung die Subtilitat verbunden, dass die
Zahlen X\ der Fermionenloops der beiden zusammengefassten Graphen sich um 1
unterscheiden.

I"Jbung 13.6: Man zeige, dass es fiir lokale Potentiale wie in der letzten
Ubungsaufgabe richtig ist, dem Punktvertex diejenige Zahl A von Fermionenloops
zuzuordnen, die sich aus dem Graphen ergibt, der die linken Vertizes in der obi-
gen Figur enthélt. Die gednderte Loopzahl bei anderer Vertexwahl wird durch die
Formel in Ubung 13.4 korrekt beriicksichtigt. O

Wir verzichten hinsichtlich der vollen Symmetrie (9.7) auf die Diskussion weiterer
Einzelheiten.
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14. Dysongleichung und Selbstenergie

Eine grundlegende Begriffsbildung fiir die systematische Summation von Graphen
ist die der Reduzibilitat. In diesem Kapitel behandeln wir den Begriff der
Einteilchen—Reduzibilitat.

Man nennt einen Graphen einteilchen—reduzibel, wenn man ihn durch Zer-
schneiden einer einzigen Teilchenlinie in zwei unzusammenhangende Graphen
teilen kann, die beide mindestens einen Vertex enthalten. Alle anderen Graphen
nennt man einteilchen—irreduzibel. Offenbar sind unverbundene Graphen
niemals einteilchen-reduzibel.

Die verbundenen Graphen fiir den Einteilchen-

propagator lassen sich in lauter irreduzible Teile

zerschneiden wie das Beispiel in der neben- @
stehenden Figur andeutet. Wir nennen je- C

den solchen Teil einen Selbstenergiegraphen, 6

wobei die ein— und auslaufenden Teilchenlinien = ©

und die Summationen iiber deren Quanten- Schnitt
zahlen nicht zu dem Selbstenergiegraphen geho-

ren sollen. Wegen der Energieerhaltung stim-

men die ein— und auslaufende Energie eines

Selbstenergiegraphen immer mit der aufleren Z
Energie z iiberein. Der Beitrag eines Selbst-

energiegraphen hangt daher von dieser En-

ergie z und von den Quantenzahlen q und

q' der ein— und auslaufenden abgeschnitte-

nen Beine ab. Die Summe der Beitrage aller q
Selbstenergiegraphen nennen wir die Selbsten-

ergie Yq o/ (2) und stellen sie graphisch in der

Energiedarstellung durch das nebenstehende

Diagramm dar.

=4

Wahrend die Regeln zur Aufstellung der analytischen Ausdriicke fiir die Selbst-
energie in der Energiedarstellung keiner Erlauterung bediirfen, gibt es zur De-
finition der Selbstenergie g o (7 — 7') in der Zeitdarstellung Erklarungsbedarf
hinsichtlich der Zeitabhangigkeit. Hier miissen die Integrationen iiber die beiden
Zeiten, deren Vertizes auf der offenen Teilchenlinie als erste und letzte anschlieflen,
weggelassen werden. Fiir die beiden Selbstenergiegraphen erster Ordnung, die nur
einen Vertex besitzen, impliziert dies einen Faktor 6(7 — 7). Im laufenden Kapitel
werden wir wegen ihrer Einfachheit bis auf Gleichung (14.2) nur die Energiedarstel-
lung verwenden. Auf die Zeitdarstellung werden wir jedoch im néachsten Kapitel
zuriickkommen.

Die Graphen des Einteilchenpropagators entstehen durch Einschub einer beliebigen
Anzahln =0,1,2... von irreduziblen Selbstenergiegraphen in die Teilchenlinie, die
die auBleren Punkte verbindet. Dabei kann man an jeder Stelle jeden irreduziblen
Selbstenergiegraphen einsetzen, sodass die Summe iiber alle Graphen an jeder
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Stelle die gesamte Selbstenergie ¥(z) erhélt. Die Struktur eines solchen Graphen
mit n Selbstenergieeinschiiben ist in der folgenden Figur gezeigt.

1 2 n

Der exakte Einteilchenpropagator wird tiblicherweise durch eine doppelte Teilchen-
linie zwischen den aufleren Punkten dargestellt. Wir konnen damit die folgende
symbolische Rechnung durchfiihren:

O——0 = © 0 +0 @ o +0 @ @ O+ ..
=0 o +o0 @ O
a Qg q gqezZg q

Hier wurde benutzt, dass der Beitrag eines Graphen linear von allem abhéngt,
was hinter dem ersten Selbstenergiegraphen steht. Die Summe der Graphen, die
rechts vom ersten Selbstenergiegraphen stehen, ist offenbar wieder der gesamte
Propagator. Man hat damit eine interessante Integralgleichung gefunden, die den
Propagator exakt durch seine Selbstenergie ausdriickt. Diese Gleichung nennt man
die Dysongleichung und sie lautet in der Energiedarstellung

Gq’q/ (Z) - Gg’q/(z) + Zq//,q/// G0q7q// (Z) Eq//’q/// (Z) Gq///,q/ (Z) (141)

und in der Zeitdarstellung

G T—1")= Gg’q/(T -7+ foﬁ dridr| thq,l Gqul (tr—m1)

xqu’q,l (11 —11) Gq,l,q,(T{ —7').

aa (14.2)

["Jbung 14.1: Man zeige, dass die Gleichung (5.12) sich mittels der Dysonglei-
chung auch wie

% [Zq/q(—iw2m+1) qu/ (—iWQm+1)] e~ wam+1(=0) (S :-l‘l)
(Ha)x =)

m,q,q’ ;—ﬁl [Zq/q(_iWQm) qu, (—iwzm)] e—iw2m~(—0) (S _ _1>

schreiben lasst. U

In dem praktisch wichtigen Fall, in dem die Quantenzahlen q Erhaltungsgrofien von
H und H, sind, werden alle obigen Grofien diagonal in q und die Dysongleichung
ist eine einfache algebraische Gleichung. Man schreibt ihre Losung dann oft als

(Gaa(2) " = (Gl q(2))

Hat zusétzlich der ungestorte Propagator die Form (7.7), so erhdlt man

1 1
T T A

o2 q(2) (14.4)
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Wir haben damit eine explizite Storungsentwicklung fiir den Massenoperator (5.16)
gewonnen. Die physikalische Bedeutung der Selbstenergie wird durch Gleichung
(14.5) am besten beleuchtet. Die Selbstenergie stellt einen allerdings z—abhéngigen
Beitrag zur Energie der Teilchen dar. Der Pol des ungestorten Propagators bei
2z = €p verschiebt sich durch die Wechselwirkung nach z = E, wo E}, die Losung
der impliziten Gleichung

Ep = ep + X(p, Ep) (14.6)

ist. Der Realteil von X(p, Ep) beschreibt die Verschiebung der Energie eines
Teilchens mit Impuls p aufgrund seiner Wechselwirkung mit den anderen Teilchen
und der Imaginérteil von X(p, Fp) seinen Zerfall wahrend der Propagation. Die
Entwicklung von X(p, z) um z = E}, liefert in erster Ordnung

0X(p, 2z
2(p.2) = Dlp. Bp) + | (i),

womit der Propagator sich in der Néahe des Pols wie

_ya+s o 9%(p,%)
- &, mit § = P =k, (14.7)

Gpp(2)
verhélt. Das Residuum 1/(1+9) reduziert das Spektralgewicht des Einteilchenpols
bei Ey, zugunsten inkoharenter Anteile des Spektrums, die sich iiber einen breiteren
Spektralbereich ausbreiten.

Die Berechnung des Propagators wird durch die
Dysongleichung auf die Berechnung der Selbstenergie
zuriickgefiihrt, die sich aus weit weniger Graphen
zusammensetzt als der Propagator selbst. Die Zahl
der Selbstenergiegraphen lasst sich mit einem zwei-
ten Reduzibilitatsbegriff weiter reduzieren. Wir nen-
nen (einteilchen—irreduzible) Selbstenergiegraphen N
zweiteilchen—reduzibel, wenn sie sich durch Zer-
schneiden zweier Teilchenlinien in zwei Teile zerlegen
lassen, die beide mindestens einen Vertex enthalten.
Die nebenstehende Figur zeigt ein Beispiel. Alle
anderen Selbstenergiegraphen heiflen zweiteilchen—

irreduzibel oder Skelettgraphen.

Man macht sich leicht klar, dass beim Zerschneiden eines reduziblen Graphen
einer der Teile die beiden dufleren Beine des Selbstenergiegraphen enthalt. Durch
Verbinden der Schnittstellen dieses Teils erhalt man einen amputierten Selbst-
energiegraphen mit denselben dufleren Variablen wie vorher. Der andere, her-
ausgetrennte Teil ist ein eventuell einteilchen-reduzibler Selbstenergiegraph, der
von gewissen inneren Variablen abhangt. Er wird ein Selbstenergie—Einschluss
genannt. Durch Abtrennen endlich vieler Selbstenergie-Einschliisse wird jeder
Selbstenergiegraph zum Skelettgraphen. Umgekehrt erhalt man alle Selbst-
energiegraphen, indem man in alle Sketettgraphen alle moglichen Selbstenergie—
FEinschliisse, auch reduzible, einbaut. Das ist aber gleichbedeutend damit, in allen
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Skelettgraphen die Teilchenlinien durch Doppellinien, also G° durch G zu erset-
zen. Die Selbstenergie ist einfach die Summe aller Skelettgraphen, wenn man nur
in den Sketettgraphen alle ungestorten Propagatoren durch die exakten ersetzt.

Die Skelettgraphen erster und zweiter Ordnung sind in der folgenden Figur zusam-

mengestellt.
8 M @ M
M

Ubung 14.2: Man zeichne die 10 Skelettgraphen dritter Ordnung. O

Da man die Summe aller Graphen wie auch die Summe aller Skelettgraphen nicht
exakt ausrechnen kann, zieht man sich auf Naherungsverfahren zurtick. Auf der
Basis des oben dargestellten besteht ein einfaches Naherungskonzept darin, eine
handhabbare Teilmenge der Skelettgraphen zu beriicksichtigen. Wenn wir diese
Teilsumme von Skelettgraphen, in die die exakte Greenfunktion G fiir alle Teilchen-
linien eingesetzt ist, Xapprox (G) nennen, erhalten wir die (hinsichtlich der Quan-
tenzahlen q formale) Dysongleichung

G =G" + G° Sopprox (G) G, (14.8)

die zur selbstkonsistenten Bestimmung von G im allgemeinen numerisch iterativ
zu losen ist. Die einfachste Ndherung dieses Typs besteht darin, nur die bei-
den Skelettgraphen erster Ordnung mitzunehmen. Die dementsprechende Selbst-
energie ist in der folgenden Figur dargestellt.

Q
L AR

Diese beiden Skelettgraphen entsprechen nach den Regeln fiir unnumerierte
Graphen in der Energiedarstellung der Selbstenergie

(1) — _ T
Zcu,q’l (2) = ZQ2qIQ(UQ1Q2§q/1q/2 SleQz;q’zq’l)<aq2aq’2>G' (14.9)

["Jbung 14.3: Man zeige durch einen Vergleich mit Gleichung (9.17), dass diese
Niherung mit der Molekularfeldndherung identisch ist.H

106



15. Zweiteilchen—Propagatoren und Parquettgleichungen

In diesem Kapitel werden wir die diagrammatische Storungsentwicklung fiir
Zweiteilchen—Propagatoren

Gy (q171, q272; Q) 71, Ay Ty) = <Ts(aq17'1 Aqyry GL;T{ aLyg)% (15.1)

einem Spezialfall der n—Teilchenpropagatoren (8.1), diskutieren. Der Zweiteilchen—
Propagator hat per Definition die Symmetrien

Go(Q171,Q272; Q) 71, 5Ts) = —5Go(QaT2, q171; A} 71, A5T5)
= —5G,(q171,d272; 9575, Q1 T1) (15.2)
= Gy(Qam, qi7T1; 957, Q1 71).

Es ist offensichtlich, dass sich die Gleichungen in Kapitel 12, insbesondere die
Gleichung (12.13), analog auf G, iibertragen. Damit gelten auch in analoger Weise
die Uberlegungen in Kapitel 13. Es gibt jetzt je zwei Quell- und Senkpunkte:

1 2
O—— ——0
O—<— —<—0
1 2
Verbundene Graphen sind solche, die mit mindestens einem der externen Punkte
verbunden sind. Es gibt jetzt zwei offene Teilchenlinienziige, die Quellpunkte
mit Senkpunkten verbinden. Dabei entstehen zwei Alternativen der Verbindung,
nadmlich (12")(21") oder (11')(22’). Die verbundenen Anteile der Graphen sind
hier nicht notwendig zusammenhéngend. Die unverbundenen Anteile der Zahler-
graphen kiirzen sich wie in Kapitel 13 gegen den Nenner in Gleichung (12.13)

weg, sodass die Storungsreihe fiir G, wie beim Einteilchen—Propagator aus allen
verbundenen Graphen besteht.

Die Regeln fiir die Beitrage der Graphen konnen ebenfalls aus Kapitel 13
tibernommen werden. Beachtet werden muss nur, dass die Kontraktion (11”)(22’)
offenbar einen zuséitzlichen Faktor —s erforderlich macht. Wir fiigen daher eine
zusatzliche Regel fiir Zweiteilchen—Propagatoren ein:

(f) Falls die offenen Teilchenlinien vom Typ (11')(22’) sind, ist der Faktor -s
hinzuzufiigen.

Die verbundenen Graphen fiir G, kann man in drei Teilmengen einteilen. Die er-
ste bzw. zweite Teilmenge besteht aus den nicht zusammenhangenden Graphen
vom Typ (12')(21’) bzw. vom Typ (11’)(22’). Da diese Graphen in den Teilchen-
linienziigen zwischen den externen Punkten beliebige Selbstenergie-Einschliisse
haben kann, sind diese Linienziige durch die vollen Einteilchen—Propagatoren G,
zu ersetzen. Die dritte Teilmenge besteht aus allen zusammenhangenden verbunde-
nen Graphen. Sie bestehen aus dem einteilchen—irreduziblen Zweiteilchenvertex
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I's der mit allen vier externen Punkten durch Teilchenlinienziige verbunden ist,
die ebenfalls durch das volle G, zu ersetzen sind. Diese Klassifikation der Graphen

fiir g, ist in der folgenden Figur dargestellt.

1 2’ 1 2’ 1 a d 2’
O=—==—0 O==/

gz e + A - -
o0 O k0
1 2 1 2 1 c b 2

Die gestrichelte Linie ist im Hinblick auf die Regel (f) eingezeichnet, die zu
beachten ist, wenn die mit den externen Punkten verbundenen Teilchenlinienziige
diese Linie iiberschreiten. Dies gilt auch fiir die Beitrage des Vertex I's. In Formeln
lautet die oben graphisch dargestellte Gleichung

Go(a171, 92725 4171, A573) = Gy (1713 9575)G; (A272; A1 71)
+(=5)G; (171541 71)G; (Q272; A5 72)
+ Jodradmydredra)y . o G1(A1715aTa)Gy (A272; Qb Ts)
Xgl (chc§ qllT{)gl (Qde§ qéTé)PZ (anaa AbTo; AcTes dad)'

(15.3)

Das Konzept des Skelettdiagramms ist natiirlich auch auf I'y anwendbar. Das
volle I'y entsteht aus seinen Skelettdiagrammen durch Einsetzen aller moglichen
Selbstenergie—Einschliisse, d.h. durch Ersetzen aller internen Teilchenlinien
durch volle Propagatoren G, .

Der Zweiteilchenvertex I's kann benutzt werden, um alle Graphen der Selbstenergie
aus Kapitel 14 jenseits der ersten Ordnung in geschlossener Form zu schreiben. Die
entsprechende Gleichung ist in der folgenden Figur graphisch dargestellt.

Q

Die gestrichelte Linie in der obigen Figur sorgt mittels der Regel (f) dafiir, dass
die Fermionenloops immer richtig gezahlt werden. Die Figur entspricht der Formel

Zq,q/ (7‘ — 7'/) = (S(T — ’7'/) quqll (S qul;q/q/1 _Uqlquq’lq’) gl(qla _07 q/17 0)

— [iirdradrydredry Y Q1aed, ['2(QaTa, AbTo; AeTe, QaTa) | (15.4)
qaqbq9cqd

XG1(q171;aTa) G1(QaTa; 9271) G (Qh 115 QpTh).-

v
qdz;q19;

fjbung 15.1: Man tberzeuge sich von der Richtigkeit der oben dargestellten
Beziehung zwischen ¥ und I'p. U

Die obige Beziehung zwischen Y und I'y erhellt sich auch aus einem Vergleich der
Dysongleichung (14.1), die in Matrixschreibweise (G)71G, = 1 + £ G, lautet, mit
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der Bewegungsgleichung (9.18), die in analoger Darstellung (GY)~!'G, =1+ V G,
lautet. Hierbei sind in G, drei Zeiten in einem geeigneten Limes gleichzusetzen,
damit die richtige zweizeitige Greenfunktion in (9.18) entsteht. Der Vergleich
ergibt folglich die Beziehung

G, =VG,, (15.5)

die sich diagrammatisch angesichts von Gleichung (15.4) wie folgt darstellt.

EEZQ&% .

Man beachte auch hier die wichtige Rolle der gestrichelten Linie. Aus der Figur
vor Gleichung (15.3) geht die rechte Seite der letzten Figur durch Drehung der
Diagramme um 90 Grad und Vertauschung der ersten beiden Diagramme hervor.

[“Ibung 15.2: Man iiberpriife die Herleitung der letzten Figur. U

Skelettgraphen des Zweiteilchenvertex I's konnen durch Zerschneiden zweier
Teilchenlinien in zwei verbundene Graphen zerfallen. Solche Skelettgraphen nennt
man zweiteilchen—reduzibel. Jeder der beiden Teilgraphen ist mit genau zweien
der externen Beine verbunden und man kann drei Kanale fiir das Zerfallen unter-
scheiden. Die getrennten Paare der externen Beine konnen sein:

(12’) und (21°) (erster Teilchen—Loch—Kanal TL1)
(11’) und (22’) (zweiter Teilchen-Loch-Kanal TL2)
(12) und (1'2") (Teilchen—Teilchen-Kanal TT).

Beispiele fiir die drei Zerfallskanédle sind in der folgenden Figur gezeigt, wobei
iiberkreuzende Wechselwirkungslinien der Deutlichkeit halber verschieden geférbt
sind.

1 2 1 2’

&/W\A\g 1 2 § 2
TI‘_2 1T TT

Die Summe aller Vertexgraphen aus I's, die in einem der Kanale irreduzibel sind,
d.h. fiir die die oben genannten beiden Beinpaare durch Zerschneiden zweier
Teilchenlinien voneinander getrennt werden konnen, bezeichnen wir mit einem
kleinen 7. In diesem Sinne ist v, der im TL1-Kanal irreduzible Vertex, vpy 4
der im TL2-Kanal irreduzible Vertex und vy der im TT-Kanal irreduzible Ver-
tex. Wir stellen diese irreduziblen Vertexfunktionen wie in der folgenden
Figur gezeigt dar. Dabei sollen die schmalen Kanten des Vertexrechtecks jeweils
die Nichttrennbarkeit der beiden anliegenden Beine suggerieren.

109



1N N A 1N A

3 /;/\2 s N2 27 A\
Yo Y12 Yo7

In erster Ordnung sind diese drei Vertexfunktionen in der folgenden Figur
angegeben,

C N
O _ Lo _ o _* ’
Yo = Yoo = Yor = M +(=s)
2’ 2 27 2
die der Gleichung
%(fll)ll - 7(T1132 - W(TIT) - (Uqlqz;q’lq’2 - qu1QQ§q/2q/1) (15.6)

X 8(11 — 72) 8(11 — 71) 6(T1 — 7%)

entspricht.

Aus jeder der drei irreduziblen Vertexfunktionen kann der gesamte Zweiteilchen-
vertex I's durch beliebig haufige Wiederholung der irreduziblen Vertexfunk-
tion gewonnen werden, woraus man #ahnlich wie bei der Dysongleichung (14.1)
die in den folgenden Figuren und Gleichungen dargestellten Bethe—Salpeter—
Gleichungen erhalt. Zunachst im TL1-Kanal,

mit der zugehorigen Gleichung, wobei der Faktor —s beim zweiten Term rechts
den zuséatzlichen Teilchenloop beriticksichtigt,

FQ(Q171,Q2;2;(1/17{,(1/275) = ’YTL1((1171,Clsz;Cl/lT{,qlzT§>
=5 Jo dTadmodTedTad g g0 qoqe Y1 (A1T1, AdTd; AeTe, A5T5) (15.7)
XG1(AeTe; daTa) Gy (AbTo; AaTa) To(AaTa, d272; A4 71, Ao Th),
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dann im TL2—-Kanal,

A2 DN A2 1N ¢

RCTE U S U D S

yTL2 yTL2

mit der zugehorigen Gleichung

FQ(Q171,(1272;(]/17'{7Q/27'5) = 7TL2(q17'17q27'2§q/17—{7q/27—é)
+ foﬂ dTaddeTchd anqchqd fyTLZ (q1T17 dad; q.CTC7 qllT{) (15'8)
XG 1 (AeTe; daTa) G1 (AbT: aTa) Ty (AaTa, d2T2; Ao Ts, AbT)

—~

und schliellich im TT—Kanal,

» A2 1IN

mit der zugehorigen Gleichung

FQ(Q171,Q272;(1/17{,(1/275) = ’YTT(Q171,Q272;CI/17{,Q'275)
+ foﬁ dTaddeTchd anqchqd fyTT(qlTlﬂ q2T2; dad7 qCTC) (15.9)
XG1(AeTe; daTa) Gy (AaTa; AvTo) Ty (QaTa, Ao To; A4 71, A5 T5).

Schlieflich gibt es auch Vertexgraphen, die in keinem der drei Kanéle reduzibel
sind und die man daher total zweiteilchen—irreduzibel nennt. Wir bezeich-
nen die Summe aller dieser Graphen mit v, .. In erster Ordnung stimmt ~, . mit
den in nur einem Kanal irreduziblen Vertexfunktionen (15.6) iiberein. Die ersten
Korrekturen zu dieser fiihrenden Ordnung von ;. ergeben sich erst in vierter Ord-
nung. Die folgende Figur zeigt ein Beispiel fiir einen total zweiteilchen—irreduziblen
Skelettgraphen vierter Ordnung.

S
£
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Fiir das folgende ist es wichtig zu wissen, dass ein in einem Kanal zweiteilchen—
reduzibler Skelettgraph in den beiden anderen Kanilen zweiteilchen—irreduzibel
sein muss. Um sich davon zu iberzeugen, muss man sich alle Moglichkeiten
des Zerschneidens von Skelettgraphen vergegenwértigen. In den oben gezeigten
Beispielen fiir die drei Kanale sind immer die beiden offenen Linienziige zerschnit-
ten worden. Es gibt jedoch zwei weitere Moglichkeiten des Zerschneidens, die in
der folgenden Figur verdeutlicht sind.

a d

b c

Das Zerschneiden kann also auch zweimal einen der offenen Linienziige oder
zweimal einen geschlossenen Linienzug betreffen. Werde nun, wie in dem obigen
Beispiel gezeigt, durch zwei Schnitte S; das Beinpaar (ab) vom Beinpaar (cd) ge-
trennt. Wir wollen annehmen, dass der Skelettgraph auch in einem der anderen
Kanaéle reduzibel wére. Dann miisste es moglich sein, durch zwei andere Schnitte
Ss a von b und ¢ von d zu trennen. Dies miisste dann erst recht nach Anwendung
des Schnitts 57 moglich sein. Die beiden durch den Schnitt S; entstandenen Teil-
graphen enthalten jeder zwei offene Linienziige, von denen jeweils einer a mit b
bzw. ¢ mit d verbinden muss, damit die Teilgraphen durch je einen Schnitt aus Ss
in je zwei Teile zerfallen konnen. Genau einer dieser zwei Teile enthalt dann aber
den zweiten durch S; entstandenen Linienzug, der andere nicht. Folglich kann der
andere nur ein offener Linienzug mit Selbstenergie-Einschliissen sein. Solche Teile
konnten aber ohne die Schnitte S nicht mit den anderen Teilen verbunden gewesen
sein. Damit haben wir einen Wiederspruch zur Annahme der Reduzibilitat in
einem zweiten Kanal gefunden gefunden. Wir halten das Fazit fest:

Jeder Skelettgraph aus I'; ist in hochstens einem der drei Kanaile
reduzibel.

Auf der Grundlage der damit gewonnenen Erkenntnis wissen wir jetzt, dass
jeder Graph aus I'y entweder total zweiteilchen—irreduzibel ist oder zweiteilchen—
reduzibel in genau einem der drei Kanale. Wir stellen daher die Bilanz

Ly =% + Ty = vppy) + (T = ypp) + (T — ypp)

auf und gewinnen durch Auflésen nach I', die Bilanzgleichung

Ty = 2 (vrL1 + V12 + Y01 = Yirr)- (15.10)

Die Bilanzgleichung (15.10) und die drei Bethe-Salpeter—Gleichungen (15.7-9)
fithren die vier Funktionen I'y, v, Vpp0 und v auf den total irreduziblen Ver-
tex 7., zuriick. Gleichzeitig wird mittels Gleichung (15.4) die Selbstenergie ¥ und
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mittels der Dysongleichung (14.2) der Einteilchen—Propagator G, aus I'y berech-
net, der in den anderen Gleichungen benétigt wird. Schlielich liefert Gleichung
(15.3) den Zweiteilchen—Propagator. Die oben zusammengestellten Gleichungen
nennt man die Parquettgleichungen.

Die einfachste Anwendung der Parquettgleichungen geht von der Annahme aus,
dass 7., gut durch die Beitriage erster Ordnung (15.6) genahert wird. Wie schon
oben angemerkt, wiirden erste Korrekturen dazu von vierter Ordnung sein.

Um die Parquettgleichungen bei vorgegebenem total irreduziblem Vertex -, . zu
losen, kann man wie folgt vorgehen. Man setzt alle vier Vertexfunktionen I',,
Yrr1> Yrre und Ypp auf den Anfangswert 7i,. Dann verbessert man diese An-
fangswerte, indem man die alten Werte in die rechten Seiten der drei Bethe—
Salpeter—Gleichungen (15.7-9) in der Form v = I'y — vG,G,I',, in die Bilanzglei-
chung (15.10) sowie in die Selbstenergiegleichung (15.4) und die Dysongleichung
(14.2) iterativ einsetzt. Mit iterativ ist hier gemeint, dass man die rechten Seiten
mit den alten Werten ausrechnet und die neuen Werte an den linken Seiten abliest.

Wir betrachten abschlieend als einen Spezialfall des Zweiteilchen—Propagators
den zweizeitigen Dichte—Dichte—Propagator. Dabei beschrianken wir uns auf
ein translationsinvariantes System unter Benutzung der Impulsdarstellung, auf
dessen Spektralfunktion wir uns schon im Kapitel 6 bezogen haben (siehe (6.24))
und den wir fiir nichtwechselwirkende Systeme in Kapitel 11 berechnet haben
(siehe (11.10,18)). Mit dem Dichteoperator (2.39) ist er durch

gpq,p:;(’r — 7") — _<T_1(pq7_,p2;7_,)>
=3 Z g2((k + q, i, T)v (klv,u’,T/>; (k’ + q, ,u',T' + 0)7 (k,,u,r + 0)) (1511)

k,k’
wop!

gegeben. Hier wurde die richtige Reihenfolge der Operatoren durch eine geeignete
Sperzifizierung der Zeiten sichergestellt. Man beachte den sich dadurch ergebenden
Faktor s vor G,. Die Diagramme fiir diesen Propagator enthalten zwei externe
Vertizes, die in der folgenden Figur dargestellt sind.

k+q, u K+, 0

Fiir die Stérungsentwicklung von (15.11) gibt es zusammenhéngende und nicht
zusammenhangende Diagramme. Die folgende Figur zeigt die Summe aller Dia-
gramme in der Energiedarstellung unter Benutzung des vollen Einteilchenpropa-
gators und einer Vertexfunktion I
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Diese Diagramme entstehen aus den Diagrammen vor Gleichung (15.3) durch
Zusammenfiihren der externen Vertexpaare (1,1") und (2,2’) zu jeweils einem roten
Vertex. Dabei ist das erste Diagramm als aus dem dortigen ersten und dritten
Diagramm und das zweite, nicht zusammenhéngende aus dem dortigen zweiten
entstanden. Offensichtlich tragen die nicht zusammenhéngenden Diagramme auf-
grund der Impulserhaltung nur fiir den trivialen Fall g = 0 bei. Daher brauchen
wir im folgenden nur die zusammenhangenden Graphen zu betrachten.

Die Regeln fiir die Beitrage der Graphen konnen auch hier aus Kapitel 13
iibernommen werden. Die Quantenzahlen k, k’, u und g’ sind als innere Quan-
tenzahlen zu interpretieren und daher zu summieren. Teilchenloops, die die ex-
ternen Vertizes enthalten, sind hinsichtlich der Vorzeichenregel (e’) (siehe (13.5))
als Loops mitzuzahlen. Wegen des oben erwahnten Faktors +s in der Gleichung
(15.11) ist die Regel (f) vom Anfang dieses Kapitels daher hier zu modifizieren:

(f’) Fiir die zusammenhingenden Graphen ist der Faktor —1 hinzuzu-
fiigen.

Der Vertex I' enthélt einen Beitrag nullter Ordnung I' = dk k0,00, o » der den
ungestorten Propagator ergibt, der in Kapitel 11 fiir Elektronen bei 1" = 0 schon
berechnet wurde (sieche Gleichung (11.18)). Der bosonische Fall ist wegen der
Bosekondensation im Grundzustand nicht interessant.

Wie wir im folgenden Kapitel sehen werden, enthilt die Storungsentwicklung
des Propagators (15.11) Terme, die fiir ¢ — 0 beliebig stark anwachsen, wenn
die Wechselwirkung des Systems die Coulombwechselwirkung (siehe (2.51) fiir
k = 0) ist. Wir definieren dazu den Begriff der Vertexreduzibilitit. Ein Dia-
gramm des Propagators (15.11) heifit Vertexreduzibel, wenn es durch Zerschneiden
einer einzigen Wechselwirkungslinie in zwei nicht zusammenhangende Teile zerfallt.
Wenn wir die Summe aller irreduziblen Diagramme, die man auch Polarisations-
diagramme nennt, mit II(q,w) bezeichnen, wobei II nicht das Minuszeichen
der Regel (f’) tragen soll, erhalten wir die graphische Gleichung

die in Formeln der Gleichung

<re

(15.12)
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entspricht und die nach dem Propagator aufgelost

I(q,w)

G T(w) = — .
L+ ¥eTi(a.w)

(15.13)

ergibt. Fiir die longitudinale dielektrische Funktion (6.68) bedeutet dies die Formel

1 4rre?
€(q, W)iong = ( =1+ 5 TI(q,w). (15.14)

6(q>w)‘1> Ve?
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16. Das homogene Elektronengas

In diesem Kapitel sollen einige Anwendungen der diagrammatischen Stérungsrech-
nung auf das Modell des homogenen Elektronengases vorgestellt werden. Im Mo-
dell des homogenen Elektronengases betrachtet man auf einem positiv geladenen
Hintergrund mit fest vorgegebener homogener Ladungsdichte n,, ein System
von negativ geladenen Elektronen. Bekanntlich erzwingt die lange Reichweite
der Coulombwechselwirkung im Mittel Landungsneutralitat, sodass die mittlere
Zahl der Elektronen durch die Neutralitatsbedingung

</V dr(n(r) = ney) ) = (V) = Nex = 0 (16.1)

gegeben ist. Indem man im Wechselwirkungsterm H’ des Hamiltonoperators alle

Coulombpotentiale

62

v(ir—r')= (16.2)

v —r|
zwischen den beteiligten Ladungen berticksichtigt, erhalt man in offensichtlicher
Verallgemeinerung von Gleichung (2.55)

H = %/V d3r/v 3y (n(r) — nex)v(r —r') (n(r') - ”ex)

(16.3)
— %U(O) /V d’r (n(r) — nex).

Hier kann man den Term der Selbstwechselwirkung streichen, wenn man die Be-
dingung der Ladungsneutralitdt (16.1) bei der Behandlung des Systems als nicht
nur im Mittel, sondern als strikt giiltig betrachtet, N — Nex = pg — pexo = 0-

Damit besteht beim Ubergang in die Impulsdarstellung nach Gleichung (2.53) die
einzige Wirkung des positiven Hintergrundes in der Unterdriickung des Terms mit
Impulstiibertrag q = 0 und der Hamiltonoperator des homogenen Elektronengases
lautet insgesamt
H=Hy+ H' (16.4)
mit 2 .
h
Hy = Zeqagaq, €q = ¢ ! (16.5)
a,u

2m

und (siehe auch (2.51))

1 4re?

H/ = W Z q2 (pqpll_pO)
a(#0)

1 q#0

:WZ

q2
ai.qa2.q
!

5 (16.6)
47T€ ¥ +
gy ,1 %1 Yqs—q,p’ Yai+aq,u

116



Das Modell des Elektronengases kennt zwei Langen, den Bohrschen Radius
ap = h?/me? = 0,529177 - 10~8cm und den mittleren Abstand zwischen zwei
Elektronen. Indem man zu atomaren Einheiten tibergeht, d.h. indem man alle
Langen in Bohrschen Radien und alle Energien in Einheiten von 2Ry,
2Ry = me4/h2 = 0,436 - 10~ ¥ erg= 27,2114 eV, misst, kann man alle Naturkon-
stanten im Modell eliminieren und das so skalierte Modell hat als einzigen Para-
meter das Verhaltnis der beiden Langen. Es ist iiblich, als diesen Parameter den
dimensionslosen Radius 7, einer Kugel zu wahlen, deren Volumen das spezifische
Volumen V/N des Elektronengases ist. In Formeln bedeutet das (siehe (11.14))

4T 5V 32 977)1/3 I 1919158

_frs —

3

—_—=— = r,= — 16.7
S e (167
["Jbung 16.1: Man vollziche den oben angegebenen Ubergang zu atomaren Ein-
heiten nach und zeige, dass er die Naturkonstanten auf den Wert m = h = e? = 1
setzt. Damit werden die kinetische Energie eines Teilchens und das Coulombpoten-
tial zweier Teilchen im Abstand r durch die Operatoren —A/2 und 1/r gegeben.
Fiir die in der Literatur verbreitete Messung der Energie in Einheiten von 1Ry
sind diese Operatoren —A und 2/r. U

Das Verhalten des Gases wird durch das Wechselspiel zwischen kinetischer Ener-
gie Hy und potentieller Energie H’ bestimmt. Die kinetische Energie ist von
der Groflenordnung k2 o 1/r2?, wihrend die potentielle Energie mit der Di-
mension 1/Lénge proportional zu 1/r, ist. Deshalb dominiert bei hoher Dichte,
r, < 1, vielleicht auf den ersten Blick kontraintuitiv, die kinetische Energie und
die Coulombwechselwirkung kann im Limes hoher Dichte als kleine Stérung
betrachtet werden. Man iiberzeugt sich durch ein Skalierungsargument leicht
davon, (sieche Anhang C) dass die Stérungsrechnung nach der Coulombwechsel-
wirkung formal eine Entwicklung nach Potenzen von r, ist.

Wir betrachten zunéchst die Grundzustandsenergie der homogenen Elektro-
nengases. Die kinetische Energie pro Elektron im Grundzustand des idealen Gases
(in atomaren Einheiten) ist durch die Formel (siehe dazu (11.15))

2 2/3
EO/N:%kF:i(Q_W) .%:M (16.8)

2
4 T2

gegeben. In der Hartree-Fock—N#herung (siehe die Gleichungen (9.***) in der
Ubung 9.2) verschwindet der Coulombbeitrag, der durch das linke Diagramm der
folgenden Figur reprasentiert wird, wegen der Ladungsneutralitdt und die Aus-
tauschenergie (rechtes Diagramm) ist der einzige Beitrag erster Ordnung zur

Grundzustandsenergie,
TR

q=0
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der nach den Regeln aus Kapitel 13 fiir die Formel

| KA 1,
B = : 2 k—‘k’ ei(w2m+1+w2n+1)77
LR k;“ (twomt1 — €x)(iwant1 — €x’) (16.9)
A3k A3k’ 47
N _V/ (2m)? / mp el i (a0 (g =)

steht. Bei der Herleitung der zweiten Zeile wurde hier G (—0) = f(ex) benutzt.
Die in Anhang C erlduterte Berechnung der Integrale in (16.9) liefert fiir die Aus-
tauschenergie das Ergebnis

v _
N 473 47 T 4w

4

Ko sk, 4 <9w>1/3. 1 _ _ 0458165 (16.10)

Ts Ts

Die Beitrage aller Diagramme hoherer Ordnung nennt man Korrelationsenergie.
Die Diagramme zweiter Ordnung, die formal von der Ordnung r? = O(1) sind,
sind in der folgenden Figur zusammengestellt.

@W\@JWQ%@

q=0
W
Hier wiirden die beiden linken Diagramme wieder nur fiir q = 0 beitragen und
geben daher verschwindende Beitrage. Die beiden rechten Diagramme sind nicht
nur formal, sondern auch faktisch von der Ordnung O(1). Beim mittleren Dia-

gramm tragen jedoch beide Vertizes denselben internen Impuls q. Dies fiihrt zu
einer Divergenz des Beitrags dieses Diagramms, wie wir gleich sehen werden.

Man erkennt nun leicht, dass analoge Diagramme in n—ter Ordnung n Vertizes mit
identischen Impulsen q haben und entsprechend schlimmere Divergenzen zeigen.
Gemeint sind die sogenannten Ringdiagramme, deren Struktur in der folgenden
Figur gezeigt ist.

Nach den Diagrammregeln entspricht ein Vertex-Loop-Paar in einem Ringdia-
gramm
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Wom+2n+1

q
SVUAVAVA
W
dem Ausdruck 2n+l
Va5~ 1N g0, GO (i _lago 16.11
V;B; k(iwant1) k—|—q(Zw2m+2n—|—l>_V pqpr(WZm)v (16.11)

der das Vertex—Loop-Paar auf den Dichte-Dichte-Propagator (11.10) des wech-
selwirkungsfreien Systems zuriickfiihrt.

Trotz der diagrammweisen Divergenz der Storungsreihe kann man der Summe der
Ringdiagramme einen endlichen Wert zuordnen. Zur Begriindung denken wir uns
das Coulombpotential zu einem Yukawa—Potential (2.51) regularisiert, wodurch
die Divergenz verschwindet. Man kann dann die Summe der Ringdiagramme
berechnen und es zeigt sich, dass man nach Entfernung der Regularisierung einen
endlichen Wert erhalt. Die Summe der Ringdiagramme ergibt einen Beitrag zur
Grundzustandsenergie

ERing = _B n;z % g Z (V—;qu»pg(iwzm))

1 4m , 4m .
~ 28 Z Z [ln(l B V—qZGPq,pL (w2m)) + V_q2qu7pL(M2m)] (16.12)

q m=—0o0

oo

:_%Z 3 /Oldr

q m=—o

2
" (é—g?qu,pL (iw2m)>

1— r‘ﬁ‘—;;qu’pL(iwgm) '

Hier wurden die Symmetriezahlen der Ringdiagramme verwendet, die sich zu S =
1/2n ergeben. Fiir n > 2 ist hierfiir zusétzlich zu den zyklischen Permutationen die
Inversion verantwortlich, wéhrend man fiir n = 2 die Vorschrift (13.12) beachten
muss. In der Darstellung der letzten Zeile von (16.12) erkennt man besonders
deutlich, dass die Divergenz aufgrund der Summation auch ohne die gedachte
Regularisierung beseitigt ist.

Laut Gleichung (11.18) ist der Dichte-Dichte—Propagator proportional zu pp
kr (siehe dazu (7.26)) und schneidet die q-Integration in (16.12) daher bei ¢ o kF,
d.h. bei ¢ < vVkp o 1/1/rs ab. Diese Abschneidung, die physikalisch Ausdruck
der Abschirmung ist, erzeugt einen Energiebeitrag proportional zu In kg, den
wir im folgenden berechnen wollen.

Um den Vorfaktor des In krp—Beitrags zu bestimmen, reicht eine Betrachtung des
divergenten Diagramms zweiter Ordnung mit der genannten Abschneidung. Der
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entsprechende Beitrag zur Grundzustandsenergie

1 q>Vkr 4 2 © g 2
Ening ~ — 1 g <V—ZQ> / N = (60 i) (=0 (1613)

wird in Anhang C berechnet und verhalt sich im Grenzfall 7y — 0 nach Gleichung
(C.6) wie

ERing/N = 722 1Inr, + O(1) = 0,031091 In7s +O(1)  (ry — 0).| (16.14)

T

Weitere Terme der Hochdichteentwicklung konnten mit einigem Aufwand berech-
net werden. Wir erwahnen hier nur ein leicht zu erreichendes Ergebnis mit der
folgenden

I"Jbung 16.2: Man iiberpriife dass Resultat

oben 3
ESPen /N = ~53 (16.15)

fiir den Beitrag des Diagramms zweiter Ordnung, das oben rechts in der Figur
nach Gleichung (16.10) steht. Die Rechnung sollte mit Propagatoren in der Zeit-
darstellung durchgefiihrt werden. Man benutze dabei die Formeln

810~ @) =~ DD se ) (8- )

1
dg®——— = 2k,
/q<kF kr —q?

und

wo kp ein Wellenvektor der Lange kr ist, dessen Richtung bei der Berechnung des
Integrals in Kugelkoordinaten als Polarachse zu wihlen ist. Y

Im Limes geringer Dichten ry — oo dominiert im homogenen Elektronengas
die Coulombenergie iiber die kinetische Energie. Dies ergibt in fithrender Ord-
nung einen klassischen Grundzustand, in dem die Elektronen als punktformige
Massenpunkte moglichst grofle Abstédnde voneinander anstreben und sich daher auf
einem Kristallgitter anordnen. Man spricht hier von einem Wignerkristall. Die
Berechnung der entsprechenden Gittersummen iiber die Coulombpotentiale gelingt
mit einer Methode, die man Ewaldsummation nennt. Man findet die Behand-
lung dieses Problems im Anhang A meines Vorlesungsmanuskripts “Theoretische
Festkorperphysik I”. Es zeigt sich, dass die Energien verschiedener naheliegender
Kristallstrukturen erstaunlich nahe beieinanderliegen. Die tiefste Energie erreicht
man in der kubisch raumzentrierten Kristallstruktur mit dem Wert (wieder
in Einheiten von 2Ry)

Buwigne/N = ~ 5098 | 1035 1 (o) (166

2
Ts ; T
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wobei die Konstante fiir das nachstbeste kubisch flachenzentrierte Gitter den Wert
0,895874 hat.

Die in Gleichung (16.16) angegebene Korrektur nachster Ordnung ist wie angedeu-

tet proportional zu rs 32 und geht auf die von der kinetischen Energie erzeugten
Nullpunktsschwankungen der Elektronen zuriick. Die qualitative Abschatzung
dieser Korrektur gelingt leicht durch Betrachtung der Energie eines Elektrons als
harmonischem Oszillator

(r*) | (=*)
E sz — T o PR
© 2 "o
aus der man mit der Unschirferelation (p?)(z?) = O(1) und dem Virialsatz

(p?) = (z2)/r3 sofort auf (z2) ~ 1/(p?) ~ 7% schlieBt. Man erkennt, dass
die mittlere Auslenkung klein gegen den mittleren Abstand der Elektronen ist,
(x2)/r? ~ r;1. Deshalb ist der Wignerkristall ein Isolator und das Modell des
homogenen Elektronengases zeigt einen Phaseniibergang zwischen einem homo-
genen metallischen Zustand bei hoher Dichte und einem kristallinen isolierenden
Zustand bei geringer Dichte.

Seit 1980 ist es gelungen, mittels Quanten—Monte—Carlo-Methoden die
Grundzustandsenergie des homogenen Elektonengases fiir beliebige Dichten mit
hoher Prézision numerisch zu berechnen [D.M. Ceperley und B.J Alder, Phys.
Rev. Letters 45, 566 (1980)]. Die Ergebnisse dieser Rechnungen werden durch In-
terpolationsformeln von Perdew und Zunger zusammengefasst [J.P. Perdew
und A. Zunger, Phys. Rev. B 23, 5048 (1981)]. Die folgenden Figuren zeigen in
blau das interpolierte Verhalten und mit roten Punkten diskrete berechnete Werte
der Grundzustandsenergie (siche auch Anhang C).

ooofp— 0.00
_0.02/ ] _0.02

E E

N -004] N —0.04
—0.06!/ ] ~0.06
-0. L L L L L L L _0_08 L
00820 40 60 80 100 120 140 0

Is

Die Formeln lauten fiir hohe Dichten

E/N = L0 _ 0438165 4 (03109 In7, — 0,048032 (16.17)
+0,0020r,Inry —0,0116r,4+...  (0<r, <1 '
und fiir niedrige Dichten
__ 1104951 _ 0458165 0,1423
E/N = 72 1,  1+10520./r.+03334r, (rs > 1). (16.18)
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Diese beiden Formeln schlieflen bei r; = 1 stetig differenzierbar aneinander an.

Wir machen noch einmal darauf aufmerksam, dass unsere Formeln eine halb so
grof3e Energie im Vergleich mit der Literatur angeben, weil wir alle Energien
in Einheiten von 2Ry anstelle von Ry gemessen haben.

Der Spin der Elektronen fiihrt im kristallinen Grundzustand zu einer makroskopis-
chen Entartung. Diese Entartung wird durch eine Austauschwechselwirkung
aufgehoben, deren Berechnung sich als subtil erwies. Nach den Ergebnissen von
Ceperley und Alder geht das Elektrongas bei ry = 75 + 5 iiber in einen spinpo-
larisierten Zustand und bei rg = 100 £ 20 in einen kristallinen, der dann auch
ferromagnetisch spinpolarisiert bleibt.

Als zweite Problemstellung beim homogenen Elektronengas betrachten wir den
Einteilchenpropagator. Die Modifikation der Einteilchenenergie e¢q wird in er-
ster Ordnung durch die Hartree-Fock—Formel (9.*) in der Ubung 9.2 als

¢ e > / dk® 4
Tq = x(q) = 5 — R TE—T
a7 At ol T T ke 273 [k — g2

2 kp k2 —q* |kr+q
9+ 47, ‘ -
[ + ]CF(] nkp—qi|

16.19
Rk (16.19)

(w 7—§)-

beschrieben. Die Berechnung des k-Integrals fiir die Austauschenergie eq(q)
geschieht in leichter Verallgemeinerung des Integrals in Ubung 16.1. Man beachte
die Verschiebung des chemischen Potentials mit dem Ziel z4|q=#. = 0.

Der Ausdruck fiir die Austauschenergie zeigt eine zufallige Verwandtschaft mit
der Funktion (11.19), ewx(q) = (2kr/m)g9(2¢/kr,0). Bemerkenswert und un-
physikalisch ist die logarithmische Divergenz der Ableitung der Austauschenergie
bei ¢ = kg, die eine unendliche Fermigeschwindigkeit vp = deex(q)/dq|g=kr =
oo zur Folge hat. Eine Inspektion des Integrals in (16.19) ergibt das Zusam-
menspiel der langen Reichweite der Coulombwechselwirkung mit der
Scharfe der Fermikante als Ursache der Divergenz. Da die Schérfe der
Fermikante bei Metallen experimentell als realistisch abgesichert ist, muss die
lange Reichweite der Coulombwechselwirkung als ein Artefakt der Hartree—
Fock—Né&herung fiir das unphysikalische Ergebnis verantwortlich gemacht wer-
den. Tatsachlich fiihren Korrelationseffekte, wie wir am Ende von Kapitel 6
schon gesehen haben, zu einer Abschirmung der Coulombwechselwirkung. Die
Fortentwicklung der Hartree-Fock—Naherung in eine abgeschirmte Hartree—
Fock—Naherung sollte das Problem daher l6sen.

Um die Abschirmung in die Hartree-Fock—Naherung einzubauen, muss man in
die Wechselwirkungslinie im rechten Selbstenergiediagramm vor Gleichung (14.9)
beliebig viele Polarisationsdiagramme einschlieBen. Damit ersetzt man die nackte
durch eine abgeschirmte Wechselwirkung, deren Bestimmungsgleichung in der
folgenden Figur gezeigt ist.
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Die Losung dieser Gleichung, die die durch die dicke blaue Wellenlinie dargestellte
abgeschirmte Wechselwirkung fiir die Diagrammregeln angibt, steht fiir (siehe
(15.14))

1 _ 47 1 _ 47
—Vu(q,w) Ve 1+v4_;r2ﬂ(q,w) T VaZe(aw)ions | (16.20)

Fir die abgeschirmte Selbstenergie erster Ordnung reicht es, in der

abgeschirmten Coulombwechselwirkung (16.20) das ungestorte Polarisationsdia-

gramm II(q,w) = — GS ot (w) aus (11.18) zu benutzen. Damit lautet die Formel
asPq

fiir die abgeschirmte Selbstenergie

1 1 & — K, iwa)
Eex(q, iw2m+1) _ _V Z B Z U(q , W2 ) e177 Wa(m! —m)+1 , (1621)
k m/=—

OOZ.WQ(m’fm)+1 — €k
die dem folgenden Diagramm entspricht.
q-k
Wony

g K q

Wome1 Wom-my+1 Wom+1

Die Berechnung dieses Diagramms im Anhang C ergibt fiir die analytische Fort-
setzung in die z—Ebene

Yex(q,2) = —/ (;Z:)g [u(q —k,z — ex)O(kp — k)

n /k(kFJrk/Q)dw Su(k,w+ 20)]
0 2T Z —w — €q—k

(16.22)

wobei der erste Summand (siehe (C.8)) vom Pol des Einteilchenpropagators
und der zweite Summand (siehe (C.9)) vom Schnitt des Polarisationsdiagramms
herriihrt. Die Auswertung der Impulsableitung des Polbeitrags an der Fermikante
ergibt eine endliche Korrektur (siehe (C.10)) zur Fermigeschwindigkeit, die
damit durch die Formel

vp = kp — 27 £ O(1)  (ry — 0) (16.23)

gegeben ist. Eine Interpolationsformel fiir die abgeschirmte Version der Ein-
teilchenenergie (16.19) fiir beliebige Wellenzahlen hat die Gestalt

kr+q
kr—q+cVkr

2 2 2
_ 9 _ krp kg—gq
Lgq = 2 27 2+ krq In

] — (16.24)
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wobei die positive Konstante ¢ bei geeigneter Anpassung den O(1)-Term in (16.23)
reproduziert.

Der zweite Beitrag in (16.22) trégt auch zur Fermigeschwindigkeit bei. In Anhang
C wird jedoch gezeigt, dass dieser Beitrag um einen Faktor 1/kp kleiner als der
Beitrag (16.23) ist.
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17. Elektron—Phonon—Systeme

In diesem Kapitel betrachten wir ein zweikomponentiges System, das aus Elek-
tronen (fermionische Teilchen mit Feldoperatoren a) und Phononen (bosonische
Teilchen mit Feldoperatoren b) mit dem ungestérten Hamiltonoperator

HO = qu’ hqq’ ajlaq/ + pr/ CUpp/ bI)bp/ (171)

besteht und als Storung die lineare Elektron—Phonon—Wechselwirkung

A =2 qap (Vaare ailaq’bp + Vaap “«E“qufn) (17.2)

besitzt. Wir werden fermionische Teilchen durch schwarze durchgezogene Linien
wie bisher und bosonische Teilchen durch blaue gestrichelte Linien und den Vertex
durch einen roten Punkt darstellen. Wegen der beiden Komponenten des hier
betrachteten Systems gibt es zwei Typen von externen Vertizes, die wir in schwarz
fiir fermionische und in blau fiir bosonische Teilchen wie in der folgenden Figur
gezeigt darstellen.

+ -
dq dq Dbp bp

O O  0-->- -->-0

Es gibt auch zwei Typen von Vertizes, die in der folgenden Figur analog zum
Vertex in Kapitel 13 definiert sind

und die den beiden Summanden in H’ entsprechen. Da die Zahl der Phononen
in Hy erhalten ist, sich in H" aber um 1 verdndert, tragen in den Storungsreihen
fiir Einteilchen—Propagatoren wie in Gleichung (13.3) im Zahler wie im Nenner
nur gerade Ordnungen bei, wobei in der Ordnung 2n die beiden Vertextypen je n—
mal auftreten miissen. Die Kontraktion nach dem Wickschen Theorem erzeugt
hier fermionische und bosonische Einteilchen—Propagatoren. Wir werden die
ungestorten fermionischen Einteilchen-Propagatoren G /(7 —7’) und die bosoni-
schen B(;)’q, (7 — 7') nennen und die entsprechenden gestorten vollen Propagatoren

Gqq (T—7") bzw. B (7 —7'). Die diagrammatische Stérungsentwicklung fiir die
Propagatoren verlauft weitgehend wie in Kapitel 13, sodass wir die Einzelheiten
der Argumentation hier nicht zu wiederholen haben.

125



Wir geben im folgenden eine Liste der
Regeln fiir Graphen mit unnumerierten Vertizes:
Die Regel (a) aus Kapitel 13 lautet hier unveridndert

(a) Man versehe jeden Vertex mit einer Zeit und seine Beine mit Quantenzahlen
und verfahre analog mit externen Punkten.

Jedes kontrahierte Paar (V, V*) von Vertizes erzeugt einen bosonischen Propagator
B und hat zusammen mit diesem Propagator groe Analogie zu den gerichteten
Zweiteilchenvertizes aus Kapitel 13, wie die folgende Figur zeigt.

Ein Unterschied besteht in der Zeitabhingigkeit von B, die physikalisch eine Re-
tardierung der Wechselwirkung zum Ausdruck bringt. Beachten muss man hier
das Minuszeichen in der Definition (4.1) der Einteilchen-Propagatoren. Dasselbe
Minuszeichen hat man fiir den zuséatzlichen bosonischen Propagator zu beachten
fir die beiden Vertizes, die mit zwei bosonischen externen Punkten verbunden
sind, wie in der folgenden Figur gezeigt.

Die Regel (b) lautet daher
(b) Man schreibe fiir jedes intern verbundene Vertexpaar einen Faktor

_Vqlq’lpl ;;qgmggl,pg (11 — 72). (17.3)

und fiir die obige extern verbundene Konfiguration den Faktor

_Vqlqllpl C;ZQngBlg,pz (T - T2) Blg],k/ (T]. - T/)' (174)

Die Regeln (c) und (d) sind im wesentlichen identisch mit den entsprechenden
Regeln in Kapitel 13 und lauten

(c) Man schreibe fiir jede interne oder mit einem externen fermionischen Punkt
verbundene Fermionenlinie, die die Zeiten 7, und 7, verbindet und Beine
mit Quantenzahlen q, und q, verkniipft, einen Faktor
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go?z,qy (T — Ty) -%q—‘

Falls die Beine mit demselben Vertex verbunden sind, ist dieser Faktor wie
Gqn.q, (—0) zu verstehen.

(d) Man summiere iiber alle inneren (d.h. an den Vertexbeinen stehenden)
Quantenzahlen und integriere alle Vertexzeiten von 0 bis .

In der Regel (e’) zdhlen hier nur die Elektronenloops und sie lautet deshalb

(e’) Man fiige einen Faktor
(=D*
S

hinzu, wo A die Zahl der Fermionenloops und S die Symmetriezahl des
Graphen ist.

(17.5)

Der Ubergang von der Zeitdarstellung in die Energiedarstellung verlauft dhnlich
wie in Kapitel 13. Man muss hier nur auch die Phononpropagatoren B fourier-
transformieren. Auch hier ergibt sich Energieerhaltung an jedem Vertex, wie
am folgenden Beispiel eines verbundenen Graphen des fermionischen Einteilchen—
Propagators demonstriert.

WHw W’

o

|
Ww-w; W Ww-w
N W
| |

O @ @ O
0V w’ 0V

Es folgt eine Liste der

Regeln fiir die Energiedarstellung:

(a’) Man versehe die Beine aller Vertizes und, falls vorhanden, der externen
Punkte mit Quantenzahlen q. Jeder fermionischen und jeder bosonischen
Teilchenlinie gebe man eine Energie so, dass an jedem Vertex die Energie
erhalten ist.

(b’) Man schreibe fiir jeden internen bosonischen Propagator (siche (17.3)) einen
Faktor

-V Y oo BY  (iw,,) (17.6)

q197P1 Y q,q2p2 7 P1,P2

und fiir die (17.4) entsprechende Konfiguration mit der externen Energie
iw,,,, den Faktor

—Va, aip1 ;’QquQ Blg,pz (iwg,,) Bgl,k/ (iw2m)' (17.7)

(c’) Man schreibe fiir jede fermionische Teilchenlinie
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einen Faktor G{ ., (iw:). Falls beide Enden einer fermionischen Linie an

demselben Vertex hingen, fiige man einen Faktor e™=" hinzu.

(d’) Man summiere iiber alle inneren Quantenzahlen. Man setze die Energien der
an den beiden externen Punkten hangenden Linien, falls vorhanden, gleich
der externen Energie wo, 11 (fiir fermionische externe Punkte) bzw. wa,, (fiir
bosonische externe Punkte). Alle weiteren Energievariablen summiere man
mit einem Faktor 1/3, fir Fermionen iiber die Werte ws, 11, fiir Bosonen
tiber wy, (v =0,£1,+£2,...). Dann bilde man den Limes n — 0+.

(e’) Man fiige einen Faktor % hinzu (siehe (17.5)).

Eine Diagrammatik, bei der die Pfeile an den Bosonpropagatoren sich eriibrigen,
wollen wir anhand einer konkreteren Modellierung des Elektron—Phonon—
Systems vorstellen. Wir nehmen ein Metall mit Bravaisstruktur an, dessen
Leitungsband mit dem longitudinal-akustischen Phononenzweig wechselwirkt. Als
Quantenzahlen q haben wir dann den (modulo reziprokem Gittervektor) erhalte-
nen Quasi—-Impuls k in der Brillouinzone BZ und eine Spinkomponente y = j:%
der Elektronen. Der ungestorte Hamiltonoperator lautet

Ho = S0 (e 0 0 i + 1) (17.8)

und die Storung ist gegeben durch

H, - Zkvk/au Vkvk/ aii-{yl/'/ ak/7l$(bii-</—k + bk—k’) (17‘9)

mit hermiteschem Matrixelement V., = Vi% . (Wir ignorieren in (17.9) Um-
klappprozesse.) Die in (17.9) auftretende Kombination

= (by + b q) (17.10)
ist generisch fiir Elektron—Phonon-Kopplungen, weil sie proportional zu einer

Fourierkomponente der Auslenkung der Ionen aus ihrer Gleichgewichtslage ist.

Bei dieser Art von Modell ergibt sich zu jeder Kontraktion eines Vertexpaars ein
sehr ahnliches Paar mit vertauschten Vertizes. Diese beiden Kontraktionen sind
in der folgenden Figur dargestellt.

aL _ +
kl q Vk kj_ q kZ’k +q k2 akl q k1 q kg:k Tq k2

+
a
ak1 2+q k

Wie man sieht, unterscheiden sich die Beitrage dieser beiden Kontraktionen nur
durch die Pfeilrichtung und durch die Vorzeichen von Energie w und Impuls q des

otq

128



Phonons. Der ungestorte Phononpropagator des Modells (17.8) ist nach Gleichung

(7.7)
1

Z — wq

By(z) = (17.11)

Da aus Griinden der Bewegungsumkehrinvarianz fiir die Phononenergien immer
Wq = W_g gilt, braucht man fiir die Zusammenfassung der beiden Kontraktionen

a
den Propagator

Dy(2) = By(2) + BYq(~2) = =0 + =25 = iz (17.12)

Ubung 17.1: Man beweise durch zweifache Anwendung der Bewegungsgleichun-
gen (3.14) die Gleichung

GO (2) = DY(z) =

Lq,Tg

17.13

o, (17.13)
wobei G°(z) ein nach (3.9,11) mit dem Hamiltonoperator (17.8) gebildeter Pro-
pagator ist. Gleichung (17.13) verleiht dem Propagator (17.12) die anschauliche
physikalische Bedeutung des Auslenkungs—Propagators.t

Man kann auch fiir mit externen bosonischen Vertizes verbundene Teilchenlinien
den Richtungspfeil entfernen, wenn man anstelle der bisher verwendeten andere

externe Vertizes benutzt, die als Quellpunkt dem Operator z, und als Senkpunkt

dem Operator xg = x_4 entsprechen. Wir zeigen in der folgenden Figur, wie wir
diese externen Punkte hier graphisch darstellen werden.

Mit der oben beschriebenen Zusammenfassung von Graphen gibt es fiir das Mo-
dell (17.8,9) nur noch einen Typ von Vertex und keinen Richtungspfeil an den
Phononpropagatoren. Die Vorzeichen von Energie und Impuls an den internen
Phononpropagatoren kénnen beliebig gewahlt werden. Wir notieren in der Nota-
tion der obigen Figur die zu andernde

Regel fiir das Elektron—Phonon—Modell (17.8,9):
(b’) Man schreibe fiir jeden internen bosonischen Propagator und seine beiden
Vertizes (siehe (17.6)) den Faktor

_Vklakl*qvk27k2+qu(7’w2V) (17.14)

und fiir ein Paar von externen (z4, z_q)— Vertizes mit seinen beiden internen
Vertizes (siehe (17.7)) den Faktor

~Vier k1 —q Vs iz +q Pa(iwzm) D2 g (iwzm). (17.15)
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Die Struktur der diagrammatischen Entwicklung des Einteilchen-Propagators der
Elektronen Gq(z) ist vollig analog zu der in Kapitel 14 geschildeten Entwick-
lung. Fir Einteilchen—Propagatoren der Phononen fithrt man den Begriff der
Einteilchen—Reduzibilitat hinsichtlich des Zerschneidens von (gestrichelten)
Linien des Phonon-Propagators D°(z) ein. Damit ergeben sich Selbstenergieein-
schliisse fiir den Phononpropagator

Dy(2) =G ;(2) (17.16)

Schnitt

Den hier dargestellten Selbstenergieeinschluss zweiter Ordnung, der auch Teilchen—
Loch—Blase genannt wird, haben wir in Kapitel 11 berechnet. Die sich aus der
Reduziblilitdtsanalyse ergebende Dysongleichung mit der Selbstenergie Hq(z), in
deren Definition die Minuszeichen aus (17.14,15) implementiert sein sollen, hat die
graphische Gestalt

Dy(2) = D3(z) + D2(2) g(2) Dy(z) (17.17)

lautet und mit (Dq(z))_1 = (Dg(z))_l— [I4(2) die Losung

2wq

Dq(Z) - z2—wg—2wqﬂq(z) (1718)
hat.
Man kann natiirlich auch den urspriinglichen Einteilchen-Propagator
By(2) = quvbl (2) (17.19)

berechnen. Die in der folgenden Figur gezeigte diagrammatische Reihe

+
bg  bq
O==55-0 :o—>—o+@>——@~>fo +@—>77@~~@~>70 +oo

ergibt in Formeln unter Benutzung von (17.18) das Ergebnis

z—l—wq—l—Hq(z)
fowngquq(z) ’ (1720)

By(z) =

130



Ubung 17.2: Man zeige, dass man fiir einen weiteren in D (z) enthaltenen Pro-
pagator die Formel

z—wy — I (2)
o, ()= 1 4 (17.21)
~a’-q 22 — w2 — 2wqlly(2)

G

erhélt. SchlieBlich gibt es zwei weitere in D, (z) enthaltene Propagatoren, deren
ungestorte Anteile wegen der Erhaltung der Bosonenzahl verschwinden, fiir die
man analog erhalt

—14(2)
G z) =G Z) = 4 .
bq’b—q( ) bT—qva( ) 22 — w2 — 2wqlly(2)

Man tiberpriife die Konsistenz der Formeln (17.20-22), indem man die Summen-
regel D (z) = Gb bT( z2)+ G (2) +G,; bT( 2)+G, (2) kontrolliert.

(17.22)

basb_q
[“Ibung 17.3: Die Kombination
_ T

= (by — bfq) (17.23)

ist proportional zu einer Fourierkomponente des Impulses der Ionen. Man leite
mittels der Bewegungsgleichungen (3.14) die Beziehung

22 Dy(z) =2wq + wé qu,pT (2) (17.24)

her, in der die Stérung (17.7) nicht explizit auftritt, weil z4 mit ihr vertauscht.

Sodann beweise man auf analoge Weise die Beziehung
4 22
G (2)=DY+ o a)? D VierrqView Coto (z)  (17.25)

PasPq (22 — wq Kk k+q k’ k’—q

und erhéalt mit (17.24)

Dy(2) = DY(2) + DYz (kam wr—aCote (z))pg(z). (17.26)

Kk k/ k k+q k/ "k/—q
Durch Vergleich dieser Formel mit (17.17) schliefe man auf die Beziehung

1T, (2)
Z Vi k+q Vie k/— G t (2) = 2

O (17.27)
Y k+q’ak’ak’ a 1-— Dg(z)l_[q(z)

In den hier diskutierten zweikomponentigen Systemen gibt es eine Vielzahl in-
teressanter Prozesse, fiir die die folgende Figur einige Diagramme in fithrender
Ordnung zeigt. Von links nach rechts sieht man den Zerfall eines Phonons in zwei
Phononen, den Zerfall eines Phonons in ein elektronisches Teilchen—Loch—Paar
und die Streuung zweier Phonen aneinander.

PAD. 5D apo o RMo
(}_1__2_@ R pl\@/
\\\A\ /7/ \\\A\
p, © v o b, Rdo
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A. Zum Satz von Blaschke

Die eindeutige Charakterisierung einer in einer Halbebene Sz > 0 holomorphen
und beschrankten Funktion durch eine unendliche Folge von Funktionswerten
ergibt sich aus dem folgenden

Satz von Blaschke:

Sei f(z) holomorph und beschrankt in der Halbebene Sz > 0. Fiir eine wachsende
Zahlenfolge 0 < a; < az < ... mit der Eigenschaft Y~ | 1/a, = co gelte f(ia,) =
0. Dann gilt f(z) =0 in der ganzen Halbebene.

Zum Beweis dieses Satzes betrachtet man die Funktionen

N .
14y, + 2
Al
1] P (A1)

die ebenfalls holomorph in der oberen Halbebene und auf dem Rande der oberen
Halbebene durch dieselbe Konstante M wie die Funktion f(z) beschrénkt sind.
Wegen des Maximumsprinzips fiir holomorphe Funktionen gilt dann |gn(2)] < M
in der ganzen oberen Halbebene und daher folgt fiir alle z in der oberen Halbebene

1y — 2z
|<MH|m +Z!—MHu—w " -0 (Wooo)n (A

Falls es nun zwei in einer Halbebene Sz > € > 0 mit € < a; beschrankte holo-
morphe Funktionen G 4 p(z — i€) mit der Eigenschaft (4.10) bzw. (4.11) gébe, so
wiirde deren Differenz die Voraussetzungen des Theorems von Blaschke erfiillen
und wire identisch 0. Dies beweist die behauptete Charakterisierung.

Bemerkung: Zur eindeutigen Festlegung von G4 p(z) braucht man nicht die
Werte an allen Stellen iway,+1 bzw. iwa,,, sondern es reicht nach dem obigen Satz
offenbar jede Teilfolge, fiir die die Summe der reziproken w divergiert. Durch
die Werte fiir eine solche Teilfolge sind dann aber die Werte an allen nicht in
der Teilfolge enthaltenen Stellen auch schon eindeutig bestimmt. Dies hat in-
teressante Implikationen. So folgt z.B., dass schon ein einziger mit einem noch
so kleinen Fehler behafteter Fourierkoeffizient die analytische Fortsetzung in eine
beschrankte holomorphe Funktion ausschlieSt. Dies wirft Licht auf die bekann-
te Problematik einer Gewinnung der analytischen Fortsetzung aus numerischen
Werten der Fourierkoeffizienten.

I"Jbungsaufgabe: Die Funktion e”? 4 1 verschwindet an den Stellen z = iway, 1
und die Funktion e®* — 1 an den Stellen z = iws,,. Warum widerspricht dies nicht
dem Satz von Blaschke?
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B. Zur Herleitung von (4.13) und (4.15)

In diesem Anhang soll die Herleitung der Formeln (4.13) und (4.15) aus den Fouri-
erreihen (4.7,8) mittels Residuenmethoden néher erlautert werden. Wir betrachten
zunachst den Fall s = +1 und wandeln eine endliche Fouriersumme mit Hilfe der
Fermifunktion (4.12) und des Residuensatzes um in

N
5 Gt -
=—N-1

1 [e,Gap()(=f(2) e *dz (=B <T<0)
27i fCNGA,B(z)(l — f(z))e*Tdz (0< T <p).

Sl -

(B.1)

Hier haben wir die Summanden als Residuenintegrale um die 2(N + 1) in der
Summe vorkommenden Matsubara—Frequenzen geschrieben. Die in der folgenden
Figur links gezeigten blauen Integrationswege konnen dann in die beiden roten
rechteckigen Wege Cn deformiert werden. Im Grenzfall N — oo sollen gleichzeitig
die vertikalen Teile der Wege ins Unendliche geschoben werden. Damit deren
Beitrag mit diesem Prozess fiir reelle 7 verschwindet, benutzt man fiir 7 < 0 die
Fermifunktion — f(z) und fiir 7 > 0 die Funktion 1 — f(z), die beide die Residuen
1/ haben und zusammen mit dem Faktor e *7 fiir einen exponentiellen Abfall der
Integranden fiir z — 4 oo sorgen. Die ins Unendliche geschobenen horizontalen
Anteile der Wege tragen fiir N — oo wegen der Eigenschaft (3.18) nicht bei.

komplexe z—Ebene

s=+1 ~
s=-1
Im Grenzfall N — oo schiebt man schliellich die verbleibenden horizontalen Wege

infinitesimal dicht an die reelle z—Achse heran. Das Integral iiber den Weg C in

der zweiten Zeile von (4.13) ist dann als die Summe der beiden Integrale fjoo;:(;()
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und fo;ioiglo zu verstehen. In der dritten Zeile sind die beiden Integrale unter
Verwendung der Notation z. = z 4 ¢0 schlieilich zu einem einzigen tiber die
reelle z—Achse zusammengefasst. Nachdem man die Wege so festgelegt hat, kann
man der Variablen 7 einen Imaginérteil geben und die Formel (4.13) beschreibt
die analytische Fortsetzung von G4 p(7) in den entsprechenden Streifen in der
komplexen 7—Ebene.

Die zu (B.1) analoge Gleichung im Fall s = —1 lautet

e

ﬁ ZG(2m —iWom T _

1| Je,GaB(2)g(z) e *7dz (-8 <T1<0)
2mi Je Ga,B( 2)(1+g(z)edz  (0<T<p).

Q

Die Umwandlung der Summe in das Residuenintegral unterscheidet sich, wie auch
dem rechten Bild in der Figur auf der vorigen Seite zu entnehmen ist, dadurch,
dass der Summand mit m = 0, dessen Matsubara—Frequenz auf der reellen z—
Achse auf dem Rand des Analytiziatsbereichs der Greenfunktion liegt, nicht als
Residuenintegral geschrieben werden kann und daher explizit auf der rechten Seite
von (B.3) erscheint. Das Verschwinden der Beitrége der vertikalen Wege wird hier
durch die beiden Funktionen g(z) und 1 + g(z) fiir die beiden Vorzeichen von 7
garantiert. Im weiteren besteht vollige Analogie zum Fall s = +1 und es folgt die
Giltigkeit der Gleichung (4.15) in den genannten komplexen Streifen der 7—Ebene.
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C. Einige Rechnungen zu Kapitel 16

Das Skalierungsargument reskaliert Wellenzahlen so, dass die Fermiwellenzahl
und damit der Radius der Fermikugel dichteunabhéngig wird: k — k/r,. Damit
muss man Energien wie w — @/r? skalieren und folglich skalieren Einteilchen-
propagatoren wie Gx(w) — r2G(w). Die Coulombwechselwirkung in der Im-
: : 2 S| _ d3k
pulsdarsf)llung skaliert wie v, — T5Vq) Impulssummen wie > >, = f @
r3 % und Energiesummen wie 5 3>, — [dw — r;? [ do. Nach den Regeln
fiir die Beitrage der Feynmangraphen bringt jede Wechselwirkung zwei Propaga-
toren, einen Faktor v und je eine Impuls— und Energiesumme, insgesamt also einen
Faktor r,.

Zur Aufstellung der ersten Zeile von Gleichung (16.9) hat man zu beachten,
dass Gleichung (13.9) in der Form

F—Fy=-—

®| =

iry (C.1)

einen extra Faktor —1/3 zu dem Beitrag der Graphen impliziert. Zur Berechnung
der Integrale in der zweiten Zeile fithrt man am besten die Variablensubstitution
k =p+4q/2, k' = p —q/2 auf die neuen Variablen p und q durch und erhalt die

Formel 8 -
_ p q 4m
1= V/(??T)?’/(%)3 q*’ (G2)

-~

lpEa/2|<kr

die man mit Blick auf die folgende Figur, in der die Definition aller benutzten
Symbole angezeigt ist, leicht auswerten kann.

112
| |p=lkEk2Y]
<

a2 | N
N /
Kevo | /1 x=ai2ke
74T PR
K (1-x)

Da der Integrand nicht von p abhéangt, liefert die zuerst ausgefiihrte p—Integration
das Volumen der links gezeigten doppelten Kugelkalotte, deren Berechnung in
Zylinderkoordinaten (p, z) die rechte Figur erlautert:

kp(1—x) Ark3 3 1
/ d3p=2/ mptdz = B (1 - 24 2%y (0< < 1) (C.3)
Kalotte 0 3 2 2
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Das in Kugelkoordinaten berechnete q-Integral ist dann trivial, weil der Radial-
integrand polynomial ist und man erhélt schliellich das Ergebnis (16.10).

Als néchstes bestimmen wir das Verhalten des Ausdrucks in Gleichung (16.13)
im Limes kp — oco. Wir verwenden unser fritheres Ergebnis in Gleichung (11.18)
fiir den Dichte-Dichte-Propagator. Der Beitrag des q-Integrals fiir ¢ > kg ist
konvergent und daher von der Ordnung O(1) und wir kénnen zur Bestimmung des
InryTerms die q-Integration auf den Bereich v/kr < g < kg einschrianken. Die
untere Abschneidung des q-Integrals bedeutet fiir den Wert der Variablen x =
q/kr in Gleichung (11.18) die Einschrinkung x < 1. Die sorgféltige Entwicklung
der Funktion g(k, i) fiir kleine k bei festem £/k ergibt

o) = 16 iEH2E 2y = & prete 2 2
g(k,i&) = P In i€ 2n 1+ 0(k%) = 2Karctg c 1+ O(k%). (C.4)
Damit berechnet sich das w—Integral zu
Fdwr w/ep 2q/kp 2 qkp
— t -1 ==—(1-1n2). .
/_OO 27 [Qq/krp arets w/ep 3 ( n2) (G-5)

Indem man dies in (16.13) einsetzt, pp = Vkp /72 (in atomaren Einheiten) benutzt
und mittels Gleichung (11.14) das Volumen V durch die Teilchenzahl N ersetzt,
erhalt man schliellich das Endergebnis

l—ln2/kF dg 1—1In2
T k4 2

Die diskreten Werte der Grundzustands— und Korrelationsenergie aus der Ar-
beit von Perdew und Zunger, die in die Figuren vor den Interpolatiopnsformeln
(16.16,17) eingezeichnet sind, zeigt die folgende Tabelle.

ERing/N ~ —2 Inr, = 0,031091 Inr,. (C.6)

Grundzustands— und Korrelationsenergie E/N in Einheiten von 2Ry

T E/N Korrelationsenergie
0,5 3,42740 —0,07607
1 0,587251 —0,059534
2 0,001953 —0,045201
3 —0,067066 —0,037117
4 —0,077454 —0,031972
5} —0,075732 —0,028297
6 —0,071025 —0,025357
10 —0,053509 —0,018742
20 —0,031538 —0,011392
50 —0,014601 —0,005880
100 —0,007779 —0,003307

Fiir die Berechnung der abgeschirmten Selbstenergie erster Ordnung
(16.21) ist die analytische Fortsetzung der Matsubara—Energien iws,,11 auf be-
liebige komplexe Energien z erforderlich, die mit den in Kapitel 4 vorgestellten
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Methoden durchgefiihrt wird. Die folgende Figur soll bei der Umformung der m’—
Summe in ein z’-Integral zwecks analytischer Fortsetzung der Energie iwo,, 1 in
die komplexe Variable z helfen. Der Parameter k' steht dabei fiir |q — k.

lWomsg ~€K
*
j x* ﬂ
* @ s k1
C) _(J\)l * j wl_k kF_§
x
K-L K‘J‘ £l / ‘J‘ .D
U~ - N - >
_w) x /
2 T __ * L k’
z’—Ebene T w,=K(kc+K)
*
*

Angesichts der geraden Werte 2m’ und der Konvergenzhilfe n — 0+ hat man
die m/-Summe {iber die Pole der Bosefunktion mit dem Faktor 1 + g(z’) in ein
z'~Integral umzuwandeln und erhélt

(1+g(z -k, 2) _
Eex<q72w2m+1 VZ/ 27T’L )> ( )6 n= (C?)

Wom+1 — 2/ — €k

Die Faktoren 1+ g(z') und e=7*" erlauben die Deformation des Integrationsweges
D in den Weg C, der einen Pol des Integranden bei z/ = iwsy,11 — € und
die Verzweigungsschnitte des Polarisationsdiagramms auf der reellen z’—Achse
umschlieft. Fiir die Auswertung des Polbeitrags beachte man die Beziehung
1+ g(iwam+1 — €x) = f(ex) und erhélt

k:<]€F

yPol(q,2) = v Z u(q —k, z — ex). (C.8)

k

Fiir den Beitrag des Schnittes muss man wissen, dass die Logarithmen in der
Formel (11.18) fiir 2/ = w £0 identische Realteile und vorzeichenumgekehrte Ima-
ginarteile u(q — k,w +£i0) = Ru(q — k,w) £ iSu(q — k,w + i0) erzeugen, sodass
die Imaginarteile bei der Integration iiber den Weg C alleine beitragen. Wegen
1+ g(w) — Ow) (B — o00) erhilt man daher, wenn man noch die Summa-
tionsvariable k durch q — k substituiert,

‘ 1 ke k/2) g S u(k, w 4 i0)
Schnitt _ )
Eex (q,Z) - _V;/O % 2 —w—€eqk . (Cg)
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Um die Korrektur zur Fermigeschwindigkeit zu berechnen, hat man die
Ableitung

d P (q,0) dk3

gpbol — ZZex \Hh )y _/ Ik k. — B

Up dq ’tI—kF k<kp(27‘-)3nqvqu<q ) ek)‘Q—kF
1 iV ol 21—k —1

= —/ l<:2dk/d:1: ( ?) 5~ =—Inr, +O0(1) (rs — 0).
7 Jo -1 [1+ k? — 2kz] 2m

(C.10)

zu bilden, wo ng der Einheitsvektor in Richtung q ist. In der letzten Zeile wurde
die Variable k durch kg k substituiert und nach Einfithrung der Abschneidung die
abgeschirmte durch die nackte Coulombwechselwirkung ersetzt. Die ohne Abschir-
mung unendliche Fermigeschwindigkeit wird durch die Abschirmung also auf einen
endlichen Wert proportional zu In kg reduziert, dessen Proportionalitatskonstante
wir mit (C.10) bestimmt haben..

Um sicher zu sein, dass die obere Abschneidung der k—Integration den Abschirm-
effekt korrekt wiedergibt, muss man sich von der GleichmafBigkeit der Abschétzung
g(k,&) = O(1) der Funktion (C.4) im hier vorliegenden Fall vergewissern. Da man
hier die Funktion g(|kp —k|/er, —€x/€r) zu betrachten hat, reicht die Abschétzung
0<¢&/26 < (kp — k) /K2 + k2 — 2kpkz < 1, die 1 > —g(k,&) > 1 —7/4 > 0 zur
Folge hat.

Nicht tibersehen sollte man, dass die effektive Wechselwirkung u fiir £/2x < 1
auch einen Imaginarteil hat, der aber bei & = 0 verschwindet und daher fiir die
Fermigeschwindigketi nicht relevant ist. Dieser Imaginéarteil spielt offenbar eine
Rolle fiir den zweiten Term in Gleichung (16.22). Er ergibt sich aus dem Ima-
ginérteil der Funktion ¢(, k), der durch die Formel

. [1 - (55:2)2] (—2r — K2 < € < 2K+ K?)
Sg(€ + 0, k) = I—ﬁ ¢ (—2k + K2 < € < 2% — K?) (C.11)
[(5"5:2)2—1} (2K — K? < € < 2K+ K2)

beschrieben wird. Das Verhalten dieses Imaginarteils ist in der folgenden Figur
fiir k = 1 gezeigt.

A
—————————— m(2«)/4

2K « 2 2K +K

L

2K K 2 2K +K 2 ¢
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Mit dem Imaginérteil (C.11) und einem entsprechenden Realteil der Funktion g
lautet die Formel fiir Su

Su(k,w +10) = (C.12)

2 . 2
(12— emye )+ (20 220))

Die Integrationen in Gleichung (C.9) divergieren bei £ = 0 ohne die Abschneidung
im Nenner von Gleichung (C.12). Fir ¥ < kp kann man die w-Integration in
(C.9) auf den linearen Teil des Imaginérteils in der obigen Figur beschrinken und
erhélt so das einfache Integral

kkg 2
/o wdw = (kk;) . (C.13)

Indem man die Abschneidung wieder durch eine Einschrankung der k—Integration
auf k& > +/kp beriicksichtigt, erhédlt man schliellich einen Beitrag zur Fermi-

geschwindigkeit

suSchmitt _ fi(ln ke + O(1)), (C.14)

F

der um einen Faktor 1/kp kleiner als der Polbeitrag (C.10) und daher hier als
irrelevant zu betrachten ist.
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