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1 Einf�uhrung:1.1 Simulation astrophysikalis
her Systeme: Warum, wozuund wie?kosmis
he Objekte sind ni
ht manipulierbar�! (in der Regel) keine Experimente m�ogli
hMens
henleben kurz im Verglei
h zu kosmis
hen Zeitskalen�! Wie sehen nur Momentaufnahmen des Kosmos!Frage: Entwi
klung kosmis
her Objekte?physikalis
he Prozesse� oft ni
ht direkt beoba
htbar(z.B. Sterninneres)� extreme Bedingungen (z.B. Di
hte und Temperatur im Innerender Sonne)�! Ziel:aus einer Vielzahl m�ogli
her Prozesse, die bestimmen, die die Beob-a
htung erkl�aren. �! Simulationen
6



Verständnis astrophysikalischer Probleme

Neue verbesserte Beobachtungen
(z.B.Hubble,adaptive Optik)

zunehmend komplexere
Simulationsmodelle und Methodena) Beoba
htung als Test f�ur das Modell der Simulationb) Interpretation von Beoba
htungen
) Verglei
h zu analytis
hen ModellenWie geht man bei der Simulation eines dynamis
hen Pro-blems vor?� Direkte Bes
hreibung des Vielteil
hensystems� Materie wird als Gas oder Fl�ussigkeit behandelt �! Hydrodyna-mikBei beiden Methoden:- Diskretisierung in Raum und Zeit. Als Folge davon sind Fehler un-vermeidbar.- Erhaltungsglei
hungen f�ur Masse, Impuls, Energie, Zusammenset-zung, usw.+ Transportprozesse, Magnetfelder et
.
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Ben�otigte Re
hnerresour
enBeispiel: Typis
he heutige Hydrodynamiksimulation:102-103 Zellen/Raumdimension3-20 Varibalen pro Zelle103 - 105 Zeits
hritte102 - 103 Operationen/Zelle/Variable/Zeits
hritt=) 1010 (1D) - 1018 (3D) Re
henoperationen pro Simulationmoderne Parallelre
hner � 1012 Operationen/se
=) � 100 Stunden/ 3D - Simulationweitere Anforderungen: Spei
herplatztypis
herweise � 100 GByte
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1.2 Prinzipieller Aufbau der Simulation eines dynamis
henProblems
Beschreibung der Orte bzw.Gitterpunkte

Auswertung

Berechnung der Wechselwirkun

Erzeuge Startsituation

Lauf zu Ende?

Ende 

ja

nein

Simulation sollte wieder startbar sein, damit man sie in Teils
hrittezerlegen kann.
9



Anfangskon�gurationVielteil
hensimulation:Positionen, Ges
hwindigkeiten, etv.Orientierungen, DrehmomenteTeil
hen m�ussen entspre
hend einer vorgegebenen Funktion Raum ab-de
ken, so da� Bedingungen f�ur Di
hte et
. erf�ullt sind.Hydrodynamik: GitterAn Gitterpunkten wird Di
hte entspre
hend Funktion zugeordnet.Man kann grob sagen, da� im Prinzip bei Vielteil
hensimulationenes s
hwieriger ist die Anfangskon�guration zu erstellen als bei hydro-dynamis
hen Simulationen. Hingegen ist der generalle Ablauf einerVielteil
hensimulation einfa
her als bei einer hydrodynamis
hen Si-mulation.Unters
hiedli
he Randbedingungen:� o�ene Systeme (z.B.Galaxiedynamik)unters
hiedli
he Methoden:{ Simulationsbox wird Systemgr�o�e in jedem Zeits
hritt ange-pa�t�! kein Teil
hen verl�a�t Simulationsgebiet{ feste Gr�o�e der Simulationsbox�! physikalis
h sinnvolle Behandlung f�ur Teil
hen, die das10



Simulationsgebiet verlassen n�otig(z.B. Teil
henzahl reduzie-ren, re
ektierende W�ande et
.)In der Regel wird hierbei das vollst�andige System bes
hrieben.� Ges
hlossene Systeme - Periodis
he SystemeWenn man z.B. ausgedehnte Fl�ussigkeits-oder Gassysteme simu-liert, mu� man einen geeigneten Auss
hnitt w�ahlen, um Ober-
�a
hene�ekte auszus
hlie�en.Ansonsten �! winziges Tr�opf
hen, bes
hreibt ni
ht die 
harak-teristis
hen Eigens
haften des Systems.
Bsp: kubis
hes Gitter N=512 Teil
hen, 296 Teil
hen sitzen anOber
�a
he (58%).Periodis
he RandbedingungenDer Raum wird mit identis
hen kubis
hen Simulationsboxen in Git-terform aufgespannt.

2-dim. Bild von periodis
hen Randbedingungen: Simulationsbox auf11



Torus aufgewi
kelt.

Man erh�alt ein �ktives unendli
hes System.Wenn si
h ein Teil
hen der urspr�ungli
hen Simulationsbox bewegt, be-wegen si
h alle dessen periodis
hen Abbilder in glei
her Weise. Wennein Teil
hen die urspr�ungli
he Box verl�a�t, kommt das entspre
hendeAbbild dur
h die gegen�uberliegende Wand herein.Zahl der Teil
hen in zentraler Box bleibt konstant. Man spei
hert nurdie Koordinaten et
. der Teil
hen, die si
h gerade in der zentralen Boxbe�nden.Wenn man die We
hselwirkung eines Teil
hen bere
hnet, mu� manau
h die We
hselwirkung mit den Abbilder einbeziehen.
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2 Vielteil
hensimulation2.1 EinleitungPhysikalis
hes System besteht aus Ansammlung von Teil
hen, die inbestimmter Weise we
hselwirken.Beispiele:� Universum: Astronomis
he K�orper we
hselwirken gem�a� Newton-s
hem Gravitationsgesetz� Plasmen: Coulombkr�afte wirken zwis
hen geladenen Teil
hen� Fl�ussigkeiten: Teil
hen we
hselwirken �uber Lennard-Jones-PotentialMotivation f�ur sol
he Systeme Vielteil
hensimulation zu verwenden:� Wegen hoher Teil
henzahl nur numeris
he Behandlung der Zust�andedes Systems m�ogli
h (z.B. keine allgemeine analytis
he L�osung f�urN > 2 bei Gravitationskraft).� Nur sehr wenige Probleme der statistis
hen Me
hanik sind exaktl�osbar (Bsp.: 2D-Ising Modell) und nur einige Probleme sind unterder Annahme von N�aherungen behandelbar� Gro�teil der Probleme der stat. Me
hanik sind nur mit starkenN�aherungen oder gar ni
ht zug�angli
h (z.B.:Ni
htglei
hgewi
hts-systeme) 13



2.2 Grundgedanke der Vielteil
hensimulation:Numeris
he Behandlung der We
hselwirkung der N Teil
hen des Sy-stems und die Bere
hnung interessierender Gr�o�en (Struktur, Zustands-summe, Transport et
.)Grunds�atzli
h 2 Arten der Vielteil
hensimulation:� Monte-Carlo-Simulation (MC) - Energiebetra
htung� Molekulare Dynamik (MD) - L�osung der Bewegungsglg.In Astrophysik meist Bes
hreibung der Dynamik eines Systems rele-vant, daher Molekulare Dynamik (MD)- Methode.Historis
her R�u
kbli
kAnfang: We
hselwirkung von mehr als zwei K�orpern�! Planetenbewegungen1870 Babbage baut erste Mas
hine zur Bere
hnung astronomis
herTabellen (erster Computer)1901 Kelvins Assistent(?) erzeugte 5000 Trajektorien um die elastis
heStreuung von Teil
hen an gebogenen W�anden zu untersu
hen.1908 W.S. Gossett s
h�atzte KorrelationskoeÆzienten mit Hilfe vonEnsemblemittelung1945 v. Neumann, Ulam fanden theoretis
hen Zusammenhang zwis
henWahrs
heinli
hkeit und stat. Mittelung �uber Ensemble1947 MC: v. Neumann, Ulam, Metropolis: Di�usion von Neutronen inSpaltmaterial1953 Metropolis,Rosenbluth,Rosenbluth,Teller & Teller (Metropolis.-Alg.)idealisiertes System (harte Kugeln oder S
heiben)14



1957 Wood, Parker: MC f�ur Lennard-Jones-Potentiale1959 Alder, Wainwright: Studies in Mole
ular Dynami
s1964 Aarseth f�uhrt individuelle Zeits
hritte ein1978 Tremaine simuliert Galaxienwe
hselwirkungen1986 Barnes-Hut entwi
keln TreealgorithmusVielteil
hensimulation:Einfa
he Idee, aber Re
henzeit steigt rapide mit wa
hsender Teil
hen-zahl N :WW zwis
hen allen Teil
henpaaren bere
hnen, bedeutet:N2-Re
henzeitTeil
henzahl Re
henzeit/Zeits
hritt 10 000 Zeits
hritte100 0.006se
 1 min1000 0.74se
 2 h 7min10 000 70 se
 �uber 9 Tage100 000 2 Stunden fast 3 JahreF�ur hohe Teil
henzahlen (d.h. gute Statistik) teuer! Falls m�ogli
h, al-ternative Behandlungsmethode, falls ni
hteÆzientes numeris
hes Verfahren essentiell!
15



Beispiele der AnwendungTypis
he Systeme in der Astrophysik:Kosmis
he Entwi
klung, Entstehung und Entwi
klung von Planeten-systeme, Galaxien, Sternhaufen, Sterninnere, et
.Aber au
h in anderen Gebieten der Physik: Fl�ussigkeiten, di
hte Plas-men, Polymere, Fl�ussigkristalle, Festk�orper mit Deformationen undSpr�ungen, Teil
henstrahlen, Proteine ....MD und ihre Grenzen� meist ni
htrelativistis
hrelativistis
h - Information ni
ht s
hneller als Li
htMD - nimmt Kr�afte mit implizit unendli
h s
hneller Informati-ons�ubertragung an� �uberwiegend klassis
he SystemeAusnahme: `QuantenmolekulareDynamik'(no
h in den Anf�angen)QM basiert auf Uns
h�arfeprinzip von Ort und Impuls, MD ben�otigt(und liefert) vollst�andige Information �uber Orte und Ges
hwin-digkeiten zu jedem Zeitpunkt. QM-E�ekt k�onnen allerdings inMD-Simulationen dur
h semiklassis
he Korrekturen ber�u
ksi
h-tigt werden.� nur begrenzte Re
henzeit verf�ugbar16



� begrenzter Spei
herplatz� kleine Systeme verst�arken FluktuationenFrage: Ist Me�genauigkeit gut genug?� `Finite-size'-E�ekte� Tritt E�ekt h�au�g genug w�ahrend Re
hendauer auf um signi�-kante Aussage zu ma
hen?2.3 Statistis
he GrundlagenMakroskopis
he Eigens
haften der Materie (Dru
k, Temperatur et
.)werden aus mikroskopis
hen Struktur hergeleitet.�! Man interessiert si
h nur f�ur Mittelwerte bzw. wahrs
heinli
hsteWerte.Wahrs
heinli
hkeit f�ur diskrete Verteilungw(i) = Pni grPn gr :Wahrs
heinli
hkeit w eines Ereignisses i ist der Quotient der Summeder stat. Gewi
hte der g�unstigen F�alle ni zu den m�ogli
hen F�allen n.Mittelwert und S
hwankungenMittelwert einer Eigens
haft x bei einer Verteilung wx bzw. w(x)hxi = Xxwx Xwx = 1hxi = Z xw(x)dx Z w(x)dx = 117



S
hwankung: Abwei
hung vom Mittelwert: hf(x)� hf(x)ii = 0S
hwankungsquadrat :h(f(x)� hf(x)i)2i = X(f(x)� hf(x)i)2wxh(f(x)� hf(x)i)2i = Z (f(x)� hf(x)i)2dwrelatives S
hwankungsquadrat:h(f(x)� hf(x)i)2ihf(x)i2 = hf(x)2i � hf(x)i2ihf(x)i2vers
hwindet f�ur makroskopis
he Systeme mit N �!1.Statistik im Phasenraum:Me
hanis
hes System von f Freiheitsgraden wird me
hanis
h vollst�andigdur
h 2f Gr�o�en de�niert.Momentaufnahme der Verteilung der Teil
hen�! Vektor qi(t) mit i=1, ....N�! Punkt im Phasenraum, da qi(t) zeitabh�angig, erst dur
h Angabevon Ges
hwindigkeit bzw. Impuls vollst�andig festgelegt.Man betra
htet eine gro�e Anzahl von physikalis
h glei
hartigen Sy-stemen (Hamilton-Fkt. h�angt in glei
her Weise von den generalisiertenKoordinaten und Impulsen ab).Bsp.: Systeme von N Punkten mit glei
her EnergieMan untersu
ht wie si
h im Mittel die Systeme einer sol
hen Gesamt-heit verhalten �! Wahrs
heinli
hkeitsaussagen (Gibbss
he Mo-dell).Voraussetzung: Phasenraumpunkte sind unabh�angig voneinander.Phasendi
hte �(q; p; t): Wahrs
heinli
hkeit, das System imGebiet q:::q+dq; p:::p + dp anzutre�en. Da man das System mit Si
herheit im ge-18



samten Phasenraum �ndet, gilt:Z �(q; p; t)dqdp = 1Reduzierte Teil
henfunktion: �(k)(q; p; t):Wahrs
heinli
hkeit k Teil
hen im Gebiet q:::q+dq; p:::p+dp anzutref-fen.(Integration �uber ni
ht-relevante Zust�ande).F�ur verd�unnte Systeme meist ausrei
hend: Zwei-Teil
henfunktion:�(2)(q; p; t) = Z �(N)(q; p; t)dqN�2dpN�2Di
htezahl des Systems: n(q) = Z �(q; p; t)dpPaarverteilungsfunktion g(qi; qij): Ma� f�ur die Korrelation der Positio-nen von Teil
henpaaren:Z �(2)(q; p; t)dp = Z �(1)(q; p; t)dpi Z �(1)(q; p; t)dpjg(qi; qij)Isotrope Syteme �! radiale Verteilungsfunktion.Bestimmung struktureller, thermodynamis
her und dynamis
her Ei-gens
haften.Vers
hiedene Systeme�! vers
hiedene Ans�atze in der Simulation� Abges
hlossene Systeme (kein Energie- oder Materieaustaus
h)� Ges
hlossene Systeme (Energie-, aber kein Materieaustaus
h)19



� Systeme mit Energie und Materieaustaus
hUnters
hiedli
he Gesamtheiten� Mikrokanonis
he GesamtheitAbges
hlossenes System, konstante Energie E, Volumen V undTeil
henzahl N , Phasendi
hte � Æ(H � E)� Kanonis
he Gesamtheitges
hlossenes Sytem,W�armebad, konstant: T; V;N , Phasendi
hte� exp(�H=kT )� T; p;N -Gesamtheit Phasendi
hte � exp(�(H + pV )=kT )� Gro�kanonis
he Gesamtheit T; V; �(
hemis
hes Potential) konstantPhasendi
hte � exp(�(H � �N)=kT )f�ur N ! 1 sowie N=V=
onst. liefern alle Gesamtheiten �aquivalenteErgebnisse.Me�-, Zeit-, und EnsemblemittelBetra
htet man ein System f�ur eine bestimmte Zeit � = l�t und wirddie Gr�o�e A(q(t); p(t)) l-mal in Zeits
hritten von �t gemessen, gilthAi� = 1� n=lXn=1A(l�t): (1)Um den Mittelwert hAit zu bestimmen, mu� die Me�dauer � ! 1und �t! 0 gehenhAit = lim�!1 1� Z �0 A(q(t); p(t)):dt20



Im Gegensatz dazu wird der Ensemblemittelwert aus beliebig aus-gew�ahlten Punkten im Phasenraum bestimmthAi� = Z Z A(�)�(�)dpdq (2)F�ur Systeme, f�ur die Ergodenhypothese zutri�t, gilt:Zeit- und Ensemblemittel sind glei
h!Daher wird Glei
hung 1 bei der Computersimulation f�ur die Moleku-lardynamik und Glei
hung 2 f�ur das Mont-Carlo-Verfahren als Aus-gangspunkt f�ur die Mittelwertbildung in den vers
hiedenen Gesamt-heiten benutzt.Monte-Carlo-SimulationErsetzt Phasenraumintegral dur
h eine Summe �uber Zust�andehAi = PsA(s)exp(��U(s))Ps exp(��U(s) :Dana
h werden die Zust�ande gewi
htethAi = PsW�1(s)A(s)exp(��U(s))PsW�1(s)exp(��U(s) ;wobei W (s) eine Wahrs
heinli
hkeitsfunktion darstellt. Mit der Be-dingung W (s) = exp(��U(s)) reduziert si
h dies zu einer einfa
henMittelung �uber s Zust�ande des SystemshAi = 1s sXs=1A(s): (3)21



MC betra
htet nur den Kon�gurationsraum und eliminiert den Ge-s
hwindigkeitsraum des Phasenraums. Da keine Dynamik betra
htetwird, k�onnen in dieser Form nur Glei
hgewi
htszust�ande des Systemsdirekt untersu
ht werden.Molekulare DynamikWenn Ergodenhypothese g�ultig, dann entspri
ht der Ensemblemitteldem Mittelwert der Messungen der nat�urli
hen zeitli
hen Entwi
klungeines einzelnen Glei
hgewi
htszustandes. MD-Simulationen verfolgendie Dynamik eines einzelnen Systems und Mittelwerte werden in derForm hAi = 1M sXM=1A�(rN) (4)dur
h eine zeitli
he Reihe von Messungen an diesem System erhalten.Molekulare Dynamik bes
hreibt in seiner urspr�ungli
hen Form mikro-kanonis
he Systeme.Wenn die Anzahl der Messungen ausrei
hend ist, f�uhren MD und MCf�ur Glei
hgewi
htssysteme zu identis
hen Ergebnissen.
2.4 Modellsysteme und We
hselwirkungspotentialeF�ur klassis
he Systeme, bestehend aus N Teil
hen mit den Koordina-ten qi und den Momenten pi mitq = (q1;q2; :::;qN)p = (p1;p2; :::;pN);22



ist die Hamilton-Funktion gegeben dur
hH(q;p) = E(p) + V (q);wobei die kinetis
he Energie E i.A. die FormE = NXi=1X� p2i�=2mihat, wobei � die (x,y,z)-Komponenten dur
hl�auft.Die potentielle Energie V (q) enth�alt die relevante Information �uberdie We
hselwirkung der Teil
hen.F�ur ni
ht zu komplexe V (q) ist es m�ogli
h, aus H die Bewegungs-glei
hung zu konstruieren, die das gesamte zeitli
he Verhalten des Sy-stems bes
hreibt. Die Kenntnis des Potentials ist die Basis f�ur einevollst�andige Bes
hreibung aller Eigens
haften des Systems.Sinnvolle Wahl des We
hselwirkungspotentials ist wi
htige Vorausset-zung daf�ur, da� Simulationsmethoden f�ur Modellierung realer Systemeeingesetzt werden k�onnen.Allgemeine Form des Potentials:V = Xi V1(ri) +Xi Xj>iV2(ri; rj) +Xi Xj>i Xk>j>iV3(ri; rj; rk) + ::: (5)V1: externes Feld (magnetis
h et
.)V2: PaarpotentialV3: Dreierpotential (Bsp. Edelgase in f

- Festk�orpergittern)
23



potentielle Energie V2bei paarweiser WW = 12 PNi PNj u2(qi; qj)wenn nur abstandsabh�angig = 12 PNi PNj u2(rij)� Langrei
hweitige Kr�afte (Coulomb, Gravitation)Alle WW zwis
hen allen Teil
hen sind zu ber�u
ksi
htigen� Kurzrei
hweitige Kr�afte(Lennard-Jones)Es gen�ugt die Ber�u
kis
htigung der WW relativ bena
hbarterTeil
hen� Harte KugelnNur die aktuellen Sto�partner m�ussen gefunden werdenLangrei
hweitige Kr�afteGravitations-, Coulombwe
hselwirkung: V (r) = �=r

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
r/
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Numeris
h aufwendig, da WW zwis
hen allen Teil
hen ber�u
ksi
htigtwerden m�ussen �! 24



N2-Abh�angigkeit der Re
henzeitnur begrenzte Anzahl von Simulationsteil
hen m�ogli
h!Meist kann ni
ht jedes reale Teil
hen des Systems dur
h ein Simulati-onsteil
hen dargestellt werden.Man unters
heidet 2 F�alle:� Jedes der N Teil
hen repr�asentiert einen Bru
hteil N=No der NoSystemteil
hen und man simuliert das ganze System.� Man simuliert nur einen Teil des Systems, aber jedes physikalis
heTeil
hen wird dur
h ein Simulationsteil
hen dargestellt.H�angt von den Randbedingungen des Systems ab.AnfangspositionenAnfangszustand relaxiert zu Glei
hgewi
htszustand.Glei
hgewi
htszustand meist Ausgangspunkt f�ur Simulation.Bedingungen an Anfangspositionen:� Resultat mu� unabh�angig vom Anfangszustand sein!� Periodis
he Systeme:MD mu� repr�asentative Region des Systems simulieren.Ansonsten jede beliebige Kon�guration erlaubt.M�ogli
he Anfangspositionen: 25



� Zufallszahlen (ni
ht f�ur harte Kugeln, starke Kr�afte k�onnen Pro-blem sein)� Gitter (w�ahrend Simulation vers
hwindet Struktur)Anfangsges
hwindigkeitenJe na
h gegebener Situation vorgegebene Ri
htung oder Zufallszahlen.Zufallszahlen: Beliebige Ri
htung, aber Betrag gegeben dur
h Tempe-ratur des Systems. Falls keine �au�ere Vorzugsri
htung:p = NXi=1mivi = 0:Wi
htig, um k�unstli
hen Flu� zu vermeiden, speziell bei periodis
henRandbedingungen.Eins
hwingvorgang ni
ht beendet, so lange no
h systematis
he Driftsder Gr�o�en auftreten. Wenn Eins
hwingvorgang beendet, nur stetigeOszillationen um Mittelwert.Vorgegebene Temperatur:� geht w�ahrend Eins
hwingvorgang verloren� Ges
hwindigkeitenm�ussen na
h Eins
hwingvorgang reskaliert wer-den.Bei Reskalierung mu� ber�u
ksi
htigt werden, da� Temperatur 
uktu-iert, daher Skalenfaktor � hT i.
26



RandbedingungenSind die Eigens
haften des periodis
hen Systems und des ma-kroskopis
hen Systems identis
h?H�angt von der Rei
hweite des Systems und den untersu
hten Eigen-s
haften ab.F�ur kurzrei
hweitige Kr�afte (z.B. Lennard-Jones) haben periodis
heRandbedingungen nur wenig Ein
u� auf das Ergebnis. Kritis
her sindlangrei
hweitige Kr�afte (z.B. Coulombkr�afte), da periodis
he Randbe-dingungen langwellige Fluktuationen abs
hneiden.Test: Ergibt Simulation mit gr�o�erer Teil
henzahl glei
hes Ergebnis?
2.5 Integrationsmethoden f�ur kontinuierli
he PotentialeIntegrationsmethoden basieren auf Taylor-Entwi
klung der klassis
henkontinuierli
hen Trajektorienrs(t+�t) = rs(t) + vs(t)�t+ 12as(t)(�t)2 + 16:::vs(t+�t) = vs(t) + as(t)�t+ 12bs(t)(�t)2 + :::as(t+�t) = as(t) + bs(t)�t+ ::: :Wuns
hliste an Integrationsalgorithmus1. s
hnell, wenig Spei
herbedarf2. langer Zeits
hritt �t3. genaue Trajektorie 27



4. Energie - und Impulserhaltend5. einfa
hEuler-Algorithmusr(t+�t) = r(t) + v(t)�t+ O((�t)2)v(t��t) = v(t)� a(t)�t++O((�t)2)Meist zu gro�er Fehler (siehe �Ubungen)Verlet-Algorithmusr(t+�t) = r(t) + v(t)�t+ 12a(t)(�t)2 + 16:::r(t��t) = r(t)� v(t)�t+ 12a(t)(�t)2 + 16 :::Addition ergibt:r(t+�t) + r(t��t) = 2r(t) + a(t)(�t)2�! r(t+�t) = 2r(t)� r(t��t) + a(t)(�t)2Positionen werden bis zur Genauigkeit O(�t4) bestimmtr(t+�t) = r(t) + v(t)�tr(t��t) = r(t)� v(t)�tSubtraktion ergibt:r(t+�t)� r(t��t) = 2v(t)�tv(t) = r(t+�t)� r(t��t)2�tGes
hwindigkeiten werden bis zur Genauigkeit O(�t2) bestimmt.Wer-den allerdings ni
ht explizit zur Bestimmung der Positionen verwen-det, nur n�otig, um z.B. kinetis
he Energie zu bere
hnen.Eigens
haften des Verlet-Algorithmus:28



� zeitreversible f�ur konservative Kr�afte� impulserhaltend� numeris
he Ungenauigkeit bei kleinem a, wegen O(�t2)Leap-frog Algorithmus (Bo
ksprung)r(t+�t) = r(t) + v(t+�t=2)�tv(t+�t=2) = v(t��t=2) + a(t)�tOrte und Ges
hwindigkeiten werden f�ur vers
hiedene Zeitpunkte be-re
hnet.Will man potentielle und kinetis
he Energie zum glei
hen Zeitpunktbere
hnen, verwendet manv(t) = v(t��t=2) + v(t+�t=2)2 ;oder die Ges
hwindigkeitsversion des Leap-frog Algorithmus:r(t+�t) = r(t) + v(t)�t+ a=2(�t)2v(t+�t) = v(t) + 12(a(t) + a(t+�t))�t:Verlet und Leap-frog-Algorithmus sind �aquivalent (k�onnen in einanderumgeformt werden).Leap-Frog:Vorteil: keine Di�erenzen zwis
hen gro�en Werten, um kleine Wertezu erhaltenNa
hteil: Ges
hwindigkeiten ni
ht direkt zug�angli
hBeide Algorithmen zeigen sehr gute Stabilit�at des Mittelwertes der Ge-samtenergie, allerdings kann der momentane Wert der Gesamtenergie29



stark s
hwanken. Bei genaueren Algorithmen (h�ohere Terme in Taylor-Entwi
klung) treten sol
he S
hwankungen weniger auf, do
h ist dasWegdriften des Mittelwertes m�ogli
h.Runge-Kutta-VerfahrenF�ur einen bestimmten Wert von � wird folgende Glei
hung exakt:r(t+�t) = r(t) + � dr(�)dt= r(t) + �f(r(�); �)Beim Euler-Verfahren verwendet man diese Glei
hung mit der Annah-me � = t. Beim Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung : � = t+ 12� . Daau
h r(t+ 12) ni
ht bekannt ist, ist die einfa
hste Annahme r�(t+ 12) mitdem Euler-Verfahren zu bestimmen und dieses Ergebnis glei
h r(t+ 12)zu setzen.Das Runge-Kutta-Verfahren 2.Ordnung ist dann in der �ubli
hen S
hreib-weise gegeben dur
h.x(t+�t) = x(t) + k12 �tf(x(t); t) + k12 �tf(x�(t); t);wobei x� = x(t) + �tf(x(t); t)In �ahnli
herWeise erh�alt man dasRunge-Kutta-Verfahren 4. Ord-nung:x(t+�t) = x(t) + k16 �t[k1 + 2k2 + 2k3 + k4℄ +O(�t5)k1 = �tf(x; t)k2 = �tf(x+ �t2 k1; t+ �t2 )k3 = �tf(x+ �t2 k2; t+ �t2 )30



k4 = �tf(x+�tk3; t+�t)Falls man eine h�ohere Genaugigkeit der Trajektorien ben�otigt, kannman zu Runge-Ktta-Verfahren h�oherer Ordnung �ubergehen.F�ur gegebenes Zeitinterval �t kann Genauigkeit erh�oht werden dur
hIntegrationsmethoden h�oherer Ordnung oder 'Pr�adiktor- Korrektor-Methoden'.Pr�adiktor-Korrektor-Methode (Gear-Methode)1. Pr�adiktorEntwi
kle Ort und Ges
hwindigkeit in Taylorreiherp(t+ Æt) = r(t) + v(t)Æt+ :::vp(t+ Æt) = v(t) + a(t)Æt+ :::ap(t+ Æt) = a(t) + b(t)Æt+ :::bp(t+ Æt) = b(t) + :::2. Neue Bes
hleunigungen aus vorausgesagten Orten unters
hei-den si
h von denen der Taylorreihe�a(t+ Æt) = a
(t+ Æt)� ap(t+ Æt)3. Aus Di�erenz der Bes
hleunigungen werden Korrekturen zumOrt et
. bere
hnetr
(t+ Æt) = rp(t+ Æt) + 
0�a(t+ Æt)v
(t+ Æt) = vp(t+ Æt) + 
1�a(t+ Æt)a
(t+ Æt) = ap(t+ Æt) + 
2�a(t+ Æt)b
(t+ Æt) = bp(t+ Æt) + 
3�a(t+ Æt)Werte f�ur 
0; :::
n je na
h Ordnung der Entwi
klung:31



3.Ordnung 
0 = 5=12 
1 = 1 
2 = 1=24.Ordnung 
0 = 3=8 
1 = 1 
2 = 3=4 
3 = 1=6r
 et
. kann verwendet werden, um besseren Wert a
 zu erhalten undsomit die Genauigkeit des Integrationss
hrittes iterativ verbessert wer-den.Wel
her Integrationsalgorithmus am besten f�ur MD?

� Hohe Genauigkeit oft ni
ht gefragt, da nur Statistik wi
htig!� Energieerhaltung sehr wi
htig!� Robuste einfa
he Integratoren weniger fehleranf�allig32



�! Am besten geeignete Algorithmen:Leap-frog, Runge-Kutta niedriger Ordnung, Gear, Pr�adiktor-Korrektor.Vor- und Na
hteile der Algorithmen:� F�ur kurzrei
hweitige Kr�afte kann Runge-Kutta ni
ht �uber ein ge-wisses �t hinausgehen, Leap-frog oder Pr�adiktor-Korrektor s
hon.� Pr�adiktor-Korrektor besser f�ur komplexe Systeme: Dynamik, ge-s
hwindigkeitsabh�angige Kr�afte, h�ohere lokale Genauigkeit� Leap-frog: weniger Arbeit, weniger Spei
herplatz, bessere Ener-gieerhaltung f�ur Lennard-Jones-PotentialeEnergieerhaltung der unters
hiedli
hen Algorithmen (siehe Abb. 6)2.6 Zeits
hrittwahl� Ideal: T = nt�t so gro� wie m�ogli
h, um relevante makroskopi-s
he Zeitskala zu modellieren, wobei T , Gesamtsimulationszeit,nt Anzahl der Zeits
hritte, �t Zeits
hrittl�ange.� Sinnvolle Simulation nur, wenn der akkumulierte Fehler �uber Tni
ht signi�kant.� Energieerhaltung mu� gew�ahrleistet sein.�t gr�o�er, Genauigkeit der Simulations wird rapide s
hle
hter (beson-ders ausgepr�agt bei Systemen mit nahen St�o�en).Wi
htiger Parameter: Sto�frequenz ��:�� = vtherm� ' hv2i1=2�33



wobei vtherm thermis
he Ges
hwindigkeit, � mittlere freie Wegl�ange� = 1n� mit Teil
hendi
hte n und Wirkungsquers
hnitt �.�t mu� klein im Verglei
h zu 1=�� sein:�t1 < 1n� 1hv2i1=2 :Wenn Teil des Systems nahe St�o�e erf�ahrt �! s
hnelle �Anderung vonPotentialen und Kr�aften �! kleiner Zeits
hritt n�otig:�t2 < �s2 min(rij)mF ;wobei Weg vereinfa
ht zu s = 12F=mt2 und min(rij) Distanz zu n�a
hstemNa
hbarn.Bei langrei
hweitiger Kr�aften F = �=r2 ergibt dies:�t2 < �2[min(rij)℄3=2:Falls eines der Teil
hen im Sto� eine sehr hohe Ges
hwindigkeit hat,kann dieser Zeits
hritt immer no
h zu gro� sein, dann�t3 < � 24minrijvij 35 :Um den Weg jedes Teil
hens genau genug zu bere
hnen, mu� man �tso w�ahlen, da� gilt: �t = min(�t1;�t2;�t3): (6)Korrekt, aber teuer. Ni
ht f�ur alle Teil
hen ist ein sol
h kleiner Zeit-s
hritt n�otig 34



�! 'Multiple-time step'-AlgorithmenTeil
hen, zwis
hen denen starke Kr�afte wirken, bekommen kleinenZeits
hritt � �t3, andere gr�o�eren Zeits
hritt.Die �Anderung der langsam ver�anderli
hen Kr�afte kann entweder mitHilfe der Taylorentwi
klung in jedem Zeits
hritt ber�u
ksi
htigt oder�uber mehrere Zeits
hritte als konstant angenommen werden.Zwei Methoden der Behandlung unters
hiedli
her Zeits
hritte� Blo
kzeits
hritt

0 1 2 4 8 16 1

tc nt tc

new timestep list� individueller Zeits
hrittjedes einzelne Teil
hen hat seinen eigenen Zeits
hritt(siehe Aar-seth )2.7 Abs
hneideradien f�ur Potentiale� innerer Abs
hneideradius zur Vermeidung numeris
herProblemeIn sto�dominierten Systemen kann es zu sehr engen St�o�en kom-men, dabei treten bei vielen Systemen starke Gradienten im Po-35



tential auf. Die resultierenden Probleme k�onnen dur
h einen Ab-s
hneideradius vermieden werden.F�ur langrei
hweitigeKr�afte z.B.:d2rdt2 = Xi;j 6=i �(rij)(r2ij + �2)3=2 :Hierbei ist � sehr klein.Bei hohen Di
hten sind Potentiale mit quantenme
hanis
hen Kor-rekturen besser� innerer Abs
hneideradius f�ur sto�freie SystemeEin entspre
hender Ausdru
k f�ur die Kraft kann zur Simulationsto�freier Systeme verwendet werden, allerdings ist � dann we-sentli
h gr�o�er, � � ao � n�1=3.� �au�erer Abs
hneideradius f�ur kurzrei
hweitige Kr�afte(z.B. Smoothed-Parti
le-Hydrodynami
s-Algorithmus(SPH))
2.8 Kraftbere
hnung f�ur Kontaktkr�afte(Harte Kugeln bzw. Stufenpotentiale)Astrophysikalis
hes Beispiel: Staubwa
hstum in Akkretionss
heibenKeine festen Zeits
hritte, sondern Frage: Wann ist der n�a
hste Sto� ?�! KalenderalgorithmusErste MD Simulationen wurden mit harten Kugeln dur
h gef�uhrt.Zwis
hen St�o�en folgt jedes Teil
hen seiner linearen Trajektorie (keinnumeris
her Fehler) 36



Zeitdi�erenz sei � , alle Teil
hen werden um �vi zu neuen Orten be-wegt, nur Ges
hwindigkeiten der beiden am Sto� beteiligten Teil
hen�andert si
h.Teil
hen 
iegen aufeinander zu, wennvijrij < 0;wobei rij = ri � rj und vij = vi � vj.Zeit tij bis zu m�ogli
hem Sto� L�osung der Glei
hung:(rij + vijtij)2 = �2mit � Summe der Kugelradien (entspri
ht Abstand f�ur Sto� ).L�osung: tij = 1v2ij ��vijrij � r(vijrij)2 � (r2ij � �2)vij�Wenn Ausdru
k unter Wurzel negativ, sto�en Teil
hen nie.�Anderung der Ges
hwindigkeit bei Energie- und Impulserhaltung f�urrein elastis
hen Sto� :mi�vi = �2 mimjmi +mj 0�rijrij vij1A rijrij :`Square well'-Potential(keine Energie-, aber Impulserhaltung)mi�vi = mimjmi +mj 0�rijrij vij � vuutrijrij vij + 2�mij1A rijrij ;wobei � Energie�anderung f�ur z.B. reaktive St�o�e.Simulation: Sequenz von Sto�ereignissen37



Problem: O(N) Re
henzeit n�otig, um die n�a
hste Kollision eines Teil-
hens zu bes
hreiben.Zwei M�ogli
hkeiten:� lokale ZeitvariableMan brau
ht ni
ht alle tij, sondern nur f�ur jedes Teil
hen i denkleinsten tij und den zugeh�origen Sto�partner.Nur Teil
hen in der unmittelbaren Umgebung sind von Interesse,daher wird nur deren aktuelle Position ausgere
hnet. D.h. manmu� die Zeit des letzten Updates spei
hern.� Zellalgorithmus

38



2.9 Kurzrei
hweitige PotentialeF�ur Teil
henabst�ande gr�o�er als r
 praktis
h keine We
hselwirkung.Bere
hnung der Abst�ande �uber
�ussig bzw. dur
h Korrekturen behan-delbar.Na
hbars
haftstabellenF�ur jedes Teil
hen wird Liste von Na
hbar angelegt, die innerhalb vonr
 oder wenig au�erhalb liegen. Abst�ande m�ussen dann nur f�ur Teil-
hen in Liste bere
hnet werden.Listen werden na
h gegebenen Zeitinterval aktualisiert.Der Radius f�ur die Teil
henliste kann aus der mittleren Teil
henge-s
hwindigkeit vm, der MD-S
hrittweite �t und nT (Zahl der Zeits
hrit-te na
h der Liste aktualisiert wird) bestimmen werdenr > vm �t nTRe
henzeit:WW und Energie � NNa
hbars
haftstabelle � N2 f�ur nT � 10� N3 f�ur gro�e nTF�ur N > 1000 sind Na
hbars
haftstabellen ni
ht mehr geeignet.
39



`Linked lists' oder `linked 
ells'MD-Box wird in kleinere Zellen unterteilt (� N).Alle Teil
hen werden auf Grund ihrer momentanen Position einer Zellezugeordnet.F�ur kurzrei
hweitige Kr�afte gen�ugt es, bei entspre
hender Wahl derZellgr�o�e, nur die Teil
hen in derselben oder in Na
hbarzellen alsm�ogli
he WW-Partner zu betra
hten.Bei (M3)-Zellen bei einer Box der L�ange L folgt:L=M > r
:Aus Symmetriegr�unden m�ussen nur 14 Na
hbarzellen f�ur 3D unter-su
ht werden.2D-Beispiel:
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7 8 9 106

5 4 3 2 1`Linked lists' (LL) werden verwendet, um die Teil
hen den Zellen zuzu-ordnen. F�ur jede Zelle wird eine eigene Liste ben�otigt. Jede LL brau
hteinen Zeiger um den ersten Datenpunkt zu errei
hen, der Endwert mu�40



einen speziellen Zeigerwert (z.B. 0) haben.Sequentielle Behandlung �! viel Spei
herplatz, da jeder Zelle max.m�ogli
he Teil
henzahl zugeordnet werden mu� .LL kein Problem: Spei
herplatz als N fest und im voraus bekannt.
1 2

34
5

6

7

8

9 10

Position:

Kopf

Liste

1       2         3        4        5        6        7        8          9        10

5        8 

 0                    6        3                 9                    4         1
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2.10 Numeris
he Methoden f�ur langrei
hweitige PotentialeNi
ht nur n�a
hste Na
hbarn sondern au
h weiter entfernte Teil
hentragen bei!Direkte Methode: N2-Re
henzeit!Au
h mit modernen Re
hner nur einige tausend Teil
hen m�ogli
h!Alternativen:� P3M ( Parti
le-Parti
le Parti
le-Mesh )� Hierar
his
he Tree
odes� Fast Multipole MethodAlle Methoden nutzen die Tatsa
he, da� weiter entfernte Teil
hen we-niger zu den Kr�aften beitragen und daher weniger detailierte Informa-tion dar�uber notwendig ist.� Spezielle Hardware (z.B.GRAPE)� N2, aber einzelne Kraftbere
hnung sehr s
hnell.
2.10.1 P3M - Parti
le-Parti
le-Pari
le-Mesh-CodeHybrid-Code: Eastwood, Ho
kney (1974,1980)Besonders geeignet f�ur korrelierte Systememit langrei
hweitigenKr�aftenGrundidee:Aufspaltung der Kraft in kurz- und langrei
hweitigen Anteil42



ii
j1j1

j2j2 j3j3

Kurzrei
hweitiger Anteil: Direkte Teil
hen-Teil
hen-WWLangrei
hweitiger Anteil: Gitterbere
hnungTeil
hen-Feld-MethodenKraft der einzelnen Teil
hen wird dur
h Feld ersetzt, d.h.d2xdt2 = X� � rr3 wird �uberf�uhrt in d2xdt2 = E(r)wobei E(r) = P� E� = P� � rr3 .Statt nun ein Vektorfeld auf dem Gitter zu de�nieren, verwendet mandas Potential d2xdt2 = ��2���x43



Das Gesamtpotential ist wieder die Summe der Einzelpotentiale�(x) = X��Die Summe des Gesamtpotentials entspri
ht dann der Poissonglei-
hung r2� = �4��wobei � die Ladungs- oder negative Massendi
hte ist.Damit die Feldbes
hreibung m�ogli
hst genau ist, mu� das Gitter feinsein.2 Gitter: � Potentialgitter (Potential, et
.)� KettengitterZellgr�o�e ' rsr (kurzrei
hweitige Kraft)jede Zelle wird 'linked list' zugeordnetwird �ahnli
h wie kurzrei
hweitige Kraft behandeltTeil
hendynamik wird dur
h 'leap-frog'-Methode bes
hrieben.xn+1i = xni + pn+1=2mi �tpn+1=2i = pni � 1=2 + (Fi + Fsri )�tFi : PM-AnteilFsri : PP-Anteil
44



3 S
hritte der Bere
hnung der Teil
hen-Gitter-Kr�afte f�ur P3M:1. Di
hte(Ladungs-,Massen-) wird angen�ahert, indem man demfeinen Gitter Ladungen zuordnet.2. Fast Fouriertransformationwird verwendet, um die Poissonglg.f�ur das Potential der Verteilung auf dem Gitter zu bere
hnen�! Potential an jedem Gitterpunkt3. Feld an jedem Gitterpunkt wird dur
h numeris
hes Di�eren-zieren des Potentials bestimmt. Dann wird dir Kraft auf einTeil
hen vom Gitterfeld dur
h Interpolation bere
hnet.Bere
hnung der Teil
hen-Teil
hen-Kr�afte:1. Verfahre wie bei kurzrei
hweitigen Potentialend.h. erstelle 'linked lists'2. Bestimme Kr�afte der n�a
hsten Na
hbarnRe
henzeit im Idealfall' O(N), h�angt allerdings von der Wahl von rsrab. rsr sollte so m�ogli
hst klein sein, allerdings nur begrenzt ma
hbar,da Gl�attung der Gitterkr�afte notwendig.Vorteile: relative s
hnellNa
hteile: komplexe Kr�aftebere
hnungAufspaltung in 2 Teile kann Probleme bei �au�eren Kr�aften geben
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2.10.2 Hierar
his
her Tree
odeErster Tree
ode: J.Barnes, P. Hut, Nature 324, 446 (1986)Okt - Tree:Sukzessive Unterteilung bis h�o
hstens 1 Teil
hen pro Zelle:
1

3

2

4

Zelle leer - wird ignoriert1 Teil
hen - wird als Blatt gespei
hertmehrere Teil
hen - wird als Verzweigung gespei
hert und weiter unterteilt.Unterteilung wird ni
ht wie Gitter verwendet, sondern nur um Baum-struktur aufzubauen.
Gespei
hert werden mu� die Verzweigung, ein Zeiger zu der To
hterbzw. dem Vater, der Level der Aufspaltung.46
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Wieviele Unterteilungen notwendig bis man ein Blatt errei
ht hat?L �  12!x =  VN !1=3 �!  1N !1=3 =  12!xx � log2N1=3 = 13log2logN � logNd.h. Baum bauen � NlogN .Kr�aftebere
hnungBaumstruktur gibt M�ogli
hkeit, nahe und entfernte Teil
hen zu unter-s
heiden, ohne wirkli
h den Abstand zu bere
hnen.nahe Na
hbarn: sp�uren Kraft jedes einzelnen Teil
hensweiter entfernte Teil
hen We
hselwirkung mit Pseudoteil
henBasis f�ur N log N - Abh�angigkeit der Re
henzeitKriterium: s=d < �47



wobei s die Gr�o�e der betra
hteten Zelle, d Distanz des Teil
hens, �der Tolernanzparameter.Genauigkeit und Re
henzeit h�angen von der Wahl von � ab!toleran
e parameter �0 - 1parti
le{ parti
le{parti
le - pseudoparti
leintera
tion intera
tionN2 - N logN - Nhigh low�pre
ision pre
isionEs hat si
h herausgestellt, da� eine Wahl von 0.1 � � � 1 am bestengeeigent ist.Eine zweite M�ogli
hkeit, die Genauigkeit zu erh�ohen, ist die Multipol-entwi
klung der Pseudoteil
hen:F(R� ri) ' F(R)� rirF(R) + 12rirj :: rrF(R) + :::� F�ur Gravitationskr�afte nur eine weitere M�ogli
hkeit die Genau-igkeit zu erh�ohen.� F�ur Coulombkr�afte wesentli
h, da der Fall Pi qi = 0 auftretenkann, d.h. Pseudoteil
hen wird ni
ht ber�u
ksi
htigt.
48



Dynamik: �� ��Initial conditionsConstruct treeDivide into cellsEvaluate centres of massPmi;Pmixi; :::; etc.Include shiftingn = 1Evaluate force on particle nAdd moment contributionsUpdate v and r����� ZZZZZ�����ZZZZZAll particles ? - NO 6�
YES n = n+ 1Do diagnostics����� ZZZZZ�����ZZZZZAll timesteps ?�

6
-

NO YES�� ��DONE
1

Das hei�t, da� die Baumstruktur in jedem Zeits
hritt nez bere
hnetwird. Da aber das Aufstellen der Baumstruktur weniger als 10bean-spru
ht, f�allt dies ni
ht weiter ins Gewi
ht.
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Energieerhaltung:
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Man sieht, da� die erhaltung selbst fu�r ein System mit nur 1000 Teil-
hen sehr gut ist. Bei vern�unftig gew�ahlten Parametern, ist sie in derRegel besser als 1%.
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Tree
odes haben bei geringen Teil
henzahlen zun�a
hst einen gr�o�erenOverhead als Standard-Teil
hen-Codes. Aber bei einigen 100 Teil
hen(abh�angig von der verwendeten Mas
hine) wird der Tree
ode wesent-li
h eÆzienter.
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2.10.3 Fast Multipole Method - FMMFMM nutzt die Tatsa
he, da� die Multipolentwi
klung der Ordnungunendli
h die gesamte Information des Systems enth�alt.nahe Na
hbarn: �! direkte Teil
hen-Teil
hen-WWweiter entfernte Teil
hen: �! getrennt behandeltFernfeld: Multipolentwi
klung hoher Ordnung
r = 3

r = 2

r = 1

r = 0Unterteilung des Raumes in 8r Boxen der Seitenl�ange d=2r (r=0,1,2,..)bis zu einer maximalen Verfeinerung R.R wird so gew�ahlt, da� Zahl der Boxen � Zahl der Teil
hen.F�ur jede Box und �Uberbox wird Multipolentwi
klung der Ordnung Lausgef�uhrt, wobei gilt (Pi qi)2�L < �, wobei � eine vorgegebene Ge-nauigkeit ist.
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r = 2

r = 1

r = 0

rootVon der Wurzel geht man dann wieder zur�u
k und unters
heidet dabeizwis
hen� Nahfeld - direkte Summation� Interaktivfeld - Taylor-Entwi
klung� Fernfeld - Taylor-Entwi
klung

Vor - und Na
hteile gegen�uber hierar
his
hem Tree
ode:� vorgegebene Genauigkeit� N -Abh�angigkeit der Re
henzeit� gr�o�erer Overheaderst f�ur N� 106 � 107 s
hneller52



� Eins
hr�ankung der Geometrie� besser f�ur homogene verteilte Systeme� Hybrid-Tree-FMM ist adaptiv zur VerteilungErg�anzungen:Weiterf�uhrende Literatur zuP3M: Ho
kney, Eastwood, Computer simulation using Parti
les, Institut ofPhysi
s Publ., (1988)Tree
odes S.Pfalzner, P.Gibbon, Many-body tree methods in Physi
s, CambridgeUniversity Press, (1996)FMM L. Greengard, The numeri
al solution of the N-body problem, Computersin Physi
s, Mar./Apr. (1990) 142-152.
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2.11 Periodis
he RandbedingungenF�ur Systeme bei denen nur ein Auss
hnitt aus einem gr�o�eren Systembehandelt wird.Umgebung einbeziehen, um Ober
�a
hene�ekte zu vermeiden.Fiktives unendli
hes System:Um das kubis
he Volumen der Kantenl�ange L existieren identis
heBoxen identis
hen Inhalts, die dur
h Vers
hiebung der urspr�ungli
henBox um ein Vielfa
hes von L erzeugt werden.WWmit Teil
hen j am Ort rj(x; y; z), aber au
h mit dessen Abbildernam Ort rj(x; y + L; z) oder z.B. rj(x+ L; y � L; z + 2L).Methode h�angt von der Rei
hweite der Kr�afte ab!� sehr kurzrei
hweitig - Saum um Box� kurzrei
hweitig - Minimum Image� langrei
hweitig - Ewald-Methode2.12 `Minimum-Image'-MethodeWenn r
 kleiner als L=2, kann man `Minimum-Image'-Methode an-wenden.F�ur jedes Teil
hen zieht man nur N � 1 Teil
hen bzw. Abbilder inBetra
ht, die innerhalb einer geda
hten Box der L�ange L liegen, derenZentrum das betra
htete Teil
hen ist.In die Kr�aftebere
hnung gehen dann f�ur kurzrei
hweitige Kr�afte nurTeil
hen mit einem Abstand kleiner als r
ut�off ein.54



Die Su
he der n�a
hsten Na
hbarn erfolgt also f�ur jedes Teil
hen mitgenau N � 1 Teil
hen.F�ur jedes Teil
hen mu� man also die anderen Teil
hen in den entspre-
henden Boxen aussu
hen. Eine M�ogli
hkeit dies ohne 'if'-Abfrage zugestalten, ist die folgendeD = D � L � integer(D=L);wobei D die Distanz der betra
hteten Teil
hen und L die L�ange derSimulationsbox.2.13 Ewald-MethodeWenn Potential �uber Entfernung L=2 hinaus no
h wirkt, ist `Minimum-Image'-Methode ni
ht mehr anwendbar. �! dann Ewald-Methode.Referenz: P.P. Ewald, Die Entwi
klung optis
her und elektrostatis
her Gitterpoten-tiale, Ann. Physik, 64, 253 (1921)Ewald-Methode: Bere
hnung der langrei
hweitigen We
hselwirkungf�ur ein unendli
h ausgedehntes Gitter periodis
h fortgesetzter Boxen.55



F�ur ein 1=r-System ist das Potential am Ort eines Teil
hens in dimen-sionslosen Gr�o�en gegeben dur
h (q=m f�ur Gravitationspotential):U(r) = Xn NXj=1 qjj r� rj + n j ;wobei Pn bedeutet, da� �uber die Box und alle periodis
hen Fortset-zungen summiert wird und n der Vers
hiebungsvektor ist.Einf�uhren einer Abs
hirmfunktion 
, f�ur die gilt:� f�ur kleine Werte glei
h 1� f�ur gr�o�ere Werte praktis
h glei
h 0Jeder der Summanden wird aufgespalten inqjj r� rj + n j = qj
(j r� rj + n j)j r� rj + n j + qj(1� 
(j r� rj + n j))j r� rj + n jErste Summand tr�agt nur f�ur n bei, langrei
hweitiger Teil wird alsFourierreihe dargestellt.Eigens
haften von Fourierreihen:� Bei r�aumli
h langsam ver�anderli
hen Funktionen approximierens
hon wenige Summanden die Funktion gut.� Fourierreihe f�ur eine in einer kubis
hen Box de�nierten Funkti-on enth�alt bei formaler Verwendung f�ur Orte au�erhalb der Boxautomatis
h die periodis
he Fortsetzung.Fehlerfunktion f�ur 
:
(r) = erf
(�r) = 2�1=2 Z 1�r exp(��2)d�56



(� frei w�ahlbarer Parameter der Rei
hweite des Abs
hirmpotentials).Damit gilt f�ur potentielle Energie �p = 12 PNi=1 qiU(ri):�p = Xn Xi qierf
(�rni)rni (7)+ 1�LXi Xh 6=0 qi exp0���2 j h j2�2L2 1A 
os  2�L h � roi! ;h ist der reziproke Gittervektor in Integerkomponenten, rni = rn � riund roi = ro � ri.Die Kr�afte erh�alt man dur
h Di�erentiation der potentiellen Energie:F = �d�dr :d.h. F px = Xn Xi qixnir3ni 24erf
(�rni) + 2�rnip� exp(��2r2ni)35+ 2L2 Xi Xh 6=0 qihx exp0���2h2�2L2 1A sin  2�L h � ros! : (8)Zusammenfassung: Ewald-Methode� Coulomb-Kraft wird dur
h Kraft ersetzt, die die Anteile der pe-riodis
hen Abbilder enth�alt.� Summe �uber unendli
he Reihen von Abbildern wird so umge-s
hrieben, da� sie s
hnell konvergiert.� Bea
hte: Wenn man Tree-Code f�ur periodis
he Systeme verwen-det, mu� man au
h eine Multipolentwi
klung der Ewaldkr�aftevornehmen. 57



2.14 Auswertung der Resultate2.14.1 Erhaltungsgr�o�en des SystemsDie Bewegungsglei
hung von N Teil
hen ist in der Hamiltons
henForm gegeben dur
h_qk = �H�pk ; _pk = ��H�qkIn einem vollkommen isolierten System sind Energie, Impuls und Dre-himpuls erhalten.Ist H translationsinvariant in einer Ri
htung, dann bleibt die Impuls-komponente erhalten, ist H rotationsinvariant in eine Ri
htung, dannbleibt das entspre
hende Drehmoment erhalten.Beispiele:� System in spheris
hem Beh�alter, Drehimpulskomponente erhal-ten, Impuls ni
ht erhalten� kubis
her Kasten - keine Impulsgr�o�e erhalten� periodis
hes System - Impuls erhalten, aber keine Drehimpulser-haltung!� (leider kein spheris
hes periodis
hes System)d.h. in MD-Simulationen mu� Energie erhalten bleiben, wenn keineexplizit zeit- oder ges
hwindigkeitsabh�angigen Kr�afte auf das Systemwirken. 58



Erster Test, ob Ergebnisse realistis
h: Energieerhaltung.Bsp. f�ur Energieerhaltung: siehe Abb.20Kleine Fluktuationen zul�assig, aber keine Drifts!Sonst ma
ht die Simulation keine korrekten Aussagen �uber das mikro-kanonis
he Ensemble.M�ogli
he Ursa
hen f�ur die Verletzung der Energieerhaltung:� Zeits
hritt zu gro� (Aufw�artsdrift)� E�ekt der Potentialabs
hneidung� ProgrammfehlerS
hneller Anstieg w�ahrend der ersten Zeits
hritte:Programmfehler oder Anfangskon�guration ni
ht im Glei
hgewi
ht,starke Teil
hen-Teil
hen-Kr�afte.(A
htung: exzellente Energieerhaltung kann Indiz daf�ur sein, da� si
hTeil
hen gar ni
ht bewegen!)Verlet-Algorithmus bietet gute Energieerhaltung selbst bei relativ gro�enZeits
hritten.
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2.14.2 Statistis
he Ensemble und Fehlerbere
hnungDas betra
htete System wird dur
h einige wenige Variablen bes
hrie-ben (z.B. NVE).Betra
htetet man die makroskopis
he Variable Aobs ist das Zeitmittel�uber langen Zeitraum �uber momentanen Werte der Observablen A f�urZust�ande � im PhasenraumAobs =< A >Zeit=< A(�(t)) >Zeit= limtobs!1 1tobs Z tobs0 A(�(t))dtAobs =< A >Zeit= 1M MX�=1A�Eigens
haften wie Di�usionskoeÆzient, Viskosit�at � und Strukturfak-tor S(k) sind nur dur
h Variablen (NV E) bestimmt und momentanerZustand ni
ht ents
heidend.FehleranalyseM�ogli
he Fehler:systematis
he: Gr�o�enabh�angigkeit, s
hle
hte Zufallszahlen, kein oders
hle
htes Glei
hgewi
htstatistis
he: L�ange bzw. K�urze der Simulation
uktuierende: intrinsis
hNur zuf�allige Fluktuationen k�onnen mit Fehleranalyse untersu
ht wer-den. 60



Forderung: Gau�s
her Proze� , d.h.hÆA(t1)ÆA(t2):::ÆA(tn)i = 0XPaarehÆA(ti)ÆA(tj)ihÆA(tk)ÆA(tl)i = 0Wenn jede Messung A� unabh�angig ist, mit der Varianz:�2(A) = 1M X� (A� � hAi)2 = hA2i � hAi2;dann gilt f�ur die Varianz des Mittelwertes: �2(hAi) = �2(A)=M .Bei MD sind aber Messungen von aufeinander folgenden Zeitpunktenni
ht vollst�andig unabh�angig! �! Fehler wird unters
h�atzt, Anzahlder e�ektiv unabh�angigen Messungen kleiner als M .F�ur diesen Fall gilt f�ur die Varianz:�2(hAi) = 1M�2(A) 241 + 2X� (1� �=M)��35 ;wobei die Autokorrelation:�� = hA�Aoi � hAi2hA2i � hAi2 :Zu detailierter Fehleranalyse m�usste man �� genauer untersu
hen.Ausweg: Mittelung �uber Bl�o
ke aufeinanderfolgender Werte.Bl�o
ke gr�o�er �! Korrelation geringer.Wenn Blo
kl�ange gr�o�er als Korrelationsl�ange �! stat. Unabh�angig-keit. 61



Aber: zu lange Bl�o
ke reduziert die Anzahl der Blo
kmittelwerte �!S
h�atzung der Varianz der Gr�o�e wird unzuverl�assiger.L�osung: sukzessive Blo
kgr�o�en (b=1,2,4,...). F�ur jede S
h�atzung derVarianz gilt dann:�2(hAib) = 1Mb � 1 MbX�=1 �A2� � hAi2b� ;wobei Mb Anzahl der Bl�o
ke, A� typis
her Blo
kwert, hAib allgemei-nes Mittel.�2(hAib) nimmt zu bis zu einem Plateau �! das Ergebnis.2.15 Einfa
he thermodynamis
he MittelungenWenn Ergodenhypothese zutri�t, ist der Ensemblemittelwert glei
hdem zeitli
hen Mittelwert und f�ur den Mittelwert einer Simulationergibt si
h < A >run= 1�run �runX�=1A(�):Thermodynamis
he Eigens
haften des Systems kann man folgender-ma�en bestimmen:kinetis
he Energie(f�ur atomare Systeme):Ekin = h NXi=1 jpij22mi iEpot = h NXi=1 NXj=1V (rij)ientspre
hend gilt f�ur die Temperatur:62



T = 13NkB h NXi=1 jpij2mi iBea
hte: F�ur molekulare Systeme mu� die S
hwerpunktsges
hwindig-keit verwendet werden und es ergibt si
h ein zus�atzli
her Term, derdie Winkelges
hwindigkeit enth�alt.Aus Virialsatz folgt f�ur den Dru
kp = 23V hEkini+ 13hXi<jFijrijiStrukturfaktor:Struktur eines Systems ist 
harakterisiert dur
h die Verteilungsfkt. derPositionen. Die einfa
hste Funktion zur Bes
hreibung ist die Paarkor-relationsfunktion g(r). Sie bes
hreibt die Wahrs
heinli
hkeit, ein Paarmit dem Abstand r zu �nden, relativ zu einem vollst�andig zuf�alligverteilten SystemDamit gesamte Struktur des Systems festgelegt.g(r1; r2) = N(N� 1)�2ZNVT Z dr3dr4:::drNexp(��V(dr1; :::;dr3)):F�ur identis
he Teil
hen giltg(r) = VN2 hXi Xj Æ(r� rij)iIn der Simulation wird die Æ-Funktion dur
h eine Funktion ersetzt, diein einem s
hmalen Berei
h unglei
h Null ist.�! Histogramm f�ur alle Paarabst�ande.63



g(r)

r

1

g(r) kann benutzt werden, um Ensemblemittelwerte zu bere
hnen:hAi = 12N� Z 10 A(r)g(r)4�r2drz.B. E = 32NkT + 2�N� Z 10 r2V (r)g(r)drStrukturfaktor S(k) ist mit g(r) dur
h Fouriertransformation verkn�upft:S(k) = 1 + � Z g(r)exp(�ikr)drF�ur isotrope Systeme:S(k) = 1 + 4�� Z 10 r2sinkrkr g(r)drWi
htig, da direkter Verglei
h mit experimentellen Streuexperimentenm�ogli
h (Neutronen- und R�ontgenstreuung). S(k) Bindeglied zwis
henSimulation und Experiment. 64



Beispiele�lme ( im MPEG-Format ) zu MD- und MC-Simulationenk�onnen auf folgenden Interneadressen gefunden werden:� http://www-hp

.astro.washington.edu/simulations/SPH/� http://galileo.gmu.edu/nbody/nbody.html� http://www.npa
.syr.edu/EDUCATION/PUB/hpfe/module5/index.html� http://www.ifa.hawaii.edu/fa
ulty/barnes/� http://turbo.
he.n
su.edu/nl44/nl/node28.html� http://
nls-www.lanl.gov/ beardm/Gallery/Mole
ular/E250D0100a.gif� http://lut.a
.uk/departments/ma/Resear
h/Mole
ularDynami
s/index.html� http://www.
s
.�/lul/
hem/graphi
s.html� http://hermes.astro.washington.edu:80/pi
ture.htmlMan kann sie si
h entweder direkt dort ans
hauen oder sie �uber ftpladen und mit mpeg �lename
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3 Hydrodynamik3.1 EinleitungWo wird numeris
he Hydrodynamik verwendet?� IndustrieEntwi
klung neuer ProduktePKW, Flugzeuge, S
hi�e (z.B. Motoreneinspritzvorgang)Vorteil: kann Parameter testen ohne st�andig Prototypen zu bauen�! Kostenersparnis� MeteoreologieWettervorhersage Str�omungen in OzeanenKlimamodelle, Ozonstr�omungen, Turbulenz (Erdinneres)� AstrophysikSupernovae-Explosionen (Brennfronten, Sto�wellen)Mis
hprozesse in Sternh�ullen (Kernreaktionen)astrophysikalis
hen Prozesse unter extremen BedingungenVorgehen: Materie wird als Fl�ussigkeit behandelt.Fl�ussigkeit(naive Vortsellung): strukturloses, verformbares, kontinu-ierli
hes Medium (Inkompressibilit�at, Viskosit�at)Forderung f�ur Fl�ussigkeitsbehandlung:Betra
htete L�angen gro� gegen mittlere freie Wegl�ange.
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3.1.1 Eulerglei
hungenKontinuumsapproximation:3 Grundprinzipien:� Masse wird weder verni
htet no
h erzeugt� Impuls�anderung nur dur
h �au�ere Kr�afte� Energie weder verni
htet no
h erzeugtBetra
hte kontinuierli
hes Medium in 3 Dimensionen mit Massendi
h-te �(x; t) und Ges
hwindigkeit u(x; t).
x

Trajektorie

D

u(x,t)Sei D Berei
h im 3 dimensionalen Raum und W ein Unterberei
h,dann ist die Masse m in Wm(W; t) = ZW �(x; t)dV (x) (9)wobei �(x; t) und u(x; t) glatte Funktionen seien (di�erenzierbar). F�urein Fl�ussigkeitselement bedeutet dies, da� man die molekulare Struk-tur der Materie verna
hl�assigt.MassenerhaltungW sei fest in der Zeitddtm(W; t) = ddt ZW �(x; t)dV (x) = ZW d�(x; t)dt dV (x) (10)67



W

dA

n

u

Dies entspri
ht der Rate der Massen�anderung in W .Sei �W der Rand vonW (glatt) und n der ausw�artsgeri
htete Nor-malenvektor an der Ober
�a
he mit dem Ober
�a
henelement �A, dannist der Massen
u� dur
h �W�u � n ( na
h au�en)d.h. ddt ZW �dV = � Z�W �u � ndA (11)Massen�anderung inW = Rate, mit der Masse na
hW dur
h �W hin-eintransportiert wird.Integralform der Massenverteilung :Gau�'s
her Satz : R f � A = R r � fdV�! ZW "���t +r � (�u)# dV = 0f�ur beliebige W ���t +r � (�u) = 0 (12)Dies stellt die Kontinuit�atsglei
hung dar und ist die di�erentielle Formder Massenerhaltung.
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ImpulserhaltungSei x(t) = (x1(t); x2(t); x3(t)),dann u(x; t) = dx(t)=dt = (x1(t); x2(t); x3(t)),(Bem.: Gilt in kartesis
hen Koordinaten, vorsi
htig bei krummlinigenKoordinaten)Wenn a die Bes
hleunigung und u die Ges
hwindigkeit ist, dann gilta(x; t) = �u�t + (u � r)u = DuDtDe�nition: DDt = �t + u � rDies ber�u
ksi
htigt die Bewegung der Fl�ussigkeit.allgemein: df(x1(t); x2(t); x3(t))dt = �tf + u � rf = DfDtKontinuit�atsglei
hung: D�Dt + �ru = 0 (13)Dru
k S

n

Kraft durch S = P n

wirkt senkre
ht zur Ober
�a
he.Kraft pro Einheits
�a
he in Ri
htung n = P (x; t)nKeine Tangentialkr�afte/Spannungen (siehe Viskosit�at ...)69



Ideale Fl�ussigkeit.S�W = Kraft auf W = � Z�W P (x; t)ndA(negativ da n na
h au�en.S�W = Kraft auf W = � ZW rPdVExterne Kr�afte KW = ZW �fdVf externe Kr�afte pro Einheitsmasse (Gravitation, Magnetfeld, Corio-liskraft)�! Kraft pro Volumen = � grad p+ �fNewton (2. Gesetz) (Kraft = Masse � Bes
hleunigung)�DuDt = � grad p+ �f (14)Di�erentielle Form der ImpulserhaltungNun zum integralen Implussatz:Sei �(x; t) Trajektorie eines Teil
hens, das bei t = 0 am Punkt x ist.D.h. Abbildung �t : x �! �(x; t) bewegt Teil
hen von x(t = 0) na
hneuer Position � zur Zeit t.�t(W ) ist dann das mitbewegte Volumen.Betra
hte Massenerhaltung in bewegtem Volumen :70



��t ZWt �dV = ��t ZW � � (�(x; t))J(x; t)dV= ZW ���t (�(x; t))J(x; t)dV + ZW �J div udV= ZW  D�Dt + � div u!JdV = 0= ZW  ���t + div (�u)!JdV = 0= ZWt  ���t + div (�u)! dV (15)f�ur beliebige W und Wt.���t + div (�u) = 0 (16)Wi
htig: �f�t (�(x; t)) =  DfDt ! (�(x; t))DDt ist Ableitung entlang Fl�ussigkeit.�J�t = J(x; t)) div u(�(x; t))
�(�(x; t))�t = u(�(x; t))Jetzt Impulserhaltung��t ZWt �udV = S�Wt + Z �fdV71



linke Seite= ��t ZW �u(�(x; t))J(x; t)dV = ZW 0�D(�u)Dt + (� div u)1AJdV= ZWt 0�D(�u)Dt + (� div u)1A dVre
hte Seite = ZWt �rPdV + Z �fdV= ZWt ��rPdV + �f� dV (17)Zusammenfassend ergibt si
h mit der Kontinuit�atsglei
hung�DuDt = �rP + �fAllgemein gilt: ddt ZWt �gdV = ZWt DgDt dVTransporttheoremInkompressibilit�atVolumen (Wt) = RWt dV = 
onst.�! 0 = ddt ZWt dV = ddt ZW JdV= ZW div uJdV = ZWt div udV�! Fl�ussigkeit ist inkompressibel genau dann, wenn div u = 0 bzw.J=1. 72



Aus Kontinuit�atsglei
hung:Inkompressibilit�at entspri
ht D�Dt = 0.d.h. die Massendi
hte ist konstant bei BewegungFalls � = 
onst. �! Fl�ussigkeit homogen.Energieglei
hung1. Hauptsatz der Thermodynamik:dU = TdS � pdV�! T dSdt = dUdt + P dVdtadiabatis
h, keine Energiequellen oder dissipativen Vorg�ange TdS = 0.Unter Verwendung der Beziehung1V dVdt = �1� d�dterh�alt man dUdt = �P dVdt = PV div uNun gilt aber, U = ��Vd.h. dUdt = �V d�dt + ��dVdt + �V d�dt = �V d�dt�! �d�dt = �P div u (18)Kann man ums
hreiben zu:����t + div (��u) = �P div u (19)73



Zusammenfassung Eulerglei
hungen:���t +r(�u) = 0�(�u)�t +r(�uu) = �rP + �f�(��)�t +r(��u) = �Pru� (20)3.1.2 Navier-Stokes-Glei
hungBisher: Kr�afte normal zu Ober
�a
he.
B’

B

u’

u

Betra
hte zwei Volumen B und B', die si
h mit u und u0 bewegen(u 6= u0).Teil
hen bewegen si
h von B na
h B' und umgekehrt und transportie-ren dabei Impuls.d.h. Kraft auf Fl�a
he S pro Fl�a
heneinheit = P (x; t)n+ �(x; t)n.� ist Matrix- Tensor.�n ni
ht unbedingt parallel zu n, aber m�ogli
herweise einzelne Kom-ponenten.Anwendung von Newton ergibt:ddt ZWt �udV = � Z�Wt(P (x; t)n+ �(x; t)n)dAEigens
haften von �: 74



� � h�angt nur von Ges
hwindigkeitsgradienten ab (linear)� � invariant unter Translation und starrer Rotation, d.h., wenn 
orthogonale Matrix ist, dann �(
 � ru
�1) = 
 � �(ru)
�1Dies bedeutet kein Impulstransfer bei starrer Rotation.� � ist symmetris
h.(aus Drehimpulsglei
hgewi
ht)�! � h�angt von symmetris
hen Teil von Du ab, wobei D der Defor-mationstensor ist. Dij = 12 0��ui�xj + �uj�xi1AS
hlie�li
h: � = 2� "D � 13(ru)I#+ �(ru)I= 2� [D + �ruI℄wobei I der Einheitstensor, � die dynamis
he Viskosit�at, � die Volu-menviskosit�at und � = �+ 1=3� ist.Die Navier-Stokes-Glei
hung ist dann gegeben dur
h�(�u)�t +r(�uu) = �rP + �f +r� (21)Falls �; � = 
onstant, ergibt si
h��(u)�t = �rP + �f + (�+ �)r(ru) + ��uwobei 75



�u = 0� �2�x2 + �2�y2 + �2�z21Au Lapla
e-OperatorFalls die Str�omung homogene und inkompressibel ist, vereinfa
ht si
hdie Glei
hung zu �(u)�t = �rP 0 + ��uwobei ru = 0, � = �=�0 und P 0 = P=�0.3.2 Klassi�kation partieller Di�erentialglei
hungenDie meisten partiellen Di�erentialglei
hungen sind von 3 Grundtypen:elliptis
h, hyperbolis
h, parabolis
hHier betra
hten wir nur Dgls. 2. Ordnung.LU = a(x; y)uxx + b(x; y)uxy + 
(x; y)uyy = f(u; ux; uy; x; y) (22)Bemerkungen:� Gl.(22) ist linear in den h�o
hsten Ableitungen, d.h. a, b, 
 sindkeine Funktionen von u, ux, uy� Eine Koordinate kann au
h die Zeit seinBetra
hte quadratis
he Form:Q(x; y) = ax2 + 2bxy + 
y2= xtAxwobei x = 0BB� xy 1CCA , xt = (x; y), A = 0BB� a bb 
 1CCA76



Q(x; y) = 
onst. = R bes
hreibt dann entweder eine Ellipse, Hyperbeloder Parabel je na
h den KoeÆzienten a,b,
.De�nition: Die korrespondierende Dgl. hei�t dann alsoelliptis
h b2 � a
 < 0hyperbolis
h b2 � a
 > 0parabolis
h b2 � a
 = 0Dur
h geeignete Transformation � = �(x; y) und � = �(x; y) kannman die Dgl. auf Normalform bringen. (Entspri
ht der Diagonalisie-rung der quadratis
hen Form).B = T TAT (23)wobei wie oben de�eniert ist und f�ur die Eigenwerte die Determinante�������� a� � �b 
� � ��������null sein muss. Daher gilt,�1;2 = a+ 
2 � q(a+ 
)2 � 4(a
� b2)
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NormalformA) Hyperbolis
h u�� = f(u; u�; u�; �; �)oder mit weiterer Transformation � = � � � und � = � + �u�� = f(u; u�; u�; �; �)Beispiel: Wellenglei
hunguxx + uyy � 1
2utt = 0B) elliptis
h u�� + u�� = fuxx + uyy = 0Lapla
e-Glei
hung - allgemeine Potentialglei
hungz.B. allgemeine station�are L�osung der Di�usionsglei
hungC) Parabolis
h : u�� = fut = �(uxx + uyy)W�armeleitung, Di�usionsproblem
78



CharakteristikenFrage: Unter wel
hen Bedingungen ist die Kenntnis von u; ux; uy auf ei-ner Kurve � ausrei
hend, zur eindeutigen Bere
hnung von uxx; uxy; uyy,so da� Glg. (22) erf�ullt ist?Falls die Ableitungen dux = uxxdx+ uxydyduy = uxydx+ uyydyexistieren ergibt si
h0BBBBB� a 2b 
dx dy 00 dx dy
1CCCCCA0BBBBB� uxxuxyuyy

1CCCCCA = 0BBBBB� fduxduy
1CCCCCADiese Glg. hat eine eindeutige L�osung f�ur uxx; uxy; uyy, falls die Deter-minante der KoeÆzientenmatrix ni
ht vers
hwindet.ady2 � 2bdxdy + 
dx2 6= 0Falls diese bedingung erf�ullt ist, dann existieren die ableitungen unddie L�osung kann in den Na
hbarpunkten von � bere
hnet werden.Multiplikation mit 1=dx2 ergibtdydx = 1a �b�pb2 � a
�

ady2dx2 � 2bdydx + 
 = 079



Dies ist die Charakteristikenglei
hung. Damit erh�alt manhyperbolis
h zwei Charakteristikenelliptis
h keine Charakteristikparabolis
h eine CharakteristikBeispiel: lineare Wellenglei
hungutt � 
2uxx = 0dx2 � 
2dt2 = 0x+ 
t = 
onst:L�osung konstant auf Geraden.Bemerkungen:� Anf�angli
he Diskontinuit�at breitet si
h entlang der Charakteri-stiken aus.(S
ho
kwellen)� L�osung von parabolis
hen und elliptis
hen Glei
hungen sind im-mer analytis
h, au
h bei diskontinuierli
hen Anfangsbedingungen� Falls die Kurve � auf der die Daten u; ux; uy gegeben sind eineCharakteristik ist, dann hat die Glg.22 keine L�osung.� Unters
heidung parabolis
h-hyperbolis
h ni
ht so ents
heidend:in Hydrodynamik: Mis
htypenut + uux = �uxx� Wi
htige Unters
heidung: Anfangswertproblem oder Randwert-problem 80



� Es ist i.a. ni
ht m�ogli
h, elliptis
he Glg. stabil von den R�andernzu integrieren.ZusammenfassungHyperbolis
h Parabolis
h Elliptis
hKoeÆzienten b2 > a
 b2 = a
 b2 < a
Charakteristiken 2 reelle 1 reelle 2 komplexeRandbedingung Cau
hy Neumann NeumannAnfangswert Diri
hlet Diri
hletRand o�en o�en ges
hlossenTyp Wellen - Di�usion Keineausbreitung irreversibel Wellenbewegung
3.3 Hydrodynamis
he Glei
hungenDie partiellen Di�erentialglei
hungen der Hydrodynamik in einer r�aum-li
hen Dimension in ebener Geometrie sind���t = ��(�v)�x (24)�(�v)�t = ��(�v2)�x � �P�x (25)�(�)�t = ��(�v)�x �  P� � �! �v�x (26)Bevor man diese Glei
hungen numeris
h l�ost, mu� das System vonkontinuierli
hen Glei
hungen auf einem Gitter (x,t) diskretisiert wer-81



den.Partielle Di�erentialglei
hung �! Finite Di�erenzenglei
hung� ni
ht eindeutig� Ursa
he f�ur Abs
hneidefehler� Su
he Glg., die Fehler minimieren, stabil und konsistent sindFinite Di�erenzen: Gitter wird eingef�uhrt.Nebenbemerkungen zur Nomenklatur:De�nition von Variablen an Mittelpunkten, R�andern und E
ken.Zun�a
hst 1-dimensional:Variablen an R�andern sind ganzzahlig, in der Mitte halbzahlig.Index unten bedeutet r�aumli
he Diskretisierung, Index oben die zeitli
he Diskreti-sierung. Beispiel: �(xi+1=2; tn+1) = �n+1i+1=2
xi = i�1Xl=0; tn = n�1Xl=0 �tl+1=23.4 Taylor-Entwi
klung und Fehler in der OrtsvariablenJede diskrete Darstellung kontinuierli
her Funktionen erfordert dieDarstellung der zeitli
hen und r�aumli
hen Ableitungen in den Glei-
hungen 24 bis 26 auf dem Gitter. Die Di
hteglei
hung 25 kann fol-genderma�en umges
hrieben werden���t + �F�x = 0; (27)82



wobei F = �v der Massen
u� ist.Anmerkung: In einer Dimension ist die Einheit f�ur �Masse/L�ange undf�ur F Masse/Zeit.Aus dem Erhaltungssatz f�ur die Gesamtmasse erh�alt man dur
h Inte-gration von Glei
hung 27 �uber den gesamten Berei
hdMdt = Z xNx1 ���t dx = � Z xNx1 �F�x dx = � [F (xN)� F (x1)℄ : (28)Wir behandeln zun�a
hst die r�aumli
he Ableitung. Wir werden dazudie zeitli
he Entwi
klung von �i betra
hten, d.h. ���t an der Stelle xiund bezei
hnen dies als ����t �i. Um ����t �i zu bere
hnen, ben�otigt man��F�x �i. F�ur die Taylor- Entwi
klung auf dem diskreten Gitter erh�altmanFi+1 = Fi +  �F�x !i�xi + 12 0��2F�x2 1Ai (�xi)2 + 13 0��3F�x3 1Ai (�xi)3 +O((�x)4)(29)wobei �x = xi+1 � xi. Unter der Annahme, da� das Gitter uniformist, d.h. �x = 
onst, kann man folgrnderma�en vorgehen:Au
�osen na
h (�F=�x)i ergibt die diskrete Funktion f�ur die erster�aumli
he Ableitung �F�x !i = Fi+1 � Fi�x � 12 0��2F�x2 1Ai�x+O((�x)2) (30)d.h. eine Finite Di�erenzenglei
hung erster Ordnung. Der Fehler istebenfalls erster Ordnung, d.h. f�ur �x �! 0 vers
hwindet der Fehlerder zweiten Ableitung nahezu linear mit �x.83



Andererseits gilt au
h:Fi�1 = Fi �  �F�x !i�x+ 12 0��2F�x2 1Ai (�x)2 + 13 0��3F�x3 1Ai (�x)3 + O((�x)4):(31)Wenn man nun Glei
hung 29 von Glg.31 subtrahiert, erh�alt man f�urdie Di�erenzFi+1 � Fi�1 =  �F�x !i 2�x+ 23 0��3F�x3 1Ai (�x)3 + O((�x)5):Au
�osen na
h (�F=�x)i ergibt dann �F�x !i = Fi+1 � Fi�12�x � 13 0��3F�x3 1Ai (�x)2 +O((�x)4); (32)wel
hes eine �nite Di�erenzendarstellung der r�aumli
hen Ableitungzweiter Ordnung ist. Diesmal vers
hwindet der Fehler quadratis
h mit�x �! 0.3.5 Erhaltungsgr�o�enBevor die Diskretisierung der hydrodynamis
hen Glei
hungen in derZeit dur
hgef�uhrt wird, soll zun�a
hst auf einen wi
htigen Aspekt derr�aumli
hen Ableitungen eingegangen werden, n�amli
h ihre Erhaltungs-eigens
haften.Es wurde gezeigt, da� f�ur die Di
hteglg. gilt: ���t!i = �Fi+1 � Fi�x (33)Nat�urli
h sollte bei dieser Finite Di�erenzenglei
hung (wie au
h beiden �ubrigen hydrodynamis
hen Glei
hungen) die Gesamtmasse aufdem Gitter erhalten bleiben: 84



M = NXi=1 �i�x; (34)wobei hier N die Anzahl der Gitterpunkte ist. F�ur dM=dt gilt danndMdt = NXi=1 ���t!i�x (35)Wenn man nun Glg.30 f�ur ����t �i einsetzt, erh�alt mandMdt = � NXi=1 (Fi+1 � Fi) = F1 � FN+1 (36)Das hei�t, die zeitli
he �Anderung der Masse auf dem Gitter resul-tiert aus dem Masse
u� an den Gittergrenzen. Dies sollte o�ensi
ht-li
h au
h so sein. Daher ist die r�aumli
he Finite Di�erenzendarstellungder Di
hteglei
hung massenerhaltend und erf�ullt damit die geforderteEigens
haft.3.6 Taylorentwi
klung und zeitli
her FehlerUm eine komplette Finite Di�erenzendarstellung der Di
hteglei
hung(oder jeder anderen Glei
hnug) zu errei
hen, mu� zus�atzli
h zur r�aum-li
hen au
h no
h eine stabile zeitli
he Entwi
klung dur
hgef�uhrt wer-den. Dies ist etwas kritis
her und ist aus der Stabilit�at einer �niteDi�erenzenbehandlung zu verstehen.Wenn man eine Taylorentwi
klung in der Zeit dur
hf�uhrt, erh�alt manf�ur die Di
hte zum Zeitpunkt n+ 1 (bea
hte n ist Index)�n+1 = �n +  ���t!n�t+ 12 0��2��t2 1An (�t)2 + 16 0��3��t3 1An (�t)3+ (37)85



wobei �t = tn+1 � tn ist. Au�erdem gilt unter der Annahme �t =tn+1 � tn = tn � tn�1�i�1 = �i �  ���x!i�x+ 12 0��2��x21Ai�x+ 13 0��3��x31Ai�x+ ::: (38)Wenn man Glg.37 von Glg. 38 subtrahiert, erh�alt man�i+1 � �i�1 =  ���x!i 2�x+ 23 0��3��x31Ai�x+ ::: (39)Dur
h umstellen ergibt si
h ���x!i = �i+1 � �i�12�x � 13 0��3��x31Ai (�x)2 + ::: (40)wel
hes die zweite Ordnung der diskrete Darstellung der Ableitungrepr�asentiert.Es gen�ugt ni
ht den Abs
hneidefehler eines �nite Di�erenzenalgorith-mus zu untersu
hen, sondern es ist ents
heidend au
h die Stabilit�atder Methode zu untersu
hen. Zun�a
hst wollen wir die sogenannte\forward-time, 
entered spa
e"-Methode betra
hten (FTCS). F�ur dieDi
hteglei
hung erh�alt man�n+1i � �ni�t = F ni+1 � F ni�12�x +O(�t; (�x)2) (41)Weil die Di�erenzenbildung ni
ht zentriert in t ist, ist dieses S
hemanur in erster Ordnung zu der Zeit, aber zu der zweiten Ordnung imRaum genau.Das Stabilit�atskriterium des �nite Di�erenzens
hemas de�nierenwir folgenderma�en: Das System ist stabil, wenn keine einzelne aller86



Fouriermode der L�osung unbes
hr�ankt w�a
hst. Dieses Kriterium wur-de von von Neumann eingef�uhrt, ist jedo
h nur eine von vielen De�-nitionen f�ur die Stabilit�at. Allerdings ist das von Neumann Kriteriumweitverbreitet in der wegen seiner Ans
hauli
hkeit und der Einfa
hheitder Implementierung.Eine einzelne Fouriermode unserer L�osung sei gegeben�nj = �n(k)eik(j�x): (42)wobei i2 = �1, j ist der der Zonenindex , �x die diskrete Koordinatean deren Stelle die Di
hte bere
hnet wird. Wenn man nun dies in Glg.41 einsetzt, ergibt si
h��n+1i � �ni � eik(j�x) = � v�t2�x�n �eik(j+1)�x � eik(j�1)�x� (43)wobei angenommen wurde, da� �uber das gesamte Gitter v = 
onst.Wenn man nun �n+1 in Termen von �n l�ost, erh�alt man�n+1i =  1� iv�t�x sin(k�x))!�n (44)Man sieht, da� jede Fouriermode ungebunden w�a
hst, falls der Koef-�zient �n in Glg. 44 gr�o�er als 1 wird. In unserem Fall erhalten wir
G = vuut1 +  v�t�x sin(k�x))!2 (45)was f�ur jedes gegebene v und x zu jeder Zeit immer gr�o�er als einsist. Das FTCS S
hema ist also unter allen Bedingungen instabil. Andiesem Beispiel sieht man, dass es wesentli
h ist immer die Stabilit�atdes verwendeten Verfahrens zu pr�ufen.Neben der FTCS Methode gibt es allerdings au
h ein S
hema, dessenDarstellung der Di
hte au
h einen Fehler der Ordnung O(�t; (�x)2)87



hat, das aber ohne Eins
hr�ankungen stabil ist. Diese Methode ver-wendet sogenanntes \implizites Di�erenzieren". Diese Verfahren erh�altman folgenderma�en:Man s
hreibt die �nite Di�erenzenglei
hung in der Form�n+1i � �ni�t = �F n+1i+1 � F n+1i�12�x (46)d.h. der Flu� wird jetzt an der Stelle t = tn+1 anstelle von t = tnbere
hnet. F�ur die Stabilit�atsanalyse ergibt si
h dann, wenn wir Glg.42 in Glg.46 einsetzen��n+1 � �n� eik(j�x) = � v�t2�x�n+1 �eik(j+1)�x � eik(j�1)�x�Wenn man nun �n+1 in Termen von �n l�ost, erh�alt man�n+1i = 11� iv�t�x sin(k�x))�ndaher ergibt si
h diesmalG = 1r1 + �v�t�x sin(k�x)�2 :Dies ist f�ur jede Wahl von v und �x immer kleiner als 1 und damitstabil.�Ubung: Teste die Stabilit�at f�ur ein CTCS Di�erenzens
hema. DiesesVerfahren wird au
h \Staggered Leapfrog-S
hema" genannt und ist inRaum und Zeit zur zweiten Ordnung genau.3.7 Transporteigens
haften von Finite Di�erenzenmethodenAu�er der Genauigkeit und der Stabilit�at eines Verfahren sind no
handere wi
htige Eigens
haften bei der Auswahl eines Finite Di�eren-zenverfahren zu bea
hten. Ein sol
hes Kriterium k�onnen die Trans-porteigens
hften sein, d.h. die F�ahigkeit ein Signal in eine bestimmteRi
htung zu transportieren. 88



F�ur die Di
hteglei
hung im FTCS Di�erenzenmodell ergibt si
h unterder Annahme, da� vni = v = 
onst:�n+1i � �ni�t = �v�ni+1 � �ni�12�x : (47)Wenn man jetzt zun�a
hst annimmt die Di
hte sei �uberall null und eineSt�orung wird an der Stelle x = xi der Gr�o�e �i = � anges
haltet, dannw�urde das FTCS-s
hema folgendes re
hnen:�n+1i+1 � 0�t = �v0� �2�x�n+1i � ��t = �v0� 02�x�n+1i�1 � 0�t = �v�� 02�x (48)d.h. �n+1i+1 = v��t2�x�n+1i = ��n+1i�1 = �v��t2�xWenn man nun annimmt, da� v > 0 ist, dann w�urde Glg. 48 bedeuten,da� die St�orung si
h stromaufw�arts ausbreitet, was aber physikalis
hfals
h ist. Zus�atzli
h bedeutet Glg. 48, da� die Di
hte bei i si
h ni
ht�andert, selbst na
hdem si
h die St�orung 
u�abw�arts ausgebreitet hat(Glg. 48), was au
h unphysikalis
h ist. Man kann daraus s
hlie�en da�FTCS keine Transporteigens
haften bes
hreiben kann.Gl�u
kli
herweise gibt es au
h �nite Di�erenzenmethoden die diese Ei-gens
haft erf�ullen. Wir betra
hten das folgende Finite Di�erenzens
he-ma in dem die Di
hteglei
hung gegeben ist dur
h89



�n+1i � �n+1i�t = ��ni vni � �ni�1vni�1�x f�ur vni > 0��ni+1vni+1 � �ni vni�x f�ur vni < 0 (49)Wenn man wieder annimmt, da� vni = v = 
onst > 0, dann erh�alt manf�ur den obigen Fall, wo die Di
hte �uberall null ist und eine St�orungder Art �ni �! �ni + �, dann erh�alt man�n+1i � ��t = �v�� 0�x�n+1i+1 � 0�t = �0� v��x�n+1i�1 � 0�t = �0� 0�xdaraus ergibt si
h �n+1i = �  1� v�t�x !�n+1i+1 = v��t�x�n+1i�1 = 0In diesem Fall wndert die St�orung ni
ht stromaufw�arts, was ja phy-sikalis
he Voraussetzung war. Die selbe Re
hnung kann f�ur v < 0ausgef�uhrt werden, mit dem glei
hen Ergebnis.Das �nite Di�erenzens
hema gegeben dur
h Glg. 49 wird au
h als\First upwind di�eren
e"-S
hema gekannt und besitzt Transportei-gens
haften, wie gerade gezeigt. Als n�a
hstes soll gezeigt werden, da�dieses S
hema au
h konservativ ist unter der Voraussetzung, da� dieGes
hwindigkeit auf dem Gitter ni
ht umdreht. Dana
h werden wirein \Upwind"-S
heme einf�uhren, da� unabh�angig von der Ges
hwin-digkeitsri
htung auf dem Gitter konservativ ist.90



Wie oben, betra
hte man zun�a
hst die zeitli
he Ableitung der Gesamt-masse unter Verwendung des \First upwind di�eren
e"-S
hema. Wennman vi < 0 f�ur 0 � i � l und vi > 0 f�ur l+1 � i � N annimmt, danndMdt = � lXi=1 (�ni+1vni+1 � �ni vni )� NXi=l+1 (�ni vni � �ni�1vni�1) =� (�n1vn1 � �n0vn0 )� (�n2vn2 � �n1vn1 )� :::� (�nl vnl � �nl�1vnl�1)� (�nl+1vnl+1 � �nl vnl )� (�nl+1vnl+1 � �nl vnl )� (�nl+2vnl+2 � �nl+1vnl+1)� (�nN�1vnN�1 � �nN�2vnN�2)� (�nNvnN � �nN�1vnN�1)= �n0vn0 � �nl+1vnl+1 + �nl vnl � �nNvnN (50)Der zweite und dritte Term ers
heinen in Glg. 50, weil das System ni
htallgemein konservativ ist. Diese beiden Terme agieren im Prinzip alsQuelle und Senke f�ur Massen auf dem Gitter. Die Massen�anderungauf dem Gitter sollte nur dur
h den ersten und vierten Term gegebensein, denn dies entspri
ht dem Flu� dur
h in und aus dem Gitter amRand.Ein \Upwind"- S
hema, das konservative Eigens
haften hat ist das\Se
ond upwind di�eren
e"-S
hema oder \Donor Cell"-S
hema:�n+1i � �ni�t = ��nRvnR � �nLv nL�x (51)wobei vnR = 12 (vni+1 + vni )vnL = 12 (vni + vni�1) (52)und �nR = �ni f�ur vnr > 091



= �ni+1 f�ur vnr < 0�nL = �ni�1 f�ur vnr > 0= �ni f�ur vnr < 0 (53)Nun mu� man nur no
h dM=dt bere
hnen, um zu zeigen, da� das\Donor Cell"-S
hema immer konservativ ist.dMdt = NXi=0 ���t!i�x= � NXi=0 ��ni+1=2vni+1=2 � �ni�1=2vni�1=2�= ��n1=2vn1=2 + �n�1=2vn�1=2 � �n3=2vn3=2 + �n1=2vn1=2 � ::::��nN�1=2vnN�1=2 + �nN�3=2vnN�3=2 � �nN+1=2vnN+1=2 + �nN�1=2vnN�1=2= �n�1=2vn�1=2 � �nN+1=2vnN+1=2d.h. hier entspri
ht der Masse
u� auf und von dem Gitter gerade demFlu� am Rand.Als n�a
hstes soll die Stabilit�at des \Donor Cell"-S
hemas untersu
htwerden. Wie zuvor nehmen wir der Einfa
hheit halber an, da� vni =v = 
onstant > 0 ist, dann gilt�n+1j � �n+1j�t = �v�nj � �nj�1�xF�ur die Fouriermoden erhalten wir danneik(j�x) ��n+1(k)� �n(k)��t = �v�n�x �eikj�x � eik(j�1)�x�Au
�osen na
h Termen von �n(k) ergibt�n+1(k) = �n(k)  1� 
os(k�x))� iv�t�x sin(k�x)! : (54)92



Die Gr�o�e �n+1(k)=�n(k) mu� kleiner oder glei
h 1 sein, damit das\Donor Cell"-S
hema stabil ist, d.h.vuut1� 2v�t�x  1� v�t�x ! (1� 
os(k�x)) � 1 (55)oder 2v�t�x  1� v�t�x ! (1� 
os(k�x)) � 0: (56)Da jedo
h 1� 
os(k�x) > 0, mu� zur Stabilit�at die Bedingung�t � �xv (57)erf�ullt sein. Diese Bedingung wirdCourant-Friedri
hs-Lewy-Stabilit�ats-bedingung genannt. Sie bes
hreibt, da� bei entspre
hender Zeits
hritt-wahl, das \Donor Cell"-S
hema stabil ist.3.8 Monotonit�atWenn man ein abgestuftes Gitter einf�uhrt, d.h. ein Gitter f�ur des Zen-trum und ein anderes f�ur den Rand,

x(i−1) x(i) x(i+1)

t(n−1)

t(n+1)

t(n)

t(n+1/2)

t(n−1/2)

x(i−1/2) x(i+1/2)

dann erhalten wir f�ur \Se
ond upwind di�eren
e"-S
hema aus Glg. 51:93



�n+1i+1=2 � �ni+1=2�t = �(�v)i+1 � �v)i�x ; (58)wobei halbzahlige Indizes si
h auf Zentralzonen und ganzzahlige Indi-zies si
h auf Randzonen beziehen. Glg. 58 ist eine r�aumli
h zentrierteDi�erenzenglei
hung und hat demzufolge einen Abs
hneidefehler derOrdnung O((�x)2). Allerdings gilt nun, da� �x = xi+1�xi statt zuvor�x = xi+1 � xi�1.Glg. 58 kann man folgerma�en interpretieren: Die Di
hte in den Zen-tralzonen �andert si
h als Folge des Massen
u�es an den Zonengrenzen.Da aber der Massen
u� au
h die Ges
hwindigleiten beinhaltet, sollteau
h das Ges
hwindigkeitspro�l in x an den Zonenr�andern diskretisiertwerden. Ebenso gilt dies f�ur das Di
htepro�l in x im Zonenzentrum,d.h. v = vi : i = 1; :::; N und � = �i+1=2=:i=1;:::;N. Wenn man nun inGlg.58 die lineare Interpolation zweiter Ordnung von �i+1=2 einf�uhrt,um �i und �i+1 zu de�nieren, w�urden man wiederum einen Abs
hnei-defehler zweiter Ordnung erhalten.Wenn die Di
hte in der Zone [xi; xi+1℄ als linear angenommen wirdoder genauer st�u
kweise linear �uber das Gitter, dann ist die Di
hte imZonenzentrum glei
h dem Mittelwert der Di
hte in der Zone. Obige�nite Di�erenzierung und Interpretation wird au
h Kontrolldi�eren-zierung genannt.Es existieren eine Reihe unters
hiedli
her Methoden um die Di
hte vonden Zonenzentren zu den Zonenr�andern zu interpolieren. Hier werdenwir nur sol
he Methoden untersu
hen die Monotonit�at der Kontinu-umsverteilung erhalten.ZumBeispiel kann man die Kontinuumsdi
hteverteilungmit der \Donor-Cell"-Methode interpolieren (s
hr�age Linie in Abbildung).94



x(i−1) x(i) x(i+1)

x(i−1/2) x(i+1/2)

x(i+2)

x(i+3/2)

d(i−1/2) d(i)

d(i+1/2) d(i+1)

d(i+3/2)

Wenn man �i+1 = �i+1=2 setzt, w�urde die diskrete Verteilung weit�uber die Kontinuumsverteilung an den R�andern hinauss
hie�en. Folg-li
h w�are der Massen
u� an den Zonenr�andern bei weitem zu gro�und die Di
hteverteilung w�urde si
h k�unstli
h ausdehnen. Daher istdas \Donor-Cell"-Verfahren f�ur die Bes
hreibung der Zonenranddi
h-te numeris
h di�usiv.Als n�a
hstes soll die Barton-Methode untersu
ht werden. Zun�a
hstnehme man an, da� v > 0. Man kann dann drei Zonengrenzdi
htenbei i+ 1 konstruieren�1 = �i+1=2 + �i+1=2 � �i�1=2xi+1=2� xi�1=2 �xi+1 � xi+1=2��2 = �i+1=2 + �i+3=2 � �i+1=2xi+3=2� xi+1=2 �xi+1 � xi+1=2��3 = �i+1=2: (59)Na
h der Barton-Methode wird dann die Di
hte bei i+ 1�i+3=2 < �i+1=2 �! ��i+1 = max(�1; �2)��i+1=2 < �3 �! �i+1 = ��i+1��i+1=2 > �3 �! �i+1 = �3�i+3=2 > �i+1=2 �! ��i+1 = min(�1; �2) (60)95



��i+1 < �3 �! �i+1 = �3��i+1 > �3 �! �i+1 = ��i+1Zwei Beispiele werden hier gezeigt.
d(i−1/2)

d(i+1/2)

d1
d(i+3/2)

d2

d3

Hier ist �i+1 = �1.
d(i−1/2)

d(i+1/2)

d2

d3

d(i+3/2)

d1

und �i+1 = �2. Zusammengefa�t kann man sagen, da� f�ur eine mono-ton fallende lokale Sequenze �i�1=2; �i+1=2; �i+3=2 der minimale AbfallSLOPEmin = min �abs[(�i+1=2 � �i�1=2)(xi+1=2� xi�1=2)℄;abs[(�i+3=2 � �i+1=2)(xi+3=2� xi+1=2)℄�96



verwendet wird, um die Di
hte zu interpolieren, um �i+1 zu erhalten.Falls die lokale Sequenz ni
ht monoton fallend ist, (z.B. wenn �i+1=2lokales Minimum) dann folgt �i+1 = �3.Wenn die Zonenranddi
hten auf diese Weise gew�ahlt werden, dannerh�alt die st�u
kweise diskrete Darstellung der Di
hte die Monotonit�atder Kontinuumsdi
hteverteilung.

x(i+1)x(i−1) x(i) x(i+2)

x(i+1/2)x(i−1/2) x(i+3/2)

d(i+3/2)

d(i+1/2)

d(i−1/2)

Mit anderen Worten, die st�u
kweise diskrete Darstellung der Di
htewird monoton fallen bzw. wa
hsen, wenn die Kontinuumsdi
htevertei-lung monoton w�a
hst oder f�allt.Eine andere Methode, die die diskrete Monotonit�at si
herstellt, ist dasVan Leer-S
hema:�i = �i�1=2 + (1=2)d�i�1=2 f�ur v > 0= �i+1=2 � (1=2)d�i+1=2 f�ur v < 0 (61)wobei d�i+1=2 = ��i��i+1=  ��i +��i+12 ! f�ur ��i��i+1 > 0= 0 sonst (62)und ��i = ��i+1=2 � �i�1=2� = �xi+1=2 � xi�1=2� : (63)97



Obig behandelte Methoden haben einen r�aumli
hen Abs
hneidefeh-ler zweiter Ordnung, sind monoton und reduzieren damit numeris
heDi�usion. Wir wenden uns nun dem zeitli
hen Abs
hneidefehler zwei-ter Ordnung zu. Eine Darstellung der Di
hteglei
hung, die in zweiterOrdnung genau in �x und �t ist, ist�n+1i+1=2 � �ni+1=2�t = �(�v)n+1=2i+1 � (�v)n+1=2i�x (64)Da wir s
hon eine monotone Methode zweiter Ordnung f�ur (�v)i ha-ben, m�ussen wir no
h eine zeitli
h zur zweiten Ordnung genau Metho-de �nden. D.h. man mu� ein Verfahren �nden bei dem der Massen
u�an den Zonengrenz
�a
hen beim halbzahligen Zeits
hritt tn+1=2 : n = 0; 1; :::stimmt. Das Fl�ussigkeitselement bei xi und tn+1=2 ist hervorgegangenaus x = xi � v�t=2 bei tn.

x(i−1)

t(n+1)

x(i+1)x(n+1/2)

t(n)

t(n−1/2)

v*dt/2Es wird angenommen, da� der Zeits
hritt �t klein genug ist, da� dieFluid
harakteristiken als gerade Linien angenommen werden k�onnen.Daher ist der Masse
u� bei xi und ti+1=2 de�niert dur
h die Di
hte beixi � v�t=2 und tn. Die Di
hte kann man unter Verwendung eines derzuvor erw�ahnten Interpolationsverfahren gewinnen. F�ur das Barton-98



Verfahren ergibt si
h�n+1=2i+1 = �ni+1=2 + min0�abs[(�i+3=2 � �i+1=2xi+3=2� xi+1=2)℄; abs[(�i+1=2� �i�1=2xi+1=2� xi�1=2)℄1A� (�x� v�t)=2Den Massen
u� bei xi und tn+1=2 kann man bestimmen, wenn dieDi
hte und Ges
hwindigkeit bei xi und tn+1=2 bekannt sind. Die Ge-s
hwindigkeit ist bei xi zentriert, au�erdem ist sie zeitli
h zentriertf�ur tn+1=2. Daher ist keine r�aumli
he oder zeitli
he Interpolation zurBestimmung der Ges
hwindigkeit notwendig, um den Massen
u� zurzweiten Ordnung zu bestimmen.Lax-Wendro�:(Beispiel Advektionsglei
hung):Di�erenzens
hema 2. OrdnungTaylor-Entwi
klunga(x; t+ �) = a(x; t) + �  �a�t!+ � 22 0��2a�t2 1A+ :::Advektionsglei
hung: �a�t = � ��xF (a)mit F (a) = 
a. Di�erenzieren ergibt:�2a�t2 = � ��t ��xF (a) = � ��x �F�twobei F 0(a) = 
 f�ur die Advektionsglei
hung. Einsetzen ergibt:�2a�t2 = ��xF 0(a)�F�xAnwendung der Taylor-Entwi
klung ergibt:a(x; t+ �) � a(x; t)� �  ��xF (a)!+ � 2  ��xF 0(a)�F�x !99



Diskretisieren ergibt das Lax-Wendro�-S
hema:an+1i = ani � � Fi+1 � Fi�12h + � 22 [F 0(�F=�x)℄i+1=2� [F 0(�F=�x)℄i�1=2h= ani � � Fi+1 � Fi�12h + � 22h "F 0i+1=2Fi+1 � Fih � F 0i�1=2Fi � Fi�1h #wobei Fi = F (ani ) und F 0i+=�1=2 = F 0[(ai+ =� 1 + ani )=2℄. F�ur dieAdvektion gilt: Fi = 
ani und Fi+=�1=2 = 
.�! an+1i = ani � 
�2h(ani+1 � ani�1) + 
2� 22h2 (ani+1 � ani�1 � 2ani )Bea
hte: Letzter Term diskretisiert 2. Ableitung. K�unstli
he Visko-sit�at, die die numeris
he L�osung stabilisiert. F�ur Lax-Wendro� giltau
h CFL-Bedingung f�ur Stabilit�at.3.9 Operator SplittingBisher haben wir nur das �nite Di�erenzens
hema f�ur die Di
hteglei-
hung mit den Transporteigens
haften behandelt. Aber die Trans-portterme in der Ges
hwindigkeitsglei
hung und der Glei
hung f�urdie innere Energie werden in �ahnli
her Weise behandelt. Unter derBer�u
ksi
htigung des \staggered gridding" des vorherigen Kapitels,kann man die �nite Di�erenzendarstellung f�ur alle Transporttermewie folgt s
hreiben:�n+1i+1=2 � �ni+1=2tn+1 � tn = �(�v)n+1=2i+1 � (�v)n+1=2ixi+1 � xi (65)�n+1i+1=2 � �nitn+1 � tn = �(�v)n+1=2i+1 � (�v)n+1=2ixi+1 � xi (66)(�v)n+1=2i � (�v)n�1=2itn+1=2 � tn�1=2 = �(�v2)ni+1=2 � (�v2)ni�1=2xi+1=2 � xi�1=2 (67)100



F�ur die Di
hteglei
hung ist das �nite Di�erenzens
hema komplett,aber f�ur die innere Energie und die Ges
hwindigkeitsglei
hung m�ussenno
h Terme untersu
ht werden.Hierzu kann man eine weitgebr�au
hli
he Notation einf�uhren; das soge-nannte Operator Splitting. Die Hydrodynamis
henGlei
hungen k�onnenin Operatorens
hreibweise folgenderma�en dargestellt werden:�Y�t = L(Y ) (68)wobei Y = �; �; v ist und allgemeinL(Y ) = L1(Y ) + L2(Y ) + ::::: (69)Wenn man Operator Splitting verwendet reduziert si
h das Problemder L�osung des hydrodynamis
hen Glei
hungen uaf das L�osen einerSequenz einfa
her �niter Di�erenzenglei
hungen:Y 1 � Y n�t = [L1(Y )℄FD (70)Y 2 � Y 1�t = [L2(Y )℄FD (71)wobei der Index \FD" eine �nite Di�erenzendarstellung der Operato-ren L1; L2; ::: darstellt.Na
h dem Transports
hritt sollte nun au
h no
h der Quells
hritt inder Operatorens
hreibweise dargestellt werden�t sr
 = �  P� � �! �v�x (72)(�v)n+1=2i � (�v)n�1=2itn+1=2 � tn�1=2 0��(�v)�t 1Asr
 = ��P�x (73)Zur zweiten Ordnung 101



��i+1=2 � �ni+1=2tn+1 � tn = �12 264 1�n+1=2i+1=2 (P �i+1=2 � P ni+1=2)� (��i+1=2 � �ni+1=2)375�vn+1=2i+1 � vn+1=2ixi+1 � xi (74)(�v)n+1=2i � (�v)n�1=2itn+1=2 � tn�1=2 = �P ni+1=2 � P ni�1=2xi+1=2 � xi�1=2 (75)wobei �n+1=2i+1=2 = (�ni+1=2 + �n+1i+1=2)=2. Bei dem Quells
hritt der innerenEnergie wird ein iterativer Proze� ben�otigt. ��i+1=2 ist ein teilwieserUpdate der inneren Energie unter Voraussetzung eines partiellen Up-dates des Dru
kes P �i+1=2. Den Dru
k erh�alt man aus einer Hilfsbezie-hung oder Zustandsglei
hung : P = P (�; �). Wenn man Glg. ?? zuerstl�ost ist P �i+1=2 = P ni+1=2. Die neue innere Energie ��i+1=2 wird dann be-nutzt um den neuen Dru
k zu erhalten: P �i+1=2 = P (�n+1i+1=2); ��i+1=2 undder Proze� wird iteriert bis ��i+1=2; P �i+1=2 �! �n+1i+1=2; P n+1i+1=2. Dies wirderrei
ht, wenn die relative Di�erenz zweier sukzessiven Updates derinneren Energie einen vorgegebnene Toleranzwert unters
hreiten.3.10 Zustandsglei
hung und Viskosit�atEulers
he Form der hydrodynamis
hen Glei
hungen:���t +r�v = 0 (76)�(�v)�t +�r�vv = �rP (77)�(�)�t +�r(��v) + Prv = 0 (78)102



Glei
hungen werden dur
h Zustandsglei
hung des Systems erg�anzt.�! Thermodynamis
he Eigens
haften des Systems.Zustandsglei
hung: Beziehung zwis
hen innerer Energie und Di
hteund Dru
k. � = �(P; �) (79)Ideales Gas: � = kTm(
 � 1) = P�(
 � 1)wobei 
 das Verh�altnis der spez. W�arme (
 = 5=3 f�ur monoatomaresGas), m = molekulare Masse, k = Boltzmann Konstante und T=Temperatur.Advektion: Gr�o�en der Fl�ussigkeit werden dur
h Fl�ussigkeitsbewegungtransportiert. Formulierung der hydrodynamis
hen Glg. in Termen derzeitli
hen Ableitung relativ zur bewegten Fl�ussigkeitddt = ��t + vrDi�erenzieren der Divergenz in hydrodynamis
hen Glei
hungen ergibtdie Lagrange Formulierung der hydrodynamis
hen Glei
hungend�dt = ��rv = 0 (80)�dv)dt = �rP (81)�d�dt = �Prv = 0 (82)Beim idealen Gas reduziert si
h die Energieglei
hung auf das Adiaba-tengesetz. ddt  p�
! = 0103



Verglei
h: Lagrange und Eulers
he Formulierung:Das si
h mitbewegende Lagrange-Gitter eignet si
h besonders umhydrodynamis
he Ph�anomene wo z.B. S
hallwellen dur
h sukzessivesBun
hen und �O�nen auf dem Gitter entstehen.
Au�erdem hat das mitbewegte Gitter den Vorteil die Punkte in in-teressanten Berei
hen zu konzentrieren (z.B. bei Sto�wellen). Damitverbessert si
h automatis
h die Genauigkeit in sol
hen Berei
hen.Bei mehrdimensionalen Problemen und kompressiblen Fl�ussigkeitenwird meist die Eulers
he Formulierung verwendet.Wenn die mittelere freie Wegl�ange ni
ht mehr als klein betra
htet wer-den kann, mu� man den Transport von Impuls und Energie einbezie-hen. Man bezei
hnet die Fl�ussigkeit dann als viskos. In den hydrody-namis
hen Glei
hungen ma
ht si
h dies dur
h einen Viskosit�atstensorV bemerkbar. �(�v)�t = �r(�vv + pI + V )Dieser Dru
ktensor mu� nat�urli
h au
h in der Energieglei
hung ber�u
k-si
htigt werden. Wenn man no
h den W�arme
u� mit einbezieht, ergibtsi
h f�ur die Glei
hung der inneren Energie�(��)�t + (pI + V ) : rv +r(��v) + q) = 0Die Di�usionsprozesse, ob dur
h W�armeleitung oder Viskosit�at, sindmit den Temperatur oder Ges
hwindigkeitsgradienten der Fl�ussigkeitverbunden. F�ur die W�armeleitung erh�alt man dann:q = ��rT104



wobei � der W�armeleitungskoeÆzient ist. �Ahnli
h gilt f�ur den Visko-sit�atstensor die Beziehung zum Navier-Stokes-Tensor UV = �Uwobei � die Viskosit�at der Fl�ussigkeit ist.Sowohl � alsau
h � h�angen von der Sto�rate ab, die die Teil
hen im Sy-stem erfahren, d.h. sie h�angen von der lokalen Temperatur und Di
hteab. Dadur
h k�onnen die Transportterme ni
htlinear werden.3.11 Sto�wellenSt�orungen in Fl�ussigkeiten breiten si
h mit der lokalen S
hallges
hwin-digkeit aus. Wenn die S
hallges
hwindigkeit si
h mit der Position �andert,kann es dazu kommen, da� si
h S
hallwellen aufsteilen. Dies kannz.B. in kompressiblen Fl�ussigkeiten ges
hehen. Dazu kann es kommen,wenn das \Ende" der Welle si
h s
hneller bewegt als der \Anfang".Wenn si
h dieses Aufsteilen der Welle fortsetzt, wird die Welle s
hlie�-li
h bre
hen. Das Problem besteht darin, da� an diesem Punkt danndie Di
hte und alle anderen Eigens
haften, die die Fl�ussigkei bes
hrei-ben Mehrfa
hwerte bekommen.
Zeit

105



An der Bru
hstelle breitet si
h eine Sto�welle aus, die eine Diskonti-nuit�at in der Di
hte, inneren Energie und Ges
hwindigkeit darstellt.Die Bewegung der Sto�welle wird bestimmt dur
h die Sto�sprungbe-dingungen, die si
h aus den hydrodynamis
hen Glei
hungen herleitenund die Erhaltungss�atze von Masse, Energie und Impuls wiederspie-geln.Das Entstehen von Sto�wellen kann man aber au
h in anderer Weiseverstehen. Die hydrodynamis
hen Glei
hungen sind ni
htlinear. Dahersind unters
hiedli
he Fouriermoden gekoppelt und Energie kann vonlangwelligen zu kurzwelligen Moden kaskadieren. Diesen E�ekt siehtman ni
ht f�ur lineare Glei
hungen oder f�ur ni
htlineare Glei
hungenin einer linearen Region, denn im linearen Fall sind die Fouriermodenentkoppelt.In Wirkli
hkeit wird auf der mikroskopis
hen Skala Energie in k�urze-re Wellenl�angen dur
h viskose Me
hanismen dissipiert. Dadur
h wirdverhindert, da� Werte vielfa
h belegt werden. Auf dem Gitter stellenSto�wellen ein Problem dar, denn� wir behandeln ni
ht-viskose Fl�ussigkeitsglei
hungen�! keine viskose Dissipation bei kurzwelligen Energien� keine Struktur im Flu� deren Wellenl�ange kleiner als 2�x kannaufgel�ost werdenBei einer Di�erenzendarstellung kaskadiert die Energie in die k�urzesteWellenl�ange auf dem Gitter, d.h. die Zellgr�o�e. Daher werden gro�eS
hwingungen in die angrenzenden Zellen induziert. Diese E�ekte sindni
ht physikalis
her sondern rein numeris
her Natur und k�onnen au
hdie numeris
he L�osung im langwelligen Berei
h extrem st�oren.106



Allerdings gibt es denno
h M�ogli
hkeiten Sto�wellen zu behandeln.Hier wollen wir die Ri
htmyer-vonNeumann-Methode zeigen. Sie f�ugenden hydrodynamis
hen Glei
hungen eine k�unstli
he Viskosit�at zu. Die-se k�unstli
he Viskosit�at soll den nat�urli
hen ph�anomenologis
hen Dis-sipationsme
hanismus na
hahmen, der in wirkli
hen Fl�ussigkeiten vor-handen ist.k�unstli
he Viskosit�at : Energie der Gitter
uktuationen �! ther-mis
he EnergieBei der Ri
htmyer-von Neumann-Methode wird die k�unstli
he Dissi-pation dur
h die SubstitutionP �! P +Q (83)den hydrodynamis
hen Glei
hungen zugef�ugt. Wenn das System selbsteine hohe nat�urli
he Viskosit�at hat, ist dies ni
ht n�otig.Die k�unstli
h Viskosit�at soll dur
h Di�usion alle Diskontinuit�aten soaufweiten, da� sie �uber mehr als eine Zellgr�o�e ausbreiten ohne dieeigentli
he L�osung �uber gro�e Wellenl�angen zu beein
u�en. D.h. diek�unstli
he Viskosit�at mussWellenl�angen abh�angig sein.Q ist ein k�unst-li
her viskoser Dru
k, der folgenderma�en de�niert ist:107



Q = l2(�x)2�  �v�x! f�ur �v�x < 0= 0 sonst (84)In Glg. 84 ist l eine dimensionslose Konstante, die zumindest teilweisedie St�arke der k�unstli
hen Viskosit�at bestimmt. Im wesentli
hen stelltes die Anzahl der Zonen dar, �uber die die k�unstli
he Viskosit�at dieSto�welle auss
hmiert und wird typis
herweise als l = 2� 3 gew�ahlt.Der Di�usionskoeÆzient ist nur gro� in Berei
hen s
hnell variierenderGes
hwindigkeiten.Weiterf�uhrende Probleme:� Grenzwertprobleme� Gekr�ummte Koordinaten� Mehrimensionale Codes
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4 SPH - Smoothed Parti
le Hydrodynami
sSmoothed parti
le hydrodynami
s: hydrodynamis
he Bes
hreibung mitVielteil
henmethoden (Monaghan:ARAA 30 (1992), S.392).Im Gegensatz zu \normalen" Vielteil
hen
odes haben die Teil
hen da-bei intrinsis
he Eigens
haften wie Di
hte, Dru
k, et
. Diese Eigen-s
haften werden dur
h Summation �uber die n�a
hsten Na
hbarnder einzelnen Teil
hen bestimmt.SPH-Codes sind numeris
h �ahnli
h zu Vielteil
hen
odes
odes f�ur Sy-steme mit kurzrei
hweitigen Kr�aften.Hauptanwendungsgebiet: Dynamik von Galaxien und Akkretions-s
heiben KosmologieAber au
h Kometeneins
hlagsre
hnungen, (Ges
hosse), Einspritzungin MotorenAber mathematis
her Beweis der Korrektheit dieser Methode fehlt im-mer no
h!Hydrodynamis
he Bes
hreibung des physikalis
hen Systems dur
h einekompressible Fl�ussigkeit. Die Bewegungsglei
hungen sind in Lagrange-Formulierung d�dt + �rv = 0�v�t + (v � r)v = 1� (�rP +rV + �f)��u�t + �(v � r)u = �Prv + V�� �v��x� + L (85)109



wobei V (oder in Komponentendarstellung V��) der Viskosit�atstensor,u die thermis
he Energie pro Masseneinheit, P der Dru
k und L dieQuellen und Senken der Energie, wie z.B. Strahlung.Wie zuvor werdendiese Glei
hungen erg�anzt dur
h die Zustandsglei
hung des Systemsund im allgemeinsten Fall no
h die Strahlungstransportglei
hung.Wenn man das System als isotherm annimmt, dann gilt L = 0.Warum Vielteil
henmethode zur Bes
hreibung der Hydrody-namik?Gitterbasierte Finite Di�erenzen Methoden k�onnen Probleme habenmit komplexen Geometrien (z.B. Sto� zweier Galaxien) speziell mit of-fenen R�andern. Speziell kann es bei astrophysikalis
hen Anwendungenau
h Probleme geben glei
hzeitig Gravitationskr�afte explizit einzube-ziehen, wenn diese stark lokal variieren (Sti
hwort: Eigengravitation).Erste SPH-Codes: Lu
y (1977) und Gingold und Monaghan 1983)Grundlegende Idee:� Gas wird in Fl�ussigkeitselemente unterteilt.� System von Lagrange-Glei
hungen wird gel�ost� Unterberei
h der Fluidelemente wird dur
h Teil
hen repr�asentiert� Teil
hen werden wie in Vielteil
hen
ode behandelt� Teil
henmassendi
hte ist proportional zu Fluiddi
hte �.Da die Zahl der Simulationsteil
hen endli
h ist, mu� Gl�attung (\smoo-thing") der Teil
hen �uber einen Berei
h V eingef�uhrt werden, um die110



Feldgr�o�en als kontinuierli
he Gr�o�en darzustellen. Eine gegl�atteteGr�o�e ist gegeben dur
hhf(r)i = ZV W (r� r0;h)f(r0)dr0: (86)Unter Verwendung der Beziehung hA(r)=B(r)i = hA(r)i=hB(r)i kannman zeigen, da� hf(r)i = NXi=1 f(r)hn(ri)iW (r� ri;h): (87)wobei ni = �i=mi. Die gegl�attete Di
hte ist dann gegeben dur
h�(r) = NXj=1mjW (r� rj ; h); (88)wobei mj die Masse jedes Teil
hens ist. Die Gr�o�e h ist dann dieGl�attungsl�ange und W (r; h) die Gl�attungsfunktion.Die Gl�attungsfunktion mu� folgende Eigens
haften haben:� Normalisierung: RV W (r)dr=1� F�ur r �! 0 mu� W (r)! Æ(r)Zur ri
htigen Repr�asentation im Kontinuumslimit.Meist verwendete Gl�attungsfunktion: Sph�aris
h symmetris
he Spline-funktion W (r; h) = 1�h3 8>>>>><>>>>>: 1� 32 � rh� for 0 � rh � 114 � �2� � rh��3 for 1 � rh � 20 for rh � 2:Bei dieser Gl�attungsfunktion gilt W (r; h) = 0 f�ur r=h � 2 und nurTeil
hen innerhalb eines Radius von 2 Gl�attungsl�angen tragen zu derSumme in Glg.(88) bei. Die ersten und zweiten Ableitungen sind kon-tinuierli
h und zur zweiten Ordnung im Sinne hf(r)i = f(r) + O(h2).111



Die Interpolationsvors
hrift der Di
hte (Glg. 88) kann verallgemeinertwerden f�ur jedes Feld A(r)hA(r)i = NXi=1mjA(rj)�j W (r� ri; h): (89)Die Gradienten der lokalen Fluideigens
haften kann man �ahnli
h dur
hErsetzen der physikalis
hen Variablen dur
h die Ableitung der Gl�attungs-funktionen erhaltenhrf(r)i = NXi=1 f(r)hn(ri)irW (r� ri;h): (90)Wenn es si
h ni
ht um ein dru
kfreies System handelt, m�ussen die Ab-leitungen der Gl�attungsfunktionrW existieren. Die zweite Ableitungr2W existiert nur in di�usiven Systemen.Jedes Teil
hen bewegt si
h gem�a� der Lagrange Form von Eqs.(85),dridt = vidvidt = �1�rPi + avis
i �r�(ri) (91)wobei Pi der Dru
k ist und avis
i den E�ekt der viskosen Kr�afte be-s
hreibt und �i das Gravitationspotential darstellt.Zus�atzli
h zu den Bewegungsglei
hungen ben�otigt man no
h die Zu-standsglei
hung.Bere
hnung der n�a
hsten Na
hbarn innerhalb 2mal Gl�attungs-radius:� Gitterbasierte Methoden (siehe kurzrei
hweitige Kr�afte)� Hiera
his
he Tree
odes 112



Hierar
hi
al Treemethoden sind 2{3 mal langsamer als gitterbasier-te Methoden, aber e�ektiver bei inhomogenen Verteilungen und oftsinnvoll da glei
he Struktur verwendet werden kann, um Gravitati-onskr�afte im System zu bere
hnen.Viskosit�at: systemimmanente und/oder k�unstli
heMeist verwendete Viskosit�atsbes
hreibung f�ur SPH (Monaghan)avis
i = Xj mj�ij (riW (ri � rj; hj)) ; (92)
wobei �ij = ���ij
ij + ��2ij�ij (93)mit 8>>><>>>: �ij = vij � rijhij(r2ij=h2ij) + �2 for vij � rij < 0= 0 for vij � rij > 0;wobei ij meint rij = ri � rj, 
 die mittlere S
hallges
hwindigkeit istund � numeris
he Divergenz verhindert. Der zweite Term entspri
htder Von Neumann-Ri
htmyer k�unstli
hen Viskosit�at (verhindert Teil-
hendur
hdringung bei hohen Ma
hzahlen, Sto�wellen k�onnen si
h bil-den und Oszillationen na
h Sto�wellen werden ged�ampft).Gl�attungsl�angeZwei Methoden: feste oder adaptive Gl�attungsl�angeFeste Gl�attungsl�ange: alle Teil
hen haben die glei
he Gl�attungsl�angeund sie bleibt au
h konstant w�ahrend des zeitli
hen Verlaufs der Si-mulation.Vorteil: die r�aumli
he Au
�osung ist konstant im gesamten Simulati-onsberei
h 113



Na
hteil:in Berei
hen niedrigen Di
hte k�onnten zu wenige Teil
hen zuder Gl�attungsprozedur beitragen.Adaptive Gl�attungsl�ange: Jedes Teil
hen hat seine eigene zeitli
hvariable Gl�attungsl�angeGl�attungsl�ange pa�t si
h lokaler Di
hte an (konstante Zahl von Na
h-barn)Vorteil: au
h Berei
he niedriger Di
hte werden gut aufgel�ost Na
hteil:Symmetrie in der Di
htebehandlung mu� gew�ahrleistet werden. EineMethode: (hi + hj)=2 f�ur hi und hj.
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5 Magnetohydrodynamik - MHDKlassis
he Fl�ussigkeit:Lokales thermis
hes Glei
hgewi
ht�! hydrodynamis
he Bes
hreibungm�ogli
hSysteme mit langrei
hweitigen Kr�aften:Fluidbes
hreibung m�ogli
h, wenn lokales thermis
hes Glei
hgewi
ht.In Sternen kann die Ansammlung von nuklearen Teil
hen als Fluidbehandelt werden. Die Dynamik wird bestimmt dur
h den Dru
k plusdas von den Teil
hen selbst erzeugte Gravitationspotential. Wenn Ma-terie ionisiert und w�armeleitend, dann no
h thermis
hen Dru
k unddas selbst-konsistente elektromagnetis
he Feld zu ber�u
ksi
htigen.GravitationshydrodynamikBeispiele der Anwendung: Struktur und Entwi
klung von Sternen, pul-sierende Sterne, Gravitatiosnkollaps kalter, alter Sterne.(Kernreaktionen, Strahlungsverlust, Konvektion)Magnetohydrodynamik - MHDBeispiele: Solar Flares, Struktur der Magnetosph�are, Dynamoproblemder Erde(oder Planeten)Probleme: stark ni
htlinear, dennFluid produziert Felder  ! Felder wirken auf Fluid.Hier nur prinzipielle Me
hanismen, bei konkreten Problemen m�ussenzus�atzli
he Ph�anomene ber�u
ksi
htigt werden ( Ionisation, Kernreak-tion, Strahlungsme
hanismen, Di�usionsprozesse et
.)
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Einfa
hster Ansatz:Langrei
hweitige Kr�afte werden als zus�atzli
he Kraft einges
hlossen.�dvdt = �P + F (94)P wurde hierbei als Tensor dargestellt, um den E�ekt von Viskosit�ateinzus
hlie�en. F�ur ni
htrelativistis
he gravitierende Systeme giltF = �g = ��r� (95)wobei � das skalare Gravitationspotential ist, gegeben dur
h die Pois-songlg. r2� = 4�G�.Fundamentale Frequenzen: Advektion !v = v=LS
hallwellen !s = q
P=�=LGravitationswellen !g = p4�G�wobei L die 
harakteristis
he L�ange des Systems ist.Wellen k�onnen koppeln, z.B. Pulsare(!s&!g).Wenn Fluid makroskopis
h elektromagnetis
h neutral, dann ist diemagnetis
he Kraft F = 1
j � B (96)wobei B das magnetis
he Feld im Fluid und j = 
4�r � B die Flu�-di
hte ist. F = �r0�B28�1A+ 14� (Br)B (97)�! magnetis
her Dru
kErhalt des magnetis
hen Flu�es:1
 �B�t +r� E = 0116



unter der Bedingung rB = 0. E h�angt von den speziellen Eigens
haf-ten des leitenden Fluids ab.Oft: E + 1
v �B = �j;wobei � der Widerstand ist.�! zeitabh�angige Glg. des magnetis
hen Feldes in dem Fluid�B�t �r� (v �B) = �r� �
24� (r�B) (98)�! Alfvenwellen: !A � L=vA, wobei die Alfvenges
hwindigkeitv2A = B24��:Die MHD-Glei
hungen sind dann in Eulers
her-Formulierung gegebendur
h: ���t = �r�v (99)�(�v)�t = �r "�vv +  P + BB8� ! I � BB4� + V # (100)�(��)�t = �r(��v + q)� Prv + �j2 � V : rv (101)und zus�atzli
h die Glei
hung f�ur die Erhaltung des magnetis
hen Flu�-es: �B�t = r� 0�v �B � �
24�r�B1A (102)Resultat h�angt stark von der relativen Gr�o�e der einzelnen E�ekte ab(Reynoldszahl). R� = vL�� viskos117



R� = vL�� w�armeleitendR� = 4�vL�
2 leitendWenn Reynoldszahl gro� ist der E�ekt der Di�usion klein.Das Glei
hungssystem kann au
h Lagrange formuliert werden:d�dt = ��rv = 0 (103)�dv)dt = �r0�P + B28�1A+r  BB4� � V ! (104)�d�dt = �Prv +rq + �j2 � V : rv (105)dBdt = �B(rv) + (Br)v + �
24�r2B (106)1-dimensionale MHDEigens
haften der magnetohydodynamis
hen Glg. �ahnli
h der hydro-dynamis
hen Glei
hungen (speziell in 1D, da Vektoreigens
haften vonMagnetfeld keine Rolle spielt).�! alle numeris
hen HD-Methoden anwendbar auf MHD (Lax-Wendro�,Leap frog, S
hemata 2.Ordnung)F�ur 1-D Fall und unter der Annahme eines idealen Gases erh�alt manin Euler-Darstellung:���t = �v���x � ��v�x�(v)�t = �v�v�x � 1� �p�x � B4��v�B�x�(p)�t = v �p�x � 
p�v�x118



�(B)�t = �v�B�x � B�v�xWenn man das Lax-S
hema anwendet kann man �ahnli
h wie f�ur HDein Stabilit�atskriterium f�ur die numeris
he L�osung gewinnen:�t � �xvnj + s
pnj�nj + (Bnj )24��nj (107)Diese Bedingung ist sehr �ahnli
h zur Courant-Friedri
hs-Lewy-Bedingung,nur wird die Ges
hwindigkeit dur
h die Summe der Ges
hwindigkeitdes massenmittelpunktes plus der magnetosonis
hen Ges
hwindigkeitersetzt. Dieser zweite Anteil setzt si
h aus der S
hallges
hwindigkeitund der Alfven-Ges
hwindigkeit zusammen. Die Alfven-Ges
hwindigkeitresultiert aus dem magnetis
hen Dru
k.Die Bedinugung ist damit strenger als die Courant-Friedri
hs-LewyBedingung.Wesentli
her Unters
hied zu HD: Es gibt Regionen sehr niedriger Fl�ussig-keitsdi
hte. Hier m�u�te man dann sehr kleine Zeits
hritte anwenden.Um dies zu vermeiden behandelt man \Vakuumberei
he" anders.M�ogli
hkeiten der Behandlung von \Vakuumberei
hen":Vakuum kann keine Strom leiten �! elektromagnetis
he Glei
hungenentkoppeln von Fluidglei
hungen �! rein hydrodynamis
he Behand-lung diese Berei
hs.
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6 StrahlungshydrodynamikAnwendung: Sternentwi
klung(Energieerzeugung dur
h Kernreaktionen, Verlust dur
h Strahlung)Sternatmosph�arenSternpulsationEuler Glg. f�ur selbstgravitierendes Systemmit Energiegewinn und Ver-lust ���t = �r�v�(�v)�t = �r(�vv)�rP � �r��(��)�t = �Prv �r ���v + q�+ S (108)wobei r2� = 4�G�, q ist ein Energiedi�usionsterm und S stellt einenQuellterm dar, der z.B. die Produktion von Energie dur
h Ionisati-onsprozesse, 
hem. Prozesse, Kerfusions- oder - spaltungsprozesse be-s
hreibt.Unters
hiedli
he Methoden um Strahlung zu behandeln:� Jedes Volumenelement wird als neutrale Ansammlung von Elek-tronen, Ionen, Kernen und Protonen behandelt und f�ur jede Sortewird eine eigene Glei
hung der inneren Energie aufgestellt.� gro�e Anzahl von Teil
hen �! lokales thermis
hes Glei
hgewi
htder Teil
henarten untereinander2.Fall wird folgenderma�en behandelt:Die gesamte innere Energie ist die Summe �uber die inneren Energienjeder Teil
hensorte. Die Relation der inneren Energie zum Dru
k und120



der Di
hte ist dur
h die (zum Teil re
ht komplexe) Zustandsglei
hunggegeben � = �(p; �)Aus dem lokalen thermis
hen Glei
hgewi
ht folgt f�ur den Dru
kp = pr + pe + piwobei pr der Strahlungsdru
k, pe der Elektronendru
k, pi der Ionen-dru
k ist.StrahlungstheorieStrahlungsintensit�at I�: Energiemenge pro Raumwinkel in Einheits-frequenz pro Zeiteinheit dur
h senkre
ht stehende Fl�a
he.Spektrale Zerlegung in Frequenzen oder Wellenl�angen:I�d� = I�d�:aus � = 
=� und d� = �(
=�2)d� folgt�I� = �I� oder I� = 
�2I�Die Gesamtstrahlung ist:I = Z 10 I�d� = Z 10 I�d�und die �uber den Raumwinkel gemittelte Intensit�atJ� = 14� I I�d
 = 14� Z Z I�sin�d�d�mittlere Intensit�at der Gesamtstrahlung: J = R10 J�d�.121



Jedes Strahlungsb�undel transportiert ni
ht nur Energie sondern au
hImpuls �! Strahlungsb�undel �ubt Dru
k auspr = 1
 I I 
os2 �d
(
os : senkre
hte Komponente z�ahlt).Wenn man ein isotropes Strahlungsfeld annehmen kann, gilt:pr = 13
 I Id
 = 4�3
 JEmission: j�d�dV d
 j� : EmissionskoeÆzientAbsorption: dI�ds = ���I� � : AbsorptionskoeÆzientUm Streuung aus Strahlri
htung zu ber�u
ksi
htigen: k� = �� + ��.Transportglei
hung: dI�ds = �k�I� + j�F�ur ni
ht emittierende S
hi
ht gilt:dI�ds = �k�I�F�ur die Intensit�at na
h dem Dur
hgang dur
h diese S
hi
ht gilt:I� = I�;0 exp(���)wobei �� = R s0 k�ds die optis
he Di
ke darstellt. Mit d�� = k�ds kannman Transportglei
hung ums
hreibendI�d�s = �I� + j�k� = �I� + S�wobei S� = j�=k� die Quellfunktion ist.Einfa
hste Annahme: S
hwarzk�orper-(Hohlraum)-strahlungIntensit�at der Hohlraumstrahlung B�(T ) ist universelle FunktionB�(T ) = 2h�3
2 1eh�=kT�1122



Gesamtstrahlung: B(T ) = Z 10 B�(T )d�Strahlungsstrom:F+ = �B(T ) = � Z 10 B�(T )d� �! �B(T ) = �T 4Stefan-Boltzmann-Strahlungsgesetz, wobei � = 2�5k415
2h2 .Entspre
hender Strahlungsdru
kpr = 43�T 4
wobei 
 die Li
htges
hwindigkeit ist. Strahlungstransport kann in Dif-fusionsterm q bes
hrieben werden.Energie
u� der Strahlung: q = ��� (pr
)wobei � die optis
he Di
ke, �� = ���dr und � die Opazit�at des Fluidsist. q = �163 �T 3�� rTKernreaktionen, 
hem. Reaktionen et
. sind lokale E�ekte �! Systemvon gew�ohnli
hen DGLs an jedem Gitterpunkt.Beein
ussen Hydrodynamik dur
h Quellterm S.Reaktionsraten h�angen wiederum von Dru
k, Di
hte, Temperatur undrelativer Konzentration ab.Beispiel: Innere Struktur und Dynamik eines Sterns:123



1- dimensionale Behandlung - sph�aris
he Symmetrie(bedeutet:keine konvektiven Prozesse oder Turbulenz)1-dimensional �! Lagrange Gitter, implizite Methodenr sei abh�angige Variable, M unabh�angige VariableRadiale S
hale: dr=dt = vM(r) = Z r0 4�s2�(s)dsKontinuit�atsglei
hung: dMdt = 0�! Masse in jeder S
hi
ht ist konstant.g = ����r = �GMr2�! Bes
hleunigungsglei
hung:dvdt = �GMr2 � 1� �p�rdvdt = GMdr2 � 4�r2 �p�M�! Energieglei
hung�d�dt = �prv �rq + S1D d�dt = �p� dvdx � 1� ddxq + S�d�dt = �p �p�M (4�r2v)� ��M (4�r2q) + S�Damit hat man drei 1-dimensionale Glg. erster Ordnung erhalten, umden Sternaufbau zu bestimmen.
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7 �Ubungen�Ubungen zu Computational Astrophysi
s1. AufgabeStellen Sie die Anfangsverteilung f�ur eine Akkretionss
heibe der Ausdehnung 100AE auf, um1. eine hydrodynamis
he Simulation2. eine Vielteil
hensimulationdur
hf�uhren zu k�onnen. Es wird angenommen, da� die Teil
hen si
h mit Keplers
herGes
hwindigkeit bewegen. Die S
heibe sei hinrei
hend d�unn, da� eine 2-dimensionaleBehandlung gere
htfertigt ist. Stellen Sie die Anfangsbedingungen f�ur folgende Di
h-teverteilungen in der S
heibe her:1. � = 
onst.2. � = 1=r3. � = 1=r2F�ur die Erzeugung der ben�otigten Zufallszahlen in Verteilungen 2) und 3) gibt esvers
hiedene Methoden:Erzeugen von Zufallszahlen mit einer bestimmten H�au�gkeit, Auswahlverfahren,Integrationsverfahren. Wenden Sie die entspre
henden Verfahren an.
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�Ubungen zu Computational Astrophysi
s2. AufgabeVerglei
hen Sie den Mittelwert und die S
hwankung der Vielteil
henanfangsvertei-lung f�ur die Di
hteverteilungen1) � = 
onst:2) � = 1=r3) � = 1=r2f�ur Anzahl der Simulationsteil
hen N = 1000, 5000, 10000, 20000. Wie ver�andertsi
h der Fehler mit steigender Teil
henzahl?3. Aufgabe�Uberlegen Sie wel
he allgemeine Struktur eine Vielteil
hensimulation haben mu�.Bereiten Sie die entspre
henden Programmteile vor.
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�Ubungen zu Computational Astrophysi
s4. AufgabeBetra
hten Sie das Keplerproblem bei dem ein Komet die Sonne umkreist. Es sollennur die Kr�afte zwis
hen der Sonne und dem Kometen betra
htet werden, alle anderenKr�afte (z.B. dur
h die Planeten, Sonnenwind) werden verna
hl�assigt.Bere
hnen Sie die Bahn des Kometen unter Verwendung der� Euler-Methodevn+1 = vn + �anrn+1 = rn + �vn� Euler-Cromer-Methodevn+1 = vn + �anrn+1 = rn + �vn+1� Rung-Kutta-Verfahren 4.Ordnung� Verlet-Verfahrens� Leap-Frog-VerfahrensBere
hnen Sie Positionen und Energien und stellen Sie sie graphis
h da.Als Anfangsbedingung w�ahle man einen Abstand von 1AE und eine Ges
hwindigkeitvon 2 � AE pro Jahr. Der Zeits
hritt sei 0.02 Jahre. Testen Sie au
h den Fall einesZeits
hrittes von 0.005 Jahren.5. AufgabeMan nehme an, da� ein Planet pl�otzli
h all seine kinetis
he Energie verl�ore. AlsKonsequenz �ele er nat�urli
h in die Sonne. Zeigen Sie, da� die Erde das Zentrumder Sonne in etwa 65 Tagen errei
hen w�urde.
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�Ubungen zu Computational Astrophysi
s6. AufgabeBearbeiten Sie Aufgabe 4 unter Verwendung des� Rung-Kutta-Verfahren 4.Ordnung� Leap-Frog-Verfahrens� Pr�adiktor-Korrektor-VerfahrensBetra
hten Sie das Keplerproblem bei dem ein Komet die Sonne umkreist. Essollen nur die Kr�afte zwis
hen der Sonne und dem Kometen betra
htet werden,alle anderen Kr�afte (z.B. dur
h die Planeten, Sonnenwind) werden verna
hl�assigt.Bere
hnen Sie die Bahn des Kometen. Als Anfangsbedingung w�ahle man einen Ab-stand von 1AE und eine Ges
hwindigkeit von 2 � AE pro Jahr. Der Zeits
hritt sei0.02 Jahre. Teste au
h den Fall eines Zeits
hrittes von 0.005 Jahren. F�uhren Sie dieglei
he Re
hnung dur
h f�ur eine Anfangsges
hwindigkeit von 1 � AE pro Jahr.7. AufgabeMan nehme an, da� ein Planet pl�otzli
h all seine kinetis
he Energie verl�ore. AlsKonsequenz �ele er nat�urli
h in die Sonne. Zeigen Sie, da� die Erde das Zentrumder Sonne in etwa 65 Tagen errei
hen w�urde.
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�Ubungen zu Computational Astrophysi
s8. Aufgabea)Verwenden Sie die Anfangsverteilung der Akkretionss
heibe, um den Glei
hge-wi
htszustand der Anfangsverteilung zu �nden.b)Implementieren Sie hierzu einen geeigneten Integrator.
)Bestimmen Sie den optimalen Zeits
hritt.d)Bestimmen Sie die �Anderung der Re
henzeit, wenn 100, 200, 500 und 1000 Teil-
hen zur Darstellung verwendet. Wie lange w�urde die Re
hnung eine realistis
heRe
hnung mit 100 000 Teil
hen und 10 000 Zeits
hritte dauern?e) Wie gut ist die Energierhaltung in dem System?� eine hydrodynamis
he Simulation� eine Vielteil
hensimulation
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�Ubungen zu Computational Astrophysi
sAufgabe 9Verwenden Sie eine Anfangsverteilung (z.B. Akkretionss
heibe) mit 100, 200, 500,1000 Teil
hen. Stellen Sie den Re
henzeitbedarf graphis
h als Funktion der Teil
hen-zahl dar.Verwenden Sie zur Simulations1. eine direkte Teil
hen-Teil
henmethode2. einen hierar
his
hen Tree
odeWie lange w�urde eine realistis
he Re
hnung mit 100 000 Teil
hen und 10 000 Zeit-s
hritte mit beiden Codes jeweils dauern?Wie gut ist die Energierhaltung in dem System?Anmerkung:Verwenden Sie den hierar
his
hen Tree
ode von J.BARNES.C-Version: http://www.ifa.hawaii.edu/fa
ulty/barnes/tree
ode/treeguide.htmlFortran77 - Version: ftp://hubble.ifa.hawaii.edu/pub/barnes/tree
ode/
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�Ubungen zu Computational Astrophysi
sAufgabe 10Verwenden Sie eine Anfangsverteilung (z.B.Akkretionss
heibe) mit 200 Teil
hen. Te-sten Sie auf Energieerhaltung. Bestimmen Sie die Glei
hgewi
htsenergie des Systemsund den Fehler der Energieangabe. Zeigen Sie, da� dur
h das Bilden von Bl�o
ken inder Fehlerbestimmung die S�attigung errei
ht werden kann.F�uhren Sie dies f�ur vers
hiedene Integratoren (z.B. Verlet, Euler, Leap-frog) und un-ters
hiedli
he Algorithmen(Standard-Teil
hen-Teil
hen-Code, hierar
his
her Tree
o-de) dur
h.
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�Ubungen zu Computational Astrophysi
sAufgabe 11Die Di�usuionsglei
hung ist gegeben dur
h��tT (x; t) = � �2�x2T (x; t):Zeigen Sie, da� TG(x; t) = 1�(t)p2� exp "�(x� x0)22�2(t) # (109)L�osung der Di�usionsglei
hung ist.Aufgabe 12Zeigen Sie, da� die L�osung der Di�usionsglei
hung f�ur die Anafngsbedingung T (x; t =0) = To(x)(�1 < x <1)T (x; t) = Z 1�1 To(x0; t)TG(x� x0; t)dx0:ist, wobei TG de�niert ist wie in Aufgabe 11.
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�Ubungen zu Computational Astrophysi
sAufgabe 13L�osen Sie die Di�usionsglei
hung��tT (x; t) = � �2�x2T (x; t):mit dem \Forward Time Centered Spa
e"-S
hema (FTCS). Die Randbedinungen ist,dass T n1 = T nN = 0 f�ur alle Zeiten n. Als Anfangsbedingung wollen wir T (x; 0) = Æ(x)w�ahlen. Die Deltafunktion wird numeris
h repr�asentiert dur
h(x + h)=h2 f�ur � h < x < 0�(x) = (h� x)=h2 f�ur 0 < x < h0 sonstDiese Funktion ist eine Dreie
ksfunktion mit einer Einheits
�a
he.Die Gaussfunktion wird si
h gem�a� �(t) = p2�t verbreitern. Die Zeit inder si
h �von 0 auf h ausdehnt ist t� = h22�Wahrs
heinli
h ist es ni
ht sinnvoll einen zeits
hritt gr�o�er als tg zu w�ahlen. TestenSie dies!
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�Ubungen zu Computational Astrophysi
sAufgabe 14Testen Sie die Stabilit�at f�ur das CTCS-Di�erenzens
hema, CTCS = Centered TimeCentered Spa
e. Dieses Verfahren wird au
h \Staggered Leapfrog"-S
hema genannt.Aufgabe 15Die Adve
tionsglei
hung in einer Dimension ist gegeben dur
h�a�t = � ��xF (p)Wenn p die Ladungsdi
hte ist, so ist F der Flu� . Hier behandeln wir den FallF = 
a(x; t).Man kann analytis
h zeigen ,da� f�ur eine Cosinus-modi�ziertes Gau� -Pro�la(x; t = 0) = 
os "k(x� x0)exp "�(x� x0)22�2 ##als Anfangsbedingung die L�osung lauteta(x; t) = 
os "k((x� 
t� x0)exp "�((x� 
t� x0)22�2 ##wobei x0 und � Konstanten sind, die den Ort und die Breite des Peaks angeben, kist die Wellenzahl der Modulation.L�osen Sie die Advektionsglei
hung mit� dem FTCS-S
hema� der Lax-Methode� dem Lax-Wendro� S
hemaWas sind die Unters
hiede? 134



8 Projekte
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