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Vorbemerkungen

Das vorliegende Skript zum theoretischen Teil der Vorlesung Physik Il ersetzt nicht den re-
gelmdssigen Besuch der Vorlesungen. Es ist als Ergdnzung gedacht, zum Nacharbeiten oder zur
Vorbereitung auf Klausuren und Priifungen. Deshalb sollten alle Formeln und Aussagen immer
kritisch betrachtet werden, es konnten noch Druckfehler enthalten sein!

Wesentlicher Bestandteil der Vorlesung Physik 11 sind die Ubungen. Gerade in den ersten Se-
mestern ist es unbedingt erforderlich, den Stoff durch eigenstandiges Bearbeiten von Ubungs-
aufgaben zu vertiefen.

Die Vorlesung soll einen Einblick in die Arbeitsweise der theoretischen Physik geben. Ihr Auf-
bau orientiert sich dabei an physikalischen Fragestellungen. Wenn dies zur Beschreibung der
Ph@anomene notwendig ist, wird in den entsprechenden Abschnitten zunéchst eine Einfihrung in
die notwendigen mathematischen Techniken gegeben.

Fur Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschlédge bin ich jederzeit dankbar. Sie kdnnen auch
per email an mich (as@ hp. uni - koel n. de) geschickt werden. Die jeweils aktuellste Versi-
on des Skripts ist im Internet Giber meine Homepage

http://ww. t hp. uni - koel n. de/ ~as/ as. htm

verfugbar.

Andreas Schadschneider



Literaturempfehlungen

Im folgenden finden Sie eine kommentierte Auswahl der populérsten Lehrbiicher. Die Vorle-
sung orientiert sich nicht speziell an einem Buch. Ich empfehle Ihnen deshalb, sich vor einem
eventuellen Kauf zunéchst die einzelnen Werke griindlich anzusehen. Die meisten sind in der
Studentenbibliothek vorhanden.

e S. GroBmann: Mathematischer Einfuhrungskurs fur die Physik (Teubner-Verlag)

Sehr empfehlenswerte, preiswerte Einfihrung in die wichtigsten mathematischen Techni-
ken, von einem Physiker furr Physiker geschrieben. Kann wéhrend des gesamten Studiums
verwendet werden, insbesondere als Nachschlagewerk.

e R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands: Feynman Vorlesungen iiber Physik (Oldenbourg)

Ein eher ungewdhnliches Lehrbuch! Sehr empfehlenswert als Erganzung zur Vorlesung,
um einen alternativen Zugang kennenzulernen, insbesondere in der zweisprachigen (deutsch-
englisch) Ausgabe.

e W. Nolting: Grundkurs: Theoretische Physik, Band 3: Elektrodynamik (Verlag Zimmer-
mann-Neufang)

Sehr gut strukturiertes Lehrbuch mit einer guten Einfiihrung auch in die mathematischen
Techniken. Enthdlt zahlreiche Aufgaben und Kontrollfragen.

e C. Kittel, W.D. Knight, M.A. Ruderman, A.C. Helmholz, B.J. Moyer: Berkeley Physik
Kurs 2: Elektrizitat und Magnetismus (Vieweg)

Sehr ubersichtliches Buch, das den Stoff der Vorlesung weitgehend abdeckt. Die Themen
werden ausfiihrlich und auf relativ einfachem Niveau diskutiert.

e W. Greiner: Theoretische Physik, Band 3: Klassische Elektrodynamik (Harri Deutsch)
Der dritte Band einer sehr populdren Reihe, enthélt zahlreiche Aufgaben mit Losungen!

Die hier vorgestellten Biicher gehdren i.a. zu Lehrbuchreihen, die ich bereits als Begleitmaterial
zur Vorlesung Physik | empfohlen habe. Wenn Sie sich bereits fiir eine Reihe entschieden haben
und gut damit zurechtkommen, dann empfehle ich Ihnen auch den Elektrodynamik-Band dieser
Reihe, da dieser i.a. auf dem Mechanik-Teil aufbaut.
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1 Einfihrung und Rickblick

Im Mittelpunkt der Vorlesung Physik Il steht die Elektrodynamik. Sie umfalt die Untersuchung
und Beschreibung von Elektrizitat und Magnetismus. Wir werden spéter sehen, daB diese beiden
Ph@nomene eng miteinander verkniipft sind. Tatséchlich ist die Elektrodynamik so etwas wie die
erste “vereinheitlichte Feldtheorie” in der Physik. Heutzutage versucht man sie mit den ande-
ren drei bekannten elementaren Kréften zusammenzufiihren, auf die wir weiter unten noch zu
sprechen kommen.
In der Vorlesung Physik 1 haben wir uns mit der Mechanik beschaftigt. Deren Grundlage ist das
Newtonsche Gesetz
mi = E(fv t)

Untersuchungen in der Mechanik konnen zwei verschiedene Ziele haben:

1. Die Bestimmung der moglichen Kinematik unter dem Einflul3 von vorgegebenen Kraften
F(r,t).

2. Die Bestimmung der in der Natur existierenden Krafte und deren Beschreibung.

Im 1. Fall nimmt man also die rechte Seite der Newtonschen Gleichung als gegeben an und
versucht, hiermit die Bewegungsgleichung zu 16sen. Im 2. Fall hat man es gerade mit dem um-
gekehrten Problem zu tun. Man beobachtet die Bewegung (Bahnkurve) eines Korpers unter dem
EinfluR einer (unbekannten) Kraft und versucht hieraus das Kraftgesetz zu bestimmen.

In allen Féllen spielen also Kréafte und Kraftfelder eine entscheidende Rolle. Als wichtiges Bei-
spiel hatten wir die Gravitationskraft kennengelernt, die z.B. fur die Planetenbewegung verant-
wortlich ist. Aus dem Alltag sind uns auBerdem elektrische und magnetische Kréfte geldufig.
Deren GesetzmaRigkeiten wollen wir in dieser Vorlesung untersuchen.

Die Physik kennt heutzutage vier verschiedene elementare Kréfte, die in der folgenden Tabelle
mit ihren wesentlichen Eigenschaften zusammengestellt sind.

| Kraft | Stérke | Reichweite | Auftreten |
Gravitation sehr schwach | unendlich | Planetenbewegung, Kosmologie
Elektromagnetismus mittel | unendlich | Aufbau der Atome, Festkorper,...
schwache Wechselwirkung schwach kurz | in Atomkernen (Radioaktivitat)
starke Wechselwirkung stark kurz in Atomkernen (Quarks etc.)

Zum Vergleich sei angemerkt, daR der typische Radius eines Atomkerns etwa 10~1* m betragt.
Die Reichweite der schwachen bzw. starken Wechselwirkung sind dagegen etwa 10~7 m bzw.
1071 m.

In der Vorlesung Physik | haben wir uns ausfiihrlich mit der Gravitation und ihrer Beschreibung
beschéftigt. Die andere Kraft, die uns aus dem alltdglichen Leben vertraut ist, die elektromagneti-
sche Wechselwirkung, steht im Mittelpunkt dieser Vorlesung. Viele der Kréfte, die wir in Physik
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I kennengelernt haben, sind nicht elementar, sondern lassen sich auf den Elektromagnetismus
zuriickfiihren. Dazu zédhlen z.B. die Reibungskrafte.

Den Grund, warum uns gerade diese beiden Krafte so geldufig sind, entnimmt man der Tabel-
le. Es sind die Krafte mit einer unendlichen Reichweite. Die Reichweiten der schwachen und
starken Wechselwirkung sind so kurz, daB sie sich nur im Atomkern bemerkbar machen. Et-
was Uberraschend ist vielleicht die Tatsache, daR die Gravitation - im \Vergleich zu den anderen
Kraften - sehr schwach ist. Dal’ wir sie dennoch am deutlichsten spiiren, hat zum einen etwas mit
der Reichweite zu tun. DalR man sie auch deutlicher spiirt als den Elektromagnetismus hdngt da-
mit zusammen, dal die elektromagnetische Wechselwirkung mit geladenen Korpern verbunden
ist. Makroskopische Korper haben aber eine starke Tendenz zur Ladungsneutralitdt.

Die gravitative Wechselwirkung zweier Massen ist immer attraktiv. Im Gegensatz dazu kann die
elektromagnetische Wechselwirkung attraktiv oder repulsiv sein, da es zwei Arten von Ladun-
gen (positiv, negativ) gibt. Dies ist ein wichtiger Faktor, da es so z.B. zu Abschirmungseffekten
kommen kann. Eine positive Ladung zieht negative Ladungen an, die sie dann umgeben und so
nach auf3en hin abschirmen.

Die starke und schwache Wechselwirkung sind nur in der mikroskopischen Welt von Bedeu-
tung®. Sie erfordern daher notwendigerweise eine quantenmechanische Beschreibung. Gravitati-
on und Magnetismus dagegen konnen in ihren makroskopischen Auswirkungen sehr gut durch
klassische Theorien (d.h. ohne Quanteneffekte) beschrieben werden. Tatsdchlich gibt es fiir die
Gravitation noch gar keine allgemein akzeptierte quantenmechanische Theorie. Die quantenme-
chanische Version der Elektrodynamik ist die sog. Quantenelektrodynamik (QED). Dies ist die
“erfolgreichste” physikalische Theorie was die Ubereinstimmung von theoretischen Vorhersagen
und Experimenten betrifft.

1.1 \ektoranalyis

Wie in der Mechanik spielt auch in der Elektrodynamik die Vektoranalysis eine wichtige Rolle
bei der Beschreibung der Phdnomene. Wir wollen daher im folgenden noch einmal kurz die
wichtigsten Begriffe und Aussagen wiederholen?.

1.1.1 Vektoren und deren Multiplikation

Vektoren sind gerichtete GroRen. Formal sind sie als Elemente eines Vektorraumes definiert. Da-
mit hat man zwei Verknuipfungen, ndmlich die Addition zweier Vektoren und die Multiplikation
mit einem Skalar (in unserem Fall wird dies i.a. eine reelle Zahl sein).

Neben der Multiplikation mit einem Skalar haben wir weitere Arten der Multiplikation kennen-
gelernt, bei denen zwei Vektoren miteinander verkniipft werden:

LObwonhl wir natiirlich einige ihrer Auswirkungen spiiren, z.B. die Radioaktivitt.
2Details finden Sie in meinem Skript zur Vorlesung Physik I.



Definition 1.1 (Multiplikation von Vektoren).

ay by
Fir zwei Vektorena = | a; | undb = | by, | aus R?® kann man folgende Multiplikationen
as b3
definieren:
a- b = albl + asby + a3b3 (Skalarprodukt)
asbs — azb,
axb=| azb —aibs (Kreuzprodukt)
a1by — axby

Das Skalarprodukt IaRt sich in offensichtlicher Weise auf Raume R™ beliebiger Dimension n
verallgemeinern. Das Kreuzprodukt ist nur fur n = 3 definiert.

1.1.2 Skalar- und Vektorfelder

Abbildungen f(r) = f(z,y, 2), die jedem Raumpunkt r = (z,y, z) einen Skalar (reelle Zahl)
f(z,y, z) zuordnen, bezeichnet man als Skalarfeld. Beispiele hierfiir haben wir bereits kennen-
gelernt, z.B. das Potential.

Abbildungen F(r) = F(z,y, z), die jedem Raumpunkt r = (z,y, z) einen Vektor F(z,y, z)
zuordnen, werden als Vektorfelder bezeichnet. Ein wichtiges Beispiel sind natirlich Kraftfelder.
1.1.3 Differentialoperationen

Im folgenden fassen wir noch einmal kurz die Definitionen der drei wesentlichen Differential-
operationen zusammen, die fur Skalar- bzw. Vektorfelder definiert werden kdnnen.

Definition 1.2 (Gradient).
Der Gradient eines skalaren Feldes f(z, y, z) ist definiert als

gradf = V= | g |,
wobei der Nabla-Operator V definiert ist durch

0,
ve=| 2

Der Gradient eines Skalarfeldes ist also ein \ektorfeld.

Ein wichtiges Beispiel fur das Auftreten des Gradienten hatten wir bereits kennengelernt. Ein
konservatives Kraftfeld F' laRt sich namlich darstellen als

F=—gradV(r)=-VV
mit dem Potential V(r).



Definition 1.3 (Rotation).
In 3 Dimensionen kdnnen wir die Rotation eines Vektorfeldes F(r) durch

oF, _ 0F,
Blg 0z
tF=VxF=| %=— %
% Iy
oy _ 9F,
oz oy

definieren. Formal ergibt sie sich also aus dem Kreuzprodukt des Nabla-Operators mit dem \Vek-
torfeld. Die Rotation eines Vektorfeldes ist also wieder ein Vektorfeld.

Eine wichtige Anwendung der Rotation liefert ein Kriterium fur die Existenz eines Potentials:
F = —grad V(r) <= rot F = 0.

Dabei ist zu beachten, dal} dieses Kriterium nur dann gilt, wenn der Definitionsbereich von F'
einfach-zusammenhéngend ist.

SchlieBlich gibt es noch eine dritte Operation, die aber bisher in der Mechanik keine grof3e Rolle
gespielt hat.

Definition 1.4 (Divergenz).
Die Divergenz eines \Vektorfeldes F'(r) ist definiert als

. 9F, . 0F,
divF:=V.F = 5 (r)+ oy~

Man erhélt also div F' indem man formal das Skalarprodukt des Nabla-Vektors mit dem Vektor-
feld bildet! Die Divergenz eines Vektorfeldes ist also ein Skalarfeld.

Die Divergenz wird uns in der Elektrodynamik noch ausfiihrlich beschaftigen.

Wir werden spater auf die \ektoroperationen zurtickkommen. Insbesondere werden wir uns dann
auch mit ihrer anschaulichen Bedeutung vertraut machen.

2 Elektrische Ladung und elektrische Krafte

Wir gehen von drei empirisch abgesicherten Grundtatsachen aus, die wir in den folgenden Ab-
schnitten kurz diskutieren werden.

2.1 Atomistische (Teilchen-)Struktur der Materie

Die uns umgebene Materie setzt sich aus elementaren Teilchen (Elektronen, Protonen etc.) zu-
sammen. Das impliziert die Existenz von kleinsten Ladungen, den sogenannten Elementarladun-
gen. Die Elementarladung e ist definiert als Betrag der Ladung eines Elektrons (negative Ladung
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—e) bzw. Protons (positive Ladung +e)®:
e = +1.6 - 10° Coulomb.

Sie wissen sicher, dal} die sog. Quarks, aus denen z.B. Protonen und Neutronen aufgebaut sind,
Ladungen i% bzw. i% haben. Da man Quarks aber nicht frei beobachten kann, sind bisher auch
keine Bruchteile der Elementarladung e gemessen worden.

Es gibt also eine kleinste Ladung e. Diese ist jedoch so klein, daf man fiir makroskopische
Zwecke annehmen kann, dal? die Ladung ¢ jeden Wert annehmen kann, nicht nur Werte ¢ = ne
mitn € N.

Wir filhren daher die Ladungsdichte p(r) analog zur Massendichte ein durch den Grenzwert

Ag dq

plr) = AlV—>0 AV av

wobei Ag die Gesamtladung im Volumenelement AV = AzAyAz um r = (z,y, z) ist.

Sehr wichtig ist der folgende Erhaltungssatz:

Elektrische Ladungen sind erhalten. ‘

Genauer gesagt, betrifft diese Aussage die Summe der elektrischen Ladungen vor und nach ei-
nem Wechselwirkungsprozel3. Insbesondere kann man effektiv keine elektrischen Ladungen er-
zeugen. Immer wenn eine positive Ladung neu erzeugt wird, muf3 gleichzeitig eine gleich grol3e
negative Ladung entstehen.

2.2 Coulombkraft zwischen zwei Punktladungen

Wir betrachten zwei Punktladungen* ¢; und g,. Zwischen diesen Teilchen wirkt dann die Cou-
lombkraft

7192 ) To — Ty
[rg —11|? |rg — 14|

F,,,=a

T Ty

e ist dabei der Einheitsvektor von r; nach r,, (siehe Abb. 2.1). Die Konstante o héngt vom
gewahlten Einheitensystem ab. Wir werden sie gleich genauer diskutieren.
Der Betrag der Coulombkraft zweier Punktladungen im Abstand » = |r, — r,| ist also

Fiy = |Fy | = a—

3Manchmal wird die Elementarladung e aber auch als die Ladung des Elektrons definiert. Dann hat das Proton
die Ladung —e.
4d.h. idealisierte Ladungen ohne raumliche Ausdehnung, analog zu den Punktmassen aus Physik I.



4,d; >0

Abbildung 2.1: Coulombkraft zwischen zwei Punktladungen ¢; und gs.

wie bei der Gravitationskraft. Der wesentliche Unterschied ist aber, daR die Coulombwechsel-
wirkung sowohl attraktiv (fiir g1go < 0, d.h. fir Ladungen mit unterschiedlichem Vorzeichen) als
auch repulsiv (fur ¢; ¢, > 0, d.h. fur gleichnamige Ladungen) sein kann (siehe Abb. 2.1).

Wie schon erwdhnt hangt der Koeffizient o hdngt vom gewdhlten Einheitensystem ab. Im Sl-
System gibt es fur Ladungen eine eigene Einheit, das Coulomb (C). In diesem Fall ist

1 , C?

mit =8.85-10712 )
4meg € Nm?

Im cgs-System gibt es dagegen keine eigene Einheit fir Ladungen. Man setzt daher
Qlcgs = 1

und definiert die Ladungseinheit tiber das Coulombgesetz (q: g, = Fior?). Als Einheit ergibt sich
dann M

- 5 ) - - - - -
Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir die von der Theorie bevorzugte cgs-Variante mit
a = 1 wahlen! Es sei schon jetzt darauf hingewiesen, dal3 sich viele der Gleichungen, die uns

begegnen werden, von denen im SI-System um den Faktor ag; unterscheiden®.

Wir betrachten nun die Ladung ¢ bei » = 0 und eine zweite Ladung ¢’ bei r. Auf ¢’ wirkt dann
die Kraft )
qq .
E = F’I".
Man sagt auch: Die Ladung ¢’ spirt ein Feld, das von ¢ erzeugt wird. Zur Charakterisierung
dieses (Kraft-)Feldes ist offensichtlich die Grolie ¢’ der Testladung unerheblich. Man setzt daher

qg =1.

5In der Mechanik gab es aber keine Unterschiede zwischen den Gleichungen im cgs- und SI-System!
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Abbildung 2.2: Superposition von Kraften.

Definition 2.1 (Elektrisches Feld).
Eine Punktladung ¢ am Ursprung » = 0 erzeugt am Ort r das elektrische Feld

q . q
E(r) = 2T = 5

Eine Testladung ¢’ am Ort r spiirt daher die Coulombkraft
F=¢E.
Man sagt, daR die Ladung g ein elektrisches Feld E = (E,, E,, E,) erzeugt (mit E; = E;(z, y, 2)).

Es gibt die Kraft an, die auf eine Testladung der Grof3e 1 ausgetibt wird. E ist ein Vektorfeld.

2.3 Superposition der Krafte

Bisher haben wir nun die Kréfte zwischen zwei Ladungen betrachtet. I.a. werden aber mehr als
zwei Ladungen vorhanden sein. In diesem Fall ist die Gesamtkraft auf eine Ladung die Vektor-
summe aller Einzelkréfte, die auf die Ladung wirken.

Haben wir es z.B. mit drei Ladungen q;, g2 und g3 zu tun (Abb. 2.2), so gilt

Fliioys=Fi 3+ Fy 3.

3 Potentielle Energie und Potential

Aus der Physik | wissen wir, da3
F=2p=2
- 2

>
Il
|
<

r

als Zentralkraft konservativ ist. Es existiert daher ein Potential (potentielle Energie) V() mit
F = —grad V, namlich

(07

Vir)=—.

(r) ==
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Das dies wirklich das Potential ist, priift man leicht nach. Fiir Funktionen f(r), die nur von
r = |r| = \/x2? + y? + 22 abhédngen, gilt ndmlich allgemein

of(r) _0f(r)
gy dradr=—5

,r"

grad f(r) =

dagrad r = 7 ist.

Fir die Coulombwechselwirkung ist « = gq', wobei ¢’ eine Probeladung sei. Wir setzen nun
V(r) = ¢'¢(r) mit dem (elektrischen) Potential einer Punktladung ¢

©(r) ist ein Skalarfeld, aus dem man das elektrische Feld durch
E=-Vyp

erhalt.

Wie in der Mechanik definieren wir Aquipotentialflachen durch ¢(r) = const. Dies ist also ge-
rade die Flache im R?3, auf der alle Punkte den gleichen Potentialwert annehmen. Im Falle einer
Punktladung ist ¢ = 2 und die Aquipotentialflachen sind Kugelschalen.

Allgemein gilt, daR das elektrische Feld E(r) senkrecht auf den Aquipotentialflachen steht. Dies
gilt sogar allgemein fir den Gradienten eines Skalarfeldes ¢(r). Um dies einzusehen, betrachten
wir zuerst die Taylor-Entwicklung des Feldes:

8_g0hm + 8—Q0hy + a—(phz +O(h?)

o(r+h) = w(x+hz,y+hy,z+hz)=<p(x,y,z)+ax By o

= ¢(r) +h- Vo + O(h?).

Betrachtet man nun Nachbarpunkte r und r + h gleichen Potentials, d.h. ¢(r) = ¢(r + h), so
folgt
h-Vo=0 d.h. Vo L h.

Da der Vektor h in der Aquipotentialflache liegt, so erhdlt man die obige Behauptung.

Ein allgemeines Feld, das durch viele Ladungen erzeugt wird, erhalten wir durch Superpositi-
on. Wir betrachten Ladungen ¢, s, ... an den Orten r,, 7, .... Diese erzeugen am Ort r das
elektrische Feld

mit dem zugehdrigen Potential




Auf ein Teilchen der Ladung ¢’ am Ort r wirkt dann die Gesamtkraft
F(r)=qE(r).

Wir wollen jetzt zu Ladungsdichten tibergehen. Dazu betrachten wir Ladungen g;, die sehr dicht
liegen, so dalR man sie sehr gut durch eine kontinuierliche Ladungsverteilung approximieren
kann. Die Ladung in einem Volumenelement AV’ = Az'Ay’Az’ um den Punkt 7' herum sei
Aq' = p(r")AV’. Dann haben wir

g PC) Ay /‘Mﬂ /
- = A el ay.
o) ;IE—QI ;M—M 2 =™

Dabei ist das infinitesimale Volumenelement dV' in kartesischen Koordinaten durch dV' =
dx'dy'dz' gegeben. Haufig schreibt man statt dV’ auch d3r’. Das Volumenintegral erstreckt sich
Uber den ganzen Raum V/, im dem die Ladungen verteilt sind.

Entsprechend gilt fiir das elektrische Feld wegen E = —V:

E(r) = p(r') (r—1r')dV".

vir—r'f
Wir wollen nun die Energieverhaltnisse in der Elektrostatik betrachten. Ein Teilchen der Masse
m und Ladung ¢ im elektrischen Feld hat die Gesamtenergie

E:%M+U

mit der potentiellen Energie
U = qp.
Wie in der Mechanik ist vor allem der Potentialunterschied
U(A) —U(B) = q(¢(A) — ¢(B))

wichtig. Die Potentialdifferenz ¢(A) — ¢(B) bezeichnet man auch als Spannung.

Zusammenfassend kann man sagen, dal3 die Aufgabe der Elektrostatik vor allem darin besteht,
das Potential

p(ﬁl) dvl

vir—r|

o(r) =

zu berechnen, das von einer vorgegebenen Ladungsverteilung p(r’) am Ort r erzeugt wird.
Hieraus bestimmt man dann tber E(r) = —V(r) das elektrische Feld. Dies ist i.a. einfacher
als die direkte Berechung des Feldes tber

B0 = [ A

12



z-Achse

l=
Py

Abbildung 3.1: Wahl des Koordinatensystems bei der Integration von kugelsymmetrischen La-
dungsverteilungen.

3.1 Potential einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung

Wir betrachten nun ein kugelsymmetrische Ladungsverteilung p(r) = p(r), bei der die Ladungs-
dichte nur vom Abstand r = /x2 + y2 + 22 vom Ursprung abhéngt. Es ist daher zweckmassig,
von den Kartesischen Koordinaten (z, y, z) zu Kugelkoordinaten (r, 8, ¢) Uiberzugehen. Zur Er-
innerung:

x 7 sin 6 cos ¢ T = Vo +ty?+22=1r|
y = rsinfsing — tan ¢

z = rcosf tang = Y&
V4

-

6 € [0,n] ist der Winkel zwischen dem Vektor r und der z—Achse und ¢ € [0, 2] der Winkel,
der von der Projektion ¥ = (z,y, 0) von r in die x — y-Ebene und der z—Achse eingeschlossen
wird. Fiir das Volumenelement ergibt sich daher dV' = d®r' = 7' sin fdr'dfd¢.

Wir wéhlen das Koordinatensystem so, dal der Vektor r in Richtung der z—Achse zeigt. 8 ist
dann der Winkel zwischen r und ' (siehe Abb. 3.1). Fiir diese Wahl des Koordinatensystems gilt
dann:

R=|r—1|=+/—1)-(r—1)= \/r2+r’2—2£-£’: V12 + 12 — 21! cos 6.

13



Somit erhdlt man fiir das Potential

o) = o= [ L av— [

V=7 r—7

sin 6
= d / dr' / df
/ ¢ olr V72 + 72 — 2pp! cos 9

o
1
= 27r/ dr' /)(7"')7"2—I\/7"2 + 7% — 2rr'cosf
0

p(r’)r’2 sin 0dr'd9d¢

6=0

* 1
= 2”/ dr’ P(TI)le—, (\/7“2 2 4 20 — 12 2 27‘7"’)
rr
0_ 21
- 9 dr' N2 L " o
71'/0 ' p(r')r TTI(T-I-T lr—7'])

1 T o0
= 4r (; / 2 p(r')dr’ + / r'P(r')dr’)
0 r

wobei wir in der letzten Zeile ausgenutzt haben, da » + ' — |r — 7'| = 2¢' flr » > ' und
r4+r'—|r—r'|=2r firr <.

Sei Q(r) die Gesamtladung innerhalb einer Kugel vom Radius r, d.h.

Q(r) = / p(r')d® = 4 /0 T 2 p(r')dr'. (%)
r<r
Dann kann man das Potential einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung darstellen als
o(r) = @ T dn / () dr.
Hieraus lait sich das elektrische Feld leicht bestimmen.
o) _ Q) T0U) ey = -0 () — arptr) = -2,

wobei wir im 2. Schritt Gleichung () benutzt haben. Insgesamt erhalten wir also fur das elektri-
sche Feld einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung:

E(r) = —dfiff)f = Qg)ﬁ

Wir kdnnen also folgendes feststellen: Auf eine Testladung am Ort » wirkt eine kugelsymmetri-
sche Ladungsverteilung genauso wie ein Ladung @ im Koordinatenursprung. Dabei ist @ = Q(r)
die Ladung innerhalb der Kugel mit dem Radius r = |r|.

Die Ladungsdichte aulRerhalb der Kugel mit dem Radius r erzeugt kein elektrisches Feld auf ein

14



Teilchen am Ort r. Die Ladung innerhalb der Kugel wirkt so, als ob sie im Zentrum konzentriert
sei!

Beispiel 3.1. Hohlkugel
Speziell betrachten wir zunéchst den Fall p(r) = 0 fir 0 < r < R, d.h. eine Hohlkugel vom
Radius R. Fir alle Punkte » im Hohlraum gilt dann

E(r)=0 im Inneren (r < R) der Kugel.

Beispiel 3.2.
Als néachsten untersuchen wir den Fall einer homogenen Ladungsdichte

/ p fallsr’ <R
A= {o falls 7' > R.
Hierflr ergibt aus den obigen Ergebnisse fur das Potential
o(r) = {i_’,f Jo s+ dmp f, rdr! = 2mp (B = 3r%) (r < )
o ' =R (r > R),

bzw. mit der Gesamtladung @ = % pR?:

Wir sehen, daB ¢(r) stetig bei » = R ist und im Ursprung den Wert ¢y = ¢(r =0) = % =
gga(R) annimmt (siehe Abb. 3.2). Fir das elektrische Feld (bzw. dessen Betrag) ergibt sich

E(r) = _dp _ wr (M <R),
dr 1% (r' > R).
Die Ableitung 22 ist also unstetig bei r = R.

Wir halten fest: Wenn fiir eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung p(r) gilt: p(r) = 0 fur
r > R, dann folgt

o(r) = % furr > R,
wobei @) die Gesamtladung innerhalb der Kugel vom Radius R ist, und
Q .
E('f') = ’f‘_zr,

d.h. eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung wirkt nach auf3en (r > R) so wie eine Punkt-
ladung im Zentrum der Kugel. Die Punktladung ist dabei so grofl3 wie die Gesamtladung in der
Kugel!

15



Abbildung 3.2: .

3.2 Elektrischer Dipol

Der elektrische Dipol ist neben der Punktladung das wichtigste elektrische Gebilde.

Definition 3.1 (Elektrischer Dipol).

Ein elektrischer Dipol besteht aus zwei Ladungen ¢ und —¢q im Abstand a (siehe Abb. 3.3a).
Dabei macht man i.a. folgende Idealisierung: Der Abstand a der Ladungen geht gegen Null
(a = |a| — 0) und die Ladung ¢ — oo so, dal}

lim ga =p
la|—0 -

endlich bleibt. p heilt elektrisches Dipolmoment.

Wir wollen nun das Potential eines (idealisierten) elektrischen Dipols am Ort r berechnen (siehe
Abb. 3.3b):

) 5 1 1 y r—|r—al
r = = lim - — = 1mqg——7F
LA a—>0q ‘z— Q‘ r a—>0q r‘z— Q‘
i o] Z 2
- ll_I)I(l) 72 |:7‘(£ a) +Ola )] o3

Dabei haben wir beim Ubergang zur zweiten Zeile folgende Taylorentwicklung ausgenutzt:

r—a = V(r-a)-(r—a)=+vr’+a>—2r-a

wobei im letzten Schritt /1 + z = 1 + 1z + O(«?) verwendet wurde.
Das Dipolpotential




a) b)

Abbildung 3.3: a) Ein elektrischer Dipol. b) Zur Berechnung des Dipolpotentials.

.-q
a
a
[ 4 L}
q a q
a
® q

Abbildung 3.4: Ein Quadrupol.

fallt also fir grolle Abstande ab wie le im Gegensatz zum %-Verhalten von Punktladungen!
Das zugehorige elektrische Dipolfeld wird in den Ubungen (Aufgabe 11) berechnet. Es ist

Neben dem Dipol gibt es noch sog. héhere elektrische Momente, z.B. den sog. Quadrupol. Ein
Beispiel finden Sie in Abb. 3.4. Das elektrische Feld eines Quadrupols féllt ab wie 7%4

4 VektorfluR und Gauldsches Gesetz

Im folgenden wollen wir die im vorigen Kapitel fir kugelsymmetrische Ladungsverteilungen
gemachte Beobachtung, dal das elektrische Feld durch die eingeschlossene Ladung bestimmt
wird, verallgemeinern.

4.1 \ektorflulR

Wir betrachten eine Flache im dreidimensionalen Raum®, die beliebig geformt sein kann. lhr
Flacheninhalt (die Oberflache) sei F'. Wir stellen uns vor, dal} die Fldche aus infinitesimalen

5Die meisten Uberlegungen lassen sich auf beliebige Dimensionen {ibertragen.
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Abbildung 4.1: Eine Flache F bestehend aus (infinitesimalen) Fldchenelementen df mit Norma-
lenvektoren n.

Flachenelementen df besteht (siehe Abb. 4.1), so dal3
F:/#

Definition 4.1 (Normale, Féchenvektor).

Auf jedem infinitesimalen Flachenelement df errichten wir einen senkrecht stehenden Einheits-
vektor n. n heifdt auch Normale.

df = ndf heifit Flachenvektor.

Bemerkung: Bisher sind fir die Normale noch zwei Richtungen moglich. Fir geschlossene
Flachen (z.B. Kugeloberflachen) zeigt die Normale jedoch per Konvention immer nach auf3en.

Definition 4.2 (Vektorflul).
Seien nun ein Vektorfeld A(r) und eine Flache F' gegeben. Dann bezeichnet man

[ Andr= [ A-a

als den Fluf3 von A durch F'. Dabei wird das Integral tiber die Oberflache genommen.

Der VektorfluR’ ist eine skalare GroRe, die von A und der Art und Lage der Flache bestimmt
wird (siehe Abb. 4.2).

Sei o der Winkel zwischen A und df (bzw. n) (siehe Abb. 4.2). Dann ist A - df = |A| cos adf.
Ist A an der betrachteten Stelle senkrecht zu df, d.h. A liegt in der Fldche, so ist A - df = 0. Zum
VektorfluB tragt also nur der durch die (gekrimmte) Fldche jeweils senkrecht hindurchtretende
Anteil von A bei.

"Die Bezeichnung “FIuB” ist durch die Hydrodynamik motiviert. Man kann sich tatséchlich eine durch die Ober-
flache stromende Flussigkeit vorstellen.
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Abbildung 4.2: FluB des Vektorfeldes A durch die Flache F.

Satz 4.1 (Gaullsches Gesetz).
Fur das elektrische Feld gilt das sog. Gaul3sche Gesetz

§ B-df —anQ

d.h. der FluR des elektrischen Feldes durch eine (beliebige) geschlossene Féache® F ist 4 mal
der von der Flache eingeschlossenen Ladung @.

Der Beweis obiger Aussage wird zeigen, dal? das Gaulische Gesetz (unter Beriicksichtung des
Superpositionsprinzips) dquivalent zum Coulombgesetz ist.

4.2 Beweis des GaulRschen Gesetzes

Wir beweisen das GauRRsche Gesetz zunéchst fiir eine Punktladung in einer geschlossenen Flache.
Da sich ein beliebiges E-Feld durch Superposition aufbaut, folgt dann durch Summation (bzw.
Integration) das Gesetz in oben angegebener Form.

4.2.1 Gaulgesetz fur Kugelflache um Punktladung

Zunéchst betrachten wir den Fall, dall F' eine Kugelschale um die Punktladung ¢ im Ursprung
ist (siehe Abb. 4.3).

Das Flachenelement in Kugelkoordinaten ist gegeben durch df = r2dQ 7, wobei dQ) = sin 8dfd¢
das Raumwinkelelement ist. Die Flachenvektoren df (bzw. die Normalenvektoren n) der Kuge-
loberfliche zeigen also immer radial nach auRen. Da E = &+, ist Gberall E || n und somit
E-n=2%.

8Bei Flachenintegralen tber geschlossene Flache schreibt man § statt [, ahnlich wie bei geschlossenen Wegin-
tegralen.
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Abbildung 4.3: FluR eines Radialfeldes durch eine Kugelschale.

Somit folgt:

$ B =4 By
Kugelschale T Kugelschale

= j[ %r2dﬂ =q }[ ds2
Kugelschale r Kugelschale

T 2w
= q / / sin 6dOd¢
0 0

= 4mq.

4.2.2 Beliebige geschlossene Flache um Punktladung

Wir verallgemeinern nun die Argumentation aus Abschnitt 4.2 auf eine beliebig geformte Flache.
Wir betrachten dazu ein infinitesimales Oberflachenelement df wie in Abb. 4.4. Der Vektor des
elektrischen Feldes E bildet dort mit der Flachennormalen n von df den Winkel «. Relevant fir
den Beitrag E - df zum FIuB ist nur der Anteil senkrecht zu df. Die entsprechende Projektion von
df ist dfy. daf, ist also der Querschnitt des Kegels mit Offnungswinkel df2 und steht senkrecht auf
E. Somit gilt

dfy = df cos a = r?dSQ,

da der Winkel zwischen df und df | gleich dem zwischen E und n ist, also gerade c. Daher folgt
E-df = Edf cosa = Edfy = Er’dQ = -Lr?dQ) = ¢df.
- T

Der Abstand r des Flachenelements fallt also bei der Berechnung des Flusses heraus und es bleibt
nur der Beitrag vom Raumwinkelelement d€2 = sin 8dfd¢ tbrig. Hierbei geht entscheidend ein,
daB E(r) o< r—2. Wiirde E mit einer anderen Potenz von r abfallen, so wiirde das GauBRsche
Gesetz nicht mehr gelten!

Insgesamt erhalten wir dann

f E-df = qdS) = 4mq.
F beliebig T F beliebig

Somit gilt das Gaul3sche Gesetz fir beliebig geformte Fldchen um eine Punktladung.
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Abbildung 4.4: FluR eines Radialfeldes durch eine beliebige Flache (rechts: Ausschnitt zur Illu-
stration der Projektion).

4.2.3 Gaullsche Gesetz fur beliebige Ladungsverteilungen

AbschlieRend wollen wir noch das Gaullsche Gesetz auf beliebige Ladungsverteilungen verall-
gemeinern. Dazu betrachten wir Ladungen ¢; (7 = 1,2, ...). Diese erzeugen nach dem Superpo-
sitionsprinzip am Ort r ein Gesamtfeld E(r) = >, E;(r). Somit gilt

[ Bedf =Y § By df =3 g = 4nQ
Flache um alle g; T j T j

wobei Q = Zj g; die Gesamtladung ist.

Den Ubergang zu kontinuierlichen Ladungsverteilungen macht man dann ihn dhnlicher Weise,
wie wir dies schon friiher gesehen haben.

4.2.4 Spezialfall: Ladungsfreie Bereiche

Sei F eine geschlossene Flache, in der sich keine Ladung befindet. Dann folgt aus dem Gauf3-

schem Gesetz
j{ E-df =0.
F

Anschaulich bedeutet dies, dal? alles, was an Flu} an “einer Seite” eintritt, auf der “anderen
Seite” wieder hinausflief3t.

Man kann dies auch folgendermal3en formulieren:

Ausgangspunkt von FluB sind immer Ladungen.

4.2.5 Gaulsches Gesetz — Coulombgesetz

Wir hatten schon bei der Ableitung in Abschnitt 4.2.2 betont, daR die »2-Abhangigkeit des
elektrischen Feldes eine wesentliche Rolle spielt. Es ist daher nicht Giberraschend, daR sich das
Coulombgesetz aus dem GauBschen Gesetz ableiten laRt°.

Die beiden Gesetze sind also dquivalent!
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Dazu betrachten wir eine Kugelflache F, vom Radius » um eine Punktladung ¢. Auf Grund der
Symmetrie des Problems steht E senkrecht auf der Kugelflache und ist dort konstant (d.h. héngt
nur vom Abstand r» = |r| ab). Somit folgt:

dmq :?f E-df = ¢ Edf = E(r)f df = E(r)4mr?.

F, i

Dabei haben wir bei der zweiten Umformung ausgenutzt, daf hier E und df parallel sind, und in
der dritten Umformung, daR E auf der Kugelschale konstant ist.
Hieraus folgt dann sofort das Coulombgesetz

_q.
E—r—z'f'.

4.3 Anwendungen des Gaulischen Gesetzes

Im folgenden wollen wir an zwei einfachen Beispielen demonstrieren, wie sich das Gaul3sche
Gesetz gewinnbringend in praktischen Anwendungen verwenden laRt. Ein wesentlicher Punkt
dabei sind Symmetrietiberlegungen, mit denen sich ohne Rechnung gewisse Eigenschaften (z.B.
die Richtung) der elektrischen Feldstarke bestimmen lassen.

4.3.1 Kugelsymmetrische Ladungsverteilungen

Zunéchst betrachten wir wieder kugelsymmetrische Ladungsverteilungen p(r) = p(r), bei denen
die Ladungsdichte nur vom Abstand vom Ursprung abhéngt und nicht von der Richtung (siehe
Kap. 3.1).

Wir betrachten am zweckmadssigsten eine Kugelfliche im Abstand . Aus Symmetriegriinden
muB das elektrische Feld folgende Form haben:

E(r) = E(r)?.

Das elektrische Feld hat die gleichen Symmetrien wie die Ladungsdichte, von der es erzeugt
wird. Insbesondere sollte es sich unter Rotationen nicht andern. Somit bleibt nur obige Form
ubrig.

Wir wenden nun das Gauf3sche Gesetz auf eine Kugelschale vom Radius r an:

_ CdF — _ _ 2
4 Q(r) = f B ]{ B = B() j'{ i = B,

Hieraus folgt das bekannte Ergebnis

mit der gesamten eingeschlossenen Ladung

Q(r) = /,< p(r"d*r' = 47r/0 p(r')r'zdr’.

Im Vergleich zur aufwendigeren Ableitung dieses Resultats in Kap. 3.1 erkennt man deutlich den
praktischen Nutzen des GauRschen Gesetzes.
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Abbildung 4.5: Zur Anwendung des GaulRschen Gesetzes auf die geladene Ebene.

4.3.2 Homogen geladene Ebene

Als zweites Beispiel betrachten wir eine homogen geladene Ebene, z.B. eine diinne metallische
Platte. Diese soll unendlich ausgedehnt sein und in der y — z—Ebene liegen. Die Oberflachenla-
dungsdichte o, d.h. die Ladung pro Flacheneinheit, sei konstant.

Auf Grund der Symmetrie des Problems ist die elektrische Feldstdrke parallel zur x—Achse. Da
das Problem symmetrisch unter Spiegelung an der y — z—Ebene ist, sollte auch das elektrische
Feld diese Symmetrie aufweisen. Es zeigt daher fir z > 0 in +z-Richtung und fir z < 0 in —z-
Richtung, also von der Platte weg. Somit hat £ die Form E = Ee,, wobei e, der Einheitsvektor
in z—Richtung ist. Wir erwarten auerdem, das der Betrag £ nicht von y und z abhangt, d.h.
E = E(z).

Nach diesen Symmetrievoriiberlegungen miissen wir nun eine geeignete Flache F' finden, auf die
wir den GauBschen Satz anwenden. Es ist sinnvoll, F' als Oberflache eines Zylinders der Lange
2z und vom Radius r zu wahlen, der parallel zur z—Achse liegt, und zwar symmetrisch bzgl. der
y — z—Ebene (siehe Abb. 4.5).

Der FluB durch die Oberflache F' des Zylinders lait sich nun folgendermalien bestimmen:

ppd-( pa+| Bad-[ Bd=[ B@i=(BE-E-)m
F Wand Deckel Deckel Deckel

Hierbei haben wir zundchst ausgenutzt, dal es keinen Fluf? durch die Seitenwand des Zylinders
gibt, da dort auf Grund unserer Symmetrietberlegung df L FE ist. Auf den beiden Deckeln ist
das elektrische Feld konstant (und zwar mit dem Wert E(z) bzw. E(—xz)). Der FluR ist daher
einfach das Produkt aus Feldstéarke und Deckelflache. Zu beachten ist, da am linken Ende der
Normalenvektor in Richtung —e,, zeigt, da per Konvention die Normalenvektoren geschlossener
Flachen nach aullen zeigen. Auf Grund der Symmetrie konnen wir auch schlieRen, daB E(—zx) =
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Abbildung 4.6: Elektrisches Feld (links) und Potential (rechts) der homogen geladenen Ebene.

—E(z) ist, denn wir haben ja schon weiter oben argumentiert, daf3 das Feld immer von der Platte
weg zeigt.
Aus dem GauBschen Gesetz folgt:

j{ E - df = 47Q = 4n(wr%0).
F

Dabei haben wir benutzt, daB die eingeschlossene Ladung @ auf der Schnittflache des Zylinders
mit der Ebene sitzt. Die Ladungsmenge auf dieser Kreisscheibe vom Radius r betrdgt daher
mrio.

Kombinieren wir nun obige Ergebnisse fur den FIuR und das Gaul3sche Gesetz, So erhalten wir
fur das elektrische Feld einer homogen geladenen Ebene

‘ E = 2mo. ‘

Der Betrag des Feldes ist also konstant. An der Platte (bei z = 0) macht es einen Sprung der
GroRe 4mo (siehe Abb. 4.6).
Wir kdnnen auch das zugehorige elektrische Potential ¢ bestimmen. Es ist gegeben durch

o(z) = —27o|z|.

5 Gaulischer Satz

Im vorigen Kapitel haben wir das GaulRsche Gesetz kennengelernt. Hierbei handelt es sich um
eine physikalische Aussage. Wie wir gesehen haben, ist das GauRsche Gesetz ndmlich aquivalent
zum Coulomb-Gesetz. In diesem Kapitel steht der Gaulische Satz im Mittelpunkt. Hierbei han-
delt es sich um eine rein mathematische Aussage'’. Man spricht genauer auch vom GauRschem
Integralsatz.

10Dje natiirlich Anwendungen in der Physik hat!
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Abbildung 5.1: Zum Gaulischen Satz: Unterteilung des Volumens V in zwei Teilvolumina V;
und V5. ny, n, sind die Normalenvektoren auf der Trennflache.

5.1 Herleitung des Gaul3schen Satzes

Ziel des Gaulischen Integralsatzes ist es, eine andere Darstellung fur ein FluBintegral der Form
§A- df anzugeben. Im folgenden sei daher ein Vektorfeld A(r) und eine geschlossene Fldche
F, die ein Volumen V einschlief3t, gegeben.

Wir teilen zundchst das Volumen V' in zwei (beliebige) Teilvolumina V; und V5 (siehe Abb. 5.1).
Die neue Oberflache der beiden Teilvolumina bezeichnen wir mit F; bzw. F,. Man beachte,
dal’ eine gemeinsame Trennflache zwischen den beiden Teilvolumina entsteht. Da die Normalen
jeweils aus dem Volumen herauszeigen, ist auf der gemeinsamen Trennflache n, = —n, (siehe
Abb. 5.1) und somit

§ A Flé-g+]§ A4,

da sich die Beitrdge auf der Trennflache wegheben.

Wir setzen nun diese Teilungsprozedur immer weiter fort und erhalten so eine Einteilung in viele
kleine Volumina AV,, mit Oberflache F,:

faa - é%né.ﬁ:é[A;nﬁné.g]AVn

. 1

wobei F(AV') die Oberflache des Wiirfels AV um den Punkt r ist.

Wir betrachten nun den Fluf3 durch die Oberfldche eines Wiirfels mit den Kantenldngen dz, dy
und dz um r = (z,y, z) (siehe Abb. 5.2). Auf der Vorderseite F; zeige der Normalenvektor n in
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Abbildung 5.2: Zum GauBschen Satz: FIuR durch einen infinitesimalen Wiirfel. Das Zentrum des
Wiirfels befindet sich bei r = (z, y, 2).

z-Richtung, auf der Riickseite F, in —z-Richtung. Die Flusse durch F; und F; sind dann
FluRdurch /i = A.(z+ %dm, Y, 2)dydz,
FluR durch F, = A,(z — %dw,y, 2)dydz
wobei A,(r) = Az(z,y,z) die z-Komponente des Vektorfeldes am Ort r, dem Zentrum des
Wiirfels, bezeichnet. Wir haben hier angenommen, dal’ das \Vektorpotential auf den Flachen als

konstant angesehen werden kann, wobei der Wert durch den Wert in der Mitte gegeben ist.
Somit erhdlt man fiir den Flu durch die beiden Flachen F; und F5:

1 1
/ Ag = [ z+ —dx,y,z) _Aa:(x_ idxaya Z):| dydz
F1+F>
04, 1 04, 1
= [( (z,y, 2 9 de) - (Az(:c,y, z) — 9 5d:1:>} dydz
= 04 8 dmdydz

Dabei haben wir beim Ubergang zur zweiten Zeile ausgenutzt, daR der Wiirfel infinitesimal ist
und wir deshalb die Feldwerte durch eine Taylor-Entwicklung erster Ordnung approximieren
konnen.

Analog erhalten wir dann fir den FIuB in y- und z-Richtung:

: A
y — Richtung: / A-df = 04,(r) dzdydz,
F3+Fy T 6y
. A,
z — Richtung: / A-df = 94 (r) drdydz.
Fs+Fs 0z



Wir fassen nun diese Ergebnisse zusammen und erhalten

0A,(r) n 0A,(r) " 0A,(r) —divA=V-A.
Ox dy 0z

. 1
AIKI/'IEO H %F(AV) A - ﬁ N

Der Fluld wird also durch die Divergenz des Vektorfeldes bestimmt. Setzen wir dies in die obigen
Ergebnisse ein, so erhalten wir den Gaul3schen Satz.

Satz 5.1 (Gaullscher Satz).
Sei A(r) ein Vektorfeld und F eine beliebige geschlossene Flache, die ein Volumen V' um-

schlie3t. Dann gilt:
?{A-gz/divédv.
F |4

Der Gaulsche Satz erlaubt also die Umwandlung eines FluBintegrals in ein Volumenintegral tiber
die Divergenz des Vektorfeldes.

5.2 Anwendung des Gauldschen Satzes

Als eine Anwendung wollen wir nun den GauRschen Satz mit dem GaufRschen Gesetz kombinie-
ren. Dann folgt, da Q = [, p(r)dV die Ladung im Volumen V ist:

/divEdV:47r/ p(r)dv.
v 14

Da dies fiir beliebige Volumina V' gilt, miissen die Integranden gleich sein:

div E = 4mp. ‘

Dies ist das GauBsche Gesetz in differentieller Form und gleichzeitig die 1. Maxwell-Gleichung.

Die Gleichung hat folgende anschauliche Interpretation: Ladungen sind die “Quellen” des elek-
trischen Feldes.

Mit E = —grad ¢ = —V erhalten wir eine Gleichung fiir das elektrische Potential ¢:

Py 0% 0%
Oy? Toa T Bz2) = by

divE = —div(grad ) = -V - Vp = — (

wobei wir den Laplace-Operator

2

oy?

0? 0?
o2 a2

A =divgrad = 552

eingefihrt haben.
Wir erhalten so die Poisson-Gleichung
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‘ Ap = —4mp. ‘

Im ladungsfreien Raum (d.h. p(r) = 0) gilt die Laplace-Gleichung

[Le=0, |

die natirlich ein Spezialfall der Poisson-Gleichung ist.

Die Poisson-Gleichung ist eine partielle DGL 2. Ordnung. Wir kennen ihre Losung bereits, denn
wir haben das zugrundeliegende physikalische Problem ja schon in Kap. 3 allgemein gelost:

= [ A

r—

In Aufgabe 25 der Ubungen sollen Sie noch einmal explizit nachrechnen, daR dies tatséchlich
eine LOsung der Poisson-Gleichung ist.

Es stellt sich nun die Frage, wozu die Poisson-Gleichung nutzlich ist, wo wir doch ihre allgemei-
ne Losung schon kennen! Dazu mu3 man sagen, dal3 bei vielen physikalischen Problemen die
Ladungsdichte p(r) nicht im ganzen Raum bekannt ist. Man kann daher das Integral in obiger
Formel nicht auswerten. Statt der vollstandigen Ladungsverteilung sind oft noch Randbedingun-
gen fur das Potential ¢ auf gewissen Fldchen im Raum vorgegeben (z.B. den Oberflachen von
Metallen, siehe unten). Dann untersucht man die Poisson-Gleichung mit den entsprechenden
Randbedingungen.

Beispiel 5.1.

Wir betrachten zwei homogen geladene Platten bei z; bzw. 5 mit jeweils konstantem Potential
1 bzw. ¢4 (siehe Abb. 5.3). Die Spannung ¢, — ¢; zwischen den Platten ist also konstant. Auf
Grund der Symmetrie des Problems erwarten wir, daR ¢ nur von z abhéangt*. Da sich zwischen
den Platten keine Ladung befindet, gilt dort die Laplace-Gleichung

¢
dz?

Der eindimensionale Laplace-Operator entspricht also gerade der 2. Ableitung. Wir kdnnen die
Gleichung sofort integrieren:

OZAQO: (fUrx1<:c<x2).

dy
dz

= const. = —F,

mit den beiden Integrationskonstanten £ und C. E kdnnen wir natirlich sofort mit dem elektri-
schen Feld identifizieren, da es die negative Ableitung des Potentials ist.

1wir vernachlissigen hier Randeffekte. Diese filhren dazu, daR ¢ auch von y und z abhéngt.
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Abbildung 5.3: Zwei homogen geladene Platten mit jeweils konstantem Potential ¢, bzw. ¢,.

Wir missen nun diese allgemeine Losung an die Randbedingungen anpassen. Dies fixiert dann
die beiden Integrationskonstanten®?:

p1 = ¢(z1) =C — Ezy,
v2 = ¢(z9) =C — Ex,.

Durch eine einfache Umformung erhalten wir hieraus

g = _P2rT¥_ _ Spannung
 ze—xz;  Abstand’
() = o1 — E(x—1x1).

Wir sehen, dal? das elektrische Feld E zwischen den Platten konstant ist.

6 Elektrostatik in Anwesenheit von Leitern (Metallen), Kon-
densatoren

In diesem Abschnitt wollen wir uns die Elektrostatik bei Anwesenheit von Leitern etwas genauer
ansehen. Im vorigen Abschnitt haben wir schon ein erstes Beispiel fiir die Problematik kennenge-
lernt. Bevor wir dies vertiefen, miissen wir uns die charakteristischen Eigenschaften von Leitern,
die fur die Elektrostatik von Bedeutung sind, genauer anschauen.

6.1 Charakteristische Eigenschaften von Leitern

Es stellt sich heraus, dal? sich alles Wesentliche aus einem einzigen Charakteristikum ableiten
laRt.

Definition 6.1 (Leiter).
In einem Leiter sind Ladungen frei verschiebbar.

2Inshesondere wird so das elektrische Feld durch die vorgegebenen Potentiale bestimmt.
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Aus dieser simplen Beobachtung lassen sich nun zahlreiche Folgerungen ziehen. Zunédchst ein-
mal folgt, daR sich die Ladungen solange verschieben, bis im Leiter E = 0 erreicht ist. Ist
namlich E # 0, so wirkt auf die Ladungen noch eine Kraft I = ¢FE, die die Ladungen ver-
schiebt. Dies passiert so lange, bis das “Gleichgewicht” E = 0 erreicht ist.

Da E = 0 im Leiter, muB dort auch ¢ = const sein. Inshesondere sind somit die Oberflachen von
Leitern Aquipotentialflachen. Da allgemein das elektrische Feld orthogonal auf den Aquipotenti-
alflachen steht (siehe Kap. 3), folgt, daR das elektrische Feld senkrecht auf den Leiteroberflachen
steht.

Eine weitere wichtige Erkenntnis Uiber die Elektrostatik von Leitern konnen wir aus dem Gaul3-
schen Gesetz gewinnen. Fir jedes Teilvolumen V' ganz im Inneren des Leiters gilt ndmlich

4wQ:y{V@g:0

da im Inneren E ist. Also verschwindet die im Volumen V' eingeschlossene Ladung: @ = 0. Wir
kdnnen also folgern:
In einem Leiter sitzen die Ladungen (falls vorhanden) auf der Oberflache!

Das typische Problem, mit dem man es in der Elektrostatik zu tun hat, sieht also folgendermalien
aus: Im RR3 sind Ladungsverteilungen p(r) und Position von Leitern vorgegeben. Dann lést man
die Poisson-Gleichung A¢ = —4mp unter der Randbedingung, dall ¢ = const auf den Leitero-
berflachen. Zusatzlich gibt es i.a. noch die duRere Randbedingung ¢ = 0 fir r — oo. Diese
Bedingung ist allerdings nur sinnvoll, wenn die Ladungsverteilung beschrankt ist und nicht bis
ins Unendliche reicht.

6.2 Kondensatoren

Im folgenden wollen wir uns mit einem Gebilde befassen, daf eine grol3e technische Bedeutung
hat.

Definition 6.2 (Kondensator, Kapazitat).

Ein System aus zwei Leitern mit entgegengesetzten Ladungen @ und —@ bezeichnet man als
Kondensator. Die Potentialdifferenz ¢; — ¢, ist gerade die Spannung V.

Als Kapazitéat des Kondensators definiert man




Die Kapazitat ist ein Mal fur die Speicherfahigkeit des Kondensators. Das Ziel bei technischen
Anwendungen ist ein moglichst grof3e gespeicherte Ladungsmenge bei moglichst kleiner Span-
nung.

Man kann auch den zweiten Leiter ins Unendliche verschieben. Dann wird ¢, = p(c0) = 0
gesetzt.

Beispiel 6.1.

a) Kapazitat einer Metallkugel vom Radius a:
Die Ladung @ sei homogen auf der Kugeloberfliche®® verteilt. Fiir das elektrische Feld und
Potential ergibt sich dann aus unseren alten Ergebnissen fur kugelsymmetrische Ladungsvertei-

lungen:
Q Q N

Das Potential der Kugel ist also

o1 = pla) = 2

a
woraus sich mit ¢, = 0 fiir die Kapazitét ergibt
= Q e Q =Q
p1—p2  Qfa

Wir sehen hier, dal3 im cgs-System die Kapazitdt die Dimension einer Lange hat!

b) Plattenkondensator:

Ein Plattenkondensator besteht aus zwei parallelen Platten der Flache F', auf die die Ladung
Q bzw. —@Q homogen aufgebracht wurde (siehe Abb. 6.1). Die Flachenladungsdichte ist daher
+o = i% Wir wollen annehmen, dal? die Platten so groR sind, dal? Randeffekte vernachlassigt
werden. Wir kdnnen daher die Ergebnisse fir das elektrische Feld aus dem Beispiel in Kap. 5.2
anwenden. Das Feld der negativ geladenen Platte ist Uberall betraglich gleich gro3 wie das der
positiven, zeigt aber immer in die entgegengesetzte Richtung (vgl. Abb. 4.6). Zwischen den Plat-
ten addieren sich die beiden Felder zum Gesamtfeld E = 2wo. Aullerhalb des Zwischenraums
verschwindet die Summe der Felder. Das zugehdrige Potential ist dann ¢(z) = —4wo|z|. Hieraus
ergibt sich die Spannung zwischen den Platten, die den Abstand d voneinander haben sollen, zu
V = ¢(0) — ¢(d) = 4mod. Damit folgt fir die Kapazitét des Plattenkondensators

_ F
~ And’

Wieder sehen wir, dall C' die Dimension “Lénge” hat.

13Hjer haben wir schon ausgenutzt, daR die Kugel aus Metall ist und sich die Ladungen nur auf der Oberflache
befinden.
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Abbildung 6.1: a) Plattenkondensator und b) Kugelkondensator.

¢) Kugelkondensator:
Ein Kugelkondensator besteht aus zwei konzentrisch angeordneten Kugelschalen mit Radien
r1 < 7o (Siehe Abb. 6.1). Die Kapazitét eines solchen Kondensators ist

T1T2

C =

7'2—’)"1‘

Alle Beispiele zeigen, dal? die Kapazitat eines Kondensators im wesentlichen durch geometrische
GroRen bestimmt wird.

7 Energie in der Elektrostatik

Die potentielle Energie eines Systems aus zwei Ladungen ¢; und g2 an den Orten r, und r,
betragt

Dies entspricht der Arbeit, die man aufwenden mul3, um die Ladung ¢, aus unendlicher Entfer-
nung gegen die Kraft (bzw. das elektrische Feld) der ersten Ladung (am Ort ) an den Ort r, zu
bringen.

Diese Uberlegung 4Rt sich sofort auf drei Ladungen ausdehnen. In diesem Fall gilt

Uiaz = Ura + Usz + Uas,

wobei die Terme auf der rechten Seite analog zum Fall zweier Ladungen definiert sind. Allge-
mein gilt dann fiir ein System aus beliebig vielen Ladungen

U:_Z _Z| qf] K
i#] Li— L

Die Summe lauft dabei Uber 7 und j, lediglich der Term mit i = j wird ausgelassen. Der Faktor

% berticksichtigt, dal bei dieser Art der Summation jeder Term wegen U;; = U;; doppelt gezahlt
ird

wird.
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Der allgemeine Ausdruck ist also die gesamte Arbeit, die aufgewendet wird, um die Ladungen
gegen ihre elektrischen Kréafte aus dem Unendlichen an ihre Positionen r; zu bringen. Man sagt
daher auch, daB U die im elektrischen Feld der Ladungen gespeicherte Energie ist.

Um dies zu verdeutlichen, wollen wir nun U durch das elektrische Feld E ausdriicken. Dazu
betrachten wir zunéchst das elektrische Potential

o(r;) = Z
J (i#4)
am Ort r, hervorgerufen durch die anderen Ladungen j # <. Hier ist zu beachten, daf nun nur

uber 7 summiert wird, wobei der Term 5 = ¢ auszulassen ist. Die elektrische Feldenergie schreibt
sich damit nun in der Form

9

Ir; _j|’

U= % Z qiep(r;)-

Wir gehen nun zu einer kontinuierlichen Ladungsverteilung tber, d.h. wir fihren die Ladungs-
dichte p ein und ersetzen ¢; — Ag; = p(r;)AV; und erhalten somit

U=y erdee)s% o [

wobei sich der Integrationsbereich iber den gesamten Raum erstreckt. Die diskrete Version erhélt
man zurtick, wenn man fur die Ladungsdichte p(r) = . ¢;6(r — r;) einsetzt.

Mit der Poisson-Gleichung Ay =V - (V) = —4mp folgt:

U= —8% / & o(r) [V - (Vo(r))].-

Bevor wir diesen Ausdruck vereinfachen, ist eine kleine mathematische Zwischenbetrachtung
notig. Dazu definieren wir das Vektorfeld A := V.

Wenn alle Ladungen in einem endlichen Bereich des Raumes versammelt sind (d.h. p(r) = 0 fir
r > 19), dann folgt

1 1 ..
o(r) < = und Vo(r) o< — fur r — oo,
T T
und somit

1 .
A(r) « e fur r — oo.

Unser Vektorfeld A zerfallt also fiir groRe Abstande wie 1/73. Dies werden wir im folgenden
ausnutzen, wenn wir das FluRintegral fFR A - df Uber die Oberfldche F' einer sehr groBen Kugel
mit Radius R (R — oo) analysieren. Das Flachenelement dieser Kugelschale ist df = R?dQ) #
und somit folgt B

1 1 4
lim § A-df ~ lim § = RdQ= lim E?{FRdQZ lim — = 0.

R—o0 Fg R— o0 Fg R— o0 R— o0 R
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Der VektorfluR nach auRen verschwindet also fiir sehr groBe Kugelschalen4. Mit diesem Ergeb-
nis folgt nun

0 = lim ¢ A-df

R-oo Jp, — —

= lim V- Adr

R—o0 Va

— [vlevdldr= [ (97 + (v (@] & (+)

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir den GauRschen Satz benutzt und in der dritten Zeile
sind die Integrale Uber den gesamten Raum zu bilden.
Da E = —V ergibt sich nun unter Berticksichtigung dieses Zwischenresultats

1

1 1
_ 3 . _ 3 2 _ 3, 2
U= o [@rolv- @) =g [@r @ =5 [ar B

Die erste Identitét hatten wir schon weiter oben abgeleitet, die zweite folgt aus (). Somit haben
wir folgenden kompakten Ausdruck fir die im elektrischen Feld gespeicherte Energie:

1 2 13

der U nun direkt durch das elektrische Feld ausdriickt.
Die GroRe

u(r) = o (B(r))?

bezeichnet man auch als Energiedichte des elektrischen Feldes. Es gilt offensichtlich

U= / u(r)dr.

Beispiel 7.1. Im Kugelkondensator gespeicherte Energie
Das elektrische Feld des Kugelkondensator zeigt radial nach auRen mit dem Betrag

Q .
B(r) = 5 furr <r <
0 sonst,

wobei r; und R, die Radien der inneren und &uf3eren Kugel sind. Die Energiedichte im Konden-
sator (r; < r < ry) istalso
1 %

u(r) = g-F()

81 8t

14Dieses Argument iiber die Asymptotik der Felder ist sehr typisch und wird in dhnlicher Form 6fter auftauchen.
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Abbildung 7.1: Schrittweises Aufladen eines Kondensators.

und die Gesamtenergie

T2 2 T2 2
_ 3 — 2 @ [P _Q (1 1
U—/u(f)dr—éhr/?:l u(r)ridr = 5 /T1 2= (7'1 )

In Beispiel 6.2c haben wir die Kapazitat eines Kugelkondensators bestimmt: C' = [222-. Also ist

L-1_ % und das obige Resultat fiir die gespeicherte Energie 1a8t sich auch folgendermalien

C r1

schreiben: 0

Die gespeicherte Energie hdngt also in einfacher Weise von der Ladung und der Kapazitét des
Kondensators ab.

Dieses Ergebnis gilt sogar ganz allgemein fiir beliebige Kondensatoren. Es gilt ndmlich: Die in
einem Kondensator mit der Kapazitdt C und Ladung @ gespeicherte Energie ist

Q2

U

Um diese Aussage zu beweisen, stellen wir uns vor, das wir ausgehend von einem ungeladenen
Kondensator stiickweise (infinitesimale) Ladungen dq von einem Leiter auf den anderen bringen
(siehe Abb. 7.1). Ist der Kondensator so bis zur Ladung q aufgeladen, dann ist v = Z die mo-
mentane Potentialdifferenz zwischen den beiden Leitern. Im néchsten Schritt, in dem wieder die
Ladung dgq von einem Leiter auf den anderen tbertragen wird, gewinnt diese Ladung daher die
potentielle Energie dU = vdq = &dq. Somit gilt flr den gesamten Vorgang

Q 2
_ Y
U—/dU—/0 qu—2C.
Mit der Beziehung C = U/V lait sich die Feldenergie im Kondensator auch schreiben als

35



1 2
U=_CV?

In dieser Form &Rt sie sich auch leicht merken auf Grund der Analogie zur kinetischen Energie

1,02
5MV°.,

8 Strom und Ladungserhaltung

Bisher haben wir nur ruhende Ladungen betrachtet. Im folgenden werden wir intensiv mit der
Untersuchung und Beschreibung der Effekte von bewegten Ladungen befassen.

8.1 Elektrischer Strom und Stromdichte

Definition 8.1 (Elektrischer Strom, Stromdichte).
Bewegte Ladungen bezeichnet man auch als (elektrischen) Strom. Quantitiv gilt:

_ 4@
dt

I

Der Strom ist also gegeben als Anderung der Ladung pro Zeiteinheit.

Haufig ist es zweckmaRiger, den Strom lokal zu charakterisieren. Dazu definiert man den \Vektor
der Stromdichte

j(r) = p(r)v(r),

wobei p(r) die Ladungsdichte am Ort r ist und v(r) die Geschwindigkeit, mit der sich die La-
dung AQ = p(r)AV im Volumenelement AV um r herum momentan bewegt.

Um den Zusammenhang mit dem globalen Strom genauer zu verstehen, betrachten wir eine
Flache im R3, die nicht geschlossenen sein muB. Der Gesamtstrom I durch diese Flache ist
dann gegeben durch das Flachenintegral

fe= [ gedt= [ j-udr

Ist die Stromdichte konstant, so ist gilt Strom=Stromdichte x Flache.

Beispiel 8.1. Draht vom Querschnitt A
Wir betrachten einen Draht mit konstantem Querschnitt A. Zu jedem Zeitpunkt sei die Ladung
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M essgeraget
I=vt

e

Abbildung 8.1: Strom durch einen Draht.

homogen im Draht verteilt. Wir nehmen ferner an, daf sich alle Ladungen mit der gleichen (kon-
stanten) Geschwindigkeit v bewegen. Man kann sich vorstellen, daR es sich bei den Ladungs-
trdgern um Elektronen handelt, die sich frei im Draht bewegen kdnnen.

Am Ende des Drahtes befindet sich ein MeRgerét, das den Gesamtstrom mif3t (siehe Abb. 8.1).
Dabei wird die Anzahl der Ladungen gezahlt, die pro Zeiteinheit durch das Mefgerét flieRen.
Der Gesamtstrom bei einer MefRRdauer ¢ ist daher

Offensichtlich gelangen in der Zeit ¢ alle die Ladungen bis zum Melgerét, die hochstens den
Abstand [ = vt von diesem haben (siehe Abb. 8.1), sich also in einem Zylinder der Lange [ und
des Querschnitts A befinden. Somit gilt, da die Ladungsdichte p konstant ist,

Q =Vp=1Ap,
und fir den Strom 0 4
I= ; v pvA = jA

mit der konstanten Stromdichte ;7 = pv.

8.2 Ladungserhaltung

Als nédchsten wollen wir uns mit den Konsequenzen der Ladungserhaltung beschéftigen. Die
Ladungserhaltung ist einer der wichtigsten Erhaltungssatze der Physik (siehe Kap. 2). Wie wir
gleich sehen werden, impliziert sie einen tiefen Zusammenhang zwischen der Strom- und La-
dungsdichte.

Wir betrachten wieder das von einer geschlossenen Oberfldche F' eingeschlossene Volumen V.
Der Stromflul? (von innen nach auf’en) durch die Flache F ist daher gegeben durch

1= fia

Dies entspricht der Ladung @, die pro Zeiteinheit aus dem Volumen V' heraus flie3t. Somit er-
halten wir
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wobei das Minuszeichen berticksichtigt, daB die Ladung abnimmt (% < 0), wenn j - df bzw. I
positiv sind. Obige Gleichung ist das Gesetz der Ladungserhaltung in integraler Form.

Wir wollen nun das Gesetz der Ladungserhaltung in differentieller Form ableiten. Dazu beachten
wir, daB wegen Q(t) = [, p(r, t)dV gilt:

dQ d [ dp
i dt/vp(f,t)dV—/V 8th.

Aullerdem gilt auf Grund des Gaul3schen Satzes

fgg:/muwz
F 14

Kombinieren wir nun diese beiden Gleichungen, so erhalten wir zundchst

dp . _
A(E—kdlvl)dv—o

und hieraus, da V beliebig ist und der Integrand deshalb verschwinden muf3, das Gesetz der
Ladungserhaltung in differentieller Form:

dp
ot

+divl':0.

Diese Gleichung bezeichnet man auch als Kontinuitatsgleichung. Sie taucht in dieser Form in
der Physik immer wieder auf, z.B. in der Hydrodynamik. Ihre Form ist charakteristisch fir ein
lokales (d.h. von r abhdngiges) Erhaltungsgesetz.

9 Magnetfeld und Lorentzkraft

Magnetismus und die Wirkung von Magneten sind uns aus dem Alltag bekannt. In diesem Kapi-
tel kommt es uns auf den Zusammenhang zwischen dem Magnetfeld und elektrischen Ladungen
an. Empirisch stellt man fest, daR bewegte elektrische Ladungen ein Magnetfeld erzeugen. Ande-
rerseits iben Magnetfelder Krafte auf bewegte elektrische Ladungen aus. Diese Zusammenhéange
sollen im folgenden genauer beleuchtet werden.
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Abbildung 9.1: Die Lorentzkraft.

9.1 Magnetfeld und Kraft auf bewegte Ladungen

Das Magnetfeld B(r) ist ein Vektorfeld. Genauer bezeichnet B(r) die magnetische Induktion,
wobei diese Bezeichnung historische Griinde hat.

Die Einheit des Magnetfeldes ist 1 GauB (im cgs-System) bzw. 1 Tesla= 10* GauB (im SI-
System).

Auf eine mit der Geschwindigkeit v bewegte Testladung ¢ wirkt dann die sogenannte Lorentzkraft

1
E=q<E+—y><§).
C

Hierbei ist c die Lichtgeschwindigkeit (c ~ 3 - 10*°cm/sec).

Wir betrachten zunéachst den Fall B = 0. Dann ist F' = ¢FE, d.h. die Lorentzkraft reduziert
sich auf den bereits bekannten Ausdruck fir die Kraftwirkung des elektrischen Feldes. Dieser
Coulomb-Anteil wirkt sowohl auf ruhende als auch auf bewegte Ladungen.

Fir ein verschwindendes elektrisches Feld E = 0 ist F = 2 v x B. In diesem Fall steht also die
Lorentz-Kraft senkrecht auf der durch v und B aufgespannten Ebene (siehe Abb. 9.1).

Beispiel 9.1. Bewegung im homogenen Feld

Um die Wirkung der Lorentz-Kraft genauer zu verstehen, untersuchen wir einen wichtigen Spe-
zialfall*>. Wir betrachten ein homogenes Feld B = (0,0, B), das konstant in z-Richtung ist.
Damit lautet die Newton-Gleichung

my=-vXB

o IR

5Dieses Problem haben wir schon in Aufgabe 36 der Physik | betrachtet.

39



bzw.

v
B y

=L yxB=1"| -y,
me me 0

Mit der sogenannten Zyklotronfrequenz*®

qB
We = —
mc
lauten die Bewegungsgleichungen
Vg = WUy,
Uy = —Wclyg,
v, = 0.

Somit ist also v, =konstant und es liegt in z—Richtung eine freie Bewegung vor.
Um die Bewegung in der x — y-Ebene zu beschreiben ist es zweckmalig, zu einer Beschreibung
mit komplexen Zahlen Gberzugehen. Dazu filhren wir die neue GroBe w := v, + 1v, ein, also
v, = Re w und v, = Im w. Hiermit 1aBt sich die Bewegungsgleichung in der z — y-Ebene
schreiben als

W= Uy + 10y = we (Vy — ;) = —iwew.
Die Losung dieser Differentialgleichung kennen wir natirlich schon:

w(t) = wpe et

mit der Integrationskonstanten wy. w(t) bewegt sich also auf einem Kreis mit Radius w, (siehe

Abb. 9.2). Somit ist
= |wo| = 4/v2 + v

Der Betrag der Geschwindigkeit ist also konstant.

| eiwct

|w| = |wol -

Insgesamt sehen wir also, daR ein Teilchen in einem Magnetfeld in z—Richtung eine Kreisbewe-
gung in der x — y-Ebene ausfiihrt. Diese ist mit einer gleichformigen Bewegung in z—Richtung
uberlagert, was insgesamt zu einer schraubenfoérmigen Bewegung fiihrt.

Allgemein ist bei Magnetfeldern zu beachten, daf3 sie keine Arbeit leisten. Wegen F' = £ v x B
ist v senkrecht zu F' und damit gilt fur die (infinitesimale) geleistete Arbeit

dA=F - -dr=F -vdt=0.

Ist nur ein Magnetfeld vorhanden, so ist also die kinetische Energie Fyi, = %fuz konstant.

Um die Gesamtkraft auf beliebig geformte Korper in nicht-konstanten Magnetfeldern berechnen
zu konnen, ist es zweckmaRig, die Lorentz-Kraftdichte

16Der Name stammt von einer speziellen Sorte Teilchenbeschleuniger, dem Zyklotron.
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w-Ebene
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Abbildung 9.2: Die HilfsgroRe w := v, + iv, in der komplexen Ebene.

1 1
f(z)=p<E+—y><§>=pE+—j><§
C C —

einzufiihren. Die Kraft auf die (infinitesimale) Ladung im Volumenelement d3r um r herum ist
dann gegeben durch i(z)df‘r und die Gesamtkraft auf die Ladungen und Stréme im Volumen V

E=/V£(z)d37“-

Als Anwendung betrachten wir einen stromdurchflossenen Draht in einem Magnetfeld B. Hat
der Draht die konstante Querschnittsfliche A, so ist der Strom I gegeben durch I = j A, wo-
bei 7 = konstant die Stromdichte ist. Die Kraft auf ein Volumenelement dV = Adl mit dem
Langenelement di (siehe Abb. 9.3) ist dann gegeben durch

1 I
dEzidez(l'xﬁ)dezdeﬁ.
Die Gesamtkraft F' auf ein endliches Drahtstiick von a nach b (siehe Abb. 9.3) lait sich dann als

Linienintegral
I b
p— [axe

o

berechnen.

Beispiel 9.2. Gerader Draht im Magnetfeld

Wir betrachten einen geraden Draht der Lange L in einem homogenen Magnetfeld B (siehe
Abb. 9.4). In diesem Fall ist tberall B L dl. Die Kraft ist betraglich konstant und wirkt nach
oben (in z—Richtung). Ihr Betrag ist gegeben durch

L
F=? [ an="2
0

Cc Cc
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Abbildung 9.3: Langenelement dI eines gekrimmten stromdurchflossenen Drahtes.

F
° ° ° ° ° e B
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[ T }%I
° ° ° Olo ° °
° ° ° ° ° °

Abbildung 9.4: Gerader stromdurchflossener Draht im Magnetfeld. B zeigt dabei nach hinten.

9.2 Ampére-Gesetz

Zum Schluf? dieses Abschnittes geben wir noch die gesetzmaRige Fassung der Aussage, dald
bewegte elektrische Ladungen (also Strome) ein Magnetfeld erzeugen, an. Es handelt sich hierbei
um das Ampere-Gesetz in differentieller Form:

4
rot B = —Wj.
c

Eine Stromdichte j(r) am Ort r erzeugt dort also die Rotation des Magnetfeldes B.

Das Ampere-Gesetz ist ebenso fundamental wie das Coulomb-Gesetz bzw. das GaulR-Gesetz
div E = 4mp. Es ist gleichzeitig eine weitere Maxwell-Gleichung. Wir werden sie aber spater
noch modifizieren missen, um die Anwesenheit zeitabhéngiger elektrischer Felder zu bertick-
sichtigen.

10 Stokesscher Integralsatz

Wir gehen bei der Untersuchung magnetischer Felder umgekehrt vor im Vergleich zur Unter-
suchung elektrischer Felder. Dort hatten wir zundchst das Gaulsche Gesetz in integraler Form
angegeben und dann mittels eines Integralsatzes (Satz von GauR) auf die differentielle Form ge-
schlossen. Mittels eines weiteren Integralsatzes (Satz von Stokes) wollen wir nun die integrale
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Form des Ampere-Gesetzes ableiten, die fiir praktische Zwecke sehr nitzlich ist. Dies gilt wie
bei der integralen Form des GaulRschen Gesetzes besonders dann, wenn Symmetrien vorliegen.

10.1 Herleitung des Stokesschen Integralsatzes

Es sei A(r) ein beliebiges Vektorfeld. Aus Physik | wissen wir, daB gilt (falls der Definitionsbe-
reich von A einfach-zusammenhéngend ist):

A=—-gradyp <= r10tA=0.

Wenn A = —grad ¢, d.h. es existiert ein Potential, dann ist das Wegintegral fg A-dr unabhéngig
vom speziellen Weg, der den Punkt B mit C verbindet. Hieraus folgt?’

rot A=0 <= j{A-dzzo,
L
wobei die rechte Seite fiir alle geschlossenen Wege £ gelten soll.

Was passiert fur rot A # 0 ? Man erwartet, daf dann i.a. auch fcé -dr # 0 sein wird. Dies
bringt der Integralsatz von Stokes zum Ausdruck.

Satz 10.1 (Stokesscher Integralsatz).
Sei F eine beliebige (gekriimmte) Flache im R3 mit Rand £, d.h. der Rand ist eine geschlossene
Kurve (siehe Abb. 10.1a). Dann gilt:

fA-dzz/rotA-g.
c F

Dabei ist das infinitesimale Flachenelement df = ndf gemal einer rechten-Hand-Regel (siehe
Abb. 10.1b) orientiert. B

Der Satz von Stokes besagt also, dal} das Wegintegral von A ldngs des geschlossenen Weges £
gleich dem Fluf von rot A durch die von £ berandete Flache F' ist.

Beim Beweis gehen wir dhnlich vor wie beim Gaulischen Satz. Zun&chst unterteilen wir die
Flache F in zwei Teile F; und F;. Diese Teile werden von den geschlossenen Kurven £, und
L berandet (Abb. 10.2a). Dann gilt:

}{A-dzzf A-d£+]§ A-dr.
L L1 Lo

indem man zwei verschiedene Wege nimmt und in einem die Richtung (und damit das Vorzeichen) umkehrt, so
daB der zusammengesetzte Weg geschlossen ist
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a) b)

/

Abbildung 10.1: Zum Satz von Stokes. a) Flache F' mit Rand L. b) Orientierung der Flachennor-
malen.

a) b)

L, ~ AF,

|

Abbildung 10.2: Zum Beweis des Stokesschen Integralsatzes.

Dabei haben wir schon ausgenutzt, dal? die Schnittfliche von £, und L, in unterschiedlichen
Richtungen durchlaufen wird und sich die entsprechenden Beitrdge deshalb wegheben.
Die obigen Teilungsprozedur setzen wir nun immer weiter fort (Abb. 10.2b). Dann erhalten wir:

]iA-dﬁ Z}[nA dr=>Y" [Ff{ A-dz]AFn

— /roté-@df
F

wobei wir beim Ubergang zur zweiten Zeile die Summe wieder als Zwischensumme eines Inte-
grals interpretiert und die Beziehung

1
@-rotA:Alim —j{ A-dr ()
benutzt haben. Diese Aussage missen wir im folgenden noch beweisen. Dazu betrachten wir

0.B.d.A. ein infinitesimales rechteckiges Flachenelement (Abb. 10.3) in der y — z-Ebene. Das
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dz Z+

Abbildung 10.3: Zum Beweis von Gleichung (xx).

Wegintegral langs des Weges 1 — 2 — 3 — 4 — 1 14t sich dann folgendermafen berechnen:
1 1
j[ A-dr = Ay(z,y,z— Edz)dy + A, (z,y+ Edy, z)dz
L

1 1
o Ay(x, Y,z + édz)dy - Az(xa Y- Ed:% Z)dz

_ 04.(r) 04, (r)
= 9 dydz 92 dydz
04, 04,
< Oy 0z ) (rot 4),

Dabei haben wir angenommen, dal? die Kantenldngen dy und dz infinitesimal sind und deshalb
der Wert das Vektorfeldes auf einer Kante konstant ist. Hierbei haben wir den Funktionswert in
der Kantenmitte gewahlt. Fir die Kante 1 — 2 sind die z- und z-Koordinaten konstant (namlich
zund z — %dz) und die y-Koordinate variiert von y — %dy nach y + %dy. Die Kantenmitte ist
also bei (z,y, z — 3dz) und deshalb ist A,(z, y, z — 2dz) zu wahlen'®. Beim Ubergang zur drit-
ten Zeile sind wir analog vorgegangen wie beim Beweis des Satzes von Gaul3. Hier wurden die
auftretenden Beitrage Taylor-entwickelt, wobei sich die konstanten Terme wegheben.

Somit haben wir fir n = & gezeigt

Alllwlgoﬁ AﬁA- dr = (rot A), = n - rot A.

Mit einem analogen Argument laRt sich diese Aussage auch fir die y— und z—Komponenten
beweisen, womit (xx) gezeigt wére, und damit der Stokessche Integralsatz.

18Es tragt nur die y-Komponente des Feldes bei, da sich auf dem Weg nur die y-Koordinate dndert und deshalb
A-dr = Aydy ist.
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10.2 Anwendung des Stokesschen Satzes

Wir wenden nun den Integralsatz von Stokes auf die differentielle Form des Ampére-Gesetzes
an. Die Rolle des Vektorfeldes A in der Formulierung des Stokesschen Satzes wird dabei vom
Magnetfeld B ibernommen. Somit ergibt sich wegen rot B = 47”1 in integraler Form

4 4
fﬁdrrf jodf = —Ip,
C C F C

wobei Ir = fpi - df der Gesamtstrom durch die Fldche F ist. Anschaulich besagt die integrale
Form des Ampeére-Gesetzes also, dalR das Wegintegral des Magnetfeldes 1angs eines geschlossen
Weges L gleich 47” mal dem Gesamtstrom durch die von £ umschlossene Flache ist.

Beispiel 10.1. Magnetfeld um einen stromdurchflossenen geraden Draht

Wir betrachten einen unendlich langen Draht mit einem Durchmesser rq, d.h. einer Querschnitts-
fliche Fy = =r?. Da der Draht unendlich lang ist, konnen wir Randeffekte vernachlassigen.
Dies erleichtert die Ausnutzung der Symmetrien des Problems. Der Strom flieRe in positive
z—Richtung, d.h. die Stromdichte ist ; = (0, 0, j) im Drahtund j = 0 auBerhalb (mit j =konstant).
Die Stromstérke ist daher I = jF,. -

Auf Grund der Symmetrie des Problems erwarten wir, dal3 das Magnetfeld keine Komponente
in z—Richtung hat, d.h. B, = 0. Aus dem Ampére-Gesetz in differentieller Form folgt (da
Jz = Jy = 0) (rot B), = (rot B), = 0. Hieraus kdnnen wir nun folgern, dal B, und B,
unabhangig von z sind.

Wir wenden nun das Ampére-Gesetz in integraler Form auf einen Kreis £ vom Radius » > r4 an
(siehe Abb. 9.4), der die Kreisscheibe F' berandet. Dann gilt:

47 . 47 . 47
im [ﬁ=—/h#=—L
F C Jr c

Cc

Andererseits folgt aus dem Ampeéreschen Gesetz:
4
- j-df:fﬁ-dg:thdr:ng
¢ Jrm T L

wobei B, die tangentielle Komponente des Magnetfeldes bezeichnet®. Da auf Grund der Sym-
metrie die radiale Komponente (parallel zu r, vgl. Abb. 10.4) verschwindet, gilt fir den Betrag
des Feldes B = B,.

Zusammengefalt erhalten wir also fiir den Betrag des Feldes eines stromdurchflossenen Drahtes

21
B:Bt: - .
cr

Das Feld zeigt also tangential zum Draht gerichtet (Abb. 10.4) und fallt wie 1/r ab.

19d.h. die Komponente senkrecht zum Radiusvektor r
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Draht

Abbildung 10.4: Magnetfeld eines geraden Drahtes.

11 Integrale Form des Ampere-Gesetzes

Eine andere integrale Form des Ampere-Gesetzes, die historisch sogar dlter ist, lautet

By =1 [LE 2

lr—r'|3

als Volumenintegral tUber die Stromdichte j(r'). Diese Form ist in Analogie zur Integralformel
fiir das elektrische Feld zu sehen, bei der (iber die gesamte Ladungsdichte p(r') zu integrieren
ist (siehe Kap. 3). Spater (in Kap. 12) werden wir beweisen, dal3 obige Darstellung dquivalent zu
rot B = 475 ist. Die neue Form ist immer dann besonders zweckmaRig, wenn die Stromdichte

[4

§(r") vorgegeben ist.

Fur ein Magnetfeld, das durch einen stromdurchflossenen Draht erzeugt wird, 14t sich obige
Gleichung noch etwas umschreiben. Wir betrachten dazu einen beliebig gekriimmten Draht mit
dem Querschnitt F’. Das Volumenelement dV’ = d3r' am Ort 7’ hat dann die Form d3»' =
F'dl', wobei dI' das in Richtung des Drahtes gerichtete (infinitesimale) Langenelement ist (siehe
Abb. 9.3). Dann gilt fir den Gesamtstrom I:

Idl’ — z(fl)Fldl, — i(ﬁl)d37',,

wobei wir ausgenutzt haben, daB j und dl’ immer parallel sind. Setzen wir dies in die obige
Integraldarstellung ein, so erhalten wir das sogenannte Biot-Savart-Gesetz

I dl' x (r —r")
Br=, [ S
langs Draht

c r—r

Diese Integral ist wie tblich eine Kurzschreibweise fir drei einzelne Integrale fir die drei Kom-
ponenten von B. Diese erhédlt man, wenn man das Kreuzprodukt im Integranden explizit aus-
rechnet.
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Abbildung 11.1: Magnetfeld eines Ringleiters.

Beispiel 11.1. Magnetfeld auf der Achse eines Ringleiters

Wir betrachten einen kreisformigen Draht, der von einem Strom I durchflossen wird (Abb. 11.1).
Der Ring hat den Durchmesser a. Um das Magnetfeld an einem Punkt r = (0, 0, z) der z—Achse
auszurechnen, betrachten wir zunéchst die Beitrage d B’ und dB" von zwei diametral gegeniiber-
liegenden Ringelementen dI’ (bei r') und dl"”. Aus dem Biot-Savart-Gesetz konnen wir fol-
gern, daB sich die Beitrdge senkrecht zur z—Achse kompensieren. Damit zeigt das Feld in
z—Richtung. Der Beitrag von dl’ ist gegeben durch

dB = dB, = |dB'|cos o = |dB’|%

mit R = r — r'. Das Biot-Savart-Gesetz ergibt, da dl’ senkrecht auf R = r — »' steht:

I dr
dB'| = - —.
[dB'| c R2?

Integration langs des Kreises liefert, da fur fixiertes z auch R konstant ist:

a I a 2w la?
B(2) = — dB'| == —2ma= ————
(2) R/Kreis| | c 3" c(2% + a?)3/?’
wobei wir R? = a? + 22 benutzt haben.
Wir filhren den Vektor M = (0,0, M) ein mit
2

M=""1
C

d.h. bis auf den Faktor 1/c ist M das Produkt aus Stromstérke und umstromter Flache. M bezeich-
net man als magnetisches Moment des Kreisstromes. Auf der Achse gilt dann fiir das Magnetfeld
2M

B = (22 + a?)3/%
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a) b)

Abbildung 12.1: Typisches Verhalten der Feldlinien von a) elektrischen Feldern und b) magneti-
schen Feldern in der N&he von Ladungen bzw. Stromen.

Speziell fur den Fall |z| > a, d.h. fiir Punkte, die einen Abstand viel groRer als der Radius a
haben, ist B = 2.

Ohne Beweis geben wir noch das Verhalten weg von der z—Achse an. Das magnetische Dipol-
moment eines Kreisstromes verhalt sich dann analog dem elektrischen Dipolmoment und fallt
fiir groe Abstande mit 1/R® ab.

12 Maxwellsche Gleichungen

Dieses Kapitel ist wahrscheinlich das wichtigste der ganzen Vorlesung. Wir werden nun alle
vier Maxwell-Gleichungen kennenlernen. Aus diesen IaR3t sich im Prinzip die gesamte Elektro-
dynamik ableiten. Lediglich zur Beschreibung der Kraftwirkung der Felder bendtigen wir als
Ergdnzung die Lorentz-Kraft. Zunédchst wollen wir die Maxwell-Gleichungen fir zeitunabhéngi-
ge (statische) Probleme vorstellen.

12.1 Zeitunabhangige Maxwell-Gleichungen

Zwei Maxwell-Gleichungen haben wir bereits im Laufe der Vorlesung kennengelernt. In diffe-
rentieller Form lauten sie:

divE = dup,
4

rot B = —ﬂ-j.
c L

Die erste Gleichung bezieht sich hier auf ruhende elektrische Ladungen. Anschaulich besagt sie,
daR elektrische Ladungen (also auch die Ladungsdichte p(r)) die Quellen des elektrischen Feldes
sind. Dies impliziert z.B., daf Ladungen Ausgangs- bzw. Endpunkt von elektrischen Feldlinien
sind (siehe Abb. 12.1). Die zweite Gleichung bezieht sich auf bewegte elektrische Ladungen,
also Strome. Anschaulich besagt sie, dal3 die Wirbel (Rotation) des magnetischen Feldes durch
Strome verursacht werden. Deshalb sehen magnetische Feldlinien typischerweise so aus, wie wir
das z.B. schon fiir den Fall eines geraden Drahtes kennengelernt haben (siehe Abb. 12.1).
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Zusétzlich zu diesen bereits bekannten Maxwell-Gleichungen gibt es zwei weitere, die wir fol-
gendermafen motivieren kdnnen. Angenommen, es existieren magnetische Ladungen pmagn und
magnetische Strome imagn' Dann sollten die Maxwell-Gleichungen symmetrisch in E und B sein

(mit den entsprechenden Ladungen und Stromen). Wir erwarten in diesem Falle also

divB = 47TPmagna

rotE = 4?ﬂ-imagn’
wobei die erste Gleichung das Verhalten ruhender magnetischer Ladungen beschreibt wéhrend
die zweite eine Aussage lber den Effekt bewegter magnetischer Ladungen macht.
Nun existieren aber magnetische Ladungen und Strome nicht. Zumindest sind sie bis heute
nicht beobachtet worden, obwohl z.B. einige moderne Theorien der Elementarteilchenphysik
die Existenz sogenannter magnetischer Monopole vorhersagen. Aber selbst wenn diese entdeckt
wiirden, hatten sie fur unseren Alltag kaum beobachtbare Auswirkungen?. Wir miissen deshalb
in obigen Gleichungen pmagn und imagn gleich Null setzen, um die korrekten fehlenden Maxwell-

Gleichungen zu erhalten:

divB = 0,
rot E = 0.

Auch diese Gleichungen haben - analog zu den ersten beiden Maxwell-Gleichungen - eine an-
schauliche Interpretation. Die erste Gleichung besagt, dal? das Magnetfeld keine Quellen hat.
Magnetische Feldlinien verlaufen deshalb nicht wie in Abb. 12.1a. Im Gegensatz zu elektrischen
Feldlinien haben sie kein Ende, d.h. sie mussen geschlossen sein. Die zweite Gleichung besagt
dagegen, dal} das elektrische Feld wirbelfrei ist.

Somit kennen wir nun alle vier Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik, d.h. fir den Fall, dal3
keine Zeitabhangigkeiten vorliegen. Alle relevanten GroRen, also E, B, p und j hangen nur vom
Ort r ab, nicht von der Zeit ¢.

div E = 4mp, divB =0,
rot £ =0, rot B = —j.

Die Gleichungen in der ersten Zeile sind die Quellengleichungen, die in der zweiten die Wir-
belgleichungen. Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, dal} die Maxwell-Gleichungen fiir
zeitabhéngige Probleme noch zu modifizieren sind.

20bwohl man zeigen kann, daR ein enger Zusammenhang zwischen der Quantisierung der elektrischen Ladung
und der Existenz von Monopolen besteht.
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12.2 Zeitabhangige Maxwell-Gleichungen

Im folgenden nehmen wir an, da sich p und j zeitlich &ndern, also p = p(r,t) und j = j(r,1).
Wir wissen schon, daB diese Funktionen nicht unabhingig voneinander sind, denn sie miissen ja
die Kontinuitétsgleichung 5
p L
5 +divj =0
erfillen. Im folgenden wollen wir fiir alle vier Maxwell-Gleichungen untersuchen, ob sie in Ge-
genwart von zeitabhdngigen Ladungs- und Stromdichten zu modifizieren sind.

Die erste Maxwell-Gleichung
divE =4mp

bleibt unverandert. Wir hatten ja schon friiher gesehen (z.B. bei der Betrachtung der Lorentz-
Kraft), daB elektrische Ladungen ein elektrische Feld erzeugen und zwar unabhéngig von ihrem
Bewegungszustand. Bewegte Ladungen fiihren typischerweise zu zeitabhangigen Ladungsdich-
ten. Dies kann man sich z.B. an einer Punktladung klar machen. Fiir eine am Ort r, ruhende
Punktladung ¢ ist die Ladungsdichte durch p(r) = ¢é(r — r,) gegeben. Bewegt sich die Ladung
mit der Geschwindigkeit v geradlinig gemal r(¢) = r, + vt, so ist p(r,t) = ¢d(r — ry — vt).

Die zweite Maxwell-Gleichung, das Ampeére-Gesetz, wurde durch Maxwell um einen weiteren

Term erganzt:

¢B 47r+18E'
ro = —
] c Ot

Die Ergénzung i 9E heiRt auch Maxwellscher Verschiebungsstrom. Sie ist notwendig, um die
Konsistenz der Maxwellschen Gleichungen zu gewdbhrleisten. Dies kann man folgendermafen
einsehen: Wir wissen, dal8 fir beliebige Vektorfelder div(rot A) = 0 gilt. Speziell fur das
Ampére-Gesetz (mit der Maxwellschen Ergdnzung) ergibt sich dann:

4T 1 0F
= di t B) =div | —
0 iv (rot B) |v(cl+c 6t>
dr . 10 . 4m dp
= ?dIVl—i- zE(dlvﬂ) . (leg-i—at)

Im letzten Schritt haben wir die erste Maxwell-Gleichung div E = 4mp benutzt. Im vorletzten
Schritt wurde die Reihenfolge der Zeit- und Ortsableitungen vertauscht, was unter sehr allge-
meinen Bedingungen erlaubt ist. Wir sehen, daR diese Gleichung erfillt ist, da die Kontinuitéts-
gleichung div j + % = 0 gilt?*. Ohne den Maxwellschen Verschiebungsstrom wére das nicht
der Fall. Dann wdre die Kontinuitatsgleichung fiir zeitabhdngige Probleme nicht erfillt und die
Maxwellschen Gleichungen somit inkonsistent.

2IMan beachte, daR wir im Prinzip die Kontinuitatsgleichung aus den ersten beiden Maxwell-Gleichungen herge-
leitet haben!
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Die dritte Maxwell-Gleichung
divB=0

bleibt ebenso unverdndert wie die erste. Das magnetische Feld ist quellenfrei, denn es gibt keine
magnetischen Ladungen. Dies gilt unabhdngig vom Bewegungszustand.

Die letzte Maxwell-Gleichung, die auch als Faraday-Gesetz oder Induktionsgesetz bezeichnet

wird und schon vor Maxwell bekannt war, erfahrt eine Ergédnzung. Diese ist nicht ganz so nahe-

liegend wie beim 2. Gesetz, wegen der Symmetrie zwischen E und B aber durchaus plausibel:
1 0B

tE=—— 2
rova c Ot

Man beachte den Vorzeichenwechsel bei der Erganzung im Vergleich zur 2. Maxwell-Gleichung.

Damit haben wir alle vier Maxwell-Gleichung in ihrer allgemeinen Form kennengelernt. Wir
stellen sie hier noch einmal kompakt zusammen:

div E = 4mp, divB =0,

1 0B 4 1 OF
tE=—- 22 tB=—j4+- &
v c Ot’ v cl+c ot

Es ist zu betonen, dal} diese Gesetze letzten Endes Erfahrungstatsachen sind, die nicht weiter
begriindet werden kdnnen.

Neben den Maxwell-Gleichungen spielen zwei weitere Gleichungen eine wichtige Rolle. Die
erste ist die Kontinuitatsgleichung

.. Op
d — =0.
Ivl+6t 0

Diese driickt die Ladungserhaltung aus und kann aber, wie wir oben gesehen haben, aus den
Maxwell-Gleichungen abgeleitet werden.

Als letzte wichtige Gleichung bendtigen wir noch einen Zusammenhang mit der Newtonschen
Mechanik, also eine Beziehung, die die Kraftwirkung der elektrischen und magnetischen Felder
beschreibt. Diese hatte wir auch schon kennengelernt. Es handelt sich um die Lorentz-Kraftdiche

1
i(f)zpﬂ‘f‘zixﬁ-
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AbschlieBend soll noch kurz eine wichtige Eigenschaft der Maxwell-Gleichungen erwdhnt wer-
den. Die Newtonsche Mechanik, wie wir sie in Physik | kennengelernt haben, ist nur anwendbar,
so lange die auftretenden Geschwindigkeiten klein gegentiber der Lichtgeschwindigkeit ¢ sind.
Ist dies nicht der Fall, so miissen Korrekturen zur Beriicksichtigung der Relativitdtstheorie an-
gebracht werden. Dies ist anders bei den Maxwell-Gleichungen. Sie sind auch bei Beriicksichti-
gung der Relativitdtstheorie korrekt. Man sagt auch, dal? die Maxwell-Gleichungen relativistisch
invariant sind.

12.3 Integrale Form der Maxwell-Gleichungen

Mit Hilfe der Integralsétze von Gaul und Stokes lassen sich die Maxwell-Gleichungen in eine in-
tegrale Form bringen. Dies hatten wir friilher schon am Beispiel des GauRschen und Ampéreschen
Gesetze gesehen. Diese integralen Formen sind héaufig dann besonders niitzlich, wenn man Sym-
metrien ausnutzen will.

Bei den Quellengleichungen bietet sich wegen der auftretenden Divergenz die Anwendungen
des GauRschen Satzes an. Dazu missen die Gleichungen jeweils tiber ein Volumen V' integriert
werden, dessen (geschlossene) Oberflache F ist.

So folgt aus div E = 4mwp:

fﬁ-ﬁ:/diVEdV:47r/pdV:47er.
F 1% 1%

Im ersten Schritt haben wir den Gaul3schen Satz benutzt, die zweite Identitét ist gerade durch die
Maxwell-Gleichung gegeben und @ ist die von der Fldche F' eingeschlossene Ladungsmenge.

Ganz analog folgt aus div B = 0:

fﬁ-df:/divgdvzo.
F T 1%

In den beiden Gleichungen, in denen die Rotation der Felder auftritt, ist es zweckmaRig, tber
eine beliebige Flache F' zu integrieren, um den Stokesschen Satz anwenden zu kdnnen. Aus

T OE .
rot B = 4j + 1 = folgt dann:
4 1d 4 1d
Buar=[roagi=""[jq+1 8 [pa=T110 5.4
C F - C F C dt F - C C dt F -
wobei £ der Rand von F und I der Gesamtstrom durch F' ist, und analog aus rot £ = —% ‘93—?

1
fﬁ-dzz/rotﬁ-df:——i B -df.
C F - Cdt F -

Somit lauten die Maxwell-Gleichungen in integraler Form
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§ B-df = 47 fBa-o

1d 47 1d

E-dr=—— | B-d B-dr=—1I - — [ E-df.
}i_ L c dt F_—f’ }i_ T cF+cdt F_—f

12.4 Potential und Vektorpotential

Im folgenden wollen wir noch einmal die zeitunabhdngigen Maxwell-Gleichungen genauer be-
trachten. Sind p, j, £ und B zeitunabhdngig, so entkoppeln die vier Maxwellschen Gleichungen
in die Gleichungen

div E = 4mp, rot E=0

der Elektrostatik und
div B =0, rot B=—j

der Magnetostatik. Diese beiden Gleichungssatze sind unabhéngig voneinander. Im allgemeinen
Fall zeitabhangiger Felder koppeln aber alle vier Gleichungen miteinander.

Wir wollen zundchst noch einmal das elektrostatische Problem betrachten. Da rot £ = 0 ist,
wissen wir, daf? ein Potential ¢ mit
E = —grad ¢

existiert. Damit ist rot £ = 0 automatisch erfillt, da die Rotation eines Gradienten immer gleich
Null ist. Es verbleibt nur noch die erste Maxwell-Gleichung, in die wir nun unser Potential ein-
setzen. Wir erhalten dann die bekannte Poisson-Gleichung

Ap = —4mp
mit der LOsung (siehe auch Aufgabe 25)
/
p(ﬁ ) d37‘l.
v — 1|

Durch Einfuhrung des Potentials konnten wir also die zwei Maxwell-Gleichungen der Elektro-
statik auf eine reduzieren und sogar deren allgemeine Ldsung angeben.

Wir wollen nun etwas @hnliches fur die beiden Gleichungen der Magnetostatik versuchen. Dazu
fulhren wir das sogenannte Vektorpotential A(r) ein, das folgendermaBen mit dem Magnetfeld B
zusammenhangt:
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Dies ist moglich, da auf Grund der allgemeinen Identitdt div(rot A) = 0 gilt und somit durch die-
sen Ansatz div B = 0 automatisch erfullt ist. Wir setzen nun die Definition des Vektorpotentials
in die verbleibende Gleichung ein und erhalten

4
%1’ = rot B = rot(rot B) =grad (divA) — AA

Bei der letzten Umformung haben wir die Identit4t aus Aufgabe 42 der Ubungen benutzt. Man
beachte, daR hierbei A A komponentenweise zu bilden ist, d.h. AA := (AA,, AA,, AA,).

Spater?? werden wir beweisen, dak man 0.B.d.A. zusatzlich fiir das Vektorpotential div A = 0
wdhlen kann. Dies bezeichnet man als Coulomb-Eichung. In diesem Falle vereinfacht sich die
obige Gleichung erheblich und man erhalt

d.h. komponentenweise
NA, = — g, etc.
C

Fur jede Komponente gilt also eine Poisson-Gleichung! Deren allgemeine Losung kennen wir
aber schon (s.0.). Durch Vergleich mit Ay = —4mp finden wir daher

_1 gl s,
Alr) = 5/ ]
Daraus folgt fuir das Magnetfeld (siehe Aufgabe 49)

B(r) = ot A(r) = / i ‘)EX_(;; ™) g

Das ist genau die Gleichung, die wir im vorigen Kapitel 11 (ohne Beweis) angegeben haben.

13 Energie des elektromagnetischen Feldes

Wir haben bereits in Kapitel 7 die Energie des elektrostatischen Feldes bestimmt. Dort hatten wir
gezeigt, daf3 fur die Gesamtenergie Uy gilt

. 1
Ua= [walw)ds mit wa(r) = (),
m
mit der Energiedichte u¢ (r). In &hnlicher Weise erwarten wir fiir das Magnetfeld
1
Umag(T) = 8_7r§2(£)’

und somit fur die Gesamtenergie des elektromagnetischen Feldes®

22|n Abschnitt 15.2.
23Man beachte, daB im cgs-System das elektrische und magnetische Feld die gleiche Dimension haben!
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1
uem(fa t) = g [Ez + 22}

mit beliebigen elektrischen und magnetischen Feldern £ = E(r,t) und B = B(r, t).

Wir wollen nun versuchen, aus den Maxwell-Gleichungen einen “Energiesatz” abzuleiten. Dazu
betrachten wir die zeitliche Anderung der Energiedichte uem(r):

1 E B
E 8_+B 0B

_uem(fat):E —E —E .

ot

Durch Multiplikation der entsprechenden Maxwell-Gleichungen mit E bzw. B erhalten wir

B-rotB = Zj.B+1B.22,
c= c ot
1

B-rot F = ——E-a—ﬁ.
c ot

Hiermit kdnnen wir die Zeitableitungen der Felder in %uem ersetzen:

0
Spten(t,8) = —j - B+~ [E-rot B~ B-rot H].
Nun gilt aber explizit

B 0B, 0B, 0B, 0B, 0B, 0B,
E-rot B—B-rotEF = E””(ay 8z>+Ey<8z 6x>+Ez(8x 8y)

0E, OFE O0E, OFE 0E, OF
—B 2 _ Y B r_ z B, (==Y _ —=%
z(@y 8z)+ y(@z 8$)+ "(ax 8y>

0 0
= 5 (BB~ E.B) — o

E,B, — E,B,) — aﬁ (E.B, — E,B,)
z
= —div(E x B).

Damit ist folgende Definition naheliegend:

Definition 13.1 (Poynting-Vektor).
Der sogenannte Poynting-Vektor ist definiert als

c
E—E(ﬁxﬁ)-

Er beschreibt den Energiestrom, genauer die Energiestromdichte, denn seine Dimension ist Ge-
schwindigkeit mal Energiedichte. Man beachte, daf S orthogonal zu E und B ist.
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Damit kdnnen wir nun den angepeilten Energiesatz in kompakter Form schreiben:

0 . .

Diese Bilanzgleichung hat fast die gleiche Form wie die Kontlnmtatsglelchung +divj = 0.
Hier ist die Summe aus der zeitlichen Anderung der Energiedichte =5 ‘9“9'“ und der Dlvergenz der
(Energie-)Stromdichte div S aber nicht gleich Null. Man bezeichnet den Term —j - E daher auch
als Verlust. -

Die Energie des elektromagnetischen Feldes (in einem Volumen V') dndert sich also nicht nur
durch Energiestromung (durch die Oberfldche von V'), also div S, sondern auch durch (echte)
Verluste.

Im folgenden wollen wir zeigen, dal’ der Term —j - E tatsachlich einem Verlust und nicht einem
Gewinn entspricht. Dies gilt,da —j-E < 0 ist, da Ladungen in Richtung des elektromagnetischen
Feldes stromen. Dies wiederum ist gerade die Aussage des Ohmschen Gesetzes?*

j=ok.

Dabei ist o die sogenannte Leitfahigkeit. IThr Kehrwert p, = 1/0 hei3t auch spezifischer Wider-
stand. Bei diesen Grolien handelt es sich um Materialkonstanten. Es gilt nun:

j-E=0E"=p,j*>0.

Bei vorgegebenem Strom ist also der Verlust umso groRer, je groRer der Widerstand p, ist. Die
Verlustenergie j - E bezeichnet man auch als Ohmsche Warme.

In Aufgabe 47 wird der Zusammenhang der obigen Form des Ohmschen Gesetzes mit der be-
kannteren Form U = RI untersucht.

14 Maxwell-Gleichungen im Vakuum — Wellen

Die Maxwellschen Gleichungen bringen zum Ausdruck, dal3 elektromagnetische Felder durch
Ladungsdichten p und Stromdichten j erzeugt werden. l.a. sind p und ;5 aber nur in einem be-
grenzten Raumbereich von Null verschieden, z.B. in den elektrischen Leitungen und Antennen
einer Sendestation oder eines Handys (siehe Abb. 14.1).

Im Aullenraum gelten dann die Maxwell-Gleichungen des Vakuums, d.h. ohne Quellterme:

divE =0, divB =0,
10 1 0F
tl=—— = tB=-—.
v c Ot’ ro c Ot

240hm hat dieses Gesetz im (ibrigen wahrend seiner Zeit als Lehrer in Koln entdeckt!
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Sender Vakuum

p70 p=0
j 20 j=0

EM-Felder

Abbildung 14.1: Typische Situation, in der elektromagnetische Wellen auftreten.

Wir bilden nun die Rotation der Gleichungen in der zweiten Zeile:

1 0B 10 1 0°E

E = T — = —_-— B e p—

rot (rot E) rot ( . 8t) . 6t(r0t ) 252
1 OE 10 1 6°B
B - - — = —— E o —
rot (rot B) rot (c 8t> -5t (rot E) 252

wobei wir im zweiten Schritt wieder die Reihenfolge der Differentiationen vertauscht haben und
im letzten Schritt die jeweils andere Maxwell-Gleichung ausgenutzt wurde.

Wir nutzen nun wieder die allgemeine Identitét rot (rot F') = grad (div F) — AF fur beliebige
Vektorfelder F aus (siehe Aufgabe 42). Da im Vakuum div E = 0 und div B = 0 gilt, folgt:

1 0%E 1 9’B
AE—=2E _ AB- =22 _
= 2 ot? 0, = 2 ot 0

Alle Komponenten E,, E,, E,, B,, B, und B, des elektromagnetischen Feldes erfiillen daher
die sogenannte Wellengleichung

1 92 0? 0? 02 1 9
=(A-—— ==+ =+ == - == .
0 < c? (9752) Y(zt) (8:52 0y? * 022 2 5t2> Yir?)
Dies ist ein theoretischer Hinweis auf die Existenz elektromagnetischer Wellen, die sich mit
Lichtgeschwindigkeit ¢ ausbreiten.

Zur Vereinfachung betrachten wir zunéchst das eindimensionale Problem, d.h. ¢ = ¢(z, t):

0 16 0 10 0 10
0= (a— B —aT) vt = (a_ B EE) (a_ﬂéé) Vet

Es ist nun zweckmaRig, neue Variable einzufiihren:

§=1x+ct, n=x—ct
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mit der Umkehrung
1 1
z=5(E+m), ct = 5(€~m).

Die Zweckméssigkeit dieser Wahl zeigt sich, wenn wir die Ableitungen nach & und n durch die
nach den alten Variablen z und ¢ ausdriicken:

0 0 10 0 0 10

00 90 10 9.0 _ .
96~ 0z cot on 0z cot

Damit laRt sich die eindimensionale Wellengleichung kompakt auch schreiben als

8 (o
42 (ZV)
o=15 (%)
Hieraus lesen wir zunéchst ab, dal8 5% unabhangig von n ist, d.h. 3% = f(¢) mit einer beliebigen
Funktion f;. Aus dieser Gleichung wiederum kann man folgern, dal}

Y€)= g(&)+ f(n)

ist. Die Funktion g(n) ist dabei beliebig und f ist die Stammfunktion von fy, d.h. f ist auch eine
beliebige Funktion, da f; beliebig ist.

Somit haben wir eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung gefunden. In den urspriing-
lichen Variablen lautet sie

v(z,t) = g(x — ct) + f(z + ct)

mit beliebigen Funktion f und g ! Diese Losung bezeichnet man auch als die D’ Alembert-Ldsung
der eindimensionalen Wellengleichung. Die Funktion f und g werden lediglich durch Rand- und
Anfangsbedingungen eingeschrankt.

Das typische Verhalten einer Losung ist in Abbildung 14.2 dargestellt. Zur Zeit ¢ = 0 hat die
Losung g(z — ct) der Wellengleichung am Ort z = 0 den Wert g(0). Zur einer spéteren Zeit
t > 0 finden wir den gleichen Wert g(0) an einem anderen Ort z, ndmlich bei zo = ct. Wir
sehen also, dal? sich die Ldsung g mit der Geschwindigkeit ¢ in positive z-Richtung verschiebt.
Genauso Uberlegt man sich, daB sich die Losung f mit der Geschwindigkeit ¢ in negative z-
Richtung verschiebt.

Wir betrachten den Fall f = 0. Dann fiihren alle Punkte mit z — ¢t = const =: 5 zum gleichen
Funktionswert g(n). In drei Dimensioen kann man die Gleichung = — ¢t = n als Definitionsglei-
chung einer Ebene senkrecht zur z-Achse auffassen. Man spricht daher auch von einer ebenen
Welle. g(z — ct) beschreibt dann eine ebene Welle in x-Richtung.

Dies kann man leicht verallgemeinern. Es sei n ein Einheitsvektor in n-Richtung. Dann ist

Y(r,t) =g(n-r—ct)
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t=0: t>0:

9(x) g(x-ct)
X X,=Ct X

Abbildung 14.2: Allgemeine Ldsung der Wellengleichung.

eine Losung der (dreidimensionalen) Wellengleichung, die eine ebene Welle in n-Richtung be-
schreibt.

In der Physik meint man mit dem Begriff ebene Welle i.a. eine periodische Welle

Y(r,t) = acos(k-r—wt+a),
bzw. Y(r,t) = Aellr—t),

k bezeichnet man als den Ausbreitungs- oder Wellenvektor, w als Kreisfrequenz und « als Phase.
Verwandte Grolien sind die Periode T = 27” und die Wellenlange A = 27” Kreisfrequenz und
Betrag des Wellenvektors hangen gemaf

w = ck

zusammen. Man beachte, daR periodische Wellen periodisch in Raum und Zeit sind. Fir festes r
ist 1, (t) = a cos (wt + o) eine zeitlich periodische Funktion wie wir sie schon bei der Untersu-
chung von Schwingungen kennengelernt haben. Fir festes ¢ ist analog ¢:(r) = acos (k - 7 + o)
periodisch im Raum.

Es stellt sich die Frage, wann ebene Wellen als Losungen tatséchlich auftreten. Wir wissen ja
schon, dal} zu DGL Anfangs- oder Randbedingungen gehhoren. Diese miissen so beschaffen
sein, dafl3 ebene Wellen als Ldsung in Frage kommen.

Es gibt allerdings auch weitere Losungstypen. Ein besonders wichtiger sind die sogenannten
spharischen Wellen oder auch Kugelwellen. Dies sind Losungen der Wellengleichung mit Kugel-

symmetrie:
¥(r,t) = 9(r, 1) mit r=lrf =<2 +y?+ 2%
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Folgende Darstellung des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten?®

1 62
= ;w(ﬂ/’(r,t))

ist fur die folgenden Betrachtungen sehr nuitzlich. Wir wollen sie nun kurz beweisen. Dazu
betrachten wir eine beliebige kugelsymmetrische Funktion ¢(r). Es gilt nach Kettenregel

Ap(r,t)

Op _dpor _ =
oz  dr dz v r’
wobei wir die Ableitung von ¢(r) mit ¢’ bezeichnet haben. Entsprechend folgt fur die zweite
Ableitung mit der Produktregel
Py 2z, 0 (¢ e (-5

T
M
82 0z r ¢ oz 7')_('0 TZ—HD r rs
Fur die Ableitungen nach y und z erhélt man analoge Ausdriicke. Zusammengefalt erhalten wir
dann:
Pp  Pp
Ay =
? 0x? + 0y? + 02?2

z? 2 22 3 224y 422
e
r r r r r

2, 14
_ " 2 )
= ¢t =_—509)

Damit wdre obige Darstellung des Laplace-Operators fur kugelsymmetrische Funktionen bewie-
sen.

Die Wellengleichung fir sphérische Wellen lautet nun:

02 1 62
FEAU

Hierbei haben wir r im zweiten Term in die Ableitung hineingezogen. Dies ist moglich, da r bei
der partiellen Ableitung nach ¢ als Konstante zu behandeln ist. Auerdem haben wir die gesamte
Gleichung mit » multipliziert.

(1) = 0.

Mit der Ersetzung r — z und r¢(r,t) — v(z,t) entspricht dies einer eindimensionalen Wel-
lengleichung fir eine ebene Welle. Wir konnen also die bekannte D’Alembert-Losung direkt
ubernehmen und erhalten als allgemeinen Ausdruck fiir eine Kugelwelle

2In dem Buch von GroBmann aus den Literaturempfehlungen findet man die Darstellung des Laplace-Operators
(und der anderen Differentialoperatoren) in Kugelkoordinaten. Neben dem hier angegebenen Radialanteil gibt es
natiirlich auch winkelabhangige Terme, die aber fiir kugelsymmetrische Funktionen keinen Beitrag liefern und des-
halb hier weggelassen wurden.
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f(r+ct)
T

W= 8D

mit beliebigen Funktionen f und g.

g(r — ct) und f(r + ct) beschreiben Bewegungszusténde, fiir die auf Kugelschalen um » = 0
konstante Werte fur festes ¢ herrschen. » — ¢t = const. =: n und r + ¢t = const. =: £ sind die
Gleichungen fur eine Kugel, deren Radius mit ¢ zu- bzw. abnimmt. Man sagt daher auch, dal3
-"(TT;“) eine auslaufende Kugelwelle und @ eine einlaufende Kugelwelle beschreibt.

Der Punkt » = 0 ist singulér. Dort gilt aber i.a. die Wellengleichung nicht mehr, da sich dort z.B.
die Sendestation befindet. » = 0 ist also i.a. Quelle oder Senke fur sphérische Wellen.

Wie bei den ebenen Wellen hat es man hdufig mit periodischen sphérischen Wellen zu tun:

_ i(kr—wt)
b(rt) = a cos (kr — wt + oz)’ b, W(r,t) = A e

r r

Im folgenden wollen wir diese Ergebnisse auf den Fall elektromagnetischer Wellen, insbesondere
ebener elektromagnetischer Wellen, spezialisieren. Wir haben schon gesehen, dal} elektrische
und magnetische Felder im Vakuum (ohne Quellen) Wellengleichungen

1 0’°E 1 0’°B
_ = AB - ———
= ot 0, B c? Ot?

erfillen. Die periodische Losung fiir das elektrische Feld lautet dann in reeller bzw. komplexer
Darstellung

=0

E(r,t) = Eycos (k- r — wt) bzw. E(r,t) = Eyeftr=t)

wobei der Wellenvektor k£ die Ausbreitungsrichtung der Welle bestimmt und E, die Richtung
des elektrischen Feldes.

Es stellt sich nun die Frage, welche Form B(r, ) hat, d.h. ob es weitere Einschrdnkungen neben
der Wellengleichung gibt, und ob die GroBen E,, k und w beliebig sind. Wir wissen ja schon,
dal w = kc sein muB. Um diese Fragen zu beantworten, mufl man beriicksichtigen, dal E(r, t)
und B(r,t) nicht nur die Wellengleichung erfiillen mussen, sondern auch die vier Maxwell-
Gleichungen. Diese stellen ja auch einen Zusammenhang zwischen E und B her. Im einzelnen
gilt?:

(1): div E = 0: Berechnet man die Divergenz firr die oben angegebenen elektrischen Felder, so
folgt

k- Eo =0.

Dies impliziert E, L k, d.h. das elektrische Feld schwingt senkrecht zur Ausbreitungsrichtung!

%Details der Rechnungen sind Gegenstand von Aufgabe 48.
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Abbildung 14.3: Wellenvektor und Richtung der Felder bilden bei elektromagnetischen Wellen
ein orthogonales Dreibein.

(2): Fur das obige Feld ergibt sich in komplexer Darstellung

rot £ =ik x Eoe"(k'ﬂ""t).

_ _10B .
Darot E = ot fOIgt 9B
= = —jck x Eoei(k-z—wt)

ot
und somit _ w
B =B mit = B,=kxE,,
C

d.h. mit dem Einheitsvektor & = % in k-Richtung gilt wegen w = kc

B, =k x E,.
(3): Analog zu (1) fuhrt div B = 0 auf die Bedingung
E ) EO = 0’

die aber wegen (2) schon erfullt ist.
Auch die 4. Maxwell-Gleichung liefert keine neuen Bedingungen.

Zusammenfassend konnen wir also feststellen, dal k, E, und B, paarweise orthogonal sind
und somit ein orthogonales Dreibein bilden (siehe Abb. 14.3). E und B stehen immer senkrecht
auf der Ausbreitungsrichtung. Deshalb bezeichnet man das elektromagnetische Feld auch als
Transversalfeld. AuBerdem stehen E und B immer senkrecht aufeinander und haben die gleichen
Amplituden |E,| = |B,| bzw. E? = B2.

In reeller Darstellung gilt

E(r,t) = Egcos(k-r —wt),  B(r,t) = Bycos (k-1 —wt),

wobei k-E,=k-B,=0, B,=kxE,.
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Speziell betrachten wir den Fall £ = (k,0,0), d.h. eine Welle in z-Richtung. £, und B, haben
dann die Form E, = (0, F,0) und B, = (0,0, F'), wobei F = |E,| = |B,| ist.
Die Energiedichte dieser Welle ist
1 F?
u(r,t) = 5 (E* + B?) = 4—0052 (k-r—wt).

Y s

Wenn wir nun tiber eine Periode mitteln, so erhalten wir mit dem aus Physik | bekannten Ergebnis

1
cos? (k-r—wt) = 3
fur die Energiedichte
FZ
t) = —.
ur,?) 8w
Fur den Energiestrom gilt?’
g = —C = = —c 2/\ = _A
§_47TE><§ 87rFk cuk.

Die Energiedichte @ bewegt sich mit Lichtgeschwindigkeit ¢ in Richtung .

15 Eichinvarianz der Maxwell-Gleichungen
In der Elektro- und Magnetostatik haben wir bereits die beiden Potentiale
elektrisches Potential ¢ mit E = —grad ¢

und
\ektorpotential A mit B=rotA

eingefihrt (siehe Kapitel 3 und 12.4).

Im folgenden wollen wir diese Uberlegungen auf den zeitabhéngigen Fall verallgemeinern. Au-
Rerdem soll untersucht werden, welche Freiheiten bei der Wahl der Potentiale bestehen und wie
man diese ausniitzen kann.

Im zeitabhéngigen Fall definieren wir nun die Potentiale durch

= —grad _1o4

= rot A.

I &

2"Details der Rechnung sind Gegenstand von Aufgabe 48.
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Den vierdimensionalen Vektor (¢, A) bezeichnet man auch als Viererpotential?. In diesem Zu-
sammenhang wird ¢ auch als Skalarpotential bezeichnet und A als Vektorpotential.

Das Viererpotential hat keine direkte physikalische Bedeutung?®, sondern nur die Felder E und
B. Sie gehen in die Lorentz-Kraft ein, Giber die wir ja die Felder eingefiihrt haben, und ihre Aus-
wirkungen konnen somit direkt beobachtet werden. Daher gibt es bei der Wahl der Felder keine
Freiheiten. Dies ist anders fur die Potentiale. Wir wissen ja schon aus der Mechanik, daR das
Potential einer konservativen Kraft nicht eindeutig bestimmt ist. Man kann z.B. immer eine Kon-
stante hinzuaddieren, ohne die Kraft zu dndern. Auch in der Mechanik hat das Potential keine
direkte physikalische Bedeutung, wohl aber Potentialdifferenzen. Sie geben gerade die geleistete
Arbeit an. Die Freiheiten bei der Wahl der Potentiale in der Elektrodynamik hatten wir schon
friher ausgenutzt durch die Wahl der sog. Coulomb-Eichung div A = 0 bei der Ableitung der
Integralformel fiir das Vektorpotential in Abschnitt 12.4.

Im folgenden werden wir fir die Zeitableitungen % eine Abkurzung einfuhren und sie durch
einen Punkt * kennzeichnen. Die Maxwell-Gleichungen lauten dann:

1) div E = 4np, 3) divB =0,

1. 4 1.
2) rot E = — =B, 4) rotﬁz—wj—i——E
c c=

C
Mit unserer Definition von ¢ und A sind die Gleichungen 2) und 3) automatisch erfillt:

3): div B = div (rot A) = 0,

da allgemein die Divergenz der Rotation verschwindet und
1. 1. 10
2): rot E+ -B = rot (—grad ©— —A) + —— (rot A)
c c cOot
1 .1 .
= —rot (grad ¢) — —rot A+ —rot A =0,
C C

wobei wir die Differentiationsreihenfolge vertauscht und ausgenutzt haben, dal3 die Rotation ei-
nes Gradienten verschwindet. Wir sehen auBerdem, warum im dynamischen Fall der Zusatzterm
—< A notwendig ist.

Durch die Einfiihrung der Potentiale haben wir also schon zwei der vier Maxwell-Gleichungen
automatisch erfiillt. Es verbleiben die beiden Gleichungen, die die Ladungen und Strome enthal-
ten:

1): 4mp = div E = div (—grad ©— 14’) = (Acp + Laiv A)
C C

&Dijese vierdimensionalen Vektoren sind besonders im Rahmen der Relativitétstheorie niitzlich.
29Es gibt aber in der Quantenmechanik einen Effekt, den sog. Aharanov-Bohm-Effekt, fiir den das nicht unbedingt
gilt.
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und
] 1. 1 N
4) ——j = ZE—rotB=-=- <—grad<p——A) — rot (rot A)
C C C
_ _%grad o — Clzg _ grad (div A) + AA
= OA — grad (%q’a—i—divA)

wobei wir wieder die aus Aufgabe 42 bekannte Formel fiir die doppelte Rotation benutzt haben.
AulRerdem haben wir als Abkiirzung den Operator

1 9
c? ot?
eingefiihrt, der als Quabla- oder D’ Alembert-Operator bezeichnet wird®.

O=A

Mit der Abkiirzung®!
1 .
L:=-¢p+4+divA
C

kann man die beiden Gleichungen auch folgendermafen schreiben:

1. 4
El(p+EL:—47rp und DA—gradL:—%ri.
bzw. mit dem Viererstrom (cp, j) und der Viererableitung (% 2, —grad )
4T 10
O(p. A) = —— ) — | — —, —qgrad | L.
(0, 4) - (cpJ) (c 5 9 )

Damit haben wir zwei Gleichungen, die unsere Potentiale mit den Stromen und Ladungen in
Verbindung bringen. Diese Gleichungen sind dquivalent zu den Maxwell-Gleichungen. Sie sind
allerdings miteinander gekoppelt, da in der HilfsgroRe L sowohl ¢ als auch A auftreten.

15.1 Lorentz-Eichung

Wenn man L = 0 wahlen kann, dann wirden sich die Gleichungen zu

O, A) =~ (cp )

vereinfachen, wobei auf der rechten Seite nur noch die Inhomogenitédten (Quellen) stehen. Ohne
diese Inhomogenitéten reduziert sich diese Gleichung sogar zu einer Wellengleichung

O(p,A) =0

30pje Bezeichnung Quabla-Operator setzt sich zusammen aus Quadrat und Nabla und spielt auf die Form des
Symbols und die Verwandtschaft mit dem Nabla-Operator V an.
31T hat keine tiefere physikalische Bedeutung.
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fur die Potentiale. Die Wahl L = 0 hétte also offensichtliche Vorteile. Im folgenden wollen wir
nun die Frage untersuchen, wann diese Wahl moglich ist.

Dabei nutzen wir aus, dal3 die Potentiale (¢, A) nicht eindeutig bestimmt sind. Stattdessen hat
man eine sogenannte Eichfreiheit, denn mit einer beliebigen Funktion x = x(r,t) kdnnen wir
die Potentiale folgendermal3en transformieren:

1.
= ()0+_Xa
C

PSR

= A—grad y.

Der Ubergang (o, A) % (3, A) heiRt auch Eichtransformation.

Das Entscheidende ist nun, daf3 die Elektrodynamik eichinvariant ist, da sich die E- und B-
Felder unter der oben angegebenen Eichtransformationen nicht andern:

||
I

rot A = rot (A — grad x) = rot A — rot (grad x) = rot A = B,

=:—WME—EZ=—WM<w+LQ—E(A—2®mW0
c c c ot

1 1. 1 1.
= —gradyp— —grad x — —-A+ —grad x = —grad ¢y — —A = E.
Cc Cc C Cc

Die neuen Potentiale fiihren also zu den gleichen physikalischen Feldern wie die alten. Man be-
zeichnet (¢, A) auch als Eichfelder??,

Wir wollen nun die Eichfreiheit ausnutzen. Wir gehen daher aus von einem Viererpotential (¢, A)
mit

L:%¢+dwé¢&

Wir nehmen nun eine Eichtransformation ¢ — @ = ¢ + % xund A — A= A — grad x vor. Die
HilfsgroRe L transformiert sich dann folgendermaRen:

— 1. o= 1 1 . 1 . 1
L = —@-l—dlvA:—(@—i——)’&)—l—dlv(é—gradx):(—qb-l—dlvA)—(A ——255>
C C C C C
= L —0Oy.

Ist x also eine Losung von Oy = L, so ist L = 0. Das zugehorige Viererpotential erfiillt dann

0@, 4) =~ (cp,1).

Die Eichung mit L = 0, d.h. mit

10¢ .
—— +divd=0
c Ot tava ’

32Im Englischen: Gauge fields.
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heil3t auch Lorentz-Eichung.

Man beachte, dal? das Viererpotential durch die Forderung L = 0 nicht eindeutig festgelegt wird.
Eichtransformationen (¢, 4) % (@, A) mit L = 0 % T = 0 sind immer noch méglich. Da
L = L — Oy, mul3 das zugehorige x dann Ldsung der Wellengleichung Oy = 0 sein.

15.2 Coulomb-Eichung

AbschlieBend wollen wir noch die schon bekannte Coulomb-Eichung untersuchen, die auch als
transversale Eichung bezeichnet. Der Grund fir diese Bezeichnungen wird spater noch klar wer-
den. Bekanntlich gilt bei der Coulomb-Eichung

divA =0.

Betrachten wir daher ein Vektorpotential A, fir das div A # 0 ist. Die Frage ist nun, ob man eine
Eichtransformation y finden kann, so daR div A = 0 wird. Da A = A — grad x haben wir

0 = div A = div A — div (grad x) = div A — Ax.
Unsere gesuchte Eichtransformation gentigt also der Gleichung
Ax = div A.

Dies ist natrlich nichts anderes als die Poisson-Gleichung, deren allgemeine Ldsung wir ja
schon friiher bestimmt haben (siehe z.B. Aufgabe 24). Die Coulomb-Eichung kann also tatsachlich
immer durchgefiihrt werden.

Die Gleichungen fiir das Viererpotential, die wir aus den Maxwell-Gleichungen abgeleitet haben,
vereinfachen sich unter der Coulomb-Eichung zu

1) A@ = _471-/)’
2) OA

47 . 1 N
——j + —grad @.
c — C

Gleichung 1) macht die Bezeichnung Coulomb-Eichung verstandlich. Das elektrische Potential
ist — genau wie das Coulombpotential in der Elektrostatik — durch die momentane Ladungsver-
teilung gegeben®3. Wir kdnnen daher die Losung sofort angeben:

_ p(r',t )
o(r,t) = / |7"(— 7"')| d3r'.

Dies ist die Verallgemeinerung der Formel aus der Elektrostatik auf den Fall zeitabhdngiger La-
dungsdichten.

33Man beachte, daB wir frither immer zeitunabhéngige Ladungsdichten vorausgesetzt hatten!

68



Wir wollen nun zeigen, daR die Gleichungen 1) und 2) entkoppeln. Dazu werden wir die explizite
Losung fir  in die zweite Gleichung einsetzen. Diese enthélt aber noch die Ladungsdichte p.
Wir werden daher versuchen, die Ladungsdichte durch andere GroRen auszudriicken. Wir bilden

zunéchst
r v’
grad @ = grad / ) d*r' ) = —grad / Vit dér'.
lr —r'| lr — 1|

Dabei haben wir die Kontinuitatsgleichung p = —div j ausgenutzt, um die Ladungsdichte durch
die Stromdichte zu ersetzen. V' ist der Nabla-Operator, der auf die gestrichenen Koordinaten r’
wirkt.

Wir betrachten nun die Aufspaltung der Stromdichte j in einen quellenfreien Anteil und einen
wirbelfreien Anteil:

i) = [ae 05—y

1 1
- _ i A 3./
i | 250 (m-m)‘”

1 G g R Gl =20))

=t j(r,t) +4,(r, 1)

In der zweiten Zeile haben wir das Ergebnis AL = —4r§(r) aus Aufgabe 24 benutzt. In der
dritten Zeile wurde der Laplace-Operator A aus dem Integral herausgezogen, da er nur auf die
Variable r und nicht 7’ wirkt. Da der Integrand ein Vektorfeld ist, muR man dies komponenten-
weise interpretieren. In der vierten Zeile wurde dann die Formel fur die doppelte Rotation aus
Aufgabe 42 angewendet.

Man sieht nun sofort, dal}

divj (r,t) =0 und rot j(r,t) =0

ist, d.h. j (r,¢) ist quellenfrei und j (r,?) wirbelfrei. Dies folgt aus den bekannten Identitaten
divrot = 0undrot grad = 0.

Man bezeichnet j, (r, ) auch als transversalen Anteil und j (r,t) als longitudinalen Anteil von
j(r,t). Die oben angegeben Aufspaltung gilt natirlich fir belleblge Vektorfelder, nicht nur fur
die Stromdichte.
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Im folgenden wollen wir das Integral, das bei der Berechnung von grad % aufgetreten ist, umfor-
men und dann durch J, und J, ausdriicken:

V,‘ . /’t ] ,,t
/#@,)d?)r' = /yl (l(z /))dgrl_/j(zl’t).zl< : ,>d3rl
v — | [ — | ) r-r
'flat L 1 '
Fooo IT £| ‘f z‘
J— y / 1 3p!
- /l(£3t) Z(‘£_£l| d*r

— Z . Z(fl, t) d37'l .
ir—r'|

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir die Produktregel div (pA) = ¢ div A + A - grad ¢
benutzt. In der dritten Zeilen haben wir den ersten Term mit Hilfe des GauRschen Satzes in ein
Oberflachenintegral umgewandelt. Im zweiten Term haben wir V'’ (—T,‘) =-V (h‘—l—r’\) aus-
genutzt. Das Oberflachenintegral verschwindet, wenn die Stromdichte nur in einem beschrankten
Raumbereich von Null verschieden ist oder im Unendlichen schnell genug abfallt. Dabei ist zu
beachten, daR die Oberfliche F im Unendlichen liegt, da die Volumenintegrale Giber den gesam-

ten Raum zu bilden sind*.

Bilden wir den Gradienten der gerade abgeleiteten ldentitét, so sehen wir durch Vergleich mit
der friiher hergeleiteten Gleichung flir grad % und der Aufspaltung von j in einen transversalen
und einen longitudinalen Anteil, dal

grad g = 4mj,.
Deshalb folgt

— 4 1 . 4
0A = ——Wj—i——grad@: T
c — C C

) . 1 )
(lt + ll) + c 47rll
— __it'

Das Vektorpotential wird also in der Coulomb-Eichung nur durch den transversalen Anteil J,
der Stromdichte bestimmt. Deshalb bezeichnet man die Coulomb-Eichung auch als transversale
Eichung.

16 Lodsung der inhomogenen Wellengleichung

In den vorigen Abschnitten sind uns hdufiger inhomogene Wellengleichungen vom Typ

1 6?

34Streng genommen muf man hier einen geeigneten Grenziibergang durchfiihren.
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begegnet, wobei f(r, t) eine vorgegebene Funktion ist. Im Folgenden wollen wir diese Gleichung
|0sen.

Zunéchst bestimmen wir eine Art “Elementarldsung”, die sog. zeitabhangige Greensche Funkti-
on G(r,t;r',t'). Sie ist definiert als Lsung einer Wellengleichung mit der Inhomogenitét

f(r,t) =d(r —r)o(t - t),

wobei 7’ und ¢’ beliebig aber fest vorgegeben sind.
Ist G(r,t;7’',t') bekannt, so kann man die Losung der inhomogenen Wellengleichung angeben,
soweit keine zusétzlichen Randbedingungen zu erfiillen sind. Sie lautet

Y(r,t) = / G(r,t; ', t') f(r,t)d’r'dt’.

Dies 1aBt sich leicht explizit Gberpriifen, wenn man auf diese Gleichung den Quabla-Operator
anwendet. Dieser wirkt nur auf die Koordinaten r und ¢, nicht aber auf ' und ¢':

OyY(r,t) = / (OG(r,t;7', 1)) f(r, t)d*r'dt’
— 4n / (6(r — )5(t — ) F(r, dPr'dt! = —dn f(r2).

Im Folgenden wollen wir nun die Greensche Funktion explizit bestimmen. Dazu wenden wir
einen Trick an, den wir schon in Physik | kennengelernt haben, z.B. bei der Losung der Schwin-
gungsgleichung. Durch Anwendung der Fouriertransformation vereinfachen sich ndmlich Dif-
ferentialgleichungen, da aus den Ableitungen Multiplikation werden. Dies wollen wir auch hier
ausnutzen. Zunéchst sei an die Fourierdarstellung der Deltafunktion erinnert:

0z — x) = i/ dke*ik(@=20)

2r J_ o

wobei die Identitdt auf Grund der Symmetrie der Deltafunktion fiir beide Wahlen des Vorzeichens
gilt. Damit kdonnen wir die Inhomogenitét der Gleichung fir die Greensche Funktion schreiben
als

1 *© *© s ! 3 !
§(r—r)o(t —t) = i / &k / dwe® 07T gm(=1),

Dabei haben wir, der Ublichen Konvention folgend, die Vorzeichen fir die rdumliche und zeitli-
che Fouriertransformation unterschiedlich gewéhlt. Die Fourierdarstellung der zu bestimmenden
Funktion G(r,t;r', ') lautet

T %0 S
G(t’ t; tla tl) == (2 )4 / dgk / dwg(E, w)elk'(zfz )e*%d(t*t ),
™ o %

wobei die Fouriertransformierte g(k,w) (noch) unbekannt ist.
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Setzt man dies in die Wellengleichung ein, so folgt:

et = / dgk/ dwg(k, w) ek ) -w(t=t)]

* * w? ilk-(r—r')—w(t—t'
- /_ d3k/_ dwg(k,w) (c—z—kz)e[k(— r)melt=t)]

4 © b : ! !
< —Amd(r —r)o(t —t') = — (2:)4 5 A3k N dweilk—r)—w(t—t")]
Damit muf3 gelten
1 1
kw)=— ——
g(—’w) 47]'3 k2 o uc)_ZZ

und deshalb

1 o0 00 2 . o ,
G(fathat,) = F/ d3k/ dw%elb(ﬁ—z)e—w(t—t)‘
™ —0o0 —00 C — W

Im Prinzip ist das schon eine vollstandige Losung des Problems. Die Greensche Funktion ist nun
explizit bekannt, wenn auch in etwas unhandlicher Form als kompliziertes Integral.

Tatsdchlich kann man das Integral mit Hilfe von funktionentheoretischen Methoden explizit be-
rechnen. Dies ist etwas aufwéndig und soll daher nicht vorgefiihrt werden. Am Ende erhdlt man
die sog. retardierte Greensche Funktion

G(r,t;r',t") = ° <t T E_TEI)

r—r/|

An ihr erkennt man, dass sich ’Stérungen’ mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Betrachtet man
ein Stéru|ng z|ur Zeitt = t' am Ort r = 7/, so erreicht diese den Ort r (s ') erst nach der Zeit
t—t ="l

[
Nachdem wir nun die allgemeine Ldsung der inhomogenen Wellengleichung gefunden haben,
kdnnen wir die Potentiale in der Lorentz-Eichung, die ja durch inhomogene Wellengleichungen
bestimmt sind, explizit angeben:

o(r,t) = / p(t_tl_ |£_c£l|)d3r’, A(r,t) = / i(t_tl_ |£_CZI|)d3r'.

Ir—r/|

Diese Form bezeichnet man auch als retardierte Potential, da das Potential am Ort r zur Zeitlt
nur durch die Wert der Ladungs- bzw. Stromdichte an den friiheren Zeitpunkten ¢ — ¢' — %
bestimmt wird.
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