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IVorwortDie Vorlesung �uber Mehanik ist die erste innerhalb eines viersemestrigen Kursesin der Theoretishen Physik, in dessen weiteren Verlauf Elektrodynamik, Quanten-mehanik und Statistishe Physik gelehrt werden. Da� die klassishe Mehanik amAnfang des Kurses steht, reektiert niht nur die historishe Entwiklung der Phy-sik, sondern ist auh inhaltlih sinnvoll. In dieser Vorlesung werden viele physikali-she und mathematishe Grundlagen erarbeitet: Struktur der Raum{Zeit, Zusam-menhang zwishen Symmetrien und Erhaltungss�atzen, qualitatives Verhalten vonL�osungen gew�ohnliher Di�erentialgleihungen, Variationsrehnung, Lie{Gruppen,usw.Zum G�ultigkeitsbereih der klassishen Mehanik:Wie jede physikalishe Theorie stellt die klassishe Mehanik eine mathematisheIdealisierung dar. Mit dieser Einshr�ankung liefert sie jedoh eine \rihtige" Be-shreibung eines gro�en Bereihs von Ergebnissen experimenteller Beobahtung.Auf atomaren Skalen ist die klassishe Mehanik durh die Quantenmehanik zuersetzen. Bei Prozessen mit Geshwindigkeiten von der Gr�o�enordnung der Lihtge-shwindigkeit ist die Galilei{Raum{Zeit der klassishenMehanik durh die Minkowski{Raum{Zeit der speziellen Relativit�atstheorie zu ersetzen. In Raum{Zeit{Gebietenmit sehr starken Gravitationsfeldern sind physikalishe Prozesse im Rahmen derallgemeinen Relativit�atstheorie zu beshreiben.
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2 INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1Newtonshe MehanikIn diesem Kapitel beshreiben wir die der klassishen Mehanik zugrundeliegendeRaum{Zeit{Struktur und deren Invarianzgruppe, die sogenannte Galilei{Gruppe.Wir formulieren die Newtonshen Gesetze und leiten einige Konsequenzen her (n�amlihdie Erhaltungss�atze f�ur das abgeshlossene N{Teilhensystem). Au�erdem f�uhrenwir eine erste qualitative Analyse der Bewegungsgleihungen durh, welhe noh kei-nen Gebrauh von dem erweiterten mathematishen Formalismus sp�aterer Kapitelmaht.1.1 AÆne und Euklidishe R�aumeDefinition 1.1 Ein (n{dimensionaler) aÆner Raum ist ein Tripel (M;V;+),bestehend aus einer Menge M, einem reellen Vektorraum V (der Dimension n) undeiner Operation + (\Addition"),+ : V �M! M ;(v;A) 7! v +Amit den Eigenshaften(1) (v + w) +A = v + (w +A) (v; w 2 V; A 2 M).(2) v +A = A , v = 0 (v 2 V; A 2 M).(3) Zu jedem Paar A;B 2 M existiert ein v 2 V mit B = v +A.Die Elemente von M hei�en \Punkte", jene von V \Vektoren". V hei�t auh der\Di�erenzraum" zu M.Bemerkungen: Addition von Vektor zu Punkt wird mit demselben Symbol notiertwie Addition von Vektoren. Addition von Punkten ist niht erkl�art.3



4 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIKWir bezeihnen den nah (2) eindeutigen Vektor v von (3) mit B�A. Beahte, da�aus der De�nition folgt B �A = (B � C)� (A� C) f�ur A;B;C 2 M. Graphish:
B

A
C

B-CB-A

A-CDefinition 1.2 Ein aÆnes Koordinatensystem fO; e1; : : : ; eng besteht aus ei-nem ausgew�ahlten Punkt O 2 M (\Koordinatenursprung") und einer Basis e1; : : : ; envon V. Die durh A�O = nXi=1 xieieinem Punkt A 2 M zugeordneten Zahlen x1; : : : ; xn hei�en aÆne Koordinatenvon A bez�uglih fO; e1; : : : ; eng.Definition 1.3 Die Einf�uhrung einer positiv de�niten Bilinearform h�; �i (\Ska-larprodukt") auf dem Vektorraum V eines aÆnen Raums (M;V;+) maht V zueinem Euklidishen Vektorraum und M zu einem Euklidishen Raum. DerAbstand zweier Punkte A;B 2 M ist erkl�art durh d(A;B) := jB � Aj, wobeijvj =phv; vi f�ur v 2 V.Definition 1.4 Ein kartesishes Koordinatensystem ist ein aÆnes Koordina-tensystem fO; e1; : : : ; eng mit der zus�atzlihen Eigenshafthei; eji = Æij (i; j = 1; : : : ; n) :Seien xi und yj die Koordinaten von A bzw. B 2 M bez�uglih eines solhen Systems.Dann gilt:d(A;B) = ���(B �O) � (A�O)��� = ��� nXi=1(xi � yi)ei��� =vuut nXi=1(xi � yi)2 :Da d(A;B) von der Wahl des Koordinatensystems unabh�angig ist, folgt dasselbef�ur Pni=1(xi � yi)2.



1.2. GALILEI{RAUM{ZEIT 51.2 Galilei{Raum{ZeitDas mathematishe Modell f�ur Raum und Zeit, welhes der klassishen Mehanikzugrundeliegt, ist die sogenannte Galilei{Raum{Zeit. Sie wird zun�ahst in Wortenund dann in Formeln mathematish pr�azise beshrieben.Da (im G�ultigkeitsbereih der klassishen Mehanik) die Gesetze der EuklidishenGeometrie gelten, liegt es nahe als Modell f�ur den \realen Raum" den dreidimensio-nalen Euklidishen Raum zu nehmen. (Beispiel: eines der Gesetze der EuklidishenGeometrie besagt, da� sih die Winkel in einem Dreiek zu 180Æ summieren. DieseGesetzm�a�igkeit wurde erstmals von Gau� �uberpr�uft, der gute �Ubereinstimmungmit der Beobahtung fand.) \Zeit" ist eindimensional und wird durh die reelleZahlenahse modeliert. Raum und Zeit werden zur sogenannten \Raum{Zeit" zu-sammengefa�t, deren Elemente \Weltpunkte" oder \Ereignisse" hei�en. Beispielef�ur Ereignisse sind :auf mikroskopishen Skalen: die Erzeugung eines Teilhens,auf humanen Skalen: das Aueuhten einer Lampe,auf kosmishen Skalen: die Explosion einer Supernova.Nah dem Tr�agheitsgesetz (\1. Newtonshes Gesetz") \verharrt jeder K�orperin seinem Zustand der Ruhe oder der gleihf�ormig geradlinigen Bewegung, wenner niht durh einwirkende Kr�afte gezwungen wird, seinen Bewegungszustand zu�andern" (Newton 1687).Die durh das Tr�agheitsgesetz ausgezeihnete Rolle der gleihf�ormig geradlini-gen Bewegung legt es nahe zu postulieren, da� die reale Raum{Zeit die Struktureines vierdimensionalen aÆnen Raums hat. (Siehe dazu auh noh unten.) Per Po-stulat kommt der Zeit eine absolute (oder objektive) Bedeutung zu. Konkret hei�tdies, da�, wenn zwei Ereignisse f�ur nur einen Beobahter gleihzeitig statt�nden,sie das dann f�ur alle Beobahter tun. Dieses Postulat entspringt dem \gesundenMenshenverstand" (der hier jedoh irrt, wie man in der speziellen Relativit�ats-theorie lernt). Raum hingegen ist niht absolut. Der r�aumlihe Abstand zweier(nihtgleihzeitiger) Ereignisse ist niht beobahterunabh�angig de�nierbar. Beahteauh, da� es niht sinnvoll ist, von einem \Zustand absoluter Ruhe" zu sprehen. Er-fahrungsgem�a� ist es einem Beobahter in einem abgeshlossenen Beh�altnis (\Fahr-stuhl") niht m�oglih festzustellen, ob er sih in Ruhe be�ndet oder gleihf�ormiggeradlinig bewegt. (Siehe auh das weiter unten formulierte Galileishe Relati-vit�atsprinzip.) Das Gesagte wird durh die folgende De�nition pr�azisiert.Definition 1.5 Eine Galilei{Raum{Zeit ist ein vierdimensionaler aÆner Raum



6 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIK(M;V;+) mit den zus�atzlihen Eigenshaften(1) auf V existiert eine ausgezeihnete Linearform � ,(2) der Kern von � , V0 := nv 2 V ��� �(v) = 0o, ist ein Euklidisher Vektorraummit Skalarprodukt h�; �i.Erl�auterungen zu De�nition 1.5:Die Anwendung von � (=\absolute Zeit") auf den Di�erenzvektor B � A zweierEreignisse A;B 2 M ergibt gerade die objektive (d.h. beobahterunabh�angige)Zeitdi�erenz zwishen A und B. Vermittels der �AquivalenzrelationA � B , �(B �A) = 0(d.h. B = v + A mit v 2 V0) wird M durh � in �Aquivalenzklassen eingeteilt.Diese sind die Untermengen gleihzeitiger Ereignisse. Der durh (2) eingef�uhrteUnterraum V0 � V, der die �Aquivalenzklassen gleihzeitiger Ereignisse aufspannt,ist dreidimensional und isomorph zum Euklidishen Vektorraum R3 . Er ist dasmathematishe Modell f�ur den in die Raum{Zeit eingebetteten \Raum".Graphishe Veranshaulihung:
M

B

AZeit τ
0

0B+V

0A+A+V (= Menge aller zu A 
gleichzeitigen Ereignisse)

τ (B-A) = 2 Zeiteinheiten

(� legt au�erdem die kausale Struktur der Galilei{Raum{Zeit fest: ein Ereignis Akann auf ein Ereignis B nur dann Einu� nehmen, wenn gilt �(B �A) � 0.)Definition 1.6 Gleihf�ormig geradlinige Bewegung ist eine Abbildung (A 2M; v 2 V; �(v) 6= 0): R ! M ;s 7! sv +A :Beahte, da� niht entsheidbar ist, ob ein Vektor v 2 V \senkreht" auf V0 stehtoder niht. (Wir haben n�amlih keine mathematishe Operation zur Hand, die uns



1.3. GALILEI{TRANSFORMATIONEN 7solhes entsheiden lie�e! Das Skalarprodukt h�; �i ist ja nur auf V0 de�niert.) Daherbesteht kein qualitativer Untershied zwishen den beiden gleihf�ormig geradlinigenBewegungen 1 und 2 in der folgenden Figur:
A B

v

1 2

Insbesondere existiert kein \Zustand absoluter Ruhe".Der Umstand, da� gleihf�ormig geradlinige Bewegung koordinatenfrei de�nierbarist, gestattet eine koordinatenfreie (und somit mathematish befriedigende) Formu-lierung des Tr�agheitsgesetzes (1. Newtonshes Gesetz):Kr�aftefreie Bewegung ist gleihf�ormig geradlinig.1.3 Galilei{TransformationenDefinition 1.7 Die Gruppe aller Transformationen, die die Struktur der Galilei{Raum{Zeit invariant lassen, hei�t Galilei{Gruppe. Die Elemente der Galilei{Gruppe hei�en Galilei{Transformationen.Im folgenden werden wir die Galilei{Gruppe untersuhen. Zu diesem Zwek ist ei-ne spezielle Klasse von Koordinatensystemen besonders gut geeignet: die Galilei{Systeme.Definition 1.8 Ein aÆnes Koordinatensystem fO; e0; e1; e2; e3g einer Galilei{Raum{Zeit (M;V;+; �; h�; �i) hei�t Galilei{System (oder Galileishes Koordinatensy-stem), wenn f�ur die Basisvektoren e� (� = 0; 1; 2; 3) gilt(1) �(e1) = �(e2) = �(e3) = 0 (d.h. ei 2 V0 f�ur i = 1; 2; 3),(2) hei; eji = Æij (i; j = 1; 2; 3),(3) �(e0) = �1.



8 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIKGraphishe Veranshaulihung:
.

O

e

e1

2
e0

0

0 0O+e  +V

O+V(Wir nennen Galilei{Systememanhmal \Inertial{Systeme".Dieser Sprahgebrauhist jedoh niht eindeutig, da der Begri� \Inertialsystem" auh in der speziellenRelativit�atstheorie verwendet wird und dort eine ver�anderte Bedeutung hat.)Bemerkung: De�nitionen 1.7 und 1.8 implizieren insbesondere, da� Galilei{Trans-formationen die Eigenshaft haben, Galilei{Systemeauf Galilei{Systemeabzubilden. �Ausgehend von dieser letzten Feststellung wollen wir uns jetzt �uberlegen, wie dieKoordinatendarstellung einer Galilei{Transformation allgemein aussieht. Dazuseien zwei Galilei{Systeme fO; e0; e1; e2; e3g und fO0 ; e00; e01; e02; e03g gegeben, bez�uglihderer ein Ereignis A durhA�O = 3X�=0 x�e� und A�O0 = 3X�=0x0�e0�dargestellt ist. Wir bemerken zun�ahst, da� fe1; e2; e3g und fe01; e02; e03g Basen vonV0 sind und daher durheinander ausgedr�ukt werden k�onnen, z.B.ei = 3Xj=1 e0jRji (i = 1; 2; 3) :Da beide Basen bez�uglih h�; �i orthonormal sind, gen�ugen die Transformationsko-eÆzienten Rji den GleihungenP3i=1Ri jRi k = Æjk (j; k = 1; 2; 3). Aus �(e0) = �1und �(e00) = �1 folgt �(e0��e00) = 0 mit � = �1. Somit gilt eine Relation der Forme0 = �e00 + w ; w 2 V0; � = �1 :Nun shreiben wir O � O0 = P3�=0 a�e0� und w = P3i=1 wi e0i und dr�uken in derKoordinatendarstellung von A�O = (A�O0)�(O�O0) die e� durh die e0� aus. DieVektoren e0� (� = 0; : : : ; 3) sind linear unabh�angig, und ein KoeÆzientenvergleihin der erhaltenen Beziehung liefertx00 = �x0 + a0 ; x0i = 3Xj=1Ri jxj + x0wi + ai :Dies shreiben wir jetzt noh etwas anders. Wir setzen:t := x0; t0 := x00; b := a0 und x := 0�x1x2x31A :



1.3. GALILEI{TRANSFORMATIONEN 9x0;w und a werden analog zu x gebildet. Shlie�lih setzen wir R := �(Ri j)�. (R istdie aus den KoeÆzienten Ri j in nat�urliher Weise gebildete 3� 3{Matrix.) Damiterh�alt eine Galilei{Transformation (in Matrixshreibweise) die Form(t;x) 7! g(t;x) = (�t+ b; Rx+wt+ a) ;wobei � = �1 und RTR = 13.Beahte: RTR = 13 impliziert RRT = 13 und detR = �1.Nah De�nition 1.7 bilden die Galilei{Transformationen eine Gruppe, eben die dorteingef�uhrte Galilei{Gruppe. Die Gruppenaxiome lassen sih anhand der angegebe-nen Koordinatendarstellung leiht nahpr�ufen. Einige wihtige Untergruppen derGalilei{Gruppe sind:(1) die eigentlihe, orthohrone Galilei{Gruppe, G"+, bestehend aus Elementeng(t;x) = (t + b; Rx +wt + a) mit detR = +1. G"+ ist eine zehnparametrigeGruppe;(2) die Euklidishe Bewegungsgruppe mit Elementen g(t;x) = (t; Rx+ a);(3) spezielle Galilei{Transformationen g(t;x) = (t;x+ vt).Nahtrag: Um das obige Vorgehen in Koordinatendarstellung zu legitimieren, ver-weisen wir auf die in der physikalishen Literatur g�angige Untersheidung zwishen\aktiven" und \passiven" Transformationen. Das Wort \aktive" Transformation be-deutet eine Abbildung im mathematish �ublihen Sinn. Bei einer \passiven" Trans-formation hingegen wird nur das Koordinatensystem abgebildet, und man fragtdann, wie sih die zugeh�origen Koordinaten transformieren. (Diese \passive" Siht-weise ist es, was der obigen Rehnung zugrundeliegt.) Sei zum Beispiel V ein re-eller Vektorraum mit Basis fe1; : : : ; eng und zugeh�origen Koordinatenfunktionenxi : V ! R (i = 1; : : : ; n). Werden die Basisvektoren ei durh eine bijektive lineareAbbildung T : V ! V auf neue Basisvektoren e0i = T (ei) (i = 1; : : : ; n) abgebildet,so transformieren sih die Koordinaten gem�a�x0i = T�1�xi � xi Æ T�1 :Im Fall der Verkn�upfung zweier Abbildungen T1 und T2 bleibt dabei wegen(T1 T2 )�1� = (T�12 T�11 )� = T�11 �T�12 � die Reihenfolge der Multiplikation unge�andert.(Mathematish gesprohen ist T 7! T�1� ein Homomorphismus.) Das Transforma-tionsgesetz f�ur die Basisvektorene0i = T (ei ) =Xj ejT ji



10 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIKentspriht demnah x0i = T�1�xi =Xj xj(T�1)i j :1.4 Newtonshe BewegungsgleihungenDie Abshnitte 1.1{1.3 �xieren die Struktur der Raum{Zeit, das \Ger�ust" einerjeden physikalishen Theorie. Es geht jetzt darum, das Ger�ust mit dynamishemInhalt zu f�ullen. Vorbereitend ist dieDefinition 1.9 Eine Bewegung im Rn ist eine di�erenzierbare Abbildung R �I ! Rn ; t 7! x(t). Die Ableitung_x(t0) := ddtx(t)����t=t0 = limh!0 x(t0 + h)� x(t0)hhei�t Geshwindigkeit (oder Geshwindigkeitsvektor) am Punkt t0. Die zweiteAbleitung �x(t0) := d2dt2x(t)����t=t0hei�t Beshleunigung (oder Beshleunigungsvektor) am Punkt t0. Die Bildmengeder Abbildung x : I ! Rn hei�t eine Trajektorie im Rn .Wir erinnern an De�nition 1.6 und die dort verwendeten Symbole. Wegen der durh� ausgezeihneten Rolle der Zeit und �(v) 6= 0 k�onnen wir den Parameter s durhdie Zeit ausdr�uken (w�ahle z.B. t := s�(v)) und nah Einf�uhrung eines Galilei{Systems gleihf�ormig geradlinige Bewegung als eine Abbildung R ! R3 ; t 7! x(t)harakterisieren mit der Eigenshaft �x(t) = 0 f�ur alle t 2 R.Definition 1.10 Ein mehanishes System im Newtonshen Sinn besteht ausN Punkten (oder \Punktteilhen" oder \Massenpunkten"), die sih im dreidimen-sionalen Euklidishen Raum bewegen. (\Massenpunkt" ist die mathematishe Idea-lisierung eines K�orpers mit f�ur praktishe Zweke vernahl�assigbarer Ausdehnungund mit einer Eigenshaft, \tr�age Masse", die unten eingef�uhrt wird.) Der Zu-stand eines solhen Systems ist die Gesamtheit der Orte und Geshwindigkeitenseiner Punkte.Newtonshes Prinzip der Determiniertheit: Der Anfangszustand (= Zustandzu einer festen Zeit t0) eines mehanishen Systems bestimmt seine Bewegungvollst�andig.



1.4. NEWTONSCHE BEWEGUNGSGLEICHUNGEN 11Wir betrahten speziell den FallN = 1. Aus dem formulierten Prinzip folgt dann ins-besondere, da� die Vorgabe von Ort x(t0) und Geshwindigkeit _x(t0) eines Punktszur Zeit t0 seine Beshleunigung �x(t0) zur gleihen Zeit eindeutig festlegt. Es exi-stiert also eine Abbildung f : R3 � U � R3 � R ! R3 dergestalt, da� �x(t) =f�x(t); _x(t); t�. Umgekehrt folgt aus dem Existenz{ und Eindeutigkeitssatz f�ur gew�ohn-lihe Di�erentialgleihungen (siehe einen sp�ateren Abshnitt), da� die Abbildung fund die Anfangsdaten x(t0); _x(t0) die Bewegung eindeutig bestimmen.Die experimentelle Erfahrung sagt, da� f niht von der Natur des Punktteilhensunabh�angig ist. Diese Unabh�angigkeit wird aber erreiht durh Multiplikation miteiner intrinsishen skalaren Eigenshaft m > 0, die \tr�age Masse" hei�t. F := mfhei�t \Kraft". Verallgemeinerung der Argumentation auf den Fall von N Massen-punkten ergibt die Newtonshen Bewegungsgleihungen (\2. Newtonshes Gesetz"):mi�xi = Fi(x1; : : : ;xN ; _x1; : : : ; _xN ; t) (i = 1; : : : ; N) :Hierbei ist mi die Masse des i{ten Punkts, xi sein Ort und Fi die auf ihn wirken-de Kraft. Die funktionelle Abh�angigkeit der Kr�afte Fi ist niht beliebig, sondernunterliegt einer Reihe von Bedingungen (f�ur ein \abgeshlossenes System"). Dieseresultieren aus dem Galileishen Relativit�atsprinzip:Die Naturgesetze haben in allen Galilei{Systemen dieselbe Form.Wir sammeln die Bedingungen an Fi.(1) Zeittranslationen g(t;x) = (t+ b;x) sind Galilei{Transformationen. Invarianzder Naturgesetze unter Zeittranslationen bedeutet, da� mit x1(t); : : : ;xN (t)auh x1(t + b); : : : ;xN (t + b) f�ur beliebiges b 2 R L�osung der NewtonshenBewegungsgleihungen sein mu�. In einem Galileishen Koordinatensystem(das wir der Betrahtung hier und im folgenden zugrundelegen) hat dies diesofortige KonsequenzFi�x1(t); : : : ; _xN (t); t� b� = Fi�x1(t); : : : ; _xN (t); t� :(2) Raumtranslationen g(t;x) = (t;x+a) und spezielle Galilei{Transformationeng(t;x) = (t;x+vt) sind Galilei{Transformationen. Hieraus folgen mit gleiherShlu�weise wie unter (1) die BedingungenFi(x1; : : : ;xN ; _x1; : : : ; _xN ; t) = Fi(x1 + a; : : : ;xN + a; _x1; : : : ; _xN ; t)= Fi(x1; : : : ;xN ; _x1 + v; : : : ; _xN + v; t) :



12 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIK(3) Raumdrehungen g(t;x) = (t; Rx) sind Galilei{Transformationen.Gleihe Shlu�-weise wie unter (1) ergibtRFi(x1; : : : _xN ; t) = Fi(Rx1; : : : ; R _xN ; t) :Aus (1) folgt o�ensihtlih, da� Fi niht explizit von der Zeit abh�angt; aus (2), da�Fi nur von den Di�erenzen xj � xk und _xj � _xk abh�angt; und aus (3), da� sih Fiunter Raumdrehungen in wohlde�nierter Weise (wie ein \Vektor") transformiert.Erg�anzende Erl�auterungen (Originalton Arnold): Bei der Formulierung des Re-lativit�atsprinzips m�ussen wir ber�uksihtigen, da� es nur auf \abgeshlossene" Sy-steme anwendbar ist, d.h. es sind alle K�orper ins System mit aufzunehmen, derenWehselwirkungen f�ur das zu untersuhende Ph�anomen eine Rolle spielen. Strenggenommen hei�t dies, da� alle K�orper im Universum ber�uksihtigt werden m�ussen.Wir wissen allerdings aus Erfahrung, da� man den Einu� von vielen au�er ahtlassen darf: zum Beispiel k�onnen wir die Anziehung zwishen den Sternen beimStudium der Planetenbewegung um die Sonne vernahl�assigen.Studieren wir jedoh die Bewegung eines K�orpers in Erdn�ahe, so ist das Systemniht abgeshlossen, wenn die Erde niht eingeshlossen ist; beim Studium der Be-wegung eines Flugzeugs ist das System niht abgeshlossen, wenn es die umgebendeLuft niht beinhaltet usw. Nun sei eine Situation gegeben, wo wir Teil 1 eines me-hanishen Systems 1+2 studieren. Der Einu� von Teil 2 auf Teil 1 kann dann oftdurh eine zeitlihe und r�aumlihe Variation in den Parametern beshrieben werden,die in das System von Bewegungsgleihungen f�ur Teil 1 eingehen.Beispiel: Der Einu� des Mondes auf die Erde kann bei der Untersuhung der Mehr-zahl irdisher Ph�anomene vernahl�assigt werden. Beim Studium der Gezeiten istdieser Einu� jedoh zu ber�uksihtigen; man kann dies tun, indem man, anstattdie Anziehung des Mondes explizit zu betrahten, eine periodishe Modulation imGravitationsfeld auf der Erde einf�uhrt (Ende Arnold).Bei der Behandlung von Teil 1 von System 1+2 nimmt man sinnvollerweise eineEinteilung in innere und �au�ere Kr�afte vor. (Hier geht noh die Annahme ein, da�sih Kr�afte vektoriell addieren.) Innere Kr�afte sind jene, die zwishen den Punktenvon Teil 1 wirken; �au�ere Kr�afte representieren den Einu� von Teil 2. Mit dieserEinleitung unterliegen die inneren Kr�afte den Bedingungen (1){(3) von oben, die�au�eren hingegen niht. Wir k�onnen dann auh sagenDefinition 1.11 Ein mehanishes System, auf das keine �au�ere Kr�afte wirken,hei�t abgeshlossen.



1.5. ABGESCHLOSSENES N{K�ORPERSYSTEM: ERHALTUNGSS�ATZE 131.5 Abgeshlossenes N{K�orpersystem:Erhaltungss�atzeWir betrahten ein mehanishes System von N Punkten, niht notwendig abge-shlossen. Mit der Zerlegung in innere und �au�ere Kr�afte lauten die Bewegungsglei-hungen: mi �xi =Xj 6=i Fij + F(ext)i :Der Einfahheit halber wollen wir hier annehmen, da� alle inneren Kr�afte von derkonservativen Form Fij(xi � xj) = �gradi�ij�jxi � xj j�sind. (Kompliziertere Kr�afte werden besser mit dem Formalismus sp�aterer Kapitelbehandelt.)Bemerkung: Die gew�ahlte Form der inneren Kr�afte ist konsistent mit dem 3.Newtonshen Gesetz: \Atio = Reatio", oder Fij = �Fji.Definition 1.12 Der Impuls eines Massenpunkts ist p := m _x, der Impuls einesSystems (= Gesamtimpuls) ist P :=PNi=1mi _xi; der Shwerpunkt (genauer: derOrtsvektor des Shwerpunkts) ist X := PNi=1mixi=M mit M der Gesamtmasse,M =PNi=1mi.Nun summiere beide Seiten der Bewegungsgleihungen �uber i und ben�utze Fij =�Fji. Dann folgt: M �X = NPi=1F(ext)i :Satz 1.1 Der Shwerpunkt eines mehanishen Systems bewegt sih, als ob alleMassen an ihm konzentriert w�aren und alle Kr�afte an ihm angreifen w�urden.Korollar 1.1.1 (\Shwerpunktsatz") Der Shwerpunkt eines abgeshlossenenSystems bewegt sih geradlinig und gleihf�ormig.Mit P =M _X gilt �aquivalent zu oben: _P =PNi=1 F(ext)i .Satz 1.2 Die zeitlihe �Anderung des Impulses eines mehanishen Systems ist gleihder Summe der auf seine Punkte wirkenden �au�eren Kr�afte.Korollar 1.2.1 (\Impulssatz") Der Impuls eines abgeshlossenen Systems isterhalten.



14 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIKKorollar 1.2.2 Steht die Summe der �au�eren Kr�afte senkreht auf der x{Ahse(x = x1), so ist die x{Komponente des Impulses erhalten: Px = onst.Definition 1.13 Der Drehimpuls eines Massenpunkts der Masse m relativ zumKoordinatenursprung O ist das Vektorprodukt von Ort x und Impuls m _x: l :=x ^m _x. Der Drehimpuls eines Systems relativ zu O ist gleih der Summe derEinzeldrehimpulse L :=PNi=1 xi ^mi _xi.Bemerkung: Wir notieren das Vektorprodukt mit ^ anstatt �, weil das zweiteSymbol dem f�ur Ortsvektor zu sehr �ahnelt.Beahte auh, da� der Drehimpuls von derWahl des Koordinatenursprungs abh�angt.�Andert man den Koordinatenursprung, so �andert sih der Drehimpuls.Nun betrahte: _li = ddt (xi ^mi _xi) = _xi ^mi _xi| {z }=0 +xi ^mi�xi :Ben�utze, da� Fij nah Vorgabe parallel zu xi � xj ist, und Fij = �Fji. Dann folgt_L = NXi=1 xi ^mi�xi = NXi=1 xi ^ F(ext)i + 12Xi 6=j (xi � xj ) ^ Fij| {z }=0oder _L = NPi=1xi ^ F(ext)i :Satz 1.3 Die zeitlihe �Anderung des Drehimpulses eines mehanishen Systems(relativ zu O) ist gleih der Summe der �au�eren Drehmomente (relativ zu O), diean seinen Punkten angreifen.Korollar 1.3.1 (\Drehimpulssatz") Der Drehimpuls eines abgeshlossenen Sy-stems ist erhalten.Korollar 1.3.2 Vershwindet die z{Komponente des �au�eren Drehmoments, soist die z{Komponente des Drehimpulses erhalten: Lz = onst.Als letzten Erhaltungssatz im abgeshlossenen N{Teilhensystem werden wir jetztnoh den Energiesatz kennenlernen. Diese Thema bietet uns Gelegenheit, eine kleineKorrektur an der g�angigen Pr�asentation des 2. Newtonshen Gesetzes vorzunehmen.Wie eine sorgf�altige Betrahtung der Prozedur der Kraftmessung (per Federwaa-ge) zeigt, ist Kraft prim�ar niht als Vektor sondern als Linearform anzusehen. (EinKraftfeld ist also prim�ar kein Vektorfeld F sondern eine Di�erentialform 1. Grades



1.5. ABGESCHLOSSENES N{K�ORPERSYSTEM: ERHALTUNGSS�ATZE 15F .) Die fundamentale Version der Newtonshen Bewegungsgleihung lautet dem-gem�a� hmi�xi; �i = Fi (i = 1; : : : ; N) :In dieser Formulierung wird deutlih, da� die Newtonshe Bewegungsgleihung vonder Euklidishen Struktur des Raumes Gebrauh maht. (Dagegen ist die De�ni-tion der Kraftform Fi von dieser Struktur unabh�angig.) Die �ublihe Formulierunggewinnt man, indem man die Kraftform Fi in das Vektorfeld Fi vermittels der Be-ziehung Fi = hFi; �i �ubersetzt und dann das Skalarprodukt unterdr�ukt. F�ur denhier betrahteten Fall einer konservativen Kraft Fij(xi�xj) = �gradi�ij�jxi�xj j�haben wir (Fij)jxi�xjj = �(di�ij)jxi�xj j ;wobei di das Di�erential bez�uglih des Orts xi bezeihnet.Definition 1.14 Die kinetishe Energie eines Punkts der Masse m ist gegebendurh T := 12m _x2. (Hierbei ist _x2 = _x � _x und a � b := DP3i=1 aiei;P3j=1 bjejE =P3i=1 aibi das von h�; �i herr�uhrende Skalarprodukt auf R3 .) Die kinetishe Ener-gie eines Systems ist T = 12PNi=1mi _x2i .Durh Bilden der Zeitableitung der kinetishen Energie und Verwenden der New-tonshen Bewegungsgleihung (fundamentale Version) erhalten wirdTdt = NXi=1 
mi �xi ; _xi � = NXi=10�F (ext)i +Xj 6=i Fij1A ( _xi ) :F�ur den Beitrag von den inneren Kr�aften gilt mit �ij = �ji:Xj 6=i Fij( _xi) = �Xj 6=i(di�ij)jxi�xj j( _xi)= �Xi<j (d�ij)jxi�xj j( _xi � _xj) = �dUdt ;wobei U =Pi<j �ij die (innere) potentielle Energie des Systems hei�t. Es ergibtsih dT=dt = �(dU=dt) +PNi=1 _xi �F(ext)i , oder mit der Gesamtenergie E = T +U :dEdt = NXi=1 _xi � F(ext)i :Satz 1.4 Die zeitlihe �Anderung der Energie eines mehanishen Systems ist gleihder Leistung der �au�eren Kr�afte.



16 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIKKorollar 1.4.1 (\Energiesatz") Die Energie eines abgeshlossenen Systems isterhalten.Abshlie�ende Bemerkungen:(1) Es wurde gezeigt, da� abgeshlossene Systeme (mindestens) zehn erhalteneGr�o�en haben; es sind dies die (jeweils drei) Komponenten von P; X �tP=M; L und die Energie E. Wie sp�ater in allgemeinerem Zusammenhang(\Noether{Theorem") erl�autert wird, erwartet man genau diese (Mindest{)Zahl, n�amlih zehn, wegen der G�ultigkeit des Galileishen Relativit�atsprin-zip f�ur abgeshlossene Systeme und der Zehnparametrigkeit der eigentlihen,orthohronen Galilei{Gruppe.(2) Obshon davon niht explizit die Rede war, haben wir in diesem Abshnittvon der aÆnen Struktur der Galilei{Raum{Zeit an mehreren Stellen Gebrauhgemaht. Zum Beispiel setzt die De�nition des Impulses eines mehanishenSystems voraus, da� sih die Impulse seiner Punkte (die sih ja i.a. an ver-shiedenenOrten im Raum be�nden) sinnvoll zu einemGesamtimpuls addie-ren lassen. Die M�oglihkeit zu solher Addition ist genau deshalb gegeben, weildie pi (i = 1; : : : ; N) als Elemente ein{und{desselben Vektorraums (n�amlihV0) aufgefa�t werden zu k�onnen. [Beim �Ubergang von der Galilei{Raum{Zeitzur gekr�ummten Raum{Zeit der allgemeinen Relativit�atstheorie sind Vekto-ren durh Tangentenvektoren zu ersetzen, f�ur die Addition nur punktwei-se erkl�art ist. In der Tat erfordert die Formulierung der Erhaltungss�atze inder allgemeinen Relativit�atstheorie einen gesteigerten mathematishen Auf-wand, n�amlih solhe Begri�e wie Tensorfeld, Konnexion, Metrik, kovarianteAbleitung...℄(3) Bei der obigen Herleitung des Energiesatzes haben wir benutzt, da� sih die(inneren) Kr�afte als Gradient der potentiellen Energie shreiben lie�en.1.6 Allgemeines �uber Di�erentialgleihungen(Gestra�te Fassung der Straumannshen Adaption, Seiten 35{50, des Textbuhesvon Arnold, Gew�ohnlihe Di�erentialgleihungen, Springer 1980.)Definition 1.15 Gegeben sei ein zeitabh�angiges Vektorfeld X : M � Rn !Rn ; (x; t) 7! X(x; t); M � Rn . Die Gleihung_x = X(x; t) (1.1)



1.6. ALLGEMEINES �UBER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 17(in Komponenten: _xi = X i(x1; : : : ; xn; t) (i = 1; : : : ; n)) hei�t ein dynamishesSystem. Eine di�erenzierbare Abbildung  : I = [a; b℄ � Rn ! M hei�t L�osungdes dynamishen Systems, wenn f�ur alle t 2 I die Beziehung _(t) = X�(t); t�erf�ullt ist. Der Graph von  hei�t eine Integralkurve des Vektorfelds X. (Unterdem Graphen einer Abbildung  : I ! M versteht man diejenige Teilmenge desdirekten Produkts I �M, die aus allen Punkten �t; (t)� mit t 2 I und (t) 2 Mbesteht.)Die Newtonshen Bewegungsgleihungen sind Di�erentialgleihungen von zweiterOrdnung in der Zeit. Sie nehmen jedoh die Form eines dynamishen Systems gem�a�De�nition 1.15 an, wenn wir sie folgenderma�en aufshreiben (es ist zwekm�a�ig und�ublih, die Ortsvektoren xi von hier an mit qi zu bezeihnen):_qi = pi=mi ;_pi = Fi(q1; : : : ;qN ;p1=m1; : : : ;pN=mN ; t)(wobei i = 1; : : : ; N) und die Gr�o�en q1; : : :qN ;p1; : : : ;pN zu einer Gr�o�e x 2R6N zusammenfassen.Der Raum, den die Gesamtheit aller Orte und Impulse eines mehanishen Systemsdurhl�auft, hei�t Phasenraum. Der Phasenraum hat immer gerade Dimension:n = dimM = 2f . Die Zahl der Ortskoordinaten, f , hei�t auh die Zahl der Frei-heitsgrade. F�ur ein System von N Punkten im R3 ist f = 3N . F�ur ein Systemvon N Punkten im R3 mit Zwangsbedingungen (siehe Kapitel 2) ist f � 3N .Definition 1.16 Ein Vektorfeld XH der speziellen FormXH = � �H�xf+1 ; : : : ; �H�x2f ; : : : ;� �H�x1 ; : : : ;� �H�xf �mit H einer di�erenzierbaren Funktion H : V � R2f � R ! R (\Hamilton{Funktion") hei�t Hamiltonsh. Das zugeh�orige dynamishe System _x = XH(x; t)hei�t Hamiltonshes (oder kanonishes) System.Beispiel: Ein mehanishes System von N Punkten mit konservativen Kr�aftenFi = ��U=�qi ist Hamiltonsh mit der EnergieH(q; p; t) = NXi=1 p2i2mi + U(q)als Hamilton{Funktion. (Hier ist q = (q1; : : : ;qN ) und p = (p1; : : : ;pN ).) DieHamilton{Funktion h�angt in diesem Fall niht explizit von der Zeit ab.



18 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIKWir betrahten als besonders einfahen Spezialfall den harmonishen Oszillator f�urf = 1. In diesem Fall sind Hamilton{FunktionH und Hamiltonshes Vektorfeld XHgegeben durh H(q; p; t) = p22m + m2 !2q2 ;XH = ��H�p ;��H�q � = � pm;�m!2q� :Das dynamishe System _q = p=m; _p = �m!2q erkennt man nah Eliminationvon p als die Bewegungsgleihung (�q = �!2q) des eindimensionalen harmonishenOszillators mit Shwingungsfrequenz !.Versuh einer graphishen Darstellung von XH :
ωq

p/m

Definition 1.17 Das dynamishe System zu einem zeitunabh�angigen (zeitabh�angi-gen) Vektorfeld X : M! Rn (X : M� R ! Rn ) hei�t autonom (nihtautonom).Unter dem erweiterten Phasenraum versteht man das direkte Produkt M�R. Ist : I ! M eine Integralkurve von X, so hei�t die Punktmenge �(t) �� t 2 I	 � Meine Phasenbahn.
Rn

tPhasen-
bahn

Integralkurve (=Graph von γ )

IBemerkung: Jedes nihtautonome System _x = X(x; t) hat im erweiterten Phasen-raum die autonome Erweiterung _x = X(x; t); _t = 1.



1.6. ALLGEMEINES �UBER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 19Unser n�ahstes Thema ist das Verhalten von Vektorfeldern unter Abbildungen.Wir betrahten nur den Fall eines autonomen Systems. (Die Verallgemeinerung vonSatz 1.5 unten auf nihautonome Systeme folgt sofort durh �Ubergang zur autono-men Erweiterung im erweiterten Phasenraum, siehe die vorangehende Bemerkung.)Sei also ein zeitunabh�angiges Vektorfeld X : U � Rn ! Rn gegeben und sei  :U � Rn ! V � Rn ein Di�eomorphismus von U nah V. Bei Anwendung von  auf eine Kurve  : I ! U entsteht die Bildkurve  () �  Æ  : I ! V. Unterder Voraussetzung der Di�erenzierbarkeit von  k�onnen wir zur ersten Ableitung�ubergehen und bekommen so eine Zuordnung0(t) 7! ( Æ )0(t) = �D(t) ��0(t)� ;wobei f�ur das Gleihheitszeihen die Kettenregel der Di�erentialrehnung verwendetwurde und Dx das Di�erential der Abbildung  im Punkt x bezeihnet. Der Vektorv = 0(t) an der Stelle x = (t) wird also auf den Vektor (Dx )(v) an der Stelle (x) abgebildet. Indem wir nun Punkt x und Vektor v variabel mahen, erhalteneine Abbildung von Vektorfeldern.Definition 1.18 Ist X : U ! Rn ein Vektorfeld und  : U ! V ein Di�eomor-phismus, so ist das transformierte Vektorfeld  �X : V! Rn erkl�art durh� �X�� (x)� := �Dx ��X(x)� :Bemerkung: In Komponenten sieht dies folgenderma�en aus:� �X�i� (x)� = nXj=1 � i�xj (x)Xj(x) :(Vektorfelder transformieren sih durh \Anwenden der Jaobi{Matrix".)Die Abbildung  bildet die Integralkurven des VektorfeldesX auf die Integralkurvendes transformierten Vektorfeldes  �X ab, denn aus _(t) = X�(t)� folgtddt ( Æ )(t) = �D(t) �� _(t)� = �D(t) ��X�(t)�� = � �X�� Æ (t)� :



20 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIK
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Definition 1.19 x0 2 M hei�t ein singul�arer (nihtsingul�arer) Punkt desVektorfeldes X : M! Rn , falls gilt X(x0) = 0 (X(x0) 6= 0).Der folgende Satz ist zentral in der Theorie gew�ohnliher Di�erentialgleihungen.Satz 1.5 (\Begradigung von Vektorfeldern", \Rektifizierungssatz")Ein autonomes, di�erenzierbares Vektorfeld X ist in einer hinreihend kleinen Um-gebung jedes nihtsingul�aren Punktes di�eomorph zum konstanten Feld �1 = (1; 0; : : : ; 0);d.h. es existiert ein lokaler Di�eomorphismus  mit  �X = �1. (Ist X ein Vektor-feld der Klasse r, so ist  ein Di�eomorphismus der Klasse r mit demselben r.)Beweis: siehe Arnold, gew�ohnlihe Di�erentialgleihungen.Bemerkungen: Satz 1.5 zeigt, da� das Verhalten eines dynamishen Systems fernvon singul�aren Punkten \qualitativ" (d.h. modulo Di�eomorphismen) lokal dasselbeist wie f�ur das Gleihungssystem_y1 = 1; _y2 = 0; : : : ; _yn = 0 : (1.2)
begradigte Phasenbahnen
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Beahte, da� �uber das Verhalten in der N�ahe eines singul�aren Punktes und �uberdas globale Langzeitverhalten keine Aussage gemaht wird. Das letztere kann sokompliziert sein, da� es sih jeder analytishen und/oder numerishen Behandlungentzieht.Da �uber das Gleihungssystem (1.2) alles bekannt ist, deduziert man aus Satz 1.5m�uhelos eine Reihe wihtiger Aussagen.



1.6. ALLGEMEINES �UBER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 21Korollar 1.5.1 (\Existenzsatz") Zu jedem x0 2 M existiert eine L�osung  von_x = X(x) zur Anfangsbedingung (t0) = x0.Beweis: Wenn gilt X(x0) = 0, dann ist (t) = x0 eine L�osung. Ist X(x0) 6= 0,so k�onnen wir Satz 1.5 anwenden: wir transformieren mit  zum System (1.2),l�osen (1.2) zur Anfangsbedingung �(t0) =  (x0) (� :=  Æ ) und transformierenshlie�lih mit  �1 zur�uk.Korollar 1.5.2 (\lokaler Eindeutigkeitssatz") Sind 1 und 2 zwei L�osun-gen von _x = X(x) zur selben Anfangsbedingung 1(t0) = x0 = 2(t0), so gibt es eint0 enthaltendes o�enes Intervall, auf dem 1 und 2 �ubereinstimmen.Beweisskizze: Gehe zum erweiterten Phasenraum �uber und transformiere das \er-weiterte" Vektorfeld �X := (X; 1) (das o�ensihtlih keine singul�aren Punkte hat)auf  � �X = (0; : : : ; 0; 1).Bemerkung: Korollar 1.5.2 (wie auh Korollar 1.5.3 unten) setzt nat�urlih alsFolgerung des Satzes 1.5 die Di�erenzierbarkeit des Vektorfeldes X voraus.1.6.1 Lokale Fl�usseDefinition 1.20 Gegeben sei ein autonomes Vektorfeld X auf (dem Phasenraum)M � Rn und ein Punkt x0 2 M. Unter einem lokalen (Phasen{) Flu�, der durhdas Vektorfeld X in einer Umgebung von x0 bestimmt wird, versteht man ein Tripel(I;V0; �), das aus einem Intervall I = [�";+"℄, einer Umgebung V0 von x0 undeiner Abbildung � : V0 � I ! M besteht, mit den folgenden Eigenshaften:(1) f�ur festes t 2 I ist die durh �t(x) := �(x; t) de�nierte Abbildung �t : V0 !�t(V0) � M ein Di�eomorphismus;(2) f�ur festes x 2 V0 ist die durh (t) := �(x; t) de�nierte Abbildung  : I ! Meine L�osung von _x = X(x) zur Anfangsbedingung (0) = x;(3) es gilt (lokal): �s��t(x)� = �s+t(x).Korollar 1.5.3 Das Vektorfeld X bestimmt einen lokalen Flu� in einer Umge-bung jedes Punktes x0 2 M.Erl�auterungen zum Begri� des lokalen Flusses:(i) Aus Def. 1.20 (2) folgt �(x; 0) = x, d.h. �0 = Id.



22 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIK(ii) Wenn wir uns eine feste Zeitspanne t vorgeben und fragen, wohin ein be-liebiger Punkt x 2 V0 in dieser Zeitspanne unter der durh _x = X(x) deter-minierten Bewegung wandert, dann liefert �t = �(�; t) hierzu die Antwort:x 7! �t(x). Wenn wir uns andererseits einen festen Punkt x vorgeben (zurZeit t = 0) und wissen wollen, welher Phasenbahn er folgt, dann ist dies gera-de die Kurve (t) = �(x; t). In diesem Sinn beinhaltet � die (lokal) vollst�andigeBeshreibung der L�osungen von _x = X(x).(iii) (3) sagt aus, da� die Di�eomorphismen �t eine (lokale) einparametrigeGruppemit neutralem Element �0 bilden.(iv) Das Wort \Flu�" erkl�art sih daraus, da� wir die den Integralkurven von Xfolgende Bewegung von Punkten x durh M als das Flie�en einer Str�omungau�assen k�onnen.Beispiele:(1) Der auf einem aÆnen Raum durh das konstante Vektorfeld X(x) = v be-stimmte Flu� ist �(x; t) = x+ vt :(2) Der durh das Hamiltonshe Vektorfeld XH = (p=m;�m!2q) des eindimen-sionalen harmonishen Oszillators bestimmte Flu� ist�(q; p; t) = �q os!t+ pm! sin!t;�m!q sin!t+ p os!t� :Das \Flie�en der Str�omung" sieht hier folgenderma�en aus:
p/m

ωq

Der Begri� eines lokalen Flusses l�a�t sih auf nihtautonome Systeme ausdehnen.Wegen der fehlenden Invarianz unter Zeittranslationen brauht man dazu zweiZeitargumente, eines f�ur die Anfangsbedingung und eines f�ur die Zeitentwiklung.(3) ist durh ein Kompositionsgesetz der Form �t3t2 Æ �t2t1 = �t3t1 zu ersetzen.



1.6. ALLGEMEINES �UBER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 231.6.2 Piard{AbbildungDer Existenz{ und Eindeutigkeitssatz f�ur die L�osungen dynamisher Systeme l�a�tsih auh ohne die Begradigung von Vektorfeldern beweisen, und zwar mittels derfolgenden Strategie.Zu l�osen sei f�ur ein di�erenzierbares Vektorfeld X : M ! Rn das Anfangswertpro-blem _(t) = X�(t)�; (t0) = x0. Im ersten Shritt wird die Aufgabenstellung alsIntegralgleihung umformuliert:(t) = x0 + tZt0 X�(�)�d� : (1.3)Der Hauptsatz der Di�erential{ und Integralrehnung sihert, da� jede L�osung die-ser Integralgleihung auh L�osung des Anfangswertproblems ist und umgekehrt. DieAbbildung A, die eine Funktion t 7! (t) in die Funktiont 7! (A)(t) := x0 + tZt0 X�(�)�d��uberf�uhrt, hei�t Piard{Abbildung.Nun betrahtet man einen geshikt de�nierten Banahraum (B; d), auf dem diePiard{Abbildung A wirkt. Die Di�erenzierbarkeit des Vektorfeldes X zusammenmit einer Beshr�ankung der Zeitdauer jt�t0j sorgt daf�ur, da� A auf B kontrahierendist, d.h. es existiert eine reelle Zahl � < 1, so da�d(A1; A2) � � d(1; 2)f�ur alle 1; 2 2 B gilt.Dem Banahshen Fixpunktsatz zufolge besitzt die Piard{Abbildung A genaueinen Fixpunkt  = A, und gegen diesen Fixpunkt konvergiert f�ur jede Start-funktion 0 die Banahfolge 0; A0; A20; : : : ; An0; : : : . Die Fixpunktbedingung = A ist �aquivalent zur Integralgleihung (1.3), womit Existenz und Eindeutigkeitder L�osung lokal (f�ur jt� t0j < Æ) bewiesen ist.Das Piardshe Beweisverfahren hat die attraktive Eigenshaft, konstruktiv zu seinund quasi als Nebenprodukt ein Approximationsshema mitzuliefern. Wir w�ahlenz.B. 0(t) � x0 und iterieren n+1(t) = (An)(t) so lange, bis die gew�unshteGenauigkeit erreiht ist.Definition 1.21 Ein di�erenzierbares Vektorfeld X : M! Rn hei�t global inte-grierbar, wenn seine Integralkurven f�ur alle Zeiten t 2 (�1;+1) de�niert sind,wenn also der Flu� � : M� R ! M des Vektorfeldes global existiert.



24 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIKWie shon der Rekti�zierungssatz liefert auh das Piardshe Verfahren zun�ahstnur eine lokale Aussage. Zur globalen Existenz und Eindeutigkeit gelangt man erstmit einer Zusatzforderung an das Vektorfeld des dynamishen Systems.Satz 1.6 Gibt es f�ur das Di�erential des di�erenzierbaren Vektorfeldes X : Rn !Rn eine Shranke, d.h. existiert eine positive Zahl K, so da� kDxXk < K f�ur allex 2 Rn gilt, dann ist X global integrierbar.Bemerkung: Da� auf die Beshr�anktheit des Di�erentials niht verzihtet werdenkann, sieht man shon an dem eindimensionalen Beispiel _x = X(x) mit X(x) =(1 + x2)�. Die Ableitung X 0(x) ist unbeshr�ankt f�ur � > 1=2. Wie die L�osung perQuadratur zeigt, terminieren die Integralkurven in diesem Fall nah einer endlihenZeit.1.6.3 Erste IntegraleDefinition 1.22 Eine Funktion f :M ! R hei�t ein erstes Integral des dynami-shen Systems _x = X(x), falls f�ur jede L�osung  : I ! M die Funktion f Æ : I ! Rkonstant ist.Die Bedingung zeitliher Konstanz l�a�t sih auh noh etwas anders formulieren.Dazu ben�utzen wir wieder einmal die Kettenregel:ddt�f Æ �(t) = (df)(t)� _(t)� = (df)(t)�X�(t)�� =: �LXf��(t)� :Hierbei ist (df)x das Di�erential der Funktion f im Punkt x, und mit dem letztenGleihheitszeihen haben wir die Rihtungsableitung LX eingef�uhrt; im Kompo-nenten: (LXf)(x) = nXi=1X i(x)�f(x)�xi :Wir haben also �aquivalent zu Def. 1.22:f ist erstes Integral von _x = X(x), LXf = 0.Beispiele f�ur erste Integrale:(1) Die zehn erhaltenen Gr�o�en des abgeshlossenen N{Teilhensystems.(2) Sei XH das Hamiltonshe Vektorfeld zu einer zeitunabh�angigen Hamilton{Funktion H . Dann ist H ein erstes Integral von _x = XH(x), denn mit x =(q; p) gilt LXHH = fXi=1 ��H�qi �H�pi + �H�pi �� �H�qi �� = 0 :



1.7. AUTONOMEHAMILTONSCHE SYSTEMEMIT EINEM FREIHEITSGRAD25Mit der Identi�kation E = H hei�t dies, da� die Energie E eines autonomenHamiltonshen Systems erhalten ist.1.7 Autonome Hamiltonshe Systeme mit einemFreiheitsgrad(Straumann, Seiten 50�.)In Vorbereitung auf das eigentlihe Thema dieses Abshnitts konstruieren wir dieL�osung  eines autonomen Systems f�ur n = 1,_x = X(x) (1.4)zu einer Anfangsbedingung (t0) = x0.(i) Wenn gilt X(x0) = 0, dann ist die L�osung gegeben durh (t) = x0.(ii) Sei jetzt X(x0) 6= 0. Wegen _(t0) = X(x0) 6= 0 existiert nah dem Satz �uberimplizite Funktionen die Umkehrfunktion t = �(x) zu x = (t) in einer hin-reihend kleinen Umgebung von x0. Die Umkehrfunktion erf�ullt d�(x)=dx =1=X(x), und Integration dieser Beziehung liefert �(x) � �(x0) = xRx0 dyX(y) . Da-mit ist das Problem der L�osung von (1.4) auf eine Quadratur (d.h. die Be-rehnung eines unbestimmten Integrals) und die Umkehrung einer Funktionzur�ukgef�uhrt.Nun betrahten wir das zur Newtonshen Bewegungsgleihung m�q = F (q) �aquiva-lente autonome System _q = pm ; _p = F (q) :Mit F (q) = �U 0(q) und H(q; p) = p22m + U(q) wird dies zu_q = �H�p ; _p = ��H�q : (1.5)Wenn wir jetzt noh x = (q; p) und XH = (�H=�p;��H=�q) setzen, dann nimmtdies die Gestalt _x = XH(x) an. Der Energiesatz (siehe das Ende von Abshnitt1.6: LXHH = 0) H konstant auf jeder Phasenbahn) erlaubt die Konstruktion derL�osungen (1.5) mit dem gleihen Verfahren wie oben. Dazu vorweg dieDefinition 1.23 Die Punktmenge �(q; p) 2 R2 ��H(q; p) = E	 hei�t die Niveau-kurve von H zur Energie E.Definition 1.24 Sei f : M � Rn ! R eine di�erenzierbare Funktion. Ein Punktx 2 M, in dem gilt (df)x = 0, hei�t kritisher Punkt von f .



26 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIKO�ensihtlih fallen die singul�aren Punkte des Vektorfeldes XH mit den kritishenPunkten vonH zusammen. In einer Umgebung jedes nihtkritishen Punktes (q0; p0)ist nah dem Satz �uber implizite Funktionen die Energieniveaukurve glatt. Lo-kal k�onnen wir dann die Gleihung E = H(q; p) nah dem Impuls oder dem Ortau�osen, p = f(q; E) oder q = g(p;E), und die Au�osefunktion in die erste bzw.zweite Gleihung von (1.5) einsetzen:_q = �H�p �q; f(q; E)� oder _p = ��H�q �g(q; E); p� :Beide Probleme sind von der Form (1.4) und lassen sih somit wie oben beshrie-ben durh Quadratur und Umkehrung einer Funktion l�osen. Das erste Verfahrenfunktioniert f�ur p0 6= 0, das zweite f�ur U 0(q0) 6= 0. �Einen �Uberblik �uber das qualitative Verhalten der L�osungen liefert das sogenanntePhasenportr�at: zun�ahst einmal erkl�aren wir den De�nitionsbereih M � R2 derHamilton{Funktion zum Phasenraum des Hamiltonshen Systems. F�ur eine L�osungt 7! �q(t); p(t)� von (1.5) zur Anfangsbedingung (q0; p0) zur Zeit t0 liegen die Punk-te f�ur alle Zeiten t in der (q0; p0) enthaltenden Zusammenhangskomponente derEnergieniveaukurve zu E = H(q0; p0), d.h. die Phasenbahnen fallen mit den Zusam-menhangskomponenten der Energieniveaukurve zusammen. F�ur die Phasenbahnenbestehen demnah folgende M�oglihkeiten:(A) Die Phasenbahn f�allt mit einem kritishen Punkt zusammen.Andernfalls ist die Phasenbahn eine glatte Kurve, welhe(B) geshlossen ist, ohne durh einen kritishen Punkt zu laufen;(C) beidseitig ins Unendlihe l�auft, ohne einen kritishen Punkt zu tre�en;(D) einseitig ins Unendlihe l�auft und im Endlihen in einem kritishen Punktendet;(E) beidseitig in einem (niht notwendig demselben) kritishen Punkt endet.Bemerkungen: Der Fall (A) entspriht einer stabilen oder instabilen Gleihge-wihtslage. Im Fall (B) ist die Bewegung periodish. In den F�allen (C) bis (E)erreiht oder verl�a�t das Teilhen den kritishen Punkt niht in endliher Zeit. (An-dernfalls entst�unde ein Konikt zum Eindeutigkeitssatz.)Die folgende Figur zeigt das Phasenportr�at f�ur H(q; p) = p22m + U(q) und U(q) wieskizziert. Die Niveaukurven sind gegeben durh p = �q2m�E � U(q)� und diekritishen Punkte von H durh p = 0 = U 0(q).



1.7. AUTONOMEHAMILTONSCHE SYSTEMEMIT EINEM FREIHEITSGRAD27

1D

U(q)

q

p

A1

E
B

AA 32

q

C

D2Wir untersuhen gesondert das Verhalten in der N�ahe eines kritishen Punktes(q0; p0); p0 = 0 = U 0(q0). Dazu entwikeln wir U(q) in eine Taylorreihe um q = q0:U(q) = U(q0) + 12U 00(q0)(q � q0)2 + � � � :Wir betrahten nur den nihtentarteten (generishen) Fall U 00(q0) 6= 0. O.B.d.A.w�ahlen wir q0 = 0 und U(q0) = 0. Die qualitativen Z�uge des Phasenusses nahe(q0; p0) = (0; 0) werden dann rihtig erfa�t, wenn wir U(q) � 12kq2 setzen. DieNiveaukurven zu H(q; p) = p22m + 12kq2 sind Ellipsen (Hyperbeln) f�ur k > 0 (k < 0).
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Der singul�are Punkt A1 (A2) hei�t auh elliptisher (hyperbolisher) Fixpunktvon XH . �Shwingungsdauer bei periodisher Bewegung.



28 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIKWir betrahten eine geshlossene Phasenbahn (Typ B von oben), d.h. die Situationsei wie in der folgenden Skizze:
U(q)

E

qq qA BDie durh E = U(qi) bestimmten Punkte qA und qB hei�en Umkehrpunkte. DieDauer eines vollst�andigen Durhlaufs der Phasenbahn { z.B. ausgehend von (q; p) =(qA; 0) �uber (qB ; 0) zur�uk nah (q; p) = (qA; 0) { hei�t Shwingungsdauer, � . AlsFunktion der Energie ist sie gegeben durh�(E) = 2 qB(E)ZqA(E) dqq 2m�E � U(q)� :Nun betrahten wir den Spezialfall eines homogenen Potentials vom Grade h :U(q) = �qh. h sei eine positive gerade ganze Zahl. Dann sind die Phasenbahnen beiallen Energien E > 0 geshlossen.Behauptung: Die Shwingungsdauer � eines Hamiltonshen Systems mit Hamil-tonfunktion H(q; p) = p22m + U(q); U(q) = �qh; h 2 2N, variiert mit der Energiewie E� 12+ 1h .Beweis: F�ur s 2 R gilt U(sq) = shU(q). Aus der Bestimmungsgleihung f�ur dieUmkehrpunkte, die im vorliegenden Fall f�ur alle Energien E > 0 zwei L�osungen qAund qB hat, folgt qi(sE) = s1=hqi(E) (i = A;B). Nun ist�(sE) = 2 qB(sE)ZqA(sE) dqq 2m�sE � U(q)� ;und die Variablensubstitution q = s1=h�q liefert�(sE) = 2s�1=2+1=h qB(E)ZqA(E) d�qq 2m�E � U(�q)� = s�1=2+1=h�(E) :Bemerkung: h = 2 ist der eindimensionale harmonishe Oszillator. In diesem Fallist die Shwingungsdauer von der Energie unabh�angig durh �(E) = 2�=! gegeben,wobei ! die Oszillatorfrequenz hei�t. F�ur h > 2 nimmt � mit wahsender Energieab.



1.8. DAS ZWEIK�ORPER{PROBLEM MIT ZENTRALKR�AFTEN 291.8 Das Zweik�orper{Problem mit Zentralkr�aftenWir untersuhen hier ein abgeshlossenes mehanishes System, das aus zwei Punk-ten 1 und 2 besteht, mit Massen m1 und m2, Ortsvektoren q1 und q2. Die Bewe-gungsgleihungen lauten m1�q1 = F12 ; m2�q2 = F21 ;und die Kr�afte seien F12 = �F21 = � q1�q2jq1�q2jU 0(jq1 � q2j). Wir wissen bereits ausAbshnitt 1.5, da� f�ur dieses System zehn Erhaltungss�atze gelten. Durh konse-quentes Ausnutzen dieser Erhaltungss�atze f�uhrt man das Problem der L�osung derBewegungsgleihungen wieder auf Quadraturen zur�uk. Der erste Shritt besteht inder Separation von Shwerpunkt{ und Relativbewegung. Wir setzenQ := (m1 +m2)�1(m1q1 +m2q2) (Ortsvektor des Shwerpunkts)und q := q1 � q2 (Ortsvektor der Relativbewegung) :Die Umkehrtransformation hierzu istq1 = Q+ m2m1 +m2q ; q2 = Q� m1m1 +m2q :Der Shwerpunkt bewegt sih nah Korollar 1.1.1 geradlinig und gleihf�ormig: �Q = 0und somit Q(t) = A+ tv. Aus �q1 = m2m1+m2 �q folgt dannm�q = F(q) ; (1.6)wobeim := m1m2(m1+m2)�1 die reduzierte Masse ist, und wir haben die Nota-tion vereinfaht: F(q) := F12(q). Da �uber die Bewegung des Shwerpunkts bereitsalles gesagt ist, verbleibt nur das Problem der L�osung der Bewegungsgleihungen(1.6). Dieses ist l�osbar, weil es sih bei dem Kraftfeld F(q) = � qjqjU 0(jqj) um einZentralfeld handelt.Definition 1.25 Ein Vektorfeld F : V � R3 ! R3 hei�t zentral mit Zentrum imPunkt O, wenn es unter den Euklidishen Bewegungen, die O �xieren, invariant ist.F�ur eine Zentralkraft mit Zentrum O ist der Drehimpuls der Relativbewegung bzgl.O, Lrel = l := mq ^ _q, erhalten:_l = mq ^ �q = �jqj�1U 0�jqj�q ^ q = 0 :



30 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIKWir betrahten hier nur den Fall l 6= 0. (Andernfalls liegt n�amlih geradlinige, d.h.eindimensionale, Bewegung vor und wir k�onnen so verfahren wie in Abshnitt 1.7.)Ist t 7! q(t) eine L�osung von (1.6), so h�angt die von q(t) und _q(t) aufgespannteEbene wegen _l = 0 niht von t ab. Die Relativbewegung �ndet daher in einer Ebenestatt, die wir o.B.d.A. als die xy{Ebene w�ahlen. Es ist g�unstig, in dieser EbenePolarkoordinaten r; ' einzuf�uhren:qx = r os'; qy = r sin' :Per Vereinbarung gilt lx = ly = 0 und kurze Rehnung zeigt lz = mr2 _'. F�ursfolgende setzen wir lz = jlj =: l. Die kinetishe Energie der Relativbewegung inebenen Polarkoordinaten ist m2 _q2 = m2 ( _r2 + r2 _'2) :Nun ben�utzen wir den Energiesatz zu Gleihung (1.6),E := Erel := m2 ( _r2 + r2 _'2) + U(r) = onst :Mit l = mr2 _' = onst folgt hieraus:E = m2 _r2 + V (r) ; (1.7)V (r) = U(r) + l22mr2 :Di�erentiation nah der Zeit liefertm�r = �V 0(r) ; (1.8)d.h. die Radialbewegung gen�ugt einer Newtonshen Bewegungsgleihung,wobei zumPotential U(r) noh das Zentrifugalpotential l2=(2mr2) hinzukommt. Das letz-tere ist absto�end und divergiert f�ur r ! 0. V (r) hei�t e�ektives Potential derRadialbewegung.Gleihung (1.8) ist vom in Abshnitt 1.7 behandelten Typ und wird �uber den Ener-giesatz (1.7) gel�ost durh Quadratur:Z dt =rm2 Z drpE � V (r) :Die Bahnkurve r(') l�a�t sih direkt bestimmen, indem man die Zeit eliminiert,d'dr = d'dt dtdr = _'_r = lmr2 _r = lmr2 1q 2m�E � V (r)� :Dies f�uhrt auf die QuadraturZ d' = lp2m Z drr2pE � V (r) :



1.8. DAS ZWEIK�ORPER{PROBLEM MIT ZENTRALKR�AFTEN 311.8.1 Untersuhung der Bahnkurven(Arnold, Seiten 34 �.)Wir w�ahlen den Wert des Drehimpulses l und der Energie E fest. Die zeitlihe�Anderung von r kann man sih leiht veranshaulihen, indem man den Graphendes e�ektiven Potentials V (r) zeihnet. Beispiel: 1=r Potential.
2/ 2mr2
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Alle Bahnkurven zu den vorgegebenen Werten von l; E liegen im durh V (r) � Ede�nierten Gebiet. Auf dem Rand dieses Gebiets (V (r) = E) gilt _r = 0. Wegen_' = l=mr2 6= 0 f�ur l 6= 0 ist die Geshwindigkeit der Relativbewegung auh aufdem Rand im allgemeinen von Null vershieden. Die Ungleihung V (r) � E liefertein ringf�ormiges Gebiet 0 � r1 � r � r2 � 1 (oder mehrere solhe Gebiete). Wenngilt: 0 � r1 < r2 <1, dann ist die Bewegung beshr�ankt und spielt sih innerhalbdes Rings zwishen den Kreisen mit Radien r1 und r2 ab. Der Verlauf einer Bahnist in der n�ahsten Figur gezeigt:
r2

Apozentrum Apozentrum

O

ϕ r1

Perizentrum

Der Winkel ' �andert sih monoton, w�ahrend r periodish zwishen r1 und r2 os-zilliert. Die Punkte, wo r = r1 (r = r2) gilt, hei�en perizentral (apozentral). JederStrahl vom Ursprung durh einen perizentralen oder apozentralen Punkt ist eineSymmetrieahse der Bahn. Die Bahn ist i.a. niht geshlossen: der Winkel � zwi-



32 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIKshen aufeinanderfolgenden Perizentren und Apozentren ist gegeben durh� = lp2m r2Zr1 drr2pE � V (r) :Der Winkel zwishen sukzessiven Perizentren ist doppelt so gro�. Die Bahn ist genaudann geshlossen, wenn 2� kommensurabel mit 2� ist, d.h. 2� = 2�mn mitm;n 2 Z.F�ur r1 = r2 liegt Entartung zu einer Kreisbahn vor.Wir betrahten jetzt noh den Fall r2 = 1. Falls limr!1 V (r) = limr!1 U(r) =U1 <1, k�onnen Bahnen ins Unendlihe reihen. Wenn E > U1, dann geht r nah1 mit endliher Geshwindigkeit _r1 =q 2m (E � U1).Mitteilung: Es l�a�t sih zeigen, da� U(r) = ��=r (� > 0) und U(r) = �r2 (� > 0)die einzigen Potentiale sind, f�ur die alle beshr�ankten Bahnen geshlossen sind.1.8.2 Kepler{Problem(Bewegung eines Planeten um die Sonne.)Wir spezialisieren jetzt zum Newtonshen Gravitationspotential,U(r) = ��r ; � = Gm1m2 > 0 :G ist die universelle Gravitationskonstante. Das e�ektive Potential V (r) wurde be-reits oben skizziert. Die minimalen und maximalen Radien r1 und r2 sind die L�osun-gen von E = V (ri) = � �ri + l22mr2i , woraus folgt:(i) F�ur E = 0 : r1 = l2=2m�; r2 =1.(ii) F�ur E > 0 : r1 = � �2E +p(�=2E)2 + (l2=2mE); r2 =1.(iii) F�ur 0 > E � Vmin = ��2m=2l2 : r1;2 = � �2E �p(�=2E)2 + (l2=2mE).F�ur E � 0 sind alle Bahnen unbeshr�ankt; f�ur 0 > E � Vmin liegen beshr�ankteBahnen vor, von denen wir unten sehen werden, da� sie alle geshlossen sind; f�urE = Vmin ist die Bahn zu einer Kreisbahn mit Radius r1 = r2 = ��=(2E) entartet.Das Integral '(r) � '(r0) = lp2m R rr0 dss2 �E + �s � l22ms2��1=2 l�a�t sih analytishberehnen. Hierzu ist es geshikt, dimensionslose Gr�o�en einzuf�uhren. De�nieredie L�ange � durh l2=m�2 = �=� und setze s = � � � (� ist eine \dimensionsloseL�ange") und E = " � �=2� (" ist eine \dimensionslose Energie"). Beahte auh, da�E � Vmin der Ungleihung " � �1 entspriht. Das obige Integral wird dann zur=�Zr=�0 d��2 �"+ 2� � 1�2��1=2 u=��1= �=r0Z�=r du("+ 2u� u2)1=2 :



1.8. DAS ZWEIK�ORPER{PROBLEM MIT ZENTRALKR�AFTEN 33Nun erg�anzen wir quadratish, "+ 2u� u2 = ("+1)� (1� u)2. Mit der De�nition�2 := "+1 und der Variablensubstitution v = (1�u)=� geht das unbestimmte Inte-gral in R dvp1�v2 = arsinv+ �uber. Es folgt das Resultat '�'0 = arsinv���v=(1� �r )=�,oder nah r aufgel�ost:r(') = �1� � sin ('� '0) ; � = l2m� ; � = �1 + 2E l2m�2�1=2 :Durh �Ubergang zu kartesishen Koordinaten sieht man leiht, da� es sih bei derdurh r(') beshriebenen Bahn handelt um:(i) eine Parabel f�ur � = 1 (, E = 0);(ii) eine Ellipse f�ur 0 � � < 1 (, Vmin � E < 0);(iii) eine Hyperbel f�ur � > 1 (, E > 0).



34 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIK



Kapitel 2Lagrange{MehanikBei der Untersuhung mehanisher Systeme ist es h�au�g n�utzlih, zu krummlinigenKoordinaten �uberzugehen, z.B. zum Zwek der Ber�uksihtigung von Zwangsbedin-gungen. Die Newtonshen Bewegungsgleihungen haben den Nahteil, nur in Gali-leishen Koordinatensystemen ihre einfahe Gestaltm�q = F (q; _q; t) anzunehmen. Inden folgenden Abshnitten entwikeln wir die Lagrange{Formulierung der Meha-nik, mit der Lagrange{Funktion als zentraler Gr�o�e, die eine viel gr�o�ere Freiheitin der Koordinatenwahl l�a�t. Insbesondere gestattet sie eine durhsihtige Formu-lierung des Zusammenhangs zwishen Symmetrien und Erhaltungss�atzen. Fernerist die Lagrange{Funktion die fundamentale Gr�o�e in der relativistish kovariantenFormulierung der Quantenfeldtheorie.2.1 Variationsrehnug(Arnold, Seiten 55�.)Die Variationsrehnung besh�aftigt sih mit den Extrema von Funktionen, derenDe�nitionsbereih ein unendlihdimensionaler Raum ist: eine Menge von Kurven.Solhe Funktionen hei�en Funktionale.Ein Beispiel f�ur ein Funktional ist die L�ange L des Graphen einer di�erenzierbarenKurve  : [t0; t1℄! Rn ; t 7! x(t), im Euklidishen Rn+1 :L() = t1Zt0 p1 + j _x(t)j2 dt :Allgemeiner ist ein Funktional � irgendeine Abbildung vom Raum der Kurven indie reellen Zahlen.Nun betrahten wir neben  : t 7! x(t) eine zweite Kurve, ~ : t 7! ~x(t) = x(t)+h(t),und shreiben ~ =  + h. 35



36 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIK
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Als Funktionenraum legen wir den Banahraum C0(I) aller stetigen beshr�anktenFunktionen h : I ! R mit Norm khk = supt2I jh(t)j zugrunde.Definition 2.1 Ein Funktional � hei�t di�erenzierbar (in ), wenn sih dasInkrement �( + h)� �() wie�( + h)� �() = F (; h) +R(; h)shreiben l�a�t, wobei F linear von h abh�angt und R st�arker als von 1.Ordnung mit hgegen Null geht, d.h. falls khk < ", dann soll gelten: jR(; h)j < C"� mit � > 1. Derlineare Anteil, F , hei�t die Variation von �. Man shreibt auh F (; h) = D�(h)und nennt D� die Funktionalableitung von � in .Mitteilung: Es l�a�t sih zeigen, da� die Variation eines di�erenzierbaren Funktio-nals eindeutig bestimmt ist.F�ur die klassishe Mehanik sind Funktionale der Form�() = t1Zt0 L�x(t); _x(t); t�dtinteressant, mit L einer zweimal stetig di�erenzierbaren Funktion L : V � Rf �Rf � R ! R. Wir bleiben vorerst beim Fall f = 1 und verlangen  2 C1[t0; t1℄,damit �() de�niert ist.Satz 2.1 Das Funktional �() = R t1t0 L(x; _x; t)dt ist di�erenzierbar und hat dieVariation F (; h) = t1Zt0 ��L�x � ddt �L� _x�h dt+��L� _xh� ����t1t0 :



2.1. VARIATIONSRECHNUG 37Beweis: �( + h)� �() = t1Zt0 �L(x+ h; _x+ _h; t)� L(x; _x; t)�dt= t1Zt0 ��L�x h+ �L� _x _h� dt+O(h2) :Hieraus liest man ab:F (; h) = t1Zt0 ��L�xh+ �L� _x _h� dt und R(; h) = O(h2) :Partielles Integrieren liefertt1Zt0 �L� _x _hdt = � t1Zt0 h ddt ��L� _x� dt+��L� _xh� ����t1t0 ;und somit die Behauptung.Bemerkung: Das Symbol ddt steht f�ur totale Zeitableitung, d.h. f�ur die Ablei-tung nah der variablen Zeit einer Kurve  : t 7! x(t):t1Zt0 h ddt ��L� _x� dt = t1Zt0 h(t) ddt �L� _x �x(t); _x(t); t�dt :Dagegen stehen �L=�x; �L=� _x; �L=�t f�ur die partielle Ableitung von L nah demersten, zweiten bzw. dritten Argument.Definition 2.2 Ein di�erenzierbares Funktional � hei�t extremal in , wenn giltF (; h) = 0 f�ur alle h.Satz 2.2 Auf der eingeshr�ankten Menge von di�erenzierbaren Kurven, die durhdie Punkte x(t0) = x0 und x(t1) = x1 passieren, ist das Funktional �() = R t1t0 L(x; _x; t)dtgenau dann extremal in , wenn l�angs  gilt �L�x � ddt ��L� _x � = 0.Bemerkung:Mit T(t) := �x(t); _x(t); t� lautet die Bedingung ausf�uhrlih geshrie-ben ��L�x Æ T� (t)� ddt ��L� _x Æ T� (t) = 0 f�ur alle t 2 [t0; t1℄.Beweis des Satzes: Eine Beweisrihtung (() ist trivial. Der andere Shlu� ())folgt mit der Einshr�ankung an die zul�assigen Kurven (h(t0) = h(t1) = 0) ausSatz 2.1 zusammen mit dem Fundamentallemma der Variationsrehnung, n�amlihder Aussage: vershwindet f�ur eine stetige Funktion f : [t0; t1℄ ! R das IntegralR t1t0 f(t)h(t)dt f�ur alle h 2 C0[t0; t1℄, so gilt f � 0.



38 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIKBeispiel:Wir veri�zieren, da� die Extrema der Kurvenl�ange �() = R t1t0 p1 + _x2dtGeraden sind. Wir haben L(x; _x; t) = p1 + _x2 und�L�x = 0; �L� _x = _xp1 + _x2 ; ddt ��L� _x� = ddt _xp1 + _x2 = �x(1 + _x2)3=2 = 0 :Es folgt �x = 0 und damit x(t) = 1t+ 2.Definition 2.3 Die Gleihung�L�x � ddt ��L� _x� = 0hei�t die Euler{Lagrange{Gleihung zum Funktional �() = t1Rt0 L(x; _x; t)dt.�L�x � ddt ��L� _x � nennen wir die Euler{Ableitung von L.Die Verallgemeinerung der De�nitionen und S�atze in diesem Abshnitt auf ein Funk-tional � = R Ldt mit L : V � Rf �Rf �R ! R und f > 1 ist so o�ensihtlih, da�wir sie niht kommentieren.2.2 Lagrange{Funktion und Lagrange{GleihungenEs soll nun erl�autert werden, was der Inhalt von Abshnitt 2.1 mit der klassi-shen Mehanik zu tun hat. Im folgenden verwenden wir die Shreibweise �L=�qi =(�L=�qix; �L=�qiy; �L=�qiz).Wir betrahten ein mehanishes System von N Punkten (im R3 ) mit Massenm1; : : : ;mN , Ortsvektoren q1; : : : ;qN , und konservativen Kr�aften mit potentiellerEnergie U(q1; : : : ;qN ). Wir vergleihen die Newtonshen Bewegungsgleihungenddt (mi _qi) = � �U�qi (2.1)mit den Euler{Lagrange{Gleihungenddt � �L� _qi� = �L�qi (i = 1; : : : ; N) (2.2)zu einem noh zu de�nierenden FunktionalS = t1Zt0 L�q1(t); : : : ;qN (t); _q1(t); : : : _qN (t); t�dt :Satz 2.3 (\Hamiltonshes Prinzip der kleinsten Wirkung") L�osungen desmehanishen Systems (2.1) zu den Randwerten qi (t0) = q(0)i ; qi (t1) = q(1)i ; (i =1; : : : ; N) sind Extrema des Funktionals S = R t1t0 Ldt (mit denselben Randwertenf�ur die zul�assigen Kurven), wobei L = T � U die Di�erenz von kinetisher undpotentieller Energie ist.



2.2. LAGRANGE{FUNKTION UND LAGRANGE{GLEICHUNGEN 39Beweis: Nah Satz 2.2 ist lediglih zu veri�zieren, da� die Gleihungen (2.1) und(2.2) �aquivalent sind. Dies sieht man aber sofort aus �L=� _qi = mi _qi und �L=�qi =��U=�qi f�ur L = 12PNi=1mi _q2i � U(q1; : : : ;qN ).Definition 2.4 L = T � U hei�t Lagrange{Funktion, S = R t1t0 Ldt Wirkung,und die Gleihungen ddt � �L� _qi� = �L�qi (i = 1; : : : ; N) hei�en Lagrange{Gleihungen.Bemerkung 1: Der Name von Satz 2.3 hat historishen Gr�unde. Besser w�are \Ha-miltonshes Prinzip der extremalen Wirkung".Bemerkung 2: Da� die Formulierung des Prinzips der kleinsten Wirkung die Teil-henorte zu vershiedenen Zeiten vorgibt und festh�alt, widerspriht sheinbar demGeist der Newtonshen Mehanik, wo ja der Anfangszustand, also alle Orte und Ge-shwindigkeiten zur Anfangszeit, vorzugeben sind. Eine tiefere Einsiht in den Sinndes Wirkungsprinzips gewinnt man erst im Liht der Feynmanshen Formulierungder Quantenmehanik.Der hier eingef�uhrte Formalismus ist unter anderem deshalb n�utzlih, weil sih dieBewegungsgleihungen f�ur eine sehr gro�e Klasse von mehanishen Systemen inder Form von Lagrange{Gleihungen zu einem Wirkungsfunktional mit Lagrange{Funktion L shreiben lassen.Beispiel: Geladenes Teilhen im elektromagnetishen Feld. Die Newtonshen Be-wegungsgleihungen lauten hierm�x = F(x; _x; t) = eE(x; t) + e _x ^B(x; t) ; (2.3)wobei E (B) das elektrishe (magnetishe) Feld ist. In der Elektrodynamik wirdgezeigt, da� E und B sih folgenderma�en shreiben lassen:B = rotA; E = �grad'� ��tA ; (2.4)mit di�erenzierbaren Funktionen '(x; t) und A(x; t).Behauptung: Eine Lagrange{Funktion f�ur dieses System ist:L(x; _x; t) = m2 _x2 � e'(x; t) + e _x �A(x; t) : (2.5)Beweis: Wir stellen die zugeh�origen Lagrange{Gleihungen durh explizite Reh-nung in Komponenten auf.(i) �L�xi = �e �'�xi + e 3Xj=1 _xj �Aj�xi :(ii) ddt � �L� _xi� = m�xi + e ddtAi = m�xi + e0� 3Xj=1 �Ai�xj _xj + �Ai�t 1A :



40 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIKDie Gleihung ddt � �L� _xi�� �L�xi = 0 lautet demnahm�xi = e�� �'�xi � �Ai�t �+ e 3Xj=1 _xj ��Aj�xi � �Ai�xj � = eEi + e( _x ^B)i ;was mit der i{ten Komponente von (2.3) �ubereinstimmt.Wir betonen, da� sih niht f�ur allemehanishen Systeme eine Lagrange{Funktion�nden l�a�t. In dieser Vorlesung werden nur solhe Systeme betrahtet, f�ur die eineLagrange{Funktion existiert. Solhe Systeme nennen wir Lagrange{Systeme. Istf die Zahl der Freiheitsgrade, so shreiben wirL : V � Rf � Rf � R ! R(q; _q; t) 7! L(q; _q; t) ;wobei q und _q abk�urzend f�ur (q1; : : : ; qf ) und ( _q1; : : : ; _qf ) stehen.Wir fragen nun, wann zwei Lagrange{FunktionenL1 und L2 dieselben Euler{Ableitungenbesitzen und somit zu denselben Lagrange{Gleihungen f�uhren.Satz 2.4 Die Euler{Ableitungen zweier Lagrange{Funktionen L1; L2 : U � Rf �R ! R mit einfah zusammenh�angendem De�nitionsgebiet U � Rf sind genaudann identish, wenn die Di�erenz L1 � L2 die totale Zeitableitung einer FunktionM : U� R ! R ist.Beweis:(() Sei L1 � L2 = dM=dt. Integration �uber die Zeit lieferttfZti L1dt = tfZti L2dt+M ����tfti :Die Euler{Ableitung einer Lagrange{Funktion L ist gegeben durh die Varia-tion des Funktionals R tfti Ldt unter der Nebenbedingung, da� am Rand t = tiund t = tf niht variiert wird. Wegen dieser Nebenbedingung tr�agt der TermM ���tfti niht zur Euler{Ableitung bei, und es folgt sofort die Behauptung.()) Sei jetzt die Euler{Ableitung von G := L1 � L2 gleih Null. Als Konsequenzvon Satz 2.1 ist dann das IntegraltfZti G�q(t) + h(t); _q(t) + _h(t); t�dt



2.2. LAGRANGE{FUNKTION UND LAGRANGE{GLEICHUNGEN 41von h unabh�angig, vorausgesetzt es gilt h(ti) = h(tf ) = 0. Diese Unabh�angig-keit erm�ogliht die Einf�uhrung einer Stammfunktion M f�ur G. Dazu �xie-ren wir eine Anfangszeit ti und einen Anfangsort qi. F�ur beliebige Endda-ten (tf ; qf ) w�ahlen wir dann irgendeine di�erenzierbare Kurve t 7! q(t) mitq(ti) = qi und q(tf ) = qf und setzenM(qf ; tf ) := tfZti G�q(t); _q(t); t)dt :Auf diese Weise wird eine Funktion M : U � R ! R erkl�art. F�ur die totaleZeitableitung dieser Funktion gilt dM=dt = L1 � L2, dennddtM�q(t); t� = ddt tZti G�q(�); _q(�); ��d� = G�q(t); _q(t); t� :Beispiel: Geladenes Teilhen im elektromagnetishen Feld. Die durh (2.4) gege-benen Felder E und B bleiben unter sogenannten EihtransformationenA 7! A+ grad� ; ' 7! '� ���t(�(x; t) 2 C2, sonst beliebig) unge�andert, was man mit rot grad = 0 und grad ��t ���tgrad = 0 sofort einsieht. Die Lagrange{Funktion (2.5) �andert sih dabei um einetotale Zeitableitung:L 7! L+ e ���t + 3Xk=1 ���xk _xk! = L+ ddt (e�) ;weshalb die zugeh�origen Lagrange{Gleihungen unter Eihtransformationen invari-ant sind. In (2.3), wo nur die \eihinvarianten" Gr�o�en E und B eingehen, ist dieseEigenshaft explizit.2.2.1 Invarianz unter PunkttransformationenWie verhalten sih die Lagrange{Gleihungen unter Koordinatenwehsel?Als grundlegende Eigenshaft verlangen wir von jeder Lagrange{Funktion, da� sieeine koordinatenunabh�angige Bedeutung hat. F�ur die shon angesprohenen Bei-spiele, insbesondere f�ur L = T � U , ist diese Eigenshaft o�ensihtlih. Wir dekla-rieren sie hier als allgemeines Prinzip.Die koordinatenfreie Bedeutung der Lagrange{Funktion L �ubertr�agt sih auf dasWirkungsfunktional S = R Ldt. Die Lagrange{Gleihungen folgen aus S = R Ldtper Variation unter Nebenbedingungen. Da auh letztere Operation koordinatenfreierkl�art ist, haben die Lagrange{Gleihungen immer dieselbe Form, unabh�angig vonder Wahl der Koordinaten.



42 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIKDefinition 2.5 Eine Abbildung U�R ! U�R der Form (q; t) 7! �'(q; t); t� hei�tPunkttransformation.Satz 2.5 Die Lagrange{Gleihungen behalten unter Punkttransformationen ihre Form.Beispiel: Teilhen im Zentralkraftfeld, L = m2 _x2 � U(jxj), in zwei Dimensionen.Die Einf�uhrung von ebenen Polarkoordinaten durhx1 = r os� ; x2 = r sin� ;f�uhrt auf L = m2 ( _r2+r2 _�2)�U(r). Die Lagrange{Gleihungen in diesen Koordinatensind ddt �L� _r � �L�r = 0 = m�r �mr _�2 + U 0(r) undddt �L� _� � �L�� = 0 = ddt (mr2 _�) :Die zweite Gleihung besagt, da� der Drehimpuls l = mr2 _� erhalten ist. Wenn wir_� = l=mr2 in die erste Gleihung einsetzen, dann entstehtm�r + V 0(r) = 0 mit V (r) = U(r) + l22mr2 :Dies ist die in 1.8 ausf�uhrlih diskutierte Bewegungsgleihung f�ur die Radialkoordi-nate r.Definition 2.6 Wir ben�utzen die folgende Terminologie. Ist L(q; _q; t) die Lagrange{Funktion eines mehanishen Systems, so nennen wir qk (k = 1; : : : ; f) verallge-meinerte Koordinaten, _qk verallgemeinerte Geshwindigkeiten, �L=� _qk =:pk verallgemeinerte Impulse und �L=�qk verallgemeinerte Kr�afte.Beahte, da� im obigen Beispiel der verallgemeinerte Impuls zur Winkelkoordinate� gerade der Drehimpuls ist. Wie man dort sehen konnte, folgt Drehimpulserhaltungaus der Winkelunabh�angigkeit von L. Dies motiviert die folgendeDefinition 2.7 Eine verallgemeinerte Koordinate hei�t zyklish, wenn die Lagrange{Funktion von ihr unabh�angig ist.Satz 2.6 Der verallgemeinerte Impuls pk zu einer zyklishen Koordinate qk ist er-halten: pk = onst.Beweis: _pk = ddt �L� _qk = �L�qk = 0.



2.3. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 432.3 Symmetrien und Erhaltungss�atzeIn diesem Abshnitt wird der soeben formulierte Zusammenhang zwishen der Exi-stenz von zyklishen Koordinaten und der G�ultigkeit von Erhaltungss�atzen erwei-tert.Wir betrahten ein Lagrange{System mit Lagrange{Funktion L : U � Rf � Rf �R ! R. Zu einer einparametrigen Shar von Abbildungen 's : V � Rf �R ! U �Rf seien ~T's die induzierten Abbildungen~T's : (q; _q; t) 7! �'s(q; t); ddt's(q; t); t� :F�ur jedes feste Paar s; t sei 's(�; t) : V ! U ein Di�eomorphismus.Satz 2.7 (\Noether{Theorem") Es gelte '0(q; t) = q und L Æ ~T's = L+ dMsdt ,wobei dMsdt die totale Zeitableitung einer Funktion Ms : V � R ! R sei. Dann istI :=  fXk=1 �L� _qk d'skds � dMsds !�����s=0ein erstes Integral der Bewegung des Lagrange{Systems mit Lagrange{Funktion L.Beweis: Gem�a� De�nition 1.22 ist nahzuweisen, da� f�ur jede L�osung  : t 7!q(t) des Lagrange{Systems gilt ddtI�q(t); _q(t); t� = 0. Dazu di�erenzieren wir dieGleihung L Æ ~T's � dMsdt = L nah s an der Stelle s = 0 und erhaltendds (L Æ ~T's)���s=0 � ddt �dMsds � ���s=0 = 0 : (2.6)Der erste Term auf der linken Seite ist (beahte 's=0(�; t) = Id):dds (L Æ ~T's)���s=0 = fXk=1� �L�qk d'skds + �L� _qk ddt �d'skds �����s=0= ddt  fXk=1 �L� _qk d'skds !���s=0 ;wobei f�ur das zweite Gleihheitszeihen die Bewegungsgleihung �L�qk = ddt �L� _qk ver-wendet wurde. In (2.6) einsetzen liefert jetzt die Aussage des Satzes.Bemerkung: Die Bedingung L Æ ~T's = L + dMsdt l�a�t sih folgenderma�en inter-pretieren. Nah Satz 2.4 sind die Euler{Ableitungen von L und L + dMsdt iden-tish. Durh Q(t) := 's�q(t); t� wird deshalb jede L�osung q(t) der Lagrange{Gleihungen zur Lagrange{FunktionL auf eine L�osungQ(t) derselbenGleihungenabgebildet. Eine Abbildung 's mit dieser Eigenshaft nennen wir eine Symmetrie{Transformation von L. Mit diesem Begri� k�onnen wir den Inhalt des Satzes auhso umshreiben:



44 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIKZu jeder einparametrigen (die Identit�at enthaltenden) Sharvon Symmetrie{Transformationen existiert ein Erhaltungssatz.Beispiele: Die zehn Erhaltungss�atze f�ur das abgeshlossene N{Teilhensystem.Diese Erhaltungss�atze werden wir nun in mehr Detail diskutieren.(i) Invarianz unter Raumtranslationen und Impulserhaltung.Wir betrahten ein System von N Punkten im R3 mit Lagrange{FunktionL(x1; : : : ;xN ; _x1; : : : ; _xN ; t). Zu den Raumtranslationen's : xi 7! xi + sa (i = 1; : : : ; N)geh�oren die AbbildungenT's : (xi; _xi) 7! (xi + sa; _xi) (i = 1; : : : ; N) :Invarianz von L unter Raumtranslationen ist gleihbedeutendmit LÆ ~T's = L.Diese Bedingung ist z.B. erf�ullt f�urL = 12 NXi=1mi _x2i �Xi<j Uij(jxi � xj j) : (2.7)Wir haben d'sids ���s=0 = a und erhalten mit dem Noether{TheoremI =PNi=1 �L� _xi � a = onst oder, da a beliebig ist, P =PNi=1 �L=� _xi = onst.Dies ist die Aussage des Impulssatzes. F�ur die spezielle Lagrange{Funktion(2.7) erhalten wir den Impuls des Systems in der uns bekannten Form P =PNi=1mi _xi.(ii) Invarianz unter Raumdrehungen und Drehimpulserhaltung.Um konkret zu sein, betrahten wir eine Shar von Drehungen um die 3{Ahse:'s : 0� x1ix2ix3i 1A 7! 0� os (s)x1i � sin (s)x2isin (s)x1i + os (s)x2ix3i 1A (i = 1; : : : ; N) :L ist invariant unter Drehungen um die 3{Ahse, falls gilt L Æ ~T's = L. Diesist z.B. erf�ullt f�ur die Lagrange{Funktion (2.7). Wir habend'sids (x)���s=0 = 0� �x2i+x1i0 1A ;woraus folgtI = NXi=1 � �L� _x1i (�x2i ) + �L� _x2i x1i� = NXi=1 �xi ^ �L� _xi�3 = onst :



2.3. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 45Invarianz unter Drehungen um eine beliebige Ahse liefertL := NXi=1 xi ^ �L� _xi = onst :Dies ist die Aussage des Drehimpulssatzes. F�ur die Lagrange{Funktion (2.7)erhalten wir speziell L =PNi=1 xi ^mi _xi.(iii) Spezielle Galilei{Transformationen und Shwerpunktsatz.Wir betrahten eine Shar von speziellen Galilei{Transformationen mit denGeshwindigkeiten sw:'s : xi 7! xi + swt ;T's : (xi; _xi) 7! (xi + swt; _xi + sw)(i = 1; : : : ; N). In der weiteren Rehnung beshr�anken wir uns auf das Beispiel(2.7). Wir zeigen zun�ahst, da� 's eine Shar von Symmetrie{Transformationender Lagrange{Funktion (2.7) ist. In der Tat gilt:L Æ ~T's � L = NXi=1 mi2 �( _xi + sw)2 � _x2i � = dMsdt ;wobeiMs = 12PNi=1mi(2sxi �w+ts2w2). Hierf�ur ist dMsds ���s=0 =PNi=1mixi �w,woraus folgt:I = NXi=1 � �L� _xi �wt�mixi �w� = w � (Pt�MQ) = onst ;wobei Q der Ortsvektor des Shwerpunkts und M die Gesamtmasse ist. InKombination mit dem Impulssatz (P = onst) ist die zeitlihe Konstanz vonPt�MQ zur Aussage des Shwerpunktsatzes �aquivalent.(iv) Invarianz unter Zeittranslationen und Energieerhaltung.Wir behaupten, Energieerhaltung sei eine Konsequenz der Invarianz der Lagrange{funktion unter Zeittranslationen, d.h. wenn L(a; b;  + s) = L(a; b; ) undL = T � U , dann ist E := T + U ein erstes Integral der Bewegung. Leidergeh�oren Zeittranslationen niht zu der hier betrahteten Klasse von Trans-formationen. Wir k�onnen daher aus der obigen Formulierung des Noether{Theorems niht auf den Energiesatz shlie�en. (Er folgt allerdings aus einerkleinen separaten �Uberlegung, die hier niht aufgeshrieben ist.) In der ka-nonishen Mehanik werden wir das Noether{Theorem neu formulieren, undzwar so, da� auh der Energiesatz erfa�t wird.



46 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIK2.4 ZwangsbedingungenIn vielen physikalishen Systemen l�a�t sih eine grobe Einteilung der wirkendenKr�afte in zwei Kategorien vornehmen: \stark" und \shwah". Zum Beispiel sinddie hemishen Bindungskr�afte zwishen den Kohlensto�atomen eines Diamantensehr viel st�arker als die auf die Einzelatome wirkende gravitative Anziehung durhdie Erde. Wie man in einem solhen Fall, wo eine klare Trennung zwishen \starken"und \shwahen" Kr�aften vorliegt, vorzugehen hat, ist Thema des gegenw�artigenAbshnitts.Wir wollen von der Annahme ausgehen, da� infolge der Wirkung der \starken"Kr�afte die Bewegung eines Teils der Freiheitsgrade des mehanishen Systems aufeine sehr kleine Umgebung eines bestimmten Unterraums des Phasenraums einge-shr�ankt wird. Zum Beispiel �andern sih unter normalen Bedingungen die Abst�andezwishen den Kohlensto�atomen in einer Diamantstruktur nur geringf�ugig als Funk-tion der Zeit, wogegen der Diamant als ganzes relativ leiht beweglih ist. In die-sem Fall ist es eine f�ur viele Zweke vern�unftige mathematishe Idealisierung, denGrenz�ubergang zu unendlih starken Bindungskr�aften durhzuf�uhren und die Rela-tivbewegung der Kohlensto�atome �uberhaupt zu unterdr�uken.Das Beispiel des Diamanten deutet einen allgemeinen Mehanismus an, wie \star-ke" Kr�afte zu einer Einshr�ankung der Bewegung der konstituierenden Massen-punkte f�uhren. Ein einfahes und pragmatishes Vorgehen besteht nun darin, dieEinshr�ankung der Bewegung durh die Vorgabe von sogenannten Zwangsbedin-gungen zu bewerkstelligen. Im genannten Beispiel w�urde man als die Zwangsbe-dingungen die Gesamtheit aller Bedingungen w�ahlen, die die Relativpositionen allerKohlensto�atome festsetzen. Weitere Beispiele f�ur mehanishe Systeme, bei denensih eine Behandlung mittels Zwangsbedingungen emp�ehlt, sind:(i) Die Bewegung eines Punkts (oder mehrerer Punkte) verl�auft auf einer vorge-gebenen Fl�ahe.(ii) Gasteilhen, die in ein Volumen eingeshlossen sind.Wir bezeihnen mit n die Zahl der Freiheitsgrade vor Ber�uksihtigung der Zwangs-bedingungen (also n = 3N f�ur ein System vonN Punkten im R3 ) und mit x1; : : : ; xndie Gesamtheit der Koordinaten des mehanishen Systems.Definition 2.8 Eine Zwangsbedingung hei�t holonom, wenn sie sih in der Formeiner Gleihung f(x1; : : : ; xn; t) = 0



2.4. ZWANGSBEDINGUNGEN 47ausdr�uken l�a�t.Beispiel: Die Bewegung des ebenen Pendels unterliegt der holonomen Zwangsbe-dingung x21 + x22 � l2 = 0.
x

O x2

1

lIn dieser Vorlesung werden nur holonome Zwangsbedingungen diskutiert. Ein ein-fahes Beispiel f�ur ein System mit niht{holonomen Zwangsbedingungen ist dasfolgende (siehe Goldstein, Mehanik).Betrahten wir eine Sheibe, die auf der horizontalen xy{Ebene rollt. Sie sei ge-zwungen, sih so zu bewegen, da� die Ebene der Sheibe stets vertikal ist. (DieSheibe k�onnte eines von zwei R�adern sein, die auf einer gemeinsamen Ahse ange-braht sind.) Zur Beshreibung der Bewegung kann man als Koordinaten die zweiKoordinaten x; y des Sheibenzentrums, einen Drehwinkel � um die Sheibenahseund einen Winkel � zwishen Sheibenahse und, sagen wir, der y{Ahse w�ahlen.
x

y

z

θ

φVertikale Sheibe, die auf einer horizontalen Ebene rollt.Infolge des Zwangs (die Sheibe rolle ohne Shlupf) ist der Betrag der Geshwindig-keit des Sheibenzentrums proportional zu _�: v = a _�, wobei a der Radius derSheibe ist, und der Geshwindigkeitsvektor steht senkreht zur Sheibenahse:_x = v os �; _y = v sin �. Kombinieren wir diese Bedingungen, so erhalten wir zweiDi�erentialgleihungen f�ur die Zwangsbedingungendx� a os � d� = 0 ;dy � a sin � d� = 0 ;



48 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIKund diese k�onnen niht integriert werden, ehe man niht das vollst�andige Problemtats�ahlih gel�ost hat. Solhe nihtintegrierbaren Zwangsbedingungen sind nurspezielle F�alle nihtholonomer Zwangsbedingungen; die Zwangsbedingungen k�onnenauh in Form von Ungleihungen auftreten.Im allgemeinsten hier betrahteten Fall liegen r holonome Zwangsbedingungenf1(x1; : : : ; xn; t) = 0 ;...fr(x1; : : : ; xn; t) = 0 (2.8)vor. Die Funktionen fk seien gen�ugend oft stetig di�erenzierbar. Wir wollen anneh-men, da� die Zwangsbedingungen unabh�angig sind, d.h. es gelteRang��fk�xl �k=1;::: ;r;l=1;::: ;n = rf�ur alle x1; : : : ; xn; t, die (2.8) erf�ullen.Vom Newtonshen Standpunkt aus gesehen signalisiert die Existenz von Zwangsbe-dingungen die Anwesenheit von sogenannten Zwangskr�aften, die daf�ur sorgen, da�die Bewegung des mehanishen Systems auf der durh (2.8) festgelegten (m�ogli-herweise zeitabh�angigen) Teilmenge des Rn verl�auft. G�abe es diese Kr�afte n�amlihniht und vershw�anden auh alle anderen Kr�afte, so w�are die Bewegung der Punk-te gleihf�ormig geradlinig und k�onnte im allgemeinen niht die Bedingungen (2.8)erf�ullen.Die Zwangskr�afte sind per Postulat idealer Natur: sie leisten keine Arbeit, d.h. sie\stehen senkreht" auf der durh (2.8) ausgezeihneten Teilmenge des Rn , auf der dieBewegung verl�auft. (Eine pr�azise Formulierung dieses Sahverhalts wird unten imd'Alembertshen Prinzip gegeben.) Bezeihnen wir die Summe der inneren und/oder�au�eren Kr�afte, die das mehanishe System antreiben, mit F und die Zwangskr�aftemit Z, so lauten die Newtonshen Bewegungsgleihungenmk�xk = Fk + Zk (k = 1; : : : ; n) : (2.9)Die Notation ist hier so gew�ahlt, da� f�ur ein System vonN Punkten im R3 (n = 3N)gilt: m1 = m2 = m3 = Masse des ersten Punkts; m4 = m5 = m6 = Masse deszweiten Punkts usw.Beispiel: Beim ebenen Pendel wirkt zus�atzlih zur Shwerkraft F = mg eineZwangskraft Z in Rihtung der Pendelahse, und zwar so, da� die VektorsummeF+ Z tangential zum Kreis des Pendels liegt.Die Beshreibung der Bewegung des Systems anhand von Koordinaten (2.9) istun�okonomish: sie erfordert mehr Koordinaten als wegen der Existenz der Zwangs-



2.4. ZWANGSBEDINGUNGEN 49
O

Z

= mF g (Schwerkraft)

F+Zbedingungen (2.8) n�otig ist, und sie involviert die (zun�ahst) unbestimmten Funk-tionen Zk. Es liegt auf der Hand, welhes Ziel man hier verfolgen sollte: man wirdversuhen, zu f = n� r Bewegungsgleihungen f�ur f verallgemeinerte Koordinaten�uberzugehen, wo die Zwangskr�afte niht mehr zur Ersheinung treten. F�ur den Fallholonomer Zwangsbedingungen l�a�t sih dieses Ziel in der Tat erreihen. Wir gebenzun�ahst die Vorshrift an, nah der man in der Praxis vorgeht, und shiken eineBegr�undung hinterher.Gebrauhsanweisung:Gegeben sei ein System mit Lagrange{Funktion L(x; _x; t); x = (x1; : : : ; xn).(A) L�ose die Bedingungen (2.8) durh die Einf�uhrung von f = n�r verallgemeiner-ten Koordinaten q = (q1; : : : ; qf ), d.h. konstruiere Funktionen 'l(q1; : : : ; qf ; t)(l = 1; : : : ; n) mit der Eigenshaft, da� die Gleihungenfk�'1(q; t); : : : ; 'n(q; t); t� = 0 (k = 1; : : : ; r)f�ur alle (q; t) 2 V � Rf �R erf�ullt sind. Die (lokale) Existenz solher Funktio-nen ist durh den Satz �uber implizit de�nierte Funktionen und die Bedingungan den Rang von ��fk�xl � gesihert.(B) De�niere die Lagrange{Funktion des Systemsmit Zwangsbedingungen, �L(q; _q; t),durh Einsetzen der Funktionen 'l in die Lagrange{Funktion L des Systemsohne Zwangsbedingungen:�L(q; _q; t) := L�'1(q; t); : : : ; 'n(q; t); _'1(q; t); : : : ; _'n(q; t); t� :Wie zuvor ist _'k(q; t) =Pfl=1 �'k�ql (q; t) _ql + �'k�t (q; t).(C) Stelle die Lagrange{Gleihungen zu �L auf:ddt � � �L� _qk� = � �L�qk (k = 1; : : : ; f) :



50 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIKDies sind die in den verallgemeinerten Koordinaten q1; : : : ; qf ausgedr�uktenBewegungsgleihungen des Lagrange{Systems mit Zwangsbedingungen.Bemerkung: Folgt man dieser Vorshrift, so sind die Zwangsbedingungen identisherf�ullt, und die Einf�uhrung von Zwangskr�aften er�ubrigt sih.Beispiel: Ebenes Pendel.Hierunter verstehen wir einen Punkt mit Masse m, der sih unter dem Einu� derShwerkraft auf einer Kreislinie im R2 bewegt, die wir o.B.d.A. als die L�osungsmengeder Gleihung x21+x22�l2 = 0 w�ahlen. Zur Implementierung dieser Zwangsbedingungemp�ehlt sih die Einf�uhrung eines Winkels � durhx1 = '1(�) = l os � ; x2 = '2(�) = l sin � :Die Lagrange{FunktionL = (m=2)( _x21+ _x22)+mgx1 reduziert sih dann zu �L(�; _�) =(m=2)l2 _�2 +mgl os �. Die Bewegungsgleihung f�ur � ist die Lagrange{Gleihungddt � �L� _� � � �L�� = 0 = ml2�� +mgl sin � :�Aquivalent gilt �� = �!2 sin �mit ! = (g=l)1=2.2.4.1 Begr�undung der GebrauhsanweisungIn diesem Abshnitt begr�unden wir, warum die Gebrauhsanweisung rihtig ist (Ar-nold, Seiten 91�.).Die Einfahheit halber betrahteten wir ein autonomes Systemmit Lagrange{FunktionL = m2 j _xj2 � U(x) ; j _xj2 = nXk=1 _x2k (2.10)und zeitunabh�angigen holonomen Zwangsbedingungenf1(x) = : : : = fr(x) = 0 : (2.11)Die Newtonshen Bewegungsgleihungen lauten in diesem Fallm�x+ gradU = Z ; (2.12)mit Z der Zwangskraft.Wir bezeihnen mit M die L�osungsmenge der holonomen Bedingungen (2.11),M := nx 2 Rn ��� fl(x) = 0; l = 1; : : : ; ro ;



2.4. ZWANGSBEDINGUNGEN 51und de�nieren zu jedem x 2 M einen linearen RaumTxM := n� 2 Rn ��� (dfl)x(�) = 0; l = 1; : : : ; ro :TxM hei�t der Tangentialraum an die di�erenzierbare Mannigfaltigkeit M imPunkt x.D'Alembertshes Prinzip: Die Zwangskraft Z steht in jedem Punkt x 2 Msenkreht auf TxM: hZ; �i = 0 f�ur alle � 2 TxM : (2.13)Hierbei ist h�; �i das vom Euklidishen R3 ererbte Skalarprodukt auf Rn : ha; bi =Pnk=1 akbk. Wir sagen auh: Zwangskr�afte leisten keine virtuelle Arbeit.Bemerkung: Das d'Alembertshe Prinzip l�a�t sih niht aus (2.11) und (2.12) de-duzieren, sondern mu� hier als zus�atzlihes physikalishes Postulat investiert wer-den. Es impliziert, da� das System auf dem durh die Zwangsbedingungen (2.11)eingeshr�ankten Kon�gurationsraum, n�amlih auf M, \ideal gleitet", da� also ins-besondere Reibungsverluste { die ja in realen Systemen immer vorliegen { ver-nahl�assigbar sind. Mit (2.12) k�onnen wir anstelle von (2.13) auh shreiben:hm�x+ gradU; �i = 0 f�ur alle � 2 TxM :Sei nun ' : V � Rf ! M; q 7! '(q) = �'1(q); : : : ; 'n(q)� die Abbildung vonShritt (A) der Gebrauhsanweisung, undT' : V � Rf � Rf ! TM(q; _q) 7! �'(q);Dq'( _q)�die zugeh�orige Tangentialabbildung. Wie in Shritt (B) bilden wir�L := L Æ T' :Satz 2.8 Sei  : [t0; t1℄ 2 R ! V; t 7! q(t) eine Kurve und ' Æ  : [t0; t1℄ !M; t 7! x(t) ihr Bild unter '. Wir shreiben q(tj) = q(j); x(tj) = x(j) (j = 0; 1).Dann sind die folgenden Aussagen zueinander �aquivalent:(i) Das Wirkungsfunktional �S() := R t1t0 �L�q(t); _q(t)�dt ist extremal in  auf derdurh q(t0) = q(0) und q(t1) = q(1) eingeshr�ankten Menge von di�erenzier-baren Kurven.(ii) Das d'Alembertshe Prinzip ist erf�ullt:hm�x+ gradU; �i = 0 f�ur alle � 2 TxM :



52 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIKBemerkung: Es wird also die �Aquivalenz des d'Alembertshen Prinzips zum Ha-miltonshen Prinzip der kleinsten Wirkung (f�ur die Bewegung auf TM) behauptet.Beweis des Satzes:Die Extremalit�at von �S in  bedeutet0 = D �S(h) := dd" t1Zt0 �L�q(t) + " h(t); _q(t) + " _h(t)� dt���"=0 :Um diese Bedingung auszuwerten, gehen wir zu ' Æ  �uber:'�q(t) + " h(t)� = x(t) + " �(t) +O("2) ;_'�q(t) + " h(t)� = _x(t) + " _�(t) +O("2) ;wobei �(t) := Dq(t)'�h(t)�. Dann entsteht:0 = D �S(h) = dd" t1Zt0 L(x+ "�; _x+ " _�) dt����"=0= dd" t1Zt0 �m2 ��� _x+ " _����2 � U(x+ "�)� dt����"=0= t1Zt0 �
m _x; _��� (dU)x(�)� dt�(t0)=�(t1)=0= � t1Zt0 hm�x+ gradU; �i dt = 0 : (2.14)Da h(t) beliebig gew�ahlt werden kann, ist auh �(t) 2 Tx(t)M beliebig. Damit folgtaus Gleihung (2.14) die �Aquivalenz von (i) und (ii). �Hiermit ist aber jetzt die Rihtigkeit der Gebrauhsanweisung gezeigt, denn ausdem Hamiltonshen Extremalprinzip f�ur �S, (i), folgen die Lagrange{Gleihungen:ddt � �L� _qk = � �L�qk (k = 1; : : : ; f) :2.5 Kleine Shwingungen(Arnold, Seiten 98�.)In diesem Abshnitt behandeln wir lineare Lagrangeshe Systeme. Solhe Systemelassen sih in geshlossener Form l�osen. (Sie sind in einem sp�ater de�nierten Sinnintegrabel.) In vielen nihtlinearen Problemen liefert eine lineare N�aherung quali-tativ rihtige oder zufriedenstellende Ergebnisse. Selbst wenn dem niht so ist, kanndie Untersuhung des linear gen�aherten Systems h�au�g ein n�utzliher Shritt aufdem Weg zum Verst�andnis des nihtlinearen Problems sein.



2.5. KLEINE SCHWINGUNGEN 532.5.1 GleihgewihtslagenBetrahte das autonome dynamishe System_x = X(x) : (2.15)Nah De�nition 1.19 hei�t ein Punkt x0 des De�nitionsbereihs von X singul�ar,wenn gilt X(x0) = 0. Da f�ur singul�ares x0 die konstante Funktion x(t) = x0 dieGleihung (2.15) l�ost, nennen wir x0 auh eine Gleihgewihtslage des dynami-shen Systems.Im folgenden besh�aftigen wir uns mit einem autonomen Lagrangeshen System mitLagrange{Funktion L = T � U : V � Rf � Rf ! R ;T = 12 fXk;l=1mkl(q) _qk _ql ; U = U(q) : (2.16)Die kinetishe Energie hat positiv zu sein: T � 0 und T = 0 , _q = 0. (Einekinetishe Energie der hier vorgegebenen niht diagonalen Form wird uns in derTheorie starrer K�orper begegnen.)Die Lagrange{Gleihungen ddt �L� _qk = �L�qk (k = 1; : : : ; f) lassen sih als ein Systemvon 2f Gleihungen erster Ordnung, also in der Form (2.15), shreiben. Hierzusetzen wir pk := �LÆ� _qk =Pfl=1mkl(q) _ql. Dann entsteht:_qk = fXl=1m�1kl (q) pl ; _pk = �L�qk (k = 1; : : : ; f) :Satz 2.9 Ein Punkt (q0; _q0) ist eine Gleihgewihtslage des durh (2.16) de�niertenLagrange{Systems genau dann, wenn gilt: _q0 = 0 und q0 ist kritisher Punkt von U .Beweis: Eine Rihtung (() ist klar. F�ur die andere Rihtung ()) shreiben wirdie Lagrange{Gleihungen in der Formddt �T� _qk = �T�qk � �U�qk (k = 1; : : : ; f) :Wegen q(t) � q0 f�ur eine Gleihgewihtslage mu� notwendig gelten _q0 = 0. F�ur_q0 = 0 vershwindet aber �T=�qk wie auh ddt �T� _qk = _pk. Deshalb ist q(t) = q0 genaudann eine L�osung, wenn gilt: (dU)q0 = 0.2.5.2 Stabilit�at von GleihgewihtslagenWir untersuhen nun die Bewegung zu Anfangsbedingungen in der N�ahe einerGleihgewihtslage.



54 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIKDefinition 2.9 Eine Gleihgewihtslage x0 eines Vektorfeldes X hei�t Liapunov{stabil, falls es in jeder Umgebung U von x0 eine Umgebung V � U von x0 gibt,soda� f�ur den Flu� �t von X gilt: �t(x) 2 U f�ur alle x 2 V; t � 0.
U

V
x 0

xEin Liapunov{stabiler Punkt x0Satz 2.10 Betrahte das Lagrange{System mit Lagrange{Funktion (2.16). Wennq0 ein striktes lokales Minimum der potentiellen Energie ist, dann ist die Gleihge-wihtslage (q0; 0) Liapunov{stabil.Beweis:Wir setzen h := U(q0). Durh geeigneteWahl von " > 0 k�onnen wir diejeni-ge Zusammenhangskomponente der Menge fqjU(q) � h+"g, die q0 enth�alt, beliebigklein mahen. Seien pk = �L=� _qk die verallgemeinerten Impulse und H := T + Udie Energie des Systems. Dann ist die entsprehende ZusammenhangskomponenteZ0 des Gebiets f(q; p)jH(q; p) � h+ "g im Phasenraum eine beliebig kleine Umge-bung des Punkts (q; p) = (q0; 0). Z0 ist aber aufgrund des Energiesatzes unter demPhasenu� invariant. Deshalb verbleibt jede Phasenbahn �q(t); p(t)� in der N�ahevon (q0; 0), wenn die Anfangsbedingung �q(0); p(0)� nahe genug bei (q0; 0) liegt.2.5.3 LinearisierungWir kehren zu dem allgemeinen System (2.15) zur�uk. Bei der Untersuhung derL�osungen von (2.15) in der N�ahe einer Gleihgewihtslage benutzen wir h�au�g einelineare Approximation. (Siehe z.B. Abshnitt 1.7 dieses Skriptes.)Taylor{Entwiklung des Vektorfeldes X um die Gleihgewihtslage x0 liefert:X(x) = Dx0X(x� x0) +O �(x � x0)2� ;und mit K := Dx0X erhalten wir f�ur y := x � x0 das linearisierte dynamisheSystem _y = Ky :Das linearisierte System hat den Vorteil, da� es linear ist und der Flu� sofort ange-geben werden kann: �t = exp tK = Id + tK + 12! t2K2 + � � � :



2.5. KLEINE SCHWINGUNGEN 55Wir m�ohten wissen, wie \gut" die Approximation ist. Falls die Gleihgewihtslagex0 Liapunov{stabil ist, verweilt die Bewegung f�ur alle Zeiten in der N�ahe von x0 (so-fern die Anfangsbedingung nahe genug bei x0 liegt), und die lineare Approximationgibt eine qualitativ rihtige Beshreibung. In Abwesenheit von Liapunov{Stabilit�atwird nur die Kurzzeitdynamik rihtig wiedergegeben.Wir wenden uns wieder dem Lagrangeshen System mit Lagrange{Funktion (2.16)zu und linearisieren um eine Gleihgewihtslage, die wir o.B.d.A. am Punkt q0 = 0w�ahlen. Dazu gen�ugt es o�ensihtlih, die kinetishe Energie T = 12Pk;lmkl(q) _qk _qldurh ihren Ausdruk f�ur q = q0 = 0 zu ersetzen,T2 = 12Xk;l Akl _qk _ql ; Akl := mkl(0) ;und die potentielle Energie quadratish zu n�ahern,U2 = 12Xk;l Bklqkql ; Bkl := �2U�qk�ql (0) :Die Matrix K des linearisierten Systems hat in diesem Fall die GestaltK = � 0 A�1�B 0 � mit A = (Akl) und B = (Bkl) ;und der Phasenu� ergibt sih zu�t = exp (tK) = osh (tK) + sinh (tK)= 0BB� os (tpA�1B) A�1 sin (tpBA�1)pBA�1�B sin (tpA�1B)pA�1B os (tpBA�1) 1CCA ;wobei ospX := 1Pn=0(�X)n=(2n)! und pX�1 sinpX = 1Pn=0(�X)n=(2n + 1)!. Einanderes Verfahren zur Konstruktion dieses Phasenusses ist Thema des n�ahstenAbshnitts.2.5.4 NormalshwingungenWir betrahten jetzt das Problem kleiner Shwingungen, d.h. Bewegungen deslinearisierten Lagrange{Systems mit Lagrange{FunktionL = T � U ; T = 12 fXk;l=1Akl _qk _ql ; U = 12 fXk;l=1Bklqkql : (2.17)Zur vollst�andigen L�osung der Lagrange{Gleihungen ist es g�unstig zu abstrahieren.Sei fe1; : : : ; efg eine Basis des Vektorraums Rf . (Beahte, da� wir hier keine Eu-klidishe Struktur auf Rf voraussetzen!) Wir de�nieren zwei quadratishe Formen



56 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIKA;B : Rf � Rf ! R durh die Forderungen:A(ek; el) = Akl und B(ek; el) = Bkl (k; l = 1; : : : ; f) :Als quadratishe Formen sindA und B symmetrish in ihren Argumenten,A(x; y) =A(y; x) und B(x; y) = B(y; x). Wir setzen x := Pfk=1 qkek und k�onnen hiermit Tund U koordinatenfrei aufshreiben:T = 12A( _x; _x) und U = 12B(x; x) :Da die kinetishe Energie positiv de�nit ist, wird durhhx; yiA := A(x; y)ein Skalarprodukt auf Rf erkl�art.Satz 2.11 Es existiert eine bez�uglih h�; �iA orthonormale Basis (~e1; : : : ~ef ), welhedie quadratishe Form B auf Diagonalgestalt bringt: B(~ek; ~el) = �kÆkl.Bemerkung: Die Zahlen �k hei�en die Eigenwerte von B relativ zu A.Beweis des Satzes: Siehe Vorlesung/Textbuh �uber lineare Algebra.Korollar 2.11.1 Die Zahlen �k sind die Nullstellen des harakteristishen Poly-noms �(�) = det �(Bkl � �Akl)�.Beweis: In der Basis ~e1; : : : ~ef gilt: (B��A)(~ek ; ~el) = (�k��)Ækl. Die Determinanteder Matrix von B � �A in dieser Basis ist somit fQk=1(�k � �), mit den Nullstellen� = �k (k = 1; : : : ; f). Das Vershwinden der Determinante ist eine Eigenshaft,die niht von der Wahl der Basis abh�angt.Korollar 2.11.2 Die Basisvektoren ~e1; : : : ; ~ef gen�ugen den Gleihungen(B � �kA)(~ek ; �) = 0 (k = 1; : : : ; f) :Beweis: Diese Aussage folgt aus (B � �kA)(~ek ; ~el) = 0 f�ur alle k; l = 1; : : : ; f undder linearen Unabh�angigkeit der ~e1; : : : ; ~ef . �Wir bezeihnen die Koordinaten von x =Pfk=1 qkek bez�uglih f~e1; : : : ; ~efg mit Q:x =Pfk=1Qk~ek. In diesen Koordinaten haben T und U die DiagonalgestaltT = 12 fXk=1 _Q2k ; U = 12 fXk=1�kQ2k :



2.5. KLEINE SCHWINGUNGEN 57Das Lagrange{System zerf�allt daher in f entkoppelte Gleihungen:�Qk = ��kQk : (2.18)F�ur jedes der eindimensionalen Systeme (2.18) gibt es drei m�oglihe F�alle:(i) � = !2 > 0; die L�osung ist Q = 1 os!t+ 2 sin!t.(ii) � = 0; die L�osung ist Q = 1 + 2t (\neutrales Gleihgewiht").(iii) � = ��2 < 0; die L�osung ist Q = 1 osh �t+ 2 sinh �t (\Instabilit�at").Zu jedem positiven Eigenwert �k = !2k > 0 gibt es also eine L�osung x(t) =(1 os!kt+ 2 sin!kt)~ek, oder in den urspr�unglihen Koordinaten q,ql(t) = (1 os!kt+ 2 sin!kt)�(k)l (l = 1; : : : ; f) ; (2.19)wobei �(k)l die Komponenten von ~ek bez�uglih fe1; : : : ; efg sind.Definition 2.10 Die periodishe Bewegung (2.19) hei�t eineNormalshwingungdes Systems mit Lagrange{Funktion (2.17), und die Zahl !k hei�t harakteristi-she Frequenz.Wir ben�utzen dieselbe Terminologie f�ur niht{positive Eigenwerte, obwohl die Be-wegung dann niht periodish ist. Damit k�onnen wir zusammenfassen:(i) Das Lagrange{Systemmit Lagrange{Funktion (2.17) hat f Normalshwingun-gen, deren Rihtungen paarweise orthogonal bez�uglih des durh die kinetisheEnergie bestimmten Skalarprodukts h�; �iA sind.(ii) Jede kleine Shwingung ist eine Summe von f Normalshwingungen.Anleitung: Gegeben sei das linearisierte Lagrange{Systemmit Lagrange{Funktion(2.17). In der Praxis geht man am besten folgenderma�en vor.(A) Berehne das harakteristishe Polynom �(�) = det �(Bkl � �Akl)� und be-stimme seine Nullstellen, � = �n (n = 1; : : : ; f).(B) F�ur jede Nullstelle �n l�ose das lineare GleihungssystemfXl=1(Bkl � �nAkl)�(n)l = 0 (k = 1; : : : ; f) :(C) Normiere (falls gew�unsht) das System von Eigenvektoren �(n)l durhfXk;l=1Akl�(m)k �(n)l = Æmn :Dann sind !n = �1=2n die harakteristishen Frequenzen, und die Vektoren ~en =Pfl=1 �(n)l el de�nieren die Rihtungen der Normalshwingungen.



58 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIK2.5.5 Beispiel: Gekoppelte Pendel mit vershiedenen Mas-sen, gleihen L�angen.
d0

q1

l l

m

q2

2
m <1

1m
2mDie Lagrange{Funktion ist:L = m12 l2 _q21 + m22 l2 _q22 �m1gl(1� os q1)�m2gl(1� os q2)� �2�d(q1; q2)� d0�2 ;wobei d(q1; q2) = l �(os q1 � os q2)2 + (d0l � sin q1 + sin q2)2�1=2. Linearisierung umdie Gleihgewihtslage q1 = q2 = _q1 = _q2 = 0 gibtL2 = m12 l2 _q21 + m22 l2 _q22 � m12 glq21 � m22 glq22 � �2 l2(q1 � q2)2 :Hieraus lesen wir die Matrizen von kinetisher und potentieller Energie ab:A = � m1l2 00 m2l2 � ; B = � m1gl+ �l2 ��l2��l2 m2gl + �l2 � :Nah kurzer Rehnung �nden wir:det(B � �A) = (m1 +m2)l2�m(g � �l)2 + �l(g � �l)� ;mit m = m1m2=(m1 +m2). Die harakteristishen Frequenzen sind:!21 = g=l ; !22 = g=l+ �=m ;und die Rihtungen der Normalshwingungen sind gegeben durh�(1) = �11� ; �(2) = � m2�m1� :

ξ(1)

q

ξ

q2

(2)

1



2.6. PARAMETRISCHE RESONANZ 592.6 Parametrishe Resonanz(Zur Theorie der Shaukel.)Wenn die Parameter eines Systems periodish von der Zeit abh�angen, dann kanneine Gleihgewihtslage instabil sein, selbst wenn sie f�ur jeden festen Wert der Pa-rameter stabil ist. Diese Instabilit�at erm�ogliht das Aufshaukeln auf z.B. einerKindershaukel, wie im folgenden gezeigt werden soll. Dazu betrahten wir deneindimensionalen, harmonishen Oszillator mit periodish variierender Frequenz,�q + !2(t)q = 0 ; !(t+ T ) = !(t) ; (2.20)oder das �aquivalente Hamiltonshe System_q = p ; _p = �!2(t)q ; !(t+ T ) = !(t) : (2.21)Gleihung (2.20) ist ein einfahes Modell f�ur die Shaukel: ein Pendel mit periodishvariierender L�ange l(t) und zugeh�origer Frequenz !(t) =pg=l(t).
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SchaukelSei �t � �t;0 der Flu� von (2.21). Da das System nihtautonom ist, gilt im allgemei-nen keine Gruppeneigenshaft: �tÆ�s 6= �t+s. Jedoh gilt aufgrund der Periodizit�at:�T Æ�t = �T+t. Hieraus folgt insbesondere �nT = (�T )n. Beahte auh, da� �t linearist: �t(q; p) = (atq + btp; tq + dtp). Wir shreiben Jt := � at btt dt �.Satz 2.12 (Spezialfall des Liouvilleshen Satzes) Der Flu� �t ist �ahen-treu, d.h. R�t(A) dqdp = RA dqdp.
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60 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIKBeweis: Setze 
(t) := R�t(A) dqdp. Dann gilt nah dem Transformationssatz: 
(t) =det Jt � RA dqdp. Bis zur linearen Ordnung in t gilt:�t(q; p) = �q + pt; p� !2(0)qt�+O(t2) :Deshalb ist Jt = � 1 t�!2(0)t 1 �+O(t2)und det Jt = 1+O(t2). Es folgt: ddt
(t)���t=0 = 0. Der Zeitpunkt t = 0 ist aber durhnihts ausgezeihnet, und mit der gleihen Argumentation zeigt man: ddt
(t)���t=t0 =0. Folglih ist 
(t) = 
(0) = onst.Korollar 2.12.1 �T ist �ahentreu.Nun ist die Gleihgewihtslage (q; p) = (0; 0) ein Fixpunkt des Flusses �t: �t(0; 0) =(0; 0). Wir fragen nah der Stabilit�at dieser Gleihgewihtslage.Satz 2.13 Sei A eine lineare, �ahentreue Abbildung R2 ! R2 . Dann ist die Ab-bildung stabil1, falls jtrAj < 2, und instabil, falls jtrAj > 2.Beweis: Seien �1 und �2 die Eigenwerte von A. Sie gen�ugen der harakteristishenGleihung �2��(trA)+detA = 0. Da A �ahentreu ist, gilt detA � 1. Die Wurzelnder quadratishen Gleihung ergeben sih somit zu�1;2 = 12 �trA�p(trA)2 � 4� :F�ur jtrAj > 2 liegen zwei reelle Eigenwerte vor, einer dem Betrag nah kleiner alsEins, der andere dem Betrag nah gr�o�er als Eins. Die Abbildung ist dann instabil.
λ 21λ

C

|λ|=1

F�ur jtrAj < 2 liegen die Eigenwerte auf dem Einheitskreis in der komplexen �{Ebene: 1 = �1 � �2 = �1��1. Die Abbildung ist in diesem Fall stabil. �1Eine lineare Abbildung A eines normierten Vektorraums hei�t stabil, wenn zu jedem " > 0ein Æ > 0 existiert, so da� unter der Voraussetzung jxj < Æ gilt: jAnxj < " f�ur alle n 2 N.



2.6. PARAMETRISCHE RESONANZ 61
= e iα

C

α

1λ

2λ = e-i αWir erinnern an �nT = (�T )n und bezeihnen die Matrix der linearen Abbildung�T mit JT . Nah Satz 2.13 reduziert sih die Stabilit�atsanalyse auf die Berehnungvon trJT . Diese Berehnung l�a�t sih nur in Spezialf�allen explizit durhf�uhren.Wir betrahten hier den Grenzfall einer shwahen St�orung, !(t) = �1 + "f(t)�!,f(t) = f(t+ T ), " klein. In diesem Fall gewinnt man bereits durh die Betrahtungdes zeitunabh�angigen Systems (" = 0) eine wesentlihe Einsiht. F�ur " = 0 ist�T (q; p) = (q os!T + p! sin!T;�q! sin!T + p os!T ), undJT = � os!T (1=!) sin!T�! sin!T os!T � :Man sieht: jtrJT j = 2j os!T j � 2. Da jtrJT j stetig von " abh�angt, hat jeder Punkt(T; 0) in der T"{Ebene mit 0 < T 6= �n! (n 2 N) eine o�ene Umgebung, in derjtrJT j < 2 gilt. Man spriht dann von starker Stabilit�at.F�ur !T = �n (n 2 N) kann jedoh bereits eine in�nitesimale St�orung zu jtrJT j > 2,also zu Instabilit�at, f�uhren. Dies sieht man explizit im folgendenBeispiel: Sei f(t) = � +1=! f�ur 0 < t < T=2 ;�1=! f�ur T=2 < t < T :So rukartig shaukelt kein Kind, aber das Ergebnis ist qualitativ dasselbe.Aus dem obigen Ergebnis sehen wir:JT = A2A1 ; Ak = � os!kT=2 (1=!k) sin!kT=2�!k sin!kT=2 os!kT=2 � (k = 1; 2) ;mit !1 = ! + "; !2 = ! � ". Der Rand der stabilen Zone ist die L�osungsmenge derGleihung2 = jtrJT j = ����2 os!1T=2 � os!2T=2� �!1!2 + !2!1� sin!1T=2 � sin!2T=2���� :Nah einigen Umformungen entsteht hieraus die Gleihung��!2 os!T � "2 os "T �� = !2 � "2 :



62 KAPITEL 2. LAGRANGE{MECHANIKF�ur die Funktionen T 7! "(T ), deren Graphen in der T"{Ebene mit dem Rand derstabilen Zone �ubereinstimmen, erhalten wir durh Entwiklung um !T = n�"(T ) = �!2 (!T � n�)im Fall von ungeradem n und"(T ) = �p!=T �pj!T � n�jim Fall von geradem n.Die Zonen der Instabilit�at sind in der folgenden Figur shraÆert:
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In realen Systemen mit D�ampfung durh Reibungsverluste beobahtet man Insta-bilit�at (\parametrishe Resonanz") meist nur f�ur n = 1; 2, selten f�ur n = 3.



Kapitel 3Starre K�orperIn diesem Kapitel studieren wir die Kinematik und die Dynamik starrer K�orper.Insbesondere untersuhen wir den kr�aftefreien und den shweren symmetrishenKreisel mit Fixpunkt.3.1 Exkurs �uber die DrehgruppeSei R3 der dreidimensionale Euklidishe Vektorraum mit Skalarprodukt h�; �i. AufR3 werde durh das Vektorprodukt ^ : R3 � R3 ! R3 eine Orientierung festgelegt(\Rehte{Hand{Regel").Definition 3.1 Die spezielle orthogonale Gruppe (oder: eigentlihe Drehgruppe) indrei Dimensionen, SO(3), ist die Invarianzgruppe des Tripels (R3 ; h�; �i ;^); d.h. dieElemente von SO(3) sind lineare Abbildungen R : R3 ! R3 , die das Skalarproduktinvariant lassen, hRv;Rwi = hv; wi, und die Orientierung erhalten: R(v ^ w) =Rv ^ Rw.Wir erinnern an einige De�nitionen aus der linearen Algebra.(i) Sei V ein n{dimensionaler reeller Vektorraum und Q : V � V � : : :� V| {z }n mal ! Reine Volumenform. Dann ist die Determinante einer linearen AbbildungA : V ! V de�niert durh:Q(Av1; Av2; : : : ; Avn) = Q(v1; v2; : : : ; vn) � detA :detA ist unabh�angig von der gew�ahlten Volumenform Q.(ii) Sei V ein reeller Vektorraum und h�; �i ein Skalarprodukt auf V . Dann ist diezu einer linearen Abbildung A : V ! V adjungierte Abbildung AT : V !V de�niert durh:hv1; Av2i = 
AT v1; v2� f�ur alle v1; v2 2 V :63



64 KAPITEL 3. STARRE K�ORPERGilt AT = A (AT = �A), so hei�t A symmetrish (shief).Satz 3.1 Sei R eine lineare Abbildung: R3 ! R3 . Dann gilt:R 2 SO(3), � (i) RRT = Id ;(ii) detR = 1 :Beweis:()) Sei also R 2 SO(3).(i) Es gilt: hv;Rwi = 
RT v; w� = 
RRT v;Rw�. Da v und w beliebig sind, folgtRRT = Id.(ii) Betrahte die durh das Spatprodukt gegebene VolumenformQ : R3 � R3 � R3 ! R ;(a; b; ) 7! Q(a; b; ) = ha; b ^ i :Es gilt:Q(Ra;Rb;R) = hRa;Rb ^ Ri = hRa;R(b ^ )i = ha; b ^ i = Q(a; b; ) :Folglih ist detR = 1.(() Durh R�ukw�artslesen derselben Argumentation.Bemerkung:Da R3 endlihe Dimension hat, istRRT = Id �aquivalent zu R�1 = RTund RTR = Id.Sei nun fe1; e2; e3g eine orientierte Orthonormalbasis von R3 . Orientiert soll hierhei�en, da� gilt: e1^e2 = e3 und somitQ(e1; e2; e3) = he1; e2 ^ e3i = +1. Eine solheBasis nennen wir kanonish. Die KoeÆzienten eines Elements R 2 SO(3) bez�ugliheiner fest gew�ahlten kanonishen Basis bezeihnen wir mit Rkl := hek; Reli und diezugeh�orige Matrix mit R := �Rkl�.(Ahtung! Wir notieren lineare Abbildung und ihre Matrix bez�uglih der kanoni-shen Basis mit demselben Symbol. Es kann aber keine Verwirrung entstehen: inder Gleihung w = Rv ist die lineare Abbildung gemeint und v; w sind abstrakteVektoren; in der Gleihung w = Rv ist die Matrixdarstellung gemeint und v;wsind die Spaltenvektoren bez�uglih der kanonishen Basis.)Die in Satz 3.1 behaupteten Eigenshaften (i) und (ii) �ubertragen sih auf die Ma-trixdarstellung eines Elements R 2 SO(3), d.h. es gilt:(R�1)kl = (RT )kl = Rlk und det �Rkl� = 1 :



3.1. EXKURS �UBER DIE DREHGRUPPE 65Satz 3.2 Gegeben sei eine Kurve (�"; ") ! SO(3), t 7! Rt. Dann ist die durhA := � ddtRt�R�1t ���t=0 de�nierte lineare Abbildung A : R3 ! R3 shief.Beweis: Wir di�erenzieren die Identit�at Id = RtR�1t nah t an der Stelle t = 0und erhalten: 0 = _Rt=0R�1t=0 +Rt=0 ddtR�1t ���t=0 :Hiermit berehnen wir nun ausgehend von A = _R0R�10 die adjungierte Abbildung:AT = (R�10 )T _RT0 = R0 ddtR�1t ���t=0 = � _R0R�10 = �A :Bemerkung: Der Zeitpunkt t = 0 ist o�ensihtlih durh nihts ausgezeihnet, undeine entsprehende Aussage gilt daher auh f�ur irgendein t = t0 2 (�"; ").Satz 3.3 Sei A : R3 ! R3 linear und shief. Dann existiert ein Vektor a 2 R3 , soda� Av = a ^ v f�ur alle v 2 R3 :Beweis (konstruktiv): Wir stellen A und v in der kanonishen Basis fe1; e2; e3g dar:�Akl� = 0� 0 �a3 a2a3 0 �a1�a2 a1 0 1A ; v = 3Xk=1 vkek ; v = 0� v1v2v3 1A :Man sieht sofort: Av = 0� a2v3 � a3v2a3v1 � a1v3a1v2 � a2v1 1A :Die rehte Seite erkennt man als das Vektorprodukt von a := 0� a1a2a3 1A mit v:Av = a ^ v :Wenn wir also a 2 R3 de�nieren durh a := P3k=1 akek, dann ist dies gerade derVektor, dessen Existenz zu zeigen war. �Die Rehnung im Beweis von Satz 3.3 legt die Einf�uhrung dreier MatrizenJ1 := 0� 0 0 00 0 �10 1 0 1A ; J2 := 0� 0 0 10 0 0�1 0 0 1A ; J3 := 0� 0 �1 01 0 00 0 0 1Anahe. Hiermit k�onnen wir den Zusammenhang zwishen einer shiefen Matrix Aund dem ihr zugeordneten Spaltenvektor a auh folgenderma�en aufshreiben:A = 3Xk=1 akJk :Die Matrizen Jk (k = 1; 2; 3) hei�en ein Satz von Generatoren der Drehgruppe.



66 KAPITEL 3. STARRE K�ORPERSatz 3.4 Jedes Element R 2 SO(3) hat einen invarianten Vektor v: Rv = v.Beweis: Betrahte das harakteristishe Polynom�(�) = det(R � � � Id) = ��3 + � � �+ detR| {z }=1 :Aus �(0) = +1 und �(+1) = �1 folgt aufgrund der Stetigkeit von �(�) dieExistenz (mindestens) eines Eigenwerts im Intervall (0;1). Sei � dieser Eigenwert:Rv = �v. Da gilt: hv; vi = hRv;Rvi = �2 hv; vi, folgt � = �1 und wegen � 2 (0;1):� = +1.Satz 3.5 Der Raum der invarianten Vektoren eines Elements R 2 SO(3); R 6= Id,ist eindimensional.Beweis (durh Widerspruh): Seien a; b zwei linear unabh�angige invariante Vekto-ren: Ra = a und Rb = b. Die Gerade (a; b)? := f 2 R3 j h; ai = h; bi = 0g ist dannebenfalls unter R invariant, weshalb � 2 R und  2 R3 existieren, so da� R = �.Wegen detR = 1 folgt � = 1 und somit R = Id, im Widerspruh zur Voraussetzung.Definition 3.2 Wir nennen den Raum der invarianten Vektoren von R 6= Id dieDrehahse von R.Wie l�a�t sih die Drehahse zu einem vorgegebenen R �nden? Dazu betrahtet mandie lineare Abbildung 
 := 12 (R � RT ). Da 
 shief ist, existiert nah Satz 3.3 einVektor !, so da� gilt: 
v = ! ^ v.Satz 3.6 Die invarianten Vektoren v von R 2 SO(3); R 6= R�1, sind Vielfahe desVektors ! : v = �! (� 2 R).Beweis: Sei v ein invarianter Vektor von R : Rv = v. Es gilt dann auh v = R�1v,und somit folgt 
v = 12 (R � R�1)v = 12 (v � v) = 0 = ! ^ v. Also ist v zu !parallel. �Bez�uglih einer adaptierten orientierten Orthonormalbasis f~e1; ~e2; ~e3g mit ~e3 :=!=j!j (Einheitsvektor in Rihtung der Drehahse) hat die Matrixdarstellung ~R :=� h~ek; R~eli � von R die Gestalt:~R = 0� os' � sin' 0sin' os' 00 0 1 1A : (3.1)Dies repr�asentiert eine Drehung um die !{Ahse um denWinkel', immathematishpositiven Sinn.Neben (3.1) ben�otigen wir auh noh eine basisunabh�angige Darstellung von R.



3.1. EXKURS �UBER DIE DREHGRUPPE 67Satz 3.7 Sei R 2 SO(3) eine Drehung um die !{Ahse mit Drehwinkel ', und seie := ~e3 = !=j!j. Dann operiert R wie Rv = he; vi e+(v�he; vi e) os'+ e^v sin'.Beweis: Betrahte die folgende Figur:
v

e

<e,v>e

v-<e,v>ee^v zeigt in die Zeihenebene hinein und hat dieselbe L�ange wie v�he; vi e, n�amlih�jvj2 � j he; vi j2�1=2. Nun ist v = he; vi e + (v � he; vi e), und mit Re = e undR(v � he; vi e) = (v � he; vi e) os'+ (e ^ v) sin' folgt die Behauptung. �Die Drehungen zu fester Drehahse e; R'e, bilden eine einparametrige Untergruppevon SO(3): R'1e ÆR'2e = R('1+'2)e : (3.2)Dies ist anshaulih klar und folgt rehnerish leiht aus (3.1).Shlie�lih etablieren wir noh einen alternativen Ausdruk f�ur R. Wir setzen ! :='e und shreibenR! f�ur R'e. Wir erinnern an Satz 3.3, dessen Aussage sih o�enbarauh umkehren l�a�t: jedem Vektor wird durh 
v := ! ^ v eine shiefe lineareAbbildung 
 : R3 ! R3 zugeordnet. Wir shreiben 
 � C! .Satz 3.8 Es gilt R! = expC!.Beweis: Nah (3.2) gen�ugt R'e der Di�erentialgleihungdd'R'e = 
R'e mit 
 = dd'R'e���'=0 :Aus der Aussage von Satz 3.7 erh�alt man durh Di�erenzieren von R'ev nah ' ander Stelle ' = 0: 
v = e ^ v = Cev :Derselben Di�erentialgleihung gen�ugt aber expC'e, denn:dd' expC'e = � dd'C'e� expC'e = Ce expC'e :Da R0 = expC0 = Id, folgt mit dem Eindeutigkeitssatz f�ur gew�ohnlihe Di�erenti-algleihungen (Satz 1.6) die Behauptung.



68 KAPITEL 3. STARRE K�ORPER3.2 Kinematik des starren K�orpersWir betrahten im folgenden zwei mathematishe Idealisierungen realer K�orper, diewir den starren K�orper nennen:(A) Ein System von N Punkten mit Massen m1;m2; : : : ;mN , deren Abst�andekonstant sind.(B) Eine starre Massenverteilung �.
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(A) (B)Die GesamtmasseM ist im Fall (A): M =PNi=1mi, im Fall (B): M = RR3 �.Sei E3 der dreidimensionale Euklidishe Raum und R3 sein Di�erenzraum. ZurBeshreibung der Bewegung des starren K�orpers f�uhren wir in (E3;R3 ; h�; �i ;^)zwei kartesishe Koordinatensysteme ein:

e1

e1O

e3

e2

O
e2

e3

(i) Ein raumfestes Koordinatensystem: K = fO; e1; e2; e3g. K sei ein Inertial-system, d.h. in Abwesenheit von Kr�aften sei die Bewegung eines K�orpers bzgl.K geradlinig und gleihf�ormig.(ii) Ein k�orperfestes Koordinatensystem: K 0 = fO0 ; e01; e02; e03g, das mit demstarren K�orper fest verbunden ist.Manhmal wird es sih als g�unstig erweisen, O0 als den Shwerpunkt des starrenK�orpers zu w�ahlen. Au�erdem sollen fe1; e2; e3g und fe01; e02; e03g gleih orientiertsein (Rehte{Hand{Regel).



3.2. KINEMATIK DES STARREN K�ORPERS 69Wir dr�uken K 0 durh K aus:O0 = O + u (u 2 R3 ) ; e0k = Rek (k = 1; 2; 3; R 2 SO(3)) : (3.3)O�ensihtlih wird durh die Angabe von K 0 bez�uglih K die Lage des starrenK�orpers bez�uglih K vollst�andig festgelegt. Im allgemeinen bewegt sih K 0 relativzu K. Die Beziehungen (3.3) sind dann zeitabh�angig. Wir shreiben u � u(t); R �R(t); O0 � O(t); e0k � ek(t) und haben hiermit:O(t) �O = u(t) ; ek(t) = R(t)ek (k = 1; 2; 3) :Ohne Verlust an Allgemeinheit w�ahlen wir K = K 0 zur Zeit t = 0; d.h. u(0) =0; R(0) = Id; ek(0) = ek; O(0) = O.Betrahte nun einen ausgew�ahlten, mit dem starren K�orper fest verbundenen Punkt.Einen solhen Punkt nennen wir hier einen Aufpunkt. Der Aufpunkt be�nde sihzur Zeit t = 0 am Ort A(0) 2 E3. Wir m�ohten wissen, an welhem Ort A(t) ersih dann zum Zeitpunkt t be�ndet. Da die Zeitentwiklung des den Aufpunkt undden Koordinatenursprung verbindenden Di�erenzvektors A(t) � O(t) verm�oge derDe�nition von R(t) durhA(t)�O(t) = R(t)�A(0)�O(0)� ; (3.4)gegeben ist, lautet die AntwortA(t) = O +R(t)�A(0)�O(0)�+ u(t) :Um den entsprehenden Koordinatenausdruk aufzustellen, shreiben wir:(i) A(t) �O =P3k=1 qk(t)ek , d.h. q = (q1; q2; q3) sind die Koordinaten des Auf-punkts bez�uglih K.(ii) A(t) � O(t) =P3k=1 x0kek(t), d.h. x0 = (x01; x02; x03) sind die Koordinaten desAufpunkts bez�uglih K 0.(iii) O(t) � O = P3k=1Qk(t)ek, d.h. Q = (Q1; Q2; Q3) sind die Koordinaten vonO0 = O(t) bez�uglih K.Beahte, da� x0 niht von der Zeit abh�angt. Der Aufpunkt ist ja mit dem starrenK�orper fest verbunden, und K 0 ist ein k�orperfestes Koordinatensystem.Mit A(t) � O = �A(t) � O(t)� + �O(t) � O� und el(t) = R(t)el = Pk ekRkl(t)erhalten wir die Beziehungqk(t) = Qk(t) + 3Xl=1 Rkl(t)x0l ;



70 KAPITEL 3. STARRE K�ORPERoder in Matrixshreibweise: q(t) = Q(t) +R(t)x0 : (3.5)Das Paar �Q(t); R(t)� de�niert zu jeder festen Zeit t ein Element der EuklidishenBewegungsgruppe (siehe das Ende von Abshnitt 1.3) durhx0 7! g(x0) = Q+Rx0 :Merke: Der Kon�gurationsraum (= Raum der verallgemeinerten Koordinaten)des starren K�orpers ist die Euklidishe Bewegungsgruppe. Er ist sehsdimensional.3.2.1 WinkelgeshwindigkeitWir setzen x(t) := A(t) � O(t), x := A(0) � O(0), und shreiben hiermit (3.4) inder Form x(t) = R(t)x :Di�erenzieren nah der Zeit gibt_x(t) = _R(t)x = � _R(t)R�1(t)�x(t) :Nah Satz 3.2 ist _RR�1 shief. Nah Satz 3.3 existiert daher ein Vektor !(t) 2 R3 ,so da� _x(t) = !(t) ^ x(t) : (3.6)Dieses Ergebnis k�onnen wir auh folgenderma�en formulieren.Satz 3.9 Ein starrer K�orper rotiere um einen raumfesten Punkt O0. Dann existiertzu jedem Zeitpunkt eine momentane Drehahse, n�amlih eine Gerade durh O0 (die!{Ahse) mit der Eigenshaft, da� sih alle auf ihr liegenden Punkte momentan inRuhe be�nden. Die Geshwindigkeit aller �ubrigen Punkte steht auf dieser Geradensenkreht und ist zum Abstand von ihr proportional.Der Vektor !(t) hei�t diemomentane Winkelgeshwindigkeit. Die Komponen-ten von ! bez�uglih fe1; e2; e3g bezeihnen wir mit ! = (!1; !2; !3). Man erh�alt sieaus Dek; _RR�1elE = 3Xi=1 !i(Ji)kl :Die Komponenten von ! bez�uglih fe01; e02; e03g, !0 = (!01; !02; !03), erh�alt man ausDe0k; _RR�1e0lE = Dek; R�1 _Rel E = 3Xi=1 !0i(Ji )kl : (3.7)



3.3. TR�AGHEITSTENSOR 71Wegen ! =Pk !kek =Pl !0le0l und e0l = Rel =Pk ekRkl gilt !k =Pl Rkl!0l oderin Matrixshreibweise ! = R!0 :3.3 Tr�agheitstensorBetrahte die mathematishe Idealisierung (A). F�ur die Koordinaten und Geshwin-digkeiten des i{ten Punkts des starren K�orpers gilt nah Gleihungen (3.5) und (3.6)von Abshnitt 3.2: qi (t) = Q(t) +R(t)x0i ;_qi(t) = _Q(t) + !(t) ^ xi(t) ; (3.8)wobei xi (t) = R(t)x0i.Zentral f�ur die Theorie des starren K�orpers ist der Begri� des Tr�agheitstensors. Umihn einzuf�uhren, betrahten wir zun�ahst (3.8) f�ur _Q = 0, d.h. O0 sei bez�uglih K�xiert. Die kinetishe Energie des starren K�orpers ist dannT = 12 NXi=1mi _q2i = 12Xi mi(! ^ xi)2 :Mit der Identit�at (a ^ b)2 = a2b2 � (a � b)2 formen wir T um in:T = 12 3Xk;l=1 Ikl!k!l ; (3.9)wobei Ikl = NXi=1mi �jxij2Ækl � (xi)k(xi)l� : (3.10a)F�ur eine kontinuierlihe Massenverteilung istIkl = ZR3 �(x) �jxj2Ækl � xkxl� d3x : (3.10b)Wir de�nieren eine quadratishe Form I : R3 �R3 ! R durh I(ek; el) = Ikl. Damithaben wir einen basisunabh�angigen Ausdruk f�ur T :T = 12I(!; !) :Definition 3.3 Die durh I : R3�R3 ! R; (!; �) 7! I(!; �) erkl�arte quadratisheForm hei�t der Tr�agheitstensor des starren K�orpers relativ zu O0.



72 KAPITEL 3. STARRE K�ORPERMitteilung: Mathematish pr�azise gesprohen ist I eine linksinvariante quadrati-she Form auf dem Tangentialb�undel von SO(3), siehe z.B. Arnold, Appendix 2.Satz 3.10 Dreht sih ein starrer K�orper, der am Punkt O0 �xiert ist, mit Winkel-geshwindigkeit ! = j!je um die e{Ahse, so hat er die kinetishe EnergieT = 12Iej!j2 ;wobei Ie = NPi=1mi r2i und ri der Abstand des i{ten Punkts von der e{Ahse ist.
.

O

mi

ri

ω=|ω|e

Beweis: Da I basisunabh�angig de�niert ist, gen�ugt es, den Satz speziell f�ur ! =j!je3 zu beweisen. In diesem Fall folgt aber aus (3.9) und (3.10a) sofort T =Ie3 j!j2=2 mit Ie3 = I33 = PNi=1mi�jxi j2 � (xi )23� = Pimi�(x1i )2 + (x2i )2 =Pimi r2i .Wir fragen nun, wie sih I �andert, wenn wir den Koordinatenursprung O0 vershie-ben.Satz 3.11 (Steiner) Ist O0 der Shwerpunkt des starren K�orpers, so transfor-miert sih der Tr�agheitstensor I unter einer Translation O0 7! O0 � a gem�a�I 7! I +m�jaj2 h�; �i � ha; �i2� :Beweis:Aus A�O0 =Pk xkek und a =Pk akek folgtA�(O0�a) =Pk(xk+ak)ek,d.h. unter einer Translation O0 7! O0 � a �andern sih die Koordinaten xi einesAufpunkts bez�uglih fO0; e1; e2; e3g wie: xi 7! xi + a. F�uhren wir diese Transfor-mation in (3.10a) durh und ben�utzen, da� per De�nition des Shwerpunkts gilt:PNi=1mixi = 0, so �nden wir:Ikl 7! Ikl +m �jaj2Ækl � akal� :



3.3. TR�AGHEITSTENSOR 73Dies ist aber gerade der Koordinatenausdruk des behaupteten Transformationsge-setzes f�ur I . �Da sih der starre K�orper im allgemeinen relativ zu K dreht, sind die Ikl(t) i.a.von der Zeit abh�angig. Die KoeÆzienten von I bez�uglih der k�orperfesten Basisfe01; e02; e03g sind hingegen zeitunabh�angig:I 0kl := I(e0k; e0l) = onst :Aus I 0kl = I(Rek; Rel) =Pm;n ImnRmkRnl sieht man mit Pk RmkRjk = Æjm, da�die KoeÆzienten Ikl und I 0kl folgenderma�en zusammenh�angen:Ikl =Xm;nRkmRlnI 0mn :Wir sagen auh: der Tr�agheitstensor transformiert sih wie ein Tensor zweiterStufe.Wir w�ahlen die Basisvektoren e01; e02; e03 ab jetzt so, da� der Tr�agheitstensor in dieserBasis diagonal ist: I(e0k; e0l) = I 0kÆkl :Definition 3.4 Die Zahlen I 0k (k = 1; 2; 3) hei�en die Haupttr�agheitsmomen-te, die Vektoren e0k (k = 1; 2; 3) die Haupt(tr�agheits)ahsen des starren K�orpers.Bemerkung: Sind mindestens zwei der Haupttr�agheitsmomente gleih, so sind dieHaupttr�agheitsahsen niht eindeutig bestimmt.Beispiele: Siehe �Ubungen.Definition 3.5 Den starren K�orper mit Haupttr�agheitsmomenten I 01 6= I 02 6= I 03 6=I 01 (I 01 = I 02 6= I 03; I 01 = I 02 = I 03) nennen wir den unsymmetrishen Kreisel(symmetrishen Kreisel; Kugelkreisel).Wir erinnern uns an Gleihung (3.8) und legen O0 jetzt in den Shwerpunkt desstarren K�orpers.Satz 3.12 Die kinetishe Energie T des starren K�orpers hat die ZerlegungT = Tt + Tr ;wobei Tt = 12M _Q2 die kinetishe Energie der Translationsbewegung des Shwer-punkts und Tr = 12 I(!; !) die kinetishe Energie der Drehbewegung um den Shwer-punkt ist.



74 KAPITEL 3. STARRE K�ORPERBeweis: T = 12Pimi _q2i = 12Pimi( _Q+!^xi)2 = (M=2) _Q2+ _Q�(! ^Pimixi)+12Pimi(! ^ xi)2 = Tt + Tr. Der Mishterm vershwindet wegen Pimixi = 0 perDe�nition des Shwerpunkts.Satz 3.13 Der Drehimpuls L des starren K�orpers relativ zu O hat die ZerlegungL = Lt + Lr ;wobei Lt der Drehimpuls des Shwerpunkts relativ zu O und Lr der Drehimpuls desstarren K�orpers relativ zum Shwerpunkt ist.Beweis: Wir rehnen wieder in Komponenten bzgl. K:L = Xi miqi ^ _qi =Xi mi(Q+ xi) ^ ( _Q+ _xi)= mQ ^ _Q+Xi mixi ^ _xi = Lt + Lr :Auh hier vershwinden die Mishterme wegenPimixi =Pimi _xi = 0. �Mit a^(b^) = b(a�)�(a�b) k�onnen wir Lr =Pimixi^ _xi =Pimixi^(!^xi)auh noh etwas anders shreiben:Lr =Xi mixi ^ (! ^ xi) =Xi mi �jxij2! � (xi � !)xi� :In basisunabh�angiger Notation lautet dieses Ergebnis:hLr; �i = I(!; �) :3.4 Der freie Kreisel: geometrishe KonstruktionIn Abwesenheit �au�erer Kr�afte bewegt sih der Shwerpunkt des starren K�orpersgeradlinig und gleihf�ormig: �Q = 0. Deshalb gilt:ddtTt = 0 ; ddtLt = 0 :Aus den Erhaltungss�atzen f�ur Energie und Drehimpuls folgt dann:ddtTr = ddt (T � Tt) = 0 ; ddtLr = ddt (L� Lt) = 0 :F�ur die folgende Diskussion ist es geshikt, die Koordinatenurspr�unge von K undK 0 identish zu w�ahlen, d.h.Q(t) � 0. Dann ist Tt = 0; Lt = 0 und Tr = T; Lr = L.In diesem Fall lassen sih Energiesatz und Drehimpulssatz,2T = I(!; !) = h!;Li = onst ;hL; �i = I(!; �) = (dT )! = onst ; (3.11)(3.12)



3.4. DER FREIE KREISEL: GEOMETRISCHE KONSTRUKTION 75in der folgenden Weise geometrish deuten.Wir nennen die L�osungsmenge der Gleihung 2T = Pk;l Ikl(t)!k(t)!l(t) = onstf�ur ! das \Energieellipsoid". Das Zentrum des Energieellipsoids identi�zieren wiro.B.d.A. mit dem Shwerpunkt des starren K�orpers, der gleihzeitig der Ursprungvon K und K 0 ist.Nah Gleihung (3.11) liegt die Spitze des Vektors ! (d.h. der Punkt O + !) zumeinen in der durh h!(t); Li = onst festgelegten Ebene, P , und zum anderen aufdem Energieellipsoid,E. Da L nah (3.12) niht von der Zeit abh�angt, ist P raumfestund wird als die \invariable Ebene" bezeihnet.Wie liegen nun invariable Ebene und Energieellipsoid relativ zueinander? Nah(3.12) steht L = grad!T auf der Tangentialebene zum Energieellipsoid im PunktO + ! senkreht. Deshalb ber�uhren sih P und E in genau einem Punkt, n�amlihO + !:
EPolkurve

Spurkurve

P

O

O+ ω(t)

LBeahte auh, da� die Ahsen des Energieellipsoidsmit den Hauptahsen des starrenK�orpers zusammenfallen. Da !(t) in Rihtung der momentanen Drehahse durh Ozeigt, ist !(t) momentan in Ruhe und es gilt:Satz 3.14 (Poinsot) Das Energieellipsoid rollt ohne Shlupf auf der invariablenEbene.Die Kurve, die durh den Ber�uhrungspunkt auf dem Energieellipsoid beshriebenwird, hei�t Polkurve. Die entsprehende Kurve auf der invariablen Ebene nenntman Spurkurve.Bei gegebenen Anfangsbedingungen ist es ein rein geometrishes Problem, Spurkur-ve und Polkurve zu bestimmen. Damit kennt man die Bahn t 7! O+!(t), ohne denzeitlihen Verlauf zu kennen.Mitteilung:Wie nah der analytishen L�osung in 3.5 klar sein wird, ist die Polkurvegeshlossen, w�ahrend die Spurkurve im allgemeinen niht geshlossen ist. F�ur den



76 KAPITEL 3. STARRE K�ORPERsymmetrishen Kreisel ist das Energieellipsoid ein Rotationsellipsoid. Polkurve undSpurkurve sind in diesem Fall Kreise. Auh diese werden wir bei der analytishenL�osung noh genauer besprehen.3.5 Die Eulershen GleihungenAls Ausgangspunkt f�ur die Herleitung der Eulershen Bewegungsgleihungen desstarren K�orpers benutzen wir den Impulssatz 1.2 und den Drehimpulssatz 1.3,M �Q = F(ext) ; _L = D ;wobei F(ext) die Summe der �au�eren Kr�afte und D das gesamte Drehmoment relativzu O ist. Aus der De�nition von Lt folgt:_Lt =MQ ^ �Q = Q ^ F(ext) =: Dt ;und daher mit qi = Q+ xi auh _Lr = Dr, wobei Dr =Pi xi ^ F(ext)i die Summeder Drehmomente relativ zum Shwerpunkt O0 ist. Die GleihungenM �Q = F(ext)_Lr = Dr (3.13)(3.14)sind ein System von sehs Di�erentialgleihungen zweiter Ordnung in t f�ur die verall-gemeinerten Koordinaten des starren K�orpers, n�amlih f�ur das Element (Q(t); R(t))der Euklidishen Bewegungsgruppe.Es ist zwekm�a�ig, (3.14) ins k�orperfeste System umzushreiben. Betrahte dazu:_Lr = ddt (RL0r) = _RL0r +R _L0r = R(R�1 _RL0r + _L0r) :Mit Dr =: RD0r und R�1 _RL0r = !0 ^ L0r erhalten wir dann die Eulershe Glei-hung: _L0r + !0 ^ L0r = D0r : (3.15)Aus hLr; �i = I(!; �) folgt L0r;k = I 0k!0k (k = 1; 2; 3), wobei I 0k die Haupttr�agheits-momente des starren K�orpers bez�uglih seines Shwerpunkts sind. �Aquivalent zu(3.15) gelten damit in Komponenten die GleihungenI 01 _!01 + !02!03(I 03 � I 02) = D0r;1 und zyklish : (3.16)Dies sind drei nihtlineare Di�erentialgleihungen erster Ordnung in der Zeit f�ur!0 = (!01; !02; !03). Das Gleihungssystem (3.13) und (3.16) ist unter Hinzunahme



3.5. DIE EULERSCHEN GLEICHUNGEN 77der Gleihungen R�1(t) _R(t) = Pk !0k(t)Jk (siehe (3.7) von Abshnitt 3.2.1), ausdenen f�ur vorgegebenes !0(t) die Kurve t 7! R(t) bestimmt werden kann, demSystem (3.13){(3.14) �aquivalent.Wir spezialisieren wieder zum kr�aftefreien Fall: F(ext) = 0 und Dr = 0 undw�ahlen wie in Abshnitt 3.4: O � O0 = Shwerpunkt des starren K�orpers, d.h.Q(t) = 0. Zun�ahst betrahten wir den symmetrishen Kreisel.3.5.1 Symmetrisher KreiselHier gilt I 01 = I 02 6= I 03 (I 01 6= 0; I 03 6= 0), und die dritte Eulershe Gleihung hat dieeinfahe Gestalt I 03 _!03 = 0, woraus folgt: !03 = onst. Wir setzen!0pr := !03 I 03 � I 01I 01 = onst :Dann lauten die verbleibenden zwei Gleihungen:_!01 = �!0pr!02 ; _!02 = +!0pr!01 :Sie haben die allgemeine L�osung!01(t) = !0? os (!0prt+ �) ; !02(t) = !0? sin (!0prt+ �) ;wobei !0? und � Integrationskonstanten sind. O�ensihtlih gilt: j!0(t)j2 = (!03)2 +(!0?)2 = onst, und !0 f�uhrt eine regul�are Pr�azession mit konstanter Winkelge-shwindigkeit !0pr um die Figurenahse f 0 := (0; 0; 1) aus.
ω

=f 0
1

0

(t)

Anwendung (Euler): In der N�aherung, da� die Erde als kr�aftefreier symmetrisherKreisel angesehen werden kann, rotiert der kinematishe Nordpol (in Rihtung !)um den geographishen Nordpol (in Rihtung Figurenahse f = e03) mit der Peri-ode Tpr = 2�=!0pr = (2�=!03) � I 01=(I 03 � I 01) ' 300Tage, da (I 03 � I 01)=I 01 ' 1=300(Abplattung der Erde). Etwas �Ahnlihes wird auh beobahtet. Die Amplitude derPr�azession ist sehr klein: kinematisher und geographisher Nordpol sind nie weiter



78 KAPITEL 3. STARRE K�ORPERals 4.5m voneinander entfernt. Die Bahn ist aber sehr unregelm�a�ig, und die mittlerePeriode ist ungef�ahr 430 Tage. Diese Abweihungen von der Eulershen Vorhersagewerden vershiedenen St�orungen zugeshrieben (atmosph�arishe Bewegungen; Erdeniht starr).Wie sieht nun die Bewegung bez�uglih des raumfesten Koordinatensystems aus?Um diese Frage zu beantworten, n�utzen wir die Vereinfahungen aus, die sih ausQ(t) � 0 und I 01 = I 02 f�ur den kr�aftefreien symmetrishen Kreisel ergeben. Dieexplizite Konstruktion von R(t) aus R�1 _R =Pk !0kJk l�a�t sih dann vermeiden.Beahte, da� wegen (L01; L02; L03) = (I 01!01; I 01!02; I 03!03) und f 0 = (0; 0; 1) die VektorenL0;!0 und f 0 linear abh�angig sind: es gilt L0 � I 01!0+(I 01 � I 03)!03f 0 = 0. Daher sindL0;!0 und f 0 koplanar, d.h. sie liegen in einer Ebene.Satz 3.15 Figurenahse f(t) := e3(t) und momentane Winkelgeshwindigkeit !(t)des kr�aftefreien symmetrishen Kreisels liegen zu allen Zeiten koplanar zum Dre-himpuls Lr, um den sie eine regul�are Pr�azession mit konstanter Winkelgeshwin-digkeit !pr ausf�uhren. !pr ist der KoeÆzient b in der Zerlegung ! = af + bLr=jLrj,(a; b 2 R).Beweis: O.B.d.A. w�ahlen wir O = O0 = Shwerpunkt und haben Lt = 0; L = Lr.Mit L0;!0; f 0 sind auh die (abstrakten) Vektoren L; !; f koplanar. !(t) und f(t)sind zeitabh�angig, und L ist zeitunabh�angig. Die L�ange von ! ist erhalten: j!(t)j =j!0(t)j = onst. Ebenso sind die Winkel zwishen L; ! und f erhalten, dennhL; !i = 2T = onst > 0 und h!; fi = !03 = onst :! und f �uberstreihen also Kegel um L mit derselben Winkelgeshwindigkeit, !pr.Zur Berehnung von !pr ben�utzt man Gleihung (3.6) von Abshnitt 3.2.1 f�ur f :_f(t) = !(t) ^ f(t) :Da der zu L senkrehte Anteil von f um L mit Winkelgeshwindigkeit !pr rotiert,gilt !pr(t) = j!(t) ^ f(t)jjeL ^ f(t)j ;wobei eL := L=jLj. Aus der Zerlegung ! = af + beL folgt dann sofort: !pr = b.Da gilt: j!(t) ^ f(t)j = �j!(t)j2 � h!(t); f(t)i2 �1=2 = !0? = onst und jeL ^ f(t)j =�1� heL; f(t)i2 �1=2 = onst, folgt au�erdem !pr = onst.Die Aussage von Satz 3.15 ist in den beiden Figuren dargestellt. In der rehten Figurerkennt man neben Spurkegel (!) und Nutationskegel (f) auh noh das auf der
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prωPolkegel
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(t)ω

Spurkegel
(t)ω

=f(t)e3

invariablen Ebene P rollende Energieellipsoid E von Abshnitt 3.4. Beahte, da�der Kosinus des Winkels zwishen L und ! wegen h!;Li = 2T > 0 immer positivist.Bemerkung: Im allgemeinen gilt !pr 6= !0pr.3.5.2 Unsymmetrisher KreiselNah wie vor gelte: O = O0; Lr = L.Wir gehen �ahnlih wie bei der Poinsotshen Konstruktion vor, nur arbeiten wirjetzt im k�orperfesten Koordinatensystem K 0. Die Euler{Gleihungen (3.15) habenf�ur D0r = 0 zwei quadratishe erste Integrale, n�amlih die kinetishe Energie: 2T =L012=I 01+L022=I 02+L032=I 03, und das L�angenquadrat des Drehimpulses: jLj2 = L012+L022 +L032. Deshalb liegt L0 im Durhshnitt eines Ellipsoids und einer Sph�are. Umdie Struktur der Durhshnitte zu untersuhen, �xieren wir das Ellipsoid T > 0 undvariieren den Radius jLj der Sph�are.Die Halbahsen des Ellipsoids sind p2TI 01 >p2TI 02 >p2TI 03, wenn wir o.B.d.A.annehmen: I 01 > I 02 > I 03 > 0. Ist der Radius jLj der Sph�are kleiner (gr�o�er) alsdie kleinste (gr�o�te) Halbahse, so ist der Durhshnitt leer und es existiert keinereale Bewegung zu diesen Werten von T und jLj. Wenn der Radius der Sph�aregleih der kleinsten Halbahse ist, dann besteht der Durhshnitt aus zwei Punkten.Vergr�o�ern wir den Radius, so da� p2TI 03 < jLj < p2TI 02, so entstehen zweigeshlossene Kurven um die Enden der kleinsten Halbahsen. In gleiher Weisebekommen wir f�ur jLj < p2TI 01 zwei Punkte, und f�ur p2TI 02 < jLj < p2TI 01zwei geshlossene Kurven in der N�ahe der Enden der gro�en Halbahsen. F�ur jLj =p2TI 02 besteht der Durhshnitt aus zwei Kreisen.Graphishe Illustration:Jedem der sehs Enden der Halbahsen des Ellipsoids entspriht eine station�areL�osung L0 = onst der Euler{Gleihungen (3.15). F�ur eine solhe L�osung ist !0



80 KAPITEL 3. STARRE K�ORPER
e2

e1

e3zu L0 (und somit ! zu L) parallel: der K�orper rotiert ganz einfah mit konstanterWinkelgeshwindigkeit um eine seiner Hauptahsen e0k (k = 1 oder 2 oder 3), die indiesem Fall raumfest ist. Eine solhe Bewegung nennen wir station�are Drehung.Satz 3.16 Die station�aren Drehungen um die gr�o�te und kleinste Halbahse desEnergieellipsoids sind Liapunov{stabil. Hingegen ist die station�are Drehung um diemittlere Halbahse instabil.Beweis: Betrahte die obige Figur: wird die Anfangsbedingung L0 = (L0; 0; 0) oderL0 = (0; 0; L0) leiht abge�andert, so ist die Kurve t! L0(t) eine kleine geshlosseneBahn. Dagegen resultiert eine kleine St�orung der Anfangsbedingung L0 = (0; L0; 0)in einer gro�en Bahn.3.6 Die Eulershen WinkelZiel dieses Abshnitts ist die Verwandlung der Gleihung R�1 _R =Pk !0kJk in eingeeignetes System von Di�erentialgleihungen. Dazu f�uhren wir nah Euler geeig-nete Koordinaten auf SO(3) ein.Die raumfeste Basis fe1; e2; e3g l�a�t sih in der folgenden Weise durh drei sukzessi-ve Drehungen in die k�orperfeste Basis �uberf�uhren. Die durh e1 und e2 aufgespannteEbene shneidet die durh e01 und e02 aufgespannte Ebene im allgemeinen in einerGeraden, die wir die Knotenlinie nennen. In der Knotenlinie liege der Einheits-vektor eA:1. Drehe um e3 durh einen Winkel �, bis e1 mit eA �ubereinstimmt:feA; eB; eCg := fe1 os'+ e2 sin';�e1 sin'+ e2 os'; e3g :2. Drehe um eA durh einen Winkel �, bis eC = e3 mit e03 �ubereinstimmt:fe�; e� ; eg := feA; eB os � + eC sin �;�eB sin � + eC os �g :
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Knotenlinie3. Drehe um e = e03 durh einenWinkel  , bis das k�orperfeste System fe01; e02; e03gentsteht:fe01; e02; e03g = fe� os + e� sin ;�e� sin + e� os ; eg :Alle Drehungen sind Drehungen im mathematish positiven Sinn, d.h. im Gegen-uhrzeigersinn.Verketten der drei Drehungen gibt:0� e01e02e03 1A = 0� os sin 0� sin os 00 0 1 1A0� 1 0 00 os � sin �0 � sin � os � 1A0� os� sin� 0� sin� os� 00 0 1 1A0� e1e2e3 1A :Mit0� os sin 0� sin os 00 0 1 1A = e� J3 := S� und 0� 1 0 00 os � sin �0 � sin � os � 1A = e��J1 =: ~S��k�onnen wir dies auh folgenderma�en shreiben:0� e01e02e03 1A = S� ~S��S��0� e1e2e3 1A :Vergleih mit e0k = Rek =P3l=1 elRlk =Pl(RT )klel (k = 1; 2; 3) liefert:RT = S� ~S��S��oder R = S� ~S�S = e�J3e�J1e J3 =: R(�; �;  ) : (3.17)Nun dr�uken wir R�1 _R durh die Euler{Winkel �; �;  und ihre Zeitableitungenaus: R�1 _R = S�1 ~S�1� S�1� ( _S� ~S�S + S� _~S�S + S� ~S� _S )= S�1 ~S�1� (S�1� _S�) ~S�S + S�1 ( ~S�1� _~S� )S + S�1 _S :



82 KAPITEL 3. STARRE K�ORPERNah einer Rehnung moderater L�ange erhalten wirR�1 _R =Xk !0kJk mit 0� !01!02!03 1A = 0� _� os + _� sin � sin � _� sin + _� sin � os _ + _� os � 1A : (3.18)Diese Gleihungen l�osen wir nah _�; _�; _ auf:_� = 1sin � (!01 sin + !02 os ) ;_� = !01 os � !02 sin ;_ = !03 � ot � (!01 sin + !02 os ) :F�ur vorgegebeneWinkelgeshwindigkeit �!01(t); !02(t); !03(t)�, die aus der L�osung derEuler{Gleihungen (3.15) folgt, ist dies ein System von drei nihtlinearen Di�erenti-algleihungen erster Ordnung in der Zeit f�ur die drei Euler{Winkel �; �;  . Im Falledes kr�aftefreien Kreisel ist das System mit dem Drehimpulssatz durh Quadraturl�osbar (siehe z.B. Landau/Lifshitz).Nahdem wir mit den Euler{Winkeln einen Satz von geeigneten Koordinaten aufSO(3) eingef�uhrt haben, sind wir nun in der Lage, eine Lagrange{Funktion f�ur denstarren K�orper anzugeben. Wir ben�utzen die Koordinaten (Q1; Q2; Q3;�; �;  ) mitden Geshwindigkeiten ( _Q1; _Q2; _Q3; _�; _�; _ ), wobei Q die Koordinaten des Shwer-punkts (� O0) bez�uglih K sind. Die Lagrange{Funktion ist dann gegeben durhL = T � U mit T = Tt + Tr, Tt = M2 _Q2Tr = 12Xk I 0k(!0k)2 = I 012 ( _� os + _� sin � sin )2 (3.19)+ I 022 (� _� sin + _� sin � os )2 + I 032 ( _ + _� os �)2 ;wobei wir die Gleihungen (3.18) benutzt haben.Behauptung: Aus den Lagrange{Gleihungen zur Lagrange{Funktion L = Tr�Ufolgen die Euler{Gleihungen (3.15) von Abshnitt 3.5.Beweis (partiell): Betrahte z.B. die Lagrange{Gleihung f�ur den Euler{Winkel  ,ddt �L� _ = �L� . Es gilt: �L� _ = �Tr�!03 �!03� _ = I 03!03und �L� = �Tr�!01 �!01� + �Tr�!02 �!02� � �U� = (I 01 � I 02)!01!02 � �U� :Da es sih bei  um den Drehwinkel um die e03{Ahse handelt, ist ��U� die zu-geh�orige verallgemeinerte Kraft, n�amlih das Drehmoment um die e03{Ahse, D0r;3.



3.7. DER SCHWERE SYMMETRISCHE KREISEL 83Also folgt die dritte Euler{GleihungI 03 _!03 = (I 01 � I 02)!01!02 +D0r;3 :Die anderen zwei Gleihungen erfordern etwas mehr Aufwand.3.7 Der shwere symmetrishe Kreisel(Arnold, Seiten 148�)Betrahte den unsymmetrishen Kreisel, welher an einem raumfesten Punkt O =O0 festgehalten wird und der Shwerkraft unterliegt. Die Bestimmung der Bewegungeines solhen Systems ist ein im allgemeinen ungel�ostes Problem, was daran liegt,da� das System drei Freiheitsgrade hat, aber nur zwei erste Integrale bekannt sind:die Energie E = T+U , und die Projektion des Drehimpulses auf die dem Shwerfeldparallele Ahse, L3 = he3; Li.Hier werden wir einen exakt l�osbaren Spezialfall behandeln: den symmetrishenKreisel mit Fixpunkt O = O0 (6= Shwerpunkt) auf seiner Symmetrieahse. In die-sem Fall l�a�t eine Drehung um die Figurenahse e03 die Lagrange{Funktion invariant,und nah dem Noether{Theorem existiert daher ein weiteres erstes Integral, n�amlihdie Projektion des Drehimpulses auf e03, L03 = he03; Li.An dieser Stelle soll noh einmal besonders hervorgehoben werden, da� Drehimpuls,Drehmoment,Winkelgeshwindigkeit und Tr�agheitstensor immer relativ zu einemPunkt de�niert sind. In den Abshnitten 3.4 und 3.5 war es zwekm�a�ig, diesenPunkt O0 in den Shwerpunkt des starren K�orpers zu legen. (Wir hatten danninsbesondere die Zerlegungen T = Tt+Tr und L = Lt+Lr, wobei L der Drehimpulsrelativ zu O und Lr der Drehimpuls relativ zu O0 war.) Hier wird es sih nun alsvorteilhaft erweisen, eine andere Wahl zu tre�en:Die Gr�o�en L; ! und I beziehen sih im folgenden auf den Fixpunkt O = O0.
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Shwerer symmetrisher Kreisel mit Fixpunkt auf seiner Symmetrieahse.S=Shwerpunkt, l = jS �Oj.



84 KAPITEL 3. STARRE K�ORPERWir bezeihnen die Haupttr�agheitsmomente bez�uglih O = O0 mit I1 = I2 undI3. Mit den Ergebnissen von Abshnitt 3.3 und Gleihung (3.18) von Abshnitt 3.6haben wir dann die Lagrange{FunktionL = 12I1( _�2 + _�2 sin2 �) + 12I3( _ + _� os �)2 �mgl os � :Die Koordinaten � und  sind zyklish (f�ur den unsymmetrishen Kreisel w�are nur� zyklish), weshalb die zugeh�origen verallgemeinerten Impulse erhalten sind:L3 = p� = �L� _� = _�(I1 sin2 � + I3 os2 �) + _ I3 os � = onst ; (3.20)L03 = p = �L� _ = _�I3 os � + _ I3 = onst : (3.21)Behauptung: Die Bewegung des Neigungswinkels �, den die Symmetrieahse e03mit der Vertikalen e3 bildet, ist dieselbe wie f�ur das System mit EnergieE0 = I12 _�2 + Ue�(�) ; (3.22)wobei das e�ektive Potential durh die FormelUe�(�) = (L3 � L03 os �)22I1 sin2 � +mgl os �gegeben ist.Beweis: Wir l�osen die Gleihungen (3.20) und (3.21) nah _� und _ auf:_� = L3 � L03 os �I1 sin2 � ; _ = L03I3 � os �L3 � L03 os �I1 sin2 � : (3.23)Diese Ausdr�uke setzen wir in die Energie E = T + U ein und erhaltenE = I12 _�2 + L0322I3 +mgl os � + (L3 � L03 os �)22I1 sin2 � :Die Zahl L032=2I3 =: E �E0 hat auf die Bewegungsgleihung f�ur � keinen Einu�.Zum Studium des eindimensionalen Systems mit Energie (3.22) emp�ehlt sih dieSubstitution os � = u. Au�erdem setzen wir:L3I1 =: a ; L03I1 =: b ; 2E0I1 =: � ; 2mglI1 =: � :Dann wird der Energiesatz zu _u2 + f(u) = 0 ;wobei f(u) = �(� � �u)(1 � u2) + (a � bu)2, und die zeitlihe �Anderung des Azi-muthwinkels � wird nah (3.23) durh die Gleihung_� = a� bu1� u2 (3.24)



3.7. DER SCHWERE SYMMETRISCHE KREISEL 85bestimmt. Beahte, da� f ein Polynom dritten Grades ist und die speziellen Funk-tionswerte f(�1) = �1 und f(�1) = +(a � b)2 > 0 (falls a � b 6= 0) annimmt.Ferner entspriht eine reale Bewegung des Kreisels solhen Werten der Konstan-ten a; b; � und �, f�ur die gilt: f(u) � 0 auf einem Intervall zwishen u = �1 undu = +1. Also hat f (im realen Fall) genau zwei reelle Nullstellen u1 und u2 mit�1 � u1 � u2 � +1:
u1

f

u

+1-1

u2

Folglih variiert der Neigungswinkel � periodish zwishen �1 := arosu1 und �2 =arosu2. Diese periodishe Bewegung des Neigungswinkels hei�t Nutation.Wir betrahten jetzt die durh Gleihung (3.24) bestimmte Bewegung des Azi-muthwinkels �. Der Punkt, an dem die Symmetrieahse des Kreisels die um Ozentrierte Einheitssph�are durhst�o�t, bewegt sih in dem Ring zwishen den Po-larwinkeln �1 und �2. Wir de�nieren u0 als die L�osung der Gleihung a � bu = 0(Nullstelle des Z�ahlers der rehten Seite von (3.24)) und setzen �0 := arosu0.Falluntersheidung:(a) u0 62 [u1; u2℄: dann hat _� immer das gleihe Vorzeihen und es entsteht eineKurve wie in Figur (a).(b) u0 2 (u1; u2): dann �andert _� periodish sein Vorzeihen und es entsteht eineKurve wie in Figur (b).() u0 = u2 (oder u0 = u1): es entsteht eine Kurve mit Spitzkehren wie in Figur().
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86 KAPITEL 3. STARRE K�ORPERDer letzte Fall ist ein Spezialfall, der sih experimentell dadurh realisieren l�a�t,da� man den Kreisel beim Neigungswinkel �2 ohne Anfangsgeshwindigkeit (genau-er _� = _� = 0, _ 6= 0) losl�a�t. Der Kreisel f�allt dann zun�ahst, um sih sp�aterwieder aufzurihten. Die azimuthale Bewegung des Kreisels hei�t Pr�azession. Dievollst�andige Bewegung des Kreisels besteht aus: (i) Drehung um seine Symmetrie-ahse ( ), (ii) Nutation (�), und (iii) Pr�azession (�). Jede der drei Einzelbewegun-gen hat ihre eigene Frequenz. Sind diese Frequenzen inkommensurabel, so kehrt derKreisel nie zu seiner Ausgangsposition zur�uk, obwohl er ihr beliebig nahe kommt.Die angegebenen Formeln reduzieren das Problem der L�osung der Bewegungsglei-hungen des shweren symmetrishen Kreisels auf Quadraturen. Man wird auf soge-nannte elliptishe Integrale gef�uhrt. In vielen Situationen l�a�t sih jedoh n�utzlihequalitative Information auh ohne Quadraturen gewinnen.Shlafender Kreisel. Wir betrahten die spezielle L�osung der Bewegungsgleihun-gen, wo die Symmetrieahse immer senkreht steht (� = 0) und die Winkelge-shwindigkeit konstant ist (\shlafender Kreisel"). In diesem Fall gilt o�ensihtlih:L3 = L03 = I3!3. Wir betrahten nun die Bewegung der Symmetrieahse des Krei-sels (niht die Bewegung des Kreisels selbst!) und fragen, ob die Gleihgewihtslage� = 0 stabil ist. Dazu entwikeln wir Ue� nah Potenzen von � um � = 0 und �nden:Ue�(�) = C +A�2 + � � � mit A = !23I238I1 � mgl2 :Die Gleihgewihtslage � = 0 des eindimensionalen Systems mit Energie (3.22) iststabil (instabil), wenn gilt A > 0 (A < 0). Die Bedingung f�ur Stabilit�at ist daher!23 > 4mglI1=I23 . Ein shlafender Kreisel \erwaht", sobald !3 durh die Wirkungvon Reibungskr�aften unter den kritishen Wert absinkt.



Kapitel 4Hamiltonshe Formulierungder MehanikIn diesem Kapitel entwikeln wir die Hamiltonshe (oder \kanonishe") Formulie-rung der Mehanik, die den Ausgangspunkt f�ur die Quantenmehanik bildet. DieBewegungsgleihungen f�ur ein mehanishes System mit f Freiheitsgraden shreibenwir als ein System von 2f Di�erentialgleihungen erster Ordnung in der Zeit. Wirwerden sehen, da� solhe Hamiltonshen Systeme unter einer sehr gro�en GruppeTransformationen, den sogenannten kanonishen Transformationen, forminvariantsind.Den �Ubergang von der Lagrange{Funktion zur Hamilton{Funktion vollziehen wirmit der Legendre{Transformation.4.1 Legendre{TransformationUm das folgende zu motivieren, erinnern wir an die Lagrange{Funktion des N{Teilhensystems mit konservativen Kr�aften,L = T � U = 12 NXi=1mi _q2i � U(q1; : : : ;qN ) :Die Impulse pi sind durh pi = mi _qi = �L=� _qi gegeben, und die Hamilton{Funktion ist gleih der Energie:H = T + U =Xi p2i2mi + U(q1; : : : ;qN ) :Wie man sieht, h�angen Lagrange{Funktion und Hamilton{Funktion folgenderma�enzusammen: H(q; p) =Xi pi � _qi � L(q; _q) ;�q = (q1; : : : ;qN ) ; _q = ( _q1; : : : ; _qN ) ; p = (p1; : : : ;pN )�87



88 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKwobei auf der rehten Seite _qi = pi=mi einzusetzen ist. Diesen Zusammenhangwollen wir nun formalisieren und verallgemeinern.Wir erl�autern den Begri� der Legendre{Transformation zun�ahst f�ur Funktioneneiner einzigen Ver�anderlihen und geben sp�ater den allgemeinen Fall an.Gegeben sei eine zweimal stetig di�erenzierbare konvexe Funktion f : I � R ! R.Konvexit�at einer zweimal stetig di�erenzierbaren Funktion f bedeutet f 00(x) > 0 f�uralle x 2 I . Wir de�nieren die Funktion g durh g(x) := f 0(x). Nah dem Satz �uberimplizit de�nierte Funktionen besitzt g eine Umkehrfunktion h: h Æ g = Id. DieseFunktion gewinnt man durh Au�osen der Gleihung y = g(x) nah x: x = h(y).Definition 4.1 Die Legendre{Transformierte Lf von f ist erkl�art durh�Lf�(y) := y h(y)� f�h(y)� :Beispiele:(i) Sei f(v) = mv2=2. Dann ist g(v) = f 0(v) = mv =: p und h(p) = p=m. Folglihist �Lf�(p) = p pm � m2 � pm�2 = p22m :(ii) Sei f : R>0 ! R; x 7! x�=�. Dann ist (Lf)(y) = y�=�, wobei ��1+��1 = 1.Konvexit�at erfordert � > 1.(iii) Sei f(x) = ex. Dann ist (Lf)(y) = y(ln y � 1).Wir wollen nun einige Eigenshaften der Legendre{Transformation herausarbeiten.Die Notationen seien so wie oben eingef�uhrt.Satz 4.1 (Lf)0 = h.Beweis: � ddyLf� (y) = h(y) + y h0(y)� (f 0 Æ h)(y)h0(y). Wegen f 0 Æ h = g Æ h = Idheben sih die letzten beiden Terme auf der rehten Seite weg.Satz 4.2 (Lf)00 = (f 00 Æ h)�1.Beweis: Aus der Aussage von Satz 4.1 folgt durh nohmaliges Di�erenzieren:(Lf)00 = h0. Nun gilt aber wegen (g Æ h)(y) = y : (g0 Æ h)h0 = 1 und somith0 = (g0 Æ h)�1 = (f 00 Æ h)�1.Korollar 4.2.1 Mit f ist auh Lf konvex.Daher k�onnen wir L nohmals anwenden.



4.1. LEGENDRE{TRANSFORMATION 89Satz 4.3 Die Legendre{Transformation ist involutiv, d.h. L2f := L(Lf) = f f�urf 2 C2(I), f konvex.Beweis: Da nah Satz 4.1 gilt (Lf)0 = h und g die Umkehrfunktion zu h ist, folgt�L2f�(x) = x g(x) � �Lf��g(x)�= x g(x) � g(x)h�g(x)�+ f�h�g(x)�� = f(x) :Bemerkung: Die Legendre{Transformation l�a�t sih durh die De�nition:�Lf�(y) := supx2I �yx� f(x)� (4.1)auf beliebige stetige konvexe Funktionen f : I ! R ausdehnen. Gleihung (4.1) hatdie nahstehende graphishe Interpretation:
f(x)

yx

x

L( f)(y)

Hieraus l�a�t sih f�ur den Fall von konvexem f 2 C2(I) die �Aquivalenz von (4.1) zuDe�nition 4.1 leiht erkennen.4.1.1 Verallgemeinerung auf Funktionen mehrerer Ver�ander-liherDefinition 4.2 Sei V � Rn und V� := L(V;R) der Raum der linearen Abbildun-gen V ! R. Sei weiter f : V ! R; x 7! f(x) von der Klasse C2 und konvex, d.h.die Hesseshe Form D2xf ist positiv de�nit f�ur alle x 2 V. De�niere g : V ! V�durh g = Df und die Umkehrabbildung h : V� ! V durh h Æ g = Id. Dann ist dieLegendre{Transformierte Lf : V� ! R erkl�art durh�Lf�(y) := y�h(y)�� f�h(y)� :Bemerkung: In Koordinatendarstellung bedeutet dies, da� man die Gleihungenyk = gk(x) = �f�xk (x) (k = 1; : : : ; n) nah x au�ost: xl = hl(y) (l = 1; : : : ; n) unddann setzt: �Lf�(y) := nXl=1 ylhl(y)� f�h(y)� :



90 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKBeahte, da� die De�nitionsbereihe von f : V ! R und Lf : V � ! R zueinanderduale R�aume sind.Satz 4.4 Die Voraussetzungen seien wie in De�nition 4.2. Dann gelten die Glei-hungen: D(Lf) = h ; (4.2)D2y(Lf) = �D2h(y)f��1 ; (4.3)L2f = f : (4.4)Beweis: �Ubertrage die Beweisshritte zu den S�atzen 4.1{4.3. �F�ur Gleihung (4.3) beahte den nat�urlihen Isomorphismus L2(V;R) ' L(V;V0)durh ! : V �V! R(x; y) 7! !(x; y) , ! : V ! V0 = L(V;R)x 7! !(x; �) :Graphishe Veranshaulihung:
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fShlie�lih betrahten wir noh den Fall, wo f von einem zus�atzlihen Parame-ter abh�angt: f : V � R ! R; (x; �) 7! f(x;�). Wir de�nieren die Legendre{Transformierte Lf von f als Funktion von x, indem wir den Parameter �festhalten. Damit ist gemeint, da� wir die Gleihungenyk = gk(x;�) = �f�xk (x;�) (k = 1; : : : ; n) ;



4.2. DIE KANONISCHEN GLEICHUNGEN 91nah x au�osen: xl = hl(y;�) (l = 1; : : : ; n), und dann setzen:�Lf�(y;�) := nXl=1 ylhl(y;�)� f�h(y;�);�� :Es gelten dann wieder die Gleihungen (4.2){(4.4), wobei beim Bilden der Di�eren-tiale D(Lf); D2(Lf) und D2f der Parameter � als fest zu betrahten ist. Au�erdemgilt die Behauptung: ���Lf = � ���f : (4.5)Hierbei ist auf der rehten Seite x = h(y;�) einzusetzen.Beweis: � ���Lf� (y;�) =Xl yl �hl�� (y;�)� �f���h(y;�);���Xl �f�xl�h(y;�);��| {z }=yl �hl�� (y;�) = ��f���h(y;�);�� :H�angt f niht von einem, sondern mehreren zus�atzlihen Parametern �1; : : : ; �mab, gehen wir ganz genauso vor. Es gelten dann wiederum Gleihungen (4.2){(4.4)und anstatt von (4.5) haben wir���kLf = � ���k f (k = 1; : : : ;m) : (4.50)4.2 Die kanonishen GleihungenWir erinnern uns an die De�nition der Lagrange{Funktion L als eine Abbildung:L : U � Rf � Rf � R ! R ;(q; _q; t) 7! L(q; _q; t) :Die Lagrange{Gleihungen shreiben wir in der Form_pk = �L�qk (k = 1; : : : ; f) ; wobei pk = �L� _qkder verallgemeinerte Impuls zu qk ist, den wir ab sofort den kanonishen Impulsnennen.Satz 4.5 Die Lagrange{Gleihungen _pk = �L=�qk; pk = �L=� _qk (k = 1; : : : ; f)sind �aquivalent zu dem System von Gleihungen:_qk = �H�pk ; _pk = ��H�qk (k = 1; : : : ; f) ; (4.6)wobei H die Legendre{Transformierte von L als Funktion der Geshwindigkeiten _qist.



92 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKBeweis:1. Lagrange{Gleihungen) (4.6):Es gelte also _pk = �L=�qk. Um die Resultate von Abshnitt 4.1 anzuwenden,mahen wir die Identi�kationen:L � f ; H = Lf ; _q � x ; p = y ; (q; t) = � :Wir bezeihnen die Umkehrfunktionen zu pk = gk(q; _q; t) = �L� _qk (q; _q; t) mit_qk = hk(q; p; t) und haben:H(q; p; t) = fXk=1 pkhk(q; p; t)� L�q; h(q; p; t); t� :Die Behauptung folgt dann sofort aus Gleihungen (4.2) und (4.50) von Ab-shnitt 4.1: _qk = hk(q; p; t) (4:2)= �H�pk (q; p; t) und_pk = �L�qk �q; h(q; p; t); t� (4:50)= ��H�qk (q; p; t) :2. (4.6)) Lagrange{Gleihungen:Ben�utze Gleihung (4.4) von Abshnitt 4.1 (H = LL , L = LH) und argu-mentiere wie unter 1.Definition 4.3 Die Gleihungen (4.6) hei�en Hamiltonshe oder kanonisheGleihungen; die Funktion H hei�t Hamilton{Funktion.Beispiel 1: Eine Lagrange{Funktion f�ur das Teilhen im elektromagnetishen Feldist L(x; _x; t) = 12m _x2 + e _x �A(x; t)� e'(x; t) ;siehe Gleihung (2.5) von Abshnitt 2.2. Der kanonishe Impuls ist per De�nitionp = �L� _x = m _x+ eA(x; t) :Beahte, da� f�ur eine Teilhen im Magnetfeld der kanonishe Impuls p vom me-hanishen (oder kinematishen) Impuls m _x vershieden ist!Nah _x au�osen ergibt: _x = 1m (p�eA). Damit ist die Legendre{Transformierte vonL als Funktion von _x gegeben durhH(x;p; t) = p � _x� L(x; _x; t)= 1mp � (p� eA)� 12m(p� eA)2 � em (p� eA) �A+ e'= 12m�p� eA(x; t)�2 + e'(x; t) :



4.2. DIE KANONISCHEN GLEICHUNGEN 93Beispiel 2: Sei L die Lagrange{Funktion von Gleihung (2.16) in Abshnitt 2.5.1:L = T � U mit T = 12Xk;l mkl(q) _qk _ql ; U = U(q) :Dann ist pk =Plmkl(q) _ql und _ql =Pk(m�1)lk(q)pk undH(q; p) = Xk pk _qk � L(q; _q)= 12Xk;l (m�1)kl(q)pkpl + U(q) = T + U :Beispiel 3: Nah einem Gesetz der geometrishen Optik (\Fermat'shes Prin-zip") bewegt sih Liht vom Punkt A zum Punkt B in der k�urzest m�oglihenZeit, d.h. der Lihtstrahl minimiert das Laufzeitfunktional S = R BA �1ds, wobeids = pdx2 + dy2 + dz2 das Euklidishe L�angenelement und  = 0=n die Lihtge-shwindigkeit des optishen Mediums mit Brehungsindex n ist. Wenn wir anneh-men, da� der Lihtweg in der xy{Ebene l�angs des Graphen einer Funktion x 7! y(x)verl�auft, k�onnen wir auh shreibenS = 10 Z Ldx mit L(y; y0; x) = n(x; y)q1 + y02 :Die Funktion L l�a�t sih als Lagrange{Funktion eines Lagrange{Systems mit verall-gemeinerter Ortskoordinate y, verallgemeinerter Geshwindigkeit y0 = dy=dx und\Zeitparameter" x au�assen. Der zugeh�orige kanonishe Impuls ist dannp = �L�y0 = ny0p1 + y02 = g(y0) :Die Umkehrfunktion hierzu lautet y0 = h(p) = p=pn2 � p2, und die Hamiltonfunk-tion H = py0 � L ergibt sih zuH(y; p; x) = �pn2(x; y)� p2 :Falls der Brehungsindex niht von x abh�angt, ist das System autonom und es giltder \Energiesatz" H = �pn2(y)� p2 =: �n0 = onst :Durh Au�osen der Hamiltonshen Gleihungy0 = �H�p = ppn2 � p2 = pn0 = nn0 � y0p1 + y02nah y0 erhalten wir y0 = �p(n=n0)2 � 1, und Trennung der Variablen liefert� Z dx = n0 Z dypn2(y)� n20 :



94 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKDamit ist das Problem der Berehnung der Lihtbahn auf eine Quadratur zur�uk-gef�uhrt. F�ur den linearen Fall n(y) = n0(1 + y=a) l�a�t sih das Integral elementarberehnen, und man erh�alt das Ergebnisy(x) = a osh�x� x0a �� a ;wobei x0 eine Integrationskonstante ist. �An dieser Stelle wollen wir kurz innehalten und eine Bestandsaufnahmemahen.Wirsind per Legendre{Transformation von der Lagrange{Funktion L zur Hamilton{Funktion H �ubergegangen, wobei die Geshwindigkeiten _q durh die kanonishenImpulse p als unabh�angige Variable ersetzt wurden. Aus den Lagrange{Gleihungenddt �L� _qk = �L�qk entstanden die Hamilton{Gleihungen _qk = �H�pk ; _pk = � �H�qk (k =1; : : : ; f). W�ahrend es sih bei dem ersten Satz um ein System von f Di�erential-gleihungen zweiter Ordnung f�ur q(t) handelt, ist der zweite Satz ein System von2f Di�erentialgleihungen f�ur q(t) und p(t). In der Lagrange{Formulierung spielendie Geshwindigkeiten _q eine den verallgemeinerten Ortskoordinaten q untergeord-nete Rolle: die Lagrange{Gleihungen sind lediglih unter Punkttransformationenq 7! '(q; t) forminvariant, und das Transformationsgesetz f�ur _q wird durh ' fest-gelegt. Durh den �Ubergang zur Hamiltonshen Formulierung werden die Impulsep den Ortskoordinaten q formal gleihgestellt. (In der Tat werden wir Hamilton-she Systeme kennenlernen, wo eine Untersheidung zwishen Orten und Impulsenglobal gar niht m�oglih ist!) Dies f�uhrt u.a. zu einer Vergr�o�erung der Gruppevon Transformationen, welhe die Bewegungsgleihungen forminvariant lassen, sie-he Abshnitt 4.5.4.3 Die Symplektishe Gruppe Sp(2f)Motivation. Es wurde bereits in Abshnitt 1.6 vereinbart, da� wir den Raumder Zust�ande (q; p) den Phasenraum, M, nennen. Der Phasenraum hat immergerade Dimension: dimM = 2f . Wir werden in allen Rehnungen so tun, als seider Phasenraum als o�ene Teilmenge des R2f darstellbar, obwohl dies f�ur manheSysteme niht der Fall ist. Wie in 1.6 shreiben wir:x = (x1; : : : ; xf ; xf+1; : : : ; x2f ) = (q1; : : : ; qf ; p1; : : : ; pf ) :Die kanonishen Gleihungen nehmen dann die Form eines Hamiltonshen Systems_x = XH(x; t) mit dem Hamiltonshen VektorfeldXH = � �H�xf+1 ; : : : ; �H�x2f ;� �H�x1 ; : : : ;� �H�xf �



4.3. DIE SYMPLEKTISCHE GRUPPE SP(2F) 95an. Hamiltonshe Systeme haben eine Reihe spezieller Eigenshaften. Einige davonhaben wir shon kennengelernt: im autonomen Fall ist die Energie H = E erhalten.F�ur f = 1 und XH linear wurde in 2.6 gezeigt, da� der Flu� von XH �ahentreuist.Um diese Eigenshaften zu verallgemeinernund weitere klar herauszuarbeiten, m�ussenwir die sogenannte \symplektishe Struktur" des Phasenraums aufdeken. In Ma-trixshreibweise lauten die kanonishen Gleihungen0BBBBBBBB� _x1..._xf_xf+1..._x2f
1CCCCCCCCA = 0BBBBBBBB� 0 1f�1f 0 1CCCCCCCCA

0BBBBBBBB� �H=�x1...�H=�xf�H=�xf+1...�H=�x2f
1CCCCCCCCA :

Die Antisymmetrie der Matrix � 0 1f�1f 0 � wird sih als wesentlih herausstellen(Ende der Motivation).Definition 4.4 Sei V ein reeller Vektorraum gerader Dimension, dimV = 2f ,und ! : V � V ! R; (x; y) 7! !(x; y) = �!(y; x) eine shiefe Bilinearform. Ist !nihtentartet, so hei�t das Paar (V; !) ein symplektisher Vektorraum.Die symplektishe Gruppe steht im derselben Beziehung zu symplektishen Vek-torr�aumen wie die orthogonale Gruppe zu Euklidishen Vektorr�aumen.Definition 4.5 Sei (V; !) ein symplektisher Vektorraum der Dimension 2f . DieGruppe aller linearen Abbildungen S : V ! V, die ! invariant lassen: !(Sx; Sy) =!(x; y) f�ur alle x; y 2 V, hei�t die symplektishe Gruppe in 2f Dimensionenund wird mit Sp(2f;R) � Sp(2f) bezeihnet. Die Elemente von Sp(2f) hei�en sym-plektishe Abbildungen.Sei nun fe1; : : : ; e2fg eine Basis von V. Wie �ublih de�nieren wir die Matrixelementeder Matrixdarstellung einer linearen Abbildung S : V ! V durhSei =Xj ejSji :Au�erdem setzen wir !ij = !(ei; ej).Behauptung: F�ur S symplektish giltP2fk;l=1 Ski!klSlj = !ij .Beweis: !ij = !(ei; ej) = !(Sei; Sej). Wir entwikeln Sei und Sej nah der Basisfe1; : : : ; e2fg: Sei =Xk ekSki ; Sej =Xl elSlj :



96 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKAus der Bi{Linearit�at von ! folgt dann:!ij =Xk;l Ski!(ek; el)Sl j =Xk;l Ski!klSlj :In Matrixshreibweise, S � (Ski) ; ! � (!ij) ;lautet die Aussage: ST!S = ! : (4.7)Beahte, da� wir auh hier wieder abstrakte Abbildung und Matrixdarstellung mitdem gleihen Symbol notieren!Beispiel: Betrahte den symplektishen Vektorraum (V; !) mit V = R2 und ! =(!ij) = � 0 1�1 0�. Eine reelle 2� 2{Matrix S = �a b d� ist die Matrixdarstellungeiner symplektishen Abbildung, wenn sie Gleihung (4.7) erf�ullt. Wegen�a b d�T � 0 1�1 0��a b d� = �a b d��  d�a �b� = (ad� b)� 0 1�1 0�lautet die Bedingung (4.7) an S: ad � b = 1, d.h. Sp(2) besteht aus den linearenAbbildungen R2 ! R2 mit Determinante Eins.�Ubrigens hatte die Matrix Jt = D�t von Abshnitt 2.6 (parametrishe Resonanz)genau die Eigenshaften der Matrix S des obigen Beispiels. Wir k�onnen daher jetztshreiben: Jt = D�t 2 Sp(2).Satz 4.6 Es gilt detS = 1 f�ur alle S 2 Sp(2f).Beweis: Betrahte die mit dem �au�eren Produkt ^ gebildete alternierende 2f{lineare Form 
 := ! ^ ! ^ : : : ^ !| {z }f mal . Da 
 maximalen Grad hat und somit eine Vo-lumenform ist, gilt:(i) 
(Sv1; : : : ; Sv2f ) = detS �
(v1; : : : ; v2f ),per De�nition der Determinante. Anderseits gilt:(ii) 
(Sv1; : : : ; Sv2f ) = 
(v1; : : : ; v2f ),denn mit ! ist auh 
 unter Sp(2f) invariant. Kombinieren von (i) mit (ii) beweistdie Behauptung.Satz 4.7 Das harakteristishe Polynom �(�) = det (�� S) f�ur S 2 Sp(2f) erf�ulltdie Gleihung �(�) = �2f�(��1).



4.4. HAMILTONSCHE SYSTEME 97Beweis: Wir ben�utzen die Gleihung (4.7) f�ur die Matrixdarstellung von S. Mitihrer Hilfe �nden wir:det (�� S�1) 4:7= det (�� !�1ST!) =det (!�1) det (�� ST ) det (!) = det (�� S) = �(�) ;wobei f�ur das zweite und dritte Gleihheitszeihen die Multiplikativit�at der Deter-minante benutzt wurde. Andererseits gilt:det (�� S�1) = det (S�1) det (�S � 1) =�2f det (S � ��1) = �2f (�1)2f�(��1) = �2f�(��1) :Korollar 4.7.1 Wegen �(0) = det (�S) = detS = 1 folgt aus �(�) = �2f�(��1),da� mit � auh ��1 Nullstelle von � und somit Eigenwert von S ist. Da dar�uberhinaus mit jeder komplexen Nullstelle � des reellen Polynoms � auh die konjugiertkomplexe Zahl �� eine Nullstelle von � ist, treten die Eigenwerte symplektisherAbbildungen im allgemeinen als Quadrupel (�; ��1; ��; ���1) auf.Beispiel: Wie oben bemerkt, ist die 2 � 2{Matrix JT = A von Abshnitt 2.6symplektish. Aus Dimensionsgr�unden sind in diesem Beispiel (f = 1) nur zweiF�alle m�oglih:(i) � = ��. Dann haben wir ein Paar von Eigenwerten (�; ��1).(ii) � = ���1 (oder j�j2 = 1). Dann haben wir ein Paar (�; ��).Beide F�alle treten im allgemeinen auf. Im ersten Fall ist die Abbildung A (f�ur� 6= �1) instabil, im zweiten Fall stabil; siehe Abshnitt 2.6.4.4 Hamiltonshe SystemeWir wollen jetzt die allgemeine Formulierung Hamiltonsher Systeme kennenlernen.Ein wihtiges Beispiel, dessen Behandlung diese Allgemeinheit erforderlih maht,ist der klassishe Spin.Definition 4.6 SeiM eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension 2f und! : M ! Alt2(R2f ) eine 2{Form. Ist ! geshlossen und nihtentartet, so hei�t !eine symplektishe Struktur auf M, und das Paar (M; !) hei�t eine symplek-tishe Mannigfaltigkeit.



98 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKNun betrahten wir ein mehanishes System mit Hamilton{FunktionH(q; p), Orts-koordinaten q = (q1; : : : ; qf ) und Impulskoordinaten p = (p1; : : : ; pf ). Der Phasen-raum sei M = Rf � Rf und wir erkl�aren eine geshlossene nihtentartete 2{Form! auf M durh ! =Pfk=1 dpk ^ dqk. Dann ist das Paar (M; !) eine symplektisheMannigfaltigkeit. Weiter sei XH = � �H�p1 ; : : : ; �H�pf ;� �H�q1 ; : : : ;� �H�qf � das Hamilton-she Vektorfeld zur Hamilton{Funktion H . Dieses Vektorfeld setzen wir nun in !ein: !(�; XH) = 3Xk=1� �H�pk dpk + �H�qk dqk� = dH :O�enbar l�a�t sih die Beziehung zwishen H und XH koordinatenfrei durh!(�; XH) = dH (4.8)formulieren. Sind ! und H gegeben, und ist ! geshlossen und nihtentartet, sode�nieren wir XH fortan durh Gleihung (4.8).Eine L�osung  der Bewegungsgleihungen eines Hamiltonshen Systems ist nahDe�nition 1.16 eine Integralkurve  : t 7! x(t) = �q(t); p(t)� von XH , d.h. es gilt_x = XH(x) l�angs .Diese Vorbetrahtungen motivieren die folgende Verallgemeinerung der De�nitionHamiltonsher Systeme.Definition 4.7 Ein Hamiltonshes System ist ein Tripel (M; !;H). Hierbeiist (M; !) eine symplektishe Mannigfaltigkeit { n�amlih der mit einer geshlosse-nen nihtentarteten 2{Form ! versehene Phasenraum M { und H : M ! R einedi�erenzierbare Funktion, die Hamilton{Funktion. Die Bewegungsgleihungen einessolhen Systems sind die Hamiltonshen Gleihungen_x = XH(x) ; (4.9)wobei das Hamiltonshe Vektorfeld XH durh Gleihung (4.8) bestimmt ist.Bemerkung: De�nition 4.7 l�a�t sih auf nihtautonome Systeme ausdehnen. DieHamilton{Funktion ist dann eine Funktion H : M�R ! R und XH : M�R ! R2fwird wieder durh Gleihung (4.8) bestimmt, wobei allerdings jetzt dH niht dastotale Di�erential ist, sondern dH := P2fi=1(�H=�xi)dxi. Es fehlt also der Term(�H=�t)dt. Die Bewegungsgleihungen sind: _x = XH(x; t).4.4.1 Der klassishe SpinIn der Quantenmehanik lernt man, da� Elementarteilhen wie z.B. das Elektroneine intrinsishe Eigenshaft besitzen, den sogenannten \Spin", die sih unter der



4.4. HAMILTONSCHE SYSTEME 99Galilei{Gruppe wie ein Drehimpuls transformiert. Im Rahmen der klassishen Me-hanik haben wir uns den Spin als einen Einheitsvektor � 2 R3 vorzustellen. DieBewegungsgleihungen f�ur einen Spin � im Magnetfeld B lauten_� = �� �B (Vektorprodukt) : (4.10)Die Konstante � hei�t das \gyromagnetishe Verh�altnis".Aus (4.10) folgt wegen h�; � �Bi = hB; � � �i = 0, da� j�j2 = h�; �i erhalten undsomit die Bedingung j�j2 = 1 mit der Dynamik vertr�aglih ist.Wir betrahten nun die spezielle Situation, wo B niht von der Zeit abh�angt undin Rihtung des Basisvektors e3 von R3 zeigt: B = jBje3. In diesem Fall lauten dieBewegungsgleihungen (4.10) in Komponenten:_�1 = !L�2 ; _�2 = �!L�1 ; _�3 = 0mit !L � �jBj. Dieses Gleihungssystems kennen wir bereits vom kr�aftefreien sym-metrishen Kreisel, Abshnitt 3.5. Seine allgemeine L�osung ist eine regul�are Pr�azes-sion um e3 mit Winkelgeshwindigkeit !L. Im Falle des Spins hei�t diese Pr�azessionLarmor{Pr�azession und !L hei�t Larmor{Frequenz.
(t)

B=const

σ

Wir k�onnen die lineare Di�erentialgleihung _� = ���B als dynamishes System inR3 au�assen. Allerdings entzieht sih der klassishe Spin bei dieser Sihtweise einerHamiltonshen Formulierung (wegen der ungeraden Dimension von R3 ).Behauptung: Der klassishe Spin im Magnetfeld l�a�t sih als Hamiltonshes Sy-stem (M; !;H) beshreiben mit(i) M = S2 := n� 2 R3 ��� h�; �i = 1o;(ii) �! = Raumwinkelform auf S2;(iii) H : S2 � R ! R; (�; t) 7! �� h�;B(t)i.



100 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKKoordinatisieren wir S2 durh Polarwinkel � und Azimuthwinkel �, so ist ! =� sin � d� ^ d� undH = ��(B1 sin � os�+B2 sin � sin�+B3 os �) :Beweis: Der Tangentialraum T�S2 im Punkt � 2 S2 besteht aus den Vektoren v,die auf � senkreht stehen:T�S2 = fv 2 R3 ��hv; �i = 0g ;und das Di�erential der Hamilton-Funktion ist durh(dH)�(v) = ��hv;Bigegeben. Die Raumwinkelform im Punkt � l�a�t sih durh das Spatprodukt aus-dr�uken: !�(v; w) = �h�; v � wi f�ur v; w 2 T�S2 :Setzen wir das Vektorfeld XH(�) = �� �B in ! ein, so entsteht!�(�; XH(�)) = �h�; � �XH(�)i= ��h�; � � (� �B)i = ��h�; �i h�; Bi = (dH)� :Also ist das Hamiltonshe System (M; !;H) zu dem dynamishen System _� =XH(�) = �� �B �aquivalent.4.4.2 Satz von DarbouxDer klassishe Spin ist das Parade{Beispiel eines Systems, das sih niht global inq und p zerlegen l�a�t. In Abwesenheit einer solhen Zerlegung existiert auh keineglobale Zerlegung in Ortskoordinate q und Geshwindigkeit _q. Es gibt daher keineLagrange{Funktion f�ur den klassishen Spin, jedenfalls niht im Sinne von Kapitel2. Die oben angegebene Verallgemeinerung der De�nition Hamiltonsher Systemeist also niht nur eine sh�one Verzierung der theoretishen Physik, sondern in diesemFall wirklih notwendig. Andererseits ist die lokale Existenz einer Zerlegung in qund p durh den folgenden Satz gesihert.Satz 4.8 (Darboux) Sei (M; !) eine symplektishe Mannigfaltigkeit der Dimen-sion 2f . Dann existieren zu jedem Punkt x 2 M eine o�ene Umgebung Nx � Mund Funktionen q1; :::; qf ; p1; :::; pf : Nx ! R, so da� die symplektishe Struktur !auf Nx die kanonishe Form ! =Pfk=1 dpk ^ dqk annimmt.



4.4. HAMILTONSCHE SYSTEME 101Beweis: Siehe Arnold.Beispiel: Klassisher Spin. Auf der am Nordpol N gelohten Sph�are S2 n fNgk�onnen wir kanonishe Koordinaten q; p z.B. durh die Koordinatentransformationtan� = qp ; os � = �1 + 12(q2 + p2)einf�uhren. Unter diesem Koordinatenwehsel geht ! = � sin � d�^d� in dp^dq �uber,wie man leiht nahrehnet. Die Koordinatenfunktionen q; p sind jedoh singul�ar f�urq2+p2 = 2(1+os �) = 4, was dem Nordpol � = 0 entspriht, und somit niht globalde�niert.4.4.3 Elektronen im starken MagnetfeldIn zweidimensionalen Elektronensystemen unter dem Einu� eines sehr starken Ma-gnetfeldes wird bei Temperaturen im Kelvin-Bereih der sogenannte Quanten-Hall-E�ekt beobahtet. Eine detaillierte Beshreibung und Erkl�arung dieses faszinieren-den quantenmehanishen Ph�anomens ist Thema von Vorlesungen �uber Festk�orper-physik und kann an dieser Stelle leider niht pr�asentiert werden. Einige wihtigeAspekte lassen sih jedoh shon im Rahmen der klassishen Mehanik verstehen.Hier wollen wir skizzieren, wie das zugeh�orige Hamiltonshe System aussieht.Teilhen mit Massem, Geshwindigkeit v und elektrisher Ladung e bewegen sih ineinem homogenen und zu v senkrehten Magnetfeld der St�arke B0 bekanntlih aufKreisbahnen (oder Zyklotronbahnen) mit Radius R = mjvj=eB0. Der Zyklotronra-dius R ist also zu 1=B0 proportional und geht im Limes eines unendlih starkenMagnetfeldes gegen Null. Wird dem starken Magnetfeld noh ein elektrishes FeldE = �grad' �uberlagert, sind die Zyklotronbahnen niht mehr geshlossen. Die Zen-tren der Zyklotronbahnen wandern dann langsam (genauer: mit GeshwindigkeitjEj=B0), wobei die Wanderbewegung folgendem Prinzip gen�ugt:Aufgabe: Ein Elektron bewege sih in der xy-Ebene unter dem Einu� eines elek-trostatishen Potentials ' und eines homogenen Magnetfeldes mit symmetrish ge-eihtem Vektorpotential A = 12B0(�y; x; 0). Zeigen Sie, ausgehend von der Hamil-tonfunktion H = 12m �(px + 12eB0y)2 + (py � 12eB0x)2�+ e'(x; y) ;da� die Wander-Dynamik der Zyklotronbahnzentren durh das Hamiltonshe Sy-stem (M; !;H) mit M = R2 , ! = eB0 dx ^ dy und H = e'(x; y) bestimmt wird.Die Bewegungsgleihungen f�ur die Zyklotronbahnzentren lauten demnah_x = Ey=B0 ; _y = �Ex=B0 ;



102 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKworaus eine elektrishe Stromdihte senkreht (!) zum angelegten elektrishen Feldresultiert.4.5 Kanonishe TransformationenIn der Einleitung zu diesem Kapitel wurde shon vorweggenommen, da� der �Uber-gang zur HamiltonshenMehanik u.a. den wihtigen Vorteil hat, eine gro�e Freiheitin der Wahl von Koordinatenfunktionen zu lassen, bez�uglih derer die Bewegungs-gleihungen kanonishe Gestalt haben. Die Untersuhung dieser Freiheit f�uhrt aufden Begri� der kanonishen Transformation.Wie man aus einer Rehnung vom Beginn des Abshnitts 4.4 erkennt, nehmen dieBewegungsgleihungen eines Hamiltonshen Systems genau dann die Form der kano-nishen Gleihungen an, wenn die Phasenraum{Koordinaten (q1; : : : ; qf ; p1; : : : ; pf )so gew�ahlt sind, da� die symplektishe Struktur ! Normalgestalt hat:! = fXk=1 dpk ^ dqk :Dann ist n�amlih !(�; XH) =Pfk=1(XH;qkdpk�XH;pkdqk), und durh Gleihsetzenmit dH folgt: XH;qk = �H=�pk; XH;pk = ��H=�qk.Ist nun ein Di�eomorphismus  : M ! M gegeben, so k�onnen wir neue Koordina-tenfunktionen Q1; :::; Qf ; P1; :::; Pf durh Verketten,Qk = qk Æ  ; Pk = pk Æ  (k = 1; :::; f);de�nieren. Wir fragen dann, unter welhen Bedingungen die Bewegungsgleihungendes Hamiltonshen Systems in den neuen Koordinatenfunktionen immer noh diekanonishe Form _Qk = �H�Pk ; _Pk = � �H�Qk (k = 1; :::; f)haben. Nah dem eben Gesagten lautet die Antwort, da� dies genau dann der Fallsein wird, wenn die symplektishe Struktur unter der Koordinatentransformationihre Normalgestalt beh�alt, d.h. es mu� gelten ! =Pfk=1 dPk ^ dQk. Hieraus resul-tiert folgende Bedingung an die Abbildung  :! = fXk=1 dPk ^ dQk = fXk=1 d(pk Æ  ) ^ d(qk Æ  ) =  � fXk=1 dpk ^ dqk! =  �! ;also ! =  �!, wobei  �! die mit der Abbildung  zur�ukgeholte Di�erentialformbezeihnet.



4.5. KANONISCHE TRANSFORMATIONEN 103Definition 4.8 Sei (M; !) eine symplektishe Mannigfaltigkeit. Eine di�erenzier-bare Abbildung  : M ! M hei�t eine kanonishe Transformation, wenn sie !invariant l�a�t:  �! = !.Bemerkungen:(i) Das Fazit der obigen Diskussion lautet hiermit: die kanonishen Gleihungensind forminvariant unter kanonishen Transformationen.(ii) Die kanonishen Transformationen bilden eine Gruppe.Beispiel: Betrahte nohmals den klassishen Spin: M = S2 = Einheitssph�are imR3 , �! = Raumwinkelform auf S2. Die Drehgruppe SO(3) operiert auf dem Eu-klidishen Vektorraum R3 , und da S2 ein invarianter Unterraum jeder Drehung ist,operiert SO(3) nat�urlih auh auf S2. Es ist anshaulih klar und l�a�t sih rehne-rish problemlos nahweisen, da� ! unter Drehungen invariant ist. Folglih ist f�urdieses Beispiel jedes Gruppenelement R : S2 ! S2; R 2 SO(3), eine kanonisheTransformation.F�ur den trivialen Fall M = R2f , wo sih ! global in der Form ! = Pfk=1 dpk ^dqk darstellen l�a�t, werden die kanonishen Transformationen durh das folgendeKriterium harakterisiert.Satz 4.9 Sei (M; !) = (R2f ;Pfk=1 dpk ^ dqk). Dann ist eine di�erenzierbare Ab-bildung  : R2f ! R2f genau dann eine kanonishe Transformation, wenn Dx :R2f ! R2f f�ur alle x 2 R2f symplektish ist.Beweis: Wir holen ! vorshriftsm�a�ig mit  � zur�uk:� �!�x(u; v) = ! (x)�Dx (u);Dx (v)� :Unter der angegebenen Voraussetzung an (M; !) k�onnen die Tangentialr�aume inallen Punkten x 2 M mit M = R2f identi�ziert werden, und es gilt! (x) = !x = fXk=1 dpk ^ dqk =: !0 ;unabh�angig von x und  . Daher ist die Bedingung  �! = ! �aquivalent zu!0(u; v) = !0�Dx (u);Dx (v)� (4.11)f�ur alle x 2 R2f . Bedingung (4.11) ist aber nah De�nition 4.5 gleihbedeutend mitDx 2 Sp(2f) f�ur alle x 2 R2f .



104 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKBemerkung: Satz 4.9 maht klar, warum die symplektishe Gruppe Sp(2f) f�ur dieHamiltonsheMehanik so wihtig ist und in einem gesonderten Abshnitt 4.3 vorabeingef�uhrt wurde.Beispiele: Betrahte (M; !) = (R2 ; dp^dq) und hier den Spezialfall einer linearenTransformation S : R2 ! R2 ;DxS = S. Wir wissen aus Abshnitt 4.3, da� Sp(2) ausden linearen Abbildungen S : R2 ! R2 mit detS = 1 besteht. Die nahstehendenlinearen Transformationen haben Determinante Eins und sind folglih kanonish:(a) (q; p) Æ S = (q os�+ p sin�;�q sin�+ p os�);(\elliptishe Rotation" in der qp{Ebene).(b) (q; p) Æ S = (q osh� + p sinh�; q sinh� + p osh�);(\hyperbolishe Rotation").() (q; p) Æ S = (qe ; pe�).(Dieses letzte Beispiel ist eine erweiterte Punkttransformation.)4.6 Hamiltonshe Fl�usseWir pr�azisieren unsere Sprehweise.Definition 4.9 Sei (M; !) eine symplektishe Mannigfaltigkeit und X ein di�e-renzierbares Vektorfeld, dessen Flu� auf ganz M � R de�niert ist. Dann hei�t Xlokal Hamiltonsh (global Hamiltonsh), falls die 1{Form !(�; X) geshlossen(exakt) ist. Der Flu� eines lokal (global) Hamiltonshen Vektorfeldes hei�t entspre-hend lokal (global) Hamiltonsh.Korollar 4.9.1 Nah dem Poinar�eshen Lemma existiert zu einem lokal Hamil-tonshen Vektorfeld X lokal eine Funktion H, so da� gilt: !(�; X) = dH.Nah De�nition 4.9 bestimmt die symplektishe Struktur ! einen Isomorphismuszwishen lokal Hamiltonshen Vektorfeldern und geshlossenen 1{Formen. Da dieserIsomorphismus im folgenden h�au�g benutzt wird, ist es zwekm�a�ig, hierf�ur eineigenes Symbol einzuf�uhren. Wir shreibenX = I� ; falls !(�; X) = � :Ein analoger Isomorphismus, I, existiert in Euklidishen Vektorr�aumen: X = I�,h�;Xi = �, womit man den Gradienten einer Funktion f durh gradf := Idferkl�art. In Anlehnung an diese Nomenklatur nennen wir X = Idf manhmal densymplektishen Gradienten von f .



4.6. HAMILTONSCHE FL�USSE 105Beispiel:Wir berehnen f�ur (M; !) = (R2 ; dp^dq) den symplektishen Gradientender Koordinatenfunktion des Impulses, f = p. Dazu setzen wir den Ansatz Idp =:Xq�q +Xp�p in ! ein und erhalten dp = !(�; Idp) = Xqdp �Xpdq, woraus folgt,da� Idp die Komponenten Xq = 1 und Xp = 0 hat, also Idp = �q . Eine analogeRehnung liefert Idq = ��p.
p

q

p

q

das Hamiltonsche Vektorfeld Idqdas Hamiltonsche Vektorfeld IdpDefinition 4.10 Sei (gs)s2R eine Shar von Di�eomorphismen: M ! M. Wirnennen diese Shar eine Einparametergruppe von kanonishen Transforma-tionen von (M; !), wenn gilt:(i) g0 = Id;(ii) gs+t = gs Æ gt = gt Æ gs (s; t 2 R);(iii) gs ist kanonish f�ur alle s 2 R.Wir stellen nun die besondere Rolle Hamiltonsher Fl�usse in der kanonishen Me-hanik heraus: sie lassen die symplektishe Struktur des Phasenraums invariant.Satz 4.10 Es besteht eine Eins{zu{Eins{Zuordnung zwishen den lokal Hamilton-shen Fl�ussen und den Einparametergruppen von kanonishen Transformationeneiner symplektishen Mannigfaltigkeit (M; !).Bemerkung: Das Adjektiv \lokal" ist hier wesentlih, wie ein elementares Beispielunten zeigen wird.Beweis: Wir ben�utzen die in Anhang A.6 bewiesene Aussage: Ist � : M � R !M; (x; s) 7! �s(x), der durh ein Vektorfeld X auf M bestimmte Flu�, so gilt:0 = dds��s!����s=0 , 0 = d�!(X; �)� : (4.12)1. ()) Sei also � der Flu� eines lokal Hamiltonshen Vektorfelds X . Dann giltnah De�nition 4.9 d�!(X; �)� = �d�!(�; X)� = 0 ;



106 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKund mit Gleihung (4.12) erhalten wir: dds��s!���s=0 = 0. Die Abbildungen(�s)s2R sind global de�niert und bilden daher eine Einparametergruppe: �0 =Id; �s+t = �s Æ �t = �t Æ �s. Deshalb gilt:ddt��t! = dds��s+t!����s=0 = ��t� dds��s!����s=0| {z }=0 � = 0f�ur alle t 2 R. Folglih ist �t eine kanonishe Transformation:��t! = ��0! = Id�! = ! :2. (() Wir kehren die Shlu�weise von 1. einfah um und ben�utzen nohmalsdie De�nition 4.9.Beispiel 1: Betrahte f�ur (M; !) = (R2 ; dp ^ dq) die Einparametergruppe vonkanonishen Transformationen(q Æ gs; p Æ gs) = (qes; pe�s) :(gs)s2R wird erzeugt durh das VektorfeldX = ddsgs����s=0 = q�q � p�p :Mit !(�; X) = qdp+ pdq �nden wird�!(�; X)� = d(qdp+ pdq) = dq ^ dp+ dp ^ dq = 0 ;in �Ubereinstimmung mit Satz 4.10. Die Hamilton{Funktion ist hier H = pq, denn!(�; X) = qdp+ pdq = d(pq).Bemerkung: Das Vektorfeld X von Beispiel 1 ist global Hamiltonsh, d.h. dieHamilton-Funktion H = pq ist auf der ganzen Phasenebene R2 de�niert. Dies mu�in sternf�ormigen Phasenr�aumen wie dem R2 immer so sein, weil in diesem Falljede geshlossene 1{Form nah dem Poinar�eshen Lemma exakt ist, d.h. ein globalde�niertes Potential besitzt. Die Untersheidung zwishen \lokal" und \global" istnur f�ur Systeme mit niht einfah zusammenh�angendem Phasenraum notwendig:Beispiel 2: Wir betrahten den Phasenraum des ebenen mathematishen Pendels,n�amlih den ZylinderM = S1�R. Zur Konstruktion einer geeigneten symplektishenStruktur ! gehen wir �ahnlih vor wie f�ur die Sph�are S2 und betten M auf dienat�urlihe Weise in den Euklidishen R3 ein (siehe Figur).Sind u und v zwei zu M tangentiale Vektoren im Punkt a 2 M, und ist na der nahau�en gerihtete Normalenvektor (jnaj = 1), so de�nieren wir:!a(v; u) := hna; u� vi (Spatprodukt) :



4.7. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 107
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Diese symplektishe Struktur bleibt o�ensihtlih unge�andert, wenn wir den Zylin-der l�angs seiner Symmetrieahse vershieben oder um seine Symmetrieahse drehen.Wir koordinatisieren M durh einen Winkel q; 0 < q < 2�, n�amlih der Auslenkungdes Pendels relativ zu einer festen Ahse, und durh den kanonishen Impuls desPendels: p = �L=� _q; L = 12ml2 _q2 � U(q). In solhen lokalen Koordinaten gilt:! = dp ^ dq :Mit diesen Vorbereitungen sei nun gs : M ! M eine Translation des Zylinders umdie Streke s l�angs seiner Symmetrieahse. In Formeln: q Æ gs = q und pÆ gs = p+ s.Da eine solhe Translation ! invariant l�a�t, ist (gs)s2R eine Einparametergruppevon kanonishen Transformationen. (gs)s2R wird durh das Vektorfeld X ,X = ddsgs����s=0 = �p ;erzeugt. Dieses Vektorfeld ist zwar lokal Hamiltonsh:!(�; �p) = �dq ist geshlossen ;niht aber global Hamiltonsh, denn die Koordinatenfunktion q : M ! [0; 2�) istals stetige Funktion niht global auf M de�niert, sondern hat eine Unstetigkeit beiq�1(0).4.7 Symmetrien und Erhaltungss�atzeDie N�utzlihkeit von Erhaltungss�atzen bei der L�osung mehanisher Probleme ist inden Kapiteln 1 bis 3 hinreihend deutlih geworden: die L�osung der Bewegungsglei-hungen f�ur autonome Hamiltonshe Systeme mit einem Freiheitsgrad wird durhden Energiesatz auf eine Quadratur zur�ukgef�uhrt; die Berehnung der Bewegung



108 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKdes shweren symmetrishen Kreisels (mit Fixpunkt auf der Symmetrieahse) wirddurh die Erhaltungss�atze f�ur H;L3; L03 auf drei Quadraturen zur�ukgef�uhrt, usw.Im n�ahsten Kapitel (Stabilit�at und Chaos) wird gezeigt werden, da� dies ein all-gemeiner Sahverhalt ist: Hamiltonshe Systeme mit f Freiheitsgraden sind durhQuadratur l�osbar, wenn f (unabh�angige) Erhaltungss�atze existieren.Das Aufsp�uren von Erhaltungss�atzen ist daher ein vorrangiges Ziel des Mehanikers.Hierbei hilft uns das Noether{Theorem, Satz 2.7, das wir nun in die HamiltonsheMehanik autonomer Systeme �ubertragen.Gegeben sei das Hamiltonshe System (M; !;H). Der Phasenu� sei hier mit �H :M � R ! M; (x; t) 7! �Ht (x) bezeihnet, und wir wollen (der Bequemlihkeit hal-ber) annehmen, da� er auf dem ganzen erweiterten Phasenraum erkl�art sei. Gem�a�De�nition 1.22 nennen wir eine Funktion F : M! R ein erstes Integral des Hamil-tonshen Systems, wenn f�ur alle t 2 R gilt: F Æ �Ht = F . Da es sih bei (�Ht )t2Rum eine Einparametergruppe von Di�eomorphismen handelt, ist diese Bedingung�aquivalent zu ddtF Æ �Ht ����t=0 = 0 :Sind XH := IdH und XF := IdF die symplektishen Gradienten von H bzw. F ,so gilt: ddtF Æ �Ht ����t=0 = dF (XH) = !(XH ; XF ) : (4.13)Korollar 4.10.1 Die Energie eines autonomen Hamiltonshen Systems ist erhal-ten: ddtH Æ �Ht ����t=0 = !(XH ; XH) = 0 :Bemerkung: Dies ist die koordinatenfreie Version des Arguments vom Ende desAbshnitts 1.6.Satz 4.11 Es seien (M; !) eine symplektishe Mannigfaltigkeit; f; g zwei Funktio-nen: M ! R; und �f ; �g die Fl�usse der Hamiltonshen Vektorfelder Xf := Idf ,Xg := Idg. Dann gilt: ddsg Æ �fs ����s=0 = � ddtf Æ �gt ����t=0 :Beweis: Nah Gleihung (4.13) ist ddtf Æ �gt ���t=0 = !(Xg; Xf ) und ddsg Æ �fs ���s=0 =!(Xf ; Xg). Mit !(X;Y ) = �!(Y;X) folgt die Behauptung des Satzes.



4.7. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 109Definition 4.11 Sei � : M � R ! M; (x; s) 7! �s(x), der Flu� eines global Ha-miltonshen Vektorfeldes auf (M; !). Dann hei�t (�s)s2R eine Einparametergruppevon Symmetrie{Transformationen des Hamiltonshen Systems mit Hamilton{Funktion H : M! R, wenn H unter (�s)s2R invariant ist, d.h.H Æ �s = H f�ur alle s 2 R :Korollar 4.11.1 (\Noether{Theorem") :Zu jeder Einparametergruppe von Symmetrie{Transformationen ei-nes autonomen Hamiltonshen Systems geh�ort ein Erhaltungssatz,und umgekehrt.Bemerkung: Diese Formulierung des Noethershen Satzes ist insofern speziellerals Satz 2.7, als wir uns hier auf den autonomen Fall beshr�anken. Andererseitsist sie allgemeiner, denn es wird auh die Umkehrung behauptet: zu jedem Er-haltungssatz existiert eine Einparametergruppe von Symmetrie{Transformationen.Diese Umkehrung l�a�t sih in der Lagrange{Mehanik niht zeigen, da die Gruppeder Punkttransformationen zu \klein" ist.Beweis des Korollars: Sei f : M ! R eine Funktion und �f der Flu� von Xf =Idf . Ist (�fs )s2R eine Einparametergruppe von Symmetrie{Transformationen, sogilt: ddsH Æ �fs ���s=0 = 0. Nah Satz 4.11 folgt dann: ddtf Æ �Ht ���t=0 = 0, d.h. f istein erstes Integral und es gilt der Erhaltungssatz f = onst. Die Umkehrung folgtanalog durh Vertaushen der Rollen von H und f .Beispiel 1: Auf der symplektishen Mannigfaltigkeit (M; !) = (R2 ; dp ^ dq) hatdas Hamiltonshe Vektorfeld Idp = �q den Flu� gs: (q; p) Æ gs = (q + s; p). Die vonIdp erzeugten kanonishen Transformationen bilden also die Gruppe der Trans-lationen in q. Daher bedeutet die Aussage des Noether{Theorems hier folgendes:sind die Raumtranslationen q 7! q + s eine Einparametergruppe von Symmetrie{Transformationen des Hamiltonshen Systems mit Hamilton{Funktion H , d.h. gilt:ddsH Æ gs���s=0 = �H�q = 0 ;so ist der Impuls erhalten: p = onst. Umgekehrt bedingt Impulserhaltung dieTranslationsinvarianz der Hamilton-Funktion.Beispiel 2: F�ur das Teilhen im R3 ist (M; !) = (R6 ;P3k=1 dpk^dqk). Wir betrah-ten die 3{Komponente des Drehimpulses, L3, und bestimmen wieder das zugeh�origeHamiltonshe Vektorfeld. Sei IdL3 =:Pk(Xqk�qk +Xpk�pk ). Dann folgen ausdL3 = d(q1p2 � q2p1) = p2dq1 + q1dp2 � p1dq2 � q2dp1= !(�; IdL3) =Xk (Xqkdpk �Xpkdqk)



110 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKdie Komponenten Xq1 = �q2; Xq2 = q1; Xq3 = 0; Xp1 = �p2; Xp2 = p1; Xp3 = 0,also IdL3 = q1�q2 � q2�q1 + p1�q2 � p2�q1 :O�ensihtlih erzeugt IdL3 die durh(q1; q2; q3; p1; p2; p3) Æ g� = (q1 os�� q2 sin�; q1 sin�+ q2 os�; q3;p1 os�� p2 sin�; p1 sin�+ p2 os�; p3)de�nierte Einparametergruppe von Drehungen um die 3{Ahse. Deshalb lautet dasNoether{Theorem in diesem Fall folgenderma�en: sind die Drehungen um die 3{Ahse eine Einparametergruppe von Symmetrie{Transformationen, so ist die 3{Komponente des Drehimpulses erhalten: L3 = onst, und umgekehrt.Nahtrag zur Sprehweise: Ist � : M � R ! M; (x; s) 7! �s(x) der Flu� einesVektorfeldesX , so sagen wir auh, da�X die Einparametergruppe (�s)s2R erzeugt.4.8 Die Poisson{KlammerDefinition 4.12 Die Poisson{Klammer fF;Hg zweier di�erenzierbarer Funktio-nen F und H auf einer symplektishen Mannigfaltigkeit (M; !) ist die Ableitungvon F in Rihtung des Flusses �H des Hamiltonshen Vektorfeldes IdH:fF;Hg := ddtF Æ �Ht ����t=0 :Die Poisson{Klammer zweier di�erenzierbarer Funktionen auf M ist also wiedereine Funktion auf M.Korollar 1 Eine di�erenzierbare Funktion F : M! R ist genau dann ein erstesIntegral des Hamiltonshen Systems (M; !;H), wenn ihre Poisson{Klammer mit Hvershwindet: fF;Hg = 0.Korollar 2 Nah Satz 4.11 ist die Poisson{Klammer shiefsymmetrish:ff; gg = �fg; fg :Korollar 3 Nah Gleihung (4.13) k�onnen wir shreiben:ff; gg = !(Idg; Idf) :



4.8. DIE POISSON{KLAMMER 1114.8.1 Koordinatendarstellung der Poisson{KlammerSei ! in lokalen Koordinaten x1; : : : ; x2f dargestellt durh ! = 12Pi;j !ijdxi ^dxj ,und sei Xg := Idg =:P2fj=1Xjg�j . Dann folgt aus !(�; Xg) = dg =Pi(�g=�xi)dxidie BeziehungPi;j dxi!ijXjg =Pi dxi �g=�xi , alsoPj !ijXjg = �g=�xi. Inversiondieser linearen Gleihung liefert Xjg = Pi !ji �g=�xi , wobei die KoeÆzienten !jidurh die Gleihung Pi !ji!ik = Æjk bestimmt werden oder, anders ausgedr�ukt,(!ji) ist die zu (!ij) inverse Matrix. Damit erhalten wir:fg; hg = !(Idh; Idg)= Xi;j !ij  Xk !ik �h�xk! Xl !jl �g�xl! =Xi;j �g�xi!ij �h�xj : (4.14)Satz 4.12 Ist die symplektishe Struktur ! bez�uglih eines Satzes von Koordina-tenfunktionen q1; : : : ; qf ; p1; : : : ; pf in Normalform, ! =Pk dpk ^ dqk, so gilt:fg; hg = fXk=1� �g�qk �h�pk � �g�pk �h�qk�und speziell fqk; plg = Ækl ; fqk; qlg = 0 = fpk; plg (k; l = 1; : : : ; f) :Beweis: Ben�utze Gleihung (4.14) und (!ij) = � 0 1f�1f 0 �.Korollar 4.12.1 Die kanonishen Bewegungsgleihungen lassen sih jetzt folgen-derma�en aufshreiben:_qk = fqk; Hg ; _pk = fpk; Hg (k = 1; : : : ; f) :Beispiel: F�ur ein System mit zwei Freiheitsgraden, (M; !) = (R2 �R2 ; dp1 ^ dq1+dp2 ^ dq2), sei L := q1p2 � q2p1 der Drehimpuls bzgl. des Ursprungs und � :=artan (q1=q2) ein (lokal de�nierter) Winkel in der Ortsebene. Dann liefert eineleihte Rehnung: f�; Lg = 2Xk=1� ���qk �L�pk � ���pk �L�qk� = 1 :Das ist das erwartete Ergebnis, denn der symplektishe Gradient IdL einer Kom-ponente L des Drehimpulses erzeugt bekanntlih Drehungen um die entsprehendeAhse.



112 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIK4.8.2 Woher kommt die symplektishe Struktur?In der in Abshnitt 4.4 gegebenen allgemeinen De�nition Hamiltonsher Systemeist die symplektishe Struktur ! Teil der Axiomatik. Dieser Umstand provoziertdie Frage, ob sih ! aus irgendeinem konstruktiven Prinzip ergibt oder shlehter-dings \vom Himmel" f�allt. F�ur Lagrange-Systeme ist die Antwort klar. In diesemFall haben wir einen Ortsraum mit Koordinatenfunktionen q1; :::; qf , eine Lagrange-Funktion L(q; _q) und kanonishe Impulse pk = �L=� _qk. Die symplektishe Strukturist hier immer ! = Pfk=1 dpk ^ dqk, und man zeigt leiht, da� sie niht von derKoordinatenwahl abh�angt.Anders verh�alt es sih f�ur Hamiltonshe Systeme wie den klassishen Spin, die keineLagrange-Funktion besitzen. In diesem Fall existiert auf die Frage nah der Herkunftder symplektishen Struktur im Rahmen der klassishen Mehanik keine Antwort(jedenfalls ist dem Autor keine bekannt). �Ahnlih wie beim Hamiltonshen Prinzipder kleinsten Wirkung ershlie�en sih Ursprung und tiefere Bedeutung der sym-plektishen Struktur erst im Rahmen der Quantenmehanik, wie folgt.Grundlegend f�ur die Hamiltonshe Mehanik ist der Phasenraum M. PhysikalisheObservable wie Ort, Impuls, Drehimpuls, Energie usw. sind Funktionen auf demPhasenraum, f : M ! R. Solhe Funktionen bilden eine Algebra, d.h. sie k�onnenlinear kombiniert und multipliziert werden, (�f + �g)(x) := �f(x) + �g(x) und(f � g)(x) := f(x)g(x). Das Produkt ist kommutativ, f � g = g � f . Die Observablender klassishen Mehanik bilden also eine kommutative Algebra.In diesem algebraishen Zugang gelangt man zur Quantenmehanik, indem mandie Algebra der Observablen nihtkommutativ maht: das kommutative Produktf � g = g � f wird durh ein nihtkommutatives Produkt f � g 6= g � f ersetzt. DasKorrespondenzprinzip verlangt, da� die Quantenmehanik f�ur ~ ! 0 (PlanksheKonstante gegen Null) in die klassishe Mehanik �ubergeht. Dementsprehend be-sitzt das quantenmehanishe �-Produkt eine Entwiklung nah Potenzen von ~,deren nullter Term das kommutative Produkt ist: f � g = f � g+O(~). Die f�uhrendenihtkommutative Korrektur wird durh die Poisson-Klammer bestimmt:f � g = f � g + i~2 ff; gg+O(~2) ;wobei i = p�1 die imagin�are Einheit ist. Hiermit l�a�t sih die Poisson-Klammerdurh einen Grenz�ubergang formal isolieren:ff; gg = lim~!0 (i~)�1 (f � g � g � f) :Wie wir wissen, h�angt die Poisson-Klammermit der symplektishen Struktur durh



4.9. LIOUVILLESCHER SATZ 113!(Idf; Idg) = fg; fg zusammen. Wird die klassishe Mehanik also als Grenzfallder Quantenmehanik gesehen, dann f�allt die symplektishe Struktur eines Hamil-tonshen Systems niht vom Himmel, sondern ist in der nihtkommutativen Algebrader quantenmehanishen Observablen kodiert. F�ur den Fall des klassishen Spinsfolgt die symplektishe Struktur letztlih aus der Quanten-Algebra des Spins.4.9 Liouvillesher SatzWir betrahten eine symplektishe Mannigfaltigkeit (M; !) der Dimension 2f undde�nieren die Volumenform 
 durh
 := 1f ! ! ^ ! ^ : : : ^ !| {z }f Faktoren :Ist ! in lokalen Koordinaten durh ! = Pfk=1 dpk ^ dqk gegeben, so zeigt manleiht, da� gilt: 
 = dp1 ^ dq1 ^ dp2 ^ dq2 ^ : : : ^ dpf ^ dqf :Eine direkte Konsequenz von De�nition 4.8 und Satz 4.10 istSatz 4.13 (Liouville) Ein Hamiltonsher Flu� � ist volumenerhaltend, d.h. mitvol ��t(A)� := R�t(A) 
 gilt vol ��t(A)� = vol (A) = onst f�ur jedes (me�bare) GebietA � M.Beweis:Wir ben�utzen den Transformationssatz R�t(A) 
 = RA ��t
. Da das Zur�uk-ziehen von Formen mit dem �au�eren Produkt vertausht, gilt mit Satz 4.10:��t
 = 1f !��t! ^ : : : ^ ��t! (4:10)= 1f !! ^ : : : ^ ! = 
 ;woraus folgt: vol ��t(A)� = ZA ��t
 = ZA 
 = vol (A) = onst :
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Bemerkungen:



114 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIK(i) Der Transformationssatz R (A) 
 = RA  �
 ist die multidimensionaleVerallge-meinerung der Substitutionsregel f�ur Integrale von Funktionen einer Ver�ander-lihen:  (b)Z (a) f(y)dy = bZa f� (x)� 0(x) dx : (4.15)Setzen wir A := [a; b℄;  (A) = [ (a);  (b)℄, und erkl�aren die 1{Form � : (A) ! L(R;R) durh �p := f(p)(dy)p , so nimmt (4.15) folgende Gestaltan: Z (A) � = ZA  �� :(ii) Wir werden sp�ater sehen, da� der Liouvilleshe Satz auh f�ur nihtautonomeHamiltonshe Systeme gilt.(iii) Man nennt 
 eine Integralinvariante. Neben 
 existiert eine ganze Serie wei-terer Integralinvarianten (Poinar�e), n�amlih: !; !^!; : : : ; !^k = !^!^: : :^!(k Faktoren), : : : ;
 = !^f . Die Aussage lautet: Ist A ein 2k{dimensionalesFl�ahenst�uk auf M und �t(A) sein Bild unter �t, so gilt R�t(A) !^k = onst.In den n�ahsten Unterabshnitten diskutieren wir zwei Anwendungen des Liouvil-leshen Satzes.4.9.1 Poinar�esher WiederkehrsatzSatz 4.14 (\Poinar�esher Wiederkehrsatz") Sei M ein Gebiet endlihenVolumens in einem metrishen Raum, und sei g : M ! M eine volumenerhal-tende, kontinuierlihe und bijektive Abbildung. Dann gibt es in jeder Umgebung Neines beliebigen Punktes von M einen Punkt x 2 N, der nah N zur�ukkehrt, d.h.9n 2 N : gn(x) 2 N.Beweis: Betrahte die Bilder von N unter wiederholter Anwendung der Abbildung:N; g(N); g2(N); : : : ; gn(N), usw. Da g volumenerhaltend ist, haben alle Bilder das-selbe Volumen. Es mu� daher gelten:gk(N) \ gl(N) 6= ;f�ur ein Paar von positiven ganzen Zahlen k 6= l. W�are n�amlih das Gegenteil derFall, w�are also der Durhshnitt aller Bildgebiete leer, dann m�u�te M unendlihesVolumen haben, was im Widerspruh zur Voraussetzung st�unde. O.B.d.A. sei k > l.



4.9. LIOUVILLESCHER SATZ 115Es folgt dann gk�l(N) \N 6= ;. Wir w�ahlen irgendeinen Punkt x dieses nihtleerenDurhshnitts und setzen y = gk�l(x). Dann ist x 2 N und gn(x) 2 N (mit n =k � l). �Anwendung: Sei (M � Rn ; !;H) ein autonomes Hamiltonshes System, und seienE0; E1 zwei Energien, so da� die Energieshale�E0;E1 := fx 2 M jE0 < H(x) < E1gbeshr�ankt ist. Den Phasenu� des Systems f�ur eine Zeitdauer t = T bezeihnenwir mit g := �T . Da g nah dem Liouvilleshen Satz das Phasenvolumen erh�alt, istder Poinar�eshe Wiederkehrsatz anwendbar. Er f�uhrt zu der Shlu�folgerung, da�jeder Punkt von �E0;E1 unter dem Flu� des Hamiltonshen Systems in eine beliebigkleine Umgebung seiner selbst zur�ukkehrt.Diese Aussage sheint folgende paradoxe Konsequenz zu haben: �o�net man eineTrennwand, die eine Kammer mit Gasteilhen von einer Vakuumkammer separiert,dann werden die Gasteilhen sih nah einer Weile alle wieder in der ersten Kammerversammeln.
Die Gasmolek�ule kehren in die erste Kammer zur�uk.Die Au�osung des Paradoxons liegt in der Tatsahe, da� \eine Weile" l�anger als dasAlter des Universums sein kann.4.9.2 BeshleunigerphysikIn einem Zirkularbeshleuniger (Synhotron) werden geladene Teilhen durh ma-gnetishe Kr�afte auf einer Kreisbahn gehalten und durh elektrishe Kr�afte beshleu-nigt. Wir beshreiben einen solhen Beshleuniger in vern�unftiger N�aherung alsnihtautonomes Hamiltonshen System mit Phasenraum (M; !) = (S1�R; dp�^d�)und Hamilton{FunktionH(�; p�; t) = H(�+2�; p�; t). Ein \Injektor" speist den Be-shleunigermit Teilhen in einem gewissen Orts{ und Impulsbereih. Die Unsh�arfenseien mit �� und �p� bezeihnet. In shwierigen Hohenergie{Experimenten mitgeringen Ereignisraten (z.B. Produktion der W{ und Z{Eihbosonen im Proton{Antiproton{Collider am CERN) ist es f�ur den Erfolg des Experiments wesentlih,diese Unsh�arfen w�ahrend (oder nah) dem Beshleunigungsvorgang zu reduzieren,um die Teilhendihte im Phasenraum zu erh�ohen. Dies kann aber niht so ohneweiteres gelingen, denn nah Liouville ist das von den Anfangsbedingungen der



116 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKzu beshleunigenden Teilhen ausgef�ullte Phasenraumvolumen unabh�angig von derZeit durh �� ��p� gegeben.
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Der Liouvillesche Satz ist.. ..

Beschleunigerphysik.

ein Argernis fur die 

In modernen Beshleunigern \�uberlistet" man den Liouvilleshen Satz durh soge-nannte \Elektronen{K�uhlung" oder \stohastishe" K�uhlung (Physiknobelpreis f�urS. van der Meer, 1984).4.10 Die Integralinvariante von Poinar�e{CartanIn den Abshnitten 4.4 bis 4.9 wurde die Hamiltonshe Mehanik autonomer Syste-me in koordinatenfreier Weise entwikelt, wobei die Hauptrolle von der symplekti-shen Struktur des Phasenraums gespielt wurde. Im nun folgenden Abshnitt haltenwir uns an das Buh von Arnold (Seiten 233�) und ziehen die kanonishe Mehaniknoh einmal von einem anderen Standpunkt auf. Dieser neue Zugang eignet sih be-sonders gut f�ur die Behandlung nihtautonomer Systeme. Dabei wird an die Stelleder symplektishen Struktur des Phasenraums eine gewisse nihtsingul�are 2{Formim erweiterten Phasenraum treten. Das Material in diesem Abshnitt ist von demVorhergehenden v�ollig unabh�angig.Eine geshlossene 2{Form l�a�t sih nah Poinar�e lokal immer als die Cartanshe Ab-leitung einer 1{Form shreiben. Wir wollen uns ab jetzt auf Systeme beshr�anken,wo die symplektishe Struktur ! niht nur geshlossen, sondern auh exakt ist,d.h. ! = d� und � sei global de�niert. Desweiteren seien ab jetzt immer Phasen-raumkoordinaten (q1; : : : ; qf ; p1; : : : ; pf ) vorausgesetzt, so da� ! in Normalform ist:! =Pk dpk ^ dqk. Ist pk der kanonishe Impuls zur verallgemeinerten Ortskoordi-nate qk, so hei�t (qk; pk) auh ein kanonishes Paar.Wegen dÆd = 0 wird die 1{Form � durh ! = d� nur bis auf die Addition des totalenDi�erentials einer Funktion festgelegt. Wir w�ahlen � =Pk pkdqk. Im �ubern�ahsten



4.10. DIE INTEGRALINVARIANTE VON POINCAR�E{CARTAN 117Teilabshnitt 4.10.2 werden wir zum erweiterten Phasenraum M � R �ubergehenund dort die 1{Form � := � �Hdt (mit H der Hamilton{Funktion) untersuhen.Teilabshnitt 4.10.1 hat eine vorbereitende Funktion.4.10.1 Das Stokesshe LemmaDefinition 4.13 Sei A 2 Alt2(R2f+1). Ein Vektor v 6= 0 mit der EigenshaftA(u; v) = 0 f�ur alle u 2 R2f+1 hei�t ein Nullvektor von A.Hilfsatz: Sei 
 : M � R ! Alt2(R2f+1 ); a 7! 
a eine 2{Form. Dann existiert f�urjeden Punkt a 2 M� R ein Nullvektor von 
a.Beweis: Sei a 2 M � R; e1; : : : ; e2f+1 eine Basis von R2f+1 und A = �Akl� dieMatrix von 
a: Akl = 
a(ek; el) (k; l = 1; : : : ; 2f + 1). A ist shiefsymmetrish:AT = �A. Hiermit folgtdetA = detAT = det (�A) = (�1)2f+1 detA = � detA ;und somit detA = 0. Also hat A einen Eigenvektor zum Eigenwert Null. Dieserentspriht dem Nullvektor von 
a, dessen Existenz zu zeigen war.Es ist klar, da� die Nullvektoren einer alternierenden 2{linearen Form einen linearenRaum bilden.Definition 4.14 Sei 
 wie im Hilfsatz. Dann hei�t 
 nihtsingul�ar, wenn derRaum der Nullvektoren von 
a f�ur alle a 2 M� R eindimensional ist.Bemerkung: Allgemeiner spriht man von einer nihtsingul�aren 2{Form, wenn derRaum ihrer Nullvektoren die kleinstm�oglihe Dimension hat. F�ur eine 2{Form imerweiterten Phasenraum ist die Dimension des Nullraums mindestens gleih Eins;siehe Hilfsatz.Sei nun � eine 1{Form: M�R ! L(R2f+1 ;R), deren Cartanshe Ableitung 
 = d�nihtsingul�ar ist. Dann wird durh � jedem Punkt a 2 M� R in eindeutiger Weiseeine \Nullrihtung" zugeordnet, n�amlih der eindimensionale Raum von Nullvek-toren von 
a = (d�)a. Die Integralkurven dieses Feldes von Nullrihtungen hei�enWirbellinien von �. (Zur Bestimmung der Integralkurven w�ahlt man irgendeinnihtsingul�ares di�erenzierbares Vektorfeld, das dem Feld von Nullrihtungen �uber-all parallel ist, und l�ost das zugeh�orige dynamishe System. Es ist niht shwerzu sehen, da� die resultierenden Integralkurven von der Wahl des Vektorfelds un-abh�angig sind.)Beispiel: Zur besseren Erl�auterung des Begri�s der Wirbellinien betrahten wirden Spezialfall M � R = R3 und f�uhren auf R3 eine Euklidishe Struktur ein: ein



118 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKSkalarprodukt h�; �i und ein Vektorprodukt �. �Uber die Forderung �a = h�; A(a)if�ur alle a 2 R3 wird dann der 1{Form � ein Vektorfeld A : a 7! A(a) zugewiesen.Analog wird der 2{Form 
 durh die Forderung 
a(u; v) = hB(a); u� vi f�ur allea 2 R3 ein Vektorfeld B zugeordnet. Der Zusammenhang ! = d� geht unter dieserZuordnung in B = rotA �uber; B ist also das Wirbelfeld von A. Die Wirbellinien vonA (oder �) sind in diesem Fall nihts anderes als die \Flu�linien" von B. Beahte al-lerdings, da� das Vektorfeld B niht invariant de�niert ist: bei seiner Konstruktionben�utzt man das Skalarprodukt h�; �i, und die L�ange seiner Vektoren �andert sih,wenn das Skalarprodukt ge�andert wird. Andererseits hat die Rihtung von B(a)sehr wohl eine invariante Bedeutung: sie ist durh den eindimensionalen Nullraumvon 
a = (d�)a gegeben. (Das Skalarprodukt ist ab sofort wieder abgesha�t.)Sei  eine geshlossene Kurve in M � R. Die Wirbellinien von � durh die Punktevon  bilden einen Wirbelshlauh.
γ

WirbelschlauchSatz 4.15 (\Lemma von Stokes") Sei � : M � R ! L(R2f+1 ;R) eine 1{Formmit nihtsingul�arer Cartansher Ableitung d�. Seien weiter 1 und 2 zwei geshlos-sene Kurven, die denselben Wirbelshlauh von � umlaufen. Dann giltR1 � = R2 � :
σ

γ2

γ1Beweis: Sei � das von 2 und 1 berandete Fl�ahenst�uk auf dem Wirbelshlauhdurh 1; 2. In Formeln: 2 � 1 = �� = Rand(�). Dann folgt mit dem Allgemei-nen Stokesshen Satz: R2 � � R1 � = R� d�. Die rehte Seite vershwindet, denn



4.10. DIE INTEGRALINVARIANTE VON POINCAR�E{CARTAN 119per De�nition der Wirbellinien ist jeder Tangentenvektor zu einer Wirbellinie einNullvektor von d�.4.10.2 Kanonishe GleihungenAlle grundlegenden S�atze der Hamiltonshen Mehanik lassen sih aus dem Lemmavon Stokes direkt herleiten. Seien dazuH die Hamilton{Funktion und q1; : : : ; qf ; p1;: : : ; pf ; t ein Satz von Koordinaten auf dem erweiterten Phasenraum M� R.Satz 4.16 Die Wirbellinien der 1{Form � =Pfk=1 pkdqk �Hdt auf dem erweiter-ten Phasenraum haben eine Eins{zu{Eins{Projektion auf die Zeitahse t; d.h. siesind durh eindeutige Funktionen t 7! (q1(t); : : : ; qf (t); p1(t); : : : ; pf (t)) gegeben.Diese Funktionen gen�ugen den kanonishen Gleihungen_qk = �H�pk ; _pk = ��H�qk (k = 1; : : : f) : (4.16)
p
H ,

p

q

pdq-Hdt
Wirbellinien von

t

- q
H ,1

Beweis: Sei XH = IdH =Pfk=1 ((�H=�pk)�qk � (�H=�qk)�pk ) der symplektisheGradient von H bzgl. ! =Pfk=1 dpk ^dqk . Das um den Basisvektor in Zeitrihtungerg�anzte Vektorfeld X = XH + �t ist ein Nullvektorfeld von d�:d�(�; X) = (! � dH ^ dt) (�; �t +XH)= � (dH ^ dt) (�; �t) + !(�; XH) + dH(XH) dt = !(XH ; XH)dt = 0 :Das dynamishe System zu X = �t +XH lautet explizit:dtds = 1 ; dqkds = �H�pk ; dpkds = ��H�qk (k = 1; : : : f) :Die erste Gleihung (dt=ds = 1 > 0) bedeutet, da� die Zeit t l�angs einer Integral-kurve mit dem Kurvenparameter s monoton zunimmt und somit die Projektion aufdie Zeitahse eins-zu-eins ist. O�ensihtlih ergibt Elimination von s zugunsten vont die kanonishen Gleihungen.



120 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKKorollar 4.16.1 Es seien zwei geshlossene Kurven 1 und 2 gegeben, die den-selben Shlauh von Integralkurven von (4.16) umshlie�en. Dann gilt mit pdq =Pfk=1 pkdqk: Z1 (pdq�Hdt) = Z2 (pdq�Hdt) :Beweis: Nah Satz 4.16 fallen die Integralkurven von (4.16) mit den Wirbellinienvon pdq�Hdt zusammen. Die Behauptung folgt dann sofort aus dem Lemma vonStokes.Die 1{Form pdq�Hdt hei�t die Integralinvariante von Poinar�e{Cartan.Korollar 4.16.2 Sei � : M� R � R ! M; (x; t1; t2) 7! �t2t1(x), der Phasenu�eines nihtautonomen Hamiltonshen Systems mit f Freiheitsgraden. Dann gilt f�urjede geshlossene Kurve , die ganz in der Fl�ahe t = t1 = onst liegt:Z�t2t1 () pdq = Z pdq :Beweis: Die Behauptung folgt aus dem Lemma von Stokes in Kombination mit derTatsahe, da� �t2t1() ganz in der Ebene t = t2 = onst liegt.Korollar 4.16.3 Sei � � M ein zweidimensionales Fl�ahenst�uk. Dann gilt f�ur! =Pk dpk ^ dqk: Z�t2t1 (�) ! = Z� ! :Beweis: Ben�utze Korollar 4.16.2 und den Allgemeinen Stokesshen Satz.Korollar 4.16.4��t2t1! = ! ; ��t2t1(! ^ !) = ! ^ ! ; usw. ��t2t1(!^f ) = !^f :Beweis: Die erste Gleihung folgt aus Korollar 4.16.3 zusammen mit dem Transfor-mationssatz und der Beliebigkeit von �. Die zweite und alle weiteren Gleihungen(f�ur f > 2) folgen dann aus der Vertaushbarkeit des �au�eren Produkts mit demZur�ukholen von Formen.Korollar 4.16.5 Der Liouvilleshe Satz gilt auh f�ur nihtautonome Hamilton-she Systeme.Beweis: R�t2t1 (A) !^f = RA ��t2t1(!^f ) = RA !^f .



4.10. DIE INTEGRALINVARIANTE VON POINCAR�E{CARTAN 1214.10.3 Koordinatenwehsel in den kanonishen GleihungenDer einfaheren Notation halber setzen wir in diesem Teilabshnitt f = 1. Die untenhergeleiteten Aussagen �ubertragen sih aber in trivialer Manier auf den Fall beliebigvieler Freiheitsgrade.Der Zusammenhang zwishen einer vorgegebenen 1{Form � = pdq�Hdt und ihrenWirbellinien hat eine invariante Bedeutung: sowohl die Cartanshe Ableitung d wieauh der Nullraum von (d�)a ist koordinatenfrei de�niert. Dies gestattet uns, diekanonishen Gleihungen (4.16) in ein neues System von Koordinaten (Q;P; T ) zu�ubertragen.Satz 4.17 Sei (q; p) ein kanonishes Paar und (q; p; t) ein Satz von Koordinaten aufdem erweiterten Phasenraum R3 . Seien au�erdem ein zweiter Satz von Koordinaten(Q;P; T ) und zwei Funktionen K;S : R3 ! R gegeben, so da� gilt pdq � Hdt =PdQ�KdT +dS. Dann werden die Integralkurven von (4.16) in den Koordinaten(Q;P; T ) durh die Integralkurven der kanonishen GleihungendQdT = �K�P ; dPdT = ��K�Q (4.17)dargestellt.Beweis: Wegen ddS = 0 sind die Wirbellinien von PdQ � KdT mit jenen vonpdq�Hdt identish. Nah Satz 4.16 sind diesen Wirbellinien eindeutige FunktionenT 7! (Q(T ); P (T )) zugeordnet, die den kanonishen Gleihungen (4.17) gen�ugen.Satz 4.18 Gegeben seien f�ur M � R2 eine kanonishe Transformation  : M! Mund zwei S�atze von Koordinatenfunktionen q; p und Q;P , die durh Q = q Æ ; P =p Æ  miteinander verkn�upft sind. Dann existiert eine Funktion S : M! R, so da�gilt: pdq = PdQ+ dS :Beweis: Sei � � M ein Fl�ahenst�uk mit Rand  = ��. Dann gilt:Z p dq (Stokes)= Z� dp ^ dq ( kanonish)= Z�  �(dp ^ dq) = Z� dP ^ dQ (Stokes)= Z P dQ :Das Integral R(pdq � PdQ) vershwindet also f�ur alle geshlossenen Kurven .Daher ist das Kurvenintegral von pdq � PdQ wegunabh�angig, und durhS(a) := aZa0 (pdq � PdQ)



122 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIK
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0a γ=  σwird eine Funktion S : M ! R de�niert. Diese Funktion erf�ullt die GleihungdS = pdq � PdQ.Korollar 4.18.1 In den neuen Koordinaten Q;P haben die kanonishen Glei-hungen (4.16) die kanonishe Form _Q = �K=�P; _P = ��K=�Q mit unge�anderterHamilton{Funktion K � H.Beweis: Nah Satz 4.18 existiert eine Funktion ~S : M � R ! R; (a; t) 7! S(a), soda� im erweiterten Phasenraum giltp dq �Hdt = PdQ�Hdt+ d~S :Nah Satz 4.17 folgt dann, da� sih die kanonishen Gleihungen (4.16) indQdt = �H�P ; dPdt = ��H�Qumrehnen.4.10.4 Reduktion der Ordnung f�ur autonome SystemeHier sei nun ein System mit f Freiheitsgraden gegeben, dessen Hamilton{FunktionH = ~H(q;p) niht explizit von der Zeit abh�angt. Dann ist die Energie des Systemserhalten: H�(t)� = onst f�ur jede Integralkurve  : t 7! (t). Es wird sih heraus-stellen, da� man mit Hilfe des Energiesatzes die Dimension 2f + 1 des erweitertenPhasenraumes um zwei Einheiten erniedrigen kann. Dadurh wird das Problem aufdie L�osung von kanonishen Gleihungen in einem (2f � 1){dimensionalen Raumzur�ukgef�uhrt.Wir nehmen an, da� die Gleihungh = ~H(q1; : : : ; qf ; p1; : : : ; pf )in einem geeigneten Teilgebiet des Phasenraumes nah p1 aufgel�ost werden kann:p1 = ~K(Q;P; T ;h) ;



4.10. DIE INTEGRALINVARIANTE VON POINCAR�E{CARTAN 123wobeiQ = (q2; : : : ; qf ); P = (p2; : : : ; pf ) und T = �q1. Mit pdq =Pfk=1 pkdqk; PdQ =Pfk=2 pkdqk und K = ~K(Q;P; T ;h) giltpdq = PdQ�KdT :Sei nun  eine Integralkurve der kanonishen Gleihungen_qk = �H�pk ; _pk = ��H�qk ; _t = 1 (k = 1; : : : ; f) ; (4.18)welhe in der 2f{dimensionalen Fl�ahe H = h im R2f+1 liegt. Dann ist  eineWirbellinie der 1{Form pdq � Hdt. Wir projezieren den erweiterten PhasenraumR2f+1 mit Koordinatenfunktionen (q;p; t) auf den Phasenraum mit Koordinaten-funktionen (q;p). Die Fl�ahe H = h wird hierbei auf die (2f � 1){dimensionaleMannigfaltigkeit M2f�1 := na 2 R2f ���H (a) = hoprojeziert, und  wird auf eine Kurve � abgebildet.
p

t

q

γγ
H=h

M2f-1

Die Funktionen (Q;P; T ) sind ein Satz (lokaler) Koordinaten auf M2f�1.Hilfsatz: � ist eine Wirbellinie der 1{Form PdQ�KdT auf M2f�1.Beweis: Sei a 2 M2f�1. Wegen der Zeittranslationsinvarianz autonomer Systemed�urfen wir o.B.d.A. annehmen, da�  den reduzierten Phasenraum M2f�1 im Punkta shneidet. Sei v (�v) ein Tangentenvektor von  (�) im Punkt a. Dann gilt v =�v + set (s 2 R), und aus 0 = (! � dH ^ dt)a (�; v)folgt mit !a(�; et) = (dH)a(et) = 0; (dt)a(et) = 1; (dH)a(�v) = (dt)a(�v) = 0 dieGleihung 0 = !a(�; v)� s(dH)a :Sei nun �u irgendein zweiter Tangentenvektor von M2f�1 im Punkt a. Dann gilt(dH)a(�u) = 0, und wir erhalten 0 = !a(�u; �v) :



124 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIKFolglih ist � ist eine Wirbellinie der 1{Form pdq = PdQ�KdT , wie behauptet.Satz 4.19 Die Phasenbahnen der kanonishen Gleihungen (4.18) auf der Ener-gie�ahe H = h gen�ugen den kanonishen Gleihungendqidq1 = ��K�pi ; dpidq1 = +�K�qi (i = 2; : : : ; f) ; (4.19)wobei die Funktion K = ~K(q1; q2; : : : ; qf ; p2; : : : ; pf ;h) durh die Gleihung~H(q1; : : : ; qf ;K; p2; : : : ; pf ) = h bestimmt ist.Beweis: Da nah obigem Hilfsatz jede Phasenbahn � eine Wirbellinie von PdQ�KdT ist, gelten l�angs � die kanonishen GleihungendQidT = �K�Pi ; dPidT = � �K�Qi ;siehe Satz 4.16. Mit den Identi�kationen Qi = qi; Pi = pi (i = 2; : : : ; f) und�T = q1 folgt die Behauptung des Satzes.Bemerkung:Das System (4.19) ist im allgemeinen nihtautonom, daK = ~K(q1; : : : )explizit von q1 abh�angt.4.10.5 Erzeugende FunktionenWir kehren zum einfahen Fall f = 1; M = R2 zur�uk und betrahten eine kanoni-she Transformation  : R2 ! R2 . Wie in den Voraussetzungen zu Satz 4.18 setzenwir Q = q Æ und P = p Æ . Aus Satz 4.18 folgt dann die Existenz einer FunktionS : R2 ! R mit der Eigenshaft dS = p dq � PdQ : (4.20)Definition 4.15 Wir nennen eine kanonishe Transformation  : R2 ! R2 vomTyp 1 (vom Typ 2), wenn q und qÆ (pÆ ) einen Satz unabh�angiger Koordinatenbilden.Sei nun  vom Typ 1. Dann l�a�t sih eine Funktion S1(q;Q) : R2 ! R �nden, so da�S = S1(q;Q). Aus der linearen Unabh�angigkeit von dq und dQ folgt nah Einsetzenvon dS = �S1�q (q;Q)dq + �S1�Q (q;Q)dQ in (4.20), da� S1(q;Q) den Gleihungenp = �S1�q (q;Q) ; (4.21a)P = ��S1�Q (q;Q) (4.21b)gen�ugt. Diese Shritte lassen sih umkehren und zur Konstruktion von kanonishenTransformationen ben�utzen. Dazu geben wir uns eine zweimal stetig di�erenzierbare



4.10. DIE INTEGRALINVARIANTE VON POINCAR�E{CARTAN 125Funktion S1(q;Q) vor. Unter der Voraussetzung �2S1=�q�Q 6= 0 k�onnen wir dannGleihung (4.21a) lokal nah Q au�osen und erhalten Q = ~Q(q; p). Diese Beziehungsetzen wir in Gleihung (4.21b) ein und erhalten P = ~P (q; p). Per Konstruktion giltdann dp^ dq = dP ^ dQ. Die Funktion S1(q;Q) hei�t eine erzeugende Funktionvom Typ 1.Bei weitem niht alle kanonishen Transformationen sind vom Typ 1. Zum Beispielfallen f�ur die identishe Transformation die Funktionen q und Q zusammen undsind niht unabh�angig. Es ist also niht m�oglih, die identishe Transformation auseiner erzeugenden Funktion S1(q;Q) zu gewinnen. Dies l�a�t sih jedoh mit Typ 2bewerkstelligen. Sei jetzt  vom Typ 2. Dann setzen wirS + PQ =: S2(q; P ) ;wobei die Funktion S wie zuvor durh dS = pdq � PdQ de�niert ist. Wir bildendas Di�erentialp dq � P dQ = dS = �S2�q (q; P ) dq + �S2�P (q; P ) dP � P dQ�Q dPund folgern aus der linearen Unabh�angigkeit von dq und dP die Relationen:p = �S2�q (q; P ) ; (4.22a)Q = �S2�P (q; P ) : (4.22b)O�ensihtlih hat die identishe Transformation Q = q; P = p die erzeugendeFunktion S2(q; P ) = qP . Auh hier kann man wieder umgekehrt vorgehen. F�ur einevorgegebene erzeugende Funktion S2(q; P ) l�ost man (4.22a) nah P auf und setztdas Resultat in (4.22b) ein. Dieses Verfahren werden wir sp�ater noh verwenden.Wir formulieren die Aussage daher als Satz.Satz 4.20 1. Sei  : R2 ! R2 eine kanonishe Transformation vom Typ 2, undsei Q = q Æ  ; P = p Æ  . Dann gen�ugt die durh S2�q(a); P (a)� = Q(a)P (a) +R aa0(pdq � PdQ) (a 2 R2 ) de�nierte Funktion S2(q; P ) den Gleihungen (4.22a,b).2. Sei umgekehrt eine C2{Funktion S2(q; P ) gegeben, und sei a0 2 R2 ein Punkt, indem gilt �2S2�q�P �q(a0); P (a0)� 6= 0 : (4.23)Dann bestimmen die Gleihungen (4.22a,b) eine kanonishe Transformation vomTyp 2 in einer Umgebung von a0.Bemerkungen:



126 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIK(i) Da (4.23) die Au�osbarkeit von (4.22a) nur lokal garantiert, k�onnen wir unter2. niht ohne weiteres auf einen globalen Di�eomorphismus  : R2 ! R2(d.h. eine kanonishe Transformation im Sinne von De�nition 4.8) shlie�en.(ii) Der praktishe Gebrauh der erzeugenden Funktion S2(q; P ) ist auh des-halb bequem, weil Gleihungen (4.22a,b) keine Minuszeihen enthalten undsih leiht merken lassen, indem man sih einpr�agt, da� die Identit�at durhS2(q; P ) = qP erzeugt wird.



Kapitel 5Stabilit�at und ChaosAls Finale zum Thema der Hamiltonshen Systeme wollen wir nun einige qualitativeAussagen �uber das Langzeitverhalten von Phasen�ussen erarbeiten. Ausgangspunktder Diskussion werden autonome Systeme mit der speziellen Eigenshaft sein, da�genauso viele \unabh�angige" Integrale der Bewegung vorliegen wie Freiheitsgrade.Solhe Systeme hei�en integrabel, weil sih die L�osung ihrer Bewegungsgleihungenauf Quadraturen, also auf Berehnung unbestimmter Integrale, zur�ukf�uhren l�a�t.Der Verlauf der Phasenbahnen eines integrablen Hamiltonshen Systems ist durhdie Existenz der Bewegungsintegrale stark eingeshr�ankt: f�ur Systeme mit einem2f{dimensionalen Phasenraum erkundet die Bewegung nur Unterr�aume der hal-ben Dimension f . Ist die Bewegung gebunden, so sind die unter dem Phasenu�invarianten Untermannigfaltigkeiten i.a. di�eomorph zu einem Torus Tf .Endziel unserer Betrahtungen ist ein qualitatives Verst�andnis des Shiksals, dasdie invarianten Tori unter shwahen St�orungen des integrablen Systems erfahren.Zwei F�alle werden hierbei zu untersheiden sein. Falls die Frequenzen der quasipe-riodishen Bewegung auf dem Torus eine gewisse Inkommensurabilit�atsbedingungerf�ullen, greift ein Theorem von Kolmogorov, Arnold und Moser. Es behauptet grobgesprohen, da� eine kleine St�orung den Torus lediglih deformiert, seine Invarianzunter dem gest�orten Phasenu� aber bestehen bleibt. In diesem Fall bleibt die Be-wegung also quasiperiodish und somit geordnet.Stehen die Frequenzen hingegen in einem rationalen Verh�altnis zueinander, wird derinvariante Torus i.a. shon durh eine beliebig kleine St�orung vernihtet. Es tretenhyperbolishe Fixpunkte auf, deren stabile und instabile Mannigfaltigkeiten sihgenerish in unendlih vielen Punkten shneiden. In der N�ahe der Fixpunkte f�uhrtdie Kombination von expandierender und faltender Dynamik zu fortshreitenderFiligranisierung von anf�anglih glatten Phasenraumdihten. Tats�ahlih erkundetin diesem Fall eine einzige Phasenbahn die gesamte Energieshale, d.h. den nah127



128 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSBer�uksihtigung des Energiesatzes verf�ugbaren Phasenraum. Eine solhe Bewegunghei�t haotish. Charakteristish f�ur sie ist, da� das Langzeitverhalten, obwohl esim Prinzip vollst�andig determiniert ist, in der Praxis niht im Detail vorhergesagtwerden kann, weil Unsiherheiten oder Unsh�arfen in den Anfangsbedingungen ex-ponentiell anwahsen.Soweit das ehrgeizige Programm dieses Kapitels. Einen bequemen Ausgangspunktf�ur die st�orungstheoretishe Behandlung shwah nihtintegrabler Systeme bildendie sogenanntenWirkungs- undWinkelvariablen.Wir beginnen mit ihrer Einf�uhrungim n�ahsten Abshnitt.5.1 Wirkungs{ und WinkelvariableWir betrahten ein autonomes Hamiltonshes System mit einem Freiheitsgrad (f =1) und Hamilton{Funktion H . Aus dem Phasenraum eines solhen Systems grei-fen wir eine (nihtleere) o�ene Teilmenge Mi � R2 heraus, welhe die folgendenEigenshaften besitzt:(1) Es existieren zwei Energien Emin und Emax, so da� f�ur alle a 2 Mi gilt Emin <H(a) < Emax.(2) F�ur jede Energie E 2 ℄Emin; Emax[ sei der Durhshnitt von Mi mit der Ni-veaukurve zu dieser Energie eine zusammenh�angende geshlossene Kurve.(3) dH vershwinde nirgendwo auf Mi.Beispiel: Sei H = p22m + U(q) mit U wie in der Zeihnung. Dann existieren dreigetrennte Gebiete im Phasenraum, wo sih die Voraussetzungen (1){(3) erf�ullenlassen: Gebiet 1 (die Separatrix H = U0 und den kritishen Punkt (q1; 0) aus-genommen), Gebiet 2 (die Separatrix H = U0 und den kritishen Punkt (q2; 0)ausgenommen), und Gebiet 3 (die Separatrix H = U0 ausgenommen). �Unter den angegebenen Voraussetzungen an Mi suhen wir nun nah einem Paarvon Koordinatenfunktionen (�; I) auf Mi, so da� gilt:(1) dp ^ dq = dI ^ d� auf Mi.(2) I ist ein erstes Integral: I = f(H) mit f : ℄Emin; Emax[ ! ℄Imin; Imax[ einermonotonen Funktion.(3) HME d� = 2� f�ur alle Energie{NiveaukurvenME in Mi, d.h. � ist ein Winkel.
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H=U0
3Wir bezeihnen die Umkehrfunktion von f mit h (f Æ h = Id). Um die gesuhtekanonishe Transformation q; p! �; I zu �nden, lassen wir uns von Satz 4.20 inspi-rieren und konstruieren eine erzeugende Funktion ~S(q; I) vom Typ 2 (den Index 2lassen wir der K�urze halber weg): p = � ~S�q (q; I) ; (5.1a)� = � ~S�I (q; I) : (5.1b)Zu Referenzzweken legen wir irgendein Kurvenst�uk � fest (z.B. einen geeigne-ten Abshnitt der q{Ahse), das jede Energie{Niveaukurve in Mi in genau einemPunkt shneidet. F�ur einen vorgegebenen Punkt a 2 Mi sei nun ME die Energie{Niveaukurve durh a und a0a ein Weg, der von a0 = ME \ � l�angs ME nah af�uhrt. Dann wird durh S(a) = Za0a p dqlokal eine di�erenzierbare Funktion S : Mi ! R de�niert. Unter der Annahme, da�q und die noh zu bestimmende Funktion I als lokale Koordinaten ben�utzt werdenk�onnen, wird dann durh die Forderung S = ~S(q; I) lokal eine Funktion ~S de�niert.Diese Funktion erf�ullt Gleihung (5.1a).Beahte nun, da� die Wahl von a0a niht eindeutig ist: der Weg a0a kann von a0nah a im Uhrzeigersinn oder im Gegenuhrzeigersinn laufen, und er kann ME auhmehrmals umrunden, bevor er am Punkt a haltmaht. Mit a0a ist auh S(a) alsdas Kurvenintegral von pdq l�angs a0a niht eindeutig de�niert. Tats�ahlih existiertneben ~S eine ganze Shar von erzeugenden Funktionen, die alle dasselbe leisten wie
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~S, n�amlih ~S(k)(q; I) = ~S(q; I) + k � ��h(I)� (k 2 Z) ;wobei �(E) = HME pdq die von ME umshlossene Phasen�ahe ist. Diese Nihtein-deutigkeit von ~S war zu erwarten, denn� = � ~S(k)�I (q; I) = � ~S�I (q; I) + k � ddI (� Æ h)(I) (5.2)soll ja ein Winkel sein und Winkel sind nur modulo 2� de�niert. Die letzte Feststel-lung liefert zusammen mit Gleihung (5.2) eine Bedingung, die I festlegt:ddI (� Æ h)(I)f = 2� ) (� Æ h)(I) = 2�I + onst :Wir w�ahlen o.B.d.A. onst = 0 und habenI = f(H) = 12��(H) :Definition 5.1 Die Wirkungsvariable eines Hamiltonshen Systems mit einem Frei-heitsgrad ist die Funktion I = 12��(H) ;also die Phasen�ahe in Einheiten von 2�.Bemerkung:Wir erkennen jetzt den Sinn der Voraussetzungen (2) und (3) an Mi:die Phasen�ahe � ist nur f�ur geshlossene Energie{Niveaukurven de�niert, unddH 6= 0 ist f�ur dI 6= 0 notwendig. �In den Koordinaten �; I lauten die kanonishen Gleihungen_� = �H�I =: !(I) und _I = �H�� = 0 :Ihre Integralkurven (t) sind durh��(t)� = �0 + !(I0)t ; I�(t)� = I0 (5.3)



5.2. KANONISCHE ST�ORUNGSRECHNUNG 131gegeben.1 (5.3) ist eine periodishe Bewegung mit Periodendauer T .Behauptung: T (E) = ddE�(E) .Beweis: Aus I = f(H) = 12��(H) folgtT (E) = 2�!�f(E)� = 2��H=�I ���I=f(E) = 2� ddE f(E) = ddE�(E) :Interpretation der Winkelvariablen �:Der Phasenu� � l�a�t ME invariant, und es gilt�t+T (E)(a) = �t(a)f�ur a 2ME . Daher wird durh die Forderung�T (H(a))��(a)=2� �MH(a) \ �� = aeine Winkelkoordinate � de�niert. Diese ist mit dem durh � = � ~S�I (q; I) erkl�artenWinkel identish, was man anhand der L�osung (5.3) der Bewegungsgleihungenleiht erkennt. In anderen Worten: die Winkelkoordinate � teilt die PhasenbahnME so ein, da� die Bewegung in gleihen Zeiten gleihe Winkel �uberstreiht.Beahte: � ist von der Wahl von � abh�angig. Eine �Anderung von � entsprihtdem Hinzuf�ugen einer Funktion der Winkelvariablen: � ! � + g(I), was dI ^ d�unge�andert l�a�t.5.2 Kanonishe St�orungsrehnungWir betrahten ein nihtautonomes Hamiltonshes System mit einem Freiheitsgrad.In Winkel{ und Wirkungsvariablen �; I sei die Hamilton{Funktion H durhH = H0(I) + "H1(�; I; t) (5.4)gegeben, wobei " ein dimensionsloser Parameter ist.Beispiele:(i) harmonisher Oszillator mit variabler Frequenz (das in Abshnitt 2.6 disku-tierte System):H = p22m + m2 !2(t) q2 ; !2(t) = �1 + "f(t)�!20 :1Hier ist eine gute Gelegenheit, eineWARNUNG unterzubringen: meistens fassen wir Koordi-naten wie �; I oder q; p als Abbildungen des Phasenraumes in die reellen Zahlen auf. Wir verfolgendiesen Standpunkt aber niht konsequent, sondern shreiben h�au�g kurz q(t) f�ur q�(t)�, �(t) f�ur��(t)� usw.!



132 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSWir de�nieren �; I als die Winkel{ und Wirkungsvariablen des autonomenSystems f�ur " = 0, also des harmonishen Oszillators mit konstanter Frequenz!0. W�ahlen wir � = 0 auf der negativen q{Ahse, so liefert vorshriftsm�a�igeKonstruktion die Transformationsgleihungenq = �� 2Im!0�1=2 os � ; p = (2Im!0)1=2 sin � :In den Koordinaten �; I wird die Hamilton{Funktion dann durh (5.4) ausge-dr�ukt mit H0(I) = !0I ; H1(�; I; t) = f(t)!0I os2 � :(ii) Kernspinresonanz. Die Hamilton{Funktion des klassishen Spins im Magnet-feld ist H = �� h�;Bi. Im Untershied zu Abshnitt 4.4.1 fassen wir � hierniht als Einheitsvektor auf, sondern als Drehimpulsvektor der L�ange j�j = S.� hat dann die physikalishe Dimension von Ladung/Masse, und die sym-plektishe Struktur des Spin{Systems ist ! = �S�1A, wobei A die Fl�ahen-form auf der Sph�are j�j = S bezeihnet. Durh �1 = S sin� os�; �2 =S sin� sin�; �3 = S os� werden auf dieser Sph�are ein Polarwinkel � und einAzimuthwinkel � eingef�uhrt. In solhen Koordinaten hat die symplektisheStruktur die Gestalt ! = �S sin� d� ^ d�. Wir betrahten jetzt den Fall ei-nes zeitabh�angigenMagnetfeldes B(t) = B0�e3+" os (
t) e1�. Wie in Beispiel(i) de�nieren wir �; I anhand des autonomen Systems " = 0, und zwar durhI := S(1�os�) (Wirkungsvariable) und � := �� (Winkelvariable). Der Aus-druk ! = �S sin� d� ^ d� = dI ^ d� zeigt, da� (�; I) ein kanonishes Paarbilden. Auh hier hat die Hamilton{Funktion wieder die Form (5.4), wobeimit der Larmor{Frequenz !L = �B0 jetzt gilt:H0(I) = !L(I � S) und H1(�; I; t) = �!LpI(2S � I) os(
t) os � :Die Bewegungsgleihungen eines Hamiltonshen Systems mit der Hamilton{Funktion(5.4), _� = �H0�I (I) + "�H1�I (�; I; t) ;_I = � "�H1�� (�; I; t) ;sind im allgemeinen, d.h. wenn sih kein Bewegungsintegral �nden l�a�t, niht ex-akt l�osbar. Die Situation ist jedoh etwas besser f�ur " � 1. In diesem Fall kannman n�amlih das l�osbare Problem f�ur " = 0 zum Ausgangspunkt nehmen und den



5.2. KANONISCHE ST�ORUNGSRECHNUNG 133Versuh mahen, das \gest�orte" Problem f�ur " 6= 0 durh Entwikeln nah Poten-zen von " zu behandeln. Eine Strategie dieser Art wird in der Physik sehr h�au�gbenutzt und hei�t St�orungsrehnung. Im folgenden beshreiben wir die Idee derSt�orungsrehnung in der kanonishen Mehanik.O�ensihtlih ist es ein erstrebenswertes Ziel, die Hamilton{Funktion H durh ei-ne kanonishe Transformation von �; I zu neuen Koordinaten '; J in die FormK = K0(J) zu bringen. Gelingt dies n�amlih, so ist _J = ��K=�' = 0, und dieBewegungsgleihungen lassen sih mit Hilfe des Bewegungsintegrals J(t) = onstl�osen. Zur Konstruktion von '; J bedienen wir uns einer erzeugenden Funktion Svom Typ 2, die wir als Potenzreihe in " ansetzen:S = �J + "S1(�; J; t) + "2S2(�; J; t) + � � � : (5.5)Es gelten dann die RelationenI = �S�� = J + "�S1�� (�; J; t) +O("2) ; (5.6a)' = �S�J = � + "�S1�J (�; J; t) +O("2) : (5.6b)F�ur den Zwek sp�aterer Verwendung halten wir festI � J � O(") ; '� � � O(") : (5.7)Die transformierte Hamilton{Funktion K bestimmen wir �uber die Forderung� = Id� �Hdt = Jd'�Kdt+ d(S � 'J) ;woraus mit den Gleihungen I = �S=��, ' = �S=�J unddS = �S�� d� + �S�J dJ + �S�t dtdie Beziehung K = H + �S�tfolgt. Nah Satz 4.17 haben dann die Bewegungsgleihungen bez�uglih '; J wiederdie kanonishe Form _' = �K�J ; _J = ��K�' :K wird in den neuen Koordinaten '; J; t folgenderma�en ausgedr�ukt:K = H + �S�t = H0(I) + "H1(�; I; t) + "�S1�t (�; J; t) +O("2) :



134 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSUnter Verwendung der Gleihungen (5.6a,b) und (5.7) erhalten wir hierausK = H0(J) + "K1('; J; t) +O("2) ;wobei mit !0(J) = dH0(J)=dJ giltK1('; J; t) = !0(J)�S1�' ('; J; t) +H1('; J; t) + �S1�t ('; J; t) :Es liegt nun nahe zu fragen, ob sih die Funktion K1 durh geeignete Wahl vonS1 zum Vershwinden bringen l�a�t, also ob die partielle Di�erentialgleihung ersterOrdnung !0 �S1�' + �S1�t = �H1 (5.8)f�ur S1 l�osbar ist. Diese Frage k�onnen wir hier niht allgemein beantworten, da wir�uber die n�otigen Kenntnisse in der Theorie der partiellen Di�erentialgleihungenniht verf�ugen. Wir spezialisieren deshalb die Problemstellung, indem wir verlangen,da� H1 periodish von der Zeit (mit Periode 2�=
) abh�angt:H1�'; J; t+ 2�
 � = H1('; J; t) :Dann l�a�t sih sofort sagen, da� Gleihung (5.8) niht in der Klasse der eindeutigenFunktionen S1 l�osbar sein kann, denn f�ur die linke Seite gilt2�=
Z0 0� 2�Z0 �!0 �S1�' + �S1�t � d'1A dt = 0 ;w�ahrend das entsprehende Integral der rehten Seite im allgemeinen von Null ver-shieden ist: h1(J) := 
(2�)2 2�=
Z0 0� 2�Z0 H1('; J; t)d'1A dt 6= 0 : (5.9)Diese Shwierigkeit beheben wir durh Abspalten des Mittelwerts, d.h. wir shreibenK = K0(J) + " ~K1('; J; t) +O("2)mit K0(J) = H0(J) + "h1(J) und ~K1('; J; t) = K1('; J; t) � h1(J) und versuhensodann, ~K1 durh L�osen des modi�zierten Problems!0 �S1�' + �S1�t = �H1 + h1 (5.80)f�ur S1 zu Null zu mahen.



5.2. KANONISCHE ST�ORUNGSRECHNUNG 135Zum Zwek der L�osung von (5.80) setzen wir f�ur H1 � h1 und S1 jeweils doppelteFourier{Reihen an:H1('; J; t)� h1(J) = X(m;n)2Z2nf0;0ghm;n(J)ei(m'+n
t) ;S1('; J; t) = X(m;n)2Z2nf0;0g sm;n(J)ei(m'+n
t) : (5.10)Die partielle Di�erentialgleihung (5.80) geht dann in ein System von algebraishenGleihungen �uber:�im!0(J) + in
�sm;n(J) = �hm;n(J) ; (m;n) 2 Z2 n f0; 0g : (5.11)Es ist nun eine Falluntersheidung notwendig.(A) F�ur festes J seien !0(J) und 
 inkommensurabel, d.h. !0(J)=
 liege niht inden rationalen Zahlen. Dann existiert der Ausdruksm;n(J) := � hm;n(J)im!0(J) + in
 (5.12)f�ur alle (m;n) 2 Z2nf0; 0g. Unter der Voraussetzung, da� die durh Gleihun-gen (5.10) und (5.12) erkl�arte Fourier{Reihe f�ur S1 konvergiert, wird durhdie Gleihungen (5.5), (5.6a,b), (5.10), (5.12) eine zeitabh�angige kanonisheTransformation �; I ! '; J de�niert, welhe die Hamilton{Funktion in dieForm K = H0(J) + "h1(J) +O("2)bringt, wobei h1(J) die �uber den Winkel und die Zeit gemittelte St�orung ist;siehe Gleihung (5.9).(B) Sind !0(J) und 
 kommensurabel, d.h. existieren zwei ganze Zahlen (m;n) 2Z2 n f0; 0g, so da� gilt: m!0(J) + n
 = 0 ;so hat das Gleihungssystem (5.11) keine L�osung f�ur die Fourier{KoeÆzientenvon S1. St�orungsrehnung ist dann niht anwendbar, jedenfalls niht in derobigen Form!Beispiel: Harmonisher Oszillator mit periodish ver�anderliher Frequenz. Es han-delt sih um Beispiel (i) von oben, wobei wir jetzt f(t + 2�=
) = f(t) verlangenund den Mittelwert mit hfi = R 10 f(� � 2�=
)d� bezeihnen. Wir haben dannH1('; J; t)� h1(J) = 12 (f(t)� hfi+ f(t) os 2')!0J :



136 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSDie Di�erentialgleihung (5.80) zu l�osen ist im vorliegenden Fall vergleihsweiseeinfah und erfordert keine Verwendung von Fourier{Reihen. Die L�osung l�a�t sihmit Hilfe eines Standard{Verfahrens, n�amlih der Charakteristiken{Methode f�urlineare partielle Di�erentialgleihungen, direkt angeben:S1('; J; t) = 12 �Z t0 f(t0)dt0 � hfit+ Z t0 os(2'� 2!0(t� t0))f(t0)dt0�!0J :Wie man durh Einsetzen der Fourier{Reihe f(t) =Pn2Zfnein
t sieht, bleibt die-se L�osung beshr�ankt, falls die Frequenzsumme �2!0 + n
 f�ur alle n 2 Z vonNull vershieden ist. Andererseits w�ahst die L�osung �uber alle Grenzen, und dieSt�orungsrehnung briht zusammen, wenn gilt �2!0 + n
 = 0, oder �aquivalent
 = 2!0n (n 2 N) :Diese Kommensurabilit�ats{Bedingung ist uns shon aus Abshnitt 2.6 als die Be-dingung f�ur das Auftreten parametrisher Resonanz bekannt.Erg�anzende Bemerkungen:1. Kommensurabilit�at ist die \Ausnahme": die rationalen Zahlen haben ver-shwindendes (Lebesgue{) Ma� in den reellen Zahlen.2. Eine Diskussion des kommensurablenFalles mit anderen Methoden ist m�oglih(siehe weiter unten) und zeigt, da� es hier im allgemeinen zu Instabilit�at undhaotisher Bewegung kommt.3. Wir haben niht diskutiert, ob die St�orungsrehnung zu h�oheren Ordnungenin " fortsetzbar ist und eine konvergente St�orungsreihe S = �J+ "S1(�; J; t)+"2S2(�; J; t) + � � � liefert. Die Voraussetzungen, unter denen sih Konvergenzzeigen l�a�t, werden im ber�uhmten (aber beweistehnish shwierigen) KAM{Theorem von Kolmogorov{Arnold{Moser formuliert (siehe weiter unten).5.3 Adiabatishe Invarianz der WirkungsvariableAuh hier betrahten wir wieder nihtautonome Hamiltonshe Systeme mit 1 Frei-heitsgrad. Gegeben sei eine Shar von Hamilton{Funktionen, die von einem reellenParameter � abh�angen: H� = ~H(q; p;�). Wir interessieren uns f�ur einen Proze�, wo� von einem Anfangswert �0 zu einem Endwert �1 ge�andert wird. Genau gesprohensei � = f(�); �0 = f(0); �1 = f(1) mit f einer zweimal stetig di�erenzierbarenFunktion. Die Variable � spielt die Rolle einer dimensionslosen Zeit. Wir setzen� = t=T ; t 2 [0; T ℄ ;



5.3. ADIABATISCHE INVARIANZ DER WIRKUNGSVARIABLE 137wobei t die reale Zeit ist und T die Gesamtdauer des Prozesses. Unter dem adiabati-shen Limes versteht man in diesem Zusammenhang den Grenz�ubergang T !1.Beispiel: �Anderung der L�ange � eines Pendels (siehe Figur). Im adiabatishenLimes wird die Pendell�ange \unendlih langsam" ge�andert.
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λDie Energie eines nihtautonomen Systems ist im allgemeinen niht erhalten, selbstim adiabatishen Limes niht. Im angesprohenen Beispiel wird beim Verk�urzender Pendell�ange Arbeit am System verrihtet, ganz egal wie langsam das Verk�urzenerfolgt. Wir werden jetzt zeigen, da� im adiabatishen Limes daf�ur eine andereGr�o�e erhalten ist, n�amlih die Wirkungsvariable I .F�ur jeden festen Wert von � f�uhren wir auf einer geeigneten Teilmenge M desPhasenraumes Winkel{ und Wirkungsvariable ��; I� ein. Dabei gehen wir genausovor wie in Abshnitt 5.1. Die Wirkungsvariable I� : M! R wird durhI�(a) = 12��� ~H�q(a); p(a);���erkl�art, die erzeugende Funktion a 7! S�(a) ist das Kurvenintegral der 1{Formpdq von a0 nah a l�angs der Niveaukurve von ~H�q(�); p(�);�� durh a, und dieWinkelvariable ergibt sih aus �� = �S�=�I�.Im n�ahsten Shritt erweitern wir die Funktionen I�; ��; S�; H� : M! R zu Funk-tionen auf dem erweiterten Phasenraum M� [0; 1℄ durh:I : M� [0; 1℄! R ; (a; �) 7! If(�)(a) ;und analog f�ur �; S;H . Zur tehnishen Implementierung des adiabatishen LimesT !1 ist es zwekm�a�ig, die Koordinaten �; I und � = t=T zu verwenden.Die Koordinaten �; I h�angen �uber den Parameter � = f(�) explizit von der Zeitab. Deshalb, und weil wir � = t=T als Zeitkoordinate verwenden wollen, sind dieBewegungsgleihungen f�ur � und I zwar von der kanonishen Form, aber mit einervon H vershiedenen Hamilton{Funktion,KT . Zu deren Berehnung betrahten wirwieder die Integralinvariante von Poinar�e{Cartan. Mit p = �S=�q, � = �S=�I und



138 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSdt = Td� folgt auspdq �Hdt = Id� �KTd� + d(S � �I)= ��dI �KTd� + �S�q dq + �S�I dI + �S�� d�nah KoeÆzientenvergleih die BeziehungKT = T �H + �S�� :Nah Satz 4.17 stimmen die Integralkurven des Hamiltonshen Systems mit denIntegralkurven der kanonishen Gleihungen_� = �KT�I ; _I = ��KT�� ; _� = 1 (5.13)�uberein. Wir setzen !(I; �) = �H=�I .Satz 5.1 Gilt !(I0; �) >  > 0 f�ur alle � 2 [0; 1℄, so ist I f�ur jeden Anfangszustandmit Wirkung I0 eine adiabatishe Invariante, d.h.limT!1 I�T (�)� = I0 f�ur jedes � 2 [0; 1℄und jede Integralkurve T : [0; 1℄! M� [0; 1℄ von (5.13) mit I(T (0)) = I0.Beweis: F�ur gro�es T ist in der transformierten Hamilton{Funktion KT = TH +�S=�� der zweite Term klein gegen�uber dem ersten und wir k�onnen St�orungsreh-nung in 1=T versuhen. Dazu setzen wir H =: H0(I; �) und �S=�� =: H1(�; I; �).Eine erzeugende Funktion R vom Typ 2,R = �J + 1T R1(�; J; �) +O( 1T 2 ) ;liefert eine kanonishe Transformation �; I ! '; J �uber die GleihungenI = �R�� = J + 1T �R1�� (�; J; �) +O( 1T 2 ) und ' = �R�J :Die neue Hamilton{Funktion istK = TH0(I; �) +H1(�; I; �) + 1T �R1�� (�; J; �) +O� 1T 2�= TH0(J; �) + !(J; �)�R1�' ('; J; �) +H1('; J; �) +O� 1T � :Wie in Abshnitt 5.2 spalten wir den Mittelwerth1(J; �) := 12� 2�Z0 H1('; J; �)d'



5.3. ADIABATISCHE INVARIANZ DER WIRKUNGSVARIABLE 139der St�orung ab. Durh die WahlR1('; J; �) = �!(J; �)�1 'Z'0 �H1( ; J; �)� h1(J; �)�d wird K dann in die FormK = TH0(J; �) + h1(J; �) +O� 1T �gebraht. Es folgt _J = �K=�' = O(1=T ) und somit J�T (�)��J�T (0)� � O(1=T ).Wegen I � J � O(1=T ) ist der Satz damit bewiesen. �Die Aussage des Satzes wird am besten folgenderma�en verdeutliht.Wir betrahtenein Hamiltonshes System mit 1 Freiheitsgrad und Hamilton{Funktion H(q; p;�).F�ur die Zeiten t � 0 und t � T sei das System autonom mit den Parametern� = �0 = onst bzw. � = �1 = onst. Im Zeitintervall 0 � t � T (mit gro�em T )werde der Parameter � adiabatish von �0 nah �1 ge�andert. F�ur t � 0 und t � Tist die Energie erhalten und die Phasenbahnen fallen mit den Niveaukurven derEnergie zusammen. Wir fragen dann, auf welher Energie{Niveaukurve M (1) dasSystem f�ur t � T zu liegen kommt, wenn es sih f�ur t � 0 auf M (0) befand? NahSatz 5.1 lautet die Antwort, da�M (1) diejenige Energie{Niveaukurve ist, welhe diegleihe Phasen�ahe einshlie�t wie M (0).
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adiabatischer 

t > T: H(q,p; )=const1λt < 0: H(q,p;λ 0)=const
~ ~

Prozess

Mitteilung: Satz 5.1 hat bei der Entwiklung der \alten Quantentheorie" (Bohr{Sommerfeld{Quantisierungsregel) eine wihtige Rolle gespielt.Beispiel: Der harmonishe Oszillator H = p2=2m+m!2q2=2 hat bekanntlih dieWirkungsvariable I = H=!. Wird die Frequenz ! adiabatish ge�andert, so bleibtnah Satz 5.1 das Verh�altnis von Energie zu Frequenz konstant. Bei einer Halbierungder Frequenz halbiert sih also auh die Energie. F�ur ein Pendel der L�ange l imGravitationsfeld g gilt bei kleiner Shwingungsamplitude 'max die Relation I =H=! = 12mg1=2l3=2'2max. In diesem Fall gilt im adiabatishen Limes l3'4max = onst.



140 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOS5.4 Integrable SystemeIntegrable Systeme zeihnen sih dadurh aus, da� genauso viele \unabh�angige"Bewegungsintegrale wie Freiheitsgrade existieren. Die Bewegung solher Systemeist stabil, und das Langzeitverhalten der Dynamik pr�azise vorhersagbar. ObwohlIntegrabilit�at eine Ausnahmeersheinung ist, hat das Studium integrabler Syste-me einen praktishen Nutzen. Viele nihtintegrable Systeme untersheiden sih voneinem integrable System nur durh eine \kleine" St�orung und k�onnen daher aus-gehend von diesem mit der Methode der kanonishen St�orungsrehnung behandeltwerden. Hierin besteht die Motivation f�ur den nun folgenden l�angeren Abshnitt, indem vor der genauen De�nition und der Quadratur integrabler Systeme auh noheine relevante mathematishe Struktur symplektisher Mannigfaltigkeiten (n�amlihdie Lie{Algebra der Hamilton{Funktionen und der Hamiltonshen Vektorfelder)aufgedekt werden soll.Gegenstand unserer Betrahtungen sind ab jetzt autonome Hamiltonshe Systememit f � 2 Freiheitsgraden. Solhe Systeme haben bekanntlih mindestens ein er-stes Integral, n�amlih die Hamilton{Funktion H . Es sei nun der Fall, da� nebenH noh (f � 1) weitere erste Integrale �2; : : : ; �f existieren, die voneinander undvon H funktional unabh�angig sind. Wir fragen, ob es m�oglih ist, H � �1 und�2; : : : ; �f als einen Satz von kanonishen Impulsen zu interpretieren und zugeh�ori-ge verallgemeinerte Ortskoordinaten �1; : : : ; �f zu �nden. Die Motivation f�ur einesolhe Fragestellung liegt auf der Hand: ist die Antwort positiv, so nehmen dieBewegungsgleihungen die maximal einfahe Gestalt _�i = 0 (i = 1; 2; : : : ; f) und_�1 = �H��1 = 1 ; _�k = �H��k = 0 (k = 2; : : : ; f) (5.14)an. Ihre L�osung kann sofort angegeben werden.Zur partiellen Beantwortung der gestellten Frage tun wir so, als w�aren die Funk-tionen �1; : : : ; �f tats�ahlih die kanonishen Impulse zu gewissen Ortskoordinaten�1; : : : ; �f und sehen nah, welhe Bedingungen sih hieraus ergeben. Aus Abshnitt4.6 wissen wir, da� das Hamiltonshe Vektorfeld Id�i Translationen in der zugeh�ori-gen (Orts{)Koordinatenfunktion �i erzeugt. Wenn �i der Flu� von Id�i und x0 2 Mein fest gew�ahlter Punkt ist, dann bedeutet dies, da� die Integralkurve s 7! �is(x0)eine Koordinatenlinie von �i ist.Aus der obigen Diskussion ergeben sih zwei Bedingungen:1. Per De�nition dessen, was man unter Koordinaten versteht, sind die Tangenten-vektoren in jedem Punkt x eines Netzes von Koordinatenlinien linear unabh�angig.Daher m�ussen die Vektorfelder Id�1; : : : ; Id�f in jedem Punkt x linear unabh�angig
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sein. Da I ein Isomorphismus ist, folgt die lineare Unabh�angigkeit der Di�erential-formen d�1; : : : ; d�f .2. Per De�nition des Begri�s lokaler Koordinaten wird durh das Netz der Koordi-natenlinien jedem Punkt x in der N�ahe eines Koordinatenursprungs x0 ein Satz vonreellen Zahlen (s1; s2; : : : ; sf ) eindeutig zugeordnet. Diese Zahlen geben an, wievieleShritte in jeder Koordinatenrihtung zur�ukzulegen sind, um vom Koordinatenur-sprung x0 nah x zu gelangen. Da es auf die Reihenfolge der Ausf�uhrung der Shritteniht ankommen darf, folgt �isi Æ�jsj (x0) = �jsj Æ�isi(x0) (i; j = 1; : : : ; f), die Fl�usse�i m�ussen also paarweise vertaushen.
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Um die zweite Bedingung in eine handlihe Form zu bringen, holen wir etwas aus.5.4.1 Die Lie{Algebra der Hamiltonshen Funktionen undder Hamiltonshen VektorfelderDefinition 5.2 Eine Lie{Algebra L ist ein Vektorraum, auf dem ein bilinearesProdukt L� L! L; A;B 7! [A;B℄ erkl�art ist, mit den Eigenshaften:(i) [A;B℄ = �[B;A℄ (Shiefsymmetrie),(ii) �A; [B;C℄� = �[A;B℄; C�+ �B; [A;C℄� (Jaobi{Identit�at).Ein solhes Produkt hei�t Lie{Klammer.Beispiele:



142 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOS(1) Der orientierte Euklidishe Vektorraum R3 mit dem Vektorprodukt � als Lie{Klammer. Shiefsymmetrie folgt sofort aus der De�nition des Vektorprodukts,und die Jaobi-Identit�at veri�ziert man mit a� (b� ) = b(a � )� (a � b).(2) Der lineare Raum aller reellen shiefsymmetrishen n� n{Matrizen mit demKommutatorprodukt [A;B℄ = AB�BA als Lie{Klammer. Dieser Raum wirdmit so(n) bezeihnet. Die Lie{Algebra so(3) ist isomorph zu (R3 ;�) mittelsA =P3k=1 akJk 7! a = (a1; a2; a3).Satz 5.2 Der lineare Raum der C1{Funktionen auf einer symplektishen Mannig-faltigkeit ist eine Lie{Algebra mit der Poisson{Klammer als Lie{Klammer.Beweis: Da� die Poisson{Klammer shiefsymmetrish ist, wissen wir aus Abshnitt4.8. Die Jaobi{Identit�at beweist man durh explizite Rehnung in kanonishenKoordinaten mit Hilfe der Formelff; �g =Xk � �f�qk ��pk � �f�pk ��qk� :Korollar 5.2.1 (Poissonshes Theorem) Die Poisson{Klammer zweier ersterIntegrale f; g eines Hamiltonshen Flusses �H ist wieder ein erstes Integral.Beweis:ddtff; gg Æ �Ht ���t=0 = �ff; gg; H	 Jaobi= �ff;Hg; g	+ �f; fg;Hg	 = 0 :Beispiel: Sind zwei Komponenten L1; L2 des Drehimpulses eines mehanishenSystems erhalten, so ist wegen fL1; L2g = L3 nah dem Poissonshen Theoremauh die dritte Komponente erhalten. �Auf einer symplektishenMannigfaltigkeit existiert neben der Lie{Algebra der Funk-tionen noh eine weitere Lie{Algebra von Bedeutung f�ur die klassishe Mehanik,n�amlih die Lie{Algebra der Hamiltonshen Vektorfelder. Wir werden sehen, da�die De�nition der Lie{Klammer im zweiten Fall von der symplektishen Strukturkeinen Gebrauh maht. Die Lie{Algebra der Vektorfelder existiert unter allgemei-neren Voraussetzungen, n�amlih auf jeder di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit.Seien �;  die Fl�usse zweier Vektorfelder X;Y auf einer di�erenzierbaren Mannig-faltigkeit M der Dimension n:X = dds�s���s=0 ; Y = ddt t���t=0 :Solhe Fl�usse vertaushen im allgemeinen niht:�s Æ  t 6=  t Æ �s :



5.4. INTEGRABLE SYSTEME 143Ein Ma� f�ur die Niht{Vertaushbarkeit an der Stelle x 2 M ist�(s; t;x) := (f Æ  t Æ �s � f Æ �s Æ  t)(x) ;mit f irgendeiner di�erenzierbaren Funktion. Wir erinnern an die De�nition derLie{Ableitung von Funktionen:LXf := df(X) = ddsf Æ �s���s=0 :Bei der Anwendung des Di�erentialoperators LX auf die Funktion f entsteht alsowieder eine Funktion, n�amlih das innere Produkt des Di�erentials df mit demVektorfeld X .Hilfsatz 1: �2��s�t ���s=t=0 = LX(LY f)� LY (LXf) :Beweis: ddsf Æ �s� t(x)����s=0 = (LXf)� t(x)� ;ddtf Æ  t��s(x)����t=0 = (LY f)��s(x)� :Es folgt�2��s�t(s; t;x)���s=t=0 = dds (LY f) Æ �s(x)���s=0 � ddt (LXf) Æ  t(x)���t=0= �LX(LY f)� LY (LXf)�(x) : �Nun betrahte das Kommutatorprodukt LXLY � LY LX . Auf den ersten Blik istes ein Di�erentialoperator zweiten Grades.Hilfsatz 2: LXLY � LY LX ist ein Di�erentialoperator ersten Grades.Beweis: Es ist niht ungeshikt und au�erdem instruktiv, den Beweis in Koordi-natendarstellung zu f�uhren. Seien also dx1; : : : ; dxn und �1; : : : ; �n zwei Basen vonKoordinatenformen bzw. Vektorfeldern auf M, die zueinander dual sind; d.h. es giltdxi(�j) = Æij . Dann geh�oren zu den VektorfeldernX = nXi=1X i�i und Y = nXj=1 Y j�jdie Di�erentialoperatorenLX =Xi X i ��xi und LY =Xj Y j ��yj :Betrahte(LXLY � LYLX)f = Xi;j �X i ��xi �Y j �f�xj �� Y j ��xj �X i �f�xi��= Xi;j �X i��Y j�xi � ��xj � Y j��X i�xj � ��xi� f :



144 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSDie zweiten Ableitungen heben sih also weg, und wir habenLXLY � LY LX =Xi 0�Xj Xj��Y i�xj ��Xj Y j��X i�xj �1A ��xi : �Da LXLY � LY LX ein Di�erentialoperator ersten Grades ist, wird ihm durh(LXLY � LY LX)f =: df(Z)eindeutig ein Vektorfeld Z zugeordnet, das wir mit Z =: [Y;X ℄ = �[X;Y ℄ bezeih-nen und das Kommutatorprodukt nennen. In Koordinatendarstellung gilt[X;Y ℄ = [Xi X i�i ;Xj Y j�j ℄ = � nXi;j=1�Xj �Y i�xj � Y j �X i�xj � �i :Durh Nahrehnen der Jaobi-Identit�at sieht man:Satz 5.3 Die Einf�uhrung des Produkts X;Y 7! [X;Y ℄ maht den linearen Raumder C1{Vektorfelder zu einer Lie{Algebra.Bestandsaufnahme: Der Phasenraum M eines Hamiltonshen Systems hat einesymplektishe Struktur. Auf M existieren zwei Lie{Algebren, die der Funktionen(mit der Poisson{Klammer als Lie{Klammer) und die der Vektorfelder (mit demKommutatorprodukt als Lie{Klammer). Nun wird durh den symplektishen Gra-dienten f 7! Idf der Funktion f das Hamiltonshe Vektorfeld Idf zugeordnet, undes entsteht die Frage, wie sih diese Zuordnung mit den Lie{Klammern der zweiLie{Algebren vertr�agt.Satz 5.4 Seien X = Idf und Y = Idg zwei Hamiltonshe Vektorfelder auf einersymplektishen Mannigfaltigkeit. Dann ist die Lie{Klammer [X;Y ℄ dieser Vektor-felder wieder Hamiltonsh und hat die Hamilton{Funktion ff; gg:[Idf; Idg℄ = Idff; gg :Der symplektishe Gradient I Æ d ist also ein Homomorphismus von Lie{Algebren.Beweis: Sei h eine di�erenzierbare Funktion. Mit Hilfe von LXh = dh(X) =!(Idf; Idh) = fh; fg und analog LY h = fh; gg berehnen wir:L[X;Y ℄h = LY LXh� LXLY h = fLXh; gg � fLY h; fg= �fh; fg; g	� �fh; gg; f	 Jaobi= �h; ff; gg	 = LIdff;ggh ;woraus mit dem Isomorphismus X $ LX die Behauptung folgt.



5.4. INTEGRABLE SYSTEME 145Korollar 5.4.1 Die Hamiltonshen Vektorfelder auf einer symplektishen Man-nigfaltigkeit bilden eine Unteralgebra der Lie{Algebra aller Vektorfelder.Beweis: Satz 5.4 besagt, da� die Lie{Klammer zweier Hamiltonsher Vektorfelderwieder ein Hamiltonshes Vektorfeld ist. In der Lie{Algebra aller Vektorfelder bildendie Hamiltonshen Vektorfelder also einen linearen Unterraum, der unter dem durhdie Lie{Klammer erkl�arten Produkt abgeshlossen ist. Einen solhen Unterraumnennt man auh eine Lie{Unteralgebra.Beispiel: Klassisher Spin; M = S2, und die symplektishe Struktur ! ist dasNegative der Raumwinkelform. In sph�arishen Polarkoordinaten �; � haben wir ! =� sin �d� ^ d�, und die Spinkomponenten werden durh die Funktionen�1 = sin � os� ; �2 = sin � sin� ; �3 = os �ausgedr�ukt. Wie man mitff; gg = 1sin � ��f�� �g�� � �g�� �f���leiht nahpr�uft, sind die Poisson{Klammern dieselben wie f�ur einen Drehimpuls:f�i; �jg = Pk "ijk�k. F�ur die den Hamiltonshen Vektorfeldern Id�k (k = 1; 2; 3)zugeordneten Di�erentialoperatoren shreiben wir kurz Lk := LId�k . Die explizitenAusdr�uke sind:L1 = � ot � os� ��� � sin� ��� ; L2 = � ot � sin� ��� + os� ��� ; L3 = ��� :Hiermit �ndet man nah kurzer Rehnung: LjLi � LiLj =Pk "ijkLk, in �Uberein-stimmung mit dem Ergebnis f�ur die Poisson{Klammern der �k und Satz 5.4.Satz 5.5 Die Fl�usse zweier Hamiltonsher Vektorfelder Idf und Idg vertaushengenau dann, wenn die Poisson{Klammer ff; gg lokal konstant ist.Bemerkung: Dies ist nun endlih das handlihe Kriterium, das abzuleiten war.Beweis des Satzes: Sei � der Flu� von X = Idf und  der Flu� von Y = Idg.1. ()) Wir gehen aus von �s Æ  t =  t Æ �s:0 = d2dsdt (h Æ  t Æ �s � h Æ �s Æ  t)���s=t=0 Hilfsatz1= LXLY h� LY LXh = L[Y;X℄h :Es folgt [X;Y ℄ = 0 und deshalb dff; gg = [X;Y ℄ = 0 nah Satz 5.4.2. (() F�ur den Umkehrshlu� verweisen wir auf das Buh von Arnold.



146 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSBeispiel: Seien q1; : : : ; qf ; p1; : : : ; pf ein Satz kanonisher Koordinaten auf demPhasenraum M. Alle fundamentalen Poisson{Klammern sind lokal konstant:fqi; qjg = 0 = fpi; pjg ; fqi; pjg = Æij (i; j = 1; : : : ; f) :Nah Satz 5.5 vertaushen daher die Fl�usse der VektorfelderXi = +Idpi ; Yj = �Idqj (i; j = 1; : : : ; f)paarweise, was notwendige Voraussetzung f�ur den Umstand ist, da� die Integralkur-ven dieser Vektorfelder mit den Koordinatenlinien von q1; : : : ; qf ; p1; : : : ; pf �uber-einstimmen.5.4.2 De�nition integrabler SystemeWir greifen die zu Beginn des Abshnitts formulierte Problemstellung wieder auf:unter welhen Umst�anden k�onnen wir einen Satz �1 � H;�2; : : : ; �f von ersten In-tegralen eines autonomen Hamiltonshen Systems als kanonishe Impulse au�assenund zugeh�orige (lokale) Ortskoordinaten �1; : : : ; �f �nden? Wir hatten hierf�ur zweinotwendige Bedingungen hergeleitet.Die erste Bedingung, n�amlih die lineare Unabh�angigkeit der Di�erentialformend�1; : : : ; d�f ist nun leider zu stark, als da� sie sih auf dem gesamten Phasen-raum realisieren lie�e. Zum Beispiel vershwindet f�ur jede Gleihgewihtslage x dieLinearform (dH)x = (d�1)x, weshalb (d�1)x; : : : ; (d�f )x linear abh�angig sind. Wirshw�ahen die Bedingung deshalb ab und verlangen die lineare Unabh�angigkeit vond�1; : : : ; d�f lediglih auf einem 2f{dimensionalen Teilgebiet U � M. Dieses Ge-biet U w�ahlen wir so, da� es unter den von den HamiltonshenVektorfeldern Id�i er-zeugten Einparametergruppen (�is)s2R abgeshlossen ist: �is(U) = U (i = 1; : : : ; f).Diese Forderung garantiert, da� die Koordinatenlinien der (erst noh zu konstruie-renden) Orts{Koordinatenfunktionen �1; : : : ; �f ganz in U enthalten sind.Die zweite Bedingung, n�amlih die Vertaushbarkeit der Fl�usse (�is Æ �jt = �jt Æ �is),wird durh Satz 5.5 in die paarweise Konstanz der Poisson{Klammernumformuliert:f�i; �jg = onst f�ur i; j = 1; : : : ; f . Da f�ur einen Satz kanonisher Impulse diePoisson{Klammern paarweise vershwinden (siehe Satz 4.12), versh�arfen wir dieseBedingung zu f�i; �jg = 0.Insgesamt ist nun die folgende De�nition integrabler Systeme bestens motiviert:Definition 5.3 Eine Gesamtheit (M; !;�1; : : : ; �f ; U), bestehend aus einem au-tonomen Hamiltonshen System (M; !; �1 � H) mit f Freiheitsgraden, einem 2f{



5.4. INTEGRABLE SYSTEME 147dimensionalen o�enen Gebiet U � M und f ersten Integralen �1; : : : ; �f hei�t einintegrables System, wenn gilt:(i) U ist unter den Fl�ussen der Vektorfelder Id�i (i = 1; : : : ; f) invariant.(ii) Die Linearformen (d�1)x; : : : ; (d�f )x sind f�ur alle x 2 U linear unabh�angig.(iii) f�i; �jg = 0 f�ur alle i; j = 1; : : : ; f .Beispiele:(1) Das Teilhen im R3 im Zentralpotential: H = jpj2=2m + V (jqj). Wir setzen�1 = H , �2 = L2 = L21 + L22 + L23 und �3 = L3. Nah dem Gesetz derDrehimpulserhaltung in Verbindung mit dem Noether{Theorem vershwindendie Poisson{Klammern fL3; Hg und fL2; Hg. Da L2 unter Drehungen um die3{Ahse invariant ist, vershwindet zudem fL2; L3g. Damit ist die Bedingung(iii) von De�nition 5.3 erf�ullt. Zur Untersuhung der linearen Unabh�angigkeitder Di�erentiale dH; dL2; dL3 verwenden wir die �ublihen Kugelkoordinatenr; �; � mit kanonishen Impulsen pr; p�; p�. Wir de�nieren U1 und U2 als dieL�osungsmengen (im Phasenraum R6 ) der Gleihungen pr = 0 = V 0(r) �L2=mr3 bzw. L1 = L2 = 0. Unter Verwendung von L3 = q1p2 � q2p1 =p�, L2 = p2� + p2�= sin2 � und H = p2r=2m + L2=2mr2 + V (r) l�a�t sih dannzeigen, da� die Bedingung (ii) von De�nition 5.3 auf dem Gebiet U := R6 n(U1 [ U2) erf�ullt ist. Die Gesamtheit �R6 ;P dpk ^ dqk; H; L2; L3; U� ist alsoein integrables System.(2) Das Zweik�orperproblem im R3 mit Zentralkr�aften:H = jp1j22m1 + jp2j22m2 + V (jq1 � q2j) :Der Phasenraum ist hier 12{dimensional, und f�ur Integrabilit�at sind 6 ersteIntegrale notwendig. Wir f�uhren Separation in Shwerpunkt{ und Relativko-ordinaten durh:Q = 1m1 +m2 (m1q1 +m2q2) ; q = q1 � q2 ;P = p1 + p2 ; p = 1m1 +m2 (m2p1 �m1p2) : (5.15)Diese Transformation ist kanonish, wie man leiht nahpr�uft. Nah Einf�uhrungder GesamtmasseM = m1+m2 und der reduzierten Masse � = m1m2=(m1+m2) zerlegen wir Drehimpuls und Energie in ihre Shwerpunkt{ und Rela-



148 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOStivanteile: L = Lt + Lr ; H = Ht +Hr ;Ht = jP j22M ; Hr = jpj22� + V �jqj� :Die kartesishen Komponenten des Gesamtimpulses Px; Py; Pz bilden zusam-men mit den FunktionenHr ; L2r; Lr;z einen Satz von 6 ersten Integralen, derenPoisson{Klammern paarweise vershwinden. Die Diskussion der linearen Un-abh�angigkeit ihrer Di�erentiale f�uhrt man �ahnlih wie in Beispiel (1), mit demErgebnis, da� das Zweik�orper{Problem auf einer geeignet gew�ahlten o�enenTeilmenge U � R12 integrabel ist im Sinne von De�nition 5.3.(3) Der shwere symmetrishe Kreisel mit Fixpunkt auf der Symmetrieahse. DieDimension des PhasenraumesM = SO(3)�R3 ist in diesem Fall gleih 6. EinenSatz von ersten Integralen, f�ur den auf einem geeignet gew�ahlten TeilgebietU � M die Bedingungen von De�nition 5.3 erf�ullt sind, bilden hier H;L3;M3,wobei L3 und M3 die Projektionen des Drehimpulses auf die Symmetrieahsedes Shwerefeldes bzw. auf die Symmetrieahse des Kreisels sind.Mitteilung: Das N{K�orper{Problem mit Zentralkr�aften ist f�ur N � 3 im allge-meinen { wenn niht zus�atzlih zur Galilei{Invarianz weitere Symmetrien vorliegen,was z.B. f�ur das Oszillatorpotential V (x) = x2 der Fall ist { niht integrabel, denni.a. existieren nur die f�ur N = 2 angegebenen ersten Integrale, w�ahrend f�ur dieIntegrabilit�at 3N > 6 erforderlih w�aren.5.4.3 Quadratur integrabler SystemeWir werden die zu Anfang dieses Abshnitts gestellte Frage nah der Existenz geeig-neter Ortskoordinaten �1; : : : ; �f f�ur ein integrables System mit f Freiheitsgradenjetzt konstruktiv beantworten. Als Vorbereitung ben�otigen wir:Definition 5.4 Sei 
 2 Alt2(R2f ) eine symplektishe Form. Ein linearer Unter-raum N � R2f hei�t ein Nullraum von 
, wenn gilt: 
(u; v) = 0 f�ur alle u; v 2 N.Ein Nullraum N der maximalen Dimension f hei�t ein Lagrange{Raum von 
.Wir betrahten nun ein integrables System (M; !;�1; : : : ; �f ; U) und assoziierenmit einem Punkt a = (a1; : : : ; af ) 2 Rf die NiveaumengeMa := nx 2 U ����1(x) = a1; : : : ; �f (x) = afo : (5.16)a sei so gew�ahlt, da� Ma nihtleer ist. Per Voraussetzung sind die Di�erentialformend�1; : : : ; d�f in jedem Punkt von Ma linear unabh�angig. Deshalb ist Ma nah dem



5.4. INTEGRABLE SYSTEME 149Hauptsatz �uber implizit de�nierte Funktionen eine f{dimensionale Untermannig-faltigkeit des 2f{dimensionalen Phasenraumes.Den Tangentialraum von Ma im Punkt x 2 Ma bezeihnen wir mit TxMa. Sei! : x 7! !x die symplektishe Struktur.Hilfsatz 1: TxMa ist ein Lagrange{Raum von !x f�ur alle x 2 Ma.Beweis: Betrahte die Ableitung der Funktion �i in Rihtung des HamiltonshenVektorfeldes Id�j (i; j = 1; :::f):LId�j�i = d�i(Id�j) = !(Id�j ; Id�i) = f�i; �jg = 0 :F�ur den von den Vektoren (Id�1)(x); : : : ; (Id�f )(x) im Punkt x 2 Ma aufgespann-ten linearen Raum V folgt hieraus erstens, da� V ein Nullraum von !x ist, undzweitens, da� die Elemente von V Tangentialvektoren von Ma im Punkt x sind,also V � TxMa. Da die Vektoren (Id�1)(x); : : : ; (Id�f )(x) als linear unabh�angigvorausgesetzt werden, hat V die maximale Dimension: dimV = f , und V ist einLagrange{Raum von !x. Wegen dimTxMa = f ist V mit TxMa identish. �Seien nun q1; : : : ; qf ; p1; : : : ; pf ein Satz kanonisher Koordinaten auf U, also ! =Pfk=1 dpk ^ dqk. Wir shreiben kurz pdq =Pk pkdqk.Hilfsatz 2: Das Kurvenintegral von pdq ist auf Ma wegunabh�angig, d.h. sind und 0 zwei Kurven auf Ma, die gleihe Anfangs- und Endpunkte haben und stetigineinander �uberf�uhrt werden k�onnen, so gilt R pdq = R0 pdq.Beweis: Sei � ein orientiertes Fl�ahenst�uk auf Ma mit Rand �� = �0. Dann folgtmit dem Allgemeinen Satz von Stokes R pdq � R0 pdq = R� d(pdq) = R� ! = 0,wobei das letzte Gleihheitszeihen eine Konsequenz von Hilfsatz 1 ist.
Ma

σ γ
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x

x

0Satz 5.6 F�ur ein integrables System (M; !;�1; : : : ; �f ; U) existiert auf U ein Satzlokaler Koordinaten �1; : : : ; �f mit ! =Pfk=1 d�k ^ d�k.Beweis: Wir gehen �ahnlih vor wie bei der Konstruktion von Winkel{ und Wir-kungsvariablen im eindimensionalen Fall f = 1. Durh Variieren der Parameter



150 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSa = (a1; : : : ; af ) erhalten wir mittels Gleihung (5.16) eine f{dimensionale Sharvon Untermannigfaltigkeiten Ma � U. Sei � irgendeine f{dimensionale Fl�ahe, diejedes Ma dieser Shar in genau einem Punkt shneidet. F�ur einen vorgegebenenPunkt x 2 U sei Ma diejenige Untermannigfaltigkeit, die x enth�alt, und x0;x einWeg von x0 = � \ Ma nah x, der ganz in Ma verl�auft. Nah Hilfsatz 2 bleibtdas Kurvenintegral von pdq unter stetigen Deformationen des Integrationswegesunge�andert. Deshalb wird durhS(x) := Zx0;x pdq ;lokal eine Funktion S de�niert. Wir ben�utzen S � S2(q1; : : : ; qf ;�1; : : : ; �f ) alserzeugende Funktion vom Typ 2:pk = �S�qk ����=onst und �k := �S��k ���q=onst (5.17)f�ur k = 1; : : : ; f . Durh geeignete Wahl von q1; : : : ; qf ; p1; : : : ; pf { wobei gegebe-nenfalls kanonishe Transformationen qk; pk 7! �pk; qk auszuf�uhren sind { l�a�t sihimmer erreihen, da� die Hesseshe Matrix ��2S=�qk��l� nihtsingul�ar ist. NahSatz 4.20 (oder vielmehr dessen multidimensionaler Verallgemeinerung) wird danndurh die Gleihungen (5.17) lokal eine kanonishe Transformation bestimmt, dieqk; pk in �k; �k (k = 1; : : : ; f) �uberf�uhrt.Korollar 5.6.1 Die Bewegungsgleihungen eines integrablen Systems sind exaktl�osbar durh Quadratur.Beweis:Wir fassen die zur Konstruktion von �1; : : : ; �f notwendigen Shritte noheinmal zusammen. Dazu nehmen wir an, da� uns die Funktionen �1; : : : ; �f alsFunktionen P1(q; p); : : : ; Pf (q; p) von q = (q1; : : : ; qf ) und p = (p1; : : : ; pf ) gegebensind.1. Im ersten Shritt werden die Gleihungen �i = Pi(q; p) nah pj aufgel�ost:pj = Fj(q; �) (j = 1; : : : ; f) :2. Mit dem Ergebnis von 1. berehnet man dann das unbestimmte IntegralS = Z pdq����=onst = Z Xj Fj(q; �) dqj =: S2(q; �) :3. Shlie�lih gewinnt man �i := Qi(q; p) := (�S2=��i)�q; P (q; p)� durh Di�e-renzieren und Einsetzen von �i = Pi(q; p).



5.4. INTEGRABLE SYSTEME 151Wie man sieht, ist nur Au�osen von Gleihungen, Berehnung von Integralen undDi�erenzieren gefordert. Die Bewegungsgleihungen in den Koordinaten �1; : : : ; �f ,�1; : : : ; �f sind von der kanonishen Form und haben trivialerweise die L�osung�1�(t)� = t+ �1�(0)� ; �2�(t)� = �2�(0)� ; : : : ; �f�(t)� = �f �(0)� :5.4.4 Einf�uhrung von Winkel{ und WirkungsvariablenDas in Teilabshnitt 5.4.3 beshriebene Verfahren zur Quadratur integrabler Sy-steme erfordert die Berehnung eines unbestimmten mehrdimensionalen Integrals.Unter den Voraussetzungen des nahfolgenden Satzes l�a�t sih das Verfahren durhein noh einfaheres ersetzen.Satz 5.7 Gegeben sei ein integrables System (M; !;�1; : : : ; �f ; U). Betrahte f�ura = (a1; : : : ; af ) die NiveaumengeMa := nx 2 U ����1(x) = a1; : : : ; �f (x) = afo :Wenn Ma nihtleer, kompakt und zusammenh�angend ist, dann ist Ma di�eomorphzum f{dimensionalen Torus Tf = S1 � S1 � � � � � S1 (f Faktoren).Beweis: Siehe Arnold.
1γγ2Zweidimensionaler Torus S1 � S1.Da die Mannigfaltigkeit Ma ' Tf unter dem Phasenu� des integrablen Systemsinvariant ist, hei�t sie auh ein invarianter Torus.Satz 5.7 gestattet unter den angegebenen Voraussetzungen die Einf�uhrung vonWinkel{ und Wirkungsvariablen �1; : : : ; �f ; I1; : : : ; If auf U analog zum Fall f = 1.Dazu w�ahlt man { siehe die Zeihnung { eine Basis von Zyklen 1; : : : ; f auf demf{dimensionalen Torus Ma und de�niertIk := 12� Ik pdq :Wie im Beweis von Hilfsatz 2 zeigt man, da� Ik unter stetigen Deformationen vonk unge�andert bleibt. Die zugeh�origen Winkel �1; : : : ; �f werden wieder �uber eineerzeugende Funktion S = R pdq de�niert.



152 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSBeispiel: Teilhen im R3 im Zentralpotential,H = jpj2=2m+U(jqj). Die Ausdr�ukef�ur H;L2; L3 in Kugelkoordinaten r; �; � sind bekanntlih:H = 12m  p2r + p2�r2 + p2�r2 sin2 �!+ U(r) ;L2 = p2� + p2�sin2 � ; L3 = p� :Wir w�ahlen Energie und Drehimpuls so, da� die f�ur das vorgegebene Potential U(r)durh H = onst; L2 = onst; L3 = onst bestimmte dreidimensionale Unter-mannigfaltigkeit des Phasenraums R3 � R3 kompakt und zusammenh�angend ist.Dazu mu� gegebenfalls aus mehreren Zusammenhangskomponenten eine einzelneausgew�ahlt werden. Nah Satz 5.7 ist eine solhe Untermannigfaltigkeit di�eomorphzum Torus S1�S1�S1. Der im allgemeinen nihtleere Durhshnitt dieses invarian-ten Torus mit jeder der Ebenen (r; pr); (�; p�); (�; p�) ist eine geshlossene Kurve,die wir mit r bzw. � bzw. � bezeihnen.
pr

maxr
r

γr

rminDurhshnitt des invarianten Torus S1 � S1 � S1 mit der (r; pr){Ebene.Die Wirkungsvariablen Ir; I�; I� sind dann:Ir = 12� Ir prdr = 12� I �2m�H � U(r)� � L2r2 �1=2 dr ;I� = 12� I� p�d� = 12� I �L2 � L23sin2 ��1=2 d� = L� L3 ;I� = 12� I� p�d� = L32� I d� = L3 :F�ur das Kepler{Problem U(r) = �k=r, mit k > 0 und E < 0, l�a�t sih das be-stimmte Integral f�ur Ir mit Hilfe des Cauhyshen Integralsatzes in geshlossenerForm berehnen: Ir = mk(�2mH)1=2 � L :Im diesem Fall sind die Frequenzen !k = �H=�Ik entartet,!r = !� = !� = mk2(Ir + I� + I�)3 ;



5.5. KAM-THEOREM 153was die bekannte Konsequenz hat, da� alle Phasenbahnen periodish sind.5.5 KAM-TheoremDas in der �Ubershrift angek�undigte Theorem von Kolmogorov, Arnold und Mo-ser ist ein zentraler St�utzpfeiler der Theorie Hamiltonsher Systeme in der N�ahevon Integrabilit�at. Wir werden das KAM{Theorem im folgenden motivieren undeine Version davon pr�azise formulieren, aber den reht umfangreihen Beweis un-terdr�uken.Das KAM{Theorem maht eine Aussage �uber die Stabilit�at der Dynamik jenerHamiltonsher Systeme, die von einem integrablen System nur wenig vershiedensind. F�ur die Behandlung solher Systeme bietet sih eine Variante der kanonishenSt�orungsrehnung an, die wir in Abshnitt 5.2 kennengelernt haben. Wir beshrei-ben das Verfahren kurz in niedrigster Ordnung.Gegeben sei ein integrables System, dessen Bewegung wir als gebunden vorausset-zen, mit Wirkungsvariablen I = (I1; : : : ; If ), Winkelvariablen � = (�1; : : : ; �f ) undHamilton{Funktion H0(I). Die Hamilton{Funktion des gest�orten Systems seiH = H0(I) + "H1(�; I) :Im ungest�orten System (" = 0) verlaufen die Phasenbahnen auf invarianten Tori T�,T� = fx 2 M j I1(x) = �1; : : : ; If (x) = �fg ;wobei die Werte (�1; : : : ; �f ) der Wirkungsvariablen durh die Anfangsbedingungenfestgelegt sind. Die Werte der Winkelvariablen �k wahsen linear in der Zeit mitFrequenzen !k(I) = �H0(I)=�Ik.Ziel der St�orungsrehnung ist die Konstruktion einer kanonishen Koordinatentrans-formation von �; I zu ' = ('1; : : : ; 'f ) und J = (J1; : : : ; Jf ), welhe die Abh�angig-keit der Hamilton{Funktion von den Winkelvariablen beseitigt. Das entspriht demVersuh, die invarianten Tori des integrablen Systems mit Hamilton{FunktionH0 zuinvarianten Tori des gest�orten Systems mit Hamilton{FunktionH0+"H1 fortzuset-zen. Um die Koordinatentransformation zu konstruieren, setzt man eine erzeugendeFunktion vom Typ 2 an: S = hJ; �i+ "S(1)(�; J) +O("2)mit hJ; �i :=Pfk=1 Jk�k. Der Zusammenhang zwishen alten und neuen Koordina-ten ist wie immer durh Ik = �S=��k und 'k = �S=�Jk (k = 1; : : : ; f) gegeben.



154 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSWie man durh Einsetzen leiht nahrehnet, wird das Ziel durh die WahlS(1)(�; J) = � Xm2Zfnf0g hm(J)ihm;!(J)i eihm;�i ;wobei hm(I) die Fourier{KoeÆzienten der St�orung H1(�; I) sind, bis zur erstenOrdnung im St�orparameter " formal erreiht. Tats�ahlih h�angt die in den neuenKoordinaten ausgedr�ukte Hamilton{Funktion bis zur 1. Ordnung in " niht vonden Winkeln ab: H = H0(J) + "h0(J) +O("2) :Wie in Abshnitt 5.2 geht auh hier in f�uhrender Ordnung von " nur die �uber deninvarianten Torus gemittelte St�orung h0(I) = hH1(�; I)i ein.Allerdings versagt das Verfahren f�ur Tori mit der Eigenshaft, da� der Nennerhm;!(I)i f�ur irgendein m 2 Zf n f0g vershwindet, denn dann tritt ja Divisiondurh Null auf und der Ausdruk f�ur S(1) ist gar niht de�niert. Solhe Tori hei�en\resonant". Wir werden sp�ater sehen, da� die Bewegung in der N�ahe eines reso-nanten Torus nah Anshalten der St�orung \haotish" sein kann. Demnah ist dasDivergieren von S(1) f�ur resonante Tori ein fundamentales Hindernis und niht etwanur ein mathematishes Artefakt, das durh intelligentes Vorgehen beseitigt werdenk�onnte. Es wird sih herausstellen, da� die Struktur des Phasenusses in der N�aheeines resonanten Torus shon durh beliebig kleine St�orungen qualitativ ge�andertwird und die St�orungsrehnung deshalb zum Sheitern verurteilt ist.Es bleibt die M�oglihkeit o�en, da� die Situation besser sein k�onnte f�ur nihtre-sonante Tori, wo die Frequenzen inkommensurabel sind, d.h. hm;!(I)i f�ur keinm 2 Zf n f0g vershwindet. In der Tat kann man zeigen, da� die Fourier{Reihef�ur S(1) konvergiert, falls ! in einem gewissen (in den Voraussetzungen des KAM{Theorems n�aher beshriebenen) Sinn \gen�ugend irrational" ist. Mit der Konvergenzder Fourier{Reihen f�ur S(1) und alle h�oheren KoeÆzienten S(n) ist es jedoh nohniht getan, denn es verbleibt die niht unbegr�undete Gefahr, da� die St�orungsreh-nung bis zu unendliher Ordnung, also die GesamtsummeP1n=1 "nS(n), divergiert.Poinar�e (1889) bewies eine allgemeine Aussage, die diese Gefahr signalisierte undeine pessimistishe Erwartung f�ur das Gelingen der St�orungsrehnung nah sih zog.Aus heutiger Siht hatte die Shwierigkeit ihren tieferen Grund in der Tatsahe,da� man f�ur festgehaltene Anfangsbedingungen die Frequenzen der gest�orten Be-wegung als Potenzreihe in " zu berehnen versuhte. Da die resonanten Tori dihtim Phasenraum liegen, gibt es in jeder beliebig kleinen Umgebung eines irrationa-len Torus immer resonante Tori, und dieser Umstand wirkt sih ung�unstig auf das



5.5. KAM-THEOREM 155Konvergenzverhalten der St�orungsentwiklung aus.Der entsheidende Durhbruh wurde shlie�lih in den 1960er Jahren mit denArbeiten von Kolmogorov, Arnold und Moser erzielt: es gelang, die St�orungsent-wiklung f�ur gen�ugend irrationale Tori dergestalt umzuformulieren, da� eine Reihemit endlihem (wenn auh unbekanntem) Konvergenzradius entstand. KolmogorovsStrategie untershied sih von fr�uheren in zwei wesentlihen Punkten:� Durh Variieren der Anfangsbedingungen suhte er nah einem gest�orten in-varianten Torus mit denselben Frequenzen wie der ungest�orte Torus.� Er benutzte ein Verfahren mit beshleunigtem (n�amlih quadratishem) Kon-vergenzverhalten.Harte Beweisarbeit seines Sh�ulers Arnold ergab im Jahre 1963 folgendes Resultat:Satz 5.8 (KAM-Theorem) F�ur ein integrables System mit f Freiheitsgraden,Hamilton{Funktion H0 und Frequenzen !k = �H0=�Ik sei MI(0) ein invarianterTorus, auf dem die folgenden Bedingungen erf�ullt sind:1. Die Hesse{Matrix von H0 ist nihtsingul�ar: det ��2H0=�Ik�Il� 6= 0.2. Es existieren positive Konstanten � � f � 1 und , so da� f�ur alle m =(m1; : : : ;mf ) 2 Zf n f0g gilt: ��Pfk=1mk!k�� � kmk��.Ferner sei H1 eine C1{Funktion. F�ur gen�ugend kleines " > 0 l�a�t sih dann MI(0)in eine zu Tf di�eomorphe Mannigfaltigkeit MI (") fortsetzen, die unter dem Pha-senu� des Systems mit Hamilton{Funktion H = H0 + "H1 invariant ist.Popul�ar ausgedr�ukt besagt das KAM{Theorem folgendes: \Falls ein ungest�ortesSystem nihtentartet ist, dann werden f�ur gen�ugend kleine autonome HamiltonsheSt�orungen die meisten nihtresonanten Tori lediglih leiht deformiert, so da� auhim Phasenraum des gest�orten Systems invariante Tori existieren, welhe von denPhasenbahnen diht und quasiperiodish umsponnen werden, wobei die Frequenzenrational unabh�angig sind. Diese invarianten Tori bilden die Mehrheit in dem Sinne,da� das Ma� des Komplements ihrer Vereinigung klein ist, wenn die St�orung shwahist" (Zitat aus Arnold, Mathematial Methods..., Appendix 8B).Wir beshlie�en die Diskussion mit ein paar Mitteilungen. Obshon das KAM{Theorem im Prinzip als gro�er Triumph der analytishen Mehanik zu werten ist,wird seine Anwendbarkeit auf konkrete Problemstellungen durh die indirekte Be-weisf�uhrung kompromittiert. Der Beweis besteht im wesentlihen aus einem Al-gorithmus, der zu einer qualitativen Aussage f�uhrt. Er liefert keine Methode, die



156 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSden G�ultigkeitsbereih des Theorems in " zu berehnen gestattet. Au�erdem istin der Regel niht entsheidbar, ob eine fest vorgegebene Anfangsbedingung f�urendlihes " auf einem KAM{Torus liegt oder niht, denn die Beweisstrategie erfor-dert ja gerade, da� man mit wahsendem " die Anfangsbedingung ab�andert, umdie Frequenzen nihtresonant zu halten. Aus diesen Gr�unden bleibt z.B. die Fragenah der Langzeit{Stabilit�at des Sonnensystems, eine der Hauptmotivationen f�urdie Entwiklung der KAM{Theorie, unbeantwortet.5.6 Poinar�e{AbbildungIm n�ahsten Abshnitt werden wir uns der Frage zuwenden, was bei der St�orungeines integrablen Systems mit den resonanten Tori geshieht. F�ur diesen Zwekben�otigen wir als diagnostishes Hilfsmittel die sogenannte Poinar�e{Abbildung,die wir im folgenden einf�uhren.Die Stabilit�at einer Phasenbahn kann ermittelt werden, ohne ihre Zeitentwik-lung kontinuierlih zu verfolgen. Es reiht, den Zustand der Phasenbahn zu einerdiskreten Abfolge von (ins Unendlihe reihenden) Zeitpunkten festzustellen, was�okonomish und au�erdem darstellungstehnish bequem ist. Bei einer Poinar�e{Abbildung besteht die Idee darin, nur die Kreuzungspunkte der Phasenbahnen miteiner geeignet gew�ahlten Untermannigfaltigkeit des Phasenraums zu registrieren.Gegeben sei ein autonomes Hamiltonshes System (M;
; H) mit f Freiheitsgradenund Energieshale �E = fx 2 M jH(x) = Eg :Unten werden wir zum Fall f = 2 spezialisieren, aber f�urs erste halten wir dieDiskussion allgemein. Die Energieshale sei eine kompakte und zusammenh�angendeMannigfaltigkeit ohne kritishe Punkte von H . Weiter sei F : M! R eine di�eren-zierbare Funktion, und D 6= ; der Durhshnitt von �E mit der Niveau{Menge vonF zum Wert Null: D := fx 2 �E jF (x) = 0g :Wir verlangen von F , da� die Poisson{Klammer fF;Hg nirgendwo auf D vershwin-det. �Aquivalent hierzu ist die Bedingung (dF )a (XH(a)) 6= 0 f�ur alle a 2 D, wobeiXH = IdH wie �ublih das Hamiltonshe Vektorfeld zur Hamilton{Funktion Hbezeihnet. Wir nennen D in diesem Fall transversal zum Phasenu�. Die Trans-versalit�at garantiert, da� die Shnittmenge von D mit einer Phasenbahn des Hamil-



5.6. POINCAR�E{ABBILDUNG 157tonshen Systems aus isolierten Punkten besteht. D hei�t ein Poinar�e{Quershnitt(engl. Poinar�e surfae of setion) des Phasenusses.Jede von D ausgehende Phasenbahn kehrt immer wieder nah D zur�uk. DieseTatsahe folgt aufgrund der Kompaktheit der Energieshale �E mit einem �ahnlihenArgument wie es im Beweis des Poinar�eshen Wiederkehrsatzes verwendet wurde.Damit k�onnen wir �uber den Phasenu� � jedem Punkt a 2 D in eindeutiger Weiseeine Zeit T (a) durh die ForderungF ��T (a)� = 0 ; und F (�t(a)) 6= 0 f�ur 0 < t < T (a)zuordnen. T (a) ist also die Zeit, zu der die zur Zeit Null von a ausgehende Phasen-bahn erstmals nah D zur�ukkehrt. Wegen der Di�erenzierbarkeit von F und derTransversalit�at von D zum Phasenu� ist T : D! R eine di�erenzierbare Funktion.Definition 5.5 Unter dem zum Phasenu� � und der transversalen Unterman-nigfaltigkeit D assoziierten Poinar�e{Abbildung verstehen wir die Abbildung : D! D ; a 7! �T (a)(a) ;wobei T : D! R die Zeitfunktion der ersten R�ukkehr ist.Da der Phasenu� eine di�erenzierbare Abbildung ist und auh T (a) in di�eren-zierbarer Weise von a abh�angt, gilt dasselbe f�ur die Poinar�e{Abbildung  .Beispiel: Sei (M;
; H) ein harmonisher Oszillator mit zwei Freiheitsgraden: M =R4 , 
 =P2i=1 dpi ^ dqi undH = H1 +H2 ; Hi = p2i2mi + kiq2i2 :Jede Energieshale �E = fx jH(x) = E > 0g ist in diesem Fall di�eomorph zueiner 3{Sph�are. Als Poinar�e{Quershnitt w�ahlen wir den Durhshnitt D von �E(f�ur irgendein E > 0) mit der Niveaumenge F = p2 = 0. Da dp2 und dH auf D�uberall linear unabh�angig sind, ist D nah dem Hauptsatz �uber implizit de�nierteFunktionen eine di�erenzierbare Untermannigfaltigkeit von M. Es handelt sih umeine 2{Sph�are, mit Nordpol q2 =p2E=k2, S�udpol q2 = �p2E=k2 und �AquatorA = fa j p2(a) = q2(a) = 0g :Die Poisson{Klammer fF;Hg = �k2q2 vershwindet auf A, weshalb D dort nihttransversal zum Phasenu� sein kann. (Tats�ahlih bedeutet p2 = q2 = 0, da� derzweite Oszillator permanent in Ruhe und die gesamte Energie im ersten Oszillatorkonzentriert ist. Eine Phasenbahn durh a 2 A verweilt deshalb f�ur immer auf A.)



158 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSUm diesen Mangel zu beheben, entfernen wir A und konstruieren die Poinar�e{Abbildung  auf D0 = D n A statt D. Da die Oszillatorfrequenzen unabh�angig vonder Energie durh ki = mi!2i gegeben sind, hat die R�ukkehrzeit den konstantenWert T = 2�pm2=k2. Die Poinar�e{Abbildung  springt zwishen der oberen(q2 > 0) und unteren (q2 < 0) Hemisph�are hin und her. Verwenden wir f�ur beideHemisph�aren der Bequemlihkeit halber dieselben Koordinaten q1; p1, so ist  mit� = 2�pk1m2=m1k2 durh�q1p1� 7! � os� sin�� sin� os���q1p1�gegeben. �Wir fragen nun, ob der Poinar�e{QuershnittD als \reduzierter Phasenraum" taugt.Sei � die Inklusion � : D ! M, a 7! a, und ! := ��
 die nah D zur�ukgezogenesymplektishe Struktur.Satz 5.9 (D; !) ist eine (2f�2){dimensionale symplektishe Untermannigfaltigkeitdes Phasenraumes (M;
).Beweis: Nah Voraussetzung haben die di�erenzierbaren Funktionen F und Hauf D keine kritishen Punkte. Auh sind die Di�erentiale dF und dH wegen desNihtvershwindens der Poisson{Klammer fF;Hg �uberall auf D linear unabh�angig.Hieraus folgt nah dem Hauptsatz �uber implizit de�nierte Funktionen, da� D � Meine di�erenzierbare Untermannigfaltigkeit der Dimension 2f � 2 ist.Aus der Geshlossenheit von 
 resultiert wegen der Vertaushbarkeit der Cartan{Ableitung mit dem Zur�ukziehen von Di�erentialformend! = d(��
) = ��(d
) = 0 ;also die Geshlossenheit von !. Damit (D; !) eine symplektishe Mannigfaltigkeitbildet, mu� ! zudem noh nihtentartet sein. Zum Beweis dieser Eigenshaft stellenwir zun�ahst fest, da� f�ur jeden Punkt a 2 D aus der Voraussetzung fF;Hg(a) 6= 0zwei Dinge folgen: (i) die Vektoren XH(a) = (IdH)(a) und XF (a) = (IdF )(a) sindvoneinander linear unabh�angig, und keiner dieser Vektoren liegt im TangentialraumTaD: (dF )a (XH(a)) = �(dH)a (XF (a)) = fF;Hg(a) 6= 0 :Die Vektoren XF (a) und XH(a) zusammen mit einer Basis des TangentialraumesTaD bilden also ein linear unabh�angiges System und spannen somit den Tangenti-alraum TaM auf.



5.6. POINCAR�E{ABBILDUNG 159
X   (a)H

H=E F=0

D

a
X   (a)F

Sei nun u 2 TaD ein Nullvektor von !a:!a(u; v) = 0 f�ur alle v 2 TaD :Mit ! = ��
 und Da�(u) = u und Da�(v) = v gilt dann auh
a(u; v) = 0 f�ur alle v 2 TaD :Au�erdem gilt 
a (u;XF (a)) = (dF )a(u) = 0 ;
a (u;XH(a)) = (dH)a(u) = 0 ;denn u liegt als Element von TaD tangential zu den Niveau�ahen von F undH . Da die Vektoren XF (a), XH(a) zusammen mit TaD den Tangentialraum TaMaufspannen, gilt insgesamt 
a(u; v) = 0 f�ur alle v 2 TaM. Jeder Nullvektor u von!a ist also auh Nullvektor von 
a. Da 
 nihtentartet ist, folgt u = 0 und somitdie Nihtentartetheit von !.Beispiel: Im obigen Beispiel des zweidimensionalen harmonishen Oszillators be-steht der Poinar�e{Quershnitt aus zwei Hemisph�aren: D0 = S+ [ S�. Die zur�uk-gezogene symplektishe Struktur auf beiden Hemisph�aren ist die geshlossene undnihtentartete 2{Form ! = dp1 ^ dq1. �Da die Poinar�e{Abbildung  nur auf einer Untermannigfaltigkeit D � M erkl�artist, maht es keinen Sinn zu fragen, ob  kanonish im �ublihen Sinn ist. Sinnvollhingegen ist die Frage nah der Kanonizit�at von  bzgl. (D; !).Satz 5.10 Die Poinar�e{Abbildung  : D ! D erh�alt die reduzierte symplektisheStruktur ! auf D:  �! = ! :Bemerkung:Man beahte die Analogie zu Korollar 4.16.4 und dem LiouvilleshenSatz. Letztere sind hier allerdings niht anwendbar, weil in der Poinar�e{Abbildung



160 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSder Phasenu� auf vershiedene Anfangsbedingungen mit vershieden langer Zeit-dauer wirkt.Beweis des Satzes: Wir beweisen die �aquivalente AussageZA ! = Z (A) !f�ur jedes bzgl. ! me�bare Fl�ahenst�uk A � D. Dazu besorgen wir uns zun�ahst einen�utzlihe Pr�asentation der Poinar�e{Abbildung  . Wir betten D in den erweitertenPhasenraum M� R auf dreierlei Weise  i : D ! M� R (i = 0; 1; 2) ein; erstens intrivialer Manier durh  1(a) = (a; 0) ;zweitens mit Hilfe der R�ukkehrzeit T durh 2(a) = (a; T (a)) ;und drittens �uber den Phasenu� � durh 3(a) = (�T (a)(a); T (a)) :Die Poinar�e{Abbildung ist dann die Verkettung  =  �12 Æ  3.
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D ψ3(A)

Zeit t

A

ψ2

Sei jetzt A � D ein orientiertes Fl�ahenst�uk mit Rand �A. Die Kurven  1(�A)und  3(�A) umlaufen denselben Shlauh von Integralkurven des HamiltonshenVektorfeldes IdH . Deshalb folgt aus der Kombination des Stokes'shen Lemmas(Satz 4.15) mit dem Allgemeinen Satz von StokesZ 1(A) (
� dH ^ dt) = Z 3(A) (
� dH ^ dt) :Diese Gleihung ist so zu verstehen, da� die symplektishe Struktur 
 in der nat�urli-hen Weise zu einer 2{Form im erweiterten Phasenraum ausgedehnt wurde. Den



5.6. POINCAR�E{ABBILDUNG 161Term dH ^ dt d�urfen wir auf beiden Seiten weglassen, weil  3(A) und  1(A)in Fl�ahen konstanter Energie H = E liegen. Da 
 keine Zeitkomponente be-sitzt, ist die mittels  1 oder  2 nah D zur�ukgezogene Form in beiden F�allen �1
 = ! =  �2
. Mit  3(A) =  2 Æ  (A) und dem Transformationssatz folgtZA ! = Z 3(A) 
 = Z (A)  �2
 = Z (A) ! ;also die zu zeigende Aussage R (A) ! = RA !.Beispiel: Wir betrahten ein integrables System mit Winkel- und Wirkungsvaria-blen �; '; I; J . Die symplektishe Struktur habe die kanonishe Form 
 = dI ^d�+dJ ^d', und die Hamilton{Funktion sei H = H0(I; J). Wir �xieren eine Energie E.Die zugeh�orige Energieshale �E besteht aus den invarianten Tori, deren Wirkungendie Gleihung H0(I; J) = E erf�ullen. Als Poinar�e{Quershnitt D w�ahlen wir denDurhshnitt von �E mit ' = 0. (Da� ' niht global de�niert ist, maht hier kei-ne Probleme. Der Poinar�e{Quershnitt bildet eine glatte Mannigfaltigkeit, solangenur die Funktion F in einer o�enen Umgebung von D de�niert werden kann, wasf�ur F = ' der Fall ist.) Wir setzen !1 = �H=�I , !2 = �H=�J und nehmen an, da�!2 strikt positiv sei. Dann k�onnen wir �; I als lokale Koordinaten f�ur D verwenden.Die Wirkungsvariable J betrahten wir als abh�angige Gr�o�e, deren Wert bei festgew�ahlter Energie E durh die Gleihung E = H0(I; J) bestimmt wird. Die nah Dzur�ukgezogene symplektishe Struktur ist ! = dI ^ d�. Aus der konstanten Win-kelgeshwindigkeit _' = !2 errehnen wir die R�ukkehrzeit T = 2�=!2. Integrationder Bewegungsgleihung _� = !1 gibt dann die Poinar�e{Abbildung : ��I� 7! �� + �(I)I �mit �(I) = 2�!1=!2. F�ur strikt monotones � nennen wir  eineTwist{Abbildung.Sie erh�alt die reduzierte symplektishe Struktur, denn dI^d(�+�(I)) = ! = dI^d�.Alle Kreise I = I0 des Poinar�e{Quershnitts D sind invariante Mannigfaltigkei-ten von  . F�ur jede Anfangsbedingung a mit irrationalem �0=2� = �(I(a))=2�ist die Bewegung ergodish, d.h. die normierte Dira{Distribution der Punktea;  (a);  2(a); : : : ;  n(a) konvergiert f�ur n!1 im shwahen Sinn gegen das dreh-invariante Ma� d�=2� auf dem Kreis. Im Falle von rationalem �0=2� = m=n ist dieBewegung periodish mit Periode n.
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ϕ=0 ϕ=2πZur De�nition der Twist{Abbildung  .5.7 Poinar�e{Birkho�{TheoremAusgehend von einem integrablen System mit zwei Freiheitsgraden untersuhenwir jetzt das Shiksal resonanter Tori bei Anshalten einer kleinen St�orung. Dazugreifen wir das eben besprohene Beispiel wieder auf und ersetzen die Hamilton{Funktion durh H = H0(I; J) + "H1(�; '; I; J) ;wobei die St�orungH1 eine analytishe Funktion ihrer Argumente sei. Die zugeh�origePoinar�e{Abbildung " k�onnen wir niht ohne gr�o�eren Rehenaufwand bestimmen.Es ist aber klar, da� sie von der allgemeinen Form " : ��I� 7! ��0I 0� = �� + �(I) + f"(�; I)I + g"(�; I) � (5.18)sein mu�, wobei die Funktionen f" und g" analytish von ", � und I abh�angenund f�ur " = 0 vershwinden. Da die Hamilton{Funktion global de�niert ist, sindf"; g" periodish in � mit Periode 2�. Eine weitere Einshr�ankung folgt aus Satz5.10. Demnah ist  " �ahenerhaltend bzgl. der zur�ukgezogenen symplektishenStruktur ! auf dem reduzierten Phasenraum D. Aus ! = dI ^ d� = dI 0 ^ d�0resultiert nah kurzer Rehnung die Bedingung�f"�� + �g"�I � �0(I)�g"�� + ff"; g"g = 0 ;wobei die Poisson{Klammer f�; �g bzgl. ! gebildet wird. Wir nennen (5.18) einegest�orte Twist-Abbildung, falls � strikt monoton ist.Beispiel: Das einfahste Beispiel einer gest�orten Twist-Abbildung wird durh dieStandard{Abbildung von Chirikov und Taylor geliefert:�(I) = �I ; f"(�; I) = 0 ; g"(�; I) = "I0 sin (� + �I) :Sie und ihr quantentheoretishes Analogon treten in einer Reihe von physikali-shen Problemstellungen auf, u.a. in der Modellierung des Ionisierungsvorgangesin Rydberg-Atomen. �



5.7. POINCAR�E{BIRKHOFF{THEOREM 163Wir betrahten jetzt die Shnittmenge � von D mit einem resonanten Torus desintegrablen Systems (" = 0), also einen Kreis fa 2 D j I(a) = I0g, f�ur den dasVerh�altnis der ungest�orten Frequenzen rational ist: �(I0) = 2�m=n mit m;n 2 Z.Alle Punkte a von � sind Fixpunkte der n-mal iterierten Twist{Abbildung, n0 (a) = a ;denn deren Winkel�anderung auf � betr�agt n � �(I0) = 2�m = 0 (modulo 2�).Der Konkretheit halber nehmen wir an, da� die Ableitung von � auf � positiv sei:�0(I0) > 0. Unter der Abbildung  n0 nimmt der Winkel � dann f�ur Punkte aufinvarianten Kreisen mit leiht vergr�o�erter Wirkung I > I0 zu und auf solhen mitleiht verkleinerter Wirkung I < I0 ab.Was passiert nun mit der Fixpunktkurve � von  n0 , wenn wir zur gest�orten Twist{Abbildung  n" �ubergehen? Da das KAM-Theorem �uber resonante Tori keine Aussagemaht, erwarten wir niht, da� sih � zu einer invarianten Kurve von  n" fortsetzt.Tats�ahlih verbleiben von ihr nur isolierte Fixpunkte:Satz 5.11 (Poinar�e{Birkhoff{Theorem) Die gest�orte Twist{Abbildung  n"besitzt f�ur gen�ugend kleines " > 0 eine endlihe Zahl von Fixpunkten in der N�aheder Kurve �. Werden die Fixpunkte mit Multiplizit�at gez�ahlt, ist ihre Zahl immerein gerades Vielfahes von n.Beweis: Nah dem KAM{Theorem wird � f�ur gen�ugend kleines " > 0 durh invari-ante Kurven �+ und �� von  n" eingeshlossen. O.B.d.A. nehmen wir �0(I0) > 0 an.Die Abbildung  n" dreht dann die Kurven �� und �+ im Uhrzeiger- bzw. Gegenuhr-zeigersinn. Hieraus folgt mit der Stetigkeit von  n" , da� auf jedem Strahl � = onstein Punkt x existiert, dessen Winkelkoordinate unter der Abbildung invariant ist:�(x) = � ( n" (x)). Die Gesamtheit dieser Punkte bildet, wieder f�ur gen�ugend kleines" > 0, eine geshlossene analytishe Kurve r", die in der N�ahe von � liegt. Nunwissen wir, da�  n" �ahenerhaltend ist. Deshalb kann das Bild  n" (r") der Kurver" weder innerhalb noh au�erhalb von r" liegen, und die zwei Kurven m�ussen ein-ander shneiden. Da  n" auf der Kurve r" radial wirkt, ist jeder Shnittpunkt vonr" mit  n" (r") ein Fixpunkt von  n" . Damit ist die Existenz von Fixpunkten in derN�ahe von � gezeigt.Nun betrahten wir die radiale Vershiebung � : r" ! R,�(x) = I ( n" (x)) � I(x) :Die Fixpunkte von  n" sind o�enbar Nullstellen von �. Wir erinnern an die Tatsa-he, da� eine analytishe Funktion auf jedem Kompaktum h�ohstens endlih viele
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Nullstellen hat. Da die geshlossene Kurve r� analytish ist, folgt hiermit die End-lihkeit der Zahl von Fixpunkten in der N�ahe von �.Sind alle Nullstellen von � einfah { das ist der \generishe" Fall { , dann mu� ihreGesamtzahl gerade sein, denn auf jede Nullstelle mit positiver Ableitung folgt eineNullstelle mit negativer Ableitung. Im Fall von Entartung z�ahlen wir die Nullstellenentsprehend ihrer Vielfahheit, d.h. eine zweifahe Nullstelle doppelt, eine dreifaheNullstelle dreimal usw. Mit dieser Z�ahlweise (\mit Multiplizit�at") ist die Zahl derNullstellen und somit die Zahl der Fixpunkte immer gerade.Im generishen Fall einfaher Nullstellen zeigt ein Blik auf das obige Diagramm,da� der Charakter der Fixpunkte zwishen elliptish und hyperbolish alterniert.Sei nun x ein elliptisher Fixpunkt: x =  n" (x). Das Orbit von x besteht aus denPunkten x;  "(x);  2" (x); : : : ;  n�1" (x). Es gilt� � l"(x)� = �(x) + 2�l mn +O(") :Das Orbit besteht also aus n vershiedenen Punkten. Wegen  n" Æ  l"(x) =  l" Æ n" (x) =  l"(x) sind mit x auh alle anderen Punkte des Orbits von x Fixpunktevon  n" . Anwendung der Kettenregel gibt (" wird der K�urze halber unterdr�ukt)D l(x) n ÆDx l = Dx � n Æ  l� = Dx � l Æ  n� = Dx l ÆDx n :Hieraus folgt, da� die Spur des Di�erentials von  n" f�ur alle Punkte auf dem Orbitvon x denselbenWert hat: TrDx n" = TrD l(x) n" . Alle n Punkte auf dem Orbit vonx sind demnah elliptishe Fixpunkte. Die Gesamtheit aller elliptishen Fixpunkteteilt sih daher in Orbiten von n Punkten ein. Sei k die Zahl solher Orbiten. Danngibt es insgesamt kn elliptishe Fixpunkte, und die Gesamtzahl aller Fixpunkte ist2kn, also ein geradzahliges Vielfahes von n. �



5.8. HETEROKLINISCHE OSZILLATION 1655.8 Heteroklinishe OszillationFazit des letzten Abshnitts ist, da� die Fixpunktkurve � der n{mal iterierten un-gest�orten Twist-Abbildung  n0 im generishen Fall in eine alternierende Anordnungvon elliptishen und hyperbolishen Fixpunkten der gest�orten Abbildung  n" aufge-brohen wird. Wir untersuhen nun die Verh�altnisse in der N�ahe der hyperbolishenFixpunkte genauer. Die folgenden �Uberlegungen h�angen niht von der speziellenForm einer gest�orten Twist{Abbildung ab, sondern gelten f�ur jede �ahenerhalten-de Abbildung, weshalb wir die Notation in � :=  n" ab�andern.An jedem Fixpunkt x von � ist das Di�erential L := Dx� eine symplektishe lineareAbbildung des Tangentialraumes TxD auf sih. F�ur einen elliptishen Fixpunkt giltTrL < 2, f�ur einen hyperbolishen hingegen TrL > 2; siehe Abshnitt 2.6. Imletzteren Fall hat L zwei reelle Eigenwerte, �� > 1 und �+ = 1=�� < 1. Diezugeh�origen Eigenvektoren geben die Rihtungen an, entlang derer die Abbildungin der N�ahe des Fixpunkts expandierend (��) bzw. kontrahierend (�+) wirkt.Die Eigenrihtungen von � an einem hyperbolishen Fixpunkt, nennen wir ihn h,werden durh die De�nitionW� := fx 2 D j limk!�1 �k(x) = hg (5.19)zu expandierenden (W�) bzw. kontrahierenden (W+) Mannigfaltigkeiten von hfortgesetzt. W+ besteht also aus allen Punkten des Poinar�e{Quershnitts D, diein der fernen Zukunft in h enden werden, und W� aus jenen, die in der fernenVergangenheit ihren Ursprung in h nahmen. Wir nennen W+ und W� auh diestabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit des Fixpunkts h. In der N�ahe von h habendiese Mannigfaltigkeiten die Form glatter Kurven, und aus der De�nition von W�folgt sofort, da� die Tangentenvektoren im Punkt h Eigenvektoren der linearisiertenAbbildung L = Dh� zu den Eigenwerten �� sind.
W-

W-
W+

W+

x
φ(x)h

Thema des laufenden Abshnitts ist die Form der stabilen und instabilen Mannig-faltigkeiten W� fern vom ihrem Fixpunkt h. Wir werden zeigen, da� die KurvenW� dort im allgemeinen zu oszillieren beginnen und letztendlih die Eigenshaft



166 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSder Di�erenzierbarkeit verlieren und nihtglatt werden. Dieses Ph�anomen der he-teroklinishen Oszillation wurde von Poinar�e (1889) entdekt. Es impliziert dieAbwesenheit eines vollst�andigen Satzes von Bewegungsintegralen in der N�ahe hy-perbolisher Fixpunkte, also die Abwesenheit von Integrabilit�at, und ist somit einKeim f�ur Chaos in Hamiltonshen Systemen.Wir beginnen mit einigen simplen Feststellungen. Zuvorderst sei bemerkt, da� diestabilen und instabilenMannigfaltigkeitenW� niht mit Phasenbahnen zu verweh-seln sind. Die durh die Poinar�e{Abbildung � vermittelte Dynamik ist ja diskret.Da�W� die Gestalt kontinuierliherKurven haben, liegt daran, da� wir alle Punkte,die unter der Dynamik von � dieselbe Destination bzw. denselben Ursprung haben,gleihzeitig auftragen. Es steht dann auh niht im Widerspruh zum Existenz{ undEindeutigkeitssatz f�ur L�osungen gew�ohnliher Di�erentialgleihungen, wenn solheKurven sih kreuzen.Was l�a�t sih nun �uber die Shnittmengen der stabilen und instabilen Mannigfal-tigkeiten hyperbolisher Fixpunkte aussagen? Wir betrahten den allgemeinen Fall,wo mehrere hyperbolishe Fixpunkte h1; h2; : : : vorliegen, und bezeihnen die zu-geh�origen (in)stabilen Mannigfaltigkeiten mit W�h1 ;W�h2 , usw. Es ist klar, da� zweiMannigfaltigkeiten vom gleihen Typ (d.h. zwei stabile, oder zwei instabile) sihniemals kreuzen, denn die Existenz eines Shnittpunkts w�are mit De�nition (5.19)unvertr�aglih: kreuzten sih z.B. zwei stabile Mannigfaltigkeiten W+h1 und W+h2 ineinem Punkt x, so m�u�te �k(x) f�ur k ! 1 sowohl gegen h1 wie h2 konvergieren,was im Widerspruh zu h1 6= h2 stehen w�urde. Das gleihe Argument greift f�ur zweiinstabile Mannigfaltigkeiten.Auh im Fall h1 = h2 k�onnen sih die stabilen oder instabilen Mannigfaltigkeitenniht selbst shneiden. Zum Beweis nehmen wir an, es g�abe einen Shnittpunkt xvon W+h mit sih selbst. Dann w�are x der Anfangs{ und Endpunkt einer Shleife `aufW+h . Das Urbild ��1(`) von ` l�age aufW+h , und da � stetig ist, m�u�te ��1(`) einzusammenh�angender Abshnitt der Kurve W+h sein. Dieser Abshnitt h�atte einenAnfangs{ und einen Endpunkt, die voneinander vershieden w�aren. Beide Punktew�urden aber durh � auf x abgebildet, was im Widerspruh zur Injektivit�at von �st�unde.Es gibt also keine Kreuzungen zwishen zwei stabilen oder instabilen Mannigfal-tigkeiten vom gleihen Typ. Kreuzungen zwishen Mannigfaltigkeiten untershied-lihen Typs sind jedoh erlaubt, und mit ihrem Auftreten ist im allgemeinen auhzu rehnen: Im generishen Fall liegen die MannigfaltigkeitenW+hi und W�hj zweierbenahbarter hyperbolisher Fixpunkte hi und hj niht aufeinander, sondern shnei-



5.8. HETEROKLINISCHE OSZILLATION 167den sih gegenseitig. Ein solher Shnittpunkt hei�t ein heteroklinisher Punkt.Die Existenz eines einzigen heteroklinishen Punktes x impliziert sofort die Existenzeiner unendlihen Zahl solher Punkte: mit x liegt auh �k(x) (k 2 Z) sowohl aufW+hi wie auh auf W�hj , und ist somit heteroklinisher Punkt.Betrahten wir nun die Folge von heteroklinishen Punkten x; �(x); : : : ; �k(x); : : :in W+hi \W�hj . Diese Folge konvergiert gegen hi, und sie liegt auf der bei Ann�ahe-rung an hi linear werdenden KurveW+hi . Das Fl�ahenst�uk, das von den Abshnittender Kurven W+hi und W�hj zwishen den Punkten �k�1(x) und �k(x) eingeshlos-sen wird, geht unter Abbildung mit � in das entsprehende Fl�ahenst�uk zwishen�k(x) und �k+1(x) �uber. Dabei bleibt die eingeshlossene Fl�ahe konstant, denndie Poinar�e{Abbildung � ist ja �ahenerhaltend. Die Kombination von Fl�ahener-haltung und Konvergenz der Folge erzwingt, da� die Kurve W�hj seitlih ausweihtund mit wahsendem k immer st�arker ausshl�agt: es kommt zu einer sogenanntenheteroklinishen Oszillation von W�hj um W+hi .
Wer sih die geometrishenVerh�altnisse auf zeihnerisheWeise vor Augen zu f�uhrenversuht, wird shnell einsehen, da� die Kurve W�hj (W+hi) bei hi (bzw. hj) nihtdi�erenzierbar ist. Als Konsequenz hiervon kann in der N�ahe eines hyperbolishenFixpunkts kein zweites glattes Bewegungsintegral neben der Energie existieren.

Als Poinar�e (1889) das Ph�anomen der heteroklinishenOszillation entdekte, shrieb



168 KAPITEL 5. STABILIT�AT UND CHAOSer: \Versuht man die von diesen beiden Kurven [gemeint sind die sih kreuzendenstabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten℄ gebildete Figur darzustellen, so ist manvon ihrer Komplexit�at derart frappiert, da� ih niht einmal den Versuh einer Zeih-nung unternehmen werde. Nihts ist besser geeignet [als diese Komplexit�at℄, um unseine Ahnung von der Kompliziertheit des 3{K�orperproblems und allgemeiner vonallen dynamishen Systemen, die niht global integrabel sind, zu vermitteln."Mitteilung: W�ahrend im Fall einer shwah gest�orten Twist{Abbildung die he-teroklinishe Oszillation das nat�urlihe Szenario darstellt, treten im Fall starkerSt�orungen auh sogenannte homoklinishe Oszillationen auf. Hierbei shneidet dieinstabile Mannigfaltigkeit eines hyperbolishen Fixpunkts h die stabile Mannigfal-tigkeit desselben Fixpunkts in unendlih vielen homoklinishen Fixpunkten.Wir fassen die Kernaussagen und einige Konsequenzen des laufenden Kapitels kurzzusammen:Zun�ahst einmal sei erw�ahnt, da� es f�ur die in der Natur vorkommenden Kr�afte ge-shehen kann, da� Teilhen, die genug Energie besitzen, aus der Wehselwirkungs-zone entweihen. In einem solhen Fall wird die Bewegung f�ur den entsprehendenFreiheitsgrad asymptotish trivial, n�amlih gleihf�ormig geradlinig. Wenn dagegendie Bewegung aller Freiheitsgrade auf ein Gebiet endlihen Phasenraumvolumensbeshr�ankt ist, dann kann sih ein reihhaltige Vielfalt von Ph�anomenen abspielen:1. Die Verh�altnisse sind sehr geordnet f�ur integrable Systeme. In diesem Fall �n-det die Bewegung auf f -dimensionalen Tori statt. Die Bewegungsgleihungensind durh Quadratur l�osbar, und das Langzeitverhalten des Systems ist somitvollst�andig bekannt und vorhersagbar.2. Das Shiksal eines integrablen Systems bei Anshalten einer generishenshwahen St�orung ist in der ber�uhmten Arnold{Skizze dargestellt (siehe un-ten). Nah dem KAM{Theorem bleiben die irrationalen Tori unter kleinenSt�orungen erhalten; sie werden lediglih etwas deformiert. Die resonanten Torihingegen l�osen sih in alternierende Folgen von hyperbolishen und elliptishenFixpunkten auf, wobei letztere selbst wieder von KAM{Tori umgeben sind.Wenn die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten hyperbolisher Fixpunk-te sih shneiden, was im allgemeinen der Fall ist, mu� notgedrungen einehomo{ oder heteroklinishe Oszillation vorliegen. Dies er�o�net in der N�ahehyperbolisher Fixpunkte die M�oglihkeit zu haotisher Bewegung, und dasLangzeitverhalten kann dann numerish unvorhersagbar sein.
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Arnold{Skizze3. Bei wahsender St�arke einer generishen St�orung werden mehr und mehrKAM{Tori vernihtet. In vielen F�allen kommt es shlie�lih zu globalem Cha-os. Das hei�t insbesondere, da� eine einzige Phasenbahn den gesamten verf�ug-baren Phasenraum (bei fester Energie) ausf�ullt.4. Shlie�lih ist noh zu bemerken, da� ein qualitativer Untershied zwishenf = 2 und f = 3 besteht. Im Fall zweier Freiheitsgrade sind die Gebiete hao-tisher Bewegung durh dazwishenliegende KAM{Tori separiert. F�ur mehrals zwei Freiheitsgrade k�onnen die haotishen Phasenbahnen von einem hao-tishen Gebiet zu einem anderen durh Ausnutzen der zus�atzlihen Freiheitenwandern. Man nennt dieses Ph�anomen Arnold{Di�usion.
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Anhang A
A.1 Symplektishe Vektorr�aumeSei V ein reeller Vektorraum der Dimension n. Unter dem Dualraum, V�, zu Vversteht man bekanntlih den linearen Raum V� = L(V;R). Die Elemente von V�sind lineare Abbildungen V! R und hei�en Linearformen.Definition A.1 Ist fe1; : : : ; eng eine Basis von V, so ist die Dualbasis f�1; : : : ; �ngvon V� erkl�art durh �i (ej ) = �ij .Anwendung von �i auf einen Vektor v =Pj vjej gibt die i{te Komponente von v:�i (v) = �i (Xj vjej ) =Xj vj�j(ej ) =Xj vjÆij = vi :Analog erh�alt man durh Einsetzen von ej in ein Element � =Pni=1 �i�i 2 V� diej{te Komponente von �: �(ej) =Xi �i�i(ej) = �j :Wir betrahten nun den Raum der 2{linearen Formen L2(V;R). Ein Element ! vonL2(V;R); ! : V �V ! R; (u; v) 7! !(u; v) ist linear in beiden Argumenten.Definition A.2 Sei ! 2 L2(V;R).(i) ! hei�t shief, wenn gilt: !(u; v) = �!(v; u) f�ur alle u; v 2 V.(ii) ! hei�t entartet, falls ein v 2 V existiert, v 6= 0, so da� gilt: !(u; v) = 0 f�uralle u 2 V. Andernfalls hei�t ! nihtentartet.Der Vektorraum V habe nun gerade Dimension: n = 2f .Definition A.3 Eine nihtentartete shiefe 2{lineare Form ! : V � V ! R hei�teine symplektishe Form auf V. Das Paar (V; !) hei�t ein symplektisher171



172 ANHANG A.Vektorraum. ! hat Normalgestalt bez�uglih einer Basis fe1; : : : ; e2fg, wenn diedurh Jij = !(ei; ej) de�nierte 2f � 2f{Matrix J die Gestalt hatJ = � 0 �1f1f 0 � :Satz A.1 Zu jedem symplektishen Vektorraum (V; !) existiert eine Basis fe1; : : : ; e2fgvon V, bez�uglih welher ! Normalgestalt hat.Um eine symplektishe Form ! bzgl. einer Basis darzustellen, ben�otigen wir denBegri� des �au�eren Produkts.Definition A.4 Das �au�ere Produkt zweier Linearformen � und � ist die 2{lineareForm � ^ � : V �V! R; (u; v) 7! (� ^ �)(u; v) := �(u)�(v) � �(v)�(u).Bemerkungen:(i) O�ensihtlih gilt: � ^ � = �� ^ �.(ii) Die De�nition ist auh f�ur ungerade Dimension dimV = n sinnvoll.Ist f�1; : : : ; �2fg die Dualbasis zu fe1; : : : ; e2fg, so lautet die Basisdarstellung einersymplektishen Form !:! = !(ei; ej) = 12Xk;l !kl(�k ^ �l)(ei; ej)= 12Xk;l !kl��k(ei)�l(ej)� �k(ej)�l(ei)� = 12(!ij � !ji) = !ij :F�ur beliebige Vektoren u =Pi uiei und v =Pj vjej gilt:!(u; v) =Xi;j ui!ijvj :Ist die symplektishe Form ! in Normalform bez�uglih fe1; : : : ; e2fg, so gilt!(u; v) = fXk=1(ukvf+k � vkuf+k) :A.2 Alternierende k{lineare FormenDefinition A.5 Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n. Eine alternie-rende k{lineare Form auf V ist eine k{lineare Abbildung ! : V�V� : : :�V !R; (v1; v2; : : : ; vk) 7! !(v1; v2; : : : ; vk) mit der Eigenshaft!(v�(1); : : : ; v�(k)) = (�1)j�j!(v1; : : : ; vk)f�ur jede Permutation � der Indexmenge 1; 2; : : : ; k. Den linearen Raum der alter-nierenden k{linearen Formen auf V bezeihnen wir mit Altk(V).



A.3. OPERATIONEN AUF DIFFERENTIALFORMEN 173Mitteilung: dim �Altk(V)� = �nk� = n!k!(n�k)! .Definition A.6 Das �au�ere Produkt ^,^ : Altk(V) �Altl(V) ! Altk+l(V)(�; �) 7! � ^ �ist erkl�art durh(� ^ �)(v1; : : : ; vk; vk+1; : : : ; vk+l):= 1k! l!X� (�1)j�j�(v�(1); : : : ; v�(k))�(v�(k+1); : : : ; v�(k+l)) ;wobei die Summe �uber alle Permutationen � der Indexmenge 1; 2; : : : ; k + l l�auft.Satz A.2 Bezeihne mit �k ein Element von Altk(V), und mit �; � zwei reelleZahlen. Dann hat das �au�ere Produkt die folgenden Eigenshaften:(i) �k ^ �l = (�1)kl�l ^ �k (Shiefsymmetrie);(ii) (��k + ��l) ^ �m = �(�k ^ �m) + �(�l ^ �m) (Distributivit�at);(iii) (�k ^ �l) ^ �m = �k ^ (�l ^ �m) (Assoziativit�at).Bemerkung: Aus (i) folgt insbesondere �k ^ �k = 0 f�ur k ungerade. Au�erdemgilt: �k ^ �l � 0 f�ur k + l > n = dimV.Satz A.3 Seien �1; �2; : : : ; �k Linearformen: V! R. Dann gilt(�1 ^ : : : ^ �k)(v1; : : : ; vk) = det0B��1(v1) � � � �1(vk)... ...�k(v1) � � � �k(vk)1CA :Satz A.4 Seien fe1; : : : ; eng und f�1; : : : ; �ng zueinander duale Basen von V undV�. Dann ist jedes Element ! 2 Altk(V) darstellbar in der Form! = 1k! Xi1:::ik !i1:::ik�i1 ^ � � � ^ �ik ;wobei !i1:::ik = !(ei1 ; : : : ; eik ).A.3 Operationen auf Di�erentialformenDefinition A.7 Eine Di�erentialform k{ten Grades ! (kurz: eine k{Form)ist eine di�erenzierbare Abbildung ! : U � Rn ! Altk(Rn ); p 7! !p.



174 ANHANG A.\Di�erenzierbar" bedeutet hier der Einfahheit halber immer von der Klasse C1.Beispiel: Das Di�erential einer di�erenzierbaren Funktion f : U � Rn ! R,df : U ! L(Rn ;R) � Alt1(Rn ) ;p 7! (df)p ;ist eine Di�erentialform ersten Grades.Koordinatendarstellung von Di�erentialformen:Wir bezeihnen die kanonishen Koordinatenfunktionen des Rn mit xi � �i (i =1; : : : ; n). Dann gilt df = nXi=1 �f�xi dxi ;wobei die Koordinaten{1{Form dxi : Rn ! L(Rn ;R) erkl�art ist durh dxi : p 7!(dxi)p = �i (unabh�angig von p). Die Koordinatendarstellungen einer 1{Form � undeiner 2{Form ! sind� = nXi=1 �idxi ; ! = 12 nXi;j=1!ijdxi ^ dxj =Xi<j !ijdxi ^ dxj ;mit !ij = �!ji. Das �au�ere Produkt zweier Di�erentialformen � und � ist punkt-weise de�niert durh (� ^ �)p = �p ^ �p :So wie Vektoren in k{lineare Formen eingesetzt werden k�onnen, l�a�t sih auh dasEinsetzen von Vektorfeldern in Di�erentialformen de�nieren. Diese Operation hei�tdas innere Produkt. Beim Einsetzen eines Vektorfeldes in eine k{Form entstehteine (k�1){Form. 0{Formen werden mit Funktionen U � Rn ! R identi�ziert. DieOperation des Einsetzens ist punktweise de�niert.Beispiel: Sei ! : U � Rn ! Alt2(Rn ) eine 2{Form, und sei v : U ! Rn einVektorfeld. Dann ist !(�; v) : U! L(Rn ;R)die durh p 7! !p(�; vp) erkl�arte 1{Form. Sind die Koordinatendarstellungen von !und v durh ! =Xi<j !ijdxi ^ dxj und v =Xi vi�igegeben, so ist !(�; v) =Xi<j !ij(dxivj � vidxj) =Xi �idxi



A.3. OPERATIONEN AUF DIFFERENTIALFORMEN 175mit �i = nPj=1!ijvj . Hier ist �i wie immer das konstante Vektorfeld �i(p) = ei.Definition A.8 Die Cartanshe (oder �au�ere) Ableitung d! einer k{Form! : U � Rn ! Altk(Rn ) ist erkl�art durhd! : U ! Altk+1(Rn ) ;p 7! (d!)p(v0; : : : ; vk) := kXj=0(�1)j�(Dp!)(vj)�(v0; : : : ; vj�1; vj+1; : : : ; vk) :Hierbei ist (Dp!)(u) das Di�erential der Abbildung ! : U ! Altk(Rn ) ausgewertetauf u im Punkt p, also: (Dp!)(u) = dds!p+su���s=0 :Beispiel k = 1: Sei � =Pni=1 �idxi eine 1{Form. Mit(Dp�)(u) = nXi;j=1 ��i�xj (p)uj(dxi)pfolgt aus De�nition A.8:(d�)p(u; v) = �(Dp!)(u)�(v)� �(Dp!)(v)�(u)= Xi;j ��i�xj (p)(ujvi � vjui) :Hieraus liest man ab:d� = nXi;j=1 ��i�xj dxj ^ dxi =Xi<j ���j�xi � ��i�xj� dxi ^ dxj :�Ahnlih zeigt man f�ur ! = 12Pni;j=1 !ijdxi ^ dxj :d! = 12 nXi;j;l=1 �!ij�xl dxl ^ dxi ^ dxj :Satz A.5 Bezeihne mit �k eine Di�erentialform k{ten Grades. Dann giltd(�k ^ �l) = (d�k) ^ �l + (�1)k�k ^ (d�l) :Definition A.9 Eine k{Form ! : U � Rn ! Altk(Rn ) hei�t geshlossen, wenngilt d! = 0 auf U.Definition A.10 Eine 2{Form ! : U � Rn ! Alt2(Rn ); p 7! !p, hei�t nihtent-artet, falls !p nihtentartet ist f�ur alle p 2 U.



176 ANHANG A.A.4 Zur�ukziehen von FormenWir beshreiben zun�ahst das Zur�ukziehen von Null{Formen g : N � Rn ! Rmittels einer Abbildung  : M � Rm ! N. Betrahte die nahfolgende Skizze. Mansieht: g(y) = g� (x)� = f(x); insgesamt f = g Æ  : M ! R. Hierf�ur shreibt manauh f = g Æ  =:  �gund nennt f die \zur�ukgezogene" Funktion.
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Verallgemeinerung auf k{Formen ! : N! Altk(Rn ).Wir gehen vom Transformationsgesetz f�ur Vektorfelder unter Abbildungen aus. Ge-geben sei das Vektorfeld X : M ! Rm und wie zuvor die Abbildung  : M ! N,die wir jetzt als di�erenzierbar voraussetzen. Dann ist das transformierte Vektorfeld �X : N! Rn erkl�art durh( �X)� (p)� = (Dp )�X(p)� = dds �p+ sX(p)����s=0 :Au�erdem wissen wir, da� beim Einsetzen eines Vektorfeldes in eine 1{Form ei-ne Funktion entsteht. Damit k�onnen wir das Transformationsgesetz f�ur 1{Formendeduzieren. Gegeben sei die 1{Form � : N ! L(Rn ;R). Wir de�nieren die zur�uk-gezogene 1{Form  �� :M ! L(Rm ;R) durh die Forderung( ��)(X) := �( �X) Æ  f�ur alle Vektorfelder X : M! Rm . Hieraus ergibt sih( ��)p(u) = � (p)�Dp (u)� :In Koordinatendarstellung �ndet man mit yj Æ  =:  j :� = nXj=1 �jdyj  7!  �� = nXj=1 mXi=1(�j Æ  )� j�xi dxi ;also  �� =Pmi=1 �idxi mit �i = nXj=1(�j Æ  )� j�xi :



A.5. RAUMWINKELFORM AUF S2 177F�ur eine 2{Form ! �ndet man durh die Forderung, da� !(�; X) = � sih wie eine1{Form transformiert, das Transformationsgesetz( �!)p (u; v) = ! (p) (Dp (u);Dp(v)) :In Koordinatendarstellung gilt! = 12 nXi;j=1!ijdyi ^ dyj  7!  �! = 12 mXk;l=1
kldxk ^ dxlmit 
kl = 12 nXi;j=1(!ij Æ  )�� i�xk � j�xl � � i�xl � j�xk� :Satz A.6 Das Zur�ukziehen von Formen vertausht mit dem �au�eren Produkt undund der �au�eren Ableitung: �(� ^ �) = ( ��) ^ ( ��) und  �(d�) = d( ��) :A.5 Raumwinkelform auf S2Wir besprehen einige Details zur De�nition der in Abshnitt 4.4.1 verwendetenRaumwinkelform ! auf der 2{Sph�areS2 = �� 2 R3 �� h�; �i = 1	 :Die Raumwinkelform ! ist eine Di�erentialform zweiten Grades: S2 ! Alt2(R2 ),� 7! !� . Die shiefe 2{lineare Form !� weist jedem Paar von Tangentenvektorenu; v in einem Punkt � 2 S2 die reelle Zahl !�(u; v) = �!�(v; u) zu. Der Wert!�(u; v) l�a�t sih ohne Verwendung di�erentialgeometrisher Hilfsmittel erkl�aren,wenn man die Tangentenvektoren u; v in der nat�urlihen Weise als Elemente vonR3 au�a�t. Sei 
(u; v; w) = hu � v; wi das �ublihe Spatprodukt im EuklidishenVektorraum R3 und n� der radial nah au�en gerihtete Einheitsvektor im Punkt� 2 S2. Dann haben wir!�(u; v) := 
(u; v; n�) = hn� ; u� vi : (A.1)Anshaulih gesprohen ist !�("u; "v) die orientierte Fl�ahe des durh die Tangen-tenvektoren "u; "v 2 T�S2 am Punkt � aufgespannten Parallelogramms. Im Limes"! 0 pa�t sih das Parallelogramm an S2 immer besser an, und da es sih um dieEinheitssph�are handelt, geht die Fl�ahe in den Raumwinkel �uber, unter dem dasParallelogramm vom Mittelpunkt der Sph�are aus gesehen wird.



178 ANHANG A.Bei einer Drehung R 2 SO(3) : S2 ! S2 werden der Punkt � und die Vektorenu und v alle gleihzeitig gedreht | per De�nition von R� gilt ja: (R�!)�(u; v) =!R(�)�D�R(u);D�R(v)�. Deshalb ist klar, da� ! sih unter Drehungen niht �andert:R�! = ! :Zur Berehnung der Koordinatendarstellung von ! gehen wir am besten wie folgtvor. Die nat�urlihe Volumenform des R3 ist jene 3{Form, die jedem Punkt des R3 dasSpatprodukt 
 zuweist. Wir verzihten auf die Einf�uhrung eines neuen Symbols undbezeihnen diese Volumenform ebenfalls mit 
. In kartesishen Koordinaten x; y; zhat sie den Ausdruk 
 = dx^ dy ^ dz. Dann bilden wir das innere Produkt von 
mit dem in Radialrihtung zeigenden Einheitsvektorfeld �r, d.h. wir setzen �r in 
ein: 
r := 
(�r; �; �) = x dy ^ dz + y dz ^ dx+ z dx ^ dy :Sei nun � die Inklusion � : S2 ! R3 , � 7! �. Hiermit erhalten wir die Raumwinkel-form auf S2, indem wir 
r mittels � von R3 nah S2 zur�ukziehen:! = ��
r :Wir koordinatisieren die 2{Sph�are durh Polarwinkel � und Azimutwinkel �. Dienah S2 zur�ukgezogenen kartesishen Koordinatenfunktionen sind dann��x = sin � os� ; ��y = sin � sin� ; ��z = os � :Mit Hilfe der Formeln von Anhang A.4 errehnet man dann leiht! = sin � d� ^ d� :Abshlie�end sei darauf hingewiesen, da� die symplektishe Struktur ! des klas-sishen Spins (Abshnitt 4.4.1) sih von der Raumwinkelform ! auf S2 durh denFaktor �S untersheidet.A.6 Lie{AbleitungGegeben sei auf einem Gebiet M � Rn ein VektorfeldX : M! Rn ; a 7! X(a) :Der (lokale) Flu� des Vektorfeldes, � : M � I ! M, (a; s) 7! �s(a) wird bestimmtdurh die Di�erentialgleihung 1. Ordnungdds�s(a) = X (�s(a))



A.6. LIE{ABLEITUNG 179mit der Anfangsbedingung �s=0 = id. Insbesondere giltdds�s(a)���s=0 = X(a) :Definition A.11 Ist ! eine k-Form und �s der Flu� des Vektorfeldes X, dannwird die Lie-Ableitung LX! von ! de�niert durhLX! := dds��s!���s=0 :Interpretation: Arnold nennt die Lie{Ableitung auh die \Fisher{Ableitung"(engl. \�sherman's derivative"). Er shreibt: \The ow arries all possible di�erential-geometri objets past the �sherman and the �sherman sits there and di�erentiatesthem...". Die Lie-Ableitung einer Funktion f f�allt mit der Rihtungsableitung zu-sammen: LXf = dds��sf ���s=0 = ddsf Æ �s���s=0 = (df)(X): �Wir bezeihnen das innere Produkt des Vektorfeldes X mit der Di�erentialform !mit �(X)! := !(X; : : : ). F�ur den Fall einer 0{Form oder Funktion f vereinbarenwir �(X)f � 0. Das innere Produkt gen�ugt wie die Cartan{Ableitung d der Anti{Derivationsregel�(X) (� ^ �) = (�(X)�) ^ � + (�1)deg�� ^ �(X)� :Satz A.7 (Hauptsatz der Cartanshen Differentialrehnung)LX = �(X) Æ d + d Æ �(X) :Beweisskizze:1. Man zeigt zun�ahst, da� LX eine Derivation der �au�eren Algebra von Di�e-rentialformen ist, d.h. der Leibnizregel gen�ugt:LX(� ^ �) = dds��s(� ^ �)���s=0= dds (��s� ^ ��s�) ���s=0 = (LX�) ^ � + � ^ (LX�) :2. Dann beweist man durh explizites Rehnen und Anwenden der Produktregelnf�ur die Cartan{Ableitung und das innere Produkt, da� �(X) Æ d + d Æ �(X)ebenfalls eine Derivation ist.3. Wegen 1. und 2. gen�ugt der Nahweis des Hauptsatzes f�ur Funktionen f und1{Formen dg. Aus �(X)f = 0 folgt LXf = �(X)df = (�(X)d + d�(X))f , und



180 ANHANG A.f�ur ! = dg berehnet man mit Hilfe von Satz A.6LX(dg) = dds��s(dg)���s=0 = ddsd (��sg) ���s=0= d (�(X)dg) = (d�(X) + �(X)d) (dg) :Satz A.8 Sei X := ddsgs���s=0 das Vektorfeld zu einer Einparametergruppe (gs)s2Rvon Abbildungen gs : M! M. Dann gilt:ddsgs�!���s=0 = d�!(X; �)�f�ur jede geshlossene 2{Form ! auf M.Beweis: ddsgs�!���s=0 = LX! = �(X) (d!)|{z}=0 +d(�(X)!) = d�!(X; �)� :A.7 NahhilfeunterrihtEin dynamishes System wird durh die Angabe eines Vektorfeldes X auf einerdi�erenzierbaren Mannigfaltigkeit M festgelegt:X bestimmt an jedem Punkt a 2 Mdie Geshwindigkeit der Bewegung durh a. Im Falle Hamiltonsher Systeme ist Mgerade{dimensional, und das Vektorfeld X hat spezielle Eigenshaften. Es l�a�t sihn�amlih aus einer vorgegebenen symplektishen Struktur ! und einer Funktion H ,der Hamilton{Funktion, konstruieren. Wir shreiben X = IdH und nennen X einHamiltonshes Vektorfeld.In diesem Anhang geben wir eine geometrishe Veranshaulihung der Konstruktionvon X = IdH f�ur den einfahen Fall autonomer Hamiltonsher Systeme mit nureinem Freiheitsgrad. Dazu ist es bequem, obwohl v�ollig unn�otig, den PhasenraumM = R2 mit einer Euklidishen Struktur, n�amlih Skalarprodukt h�; �i und Vektor-produkt �, zu versehen. Begri�e wie \Abstand", \L�ange eines Vektors", \Fl�ahe"usw. sind dann de�niert und haben ihre nat�urlihe Bedeutung.A.7.1 LinearformenJeder kann sih einen Vektor anshaulih vorstellen, n�amlih als geraden Pfeil, derzwei Punkte verbindet. Der Begri� der Linearform ist hiervon abgeleitet: es han-delt sih um eine lineare Abbildung, die jedem Vektor v eine reelle Zahl zuweist. Ist� eine Linearform, so bezeihnen wir das Resultat der Anwendung von � auf v mit�(v). Eine Linearform ist also wie ein Automat, der einen Eingabeshlitz f�ur Vek-toren hat und auf die Eingabe eines Vektors mit des Ausgabe einer Zahl antwortet.



A.7. NACHHILFEUNTERRICHT 181Im Euklidishen R2 l�a�t sih eine Linearform � als eine Shar von parallelen undnumerierten Geraden mit konstantem Abstand veranshaulihen:
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Um �(v) zu bestimmen, shieben wir den Shaft des Vektors v auf die Nullgeradeund z�ahlen ab, wieviele Geraden der Vektor durhst�o�t. Im Beispiel: �(v) = 2:7.A.7.2 Das Di�erential einer FunktionEine Di�erentialform ersten Grades (= 1{Form) ist eine Abbildung, die jedem Punkteine Linearform zuweist. F�ur unsere Zweke stelle man sih also vor, da� an jedemPunkt des R2 ein Automat aufgestellt sei, der nah Eingabe eines Vektors eine Zahlanzeigt.Ein wihtiges Beispiel f�ur eine 1{Form ist das Di�erential dH einer Funktion H .dH weist jedem Punkt a eine Linearform zu, die mit (dH)a bezeihnet wird. DieLinearform (dH)a ist als diejenige lineare Abbildung de�niert, die einem Vektor vdie Ableitung von H in Rihtung von v im Punkt a zuordnet. F�ur M = Rn gilt inFormeln: (dH)a(v) = ddtH(a+ tv)���t=0 :Wie kann man nun dH graphish veranshaulihen? Dazu harakterisieren wir dieFunktion H durh ihre Niveaukurven, d.h. die L�osungen der Gleihung H = onst.
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Das Di�erential (dH)a im Punkt a l�a�t sih durh eine zur Niveaukurve durh atangentiale Geradenshar (siehe A.7.1) darstellen. Der Abstand der Geraden von



182 ANHANG A.einander ist gleih dem lokalen Abstand der Niveaukurven in diesem Punkt. Ist nein Einheitsvektor (jnj = 1) in Rihtung des st�arksten Anstieges von H , so verste-hen wir unter dem lokalen Abstand der Niveaukurven im Punkt a den Grenzwert��� ddtH(a+ tn)���t=0����1. Der Abstand zwishen den Geraden ist also klein (gro�), wenndie Niveaukurven diht (weit voneinander entfernt) liegen. Die Numerierung ist sovorzunehmen, da� die Geraden in Rihtung des Anwahsens von H positiv gez�ahltwerden.A.7.3 Symplektishe StrukturWir erkl�aren zun�ahst den Begri� einer symplektishen Form. Darunter verstehtman eine nihtentartete shiefe 2{lineare Abbildung A, die einem Paar von Vek-toren u und v die reelle Zahl A(u; v) zuweist. Im Euklidishen R2 existiert eineausgezeihnete symplektishe Form, n�amlih A(u; v) := die (orientierte) Fl�ahe desvon u und v aufgespannten Parallelogramms.Das Vorzeihen vonA(u; v) entnehmenwir dem Vektorprodukt:A(u; v) > 0 ; falls v � u aus der Ebene herauszeigt ;A(u; v) < 0 ; falls v � u in die Ebene hineinzeigt :
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A(u,v)>0

v

u A(u,v)<0Die so de�nierte Abbildung A ist o�ensihtlih 2{linear (d.h. linear in beiden Ar-gumenten), shief und nihtentartet.Als n�ahstes besprehen wir die Operation des Einsetzens eines festen Vektors vin die symplektishe Form A. Hierbei entsteht ein linearer Automat mit nur noheinem Eingabeshlitz f�ur Vektoren, d.h. eine Linearform, sagen wir � := A(�; v).Behauptung: In dem hier betrahteten Fall (A = � Fl�ahe) ist � die Shar der zuv parallelen Geraden mit Abstand jvj�1. Die Numerierung w�ahst in Blikrihtungvon v nah links an.Veri�kation der Behauptung:1. Sei u k v. Dann ist �(u) = 0 = A(u; v).2. Sei u ? v; juj = jvj�1, und u ^ v zeige in die Ebene hinein. Dann gilt:�(u) = 1 = A(u; v).



A.7. NACHHILFEUNTERRICHT 183
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die Linearform
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Eine symplektishe Struktur ! ist eine Abbildung, die jedem Punkt a des Pha-senraums eine symplektishe Form !a zuordnet, und zwar so, da� die CartansheAbleitung von ! vershwindet. Wir w�ahlen hier !a � A = Fl�ahenform, d.h. durh! werde an jedem Punkt des R2 eine identishe Kopie desselben Automaten aufge-stellt.A.7.4 Konstruktion von X = IdHWir kommen nun zum Zwek des Ganzen: durh die Angabe eines Paares (!;H)wird ein Vektorfeld X festgelegt. Sei a ein Punkt des Phasenraumes. An diesemPunkt be�nden sih per Vorgabe von (!;H) zwei Automaten, n�amlih eine sym-plektishe Form, !a, und eine Linearform, (dH)a. Da !a nihtentartet ist, existiertein eindeutiger Vektor v, so da�!a(�; v) = (dH)a :In der Praxis berehnet man v, indem man !a; (dH)a und v in einer geeignetenBasis darstellt und das resultierende lineare Gleihungssystem l�ost. Das Ergebnisf�ur v ist aber von der Wahl der Basis unabh�angig.F�ur den hier betrahteten Fall, n�amlih !a � A = Fl�ahenform im Euklidishen R2 ,wird v geometrish dadurh bestimmt, da� man die Geradenshar der Linearform� = A(�; v) mit der Geradenshar von (dH)a zur Dekung bringt. Mit Hilfe derErl�auterungen unter A.7.2 und A.7.3 sieht man, da� v tangential zur Niveaukur-ve von H durh a ist. Blikt man in Rihtung des st�arksten Anstiegs von H , sozeigt v nah rehts. Die inverse L�ange von v ist gleih dem lokalen Abstand derNiveaukurven im Punkt a.Durh das beshriebene Vorgehen erh�alt man f�ur jeden Punkt a des Phasenraumeseinen Vektor v =: X(a). Die Gesamtheit dieser Vektoren ist das HamiltonsheVektorfeld X = IdH . �Aus unserer geometrishen Konstruktion folgt sofort und ohne jede Rehnung diebekannte Tatsahe, da� die Bewegung von autonomen Hamiltonshen Systemenmit 1 Freiheitsgrad l�angs der Niveaukurven der Energie verl�auft. Die Bewegungs-gleihungen sind n�amlih _(t) = X((t)), und wir haben ja gezeigt, da� X((0))
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tangential zur Energie{Niveaukurve durh (0) = a ist. Die Bewegung l�auft umsoshneller, je dihter die Niveaukurven liegen. �Frage: Warum maht man den Umweg �uber den Kalk�ul mit Di�erentialformen,anstatt das Vektorfeld X auf \direktem" Weg aus H zu konstruieren?Antwort: Ein solher Weg w�urde immer von der Koordinatenwahl im Phasenraumabh�angen. In der modernen theoretishen Physik vertritt man aber den Standpunkt,da� nur invariante, d.h. koordinatenfrei de�nierbare Gr�o�en auh sinnvolle Gr�o�ensind.Res�um�ee:Wir haben (f�ur den einfahsten Fall) gezeigt, wie man ein HamiltonshesVektorfeld X in anshauliher und koordinatenfreier Weise konstruiert. Was manhierzu ben�otigt, ist eine symplektishe Struktur ! und eine Funktion H . Die Kon-struktion tr�agt den \Namen" X = IdH oder X = XH und hei�t der symplektisheGradient von H . �Aufgabe: Formuliere die obige geometrishe Konstruktion so um, da� von derEuklidishen Struktur des R2 kein Gebrauh gemaht wird!A.8 Reduktion des Phasenraumes[niht Stoff der Vordiplompr�ufung!℄Thema dieses Anhangs ist die Frage: Wie maht man sih die Existenz von erstenIntegralen im Falle nihtintegrabler Systeme zunutze, um die Zahl der zu l�osendenBewegungsgleihungen zu reduzieren? Durh geshiktes Rehnen in Koordinatenl�a�t sih diese Aufgabenstellung oft auf die Elimination entsprehender \zyklisherKoordinaten" zur�ukf�uhren, aber wir wollen sehen, wie man die Reduktion in all-gemeiner und koordinatenfreier Weise maht.Wir beginnen mit einem ausf�uhrlihen Beispiel, dem kr�aftefreien unsymmetrishenKreisel (mit Fixpunkt) und geben zun�ahst eine adaptierte Formulierung dieses



A.8. REDUKTION DES PHASENRAUMES 185Systems. Wir de�nieren durhJ1 = 0�0 0 00 0 �10 1 0 1A ; J2 = 0� 0 0 10 0 0�1 0 01A ; J3 = 0�0 �1 01 0 00 0 01Aeine Basis der Lie{Algebra so(3). Sei 
 :=P3k=1 
kJk 2 so(3) (
k 2 R). Dann ist(gs)s2R; gs = exp (s
) eine Einparametergruppe in SO(3): g0 = Id und gs Æ gt =gt Æ gs, siehe Satz 3.8. Der Bewegungszustand des starren K�orpers mit Fixpunktwird durh die Angabe einer Drehmatrix g (die vormals mit R bezeihnet wurdeund die Basisvektoren des raumfesten Koordinatensystems K in die Basisvektorendes k�orperfesten Koordinatensystems K 0 �uberf�uhrt) und ihrer zeitlihen �Anderung_g harakterisiert. In Formeln:Phasenraum = T �SO(3) ' SO(3)� R3 :Das T steht f�ur \Tangentialb�undel", und � signalisiert, da� wir per Legendre{Transformation von der Winkelgeshwindigkeit zum Drehimpuls als unabh�angigeVariable �ubergehen m�ussen.Die Winkelgeshwindigkeit bzgl. K lautet ! := _gg�1 =P3k=1 !kJk; bzgl. K 0 istsie � := g�1 _g =Pk !0kJk .Drehimpuls bzgl. K: L =Pk LkJk; bzgl. K 0: M =Pk L0kJk .O�enbar gilt: � = g�1!g, und folglih auh M = g�1Lg. Wir halten fest, da� !, �,L und M allesamt Elemente von so(3) sind.Tr�agheitstensor I : so(3)! so(3); � 7!M = I�.Skalarprodukt hL; !i := 3Xk=1Lk!k = �12tr(L!). (Ben�utze trJkJl = �2Ækl.)Kinetishe Energie T = 12 hL; !i = 12 hM; �i = 12 hI�; �i = 12 
M; I�1M�.Mitteilung: In einer optimalen Formulierung w�urde man L;M als Elemente desDualraums so�(3) einf�uhren. Mit Hilfe des Skalarprodukts h�; �i k�onnen wir aberso�(3) mit so(3) identi�zieren.A.8.1 Ableitung der Eulershen GleihungenWie wir wissen, erzeugen die Komponenten Lk (k = 1; 2; 3) des Drehimpulses LDrehungen. Da die Hamilton{Funktion H = 12 
M; I�1M� des kr�aftefreien Krei-sels drehinvariant ist, folgt nah dem Noether-Theorem der Hamilton{MehanikdL=dt = 0. Hiermit erh�alt man:ddtM = ddt (g�1Lg) = g�1L _g � g�1 _gg�1Lg =M� � �M ;



186 ANHANG A.die Euler{Gleihungen des kr�aftefreien Kreisels in koordinatenfreier Shreibweiselauten also _M = [M; �℄ : (A.2)Frage: Lassen sih diese Gleihungen als kanonishe Gleihungen au�assen, d.h. hatdie rehte Seite eine Interpretation als Hamiltonshes Vektorfeld auf einer geeignetgew�ahlten symplektishen Mannigfaltigkeit?Die Antwort ist positiv, wie die folgenden Betrahtungen zeigen werden. Zun�ahstzeigen wir, da� die Gleihungen (A.2) die Erhaltung der L�ange des DrehimpulsesM implizieren:ddt jM j2 = ddt hM;Mi = 2DM; _ME = 2 hM; [M; �℄i = 2 h�; [M;M ℄i = 0 :Die Gleihung jM j2 = jM(t = 0)j2 = onst de�niert eine zweidimensionale Un-termannigfaltigkeit von SO(3), die wir mit M bezeihnen. M hei�t reduzierterPhasenraum. �Uber den Isomorphismus so(3) $ R3 sieht man sofort, da� M zur2{Sph�are S2 di�eomorph ist.Sei TaM der Tangentialraum von M im Punkt a 2 M.Hilfsatz: TaM besteht genau aus den Elementen [u; a℄ mit beliebigem u 2 so(3).Beweis:1. � = [u; a℄) � 2 TaM: Sei � = [u; a℄ mit u 2 so(3) beliebig. Betrahte die Kurves 7! gsag�s mit gs = exp (su). Dies ist eine Kurve auf M, denn jgsag�sj2 = jaj2f�ur alle s 2 R. Sie passiert durh a f�ur s = 0. Deshalb istddsgsag�s���s=0 = ddsesuae�su���s=0 = [u; a℄ein Tangentenvektor von M im Punkt a, also � 2 TaM.2. � 2 TaM) existiert u 2 so(3) mit � = [u; a℄: Der lineare Raum von Elementen[u; a℄ mit u 2 so(3) ist zweidimensional. Folglih wird TaM durh Elemente dieserForm aufgespannt. �A.8.2 Einf�uhrung einer symplektishen StrukturSeien �1 = [u1; a℄ und �2 = [u2; a℄ zwei Tangentenvektoren vonM im Punkt a 2M.Dann de�nieren wir eine symplektishe Struktur ! (niht mit der Winkelgeshwin-digkeit zu verwehseln!) auf M durh!a(�1; �2) = ha; [u1; u2℄i : (A.3)



A.8. REDUKTION DES PHASENRAUMES 187Die rehte Seite dieser Gleihung ist wohlde�niert: zwar bestimmt die Relation� = [u; a℄ das Element u nur bis auf Addition eines Vielfahen von a, doh hat dieAddition eines solhen Terms keinen Einu� auf den Wert von ha; [u1; u2℄i.Wir erinnern an den Ausdruk f�ur die kinetishe Energie:T (M) = 12 
M; I�1M�und betrahten h�; (gradT )(M)i = (dT )M (�) = 
�; I�1M� ;Wir sehen, da� gilt � = gradT . Somit ist die Einshr�ankung der rehten Seite derEuler{Gleihungen _M = [M; �℄ aufM das Vektorfeld a 7! [a;X(a)℄ mitX = gradHund H :M! R, H(a) = 12 
a; I�1a�.Satz A.9 Das Vektorfeld a 7! [a;X(a)℄, X = gradH, ist das Hamiltonshe Vek-torfeld zur Hamilton{Funktion H.Beweis: Sei � = [u; a℄ 2 TaM. Dann gilt:!a(�; [a;X(a)℄) = �ha; [u;X(a)℄i= hX(a); [u; a℄i = h�;X(a)i = (dH)a(�) :Bemerkungen:(i) Es l�a�t sih zeigen, da� (A.3) die Einshr�ankung der nat�urlihen symplekti-shen Struktur Pk dpk ^ dqk des starren K�orpers von T �SO(3) auf M ist.(ii) Beahte die �Ahnlihkeit von (A.3) mit der symplektishen Struktur des klas-sishen Spins! Tats�ahlih existiert ein IsomorphismusM$ S2, der die zweisymplektishen Strukturen bis auf eine multiplikative Konstante ineinander�uberf�uhrt.Res�um�ee: Wir haben Erhaltungss�atze (Drehimpuls L = onst) ausgenutzt, umden Phasenraum des kr�aftefreien unsymmetrishenKreisels von T �SO(3) nahM zureduzieren. Die symplektishe Struktur und die Hamilton|Funktion des reduziertenSystems erh�alt man einfah durh Einshr�ankung. �Da es sih bei dem gew�ahlten Beispiel um ein integrables System handelt, ist dasobige Vorgehen niht zwingend. Man k�onnte Abshnitte 5.4.3, 5.4.4 ben�utzen unddas Problem direkt l�osen mit den ersten Integralen H;L2; L3. F�ur nihtintegrableSysteme ist ein solhes Vorgehen aber enorm n�utzlih, weil hierdurh der \exakt



188 ANHANG A.l�osbare" Teil der Bewegungsgleihung eliminiert wird. Wir wollen das oben be-shriebene Verfahren jetzt in einer allgemeinen Sprahe, aber f�ur den Spezialfalleines einzigen Erhaltungssatzes, formulieren:Sei (M; !;H) ein autonomes Hamiltonshen System mit f Freiheitsgraden und er-stem Integral der Bewegung F . Nah dem Noether{Theorem der Hamilton{Mehanik(Abshnitt 4.7) ist der ErhaltungssatzF = onst mit der Existenz einer Einparameter{Gruppe von (durh das Hamiltonshe Vektorfeld IdF erzeugten) Symmetrie{Trans-formationen G := (gs)s2R verbunden. Die Elemente von G sind kanonishe Trans-formationen gs : M! M, und es gilt: H Æ gs = H . Nun betrahte die durhMp := nx 2 M ���F (x) = po (p reell und fest)de�nierte Niveaumenge. Wir mahen die Annahme, da� F auf Mp keine kritishenPunkte hat. Nah dem Hauptsatz �uber implizit de�nierte Funktionen ist Mp danneine glatte Untermannigfaltigkeit des Phasenraums. Wegen F Æ�Ht = F ist Mp unterdem Phasenu� invariant: �Ht (Mp) = Mp. Die Einparametergruppe G operiert aufM, und wegen ddsF Æ gs��s=0 = fF; Fg = 0 l�a�t auh sie Mp invariant. Wir shreibenG � Gp.Da F auf Mp per Voraussetzung keine kritishen Punkte hat, operiert Gp auf Mpfrei, d.h. ohne Fixpunkte. Durh die Aktion von Gp auf Mp wird Mp in Orbiteneingeteilt, d.h. in �Aquivalenzklassen von Punkten, die durh die Gruppenaktionineinander �uberf�uhrt werden (x � y () 9 s 2 R : y = gs(x)). Der Raum solherOrbiten hei�t reduzierter Phasenraum und sei mit Fp = Mp=Gp bezeihnet. Er hatdie Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit der Dimension 2f � 2. (Jedes Orbit isteine Koordinatenlinie der zum \Impuls" F geh�orenden \zyklishen Koordinate".)F�ur die Projektion von Mp auf Fp shreiben wir � : Mp ! Fp.Auf dem reduzierten Phasenraum Fp l�a�t sih in nat�urliher Weise eine symplekti-she Struktur einf�uhren. Dazu betrahten wir zwei Tangentialvektoren � und � vonFp im Punkt a 2 Fp. Der Punkt a ist einer der Orbiten der Gruppe Gp auf derMannigfaltigkeit Mp. Sei x einer der Punkte auf dem Orbit a. Die Tangentialvek-toren � und � entstehen durh die Projektion � : Mp ! Fp aus zwei Vektoren �0und �0, die im Punkt x tangential zu Mp sind.Definition A.12 Das shiefsymmetrishe Skalarprodukt zweier Vektoren � und �,die in einem Punkt a tangential zum reduzierten Phasenraum liegen, ist de�niertals das shiefsymmetrishe Skalarprodukt der entsprehenden Tangentialvektoren �0und �0 im Punkt x der urspr�unglihen symplektishen Mannigfaltigkeit M:~!a(�; �) := !x(�0; �0) :



A.8. REDUKTION DES PHASENRAUMES 189Satz A.10 Das shiefsymmetrishe Skalarprodukt der Vektoren � und � h�angt nihtvon der Wahl des Punktes x und der Repr�asentanten �0 und �0 ab, und es maht denreduzierten Phasenraum zu einer symplektishen Mannigfaltigkeit. Integralkurvendes Hamiltonshen Systems (M; !;H) gehen unter der Projektion M F=p�! Mp Gp�! Fpin Integralkurven des reduzierten Hamiltonshen Systems (Fp; ~!; ~H) �uber, wobei dieHamilton{Funktion ~H durh Einshr�ankung gewonnen wird: ~H Æ � = H��Mp .Beweisidee:Man ben�utze die Kanonizit�at (gs)�! = !, um zu zeigen, da� !x(�0; �0)von der Wahl des Punkts x und der Vektoren �0; �0 unabh�angig ist. Die eingeshr�ank-te Hamilton{Funktion ist wohlde�niert wegen H Æ gs = H . Details und Verallge-meinerungen �ndet man in Appendix 5 des Buhes von Arnold.Anwendung: Shwerer unsymmetrisher Kreisel mit Fixpunkt. Die Symmetrie-ahse des homogenen Shwerefeldes sei die raumfeste 3{Ahse. Der ErhaltungssatzL3 = onst \shenkt" uns eine zyklishe Koordinate (n�amlih �), wenn wir Euler{Winkel �; �;  mit kanonishen Impulsen p�; p�; p ben�utzen:H = M212I1 + M222I2 + M232I3 +mgl os � ;0�M1M2M31A = 0�sin = sin � os � ot � sin os = sin � � sin � ot � os 0 0 1 1A0�p�p�p 1A :Wir haben � = zyklishe Koordinate, p� = L3 = onst und die HamiltonsheFunktion des reduzierten Problems ~H = H(�;  ; p�; p ).Frage: Haben die Singularit�aten bei � = 0; � irgendeine physikalishe Bedeutung,oder sind sie ein Artefakt der Koordinatenwahl?Antwort: Der reduzierte Phasenraum ist eine glatte vierdimensionale Mannigfal-tigkeit M, die sih nah obigem Verfahren koordinatenfrei konstruieren l�a�t. Diesymplektishe Struktur und die Hamilton{Funktion des reduzierten Systems sindnah Aussage des Satzes wohlde�niert und glatt. Die Singularit�aten sind eine Pa-thologie der Koordinaten �;  ; p�; p .


