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Vorwort

Die Vorlesung iiber Mechanik ist die erste innerhalb eines viersemestrigen Kurses
in der Theoretischen Physik, in dessen weiteren Verlauf Elektrodynamik, Quanten-
mechanik und Statistische Physik gelehrt werden. Daf} die klassische Mechanik am
Anfang des Kurses steht, reflektiert nicht nur die historische Entwicklung der Phy-
sik, sondern ist auch inhaltlich sinnvoll. In dieser Vorlesung werden viele physikali-
sche und mathematische Grundlagen erarbeitet: Struktur der Raum-Zeit, Zusam-
menhang zwischen Symmetrien und Erhaltungsséitzen, qualitatives Verhalten von
Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen, Variationsrechnung, Lie-Gruppen,

usw.

Zum Giiltigkeitsbereich der klassischen Mechanik:

Wie jede physikalische Theorie stellt die klassische Mechanik eine mathematische
Idealisierung dar. Mit dieser Einschrinkung liefert sie jedoch eine “richtige” Be-
schreibung eines groflen Bereichs von Ergebnissen experimenteller Beobachtung.
Auf atomaren Skalen ist die klassische Mechanik durch die Quantenmechanik zu
ersetzen. Bei Prozessen mit Geschwindigkeiten von der Grofienordnung der Lichtge-
schwindigkeit ist die Galilei-Raum—Zeit der klassischen Mechanik durch die Minkowski—
Raum—Zeit der speziellen Relativititstheorie zu ersetzen. In Raum—Zeit—Gebieten
mit sehr starken Gravitationsfeldern sind physikalische Prozesse im Rahmen der

allgemeinen Relativitdtstheorie zu beschreiben.
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Kapitel 1

Newtonsche Mechanik

In diesem Kapitel beschreiben wir die der klassischen Mechanik zugrundeliegende
Raum—Zeit—Struktur und deren Invarianzgruppe, die sogenannte Galilei-Gruppe.
Wir formulieren die Newtonschen Gesetze und leiten einige Konsequenzen her (némlich
die Erhaltungssitze fiir das abgeschlossene N—Teilchensystem). Auflerdem fiihren
wir eine erste qualitative Analyse der Bewegungsgleichungen durch, welche noch kei-
nen Gebrauch von dem erweiterten mathematischen Formalismus spéterer Kapitel

macht.

1.1 Affine und Euklidische Riaume

DEFINITION 1.1 Ein (n-dimensionaler) affiner Raum ist ein Tripel (M,V,+),
bestehend aus einer Menge M, einem reellen Vektorraum V (der Dimension n) und

einer Operation + (“Addition”),

+: VxMoM,
(v,A)mp v+ A

mit den Eigenschaften
(1) v+w)y+A=v+ (w+A4) (@weV; AecM).
(2) v+ A=A & v=0 (veV; AcM).
(8) Zu jedem Paar A,B € M ezistiert ein v € V mit B = v + A.

Die Elemente von M heiffen “Punkte”, jene von V. “Vektoren”. V heifst auch der

“Differenzraum” zu M.

Bemerkungen: Addition von Vektor zu Punkt wird mit demselben Symbol notiert

wie Addition von Vektoren. Addition von Punkten ist nicht erklirt.
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Wir bezeichnen den nach (2) eindeutigen Vektor v von (8) mit B — A. Beachte, daf}
aus der Definition folgt B — A= (B — C) — (A — C) fiir A, B,C € M. Graphisch:
B

B-A B-C

A-C C

DEFINITION 1.2 Ein affines Koordinatensystem {O;e,... ,e,} besteht aus ei-
nem ausgewdihlten Punkt O € M (“Koordinatenursprung”) und einer Basis eq, ... ,en

von V. Die durch
A-0= Z zle;
i=1

einem Punkt A € M zugeordneten Zahlen z',... ,z" heiflen affine Koordinaten

von A beziiglich {O;ey,... en}.

DEFINITION 1.3 Die FEinfiihrung einer positiv definiten Bilinearform (e, o) (“Ska-
larprodukt”) auf dem Vektorraum V eines affinen Raums (M,V,+) macht V zu
einem Euklidischen Vektorraum und M zu einem Euklidischen Raum. Der

Abstand zweier Punkte A,B € M ist erklirt durch d(A,B) := |B — A|, wobei

[v] = v/(v,v) firveV.

DEFINITION 1.4 Fin kartesisches Koordinatensystem ist ein affines Koordina-

tensystem {O;ex,... e} mit der zusitzlichen Eigenschaft

<ei,ej>:5ij (i,j:l,...,n).

Seien z* und y’ die Koordinaten von A bzw. B € M beziiglich eines solchen Systems.

Dann gilt:

d(4,B) = |(B~-0) - (A-0)| = \iw‘ —y)e;

Da d(A, B) von der Wahl des Koordinatensystems unabhingig ist, folgt dasselbe
fiir 321, (¢F — y*)%



1.2. GALILEI-RAUM-ZEIT )

1.2 Galilei-Raum—Zeit

Das mathematische Modell fiir Raum und Zeit, welches der klassischen Mechanik
zugrundeliegt, ist die sogenannte Galilei-Raum—Zeit. Sie wird zunéchst in Worten
und dann in Formeln mathematisch prizise beschrieben.

Da (im Giiltigkeitsbereich der klassischen Mechanik) die Gesetze der Euklidischen
Geometrie gelten, liegt es nahe als Modell fiir den “realen Raum” den dreidimensio-
nalen Euklidischen Raum zu nehmen. (Beispiel: eines der Gesetze der Euklidischen
Geometrie besagt, dafl sich die Winkel in einem Dreieck zu 180° summieren. Diese
GesetzmiBigkeit wurde erstmals von GauB iiberpriift, der gute Ubereinstimmung
mit der Beobachtung fand.) “Zeit” ist eindimensional und wird durch die reelle
Zahlenachse modeliert. Raum und Zeit werden zur sogenannten “Raum-—Zeit” zu-
sammengefaflt, deren Elemente “Weltpunkte” oder “Ereignisse” heiflen. Beispiele
fiir Ereignisse sind :

auf mikroskopischen Skalen: die Erzeugung eines Teilchens,

auf humanen Skalen: das Aufleuchten einer Lampe,

auf kosmischen Skalen: die Explosion einer Supernova.

Nach dem Trigheitsgesetz (“l. Newtonsches Gesetz”) “verharrt jeder Korper
in seinem Zustand der Ruhe oder der gleichférmig geradlinigen Bewegung, wenn
er nicht durch einwirkende Krifte gezwungen wird, seinen Bewegungszustand zu
dndern” (Newton 1687).

Die durch das Trigheitsgesetz ausgezeichnete Rolle der gleichférmig geradlini-
gen Bewegung legt es nahe zu postulieren, daf§ die reale Raum—-Zeit die Struktur
eines vierdimensionalen affinen Raums hat. (Siehe dazu auch noch unten.) Per Po-
stulat kommt der Zeit eine absolute (oder objektive) Bedeutung zu. Konkret heifit
dies, daf}, wenn zwei Ereignisse fiir nur einen Beobachter gleichzeitig stattfinden,
sie das dann fiir alle Beobachter tun. Dieses Postulat entspringt dem “gesunden
Menschenverstand” (der hier jedoch irrt, wie man in der speziellen Relativitéts-
theorie lernt). Raum hingegen ist nicht absolut. Der rdumliche Abstand zweier
(nichtgleichzeitiger) Ereignisse ist nicht beobachterunabhiingig definierbar. Beachte
auch, daf} es nicht sinnvoll ist, von einem “Zustand absoluter Ruhe” zu sprechen. Er-
fahrungsgemaif ist es einem Beobachter in einem abgeschlossenen Behéltnis (“Fahr-
stuhl”) nicht moglich festzustellen, ob er sich in Ruhe befindet oder gleichférmig
geradlinig bewegt. (Siehe auch das weiter unten formulierte Galileische Relati-

vitdtsprinzip.) Das Gesagte wird durch die folgende Definition priizisiert.

DEFINITION 1.5 Fine Galilei-Raum~—Zeit ist ein vierdimensionaler affiner Raum
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(M, V,+) mit den zusdtzlichen Eigenschaften
(1) auf V existiert eine ausgezeichnete Linearform T,

(2) der Kern von T, Vg := {v ev ‘ T(v) = 0}, ist ein Euklidischer Vektorraum
mit Skalarprodukt (e, e).

Erlduterungen zu Definition 1.5:
Die Anwendung von 7 (=“absolute Zeit”) auf den Differenzvektor B — A zweier
Ereignisse A,B € M ergibt gerade die objektive (d.h. beobachterunabhingige)

Zeitdifferenz zwischen A und B. Vermittels der Aquivalenzrelation
A~B & 71(B-A4)=0

(d.h. B = v + A mit v € Vo) wird M durch 7 in Aquivalenzklassen eingeteilt.
Diese sind die Untermengen gleichzeitiger Ereignisse. Der durch (2) eingefiihrte
Unterraum Vo C V, der die Aquivalenzklassen gleichzeitiger Ereignisse aufspannt,
ist dreidimensional und isomorph zum Euklidischen Vektorraum R3. Er ist das
mathematische Modell fiir den in die Raum-Zeit eingebetteten “Raum”.

Graphische Veranschaulichung:

M /
B
/ '7§B+Vo

T (B-A) = 2 Zeiteinheiten
Zet 1 L A /
ya ’7<A+Vo (=Mengealler zu A
Y —~ gleichzeitigen Ereignisse)

(1 legt auBlerdem die kausale Struktur der Galilei-Raum—Zeit fest: ein Ereignis A

kann auf ein Ereignis B nur dann Einflufl nehmen, wenn gilt 7(B — A) > 0.)

DEFINITION 1.6 Gleichférmig geradlinige Bewegung ist eine Abbildung (A €
M,v € V,7(v) #0):

R —- M,

s — sv+A.

Beachte, daf} nicht entscheidbar ist, ob ein Vektor v € V “senkrecht” auf V steht

oder nicht. (Wir haben néimlich keine mathematische Operation zur Hand, die uns
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solches entscheiden liele! Das Skalarprodukt (e, e) ist ja nur auf Vg definiert.) Daher
besteht kein qualitativer Unterschied zwischen den beiden gleichférmig geradlinigen

Bewegungen 1 und 2 in der folgenden Figur:

1 2

yal L/

A N 4

|/

Insbesondere existiert kein “Zustand absoluter Ruhe”.

Der Umstand, dafl gleichférmig geradlinige Bewegung koordinatenfrei definierbar
ist, gestattet eine koordinatenfreie (und somit mathematisch befriedigende) Formu-

lierung des Trigheitsgesetzes (1. Newtonsches Gesetz):

‘ Kriftefreie Bewegung ist gleichformig geradlinig. ‘

1.3 Galilei-Transformationen

DEFINITION 1.7 Die Gruppe aller Transformationen, die die Struktur der Galilei-
Raum—Zeit invariant lassen, heifft Galilei-Gruppe. Die Elemente der Galilei-

Gruppe heiffen Galilei—-Transformationen.

Im folgenden werden wir die Galilei-Gruppe untersuchen. Zu diesem Zweck ist ei-
ne spezielle Klasse von Koordinatensystemen besonders gut geeignet: die Galilei-

Systeme.

DEFINITION 1.8 Ein affines Koordinatensystem {O; eo, €1, €2, es} einer Galilei-Raum—
Zeit (M, V,+, 71, (e,0)) heifit Galilei-System (oder Galileisches Koordinatensy-
stem), wenn fiir die Basisvektoren e, (u=0,1,2,3) gilt

(1) T(e1) = 7(e2) =71(e3) =0 (d.h. e; € Vg fiiri =1,2,3),
(2) <6i,€]’> = (sij (7”.7 = 1a2a3);

(8) T(eo) = £1.
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Graphische Veranschaulichung:

O+e0+Vo7( R /

€0 / e
O+Vo 7( Me

1

(Wir nennen Galilei-Systeme manchmal “Inertial-Systeme”. Dieser Sprachgebrauch
ist jedoch nicht eindeutig, da der Begriff “Inertialsystem” auch in der speziellen
Relativitétstheorie verwendet wird und dort eine veréinderte Bedeutung hat.)
Bemerkung: Definitionen 1.7 und 1.8 implizieren insbesondere, daf} Galilei-Trans-
formationen die Eigenschaft haben, Galilei-Systeme auf Galilei-Systeme abzubilden. g
Ausgehend von dieser letzten Feststellung wollen wir uns jetzt iiberlegen, wie die
Koordinatendarstellung einer Galilei-Transformation allgemein aussieht. Dazu
seien zwei Galilei-Systeme {O; e, €1, €2, e3} und {O'; ef), €1, e}, €5 } gegeben, beziiglich
derer ein Ereignis A durch

3 3
A—O:Zx“eu und A—O':Zx'“e'u
n=0

pu=0
dargestellt ist. Wir bemerken zunéchst, dafl {e1, e2,e3} und {e], e}, et} Basen von

Vo sind und daher durcheinander ausgedriickt werden kénnen, z.B.
3 .
e; =Y eiR; (i=1,2,3).
j=1

Da beide Basen beziiglich (e, e) orthonormal sind, geniigen die Transformationsko-
effizienten R’; den Gleichungen Zi’:l R';R' =6k (j,k =1,2,3). Aus 7(eo) = £1
und 7(e) = £1 folgt 7(eq — Ae) = 0 mit A = £1. Somit gilt eine Relation der Form

eg =Aeg +w; weE Vg, A==+£1.

Nun schreiben wir O — 0" = Zi:o ae), und w = Zle w'e! und driicken in der
Koordinatendarstellung von A—O = (A—0")—(0—0') die e, durch die €], aus. Die
Vektoren e), (4 = 0,...,3) sind linear unabhéingig, und ein Koeffizientenvergleich

in der erhaltenen Beziehung liefert

3
mIO — /\mO _+_a0’ ' = § :RZ]-QI] +a:0w’ +at.
j=1

Dies schreiben wir jetzt noch etwas anders. Wir setzen:

t:=2 t':=2° b:=a’ und x:= | 22
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x',w und a werden analog zu x gebildet. Schlieflich setzen wir R := ((R';)). (R ist
die aus den Koeffizienten R’ ; in natiirlicher Weise gebildete 3 x 3-Matrix.) Damit

erhiilt eine Galilei-Transformation (in Matrixschreibweise) die Form
(t,x) = g(t,x) = (At +b,Rx + wt + a),

wobei A = +1 und RTR = 1.

Beachte: RTR = 15 impliziert RRT = 15 und det R = +1.

Nach Definition 1.7 bilden die Galilei-Transformationen eine Gruppe, eben die dort
eingefiihrte Galilei-Gruppe. Die Gruppenaxiome lassen sich anhand der angegebe-
nen Koordinatendarstellung leicht nachpriifen. Einige wichtige Untergruppen der

Galilei—-Gruppe sind:

(1) die eigentliche, orthochrone Galilei-Gruppe, GTH bestehend aus Elementen
9(t,x) = (t+ b, Rx + wt + a) mit det R = +1. G_Ti_ ist eine zehnparametrige
Gruppe;

(2) die Euklidische Bewegungsgruppe mit Elementen g(¢,x) = (¢, Rx + a);
(3) spezielle Galilei-Transformationen g(t,x) = (¢,x + vt).

Nachtrag: Um das obige Vorgehen in Koordinatendarstellung zu legitimieren, ver-
weisen wir auf die in der physikalischen Literatur géngige Unterscheidung zwischen
“aktiven” und “passiven” Transformationen. Das Wort “aktive” Transformation be-
deutet eine Abbildung im mathematisch tiblichen Sinn. Bei einer “passiven” Trans-
formation hingegen wird nur das Koordinatensystem abgebildet, und man fragt
dann, wie sich die zugehorigen Koordinaten transformieren. (Diese “passive” Sicht-
weise ist es, was der obigen Rechnung zugrundeliegt.) Sei zum Beispiel V ein re-
eller Vektorraum mit Basis {ej,...,e,} und zugehorigen Koordinatenfunktionen
z': V=R =1,...,n). Werden die Basisvektoren e; durch eine bijektive lineare
Abbildung T : V — V auf neue Basisvektoren e; = T'(e;) (: = 1,...,n) abgebildet,

so transformieren sich die Koordinaten gemif}

*

i Z1* oo
' =T Vaei=zgoT .

Im Fall der Verkniipfung zweier Abbildungen T und T bleibt dabei wegen
(T, Ty)~ " = (T; 7Y = T T, die Reihenfolge der Multiplikation ungeéindert.
(Mathematisch gesprochen ist 7' +— T~ '" ein Homomorphismus.) Das Transforma-

tionsgesetz fiir die Basisvektoren

e; =T(e;) = ZejTji
J
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entspricht demnach

gt =T gt = ij(Tfl)ij .
J

1.4 Newtonsche Bewegungsgleichungen

Die Abschnitte 1.1-1.3 fixieren die Struktur der Raum-—Zeit, das “Geriist” einer
jeden physikalischen Theorie. Es geht jetzt darum, das Geriist mit dynamischem

Inhalt zu fiillen. Vorbereitend ist die

DEFINITION 1.9 Fine Bewegung im R™ ist eine differenzierbare Abbildung R D

I - R, t — x(t). Die Ableitung

x(tg) := %X(t)

— lim X(to + h) — X(to)
h—0 h

t=to
heifft Geschwindigkeit (oder Geschwindigkeitsvektor) am Punkt to. Die zweite
Ableitung

%(to) == %x(t)

t=to
heifst Beschleunigung (oder Beschleunigungsvektor) am Punkt ty. Die Bildmenge
der Abbildung x : I — R™ heifst eine Trajektorie im R™.

Wir erinnern an Definition 1.6 und die dort verwendeten Symbole. Wegen der durch
7 ausgezeichneten Rolle der Zeit und 7(v) # 0 kénnen wir den Parameter s durch
die Zeit ausdriicken (wihle z.B. ¢t := s7(v)) und nach Einfiihrung eines Galilei—
Systems gleichférmig geradlinige Bewegung als eine Abbildung R — R3, t — x(t)

charakterisieren mit der Eigenschaft %(¢) = 0 fiir alle t € R.

DEFINITION 1.10 FEin mechanisches System im Newtonschen Sinn besteht aus
N Punkten (oder “Punktteilchen” oder “Massenpunkten”), die sich im dreidimen-
sionalen Euklidischen Raum bewegen. (“Massenpunkt” ist die mathematische Idea-
lisierung eines Kérpers mit fiir praktische Zwecke vernachlissigbarer Ausdehnung
und mit einer Eigenschaft, “trige Masse”, die unten eingefihrt wird.) Der Zu-
stand eines solchen Systems ist die Gesamtheit der Orte und Geschwindigkeiten

seiner Punkte.

Newtonsches Prinzip der Determiniertheit: Der Anfangszustand (= Zustand
zu einer festen Zeit ¢p) eines mechanischen Systems bestimmt seine Bewegung

vollsténdig.
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Wir betrachten speziell den Fall N = 1. Aus dem formulierten Prinzip folgt dann ins-
besondere, daf} die Vorgabe von Ort x(t9) und Geschwindigkeit x(¢o) eines Punkts
zur Zeit to seine Beschleunigung %(to) zur gleichen Zeit eindeutig festlegt. Es exi-
stiert also eine Abbildung f : R® D U x R® x R — R® dergestalt, da8 %(t) =
f(x(t),%(t), t). Umgekehrt folgt aus dem Existenz—und Eindeutigkeitssatz fiir gewhn-
liche Differentialgleichungen (siehe einen spiteren Abschnitt), dafl die Abbildung f
und die Anfangsdaten x(¢o), %x(¢o) die Bewegung eindeutig bestimmen.

Die experimentelle Erfahrung sagt, daf§ £ nicht von der Natur des Punktteilchens
unabhéngig ist. Diese Unabhéngigkeit wird aber erreicht durch Multiplikation mit
einer intrinsischen skalaren Eigenschaft m > 0, die “trige Masse” heifit. F := mf
heifit “Kraft”. Verallgemeinerung der Argumentation auf den Fall von N Massen-

punkten ergibt die Newtonschen Bewegungsgleichungen (“2. Newtonsches Gesetz”):

mi%; = Fi(X1,... , XN, %1,... ,)'cN,t)‘ (i=1,...,N).

Hierbei ist m; die Masse des i—ten Punkts, x; sein Ort und F; die auf ihn wirken-
de Kraft. Die funktionelle Abhiingigkeit der Kriifte F; ist nicht beliebig, sondern
unterliegt einer Reihe von Bedingungen (fiir ein “abgeschlossenes System”). Diese

resultieren aus dem Galileischen Relativitétsprinzip:

‘ Die Naturgesetze haben in allen Galilei-Systemen dieselbe Form. ‘

Wir sammeln die Bedingungen an F;.

(1) Zeittranslationen g(t,x) = (¢ + b, x) sind Galilei-Transformationen. Invarianz
der Naturgesetze unter Zeittranslationen bedeutet, dafl mit x;(t),... ,xn(t)
auch x;1(t +b),... ,xn(t + b) fiir beliebiges b € R Losung der Newtonschen
Bewegungsgleichungen sein muf}. In einem Galileischen Koordinatensystem
(das wir der Betrachtung hier und im folgenden zugrundelegen) hat dies die

sofortige Konsequenz
Fi(x1(t),...,xn(t),t —b) = Fi(x1(¢),... ,xn(t),¢) .

(2) Raumtranslationen g(¢,x) = (¢,x+a) und spezielle Galilei-Transformationen
g(t,x) = (t,x+ vt) sind Galilei-Transformationen. Hieraus folgen mit gleicher

Schlufiweise wie unter (1) die Bedingungen

Fi(xla"'axNakla"'akNat) = Fi(x1+aa"'axN+aa5c1a"'akNat)

Fi(x1,.-.,XN, X1+ V,... , XN + V,1).
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(3) Raumdrehungen g(t,x) = (¢, Rx) sind Galilei-Transformationen. Gleiche Schluf-

weise wie unter (1) ergibt

RFi(Xl, .. XN,t) = Fi(Rxl, e ,RXN,t) .

Aus (1) folgt offensichtlich, dal F; nicht explizit von der Zeit abhéingt; aus (2), daf
F; nur von den Differenzen x; — x;, und %; — %X, abhiingt; und aus (3), daf sich F;
unter Raumdrehungen in wohldefinierter Weise (wie ein “Vektor”) transformiert.
Ergiinzende Erlduterungen (Originalton Arnold): Bei der Formulierung des Re-
lativitdtsprinzips miissen wir beriicksichtigen, dafl es nur auf “abgeschlossene” Sy-
steme anwendbar ist, d.h. es sind alle Korper ins System mit aufzunehmen, deren
Wechselwirkungen fiir das zu untersuchende Phiinomen eine Rolle spielen. Streng
genommen heifit dies, daf} alle Koérper im Universum beriicksichtigt werden miissen.
Wir wissen allerdings aus Erfahrung, dafl man den Einfluf} von vielen aufler acht
lassen darf: zum Beispiel konnen wir die Anziehung zwischen den Sternen beim
Studium der Planetenbewegung um die Sonne vernachlissigen.

Studieren wir jedoch die Bewegung eines Koérpers in Erdnéhe, so ist das System
nicht abgeschlossen, wenn die Erde nicht eingeschlossen ist; beim Studium der Be-
wegung eines Flugzeugs ist das System nicht abgeschlossen, wenn es die umgebende
Luft nicht beinhaltet usw. Nun sei eine Situation gegeben, wo wir Teil 1 eines me-
chanischen Systems 142 studieren. Der Einflufl von Teil 2 auf Teil 1 kann dann oft
durch eine zeitliche und rdumliche Variation in den Parametern beschrieben werden,
die in das System von Bewegungsgleichungen fiir Teil 1 eingehen.

Beispiel: Der Einflufl des Mondes auf die Erde kann bei der Untersuchung der Mehr-
zahl irdischer Phinomene vernachléssigt werden. Beim Studium der Gezeiten ist
dieser EinfluBl jedoch zu beriicksichtigen; man kann dies tun, indem man, anstatt
die Anziehung des Mondes explizit zu betrachten, eine periodische Modulation im
Gravitationsfeld auf der Erde einfiihrt (Ende Arnold).

Bei der Behandlung von Teil 1 von System 142 nimmt man sinnvollerweise eine
Einteilung in innere und dufere Kriifte vor. (Hier geht noch die Annahme ein, daf
sich Krifte vektoriell addieren.) Innere Kréfte sind jene, die zwischen den Punkten
von Teil 1 wirken; duflere Krifte representieren den Einflufl von Teil 2. Mit dieser
Einleitung unterliegen die inneren Kriifte den Bedingungen (1)—(3) von oben, die

gufBeren hingegen nicht. Wir kénnen dann auch sagen

DEFINITION 1.11 FEin mechanisches System, auf das keine duflere Krifte wirken,

heiffit abgeschlossen.
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1.5 Abgeschlossenes N-Korpersystem:
Erhaltungssétze

Wir betrachten ein mechanisches System von N Punkten, nicht notwendig abge-
schlossen. Mit der Zerlegung in innere und duflere Krifte lauten die Bewegungsglei-
chungen:
m%; =Y Fy +F
J#
Der Einfachheit halber wollen wir hier annehmen, daf} alle inneren Krifte von der

konservativen Form
Fij (Xi — Xj) = —gradiqﬁij (|X, — Xj|)

sind. (Kompliziertere Kréfte werden besser mit dem Formalismus spéterer Kapitel
behandelt.)
Bemerkung: Die gew#hlte Form der inneren Krifte ist konsistent mit dem 3.

Newtonschen Gesetz: “Actio = Reactio”, oder F;; = —F ;.

DEFINITION 1.12 Der Impuls eines Massenpunkts ist p := mx, der Impuls eines
Systems (= Gesamtimpuls) ist P := Zfil m;X;; der Schwerpunkt (genauer: der
Ortsvektor des Schwerpunkts) ist X := Ei\il m;x;/M mit M der Gesamtmasse,

M = Zf\il m;.

Nun summiere beide Seiten der Bewegungsgleichungen iiber ¢ und beniitze F;; =

—F ;. Dann folgt:

. N
MX =S FE |

=1

SATZ 1.1 Der Schwerpunkt eines mechanischen Systems bewegt sich, als ob alle

Massen an ihm konzentriert wéiren und alle Krifte an ihm angreifen wiirden.

KOROLLAR 1.1.1 (“SCHWERPUNKTSATZ”) Der Schwerpunkt eines abgeschlossenen

Systems bewegt sich geradlinig und gleichformig.

Mit P = MX gilt iquivalent zu oben: P = Ef;l Fge“).

SATZ 1.2 Die zeitliche Anderung des Impulses eines mechanischen Systems ist gleich

der Summe der auf seine Punkte wirkenden dufSeren Kridifte.

KOROLLAR 1.2.1 (“IMPULSSATZ”) Der Impuls eines abgeschlossenen Systems ist

erhalten.
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KOROLLAR 1.2.2 Steht die Summe der dufleren Krifte senkrecht auf der x—Achse

(xr = x1), so ist die z—-Komponente des Impulses erhalten: P, = const.

DEFINITION 1.13 Der Drehimpuls eines Massenpunkts der Masse m relativ zum
Koordinatenursprung O ist das Vektorprodukt von Ort x und Impuls mx: 1 :=
x A mx. Der Drehimpuls eines Systems relativ zu O ist gleich der Summe der

Einzeldrehimpulse L := Zf\il xX; N m;X;.

Bemerkung: Wir notieren das Vektorprodukt mit A anstatt x, weil das zweite
Symbol dem fiir Ortsvektor zu sehr &hnelt.
Beachte auch, dafl der Drehimpuls von der Wahl des Koordinatenursprungs abhiingt.
Andert man den Koordinatenursprung, so éndert sich der Drehimpuls.
Nun betrachte:
i; = E(xz Amix;) = X; Amik; +x; AmiX; .
=0

Beniitze, dafl F;; nach Vorgabe parallel zu x; — x; ist, und F;; = —F};. Dann folgt

N N
: . xt) , 1
L= in Am;X; = in /\FEe * +§Z(Xi —x;) ANFy;
i=1 i=1 i#]
=0

oder

. N
L=3x; AF™ |,

7
i=1

SATz 1.3 Die zeitliche Anderung des Drehimpulses eines mechanischen Systems
(relativ zu O) ist gleich der Summe der duferen Drehmomente (relativ zu O), die

an seinen Punkten angreifen.

KOROLLAR 1.3.1 (“DREHIMPULSSATZ”) Der Drehimpuls eines abgeschlossenen Sy-

stems ist erhalten.

KOROLLAR 1.3.2 Verschwindet die z—Komponente des dufleren Drehmoments, so

ist die z—Komponente des Drehimpulses erhalten: L, = const.

Als letzten Erhaltungssatz im abgeschlossenen N—Teilchensystem werden wir jetzt
noch den Energiesatz kennenlernen. Diese Thema bietet uns Gelegenheit, eine kleine
Korrektur an der géngigen Prisentation des 2. Newtonschen Gesetzes vorzunehmen.
Wie eine sorgfiltige Betrachtung der Prozedur der Kraftmessung (per Federwaa-
ge) zeigt, ist Kraft primér nicht als Vektor sondern als Linearform anzusehen. (Ein

Kraftfeld ist also primér kein Vektorfeld F' sondern eine Differentialform 1. Grades
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F.) Die fundamentale Version der Newtonschen Bewegungsgleichung lautet dem-

gemif

In dieser Formulierung wird deutlich, dafl die Newtonsche Bewegungsgleichung von
der Euklidischen Struktur des Raumes Gebrauch macht. (Dagegen ist die Defini-
tion der Kraftform JF; von dieser Struktur unabhéngig.) Die iibliche Formulierung
gewinnt man, indem man die Kraftform F; in das Vektorfeld F; vermittels der Be-
ziehung F; = (F},e) iibersetzt und dann das Skalarprodukt unterdriickt. Fiir den
hier betrachteten Fall einer konservativen Kraft F};(x; —x;) = —grad;¢i; (|x; — x;])

haben wir

(fij)|x,-—xj| = —(di(ﬁij)\x,-—xﬂ ’

wobei d; das Differential beziiglich des Orts x; bezeichnet.

DEFINITION 1.14 Die kinetische Energie eines Punkts der Masse m ist gegeben
durch T := tmx®. (Hierbei ist x> = X% und a-b := <Z?:1 a‘e;, ijl bjej> =
23:1 a’b® das von (s, e) herrithrende Skalarprodukt auf R®.) Die kinetische Ener-

. . . 1 N o2
gie eines Systems ist T' = 5 ) ;" , m;X;.

Durch Bilden der Zeitableitung der kinetischen Energie und Verwenden der New-

tonschen Bewegungsgleichung (fundamentale Version) erhalten wir

N N

C(li_jt-‘:z: mzxzaxz Z eXt)+Z]:7,] xz :

i=1 =1 oy
Fiir den Beitrag von den inneren Kréften gilt mit ¢;; = ¢j;:
7 i
. . du
_ Z(d@‘j)\xi,x”(xi —%;) = ——

1<j

wobei U = >, . ¢;; die (innere) potentielle Energie des Systems heifit. Es ergibt
sich dT'/dt = —(dU/dt) + Zf; X, FEeXt), oder mit der Gesamtenergie E =T + U:

N
E
=

i=1

SATZ 1.4 Die zeitliche Anderung der Energie eines mechanischen Systems ist gleich

der Leistung der duferen Kridifte.
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KOROLLAR 1.4.1 (“ENERGIESATZ”) Die Energie eines abgeschlossenen Systems ist

erhalten.

Abschliefende Bemerkungen:

(1)

(3)

Es wurde gezeigt, dafl abgeschlossene Systeme (mindestens) zehn erhaltene
Groflen haben; es sind dies die (jeweils drei) Komponenten von P, X —
tP/M, L und die Energie E. Wie spéter in allgemeinerem Zusammenhang
(“Noether-Theorem”) erldutert wird, erwartet man genau diese (Mindest—)
Zahl, ndmlich zehn, wegen der Giiltigkeit des Galileischen Relativitdtsprin-
zip fiir abgeschlossene Systeme und der Zehnparametrigkeit der eigentlichen,

orthochronen Galilei-Gruppe.

Obschon davon nicht explizit die Rede war, haben wir in diesem Abschnitt
von der affinen Struktur der Galilei-Raum—Zeit an mehreren Stellen Gebrauch
gemacht. Zum Beispiel setzt die Definition des Impulses eines mechanischen
Systems voraus, daf} sich die Impulse seiner Punkte (die sich ja i.a. an ver-
schiedenen Orten im Raum befinden) sinnvoll zu einem Gesamtimpuls addie-
ren lassen. Die Moglichkeit zu solcher Addition ist genau deshalb gegeben, weil
die p; (1 =1,...,N) als Elemente ein-und-desselben Vektorraums (némlich
V) aufgefat werden zu konnen. [Beim Ubergang von der Galilei-Raum—Zeit
zur gekriimmten Raum-Zeit der allgemeinen Relativitdtstheorie sind Vekto-
ren durch Tangentenvektoren zu ersetzen, fiir die Addition nur punktwei-
se erklirt ist. In der Tat erfordert die Formulierung der Erhaltungssiitze in
der allgemeinen Relativitéitstheorie einen gesteigerten mathematischen Auf-
wand, ndmlich solche Begriffe wie Tensorfeld, Konnexion, Metrik, kovariante

Ableitung...]

Bei der obigen Herleitung des Energiesatzes haben wir benutzt, daf} sich die

(inneren) Kréfte als Gradient der potentiellen Energie schreiben liefen.

1.6 Allgemeines iiber Differentialgleichungen

(Gestraffte Fassung der Straumannschen Adaption, Seiten 35-50, des Textbuches

von Arnold, Gewohnliche Differentialgleichungen, Springer 1980.)

DEFINITION 1.15 Gegeben sei ein zeitabhingiges Vektorfeld X : M x R" —
R™, (z,t) — X (z,t); M C R". Die Gleichung

= X(z,t) (1.1)
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(in Komponenten: ¢ = X*(z',... ,z",t) (i = 1,...,n)) heifft ein dynamisches
System. Eine differenzierbare Abbildung v : I = [a,b] C R* — M heifit Losung
des dynamischen Systems, wenn fir alle t € I die Beziehung 4(t) = X(’y(t),t)
erfillt ist. Der Graph von v heifit eine Integralkurve des Vektorfelds X. (Unter
dem Graphen einer Abbildung v : I — M wversteht man diejenige Teilmenge des
direkten Produkts I x M, die aus allen Punkten (t,y(t)) mitt € I und y(t) € M
besteht.)

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen sind Differentialgleichungen von zweiter
Ordnung in der Zeit. Sie nehmen jedoch die Form eines dynamischen Systems gem&f
Definition 1.15 an, wenn wir sie folgendermaflen aufschreiben (es ist zweckmifig und

iiblich, die Ortsvektoren x; von hier an mit q; zu bezeichnen):

4 = pi/mi,

pi = Fi(qi,...,an,p1/m1,... ,PN/mn,t)

(wobei ¢ = 1,...,N) und die Groflen qy,...qnN,P1,..- ,Pn zu einer Grofle z €
RSN zusammenfassen.

Der Raum, den die Gesamtheit aller Orte und Impulse eines mechanischen Systems
durchliuft, heift Phasenraum. Der Phasenraum hat immer gerade Dimension:
n = dim M = 2f. Die Zahl der Ortskoordinaten, f, heifit auch die Zahl der Frei-
heitsgrade. Fiir ein System von N Punkten im R? ist f = 3N. Fiir ein System
von N Punkten im R?® mit Zwangsbedingungen (siehe Kapitel 2) ist f < 3N.

DEFINITION 1.16 FEin Vektorfeld Xy der speziellen Form

x. _ (_0H OH oH OH
H — 6ajf+1,.‘.,63';2]0".‘,_@"."_w

mit H einer differenzierbaren Funktion H : V C R*f x R — R (“Hamilton-
Funktion”) heifst Hamiltonsch. Das zugehorige dynamische System & = Xg(z,t)

heift Hamiltonsches (oder kanonisches) System.

Beispiel: Ein mechanisches System von N Punkten mit konservativen Kréften

F;, = —0U/dq; ist Hamiltonsch mit der Energie

2
%

+U(q)

N
P
H(g,p,t) =) Sors
i=1 v

als Hamilton-Funktion. (Hier ist ¢ = (qi,...,qn) und p = (p1,...,pn).) Die

Hamilton—Funktion hiangt in diesem Fall nicht explizit von der Zeit ab.
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Wir betrachten als besonders einfachen Spezialfall den harmonischen Oszillator fiir
f = 1. In diesem Fall sind Hamilton—Funktion H und Hamiltonsches Vektorfeld Xz
gegeben durch

2

p m o o
H t) = —+ —
(¢,p,1) o T YT
OH OH P
(%) - (B
" ( Oop dq > m
Das dynamische System ¢ = p/m, p = —mw?q erkennt man nach Elimination
von p als die Bewegungsgleichung (§ = —w?q) des eindimensionalen harmonischen

Oszillators mit Schwingungsfrequenz w.

Versuch einer graphischen Darstellung von X
I

w(q
-_/4

-

p/m

\

_-\

\,_/

=
1 f
\\

DEFINITION 1.17 Das dynamische System zu einem zeitunabhingigen (zeitabhingi-
gen) Vektorfeld X : M — R™ (X : M x R — R™) heifit autonom (nichtautonom ).
Unter dem erweiterten Phasenraum versteht man das direkte Produkt M x R. Ist
v : I - M eine Integralkurve von X, so heifst die Punktmenge {'y(t) |t € I} cM

eine Phasenbahn.

/ Integralkurve (=Graph vony )
[
Phasen- t
bahn —
\,_V‘J
V |

Bemerkung: Jedes nichtautonome System & = X (z,t) hat im erweiterten Phasen-

raum die autonome Erweiterung & = X (z,t), { = 1.
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Unser nichstes Thema ist das Verhalten von Vektorfeldern unter Abbildungen.
Wir betrachten nur den Fall eines autonomen Systems. (Die Verallgemeinerung von
Satz 1.5 unten auf nichautonome Systeme folgt sofort durch Ubergang zur autono-
men Erweiterung im erweiterten Phasenraum, siehe die vorangehende Bemerkung.)
Sei also ein zeitunabhéngiges Vektorfeld X : U C R* — R" gegeben und sei 1 :
UCR* — V C R"” ein Difftomorphismus von U nach V. Bei Anwendung von v
auf eine Kurve v : I — U entsteht die Bildkurve ¢(y) = $p oy : I — V. Unter
der Voraussetzung der Differenzierbarkeit von v kénnen wir zur ersten Ableitung

iibergehen und bekommen so eine Zuordnung

Y (#) = (o) (t) = (Dypy) (V' (1),

wobei fiir das Gleichheitszeichen die Kettenregel der Differentialrechnung verwendet
wurde und D, das Differential der Abbildung ¢ im Punkt z bezeichnet. Der Vektor
v = v/(t) an der Stelle z = ~(¢) wird also auf den Vektor (D,%)(v) an der Stelle
¥ (z) abgebildet. Indem wir nun Punkt 2 und Vektor v variabel machen, erhalten

eine Abbildung von Vektorfeldern.

DEFINITION 1.18 Ist X : U — R” ein Vektorfeld und ¢ : U — V ein Diffeomor-
phismus, so ist das transformierte Vektorfeld . X : V. — R"™ erkldrt durch

(¥ X) (¥(2)) == (D2¥) (X (2)) -

Bemerkung: In Komponenten sieht dies folgendermaflen aus:

N
B oz’

Jj=1

($.X)" (¢(2)) (z) X7 (z).

(Vektorfelder transformieren sich durch “Anwenden der Jacobi-Matrix”.)
Die Abbildung v bildet die Integralkurven des Vektorfeldes X auf die Integralkurven
des transformierten Vektorfeldes 1. X ab, denn aus §(t) = X (y(t)) folgt

D 07)(1) = (D) (310)) = (Dyo) (X(4(0)) = (0. X) W0 (1)
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Y
. (Wy(®))

DEFINITION 1.19 2o € M heifit ein singuldrer (nichtsingulirer) Punkt des
Vektorfeldes X : M — R", falls gilt X (z9) =0 (X (zo) #0).

Der folgende Satz ist zentral in der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen.

SATZ 1.5 (“BEGRADIGUNG VON VEKTORFELDERN”, “REKTIFIZIERUNGSSATZ”)

Ein autonomes, differenzierbares Vektorfeld X ist in einer hinreichend kleinen Um-
gebung jedes nichtsinguldren Punktes diffeomorph zum konstanten Feld 9, = (1,0,...,0);
d.h. es existiert ein lokaler Diffeomorphismus ¢ mit 1. X = 01. (Ist X ein Vektor-

feld der Klasse r, so ist ¢ ein Diffeomorphismus der Klasse r mit demselben r.)

Beweis: siehe Arnold, gewthnliche Differentialgleichungen.
Bemerkungen: Satz 1.5 zeigt, dafl das Verhalten eines dynamischen Systems fern
von singuliren Punkten “qualitativ” (d.h. modulo Diffeomorphismen) lokal dasselbe

ist wie fiir das Gleichungssystem

t=1,9*=0,...,9" =0. (1.2)

X2,...,XN y2,...,yn

&
—_—
—_——
—_—
Phasenbahnen begradigte Phasenbahnen
x1 yl

Beachte, daf} iiber das Verhalten in der N&he eines singuldren Punktes und iiber
das globale Langzeitverhalten keine Aussage gemacht wird. Das letztere kann so
kompliziert sein, daf es sich jeder analytischen und/oder numerischen Behandlung
entzieht.

Da iiber das Gleichungssystem (1.2) alles bekannt ist, deduziert man aus Satz 1.5

miihelos eine Reihe wichtiger Aussagen.
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KOROLLAR 1.5.1 (“EXISTENZSATZ”) Zu jedem zo € M ezistiert eine Lisung vy von

i = X (z) zur Anfangsbedingung v(to) = zo.

Beweis: Wenn gilt X (z9) = 0, dann ist y(¢) = zo eine Losung. Ist X (zg) # 0,
so konnen wir Satz 1.5 anwenden: wir transformieren mit ¢ zum System (1.2),
l6sen (1.2) zur Anfangsbedingung B(to) = ¥ (xo) (8 := ¥ o ) und transformieren

schlieBlich mit 1! zuriick.

KOROLLAR 1.5.2 (“LOKALER EINDEUTIGKEITSSATZ”) Sind y1 undys zwei Lésun-
gen von & = X (z) zur selben Anfangsbedingung v1(to) = zo = v2(to), so gibt es ein

to enthaltendes offenes Intervall, auf dem 1 und -y iibereinstimmen.

Beweisskizze: Gehe zum erweiterten Phasenraum iiber und transformiere das “er-
weiterte” Vektorfeld X := (X, 1) (das offensichtlich keine singuléren Punkte hat)
auf ¥, X = (0,...,0,1).

Bemerkung: Korollar 1.5.2 (wie auch Korollar 1.5.3 unten) setzt natiirlich als

Folgerung des Satzes 1.5 die Differenzierbarkeit des Vektorfeldes X voraus.

1.6.1 Lokale Fliisse

DEFINITION 1.20 Gegeben sei ein autonomes Vektorfeld X auf (dem Phasenraum,)
M C R™ und ein Punkt xo € M. Unter einem lokalen (Phasen-) Fluf3, der durch
das Vektorfeld X in einer Umgebung von o bestimmt wird, versteht man ein Tripel
(I, Vo, @), das aus einem Intervall I = [—¢,+€], einer Umgebung Vo von zo und

einer Abbildung ¢ : Vo x I — M besteht, mit den folgenden Eigenschaften:

(1) fiir festes t € I ist die durch ¢¢(z) := ¢(z,t) definierte Abbildung ¢ : Vo —
?:(Vo) C M ein Diffeomorphismus;

(2) fiir festes © € Vg ist die durch y(t) := ¢(z,t) definierte Abbildung v: 1 — M

eine Lisung von © = X (z) zur Anfangsbedingung v(0) = z;

(8) es gilt (lokal): ¢s(dt(z)) = psye().

KOROLLAR 1.5.3 Das Vektorfeld X bestimmt einen lokalen FlufS in einer Umge-

bung jedes Punktes xq € M.
Erlduterungen zum Begriff des lokalen Flusses:

(i) Aus Def. 1.20 (2) folgt ¢(z,0) = z, d.h. ¢ = Id.
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(ii) Wenn wir uns eine feste Zeitspanne ¢ vorgeben und fragen, wohin ein be-
liebiger Punkt z € Vq in dieser Zeitspanne unter der durch z = X (z) deter-
minierten Bewegung wandert, dann liefert ¢ = ¢(e,t) hierzu die Antwort:
z — ¢¢(z). Wenn wir uns andererseits einen festen Punkt z vorgeben (zur
Zeit t = 0) und wissen wollen, welcher Phasenbahn er folgt, dann ist dies gera-
de die Kurve y(t) = ¢(z, t). In diesem Sinn beinhaltet ¢ die (lokal) vollsténdige

Beschreibung der Losungen von ¢ = X (z).

(iii) (3)sagt aus, daB die Diffeomorphismen ¢, eine (lokale) einparametrige Gruppe

mit neutralem Element ¢g bilden.

(iv) Das Wort “Fluf3” erklirt sich daraus, dafl wir die den Integralkurven von X
folgende Bewegung von Punkten z durch M als das Flieflen einer Strémung

auffassen kénnen.
Beispiele:

(1) Der auf einem affinen Raum durch das konstante Vektorfeld X (z) = v be-

stimmte Fluf} ist
o(z,t) =z + vt.

(2) Der durch das Hamiltonsche Vektorfeld Xy = (p/m, —mw?q) des eindimen-

sionalen harmonischen Oszillators bestimmte Fluf ist
o(g,p, t) = (q coswt + L sin wt, —mwqsinwt + p cos wt) .
mw

Das “Flieflen der Stromung” sieht hier folgendermaflen aus:

p/m

AR
N

Der Begriff eines lokalen Flusses 148t sich auf nichtautonome Systeme ausdehnen.
Wegen der fehlenden Invarianz unter Zeittranslationen braucht man dazu zwei
Zeitargumente, eines fiir die Anfangsbedingung und eines fiir die Zeitentwicklung.

(8) ist durch ein Kompositionsgesetz der Form ¢y,1, 0 Proe; = Pr,¢, zU ersetzen.
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1.6.2 Picard—Abbildung

Der Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir die Losungen dynamischer Systeme 148t
sich auch ohne die Begradigung von Vektorfeldern beweisen, und zwar mittels der
folgenden Strategie.

Zu losen sei fiir ein differenzierbares Vektorfeld X : M — R™ das Anfangswertpro-
blem §(t) = X (v(t)), v(to) = zo. Im ersten Schritt wird die Aufgabenstellung als

Integralgleichung umformuliert:

y(t) = zo + /X(’Y(T))d’r. (1.3)

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sichert, daf} jede Losung die-
ser Integralgleichung auch Lésung des Anfangswertproblems ist und umgekehrt. Die
Abbildung A, die eine Funktion ¢ — v(t) in die Funktion

t

t— (Av)(t) :=zo + /X(’y('r))dr

to
iiberfiihrt, heiit Picard—Abbildung.
Nun betrachtet man einen geschickt definierten Banachraum (B,d), auf dem die
Picard-Abbildung A wirkt. Die Differenzierbarkeit des Vektorfeldes X zusammen
mit einer Beschrinkung der Zeitdauer |t —to| sorgt dafiir, dafl A auf B kontrahierend

ist, d.h. es existiert eine reelle Zahl A < 1, so daf

d(Av1, Ay2) < Ad(v1,72)

fiir alle v1,y2 € B gilt.

Dem Banachschen Fixpunktsatz zufolge besitzt die Picard—Abbildung A genau
einen Fixpunkt v = A<, und gegen diesen Fixpunkt konvergiert fiir jede Start-
funktion ~o die Banachfolge 7o, Av0, 4270, - .. , A™0,.... Die Fixpunktbedingung
v = Ay ist dquivalent zur Integralgleichung (1.3), womit Existenz und Eindeutigkeit
der Losung lokal (fiir |t —¢o| < &) bewiesen ist.

Das Picardsche Beweisverfahren hat die attraktive Eigenschaft, konstruktiv zu sein
und quasi als Nebenprodukt ein Approximationsschema mitzuliefern. Wir wihlen
z.B. v(t) = zo und iterieren 7y,4+1(t) = (Avyn)(t) so lange, bis die gewiinschte

Genauigkeit erreicht ist.

DEFINITION 1.21 FEin differenzierbares Vektorfeld X : M — R™ heifit global inte-
grierbar, wenn seine Integralkurven fir alle Zeiten t € (—oo,+00) definiert sind,

wenn also der Fluf§ ¢ : M x R — M des Vektorfeldes global existiert.
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Wie schon der Rektifizierungssatz liefert auch das Picardsche Verfahren zunéchst
nur eine lokale Aussage. Zur globalen Existenz und Eindeutigkeit gelangt man erst

mit einer Zusatzforderung an das Vektorfeld des dynamischen Systems.

SATZ 1.6 Gibt es fiir das Differential des differenzierbaren Vektorfeldes X : R* —
R™ eine Schranke, d.h. ezistiert eine positive Zahl K, so daff ||D,X|| < K fiir alle

x € R gilt, dann ist X global integrierbar.

Bemerkung: Daf auf die Beschrénktheit des Differentials nicht verzichtet werden
kann, sieht man schon an dem eindimensionalen Beispiel # = X (z) mit X (z) =
(1 + 2%)%. Die Ableitung X'(z) ist unbeschrinkt fiir « > 1/2. Wie die Losung per
Quadratur zeigt, terminieren die Integralkurven in diesem Fall nach einer endlichen

Zeit.

1.6.3 Erste Integrale

DEFINITION 1.22 Fine Funktion f : M — R heif$t ein erstes Integral des dynami-
schen Systems © = X (x), falls fiir jede Lésung v : I — M die Funktion foy:I — R

konstant ist.

Die Bedingung zeitlicher Konstanz 148t sich auch noch etwas anders formulieren.

Dazu beniitzen wir wieder einmal die Kettenregel:

%(f 07)(t) = (@f)y0 (58) = ()0 (X (v(1)) ) = (Lx f) (+(8)) -

Hierbei ist (df), das Differential der Funktion f im Punkt z, und mit dem letzten
Gleichheitszeichen haben wir die Richtungsableitung Lx eingefiihrt; im Kompo-

nenten:

()
(Lx f)(z ZX 61;’ :

Wir haben also dquivalent zu Def. 1.22:
f ist erstes Integral von z = X (z) & Lx f = 0.

Beispiele fiir erste Integrale:
(1) Die zehn erhaltenen Grofien des abgeschlossenen N—Teilchensystems.

(2) Sei Xy das Hamiltonsche Vektorfeld zu einer zeitunabhingigen Hamilton—

Funktion H. Dann ist H ein erstes Integral von £ = Xpg(z), denn mit z =

(g,p) gilt

oOH BH oOH OH
Lo = Z (3% op: | op; (_ 6‘1i)> =0
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Mit der Identifikation £ = H heifit dies, dafl die Energie E eines autonomen

Hamiltonschen Systems erhalten ist.

1.7 Autonome Hamiltonsche Systeme mit einem
Freiheitsgrad

(Straumann, Seiten 50ff.)
In Vorbereitung auf das eigentliche Thema dieses Abschnitts konstruieren wir die

Lésung v eines autonomen Systems fiir n = 1,
z = X(z) (1.4)
zu einer Anfangsbedingung ~y(to) = 0.
(i) Wenn gilt X (z¢) = 0, dann ist die Losung gegeben durch v(t) = zo.

(i) Sei jetzt X (zg) # 0. Wegen 4(to) = X (zo) # 0 existiert nach dem Satz iiber
implizite Funktionen die Umkehrfunktion ¢ = 7(z) zu = (¢) in einer hin-
reichend kleinen Umgebung von zo. Die Umkehrfunktion erfiillt dr(z)/dz =
1/X (z), und Integration dieser Beziehung liefert 7(z) — 7(zo) = f %. Da-
mit ist das Problem der Lésung von (1.4) auf eine Quadratur (aéloh die Be-
rechnung eines unbestimmten Integrals) und die Umkehrung einer Funktion

zuriickgefiihrt.

Nun betrachten wir das zur Newtonschen Bewegungsgleichung mg = F(q) dquiva-

lente autonome System

3=

i==—, p=Fqg).
Mit F(q) = —U'(q) und H(q,p) = % + U(q) wird dies zu

._O0H . 0H
Q—a—p, b= 8q' (1-5)

Wenn wir jetzt noch z = (¢,p) und Xy = (0H/0p, —0H/Jq) setzen, dann nimmt
dies die Gestalt £ = Xy (z) an. Der Energiesatz (siehe das Ende von Abschnitt
1.6: Lx, H = 0 = H konstant auf jeder Phasenbahn) erlaubt die Konstruktion der

Losungen (1.5) mit dem gleichen Verfahren wie oben. Dazu vorweg die

DEFINITION 1.23 Die Punktmenge {(q,p) € R? |H(q,p) = E} heifit die Niveau-

kurve von H zur Energie E.

DEFINITION 1.24 Sei f : M C R* — R eine differenzierbare Funktion. Ein Punkt
z € M, in dem gilt (df), = 0, heifit kritischer Punkt von f.
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Offensichtlich fallen die singuldren Punkte des Vektorfeldes X g mit den kritischen
Punkten von H zusammen. In einer Umgebung jedes nichtkritischen Punktes (qgo, po)
ist nach dem Satz tiber implizite Funktionen die Energieniveaukurve glatt. Lo-
kal kénnen wir dann die Gleichung E = H(g,p) nach dem Impuls oder dem Ort
auflésen, p = f(q, E) oder ¢ = g(p, E), und die Auflésefunktion in die erste bzw.
zweite Gleichung von (1.5) einsetzen:

OH OH
q:a_p(qaf(an)) oder p:_a_q(g(an)ap)

Beide Probleme sind von der Form (1.4) und lassen sich somit wie oben beschrie-
ben durch Quadratur und Umkehrung einer Funktion losen. Das erste Verfahren

funktioniert fiir po # 0, das zweite fiir U'(go) # 0. m

Einen Uberblick iiber das qualitative Verhalten der Losungen liefert das sogenannte
Phasenportriit: zuniichst einmal erkliren wir den Definitionsbereich M C R? der
Hamilton-Funktion zum Phasenraum des Hamiltonschen Systems. Fiir eine Losung
t — (g(t),p(t)) von (1.5) zur Anfangsbedingung (qo, po) zur Zeit ¢, liegen die Punk-
te fiir alle Zeiten ¢ in der (go,po) enthaltenden Zusammenhangskomponente der
Energieniveaukurve zu E = H(qo,po), d.h. die Phasenbahnen fallen mit den Zusam-
menhangskomponenten der Energieniveaukurve zusammen. Fiir die Phasenbahnen

bestehen demnach folgende Moglichkeiten:

(A) Die Phasenbahn fillt mit einem kritischen Punkt zusammen.
Andernfalls ist die Phasenbahn eine glatte Kurve, welche

(B) geschlossen ist, ohne durch einen kritischen Punkt zu laufen;

(C) beidseitig ins Unendliche lduft, ohne einen kritischen Punkt zu treffen;

(D) einseitig ins Unendliche l8uft und im Endlichen in einem kritischen Punkt

endet;
(E) beidseitig in einem (nicht notwendig demselben) kritischen Punkt endet.

Bemerkungen: Der Fall (A) entspricht einer stabilen oder instabilen Gleichge-
wichtslage. Im Fall (B) ist die Bewegung periodisch. In den Féllen (C) bis (E)
erreicht oder verlidfit das Teilchen den kritischen Punkt nicht in endlicher Zeit. (An-
dernfalls entstiinde ein Konflikt zum Eindeutigkeitssatz.)

Die folgende Figur zeigt das Phasenportrit fiir H (g, p) = % + U(q) und U(q) wie

skizziert. Die Niveaukurven sind gegeben durch p = +4/2m(E — U(q)) und die

kritischen Punkte von H durch p =0 = U'(q).
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Wir untersuchen gesondert das Verhalten in der Nihe eines kritischen Punktes
(g0,00), po =0 =U'(go). Dazu entwickeln wir U(q) in eine Taylorreihe um ¢ = go:
1
U(q) = U(q) + §U”(‘IO)(‘1 —q)? -

Wir betrachten nur den nichtentarteten (generischen) Fall U"(gp) # 0. O.B.d.A.
wihlen wir go = 0 und U(qy) = 0. Die qualitativen Ziige des Phasenflusses nahe
(g0,p0) = (0,0) werden dann richtig erfafit, wenn wir U(q) = %kq2 setzen. Die
Niveaukurven zu H (g, p) = % + 1kq® sind Ellipsen (Hyperbeln) fiir k > 0 (k < 0).

k>0 k<O
p

 —

\?
Ao q
;‘/—_\

Der singuléire Punkt A; (A2) heifit auch elliptischer (hyperbolischer) Fixpunkt

o
N

von Xipr. ]

Schwingungsdauer bei periodischer Bewegung.
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Wir betrachten eine geschlossene Phasenbahn (Typ B von oben), d.h. die Situation

sei wie in der folgenden Skizze:

U(a)

aa Os q

Die durch E = U(qg;) bestimmten Punkte g4 und ¢g heilen Umkehrpunkte. Die
Dauer eines vollstiindigen Durchlaufs der Phasenbahn — z.B. ausgehend von (g, p) =
(ga,0) iiber (gp, 0) zuriick nach (g, p) = (ga,0) — heifit Schwingungsdauer, 7. Als
Funktion der Energie ist sie gegeben durch

a5(E)
dq

T(E) =2 —_—
waimy) V(B -U(@)

Nun betrachten wir den Spezialfall eines homogenen Potentials vom Grade h :
U(q) = ag". h sei eine positive gerade ganze Zahl. Dann sind die Phasenbahnen bei
allen Energien E > 0 geschlossen.
Behauptung: Die Schwingungsdauer 7 eines Hamiltonschen Systems mit Hamil-
tonfunktion H(q,p) = % +Ul(q), U(q) = ag", h € 2N, variiert mit der Energie
wie E=3F%
Beweis: Fiir s € R gilt U(sq) = s"U(q). Aus der Bestimmungsgleichung fiir die
Umkehrpunkte, die im vorliegenden Fall fiir alle Energien E > 0 zwei Losungen g4
und gp hat, folgt ¢;(sE) = s'/"q;(E) (i = A, B). Nun ist

95 (sE) dq

T(sE) =2 ,
qm/m m(sE=Ul0)

1/h

und die Variablensubstitution g = s'/"*q liefert

95(E)
dgq

T(sE) = 25~ 1/2+1/h . ——
2 _
qa(E) m (E N U(q))

=s /2T (E).
Bemerkung: h = 2 ist der eindimensionale harmonische Oszillator. In diesem Fall
ist die Schwingungsdauer von der Energie unabhiingig durch 7(E) = 27 /w gegeben,

wobei w die Oszillatorfrequenz heifit. Fiir A > 2 nimmt 7 mit wachsender Energie

ab.
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1.8 Das Zweikorper—Problem mit Zentralkriften

Wir untersuchen hier ein abgeschlossenes mechanisches System, das aus zwei Punk-
ten 1 und 2 besteht, mit Massen m; und ms, Ortsvektoren q; und q,. Die Bewe-

gungsgleichungen lauten
migr = Fia, m2Qx =Fo,

und die Krifte seien Fip = —Fy; = —ﬁU’ﬂql — q2|). Wir wissen bereits aus
Abschnitt 1.5, dafl fiir dieses System zehn Erhaltungssiitze gelten. Durch konse-
quentes Ausnutzen dieser Erhaltungssitze fiihrt man das Problem der Losung der
Bewegungsgleichungen wieder auf Quadraturen zuriick. Der erste Schritt besteht in

der Separation von Schwerpunkt— und Relativbewegung. Wir setzen

Q := (my +my) " (miqy + maqs)  (Ortsvektor des Schwerpunkts)
und

q:=q; —qs (Ortsvektor der Relativbewegung) .

Die Umkehrtransformation hierzu ist

mo mi
a=Q+—"—q, @=Q-——q.
my + mso my + mg

Der Schwerpunkt bewegt sich nach Korollar 1.1.1 geradlinig und gleichférmig: Q = 0
und somit Q(t) = A +tv. Aus @1 = —22—q folgt dann

mi+ma

mg = F(q), (1.6)

wobei m := myma(m, +m2)’1 die reduzierte Masse ist, und wir haben die Nota-
tion vereinfacht: F(q) := F12(q). Da iiber die Bewegung des Schwerpunkts bereits
alles gesagt ist, verbleibt nur das Problem der Losung der Bewegungsgleichungen
(1.6). Dieses ist losbar, weil es sich bei dem Kraftfeld F(q) = —‘%“U’(|q|) um ein
Zentralfeld handelt.

DEFINITION 1.25 FEin Vektorfeld F : V. C R® — R® heifst zentral mit Zentrum im

Punkt O, wenn es unter den Euklidischen Bewegungen, die O fizieren, invariant ist.

Fiir eine Zentralkraft mit Zentrum O ist der Drehimpuls der Relativbewegung bzg].

O, L, = 1:= mq A q, erhalten:

l=mqnrg= —la|™'U'(la])ara=0.
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Wir betrachten hier nur den Fall 1 # 0. (Andernfalls liegt ndmlich geradlinige, d.h.
eindimensionale, Bewegung vor und wir kénnen so verfahren wie in Abschnitt 1.7.)
Ist t — q(t) eine Losung von (1.6), so hingt die von q(¢) und ¢(¢) aufgespannte
Ebene wegen 1 = 0 nicht von ¢ ab. Die Relativbewegung findet daher in einer Ebene
statt, die wir 0.B.d.A. als die zy—Ebene wihlen. Es ist giinstig, in dieser Ebene

Polarkoordinaten r, ¢ einzufiihren:
gz =TCOSp, gy =rsing.

Per Vereinbarung gilt I, = I, = 0 und kurze Rechnung zeigt [, = mr?¢. Fiirs
folgende setzen wir I, = |1| =: [. Die kinetische Energie der Relativbewegung in
ebenen Polarkoordinaten ist

%('12 _ %(1;2 +r2¢>2).

Nun beniitzen wir den Energiesatz zu Gleichung (1.6),

E := Eq := %(7‘2 +1r2p?) 4+ U(r) = const.

Mit I = mr2p = const folgt hieraus:
E = Z2ive), (1.7)
Vi) = Ulr)+—
Differentiation nach der Zeit liefert
mi = =V'(r), (1.8)

d.h. die Radialbewegung geniigt einer Newtonschen Bewegungsgleichung, wobei zum
Potential U(r) noch das Zentrifugalpotential [?/(2mr?) hinzukommt. Das letz-
tere ist abstoflend und divergiert fiir r — 0. V(r) heifit effektives Potential der
Radialbewegung.

Gleichung (1.8) ist vom in Abschnitt 1.7 behandelten Typ und wird iiber den Ener-

giesatz (1.7) gelost durch Quadratur:

[o=\3 | et

Die Bahnkurve r(¢p) 148t sich direkt bestimmen, indem man die Zeit eliminiert,

dp dpdt ¢ ! ! 1

dr — dtdr 7  mri¢r  mr? l(E—V(r)).

Dies fiihrt auf die Quadratur

/d(p:\/;_m/rz\/EdiiV(r)'
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1.8.1 Untersuchung der Bahnkurven

(Arnold, Seiten 34 ff.)
Wir wihlen den Wert des Drehimpulses [ und der Energie E fest. Die zeitliche
Anderung von r kann man sich leicht veranschaulichen, indem man den Graphen

des effektiven Potentials V' (r) zeichnet. Beispiel: 1/r Potential.

V(- 12/ 2mr2

Alle Bahnkurven zu den vorgegebenen Werten von [, E liegen im durch V(r) < E
definierten Gebiet. Auf dem Rand dieses Gebiets (V(r) = E) gilt # = 0. Wegen
¢ = 1/mr® # 0 fiir | # 0 ist die Geschwindigkeit der Relativbewegung auch auf
dem Rand im allgemeinen von Null verschieden. Die Ungleichung V' (r) < E liefert
ein ringférmiges Gebiet 0 < 7 < r < 7y < 00 (oder mehrere solche Gebiete). Wenn
gilt: 0 <71 < ry < 00, dann ist die Bewegung beschriankt und spielt sich innerhalb
des Rings zwischen den Kreisen mit Radien r; und ro ab. Der Verlauf einer Bahn

ist in der néchsten Figur gezeigt:

Apozentrum Apozentrum

Der Winkel ¢ &ndert sich monoton, wahrend r periodisch zwischen r; und ro os-
zilliert. Die Punkte, wo r = ry (r = r3) gilt, heiflen perizentral (apozentral). Jeder
Strahl vom Ursprung durch einen perizentralen oder apozentralen Punkt ist eine

Symmetrieachse der Bahn. Die Bahn ist i.a. nicht geschlossen: der Winkel ¢ zwi-
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schen aufeinanderfolgenden Perizentren und Apozentren ist gegeben durch

I [ dr

¢ = V2m J r2 \/m ’
Der Winkel zwischen sukzessiven Perizentren ist doppelt so grof}. Die Bahn ist genau
dann geschlossen, wenn 2¢) kommensurabel mit 27 ist, d.h. 2¢ = 27 "* mit m,n € Z.
Fiir r; = ry liegt Entartung zu einer Kreisbahn vor.
Wir betrachten jetzt noch den Fall 7o = co. Falls lim, o V(r) = lim, o, U(r) =
Uy < 00, kénnen Bahnen ins Unendliche reichen. Wenn E > U,,, dann geht r nach
oo mit endlicher Geschwindigkeit 7o = 1/ 2 (E — Uso).
Mitteilung: Es 148t sich zeigen, daB U(r) = —a/r (a > 0) und U(r) = ar? (a > 0)

die einzigen Potentiale sind, fiir die alle beschrinkten Bahnen geschlossen sind.

1.8.2 Kepler—Problem

(Bewegung eines Planeten um die Sonne.)

Wir spezialisieren jetzt zum Newtonschen Gravitationspotential,
a
Ulr)=——, a=Gmim2>0.
r

G ist die universelle Gravitationskonstante. Das effektive Potential V' (r) wurde be-
reits oben skizziert. Die minimalen und maximalen Radien r; und r» sind die Losun-

genvon E =V(r;)) = -2+ 3 Tmr?» Woraus folgt:

(i) Fir E=0: ry =1?/2ma, ry = co.

(ii) Fir B> 0: ri = —53% +/(a/2E)? + (2/2mE), r3 = oo.

(iii) Fiir 0 > E > Viin = —a®m/2%: 115 = =% + /(a/2E)? + (I2/2mE).

Fiir E > 0 sind alle Bahnen unbeschrinkt; fiir 0 > E > Vi, liegen beschrinkte
Bahnen vor, von denen wir unten sehen werden, daf} sie alle geschlossen sind; fiir
E = Viin ist die Bahn zu einer Kreisbahn mit Radius ry = r2 = —a/(2E) entartet.

l2

. ~1/2
Das Integral ¢(r) — o(r \/ﬁ o ds (E + 2 — 2ms2) 158t sich analytisch

berechnen. Hierzu ist es geschlckt, dimensionslose Groflen einzufiihren. Definiere
die Lénge p durch [2/mp? = a/p und setze s = p- £ (£ ist eine “dimensionslose
Lange”) und E =¢-a/2p (e ist eine “dimensionslose Energie”). Beachte auch, daf§

E > Vpin der Ungleichung € > —1 entspricht. Das obige Integral wird dann zu

p/ro

i 2 1\ V% e du

r/po p/r
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Nun ergéinzen wir quadratisch, € + 2u — u? = (¢ + 1) — (1 — u)%. Mit der Definition

n? := ¢+ 1 und der Variablensubstitution v = (1 —u)/n geht das unbestimmte Inte-

gralin [ \/1‘11’7 = arcsinv+c iiber. Es folgt das Resultat p—¢o = arcsinv

v=(1-2)/n’
oder nach r aufgelost:

P l 12 1/2
() L—nsin(e—po)| " ma’ " ( - ma2>

Durch Ubergang zu kartesischen Koordinaten sieht man leicht, da es sich bei der

durch r(p) beschriebenen Bahn handelt um:
(i) eine Parabel fiir n =1 (< E = 0);
(ii) eine Ellipse fiir 0 <7 < 1 (< Viin < E < 0);

(iii) eine Hyperbel fiir n > 1 (< E > 0).
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Kapitel 2

Lagrange—Mechanik

Bei der Untersuchung mechanischer Systeme ist es hdufig niitzlich, zu krummlinigen
Koordinaten iiberzugehen, z.B. zum Zweck der Beriicksichtigung von Zwangsbedin-
gungen. Die Newtonschen Bewegungsgleichungen haben den Nachteil, nur in Gali-
leischen Koordinatensystemen ihre einfache Gestalt mg = F(q, ¢,t) anzunehmen. In
den folgenden Abschnitten entwickeln wir die Lagrange—Formulierung der Mecha-
nik, mit der Lagrange-Funktion als zentraler Grofle, die eine viel groflere Freiheit
in der Koordinatenwahl 148t. Insbesondere gestattet sie eine durchsichtige Formu-
lierung des Zusammenhangs zwischen Symmetrien und Erhaltungssdtzen. Ferner
ist die Lagrange—Funktion die fundamentale Grofle in der relativistisch kovarianten

Formulierung der Quantenfeldtheorie.

2.1 Variationsrechnug

(Arnold, Seiten 55fF.)

Die Variationsrechnung beschéftigt sich mit den Extrema von Funktionen, deren
Definitionsbereich ein unendlichdimensionaler Raum ist: eine Menge von Kurven.
Solche Funktionen heiflen Funktionale.

Ein Beispiel fiir ein Funktional ist die Linge L des Graphen einer differenzierbaren

Kurve v : [tg,t1] — R", ¢t — x(t), im Euklidischen R™*:

L(y) = /w/l IR dt.

to
Allgemeiner ist ein Funktional ® irgendeine Abbildung vom Raum der Kurven in
die reellen Zahlen.
Nun betrachten wir neben v : ¢ — z(t) eine zweite Kurve, 7 : t — Z(t) = z(t) + h(?),

und schreiben 4 =y + h.

35
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X (1)

Als Funktionenraum legen wir den Banachraum C°(I) aller stetigen beschrénkten

Funktionen h : I — R mit Norm ||h|| = sup |h(t)| zugrunde.
tel

DEFINITION 2.1 Ein Funktional ® heifft differenzierbar (in v), wenn sich das

Inkrement ®(y + h) — ®(v) wie
@(y+h)— ®(7) = F(y,h) + R(7,h)

schreiben lifit, wobei F' linear von h abhingt und R stirker als von 1.0rdnung mit h
gegen Null geht, d.h. falls ||h|| < e, dann soll gelten: |R(y,h)| < Ce® mit a > 1. Der
lineare Anteil, F', heifit die Variation von ®. Man schreibt auch F(v,h) = D,®(h)
und nennt Dy® die Funktionalableitung von ® in v.

Mitteilung: Es 148t sich zeigen, dafl die Variation eines differenzierbaren Funktio-
nals eindeutig bestimmt ist.
Fiir die klassische Mechanik sind Funktionale der Form

t1
®(y) = /L(a:(t),a':(t),t)dt
to
interessant, mit L einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion L : V C Rf x
Rf x R — R. Wir bleiben vorerst beim Fall f = 1 und verlangen v € C[to,t],
damit ®(y) definiert ist.
SATZ 2.1 Das Funktional ®(y) = j:: L(z,z,t)dt ist differenzierbar und hat die

Variation
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Beweis:

t1

B(y+h) - d(y) = /(L(z+h,j:+h,t)—L(x,d:,t))dt

B oL, OL, )
= /(%h+%h>dt+0(h).

to

Hieraus liest man ab:

131

F(y,h):/(g—imrg—’;h) dt und R(y,h) = O(h?).

to

Partielles Integrieren liefert

t1 t1
oL . d (0L oL
St = —/hﬁ (%> dt + (%h>

to to

t1

)
to

und somit die Behauptung.
Bemerkung: Das Symbol % steht fiir totale Zeitableitung, d.h. fiir die Ablei-

tung nach der variablen Zeit einer Kurve v : ¢t — z(t):

t1

]lh% (%ﬁ) dt:/h(t)%%(m(t),i?(t),t)dt.

to to

Dagegen stehen 0L/0z, OL/0&, OL/0t fiir die partielle Ableitung von L nach dem

ersten, zweiten bzw. dritten Argument.

DEFINITION 2.2 Fin differenzierbares Funktional ® heifst extremal in v, wenn gilt

F(v,h) =0 fiir alle h.

SATZ 2.2 Auf der eingeschrinkten Menge von differenzierbaren Kurven, die durch
die Punkte x(to) = zo und z(t1) = x1 passieren, ist das Funktional ®(y) = til L(z,z,t)dt

genau dann extremal in v, wenn ldngs v gilt % — % (g—g) =0.

Bemerkung: Mit Ty(t) := (z(t), #(t), t) lautet die Bedingung ausfiihrlich geschrie-
ben (%L o T) (t) — & (%% o Ty) (t) = O fiir alle ¢ € [to, t].

Beweis des Satzes: Eine Beweisrichtung (<) ist trivial. Der andere Schluff (=)
folgt mit der Einschrinkung an die zuliissigen Kurven (h(to) = h(t1) = 0) aus
Satz 2.1 zusammen mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, ndmlich
der Aussage: verschwindet fiir eine stetige Funktion f : [to,t;] — R das Integral

JE F(t)h(t)dt fiir alle b € COlto, 1], so gilt £ = 0.
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Beispiel: Wir verifizieren, daf die Extrema der Kurvenlénge ®(y) = ftil V1+ z2dt
Geraden sind. Wir haben L(z,z,t) = v/1 + &2 und
oL oL T d <6L> d T z

- %) " qwvireE qrapr

% % Are @

Es folgt & = 0 und damit z(¢t) = c1t + c2.

DEFINITION 2.3 Die Gleichung
oL _d (or\
oxr dt \ o0& )

ty
heifft die Euler—Lagrange—Gleichung zum Punktional ®(v) = [ L(z, %,t)dt.
to

oL _ d (%) nennen wir die Euler—Ableitung von L.

oz dt

Die Verallgemeinerung der Definitionen und Sétze in diesem Abschnitt auf ein Funk-
tional ® = [ Ldt mit L: V C R x Rf xR — R und f > 1 ist so offensichtlich, daf

wir sie nicht kommentieren.

2.2 Lagrange—Funktion und Lagrange—Gleichungen

Es soll nun erldutert werden, was der Inhalt von Abschnitt 2.1 mit der klassi-
schen Mechanik zu tun hat. Im folgenden verwenden wir die Schreibweise 0L/0q; =
(OL/0giz, 0L/ 0qiy, OL/0g;s).

Wir betrachten ein mechanisches System von N Punkten (im R3®) mit Massen

mq,...,my, Ortsvektoren qy,...,qn, und konservativen Kriften mit potentieller
Energie U(qy, ... ,qn). Wir vergleichen die Newtonschen Bewegungsgleichungen
d oUu
—(m;q;) = — 2.1
G mi) =~ 50 21)

mit den Euler-Lagrange—Gleichungen

d (0L\ 0L
E(aq)_aqi (i=1,...,N) (2.2)

zu einem noch zu definierenden Funktional

ty

S = [ L@, av(®, a0, ax(), 1)

to

SATZ 2.3 (“HAMILTONSCHES PRINZIP DER KLEINSTEN WIRKUNG”) Ldsungen des
mechanischen Systems (2.1) zu den Randwerten q; (t,) = qgo), q;(ty) = qgl), (=
1,...,N) sind Eztrema des Funktionals S = fttol Ldt (mit denselben Randwerten
fir die zuldssigen Kurven), wobei L = T — U die Differenz von kinetischer und

potentieller Energie ist.
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Beweis: Nach Satz 2.2 ist lediglich zu verifizieren, dafl die Gleichungen (2.1) und
(2.2) dquivalent sind. Dies sieht man aber sofort aus 0L/8¢q; = m;q; und 8L/dq; =
—0U/dq; fiir L= 3 3210, maf — Ulay, - »ay)-

DEFINITION 2.4 L =T — U heifst Lagrange—Funktion, S = fttol Ldt Wirkung,

qui) = g—é’i (¢=1,...,N) heiffen Lagrange—Gleichungen.

und die Gleichungen % (

Bemerkung 1: Der Name von Satz 2.3 hat historischen Griinde. Besser wire “Ha-
miltonsches Prinzip der extremalen Wirkung”.

Bemerkung 2: Dafl die Formulierung des Prinzips der kleinsten Wirkung die Teil-
chenorte zu verschiedenen Zeiten vorgibt und festhélt, widerspricht scheinbar dem
Geist der Newtonschen Mechanik, wo ja der Anfangszustand, also alle Orte und Ge-
schwindigkeiten zur Anfangszeit, vorzugeben sind. Eine tiefere Einsicht in den Sinn
des Wirkungsprinzips gewinnt man erst im Licht der Feynmanschen Formulierung
der Quantenmechanik.

Der hier eingefiihrte Formalismus ist unter anderem deshalb niitzlich, weil sich die
Bewegungsgleichungen fiir eine sehr grofie Klasse von mechanischen Systemen in
der Form von Lagrange—Gleichungen zu einem Wirkungsfunktional mit Lagrange—
Funktion L schreiben lassen.

Beispiel: Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld. Die Newtonschen Be-

wegungsgleichungen lauten hier
mx = F(x,%,t) = eE(x,t) + ex A B(x,t), (2.3)

wobei E (B) das elektrische (magnetische) Feld ist. In der Elektrodynamik wird

gezeigt, dafl E und B sich folgendermafien schreiben lassen:
0
B=rotA, E=—gradyp— &A’ (2.4)

mit differenzierbaren Funktionen ¢(x,t) und A(x,t).
Behauptung: Eine Lagrange—Funktion fiir dieses System ist:

L(x,%,t) = %58 —ep(x,t) + ex - A(x,t) . (2.5)

Beweis: Wir stellen die zugehorigen Lagrange—Gleichungen durch explizite Rech-

nung in Komponenten auf.
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Die Gleichung % (%) — % = 0 lautet demnach

- dp  0A; 2. (04 04\ ,
mx,_e<—axi ~ 5 ) —|-er] ((%i — 8@) =eE; +e(x AB);,

i=1
was mit der i—ten Komponente von (2.3) iibereinstimmt.

Wir betonen, daf} sich nicht fiir alle mechanischen Systeme eine Lagrange—Funktion
finden 148t. In dieser Vorlesung werden nur solche Systeme betrachtet, fiir die eine
Lagrange—Funktion existiert. Solche Systeme nennen wir Lagrange—Systeme. Ist

f die Zahl der Freiheitsgrade, so schreiben wir
L: VCRI xR xR — R
(¢,4,t) = L(g,4,t),
wobei ¢ und ¢ abkiirzend fiir (¢1,...,qy) und (d1,...,qs) stehen.

Wir fragen nun, wann zwei Lagrange—Funktionen L; und L» dieselben Euler—Ableitungen

besitzen und somit zu denselben Lagrange-Gleichungen fiihren.

SATZ 2.4 Die Euler-Ableitungen zweier Lagrange—Funktionen Li,Ls : U x RS x
R — R mit einfach zusammenhingendem Definitionsgebiet U C Rf sind genau

dann identisch, wenn die Differenz L1 — Lo die totale Zeitableitung einer Funktion

M:UxR— R ist.
Beweis:

(<) Sei Ly — Ly, = dM/dt. Integration iiber die Zeit liefert

ty ty

/let:/det—i-M

ti ti

ty

ti

Die Euler—Ableitung einer Lagrange-Funktion L ist gegeben durch die Varia-
tion des Funktionals f:f Ldt unter der Nebenbedingung, dafl am Rand ¢t =¢;
und ¢t = ¢ty nicht variiert wird. Wegen dieser Nebenbedingung tragt der Term

t
M|’ nicht zur Euler—Ableitung bei, und es folgt sofort die Behauptung.

ti

(=) Sei jetzt die Euler—Ableitung von G := L1 — Lo gleich Null. Als Konsequenz

von Satz 2.1 ist dann das Integral

/G(q(t) + h(t),d(t) + h(t),t)dt
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von h unabhéngig, vorausgesetzt es gilt h(¢;) = h(ty) = 0. Diese Unabhéngig-
keit ermoglicht die Einfiihrung einer Stammfunktion M fiir G. Dazu fixie-
ren wir eine Anfangszeit ¢; und einen Anfangsort ¢;. Fiir beliebige Endda-
ten (tf,qs) wihlen wir dann irgendeine differenzierbare Kurve ¢t — ¢(t) mit

q(t;) = ¢; und ¢q(ty) = g5 und setzen

Migsit) = [ Gla(o)dte), )t

Auf diese Weise wird eine Funktion M : U x R — R erklirt. Fiir die totale
Zeitableitung dieser Funktion gilt dM/dt = Ly — L,, denn

d

G0 = 5 [ 6. dn), 7)dr =6 (ate) o)1)

Beispiel: Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld. Die durch (2.4) gege-

benen Felder E und B bleiben unter sogenannten Eichtransformationen

A — A + grady, <p|—><p—a—)t<
(x(x,t) € C2, sonst beliebig) ungeindert, was man mit rot grad = 0 und grad% —
%grad = 0 sofort einsieht. Die Lagrange—Funktion (2.5) dndert sich dabei um eine

totale Zeitableitung;:
ox i ox d
L— L = —ir | =L+ — ,
+e<3t+kz_:18mkxk +dt(eX)
weshalb die zugehorigen Lagrange-Gleichungen unter Eichtransformationen invari-

ant sind. In (2.3), wo nur die “eichinvarianten” Gréfien E und B eingehen, ist diese

Eigenschaft explizit.

2.2.1 Invarianz unter Punkttransformationen

Wie verhalten sich die Lagrange—Gleichungen unter Koordinatenwechsel?

Als grundlegende Eigenschaft verlangen wir von jeder Lagrange—Funktion, daf} sie
eine koordinatenunabhéngige Bedeutung hat. Fiir die schon angesprochenen Bei-
spiele, insbesondere fiir L = T — U, ist diese Eigenschaft offensichtlich. Wir dekla-
rieren sie hier als allgemeines Prinzip.

Die koordinatenfreie Bedeutung der Lagrange—Funktion L iibertriigt sich auf das
Wirkungsfunktional S = [ Ldt. Die Lagrange—Gleichungen folgen aus S = [ Ldt
per Variation unter Nebenbedingungen. Da auch letztere Operation koordinatenfrei
erklért ist, haben die Lagrange—Gleichungen immer dieselbe Form, unabhiingig von

der Wahl der Koordinaten.
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DEFINITION 2.5 Eine Abbildung UxR — Ux R der Form (g,t) — (o(q,t),t) heift

Punkttransformation.

SATZ 2.5 Die Lagrange—Gleichungen behalten unter Punkttransformationen ihre Form.

Beispiel: Teilchen im Zentralkraftfeld, L = 2:%* — U(|x|), in zwei Dimensionen.

Die Einfiihrung von ebenen Polarkoordinaten durch
Ty =rcos¢g, Tx=rsing,

fithrt auf L = 2 (72 +r2¢?)~U (r). Die Lagrange-Gleichungen in diesen Koordinaten

sind
dor oL .
T o 0 =mi—mr¢®+U'(r) und
doL OL  d,_ .
&tog 99 O Ta&™ o)

Die zweite Gleichung besagt, dafl der Drehimpuls [ = mr2<,f> erhalten ist. Wenn wir
q'S = [/mr? in die erste Gleichung einsetzen, dann entsteht

l2

mi+V'(r)=0 mit V(r)=U(r)+ 5

Dies ist die in 1.8 ausfiihrlich diskutierte Bewegungsgleichung fiir die Radialkoordi-

nate r.

DEFINITION 2.6 Wir beniitzen die folgende Terminologie. Ist L(q, ¢,t) die Lagrange—
Funktion eines mechanischen Systems, so nennen wir g, (k =1,...,f) verallge-
meinerte Koordinaten, ¢, verallgemeinerte Geschwindigkeiten, 0L/0¢;, =:

pr verallgemeinerte Impulse und dL/0q;, verallgemeinerte Krifte.

Beachte, daf} im obigen Beispiel der verallgemeinerte Impuls zur Winkelkoordinate
¢ gerade der Drehimpuls ist. Wie man dort sehen konnte, folgt Drehimpulserhaltung

aus der Winkelunabhiingigkeit von L. Dies motiviert die folgende

DEFINITION 2.7 Fine verallgemeinerte Koordinate heifit zyklisch, wenn die Lagrange—

Funktion von ihr unabhdngig ist.

SATZ 2.6 Der verallgemeinerte Impuls py zu einer zyklischen Koordinate gy ist er-

halten: pr, = const.

d oL _ 0L _

Beweis: p;, = di i = Dar
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2.3 Symmetrien und Erhaltungssitze

In diesem Abschnitt wird der soeben formulierte Zusammenhang zwischen der Exi-
stenz von zyklischen Koordinaten und der Giiltigkeit von Erhaltungssétzen erwei-
tert.

Wir betrachten ein Lagrange-System mit Lagrange-Funktion L : U C Rf x Rf x
R — R. Zu einer einparametrigen Schar von Abbildungen ¢°: VC Rf xR — U C
R/ seien T¢® die induzierten Abbildungen

. s d s
T(ps : (qa Qat) = (QD (qat)aago (qat)at> .

Fiir jedes feste Paar s,t sei ¢°(e,t) : V — U ein Diffeomorphismus.

SATZ 2.7 (“NOETHER-THEOREM”) Es gelte ¢°(q,t) = q und Lo Tp® = L + 4

dt’

qu ds ds

ein erstes Integral der Bewegung des Lagrange—Systems mit Lagrange—Funktion L.

s=0

Beweis: Geméfl Definition 1.22 ist nachzuweisen, daf} fiir jede Losung v : ¢t —
q(t) des Lagrange-Systems gilt %I(q(t),d(t),t) = 0. Dazu differenzieren wir die
Gleichung L o Tp® — % = L nach s an der Stelle s = 0 und erhalten

_d (au,
s=0 dt \ ds

Der erste Term auf der linken Seite ist (beachte ¢*=°(e,t) = Id):

d s
%(Lngo)

=0. (2.6)

s=0

f
d - OL dyp; 0L d (dy;
~(LoTy® — el k k
ds( ° 90)8:0 kz::1<(9qk ds +3qkdt(ds >> s=0
B i OL dyj,
dt qu ds | ls=0’
wobei fiir das zweite Gleichheitszeichen die Bewegungsgleichung 2 aqk = %% ver-

wendet wurde. In (2.6) einsetzen liefert jetzt die Aussage des Satzes.

Bemerkung: Die Bedingung L o Tp® = L + leinIs

148t sich folgendermaflen inter-

pretieren. Nach Satz 2.4 sind die Euler-Ableitungen von L und L + dfi‘fs iden-

tisch. Durch Q(t) := ¢°(q(t),t) wird deshalb jede Losung g(t) der Lagrange-
Gleichungen zur Lagrange—Funktion L auf eine Lésung @ (t) derselben Gleichungen
abgebildet. Eine Abbildung ¢® mit dieser Eigenschaft nennen wir eine Symmetrie—
Transformation von L. Mit diesem Begriff kénnen wir den Inhalt des Satzes auch

so umschreiben:
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Zu jeder einparametrigen (die Identitét enthaltenden) Schar
von Symmetrie-Transformationen existiert ein Erhaltungssatz.

Beispiele: Die zehn Erhaltungsséitze fiir das abgeschlossene N—Teilchensystem.

Diese Erhaltungssitze werden wir nun in mehr Detail diskutieren.

(i) Invarianz unter Raumtranslationen und Impulserhaltung.

Wir betrachten ein System von N Punkten im R® mit Lagrange-Funktion

L(x1,...,XN,%X1,... ,XN,t). Zu den Raumtranslationen
eix;—x,+sa (1=1,...,N)
gehoren die Abbildungen
Te®: (x4,%;) — (x; +sa,x;) (i=1,...,N).

Invarianz von L unter Raumtranslationen ist gleichbedeutend mit LoTp® = L.

Diese Bedingung ist z.B. erfiillt fiir

N
1 .
L= 5Zmixg = Usi(lxi — x;l) .- (2.7)
i=1

i<j

Wir haben dffsf — a und erhalten mit dem Noether—Theorem
s=0

I= Ef;l g_é -a = const oder, da a beliebig ist, P = Zf\il 0L /0%; = const.

Dies ist die Aussage des Impulssatzes. Fiir die spezielle Lagrange—Funktion

(2.7) erhalten wir den Impuls des Systems in der uns bekannten Form P =
(ii) Invarianz unter Raumdrehungen und Drehimpulserhaltung.

Um konkret zu sein, betrachten wir eine Schar von Drehungen um die 3—Achse:

T} cos (s)z} — sin (s)z?
o : | 22 | = | sin(s)z} + cos(s)z? (i=1,...,N).
o H

L ist invariant unter Drehungen um die 3-Achse, falls gilt L o To® = L. Dies
ist z.B. erfiillt fiir die Lagrange-Funktion (2.7). Wir haben

2

dg; [ TE
ds (x) s=0 - _|_(‘r;7£ 9

woraus folgt

N

B oL 9 oL |\ _ oL\ _
1= (gteh+ et ) = X2 (m ), = oonst-

i=1
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Invarianz unter Drehungen um eine beliebige Achse liefert
N
oL
L:= ;xi/\ 8—xz = const.
Dies ist die Aussage des Drehimpulssatzes. Fiir die Lagrange—Funktion (2.7)
erhalten wir speziell L = ZZA;I x; N m;iX;.

(iii) Spezielle Galilei—-Transformationen und Schwerpunktsatz.

Wir betrachten eine Schar von speziellen Galilei-Transformationen mit den

Geschwindigkeiten sw:

p®: X; — X; + swt,
T : (xi,%;) — (x; + swt, x; + sw)
(:=1,...,N).In der weiteren Rechnung beschriinken wir uns auf das Beispiel

(2.7). Wir zeigen zunéchst, daf ¢° eine Schar von Symmetrie-Transformationen

der Lagrange—Funktion (2.7) ist. In der Tat gilt:

):dMs

N
; e
LoTp' L= —’(‘» 252 :
oTp 2. (%i + sw)* — x; o

wobei M, = 1 Ef\il m;(2sx;-w+ts*w?). Hierfiir ist 40

_ «N
=il MiX W,
s=0
woraus folgt:
N

I:Z(aL ‘Wt_mixi‘w> =w- (Pt — MQ) = const,

; 0%
i=1

wobei Q der Ortsvektor des Schwerpunkts und M die Gesamtmasse ist. In
Kombination mit dem Impulssatz (P = const) ist die zeitliche Konstanz von

Pt — MQ zur Aussage des Schwerpunktsatzes dquivalent.

(iv) Invarianz unter Zeittranslationen und Energieerhaltung.

Wir behaupten, Energieerhaltung sei eine Konsequenz der Invarianz der Lagrange—
funktion unter Zeittranslationen, d.h. wenn L(a,b,c + s) = L(a,b,c) und
L=T-U, dann ist E := T + U ein erstes Integral der Bewegung. Leider
gehoren Zeittranslationen nicht zu der hier betrachteten Klasse von Trans-
formationen. Wir kénnen daher aus der obigen Formulierung des Noether—
Theorems nicht auf den Energiesatz schlieflen. (Er folgt allerdings aus einer
kleinen separaten Uberlegung, die hier nicht aufgeschrieben ist.) In der ka-
nonischen Mechanik werden wir das Noether—Theorem neu formulieren, und

zwar so, dal auch der Energiesatz erfaf3t wird.
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2.4 Zwangsbedingungen

In vielen physikalischen Systemen 148t sich eine grobe Einteilung der wirkenden
Krifte in zwei Kategorien vornehmen: “stark” und “schwach”. Zum Beispiel sind
die chemischen Bindungskrifte zwischen den Kohlenstoffatomen eines Diamanten
sehr viel stirker als die auf die Einzelatome wirkende gravitative Anziehung durch
die Erde. Wie man in einem solchen Fall, wo eine klare Trennung zwischen “starken”
und “schwachen” Kriften vorliegt, vorzugehen hat, ist Thema des gegenwiirtigen
Abschnitts.

Wir wollen von der Annahme ausgehen, daf infolge der Wirkung der “starken”
Krifte die Bewegung eines Teils der Freiheitsgrade des mechanischen Systems auf
eine sehr kleine Umgebung eines bestimmten Unterraums des Phasenraums einge-
schrinkt wird. Zum Beispiel dndern sich unter normalen Bedingungen die Absténde
zwischen den Kohlenstoffatomen in einer Diamantstruktur nur geringfiigig als Funk-
tion der Zeit, wogegen der Diamant als ganzes relativ leicht beweglich ist. In die-
sem Fall ist es eine fiir viele Zwecke verniinftige mathematische Idealisierung, den
Grenziibergang zu unendlich starken Bindungskréften durchzufiihren und die Rela-
tivbewegung der Kohlenstoffatome iiberhaupt zu unterdriicken.

Das Beispiel des Diamanten deutet einen allgemeinen Mechanismus an, wie “star-
ke” Krifte zu einer Einschrinkung der Bewegung der konstituierenden Massen-
punkte fiihren. Ein einfaches und pragmatisches Vorgehen besteht nun darin, die
Einschrinkung der Bewegung durch die Vorgabe von sogenannten Zwangsbedin-
gungen zu bewerkstelligen. Im genannten Beispiel wiirde man als die Zwangsbe-
dingungen die Gesamtheit aller Bedingungen wéhlen, die die Relativpositionen aller
Kohlenstoffatome festsetzen. Weitere Beispiele fiir mechanische Systeme, bei denen

sich eine Behandlung mittels Zwangsbedingungen empfiehlt, sind:

(i) Die Bewegung eines Punkts (oder mehrerer Punkte) verlduft auf einer vorge-

gebenen Fliche.
(ii) Gasteilchen, die in ein Volumen eingeschlossen sind.

Wir bezeichnen mit n die Zahl der Freiheitsgrade vor Beriicksichtigung der Zwangs-
bedingungen (alson = 3N fiir ein System von N Punkten im R?®) und mit z1,... ,z,

die Gesamtheit der Koordinaten des mechanischen Systems.

DEFINITION 2.8 Fine Zwangsbedingung heiffit holonom, wenn sie sich in der Form

einer Gleichung

f(xla"' ,il?n,t) =0
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ausdriicken ldft.

Beispiel: Die Bewegung des ebenen Pendels unterliegt der holonomen Zwangsbe-

dingung z? + z2 — [ = 0.

X1

In dieser Vorlesung werden nur holonome Zwangsbedingungen diskutiert. Ein ein-
faches Beispiel fiir ein System mit nicht-holonomen Zwangsbedingungen ist das
folgende (siehe Goldstein, Mechanik).

Betrachten wir eine Scheibe, die auf der horizontalen zy—Ebene rollt. Sie sei ge-
zwungen, sich so zu bewegen, dafl die Ebene der Scheibe stets vertikal ist. (Die
Scheibe kénnte eines von zwei Rédern sein, die auf einer gemeinsamen Achse ange-
bracht sind.) Zur Beschreibung der Bewegung kann man als Koordinaten die zwei
Koordinaten z,y des Scheibenzentrums, einen Drehwinkel ¢ um die Scheibenachse
und einen Winkel # zwischen Scheibenachse und, sagen wir, der y—Achse wihlen.

z

éw

X
Vertikale Scheibe, die auf einer horizontalen Ebene rollt.

Infolge des Zwangs (die Scheibe rolle ohne Schlupf) ist der Betrag der Geschwindig-
keit des Scheibenzentrums proportional zu qb v = aq'S, wobei a der Radius der
Scheibe ist, und der Geschwindigkeitsvektor steht senkrecht zur Scheibenachse:
& = wvcosf, y = vsinf. Kombinieren wir diese Bedingungen, so erhalten wir zwei

Differentialgleichungen fiir die Zwangsbedingungen
dx —acosfdop =0,
dy —asinfd¢ =0,
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und diese kénnen nicht integriert werden, ehe man nicht das vollstandige Problem

tatsédchlich gelost hat. Solche nichtintegrierbaren Zwangsbedingungen sind nur

spezielle Félle nichtholonomer Zwangsbedingungen; die Zwangsbedingungen kénnen

auch in Form von Ungleichungen auftreten.

Im allgemeinsten hier betrachteten Fall liegen r holonome Zwangsbedingungen
fi(z1, ... zn,t) =0,
: (2.8)
fr(x1, .. yxn,t) =0

vor. Die Funktionen f; seien geniigend oft stetig differenzierbar. Wir wollen anneh-

men, daf} die Zwangsbedingungen unabhingig sind, d.h. es gelte

Rang <%> =r
Oz k=1,...,rl=1,...,n

fiir alle zy,... ,2,,t, die (2.8) erfiillen.

Vom Newtonschen Standpunkt aus gesehen signalisiert die Existenz von Zwangsbe-
dingungen die Anwesenheit von sogenannten Zwangskréften, die dafiir sorgen, dafl
die Bewegung des mechanischen Systems auf der durch (2.8) festgelegten (mogli-
cherweise zeitabhiingigen) Teilmenge des R verlduft. Géibe es diese Kriifte niimlich
nicht und verschwénden auch alle anderen Krifte, so wire die Bewegung der Punk-
te gleichformig geradlinig und kénnte im allgemeinen nicht die Bedingungen (2.8)
erfiillen.

Die Zwangskrifte sind per Postulat idealer Natur: sie leisten keine Arbeit, d.h. sie
“stehen senkrecht” auf der durch (2.8) ausgezeichneten Teilmenge des R™, auf der die
Bewegung verlduft. (Eine prizise Formulierung dieses Sachverhalts wird unten im
d’Alembertschen Prinzip gegeben.) Bezeichnen wir die Summe der inneren und/oder
dufleren Krifte, die das mechanische System antreiben, mit F' und die Zwangskrifte

mit Z, so lauten die Newtonschen Bewegungsgleichungen
myir = F, + Zy, (k::l,...,n). (29)

Die Notation ist hier so gew#hlt, da fiir ein System von N Punkten im R?® (n = 3N)
gilt: m1 = mo = m3 = Masse des ersten Punkts, m4 = ms = mg = Masse des
zweiten Punkts usw.

Beispiel: Beim ebenen Pendel wirkt zusiitzlich zur Schwerkraft F = mg eine
Zwangskraft Z in Richtung der Pendelachse, und zwar so, da die Vektorsumme
F + Z tangential zum Kreis des Pendels liegt.

Die Beschreibung der Bewegung des Systems anhand von Koordinaten (2.9) ist

undkonomisch: sie erfordert mehr Koordinaten als wegen der Existenz der Zwangs-
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F=mg (Schwerkraft)

bedingungen (2.8) notig ist, und sie involviert die (zunichst) unbestimmten Funk-
tionen Zj. Es liegt auf der Hand, welches Ziel man hier verfolgen sollte: man wird
versuchen, zu f = n —r Bewegungsgleichungen fiir f verallgemeinerte Koordinaten
iiberzugehen, wo die Zwangskréfte nicht mehr zur Erscheinung treten. Fiir den Fall
holonomer Zwangsbedingungen 148t sich dieses Ziel in der Tat erreichen. Wir geben
zunéchst die Vorschrift an, nach der man in der Praxis vorgeht, und schicken eine
Begriindung hinterher.

Gebrauchsanweisung:

Gegeben sei ein System mit Lagrange-Funktion L(z,z,t), © = (z1,... ,Zp)-

(A) Lose die Bedingungen (2.8) durch die Einfiihrung von f = n—r verallgemeiner-
ten Koordinaten ¢ = (g1, ... , gs), d.h. konstruiere Funktionen ¢; (g1, ... ,q¢,t)
(l=1,...,n) mit der Eigenschaft, dal die Gleichungen

fk(‘pl((bt)a"'a‘Pn(qat)at):O (k:].,...,’l‘)

fiir alle (¢,t) € V C R x R erfiillt sind. Die (lokale) Existenz solcher Funktio-
nen ist durch den Satz iiber implizit definierte Funktionen und die Bedingung

an den Rang von (g—’;’:) gesichert.

(B) Definiere die Lagrange-Funktion des Systems mit Zwangsbedingungen, L(gq, ¢, t),
durch Einsetzen der Funktionen ¢; in die Lagrange-Funktion L des Systems

ohne Zwangsbedingungen:

L(g,q,t) := L(sol(q,t),--- yon(g,t), P1(q,t), - - ,sbn(q,t),t) .

o . Oy
ook (g, t)d + 5

Wie zuvor ist ¢ (q,t) = Zlf:l (g,t).

(C) Stelle die Lagrange—Gleichungen zu L auf:

d (0L 0L
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Dies sind die in den verallgemeinerten Koordinaten ¢, ... , gy ausgedriickten

Bewegungsgleichungen des Lagrange—Systems mit Zwangsbedingungen.

Bemerkung: Folgt man dieser Vorschrift, so sind die Zwangsbedingungen identisch
erfiillt, und die Einfiihrung von Zwangskriften eriibrigt sich.

Beispiel: Ebenes Pendel.

Hierunter verstehen wir einen Punkt mit Masse m, der sich unter dem Einfluf} der
Schwerkraft auf einer Kreislinie im R? bewegt, die wir 0.B.d.A. als die Lésungsmenge
der Gleichung z2+2z2—12 = 0 wihlen. Zur Implementierung dieser Zwangsbedingung

empfiehlt sich die Einfiihrung eines Winkels § durch
z1 = p1(0) =lcosf, x3=p2(f) =Isinb.

Die Lagrange-Funktion L = (m/2) (&3 +432)+mgz; reduziert sich dann zu L(6, ) =
(m/2)1262 + mgl cos f. Die Bewegungsgleichung fiir 6 ist die LagrangeGleichung

—— — —_ =0 =ml%0 + mglsinf.
Aquivalent gilt
f = —w?sing
mit w = (g/1)"/2.
2.4.1 Begriindung der Gebrauchsanweisung

In diesem Abschnitt begriinden wir, warum die Gebrauchsanweisung richtig ist (Ar-
nold, Seiten 91ff.).

Die Einfachheit halber betrachteten wir ein autonomes System mit Lagrange—Funktion
m n
L= i -Ul), [a*=) 4} (2.10)
k=1
und zeitunabhéngigen holonomen Zwangsbedingungen
fi(z) =...=f(z) =0. (2.11)
Die Newtonschen Bewegungsgleichungen lauten in diesem Fall
m& + gradU = Z, (2.12)

mit Z der Zwangskraft.

Wir bezeichnen mit M die Losungsmenge der holonomen Bedingungen (2.11),

M::{xE]R”

fi(z) = 0; lzl,...,r},
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und definieren zu jedem z € M einen linearen Raum

T, M := {g e R

(f)a(€) =05 1=1,... 7}

T.M heifit der Tangentialraum an die differenzierbare Mannigfaltigkeit M im
Punkt z.

D’Alembertsches Prinzip: Die Zwangskraft Z steht in jedem Punkt z € M
senkrecht auf T, M:

(Z,6) =0 fiiralleé € T,M. (2.13)

Hierbei ist (e, ) das vom Euklidischen R® ererbte Skalarprodukt auf R": (a,b) =
> r_; a®b*. Wir sagen auch: Zwangskriifte leisten keine virtuelle Arbeit.

Bemerkung: Das d’Alembertsche Prinzip 1d8t sich nicht aus (2.11) und (2.12) de-
duzieren, sondern muf} hier als zusétzliches physikalisches Postulat investiert wer-
den. Es impliziert, daf§ das System auf dem durch die Zwangsbedingungen (2.11)
eingeschrinkten Konfigurationsraum, ndmlich auf M, “ideal gleitet”, daf} also ins-
besondere Reibungsverluste — die ja in realen Systemen immer vorliegen — ver-

nachléssigbar sind. Mit (2.12) kénnen wir anstelle von (2.13) auch schreiben:
(mZ + gradU, &) =0 fiir alle £ € T, M.

Seinun o : VCR =M, q— ¢(q) = ((pl(q),... ,gon(q)) die Abbildung von
Schritt (A) der Gebrauchsanweisung, und
To: VCRf xRf — TM
(@.d) = (@), Dep(d))

die zugehorige Tangentialabbildung. Wie in Schritt (B) bilden wir
L:=LoTyp.

SATZ 2.8 Sei vy : [to,t1] € R = V, t — q(t) eine Kurve und ¢ oy : [to,t1] —
M, t + z(t) ihr Bild unter p. Wir schreiben q(t;) = ¢\, z(t;) = ) (j = 0,1).
Dann sind die folgenden Aussagen zueinander dquivalent:

(i) Das Wirkungsfunktional S(vy) := fttol L(q(t),4(t))dt ist extremal in v auf der

durch q(to) = ¢ und q(t,) = ¢V eingeschrinkten Menge von differenzier-

baren Kurven.
(i) Das d’Alembertsche Prinzip ist erfillt:

(mZ + gradU, &) =0  fiir alle £ € T,M.
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Bemerkung: Es wird also die Aquivalenz des d’Alembertschen Prinzips zum Ha-
miltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung (fiir die Bewegung auf TM) behauptet.
Beweis des Satzes:

Die Extremalitit von S in v bedeutet

t1

_ d - .
0=D,5(h):= 7 /L(q(t) +eh(t),alt) +eh(t)) de|
to
Um diese Bedingung auszuwerten, gehen wir zu ¢ oy iiber:
p(a(t) +eh(t) = z(t) +e€(t) +0(?),
o(at) +eh(t) = @(t) +e€(t) +O0(?),
wobei £(t) := Dy()¢(h(t)). Dann entsteht:
ty
0=D,5(h) _ d%to/L(x et vl
t1
d m|. .12
t1
= /(Onaé>—(anm@0dt
to
t1
Slt0) =) =0 / (mé + gradU, €) dt = 0. (2.14)
to

Da h(t) beliebig gewahlt werden kann, ist auch £(t) € T, )M beliebig. Damit folgt
aus Gleichung (2.14) die Aquivalenz von (i) und (ii). m

Hiermit ist aber jetzt die Richtigkeit der Gebrauchsanweisung gezeigt, denn aus
dem Hamiltonschen Extremalprinzip fiir S, (i), folgen die Lagrange—Gleichungen:

d 9L oL

2.5 Kleine Schwingungen

(Arnold, Seiten 98ff.)

In diesem Abschnitt behandeln wir lineare Lagrangesche Systeme. Solche Systeme
lassen sich in geschlossener Form losen. (Sie sind in einem spiter definierten Sinn
integrabel.) In vielen nichtlinearen Problemen liefert eine lineare Niherung quali-
tativ richtige oder zufriedenstellende Ergebnisse. Selbst wenn dem nicht so ist, kann
die Untersuchung des linear genédherten Systems héufig ein niitzlicher Schritt auf

dem Weg zum Verstindnis des nichtlinearen Problems sein.
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2.5.1 Gleichgewichtslagen

Betrachte das autonome dynamische System
z=X(z). (2.15)

Nach Definition 1.19 heifit ein Punkt zy des Definitionsbereichs von X singulér,
wenn gilt X (z9) = 0. Da fiir singuléires zo die konstante Funktion z(t) = zo die
Gleichung (2.15) 16st, nennen wir zp auch eine Gleichgewichtslage des dynami-
schen Systems.

Im folgenden beschiftigen wir uns mit einem autonomen Lagrangeschen System mit

Lagrange—Funktion

L=T-U:VCR xR R,

(2.16)

f
T= kal(Q)‘ik(ﬁ, U=U(q).

k=

DN | =
iy

Die kinetische Energie hat positiv zu sein: T > 0 und T = 0 & ¢ = 0. (Eine
kinetische Energie der hier vorgegebenen nicht diagonalen Form wird uns in der

Theorie starrer Korper begegnen.)

Die Lagrange—Gleichungen %% = % (k=1,...,f) lassen sich als ein System
von 2f Gleichungen erster Ordnung, also in der Form (2.15), schreiben. Hierzu

setzen wir py := BL/qu = Zlf:l mi(¢)g;- Dann entsteht:

=S me @ = 2L (b=t )
qk_l:1mkl q)pr, pk_aqk = Ly .

SATZ 2.9 Ein Punkt (qo,qo) ist eine Gleichgewichtslage des durch (2.16) definierten

Lagrange—Systems genau dann, wenn gilt: o = 0 und qo ist kritischer Punkt von U.

Beweis: Eine Richtung (<) ist klar. Fiir die andere Richtung (=) schreiben wir

die Lagrange—Gleichungen in der Form
40T _ o oU
dt Ogr  Oqr  Ogy

Wegen ¢(t) = qo fiir eine Gleichgewichtslage mufl notwendig gelten ¢ = 0. Fiir

d 0T

do = 0 verschwindet aber 0T'/0qy wie auch 5~ = pi. Deshalb ist g(t) = go genau

dann eine Losung, wenn gilt: (dU)y, = 0.

2.5.2 Stabilitdt von Gleichgewichtslagen

Wir untersuchen nun die Bewegung zu Anfangsbedingungen in der N#he einer

Gleichgewichtslage.
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DEFINITION 2.9 Fine Gleichgewichtslage xq eines Vektorfeldes X heifit Liapunov—
stabil, falls es in jeder Umgebung U von zg eine Umgebung V C U wvon zy g¢ibt,
sodaf$ fir den Fluff ¢ von X gilt: ¢i(z) € U fiir alle x € V, t > 0.

o

Ein Liapunov-stabiler Punkt zq

u

SATZ 2.10 Betrachte das Lagrange—System mit Lagrange—Funktion (2.16). Wenn
qo ein striktes lokales Minimum der potentiellen Energie ist, dann ist die Gleichge-

wichtslage (go,0) Liapunov—stabil.

Beweis: Wir setzen h := U(qo). Durch geeignete Wahl von ¢ > 0 kénnen wir diejeni-
ge Zusammenhangskomponente der Menge {g|U(q) < h+¢}, die go enthilt, beliebig
klein machen. Seien p, = 0L/0q; die verallgemeinerten Impulse und H :=T + U
die Energie des Systems. Dann ist die entsprechende Zusammenhangskomponente
Zy des Gebiets {(g,p)|H(g,p) < h + ¢} im Phasenraum eine beliebig kleine Umge-
bung des Punkts (g, p) = (go,0). Zy ist aber aufgrund des Energiesatzes unter dem
Phasenfluf invariant. Deshalb verbleibt jede Phasenbahn (g(t),p(t)) in der Néhe
von (go,0), wenn die Anfangsbedingung (¢(0), p(0)) nahe genug bei (go,0) liegt.

2.5.3 Linearisierung

Wir kehren zu dem allgemeinen System (2.15) zuriick. Bei der Untersuchung der
Losungen von (2.15) in der Nihe einer Gleichgewichtslage benutzen wir hiufig eine
lineare Approximation. (Siehe z.B. Abschnitt 1.7 dieses Skriptes.)
Taylor-Entwicklung des Vektorfeldes X um die Gleichgewichtslage zo liefert:

X (z) = Dgy X (z — @0) + O ((z — 20)%) ,

und mit K := D, X erhalten wir fiir y := = — 2o das linearisierte dynamische

System
y=Ky.

Das linearisierte System hat den Vorteil, daf} es linear ist und der Fluf} sofort ange-

geben werden kann:

1
¢t:exptK:Id+tK+§t2K2+---.
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Wir méchten wissen, wie “gut” die Approximation ist. Falls die Gleichgewichtslage
zo Liapunov—stabil ist, verweilt die Bewegung fiir alle Zeiten in der Nihe von zq (so-
fern die Anfangsbedingung nahe genug bei zq liegt), und die lineare Approximation
gibt eine qualitativ richtige Beschreibung. In Abwesenheit von Liapunov—-Stabilitét
wird nur die Kurzzeitdynamik richtig wiedergegeben.
Wir wenden uns wieder dem Lagrangeschen System mit Lagrange—Funktion (2.16)
zu und linearisieren um eine Gleichgewichtslage, die wir 0.B.d.A. am Punkt go =0
withlen. Dazu geniigt es offensichtlich, die kinetische Energie T' = % > kil mr (q)ded
durch ihren Ausdruck fiir ¢ = go = 0 zu ersetzen,
_1 ZAkzdkdz s A i=mp(0),
2
k,l
und die potentielle Energie quadratisch zu ndhern,
02U
0q10q;

=3 Z Bugrq, Bu:=
Kl

Die Matrix K des linearisierten Systems hat in diesem Fall die Gestalt

—1
K:(_OB A0> mit A= (Ay) und B = (Bw),

und der Phasenflul ergibt sich zu

¢: = exp (tK) = cosh(tK) + sinh (tK)
cos(tVA-1B)  A! sin (tBjA1 )

B —B% cos (tVBA™T) ,

wobei cos VX := E (=X)"/(2n)! und VX sinVX = Z (=X)™/(2n + 1)!. Ein
anderes Verfahren zur Konstruktion dieses Phasenﬁusses 1st Thema des nichsten

Abschnitts.

2.5.4 Normalschwingungen

Wir betrachten jetzt das Problem kleiner Schwingungen, d.h. Bewegungen des

linearisierten Lagrange—Systems mit Lagrange—Funktion

f f
1 1
L=T-U, T=-= Agdrng, U= - B ) 2.17
, 2:}::1 k1 Grdl » 2:}::1 KTkl (2.17)

Zur vollstindigen Losung der Lagrange—Gleichungen ist es giinstig zu abstrahieren.
Sei {e1,...,es} eine Basis des Vektorraums Rf. (Beachte, dal wir hier keine Eu-

klidische Struktur auf R’ voraussetzen!) Wir definieren zwei quadratische Formen
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A,B:Rf x Rf - R durch die Forderungen:
A(ekael):Akl und B(ekael):Bkl (kal:]-a af)

Als quadratische Formen sind A und B symmetrisch in ihren Argumenten, A(z,y) =
A(y,z) und B(z,y) = B(y,z). Wir setzen z := E£:1 grer und konnen hiermit T'

und U koordinatenfrei aufschreiben:
1 ... 1
T= §A(z,x) und U = EB(z,z).
Da die kinetische Energie positiv definit ist, wird durch

<xay>A = A(J),y)

ein Skalarprodukt auf Rf erkliirt.

SATZ 2.11 Es existiert eine beziiglich (e, o) 4 orthonormale Basis (é1,...€yf), welche

die quadratische Form B auf Diagonalgestalt bringt: B(€x,€;) = A\gOg-

Bemerkung: Die Zahlen )\, heiflen die Eigenwerte von B relativ zu A.

Beweis des Satzes: Siehe Vorlesung/Textbuch iiber lineare Algebra.

KOROLLAR 2.11.1 Die Zahlen Ay sind die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms x(A) = det ((Br — Aw)).

Beweis: In der Basis €1, ... &y gilt: (B—AA)(ék, &) = (A —A)dr. Die Determinante
f
der Matrix von B — AA in dieser Basis ist somit [] (Ax — A), mit den Nullstellen

k=1
A=A (k=1,...,f). Das Verschwinden der Determinante ist eine Eigenschaft,

die nicht von der Wahl der Basis abhéngt.

KOROLLAR 2.11.2 Die Basisvektoren €y, ... ,€r geniigen den Gleichungen

(B~ MA)@E,0) =0 (k=1,..,f).

Beweis: Diese Aussage folgt aus (B — A\ A)(ék,€;) = 0 fiir alle k,l =1,..., f und
der linearen Unabhéngigkeit der €;,... ,é¢. m
Wir bezeichnen die Koordinaten von z = Z£=1 grex beziiglich {é;,...,€é;} mit Q:

T = Z£:1 Q€. In diesen Koordinaten haben 7" und U die Diagonalgestalt

f f
1 ) 1
TZ—E: 2 U:—E:)\ 2
2k:1Qka 2k:1 ka
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Das Lagrange—System zerfillt daher in f entkoppelte Gleichungen:
Qr = - Qx . (2.18)
Fiir jedes der eindimensionalen Systeme (2.18) gibt es drei mogliche Fille:
(i) A =w? > 0; die Losung ist Q = ¢1 coswt + ¢z sinwt.
(if) A = 0; die Losung ist Q = ¢; + cot (“neutrales Gleichgewicht”).
(iii) A = —»? < 0; die Losung ist Q = c; cosh vt + c2 sinh vt (“Instabilitéit”).

Zu jedem positiven Eigenwert Ay = w? > 0 gibt es also eine Losung z(t) =

(c1 coswit + co sinwyt)éy, oder in den urspriinglichen Koordinaten g,

qi(t) = (c1 coswyt + ¢o sinwkt)fl(k) (i=1,...,1), (2.19)
wobei fl(k) die Komponenten von é;, beziiglich {e1, ... ,es} sind.
DEFINITION 2.10 Die periodische Bewegung (2.19) heifit eine Normalschwingung

des Systems mit Lagrange—Funktion (2.17), und die Zahl wy, heif$t charakteristi-

sche Frequenz.

Wir beniitzen dieselbe Terminologie fiir nicht—positive Eigenwerte, obwohl die Be-

wegung dann nicht periodisch ist. Damit kénnen wir zusammenfassen:

(i) Das Lagrange—System mit Lagrange—Funktion (2.17) hat f Normalschwingun-
gen, deren Richtungen paarweise orthogonal beziiglich des durch die kinetische

Energie bestimmten Skalarprodukts (e, e) , sind.

(ii) Jede kleine Schwingung ist eine Summe von f Normalschwingungen.

Anleitung: Gegeben sei das linearisierte Lagrange—System mit Lagrange—Funktion

(2.17). In der Praxis geht man am besten folgendermafien vor.

(A) Berechne das charakteristische Polynom x(\) = det ((Br — AAx;)) und be-
stimme seine Nullstellen, A = A, (n =1,..., f).

(B) Fiir jede Nullstelle A,, 16se das lineare Gleichungssystem
f
Z B — M Aw f(n) =0 (k=1,...,f).
=1

(C) Normiere (falls gewiinscht) das System von Eigenvektoren fl(n) durch

f
Z Akl&](g (n) = Omn -

k=1

Dann sind w, = )\i/ ? die charakteristischen Frequenzen, und die Vektoren €, =

Zlf:l 5,(") e; definieren die Richtungen der Normalschwingungen.
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2.5.5 Beispiel: Gekoppelte Pendel mit verschiedenen Mas-
sen, gleichen Lingen.

Die Lagrange-Funktion ist:

mi .. ms o . a 2
L= Tll2qf + 7212413 —mygl(1 —cosqy) —magl(l — cosga) — 3 (d(ql,qg) — do) ,

wobei d(q1,2) = ((cosq1 — cosg2)? + (% — sing; + sin q2)2)1/2. Linearisierung um

die Gleichgewichtslage g1 = g2 = ¢1 = g2 = 0 gibt

my 2.2 mo 2.2 mq 2 mo 2 (6] 2 2
Ly =—11 221262 - lotg? — 20162 — S (g — o).
2 5 qi + 2 9> 2 giqq 2 gtq> 2 (1 —a2)

Hieraus lesen wir die Matrizen von kinetischer und potentieller Energie ab:
. mql? 0 B migl + al? —al?
o 0 mol® | o —al? magl +al® ) -
Nach kurzer Rechnung finden wir:
det(B — M) = (my + mo)l? (m(g — )2 +al(g — Al)) ,
mit m = myms/(my + m2). Die charakteristischen Frequenzen sind:
wi =g/l, wi=g/l+a/m,

und die Richtungen der Normalschwingungen sind gegeben durch

1 m
= (1), €= ()

a4z

£

A1
£
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2.6 Parametrische Resonanz

(Zur Theorie der Schaukel.)

Wenn die Parameter eines Systems periodisch von der Zeit abhiingen, dann kann
eine Gleichgewichtslage instabil sein, selbst wenn sie fiir jeden festen Wert der Pa-
rameter stabil ist. Diese Instabilitit ermoglicht das Aufschaukeln auf z.B. einer
Kinderschaukel, wie im folgenden gezeigt werden soll. Dazu betrachten wir den

eindimensionalen, harmonischen Oszillator mit periodisch variierender Frequenz,
§+w0’t)g=0, wlt+T)=w(t)), (2.20)
oder das dquivalente Hamiltonsche System
i=p, p=-w(t)g, wt+T)=uw(t). (2.21)

Gleichung (2.20) ist ein einfaches Modell fiir die Schaukel: ein Pendel mit periodisch
variierender Linge [(¢) und zugehoriger Frequenz w(t) = /g/1(t).

/A Schaukel

Sei ¢ = @10 der Flufl von (2.21). Da das System nichtautonom ist, gilt im allgemei-
nen keine Gruppeneigenschaft: ¢.0¢s # ¢rys. Jedoch gilt aufgrund der Periodizitit:

¢rod; = ¢drys. Hieraus folgt insbesondere ¢, = (¢7)". Beachte auch, daff ¢; linear
ist: ¢¢(q,p) = (aq + bep, ctq + dip). Wir schreiben J; := < Zt Zt .
¢ dy

SATZ 2.12 (SPEZIALFALL DES LIOUVILLESCHEN SATZES) Der Fluf ¢; ist flichen-
treu, d.h. f(bt(A) dgqdp = [, dqdp.
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Beweis: Setze Q(t) := [ be(A) dgdp. Dann gilt nach dem Transformationssatz: Q(t) =
det J; - [, dgdp. Bis zur linearen Ordnung in ¢ gilt:

¢:(a,p) = (a+ pt,p — w?(0)gt) + O(t?).

Deshalb ist

Je= ( A0 1 ) +0#)

und det J; = 1+ O(t?). Es folgt: %Q(t)‘ = 0. Der Zeitpunkt ¢t = 0 ist aber durch
t=0

nichts ausgezeichnet, und mit der gleichen Argumentation zeigt man: %Q(t) =

t=to
0. Folglich ist ©2(t) = ©(0) = const.

KOROLLAR 2.12.1 ¢r ist flichentreu.

Nun ist die Gleichgewichtslage (g, p) = (0,0) ein Fixpunkt des Flusses ¢:: ¢:(0,0) =
(0,0). Wir fragen nach der Stabilitiit dieser Gleichgewichtslage.

SATZ 2.13 Sei A eine lineare, flichentreue Abbildung R?> — R?. Dann ist die Ab-
bildung stabil', falls |trA| < 2, und instabil, falls |trA| > 2.

Beweis: Seien \; und A die Eigenwerte von A. Sie geniigen der charakteristischen
Gleichung A\? — A(trA) +det A = 0. Da A flichentreu ist, gilt det A = 1. Die Wurzeln

der quadratischen Gleichung ergeben sich somit zu

s = % (tra+ /(AP —4) .

Fiir |trA| > 2 liegen zwei reelle Eigenwerte vor, einer dem Betrag nach kleiner als

Eins, der andere dem Betrag nach grofier als Eins. Die Abbildung ist dann instabil.

Fiir |trA| < 2 liegen die Eigenwerte auf dem Einheitskreis in der komplexen A—

Ebene: 1 = A\; - A\s = A\ ;. Die Abbildung ist in diesem Fall stabil. g

IEine lineare Abbildung A eines normierten Vektorraums heifit stabil, wenn zu jedem & > 0
ein § > 0 existiert, so da8 unter der Voraussetzung |z| < § gilt: |A"z| < ¢ fiir alle n € N.
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- - = eia
llf A=e
’ AN
’ \
! \
! o
) \
' '
' '
N ’
N ’
S ’
\\
~~_—’ —_ _.
Ar,=eld

Wir erinnern an ¢,7 = (¢7)" und bezeichnen die Matrix der linearen Abbildung
¢ mit Jr. Nach Satz 2.13 reduziert sich die Stabilitdtsanalyse auf die Berechnung
von trJr. Diese Berechnung 148t sich nur in Spezialfillen explizit durchfiihren.
Wir betrachten hier den Grenzfall einer schwachen Storung, w(t) = (1 + ef(t))w,
f(t) = f(t+T), ¢ klein. In diesem Fall gewinnt man bereits durch die Betrachtung
des zeitunabhingigen Systems (¢ = 0) eine wesentliche Einsicht. Fiir ¢ = 0 ist
¢1(q,p) = (gcoswT + £ sinwT, —quwsinwT + pcoswT), und

T — coswT  (1/w)sinwT
=\ —wsinwT coswT )

Man sieht: |trJr| = 2| coswT'| < 2. Da |trJr| stetig von e abhéngt, hat jeder Punkt
(T,0) in der Te-Ebene mit 0 < T' # I (n € N) eine offene Umgebung, in der
[trJ7| < 2 gilt. Man spricht dann von starker Stabilitit.

Fiir wT' = 7n (n € N) kann jedoch bereits eine infinitesimale Storung zu |trJr| > 2,
also zu Instabilitiit, fiihren. Dies sieht man explizit im folgenden

Beispiel: Sei

£(t) = +1l/w fir 0<t<T/2,
Tl 1w fir T/2<t<T.

So ruckartig schaukelt kein Kind, aber das Ergebnis ist qualitativ dasselbe.

Aus dem obigen Ergebnis sehen wir:

_ _ coswT/2 (1/wg) sinwgT/2 B
Jr=Azdr,  Av= ( —wpsinwpT/2  coswpT/2 (k=1,2),

mit w; =w + €, wy = w — €. Der Rand der stabilen Zone ist die Losungsmenge der

Gleichung

2= |tI‘JT| = d

2coswiT/2 - coswaT/2 — ( + ﬂ) sinw;T/2 - sinsz/Z‘ .
w1

w2

Nach einigen Umformungen entsteht hieraus die Gleichung

|w2 coswT — &2 cosaT| =w? —e2.
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Fiir die Funktionen T + ¢(T'), deren Graphen in der Te—Ebene mit dem Rand der

stabilen Zone tibereinstimmen, erhalten wir durch Entwicklung um w7 = n=«
w
e(T) = iE(WT — nm)

im Fall von ungeradem n und

e(T) = £/w/T - \/|wT — nx|

im Fall von geradem n.

Die Zonen der Instabilitit sind in der folgenden Figur schraffiert:

AET

&

v2 \

=]

Yo

In realen Systemen mit Dampfung durch Reibungsverluste beobachtet man Insta-

bilitdt (“parametrische Resonanz”) meist nur fiir n = 1,2, selten fiir n = 3.



Kapitel 3

Starre Korper

In diesem Kapitel studieren wir die Kinematik und die Dynamik starrer Korper.
Insbesondere untersuchen wir den kréftefreien und den schweren symmetrischen

Kreisel mit Fixpunkt.

3.1 Exkurs iiber die Drehgruppe

Sei R? der dreidimensionale Euklidische Vektorraum mit Skalarprodukt (e,e). Auf
R® werde durch das Vektorprodukt A : R® x R® — R® eine Orientierung festgelegt
(“Rechte—-Hand—Regel”).

DEFINITION 3.1 Die spezielle orthogonale Gruppe (oder: eigentliche Drehgruppe) in
drei Dimensionen, SO(3), ist die Invarianzgruppe des Tripels (R, (e, o), A); d.h. die
Elemente von SO(3) sind lineare Abbildungen R : R® — R®, die das Skalarprodukt
invariant lassen, (Rv, Rw) = (v,w), und die Orientierung erhalten: R(v A w) =

Rv A Rw.
Wir erinnern an einige Definitionen aus der linearen Algebra.
(i) Sei V' ein n—dimensionaler reeller Vektorraum und @ : VxV x...xV —» R
—_——————

1
eine Volumenform. Dann ist die Determinante einer linearen Abbildung

A :V — V definiert durch:
Q(Avy, Ava, ..., Avy) = Q(v1,v2,... ,u,) -det A.
det A ist unabhingig von der gewihlten Volumenform Q.

(ii) Sei V ein reeller Vektorraum und (e, e) ein Skalarprodukt auf V. Dann ist die
zu einer linearen Abbildung A : V — V adjungierte Abbildung AT : V —
V definiert durch:

(v1, Avs) = <AT’U1,1)2> fiir allevy,v2 € V.

63
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Gilt AT = A (AT = —A), so heifit A symmetrisch (schief).

SATZ 3.1 Sei R eine lineare Abbildung: R® — R®. Dann gilt:

(i) RRT=1d,

R <S0(3) ‘i’{ (i) detR=1.

Beweis:

(=) Sei also R € SO(3).

(i) Es gilt: (v, Rw) = (RTv,w) = (RRTv, Rw). Da v und w beliebig sind, folgt
RR" =1d.

(ii) Betrachte die durch das Spatprodukt gegebene Volumenform

Q: RBRxR xR — R,

(a,b,¢) — Q(a,b,c) ={a,bAc).
Es gilt:
Q(Ra, Rb, Rc) = (Ra, Rb A Rc) = (Ra,R(bAc)) = {a,bAc) = Q(a,b,c).
Folglich ist det R = 1.

(<) Durch Riickwiirtslesen derselben Argumentation.

Bemerkung: Da R? endliche Dimension hat, ist RRT = Id dquivalent zu R~! = RT
und RTR =1d.

Sei nun {ey, es,e3} eine orientierte Orthonormalbasis von R®. Orientiert soll hier
heiflen, daB gilt: e; Aea = e3 und somit Q(e1, e2,e3) = (e1,ea A eg) = +1. Eine solche
Basis nennen wir kanonisch. Die Koeflizienten eines Elements R € SO(3) beziiglich
einer fest gewihlten kanonischen Basis bezeichnen wir mit Ry; := (e, Re;) und die
zugehorige Matrix mit R := (Rkl).

(Achtung! Wir notieren lineare Abbildung und ihre Matrix beziiglich der kanoni-
schen Basis mit demselben Symbol. Es kann aber keine Verwirrung entstehen: in
der Gleichung w = Rw ist die lineare Abbildung gemeint und v,w sind abstrakte
Vektoren; in der Gleichung w = Rv ist die Matrixdarstellung gemeint und v, w
sind die Spaltenvektoren beziiglich der kanonischen Basis.)

Die in Satz 3.1 behaupteten Eigenschaften (i) und (ii) iibertragen sich auf die Ma-
trixdarstellung eines Elements R € SO(3), d.h. es gilt:

(Ril)kl = (RT)kl = le und det (Rkl) =1.
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SATZ 3.2 Gegeben sei eine Kurve (—e,e) — SO(3), t — R;. Dann ist die durch
A= (%Rt)R;I‘ . definierte lineare Abbildung A : R® — R® schief.
t—

Beweis: Wir differenzieren die Identitit Id = R, R, ' nach t an der Stelle t = 0

und erhalten:

R B d
0=R, (R, + Rt:o&Rt ! ‘t:o :
Hiermit berechnen wir nun ausgehend von A = RORg ! die adjungierte Abbildung:

) d )
AT = (R;VHTRT = RoaRgl‘t:O = —RyRy' = —A.

Bemerkung: Der Zeitpunkt ¢ = 0 ist offensichtlich durch nichts ausgezeichnet, und

eine entsprechende Aussage gilt daher auch fiir irgendein ¢t = ¢y € (—¢,¢€).

SATZ 3.3 Sei A:R® = R® linear und schief. Dann existiert ein Vektor a € R%, so

dafl

Av=aAv firaleveR®.

Beweis (konstruktiv): Wir stellen A und v in der kanonischen Basis {e1, e2, €3} dar:

0 —as a 3 V1
(Aw) = as 0 —a1 |; v= E vger, V=1 v3
—as a 0 k=1 V3
Man sieht sofort:
a2V3 — A3V2
Av = as3v; — a1v3
a1V — A2V
ay
Die rechte Seite erkennt man als das Vektorprodukt von a := as mit v:
as

Av=aAv.

. . 3 . .
Wenn wir also a € R® definieren durch a := }_;_, axey, dann ist dies gerade der
Vektor, dessen Existenz zu zeigen war. m

Die Rechnung im Beweis von Satz 3.3 legt die Einfiihrung dreier Matrizen

00 0 00 1 0 -1 0
=100 -1}, J:= 000, Jse=[1 00
01 0 ~10 0 0 0 0

nahe. Hiermit kénnen wir den Zusammenhang zwischen einer schiefen Matrix A

und dem ihr zugeordneten Spaltenvektor a auch folgendermaflen aufschreiben:

3
A= Z aka .
k=1

Die Matrizen Jj, (k = 1,2, 3) heifien ein Satz von Generatoren der Drehgruppe.
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SATZ 3.4 Jedes Element R € SO(3) hat einen invarianten Vektor v: Rv = v.
Beweis: Betrachte das charakteristische Polynom
— — . —_ — 3 .
X(A) = det(R — X -1d) A+ +detR .
=1
Aus x(0) = +1 und x(4+00) = —oo folgt aufgrund der Stetigkeit von x(A) die
Existenz (mindestens) eines Eigenwerts im Intervall (0, 00). Sei A dieser Eigenwert:
Rv = \v. Dagilt: (v,v) = (Rv, Rv) = A\? (v,v), folgt A = £1 und wegen X € (0, 00):
A=+1.

SATZ 3.5 Der Raum der invarianten Vektoren eines Elements R € SO(3), R # Id,

ist eindimensional.

Beweis (durch Widerspruch): Seien a, b zwei linear unabhéngige invariante Vekto-
ren: Ra = a und Rb = b. Die Gerade (a,b)* := {c € R®| (c,a) = (c,b) = 0} ist dann
ebenfalls unter R invariant, weshalb A € R und ¢ € R® existieren, so dal Rc = Ac.

Wegen det R = 1 folgt A = 1 und somit R = Id, im Widerspruch zur Voraussetzung.

DEFINITION 3.2 Wir nennen den Raum der invarianten Vektoren von R # Id die

Drehachse von R.

Wie 148t sich die Drehachse zu einem vorgegebenen R finden? Dazu betrachtet man
die lineare Abbildung Q := 1 (R — RT). Da Q schief ist, existiert nach Satz 3.3 ein
Vektor w, so daf} gilt: Qv = w Aw.

SATZ 3.6 Die invarianten Vektoren v von R € SO(3), R # R, sind Vielfache des
Vektors w: v = w (A € R).

Beweis: Sei v ein invarianter Vektor von R: Rv = v. Es gilt dann auch v = R 1v,
und somit folgt Qv = (R — R v = £ (v —v) = 0 = w A v. Also ist v zu w
parallel. m
Beziiglich einer adaptierten orientierten Orthonormalbasis {€1, €z, €3} mit é3 :=
w/|w| (Einheitsvektor in Richtung der Drehachse) hat die Matrixdarstellung R :=
((éx, Ré;)) von R die Gestalt:

cosp —sinp 0

R=| sing cosp 0 |. (3.1)
0 0 1

Dies représentiert eine Drehung um die w—Achse um den Winkel ¢, im mathematisch
positiven Sinn.

Neben (3.1) bendtigen wir auch noch eine basisunabhingige Darstellung von R.
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SaTz 3.7 Sei R € SO(3) eine Drehung wm die w—Achse mit Drehwinkel ¢, und sei

e:= é3 = w/|w|. Dann operiert R wie Rv = (e,v)e+ (v— (e,v) e) cosp+eAvsinp.

Beweis: Betrachte die folgende Figur:

A€

<e\v>e

v-<ev>e

eAv zeigt in die Zeichenebene hinein und hat dieselbe Liinge wie v— (e, v) e, niimlich
(Jv]* = | (e, v) |2)1/2. Nun ist v = (e,v)e + (v — (e,v)e), und mit Re = e und
R(v — (e,v)e) = (v — (e,v) e) cosp + (e Av)sin p folgt die Behauptung. m

Die Drehungen zu fester Drehachse e, R, bilden eine einparametrige Untergruppe

von SO(3):
R<P18 o R<P2€ = R(cpl-HOz)E : (32)

Dies ist anschaulich klar und folgt rechnerisch leicht aus (3.1).

Schlielich etablieren wir noch einen alternativen Ausdruck fiir R. Wir setzen w :=
we und schreiben R,, fiir R,.. Wir erinnern an Satz 3.3, dessen Aussage sich offenbar
auch umkehren 148t: jedem Vektor wird durch Qv := w A v eine schiefe lineare

Abbildung 2 : R® — R3 zugeordnet. Wir schreiben Q = C,,.

SATZ 3.8 Es gilt R, = expC,,.

Beweis: Nach (3.2) geniigt R, der Differentialgleichung

d . d
%RW =QR,. mit Q= %Rwe oo’

Aus der Aussage von Satz 3.7 erhélt man durch Differenzieren von R,.v nach ¢ an

der Stelle ¢ = 0:
Qu=eAv=Cw.
Derselben Differentialgleichung geniigt aber exp Cy., denn:

d d
% exp Cpe = (%C¢e> exp Cype = Ce exp Cye .

Da Ry = exp Cp = Id, folgt mit dem Eindeutigkeitssatz fiir gew6hnliche Differenti-
algleichungen (Satz 1.6) die Behauptung.
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3.2 Kinematik des starren Korpers

Wir betrachten im folgenden zwei mathematische Idealisierungen realer Korper, die

wir den starren K6rper nennen:

(A) Ein System von N Punkten mit Massen my,ma,... ,my, deren Abstéinde

konstant sind.

(B) Eine starre Massenverteilung p.

(A) (B)

Die Gesamtmasse M ist im Fall (A): M = YN . m;, im Fall (B): M = Jes P
Sei E; der dreidimensionale Euklidische Raum und R® sein Differenzraum. Zur
Beschreibung der Bewegung des starren Korpers fiihren wir in (E3, R3, (e, 0), A)

zwei kartesische Koordinatensysteme ein:

&

(i) Ein raumfestes Koordinatensystem: K = {O;ey, ez,e3}. K sei ein Inertial-
system, d.h. in Abwesenheit von Kriften sei die Bewegung eines Korpers bzgl.

K geradlinig und gleichférmig.

(ii) Ein korperfestes Koordinatensystem: K' = {O';e}, e}, et}, das mit dem

starren Korper fest verbunden ist.

Manchmal wird es sich als giinstig erweisen, O’ als den Schwerpunkt des starren
Korpers zu wéhlen. Auflerdem sollen {e1,e2,es} und {e}, e}, es} gleich orientiert

sein (Rechte-Hand-Regel).



3.2. KINEMATIK DES STARREN KORPERS 69
Wir driicken K’ durch K aus:
O'=0+u (ueR}); e, =Re, (k=1,2,3; RcSO(3)). (3.3)

Offensichtlich wird durch die Angabe von K’ beziiglich K die Lage des starren
Korpers beziiglich K vollstéindig festgelegt. Im allgemeinen bewegt sich K’ relativ
zu K. Die Beziehungen (3.3) sind dann zeitabhiingig. Wir schreiben v = u(t), R =
R(t), O' = O(t), e}, = e,(t) und haben hiermit:

O(t) — 0 =u(t); ex(t)=R(t)e, (k=1,2,3).

Ohne Verlust an Allgemeinheit wihlen wir K = K’ zur Zeit ¢ = 0; d.h. u(0) =
0, R(0) =1d, ex(0) =ex, O(0) = O.

Betrachte nun einen ausgewéhlten, mit dem starren Korper fest verbundenen Punkt.
Einen solchen Punkt nennen wir hier einen Aufpunkt. Der Aufpunkt befinde sich
zur Zeit t = 0 am Ort A(0) € E;. Wir mochten wissen, an welchem Ort A(t) er
sich dann zum Zeitpunkt ¢ befindet. Da die Zeitentwicklung des den Aufpunkt und
den Koordinatenursprung verbindenden Differenzvektors A(t) — O(t) vermoge der

Definition von R(t) durch
A(t) — O(t) = R(t) (A(0) — 0(0)) , (3.4)
gegeben ist, lautet die Antwort
A(t) = O + R(t)(A(0) — O(0)) + u(t).
Um den entsprechenden Koordinatenausdruck aufzustellen, schreiben wir:

(i) A(t) —0 = Eizl qr(t)er, d.-h. g = (q1, g2, g3) sind die Koordinaten des Auf-

punkts beziiglich K.

(ii) A(t) — O(t) = S2°_, @he,(t), d-h. x' = (z},z},z}) sind die Koordinaten des
Aufpunkts beziiglich K'.

(ili) O(t) — 0 = 32°_, Qi(t)ex, d-h. Q = (Q1,Qs,Qs3) sind die Koordinaten von
O’ = O(t) beziiglich K.

Beachte, dal x’ nicht von der Zeit abhiingt. Der Aufpunkt ist ja mit dem starren

Korper fest verbunden, und K’ ist ein kérperfestes Koordinatensystem.
Mit A(t) — O = (A(t) — O(t)) + (O(t) — O) und e(t) = R(t)e; = >, exRu(t)

erhalten wir die Beziehung

3
i, (t) = Qi(t) + ZRkl )z,
=1
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oder in Matrixschreibweise:
q(t) = Q(t) + R(t)x’. (3.5)

Das Paar (Q(t), R(t)) definiert zu jeder festen Zeit ¢ ein Element der Euklidischen

Bewegungsgruppe (siehe das Ende von Abschnitt 1.3) durch
x'—g(x') =Q+ Rx'.

Merke: Der Konfigurationsraum (= Raum der verallgemeinerten Koordinaten)

des starren Korpers ist die Euklidische Bewegungsgruppe. Er ist sechsdimensional.

3.2.1 Winkelgeschwindigkeit

Wir setzen z(t) := A(t) — O(t), z := A(0) — O(0), und schreiben hiermit (3.4) in

der Form

Differenzieren nach der Zeit gibt
#(t) = R(t)x = (R(t) R™'(t))z(t).

Nach Satz 3.2 ist RR~' schief. Nach Satz 3.3 existiert daher ein Vektor w(t) € R?,
so daf3

() = w(t) Aa(t)]. (3.6)

Dieses Ergebnis kénnen wir auch folgendermafien formulieren.

SATZ 3.9 Ein starrer Kdrper rotiere um einen raumfesten Punkt O'. Dann existiert
zu jedem Zeitpunkt eine momentane Drehachse, niamlich eine Gerade durch O' (die
w-Achse) mit der Eigenschaft, daf8 sich alle auf ihr liegenden Punkte momentan in
Ruhe befinden. Die Geschwindigkeit aller ibrigen Punkte steht auf dieser Geraden

senkrecht und ist zum Abstand von ihr proportional.

Der Vektor w(t) heifit die momentane Winkelgeschwindigkeit. Die Komponen-
ten von w beziiglich {e, €2, e3} bezeichnen wir mit w = (w1, wa, ws). Man erhélt sie

aus

3
<ek,RR_1el> = Zwi(Ji)kl .
i=1

Die Komponenten von w beziiglich {e], e5,et}, w' = (wi,w},w}), erhélt man aus

3
’ -1 = 1R = . . . .
<e;caRR €;> = <ekaR R61> ;w;(Jz I (3.7)
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Wegen w =Y, wye, = >, wie; und e; = Re; = Y, e, Ry, gilt w, =Y, R;,w; oder

in Matrixschreibweise

w=Rw'.

3.3 Tragheitstensor

Betrachte die mathematische Idealisierung (A). Fiir die Koordinaten und Geschwin-
digkeiten des i—ten Punkts des starren Kérpers gilt nach Gleichungen (3.5) und (3.6)
von Abschnitt 3.2:

q; (t) = Q(t) + R(t)x;,

ai(t) = Q(F) + w(t) Axi(t), (3.8)

wobei x; (t) = R(t)x].
Zentral fiir die Theorie des starren Korpers ist der Begriff des Trégheitstensors. Um
ihn einzufiihren, betrachten wir zunichst (3.8) fiir Q = 0, d.h. O’ sei beziiglich K

fixiert. Die kinetische Energie des starren Kérpers ist dann

T—lﬁ:m»'g—lZm'(w/\xf
_2i:1 qu_2i Z .

Mit der Identitét (a A b)? = a?b? — (a-b)? formen wir 7' um in:

3
1
T= > Z TIywrwy, (3.9)
k=1
wobei

N
Ly =3 ms (jxil?60 — ()i (xi)r) - (3.10a)

i1

Fiir eine kontinuierliche Massenverteilung ist
Ikl = /p(x) (|X|25kl — xkxl) d3.73 . (3.10b)
RrR3

Wir definieren eine quadratische Form I : R® x R® — R durch I(ey, e;) = Iy;. Damit

haben wir einen basisunabhingigen Ausdruck fiir 7T":

T= %I(w,w) .

DEFINITION 3.3 Die durch I : R3xR3 — R, (w,n) = I(w,n) erkldirte quadratische

Form heif$t der Tragheitstensor des starren Kdorpers relativ zu O'.
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Mitteilung: Mathematisch prizise gesprochen ist I eine linksinvariante quadrati-

sche Form auf dem Tangentialbiindel von SO(3), siehe z.B. Arnold, Appendix 2.

SATZ 3.10 Dreht sich ein starrer Kérper, der am Punkt O' fiziert ist, mit Winkel-

geschwindigkeit w = |w|e um die e—Achse, so hat er die kinetische Energie

1
T = 5Ie|w|2,

N
wobei I, = " m,r? und r; der Abstand des i—ten Punkts von der e-Achse ist.
i=1

w=|wke

Beweis: Da I basisunabhéngig definiert ist, geniigt es, den Satz speziell fiir w =
|wles zu beweisen. In diesem Fall folgt aber aus (3.9) und (3.10a) sofort T' =
Lylw?/2 mit I, = Iy = X m, (%2 = ()3) = $ym, (@12 + @2)* =
2im;T

Wir fragen nun, wie sich I dndert, wenn wir den Koordinatenursprung O’ verschie-

ben.

SATz 3.11 (STEINER) Ist O' der Schwerpunkt des starren Kdrpers, so transfor-

miert sich der Tragheitstensor I unter einer Translation O' — O' — a gemdf

I—-T+m (|a|2 (o, 0) — (a,0>2) .

Beweis: Aus A—O' = ), zrep und a = ), apey folgt A—(0'—a) = Y, (zr+ar)ex,
d.h. unter einer Translation O' — O’ — a #ndern sich die Koordinaten x; eines
Aufpunkts beziiglich {O';e1,e2,e3} wie: x; — x; + a. Fiihren wir diese Transfor-
mation in (3.10a) durch und beniitzen, dafl per Definition des Schwerpunkts gilt:

N .
Yis; mix; = 0, so finden wir:

Iy = Iy +m (|a|25kl — akal) .
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Dies ist aber gerade der Koordinatenausdruck des behaupteten Transformationsge-
setzes fiir I. m

Da sich der starre Kérper im allgemeinen relativ zu K dreht, sind die Iy;(¢) i.a.
von der Zeit abhéngig. Die Koeffizienten von I beziiglich der korperfesten Basis

{e], e5, et} sind hingegen zeitunabhéngig:
I, = I(e}, €;) = const.

Aus II’cl = I(Rek, Rel) = Zm’n Iyn Rk Ry sieht man mit Ek RowRj, = (sjm, daf}

die Koeffizienten Ij; und I}, folgendermaflen zusammenhéngen:
Iy = ZkaRlnIrlnn

Wir sagen auch: der Trégheitstensor transformiert sich wie ein Tensor zweiter
Stufe.
Wir wihlen die Basisvektoren e, €5, et ab jetzt so, daf} der Trégheitstensor in dieser

Basis diagonal ist:
I(ey, e) = Iy -

DEFINITION 3.4 Die Zahlen I;, (k = 1,2,3) heiffen die Haupttrigheitsmomen-

te, die Vektoren e}, (k = 1,2, 3) die Haupt(trigheits)achsen des starren Korpers.

Bemerkung: Sind mindestens zwei der Haupttrigheitsmomente gleich, so sind die
Haupttrégheitsachsen nicht eindeutig bestimmt.

Beispiele: Siehe Ubungen.

DEFINITION 3.5 Den starren Kdrper mit Haupttrigheitsmomenten I # Iy # I #
I (I, = I, # I}; I = I} = I;) nennen wir den unsymmetrischen Kreisel

(symmetrischen Kreisel; Kugelkreisel).

Wir erinnern uns an Gleichung (3.8) und legen O’ jetzt in den Schwerpunkt des

starren Korpers.

SATZ 3.12 Die kinetische Energie T des starren Kdorpers hat die Zerlegung
T = Tt + T?" )

wobei Ty = %MQ2 die kinetische Energie der Translationsbewegung des Schwer-
punkts und T, = %I (w,w) die kinetische Energie der Drehbewegung um den Schwer-

punkt ist.
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Beweis: T=1Y m,; ¢ =13, mi(Q+wAx;)? = (M/2)Q2+Q-(w A Y, mix;) +
% >, mi(w A x;)? = Ty + T,. Der Mischterm verschwindet wegen Y, m;x; = 0 per
Definition des Schwerpunkts.

SATZ 3.13 Der Drehimpuls L des starren Kdérpers relativ zu O hat die Zerlegung
L= Lt + L‘r‘ )

wobei Ly der Drehimpuls des Schwerpunkts relativ zu O und L, der Drehimpuls des

starren Kéorpers relativ zum Schwerpunkt ist.
Beweis: Wir rechnen wieder in Komponenten bzgl. K:

L

Domigs Ads = D mi(Q+xi) A (Q+ k)

= mQ/\Q—l—Zmixi/\ki:LtnLLr.

3
Auch hier verschwinden die Mischterme wegen >, m;x; =), m;%X; =0. m
Mit aA(bAc) = b(a-c)—c(a-b) kénnen wir L, = >, mix; A%; = Y, mx; A(WAX;)

auch noch etwas anders schreiben:
L, = Zmixi A(wAx;) = Zmi (|xi|2w — (x;- w)xi) .
i i

In basisunabhingiger Notation lautet dieses Ergebnis:

[(L,,0) = I(w,9)].

3.4 Der freie Kreisel: geometrische Konstruktion

In Abwesenheit duflerer Kriifte bewegt sich der Schwerpunkt des starren Korpers
geradlinig und gleichférmig: Q = 0. Deshalb gilt:

d d
Rl S L,=o0.
alt=0 Fle=0

Aus den Erhaltungssiitzen fiir Energie und Drehimpuls folgt dann:

d d d d
%Tr—a(T_Tt)_oa ELr—a(L—Lt) =0.

Fiir die folgende Diskussion ist es geschickt, die Koordinatenurspriinge von K und
K" identisch zu wihlen, d.h. Q(¢) = 0. Dannist T; =0, L; =0und T,. =T, L, = L.

In diesem Fall lassen sich Energiesatz und Drehimpulssatz,

2T = I(w,w) = {(w,L) = const, (3.11)
(L,o) = I(w,e)=(dT), = const, (3.12)
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in der folgenden Weise geometrisch deuten.

Wir nennen die Lésungsmenge der Gleichung 2T = 3, ; I (t)wk (t)wi(t) = const
fiir w das “Energieellipsoid”. Das Zentrum des Energieellipsoids identifizieren wir
0.B.d.A. mit dem Schwerpunkt des starren Korpers, der gleichzeitig der Ursprung
von K und K' ist.

Nach Gleichung (3.11) liegt die Spitze des Vektors w (d.h. der Punkt O + w) zum
einen in der durch (w(t), L) = const festgelegten Ebene, P, und zum anderen auf
dem Energieellipsoid, E. Da L nach (3.12) nicht von der Zeit abhéngt, ist P raumfest
und wird als die “invariable Ebene” bezeichnet.

Wie liegen nun invariable Ebene und Energieellipsoid relativ zueinander? Nach
(3.12) steht L = grad,T auf der Tangentialebene zum Energieellipsoid im Punkt
O + w senkrecht. Deshalb beriihren sich P und F in genau einem Punkt, ndmlich

0+ w:

Spurkurve

Beachte auch, daf} die Achsen des Energieellipsoids mit den Hauptachsen des starren
Korpers zusammenfallen. Da w(t) in Richtung der momentanen Drehachse durch O

zeigt, ist w(f) momentan in Ruhe und es gilt:

SaTz 3.14 (PoiNsoT) Das Energieellipsoid rollt ohne Schlupf auf der invariablen

Ebene.

Die Kurve, die durch den Beriihrungspunkt auf dem Energieellipsoid beschrieben
wird, heifit Polkurve. Die entsprechende Kurve auf der invariablen Ebene nennt
man Spurkurve.

Bei gegebenen Anfangsbedingungen ist es ein rein geometrisches Problem, Spurkur-
ve und Polkurve zu bestimmen. Damit kennt man die Bahn ¢ — O 4 w(t), ohne den
zeitlichen Verlauf zu kennen.

Mitteilung: Wie nach der analytischen Lsung in 3.5 klar sein wird, ist die Polkurve

geschlossen, wiahrend die Spurkurve im allgemeinen nicht geschlossen ist. Fiir den
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symmetrischen Kreisel ist das Energieellipsoid ein Rotationsellipsoid. Polkurve und
Spurkurve sind in diesem Fall Kreise. Auch diese werden wir bei der analytischen

Losung noch genauer besprechen.

3.5 Die Eulerschen Gleichungen

Als Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Eulerschen Bewegungsgleichungen des

starren Koérpers benutzen wir den Impulssatz 1.2 und den Drehimpulssatz 1.3,
MQ=F=Y L=D,

wobei F(¢) die Summe der #uBeren Krifte und D das gesamte Drehmoment relativ

zu O ist. Aus der Definition von L; folgt:
L;=MQAQ=QAF®Y = D,,

%

und daher mit q; = Q + x; auch I.l,n = D,, wobei D, = ZZ x; A F(eXt) die Summe

der Drehmomente relativ zum Schwerpunkt O’ ist. Die Gleichungen

MQ = FEb) (3.13)
L. = D, (3.14)

sind ein System von sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung in ¢ fiir die verall-
gemeinerten Koordinaten des starren Korpers, nimlich fiir das Element (Q(t), R(t))
der Euklidischen Bewegungsgruppe.

Es ist zweckmifig, (3.14) ins kérperfeste System umzuschreiben. Betrachte dazu:
a

L, = = (RL;) = RL! + RL!, = R(R'RL. + L).
Mit D, =: RD!, und R™'RL! = ' AL/ erhalten wir dann die Eulersche Glei-

chung:

L +w AL, =D.|. (3.15)

Aus (L, o) = I(w,e) folgt L, , = Liw; (k= 1,2,3), wobei I} die Haupttragheits-
momente des starren Korpers beziiglich seines Schwerpunkts sind. Aquivalent zu

(3.15) gelten damit in Komponenten die Gleichungen
Loy +wywy (I3 — I) = D;.;  und zyklisch. (3.16)

Dies sind drei nichtlineare Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit fiir

w' = (w],w},w}). Das Gleichungssystem (3.13) und (3.16) ist unter Hinzunahme
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der Gleichungen R~ (t)R(t) = 3, w}(t)J, (siehe (3.7) von Abschnitt 3.2.1), aus
denen fiir vorgegebenes w'(t) die Kurve ¢t — R(t) bestimmt werden kann, dem
System (3.13)—(3.14) dquivalent.

Wir spezialisieren wieder zum kréftefreien Fall: F(&*) = 0 und D, = 0 und
wihlen wie in Abschnitt 3.4: O = O' = Schwerpunkt des starren Korpers, d.h.

Q(t) = 0. Zunichst betrachten wir den symmetrischen Kreisel.

3.5.1 Symmetrischer Kreisel

Hier gilt I = I} # I (I] # 0, I} # 0), und die dritte Eulersche Gleichung hat die

einfache Gestalt Ijw; = 0, woraus folgt: wj = const. Wir setzen

i 1
i 1I3_Il

Wy, = Ws 7 = const .
1

pr
Dann lauten die verbleibenden zwei Gleichungen:

- ! ! -1 ! !
Wy = —WyWy, Wy = +Wpwy .

Sie haben die allgemeine Lésung
wi(t) = W' cos (wp,t +7), wy(t) =w sin(w,t+ 1),

wobei w’| und 7 Integrationskonstanten sind. Offensichtlich gilt: |w'(¢)|? = (w})? +
(w',)? = const, und w' fiihrt eine regulire Prézession mit konstanter Winkelge-

schwindigkeit w;,. um die Figurenachse f' := (0,0, 1) aus.

Anwendung (Euler): In der Ndherung, daf} die Erde als kriiftefreier symmetrischer
Kreisel angesehen werden kann, rotiert der kinematische Nordpol (in Richtung w)
um den geographischen Nordpol (in Richtung Figurenachse f = e}) mit der Peri-
ode Ty, = 2m/wy, = (2m/wy) - I; /(I3 — I7) ~ 300 Tage, da (I3 — I7)/I; ~ 1/300
(Abplattung der Erde). Etwas Ahnliches wird auch beobachtet. Die Amplitude der

Prézession ist sehr klein: kinematischer und geographischer Nordpol sind nie weiter
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als 4.5m voneinander entfernt. Die Bahn ist aber sehr unregelmiflig, und die mittlere
Periode ist ungefihr 430 Tage. Diese Abweichungen von der Eulerschen Vorhersage
werden verschiedenen Stérungen zugeschrieben (atmosphérische Bewegungen; Erde
nicht starr).

Wie sieht nun die Bewegung beziiglich des raumfesten Koordinatensystems aus?
Um diese Frage zu beantworten, niitzen wir die Vereinfachungen aus, die sich aus
Q(t) = 0 und I; = I, fiir den kréftefreien symmetrischen Kreisel ergeben. Die
explizite Konstruktion von R(t) aus R™'R = ¥, w} J, liBt sich dann vermeiden.
Beachte, dafl wegen (L}, L}, L}) = ([jw], [{wh, ILws) und £ = (0,0, 1) die Vektoren
L', w' und f' linear abhéngig sind: es gilt L' — Ifw' + (I] — I})wif’ = 0. Daher sind

L', w' und f' koplanar, d.h. sie liegen in einer Ebene.

SaTz 3.15 Figurenachse f(t) := e3(t) und momentane Winkelgeschwindigkeit w(t)
des krdiftefreien symmetrischen Kreisels liegen zu allen Zeiten koplanar zum Dre-
himpuls L., um den sie eine requlire Prdzession mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit wp, ausfihren. wy, ist der Koeffizient b in der Zerleqgung w = af +bL,/|L,|,
(a,b € R).

Beweis: 0.B.d.A. wihlen wir O = O' = Schwerpunkt und haben L; = 0, L = L,..
Mit L', w', f’ sind auch die (abstrakten) Vektoren L,w, f koplanar. w(t) und f(¢)
sind zeitabhéngig, und L ist zeitunabhéingig. Die Linge von w ist erhalten: |w(t)| =

|w'(t)] = const. Ebenso sind die Winkel zwischen L,w und f erhalten, denn
(Lywy=2T =const >0 und (w,f) = wj = const.

w und f iiberstreichen also Kegel um L mit derselben Winkelgeschwindigkeit, wp,.

Zur Berechnung von w,, beniitzt man Gleichung (3.6) von Abschnitt 3.2.1 fiir f:

F(t) = w(t) A F(D).

Da der zu L senkrechte Anteil von f um L mit Winkelgeschwindigkeit w,, rotiert,
gilt
_ e A £
leL A F(E)]

wobei ey, := L/|L|. Aus der Zerlegung w = af + ber, folgt dann sofort: w,, = b.

. 1/2
Da gilt: w(t) A £(£)] = (Jw () — (w(®), F(t))*)"
(1—(er, £(8))? )1/2 = const, folgt auBerdem w,, = const.

wpr(t)

= w'| = const und leg, A f(t)] =

Die Aussage von Satz 3.15 ist in den beiden Figuren dargestellt. In der rechten Figur

erkennt man neben Spurkegel (w) und Nutationskegel (f) auch noch das auf der
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L
i Nutationskegel
N w(t)

P B

es=f(t)

Wpr

invariablen Ebene P rollende Energieellipsoid E von Abschnitt 3.4. Beachte, daf3
der Kosinus des Winkels zwischen L und w wegen (w, L) = 2T > 0 immer positiv
ist.

Bemerkung: Im allgemeinen gilt w,, # w,,,..

3.5.2 Unsymmetrischer Kreisel

Nach wie vor gelte: O = O', L, = L.

Wir gehen &hnlich wie bei der Poinsotschen Konstruktion vor, nur arbeiten wir
jetzt im korperfesten Koordinatensystem K'. Die Euler—Gleichungen (3.15) haben
fiir D], = 0 zwei quadratische erste Integrale, nimlich die kinetische Energie: 2T =
Li? /I, + Ly? /Iy + Ly? I}, und das Lingenquadrat des Drehimpulses: |L|2 = L} +
L4? + L4?. Deshalb liegt L’ im Durchschnitt eines Ellipsoids und einer Sphére. Um
die Struktur der Durchschnitte zu untersuchen, fixieren wir das Ellipsoid 7" > 0 und
variieren den Radius |L| der Sphére.

Die Halbachsen des Ellipsoids sind /2T1] > /2T1} > \/2T1}, wenn wir 0.B.d.A.

annehmen: I] > I} > I} > 0. Ist der Radius |L| der Sphére kleiner (grofier) als
die kleinste (grofite) Halbachse, so ist der Durchschnitt leer und es existiert keine
reale Bewegung zu diesen Werten von T und |L|. Wenn der Radius der Sphire
gleich der kleinsten Halbachse ist, dann besteht der Durchschnitt aus zwei Punkten.
VergroBern wir den Radius, so da /2TI; < |L| < /2T, so entstehen zwei
geschlossene Kurven um die Enden der kleinsten Halbachsen. In gleicher Weise
bekommen wir fiir |[L| < /2TI] zwei Punkte, und fiir \/2T1, < |L| < /2T1I]
zwei geschlossene Kurven in der Nihe der Enden der grofien Halbachsen. Fiir |L| =
\/2TI} besteht der Durchschnitt aus zwei Kreisen.

Graphische Illustration:

Jedem der sechs Enden der Halbachsen des Ellipsoids entspricht eine stationére

Losung L' = const der Euler-Gleichungen (3.15). Fiir eine solche Lésung ist w’
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&

zu L' (und somit w zu L) parallel: der Korper rotiert ganz einfach mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit um eine seiner Hauptachsen e}, (k =1 oder 2 oder 3), die in

diesem Fall raumfest ist. Eine solche Bewegung nennen wir stationire Drehung.

SATZ 3.16 Die stationdren Drehungen um die grifite und kleinste Halbachse des
Energieellipsoids sind Liapunov—stabil. Hingegen ist die stationdre Drehung um die

mittlere Halbachse instabil.

Beweis: Betrachte die obige Figur: wird die Anfangsbedingung L' = (L’,0,0) oder
L’ = (0,0, L") leicht abgedndert, so ist die Kurve ¢ — L'(¢) eine kleine geschlossene
Bahn. Dagegen resultiert eine kleine Stérung der Anfangsbedingung L' = (0, L', 0)

in einer groflen Bahn.

3.6 Die Eulerschen Winkel

Ziel dieses Abschnitts ist die Verwandlung der Gleichung R~'R = ¥, w} J, in ein
geeignetes System von Differentialgleichungen. Dazu fithren wir nach Euler geeig-
nete Koordinaten auf SO(3) ein.

Die raumfeste Basis {ey, 2, e3} 148t sich in der folgenden Weise durch drei sukzessi-
ve Drehungen in die kérperfeste Basis iiberfithren. Die durch e; und es aufgespannte
Ebene schneidet die durch ej und e}, aufgespannte Ebene im allgemeinen in einer
Geraden, die wir die Knotenlinie nennen. In der Knotenlinie liege der Einheits-

vektor ey4:
1. Drehe um e3 durch einen Winkel ¢, bis e; mit e4 iibereinstimmt:
{ea,ep,ec} :={ei1cosp + exsingp, —ey siny + ez cos p,e3}.
2. Drehe um e4 durch einen Winkel 8, bis ec = e3 mit e} iibereinstimmt:

{ea,€8,e4} :={ea,epcosf +ecsinb, —epsinf + ec cosf}.
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Knotenlinie

3. Drehe um e, = e durch einen Winkel 4, bis das korperfeste System {e}, 5, e5 }

entsteht:
{e},e5,e5} = {eqcostp + egsint, —ey siney + egcosip, e, }.

Alle Drehungen sind Drehungen im mathematisch positiven Sinn, d.h. im Gegen-

uhrzeigersinn.

Verketten der drei Drehungen gibt:

el costy siny 0 1 0 0 cos¢p sing 0 er
eh | = | —siny cosy 0 0 cosf sinf —sing cos¢ 0 es | .
es 0 01 0 —sinf cosé 0 0 1 es

costyy siny 0 1 0 0 _
—siny cosyp 0 | =e ¥ .= S_y und 0 cosf sinf | =e ¥ =8,
0 0 1 0 —sinf cosf

konnen wir dies auch folgendermaflen schreiben:

el . e1
6’2 = 5711,579574, €2 .
ey es

Vergleich mit e}, = Rey, = Yo, e;Rix = 3,(RT)e; (k = 1,2,3) liefert:
RT =S_4S8_4S_,

oder

R = 84558y = e?’3ef71e¥/s =: R(¢,0,7) |. (3.17)

Nun driicken wir R 'R durch die Euler—Winkel ¢,0,1 und ihre Zeitableitungen

aus:

R 'R

S;18518,1(S459 8y + 54598y + 5455 5,)

= 5,15,M5,78,)56 S, + S5 (551 55)Sy + 5,18,
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Nach einer Rechnung moderater Linge erhalten wir

) wi 0cos¢+¢sm0smz/z
R'R=) w,J, mit wy | =| —fsing+dsinfeosyp | . (3.18)
k ws ¥+ deosh

Diese Gleichungen 16sen wir nach b, 0, auf:

1

b= =5 (@ising +w}cosy);

6= W) cost — whsin;

P = wh — cot B (w) sin + wh cosp) .

Fiir vorgegebene Winkelgeschwindigkeit (wf (), w}(t),w}(t)), die aus der Losung der
Euler-Gleichungen (3.15) folgt, ist dies ein System von drei nichtlinearen Differenti-
algleichungen erster Ordnung in der Zeit fiir die drei Euler—-Winkel ¢, 6, . Im Falle
des kréftefreien Kreisel ist das System mit dem Drehimpulssatz durch Quadratur
losbar (siehe z.B. Landau/Lifschitz).

Nachdem wir mit den Euler—Winkeln einen Satz von geeigneten Koordinaten auf
SO(3) eingefiihrt haben, sind wir nun in der Lage, eine Lagrange—Funktion fiir den
starren Korper anzugeben. Wir beniitzen die Koordinaten (Q1, @2, Qs; @,0,v) mit
den Geschwindigkeiten (Ql, Q2,Qs; qg,é,zﬁ), wobei Q die Koordinaten des Schwer-
punkts (= O') beziiglich K sind. Die Lagrange—Funktion ist dann gegeben durch
L=T-UmitT=T;+7T,, T; = X Q?

I
T, = ZIk = 5 (6 cos ) + ¢ sinf sing)? (3.19)

B+ deoso?,

I . .

+ 52(—0 siny + ¢sinf cos)? +
wobei wir die Gleichungen (3.18) benutzt haben.
Behauptung: Aus den Lagrange-Gleichungen zur Lagrange-Funktion L = T}, — U
folgen die Euler-Gleichungen (3.15) von Abschnitt 3.5.

Beweis (partiell): Betrachte z.B. die Lagrange—Gleichung fiir den Euler—Winkel ),

4oL _
&t g 81!1 Es gilt:
oL _oT. 0wy _
aw awé 6’1,b 3%3
und
B_L _ oT, dw; N oT, 8w2 ou — (I - I)wlwl — 8_U
oY Ol B | Owh Y 0P PR gy
Da es sich bei ¢ um den Drehwinkel um die ej—Achse handelt, ist —%= d1e Zu-

gehorige verallgemeinerte Kraft, nimlich das Drehmoment um die e’3—Achse, Dy .
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Also folgt die dritte Euler—Gleichung
I = (I — L)wiws + Dy 5.

Die anderen zwei Gleichungen erfordern etwas mehr Aufwand.

3.7 Der schwere symmetrische Kreisel

(Arnold, Seiten 148fF)

Betrachte den unsymmetrischen Kreisel, welcher an einem raumfesten Punkt O =
O’ festgehalten wird und der Schwerkraft unterliegt. Die Bestimmung der Bewegung
eines solchen Systems ist ein im allgemeinen ungeltstes Problem, was daran liegt,
daf} das System drei Freiheitsgrade hat, aber nur zwei erste Integrale bekannt sind:
die Energie E = T +U, und die Projektion des Drehimpulses auf die dem Schwerfeld
parallele Achse, L3 = (e, L).

Hier werden wir einen exakt losbaren Spezialfall behandeln: den symmetrischen
Kreisel mit Fixpunkt O = O’ (# Schwerpunkt) auf seiner Symmetrieachse. In die-
sem Fall 148t eine Drehung um die Figurenachse e} die Lagrange-Funktion invariant,
und nach dem Noether-Theorem existiert daher ein weiteres erstes Integral, ndmlich
die Projektion des Drehimpulses auf e, Ly = (e}, L).

An dieser Stelle soll noch einmal besonders hervorgehoben werden, dafl Drehimpuls,
Drehmoment, Winkelgeschwindigkeit und Trigheitstensor immer relativ zu einem
Punkt definiert sind. In den Abschnitten 3.4 und 3.5 war es zweckmiifig, diesen
Punkt O' in den Schwerpunkt des starren Kérpers zu legen. (Wir hatten dann
insbesondere die Zerlegungen T' = T3 + T, und L = L;+ L,., wobei L der Drehimpuls
relativ zu O und L, der Drehimpuls relativ zu O’ war.) Hier wird es sich nun als
vorteilhaft erweisen, eine andere Wahl zu treffen:

Die Grofien L,w und I beziehen sich im folgenden auf den Fixpunkt O = O'.

A6
€3
»
>\ 8.
lcosB
&
mg =0/
€

Schwerer symmetrischer Kreisel mit Fixpunkt auf seiner Symmetrieachse.
S=Schwerpunkt, [ = |S — O)|.
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Wir bezeichnen die Haupttrigheitsmomente beziiglich O = O’ mit I; = I und
I3. Mit den Ergebnissen von Abschnitt 3.3 und Gleichung (3.18) von Abschnitt 3.6

haben wir dann die Lagrange-Funktion
1. . 1. .
L= §I1(02 + ¢$?sin” ) + §I3(7,ZJ + ¢cosh)? —mglcosf.

Die Koordinaten ¢ und % sind zyklisch (fiir den unsymmetrischen Kreisel wire nur

¢ zyklisch), weshalb die zugehorigen verallgemeinerten Impulse erhalten sind:

oL

Ly =py = B_qﬁ = qS(Il sin” @ + I3 cos® ) + ¥ 15 cosf = const, (3.20)
. . .
Ly =py = g—¢ = ¢I3cosf + I3 = const. (3.21)

Behauptung: Die Bewegung des Neigungswinkels 6, den die Symmetrieachse e}

mit der Vertikalen es bildet, ist dieselbe wie fiir das System mit Energie

I .
=104 va0), (3.22)

wobei das effektive Potential durch die Formel

(Ly — L} cos 9)?

Uer(0) =
() 21, sin? 0

+ mglcosf

gegeben ist.
Beweis: Wir l6sen die Gleichungen (3.20) und (3.21) nach ¢ und 4 auf:

Ly — Licosf . L Ly — Licosf

h= , = — —cos#f 3.23
¢ I sin? 6 v I3 I sin? 6 ( )
Diese Ausdriicke setzen wir in die Energie E = T + U ein und erhalten
L., Ly (Lg — L} cos )2
E=="0*+232 4+ mglcosh+ 23 "7
2 T ™™ 21, sin” 0

Die Zahl L}*/2I, =: E — E' hat auf die Bewegungsgleichung fiir 8 keinen Einfluf.
Zum Studium des eindimensionalen Systems mit Energie (3.22) empfiehlt sich die

Substitution cos# = u. Auflerdem setzen wir:

L L 2E' 2mgl
— = —= =:b = =: 0.
L “ L L @ L b
Dann wird der Energiesatz zu
w? 4 f(u) =0,

wobei f(u) = —(a — Bu)(1 — u?) + (a — bu)?, und die zeitliche Anderung des Azi-
muthwinkels ¢ wird nach (3.23) durch die Gleichung

a—bu

b=—— (3.24)

T 1—u?
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bestimmt. Beachte, da3 f ein Polynom dritten Grades ist und die speziellen Funk-
tionswerte f(+oo) = Foo und f(£1) = +(a Fb)? > 0 (falls @ F b # 0) annimmt.
Ferner entspricht eine reale Bewegung des Kreisels solchen Werten der Konstan-
ten a,b,a und B, fiir die gilt: f(u) < 0 auf einem Intervall zwischen v = —1 und
w = +1. Also hat f (im realen Fall) genau zwei reelle Nullstellen u; und us mit

“1<u; <wup < +1:

Folglich variiert der Neigungswinkel 6 periodisch zwischen 6y := arccosu; und 62 =
arccos uy. Diese periodische Bewegung des Neigungswinkels heifit Nutation.

Wir betrachten jetzt die durch Gleichung (3.24) bestimmte Bewegung des Azi-
muthwinkels ¢. Der Punkt, an dem die Symmetrieachse des Kreisels die um O
zentrierte Einheitssphiire durchstoft, bewegt sich in dem Ring zwischen den Po-
larwinkeln 6; und 6. Wir definieren u' als die Loésung der Gleichung a —bu = 0
(Nullstelle des Z#hlers der rechten Seite von (3.24)) und setzen ' := arccosu’.

Fallunterscheidung:

(a) u' & [u1,us]: dann hat ¢ immer das gleiche Vorzeichen und es entsteht eine

Kurve wie in Figur (a).

(b) u' € (u1,us): dann #ndert ¢ periodisch sein Vorzeichen und es entsteht eine

Kurve wie in Figur (b).

(¢) w' = us (oder u' = uy): es entsteht eine Kurve mit Spitzkehren wie in Figur

(c).

%

01

(©)
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Der letzte Fall ist ein Spezialfall, der sich experimentell dadurch realisieren l48t,
daf man den Kreisel beim Neigungswinkel 6, ohne Anfangsgeschwindigkeit (genau-
er = ¢ =0, 9 # 0) loslaft. Der Kreisel fillt dann zuniichst, um sich spiter
wieder aufzurichten. Die azimuthale Bewegung des Kreisels heifit Prézession. Die
vollstindige Bewegung des Kreisels besteht aus: (i) Drehung um seine Symmetrie-
achse (¢), (ii) Nutation (@), und (iii) Prézession (¢). Jede der drei Einzelbewegun-
gen hat ihre eigene Frequenz. Sind diese Frequenzen inkommensurabel, so kehrt der
Kreisel nie zu seiner Ausgangsposition zuriick, obwohl er ihr beliebig nahe kommt.
Die angegebenen Formeln reduzieren das Problem der Lésung der Bewegungsglei-
chungen des schweren symmetrischen Kreisels auf Quadraturen. Man wird auf soge-
nannte elliptische Integrale gefiihrt. In vielen Situationen 148t sich jedoch niitzliche
qualitative Information auch ohne Quadraturen gewinnen.

Schlafender Kreisel. Wir betrachten die spezielle Losung der Bewegungsgleichun-
gen, wo die Symmetrieachse immer senkrecht steht (# = 0) und die Winkelge-
schwindigkeit konstant ist (“schlafender Kreisel”). In diesem Fall gilt offensichtlich:
L, = L = I;w,. Wir betrachten nun die Bewegung der Symmetrieachse des Krei-
sels (nicht die Bewegung des Kreisels selbst!) und fragen, ob die Gleichgewichtslage

# = 0 stabil ist. Dazu entwickeln wir Ue.g nach Potenzen von # um # = 0 und finden:

wil;  mgl

81 2

Ug(0) =C + A9* +--- mit A=

Die Gleichgewichtslage # = 0 des eindimensionalen Systems mit Energie (3.22) ist
stabil (instabil), wenn gilt A > 0 (A < 0). Die Bedingung fiir Stabilitit ist daher
w2 > 4mgllI, /IZ. Ein schlafender Kreisel “erwacht”, sobald w3 durch die Wirkung

von Reibungskréften unter den kritischen Wert absinkt.



Kapitel 4

Hamiltonsche Formulierung
der Mechanik

In diesem Kapitel entwickeln wir die Hamiltonsche (oder “kanonische”) Formulie-
rung der Mechanik, die den Ausgangspunkt fiir die Quantenmechanik bildet. Die
Bewegungsgleichungen fiir ein mechanisches System mit f Freiheitsgraden schreiben
wir als ein System von 2f Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit. Wir
werden sehen, daf} solche Hamiltonschen Systeme unter einer sehr groflen Gruppe
Transformationen, den sogenannten kanonischen Transformationen, forminvariant
sind.

Den Ubergang von der Lagrange-Funktion zur Hamilton-Funktion vollziehen wir

mit der Legendre—Transformation.

4.1 Legendre—Transformation

Um das folgende zu motivieren, erinnern wir an die Lagrange-Funktion des N-—

Teilchensystems mit konservativen Kréften,

N
1 .
L:T—UZEZ;mzq?_U(qla an)

Die Impulse p; sind durch p; = m;q;, = 0L/0q; gegeben, und die Hamilton—

Funktion ist gleich der Energie:
p;
2mi

Wie man sieht, hiingen Lagrange—Funktion und Hamilton—-Funktion folgendermafien

zusammen:
(q:((h,-" an)a q:((h, an)a p:(Pl,-" apN))

87
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wobei auf der rechten Seite q; = p;/m; einzusetzen ist. Diesen Zusammenhang
wollen wir nun formalisieren und verallgemeinern.

Wir erldutern den Begriff der Legendre-Transformation zunichst fiir Funktionen
einer einzigen Verdnderlichen und geben spéter den allgemeinen Fall an.

Gegeben sei eine zweimal stetig differenzierbare konvexe Funktion f: I C R — R.
Konvexitit einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f bedeutet f"(z) > 0 fiir
alle z € I. Wir definieren die Funktion g durch g(z) := f'(z). Nach dem Satz iiber
implizit definierte Funktionen besitzt g eine Umkehrfunktion h: h o g = Id. Diese
Funktion gewinnt man durch Auflésen der Gleichung y = g(z) nach z: z = h(y).

DEFINITION 4.1 Die Legendre—Transformierte Lf von f ist erklirt durch
(L£)(y) = yh(y) - f(h(y)) -
Beispiele:

(i) Sei f(v) = mv?/2. Dann ist g(v) = f'(v) = mv =: p und h(p) = p/m. Folglich

ist

S(2) =1
2 \m/ = 2m’

(ii) Sei f:Rso — R, & — z*/a. Dann ist (£f)(y) = y?/8, wobei a=' + 4! = 1.

(Lf)p)=»p

3=

Konvexitit erfordert a > 1.
(iii) Sei f(z) =e®. Dann ist (Lf)(y) = y(Iny — 1).

Wir wollen nun einige Eigenschaften der Legendre-Transformation herausarbeiten.

Die Notationen seien so wie oben eingefiihrt.

SaTz 4.1 (Lf) =h.

Beweis: (diyﬁf) (y) =h(y) +yh'(y) — (f oh)(y) A (y). Wegen f'oh=goh=1d

heben sich die letzten beiden Terme auf der rechten Seite weg.

SATz 4.2 (Lf)" = (f" o h)~L.

Beweis: Aus der Aussage von Satz 4.1 folgt durch nochmaliges Differenzieren:
(Lf)" = h'. Nun gilt aber wegen (go h)(y) = y : (¢' o h)h' = 1 und somit
h' = (gl ° h)—l — (f” ° h)_l.

KOROLLAR 4.2.1 Mit f ist auch Lf konvez.

Daher konnen wir £ nochmals anwenden.
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SATZ 4.3 Die Legendre—Transformation ist involutiv, d.h. L2f := L(Lf) = f fiir
f € C%(I), f konvez.

Beweis: Da nach Satz 4.1 gilt (£f)' = h und g die Umkehrfunktion zu h ist, folgt

(£2f)(2) = =zg(z) - (Lf)(9())
29(z) - g(x) h(9(2) + £ (h(9(2)) ) = £(2).

Bemerkung: Die Legendre-Transformation 148t sich durch die Definition:

(Lf)(y) := sup (yz — f(z)) (4.1)

zel
auf beliebige stetige konvexe Funktionen f : I — R ausdehnen. Gleichung (4.1) hat

die nachstehende graphische Interpretation:

f(x)
yX

(L))

X

Hieraus 148t sich fiir den Fall von konvexem f € C?(I) die Aquivalenz von (4.1) zu

Definition 4.1 leicht erkennen.

4.1.1 Verallgemeinerung auf Funktionen mehrerer Verinder-
licher

DEFINITION 4.2 Sei V = R" und V* := L(V,R) der Raum der linearen Abbildun-
gen V. — R. Sei weiter f : V = R, = — f(z) von der Klasse C?> und konvez, d.h.
die Hessesche Form D2 f ist positiv definit fiir alle x € V. Definiere g : V. — V*
durch g = Df und die Umkehrabbildung h : V* — V durch h o g = Id. Dann ist die
Legendre—Transformierte £f : V* — R erkldrt durch

(Lf)(y) == y(h(y)) — f(h(y)) .

Bemerkung: In Koordinatendarstellung bedeutet dies, dafl man die Gleichungen
yr = gr(z) = 2L (z) (k = 1,...,n) nach z auflost: z; = hy(y) (I = 1,...,n) und

azk.

dann setzt:

(LH) W) =D uhi(y) - f(h(y)) -
=1
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Beachte, daf} die Definitionsbereiche von f: V — R und Lf : V* — R zueinander

duale Rdume sind.

SATZ 4.4 Die Voraussetzungen seien wie in Definition 4.2. Dann gelten die Glei-

chungen:
D(Lf) = h, (42)
D}(Lf) = (Dh)f) (4.3)
L2f=Ff. (4.4)

Beweis: Ubertrage die Beweisschritte zu den Sitzen 4.1-4.3. g
Fiir Gleichung (4.3) beachte den natiirlichen Isomorphismus L*(V,R) ~ L(V,V’)
durch
w: VxV-R w: VoV =L(V,R)
(z,y) = w(z,y) z = w(z,e).
Graphische Veranschaulichung:

L2(V'R)
=L(VV)

DZ(cf) D?

f (£f)

Schliefllich betrachten wir noch den Fall, wo f von einem zus#tzlichen Parame-
ter abhingt: f : VX R — R (z,0) — f(z;a). Wir definieren die Legendre—
Transformierte £f von f als Funktion von z, indem wir den Parameter o

festhalten. Damit ist gemeint, dafl wir die Gleichungen

0
yr = gr(z;a) = aTfk(as;oz) (k=1,...,n),
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nach z auflésen: z; = hi(y;a) (I =1,...,n), und dann setzen:
(Lf) (i e) =D whi(y; ) — f(h(y; @) ) .
=1

Es gelten dann wieder die Gleichungen (4.2)—(4.4), wobei beim Bilden der Differen-
tiale D(Lf), D*(£f) und D?f der Parameter o als fest zu betrachten ist. AuBerdem

gilt die Behauptung:

0 0
2 Lf=——Ff. 4.
8a£f Oa (4:5)
Hierbei ist auf der rechten Seite z = h(y; ) einzusetzen.
Beweis:
0 S oh; , of L
<a—aﬁf> (y;0) = zl:yza—a(y, @)= 5o (h(y, a); a)
Of (hiar:a) 2 (o) = — 2 (hiv: co):
-2 g, (Mi0i) G i) = 50 (i)
~— —
=y
Héangt f nicht von einem, sondern mehreren zusitzlichen Parametern ai,...,an,

ab, gehen wir ganz genauso vor. Es gelten dann wiederum Gleichungen (4.2)—(4.4)
und anstatt von (4.5) haben wir

0 0 B ,

4.2 Die kanonischen Gleichungen

Wir erinnern uns an die Definition der Lagrange-Funktion L als eine Abbildung:

L: UcR xRf xR — R,
(q)q‘)t) H L(q’q‘)t)'

Die Lagrange-Gleichungen schreiben wir in der Form

oL oL
0w =—— (k=1,... bei =
D aqk ( ) ’ f) , Wobel pg aqk
der verallgemeinerte Impuls zu g, ist, den wir ab sofort den kanonischen Impuls

nennemn.

SATZ 4.5 Die Lagrange-Gleichungen py, = OL/0qy, pr = OL/0qr (k = 1,...,f)

sind dquivalent zu dem System von Gleichungen:

0H ) 0H

= — =—— 1| (k=1,...,1), 4.6
gk O Dk £y ( f) ( )

wobei H die Legendre—Transformierte von L als Funktion der Geschwindigkeiten ¢

15t.
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Beweis:
1. Lagrange—Gleichungen = (4.6):

Es gelte also pr = 0L/0q;. Um die Resultate von Abschnitt 4.1 anzuwenden,

machen wir die Identifikationen:

L=f, H=Lf, 4=z, p=y; (¢t)=a.

Wir bezeichnen die Umkehrfunktionen zu pr, = gx(q,4,t) = gTLk(q, g,t) mit
dr = hr(q, p,t) und haben:

f
H(qapa t) = Zpkhk(qapa t) - L(qah(qapa t)at) .
k=1

Die Behauptung folgt dann sofort aus Gleichungen (4.2) und (4.5") von Ab-

schnitt 4.1:
) (4.2) OH
qr = hk(qapa t) = P) (qapa t) und
Pk
. oL (45) OH
= — h t),t = —— t).
by = 5 (q, (g,p,1), ) 9. (g,p,1)

2. (4.6)= Lagrange—Gleichungen:

Beniitze Gleichung (4.4) von Abschnitt 4.1 (H = LL < L = LH) und argu-

mentiere wie unter 1.

DEFINITION 4.3 Die Gleichungen (4.6) heifen Hamiltonsche oder kanonische

Gleichungen; die Funktion H heifst Hamilton—Funktion.

Beispiel 1: Eine Lagrange—Funktion fiir das Teilchen im elektromagnetischen Feld

ist
. 1 ., .
L(x,%,t) = g mX +ex - A(x,t) — ep(x,t),
sieche Gleichung (2.5) von Abschnitt 2.2. Der kanonische Impuls ist per Definition

oL )
P= o = mx + eA(x,t).

Beachte, daf fiir eine Teilchen im Magnetfeld der kanonische Impuls p vom me-

chanischen (oder kinematischen) Impuls mx verschieden ist!

Nach % auflosen ergibt: X = % (p—eA). Damit ist die Legendre—Transformierte von

L als Funktion von x gegeben durch

H(X,p,t) = p').C—L(X,).C,t)

1 1 e
= —p-(p—eA)——(p—eA)>— —(p—eA)-A
mp (p—eA) 2m(p cA) m(p cA) tee

= % (p — eA(x, t))2 + ep(x,t).
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Beispiel 2: Sei L die Lagrange—Funktion von Gleichung (2.16) in Abschnitt 2.5.1:
L =T —U mit

1 ..
Tzi%:mkl(Q)ka, U=U(q).

Dann ist pr = Y, mu(q)d und ¢ = Zk(m_l)lk(q)pk und

H(g,p) = > pede — L(g,4)
k
= 2 ulapen + U@ =T + U
k,l

Beispiel 3: Nach einem Gesetz der geometrischen Optik (“Fermat’sches Prin-
zip”) bewegt sich Licht vom Punkt A zum Punkt B in der kiirzest moglichen
Zeit, d.h. der Lichtstrahl minimiert das Laufzeitfunktional S = ff ¢ lds, wobei
ds = \/cm das Euklidische Lingenelement und ¢ = ¢y/n die Lichtge-
schwindigkeit des optischen Mediums mit Brechungsindex n ist. Wenn wir anneh-
men, daf} der Lichtweg in der zy—Ebene lings des Graphen einer Funktion z — y(z)
verlduft, konnen wir auch schreiben

1
S = —/Ldm mit L(y,y',z) = n(z,y)\/1+y'>.
co

Die Funktion L 148t sich als Lagrange-Funktion eines Lagrange-Systems mit verall-
gemeinerter Ortskoordinate y, verallgemeinerter Geschwindigkeit y' = dy/dz und
“Zeitparameter” z auffassen. Der zugehorige kanonische Impuls ist dann

oL ny'

p:—zi
3y’ ‘/1+y’2

Die Umkehrfunktion hierzu lautet y' = h(p) = p/+/n? — p?, und die Hamiltonfunk-

=9(y).

tion H = py’ — L ergibt sich zu

H(y,p,z) = —v/n?(z,y) — p*.

Falls der Brechungsindex nicht von z abh#ngt, ist das System autonom und es gilt

der “Energiesatz”

H = —y/n?(y) — p?> =: —np = const.

Durch Auflésen der Hamiltonschen Gleichung

,  OH P _p . n y'

y_a—p_ /nz_pz_n_o no  \/1+y?

nach y' erhalten wir y' = +1/(n/no)? — 1, und Trennung der Variablen liefert

i/dx:nofﬁ.
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Damit ist das Problem der Berechnung der Lichtbahn auf eine Quadratur zuriick-
gefiihrt. Fiir den linearen Fall n(y) = no(1 + y/a) 148t sich das Integral elementar

berechnen, und man erh&lt das Ergebnis

y(z) = acosh (a: —al'o) —a,

wobei zg eine Integrationskonstante ist. m

An dieser Stelle wollen wir kurz innehalten und eine Bestandsaufnahme machen. Wir
sind per Legendre—Transformation von der Lagrange—Funktion L zur Hamilton—
Funktion H iibergegangen, wobei die Geschwindigkeiten ¢ durch die kanonischen

Impulse p als unabhiingige Variable ersetzt wurden. Aus den Lagrange—Gleichungen

%% = % entstanden die Hamilton-Gleichungen ¢, = %, Pr = —% (k =
1,...,f). Wihrend es sich bei dem ersten Satz um ein System von f Differential-

gleichungen zweiter Ordnung fiir ¢(¢) handelt, ist der zweite Satz ein System von
2f Differentialgleichungen fiir ¢(¢) und p(¢). In der Lagrange—Formulierung spielen
die Geschwindigkeiten ¢ eine den verallgemeinerten Ortskoordinaten ¢ untergeord-
nete Rolle: die Lagrange-Gleichungen sind lediglich unter Punkttransformationen
q — ¢(g,t) forminvariant, und das Transformationsgesetz fiir ¢ wird durch ¢ fest-
gelegt. Durch den Ubergang zur Hamiltonschen Formulierung werden die Impulse
p den Ortskoordinaten ¢ formal gleichgestellt. (In der Tat werden wir Hamilton-
sche Systeme kennenlernen, wo eine Unterscheidung zwischen Orten und Impulsen
global gar nicht méglich ist!) Dies fiihrt u.a. zu einer Vergroflerung der Gruppe
von Transformationen, welche die Bewegungsgleichungen forminvariant lassen, sie-

he Abschnitt 4.5.

4.3 Die Symplektische Gruppe Sp(2f)

Motivation. Es wurde bereits in Abschnitt 1.6 vereinbart, dafl wir den Raum
der Zustéinde (q,p) den Phasenraum, M, nennen. Der Phasenraum hat immer
gerade Dimension: dimM = 2f. Wir werden in allen Rechnungen so tun, als sei
der Phasenraum als offene Teilmenge des R?/ darstellbar, obwohl dies fiir manche

Systeme nicht der Fall ist. Wie in 1.6 schreiben wir:

T=(T1yeee s Ty Thatye-e s T2p) = (Quyev s@fsP1y- v, DF) -

Die kanonischen Gleichungen nehmen dann die Form eines Hamiltonschen Systems

¢ = Xp(z,t) mit dem Hamiltonschen Vektorfeld

X, (2H  0H _oH  oH
H=\Owppr’ " " 0zap Om "0 Oxy
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an. Hamiltonsche Systeme haben eine Reihe spezieller Eigenschaften. Einige davon
haben wir schon kennengelernt: im autonomen Fall ist die Energie H = E erhalten.
Fir f =1 und Xy linear wurde in 2.6 gezeigt, daf der FluBl von Xy flichentreu
ist.

Um diese Eigenschaften zu verallgemeinern und weitere klar herauszuarbeiten, miissen
wir die sogenannte “symplektische Struktur” des Phasenraums aufdecken. In Ma-

trixschreibweise lauten die kanonischen Gleichungen

j)l BH/Bxl
: 0 1y E
.7'3f _ I BH/Bxf
a",‘f+1 B aH/a$f+1
: —1y :
.’fzf 8H/8a:2f

Die Antisymmetrie der Matrix < [i lof ) wird sich als wesentlich herausstellen
i

(Ende der Motivation).
DEFINITION 4.4 Sei V ein reeller Vektorraum gerader Dimension, dimV = 2f,
undw: VxV =R (z,y) » w(z,y) = —w(y,z) eine schiefe Bilinearform. Ist w

nichtentartet, so heifit das Paar (V,w) ein symplektischer Vektorraum.

Die symplektische Gruppe steht im derselben Beziehung zu symplektischen Vek-

torrdumen wie die orthogonale Gruppe zu Euklidischen Vektorrdumen.

DEFINITION 4.5 Sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum der Dimension 2f. Die
Gruppe aller linearen Abbildungen S : V. — V, die w invariant lassen: w(Sz, Sy) =
w(z,y) fir alle z,y € V, heifit die symplektische Gruppe in 2f Dimensionen
und wird mit Sp(2f, R) = Sp(2f) bezeichnet. Die Elemente von Sp(2f) heiffen sym-
plektische Abbildungen.

Seinun {eq,... ,ezs} eine Basis von V. Wie iiblich definieren wir die Matrixelemente

der Matrixdarstellung einer linearen Abbildung S : V — V durch
Sei = Z €j Sji .
J

AuBlerdem setzen wir w;; = w(e;, ;).
Behauptung: Fiir S symplektisch gilt Zifcl:l Skiwle’lj = w;j.
Beweis: w;; = w(e;, e;) = w(Se;, Se;). Wir entwickeln Se; und Se; nach der Basis

{61, e ,62f}:

Se; = ZekSki, Se; = ZelSlj.
k 1
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Aus der Bi-Linearitéit von w folgt dann:
Wij = Z Skiw(eka el)Slj = Z Skiwle’j .
kyl

In Matrixschreibweise,

lautet die Aussage:

[57wS =w]. (4.7)

Beachte, dafl wir auch hier wieder abstrakte Abbildung und Matrixdarstellung mit

dem gleichen Symbol notieren!

Beispiel: Betrachte den symplektischen Vektorraum (V,w) mit V = R? und w =
0

(wij) = (_1 (1)> Eine reelle 2 x 2-Matrix S = (Z fl) ist die Matrixdarstellung

einer symplektischen Abbildung, wenn sie Gleichung (4.7) erfiillt. Wegen

T
a b 0 1\ /a b a c c d 0 1
(c d> (—1 0) <c d) - (b d> (—a —b) = (ad —be) (—1 0>
lautet die Bedingung (4.7) an S: ad — bc = 1, d.h. Sp(2) besteht aus den linearen
Abbildungen R? — R? mit Determinante Eins.
Ubrigens hatte die Matrix J; = D¢; von Abschnitt 2.6 (parametrische Resonanz)

genau die Eigenschaften der Matrix S des obigen Beispiels. Wir kénnen daher jetzt

schreiben: J; = D¢, € Sp(2).

SATZ 4.6 Es gilt det S = 1 fiir alle S € Sp(2f).

Beweis: Betrachte die mit dem #ufleren Produkt A gebildete alternierende 2f-

lineare Form 2 := w Aw A ... Aw. Da 2 maximalen Grad hat und somit eine Vo-
—_—————
f mal

lumenform ist, gilt:

(i) Q(Svi,...,Svay) =detS-Qv1,...,v2p),
per Definition der Determinante. Anderseits gilt:

(11) Q(S’Ul, [N ,S’U2f) = Q(’Ul, N ,’U2f),
denn mit w ist auch Q unter Sp(2f) invariant. Kombinieren von (i) mit (ii) beweist

die Behauptung.

SATZ 4.7 Das charakteristische Polynom x(\) = det (A — S) fiir S € Sp(2f) erfiillt
die Gleichung x(\) = X2Fx(A~1).
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Beweis: Wir beniitzen die Gleichung (4.7) fiir die Matrixdarstellung von S. Mit

ihrer Hilfe finden wir:

det ()\ — S_l) 4:7 det ()\ _ UJ_lSTw) —
det (w™1) det (A — ST) det (w) = det (A — ) = x(N),

wobei fiir das zweite und dritte Gleichheitszeichen die Multiplikativitit der Deter-

minante benutzt wurde. Andererseits gilt:

det (A —S7") =det (S7")det (AS — 1) =
A det (S — A1) = A2 (—1)2 x (A ) = A (A ).

KOROLLAR 4.7.1 Wegen x(0) = det (—=S) = det S = 1 folgt aus x(\) = X2 x(A71),
daf8 mit X auch A~ Nullstelle von x und somit Eigenwert von S ist. Da dariber
hinaus mit jeder komplexen Nullstelle A des reellen Polynoms x auch die konjugiert
komplexe Zahl X eine Nullstelle von x ist, treten die Eigenwerte symplektischer

Abbildungen im allgemeinen als Quadrupel (A, A~ X, A7) auf.

Beispiel: Wie oben bemerkt, ist die 2 x 2-Matrix Jr = A von Abschnitt 2.6
symplektisch. Aus Dimensionsgriinden sind in diesem Beispiel (f = 1) nur zwei

Fille moglich:
(i) A = X. Dann haben wir ein Paar von Eigenwerten (A, A~1).
(ii) A = A"! (oder |A|? = 1). Dann haben wir ein Paar (), }).
Beide Fille treten im allgemeinen auf. Im ersten Fall ist die Abbildung A (fiir

A # +1) instabil, im zweiten Fall stabil; siche Abschnitt 2.6.

4.4 Hamiltonsche Systeme

Wir wollen jetzt die allgemeine Formulierung Hamiltonscher Systeme kennenlernen.
Ein wichtiges Beispiel, dessen Behandlung diese Allgemeinheit erforderlich macht,

ist der klassische Spin.

DEFINITION 4.6 SeiM eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension 2 f und
w: M — Alt? (R%7) eine 2-Form. Ist w geschlossen und nichtentartet, so heifit w
eine symplektische Struktur auf M, und das Paar (M,w) heifit eine symplek-
tische Mannigfaltigkeit.



98 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIK

Nun betrachten wir ein mechanisches System mit Hamilton—Funktion H (g, p), Orts-
koordinaten g = (g1,...,qr) und Impulskoordinaten p = (p1,...,ps). Der Phasen-
raum sei M = R/ x R/ und wir erkliiren eine geschlossene nichtentartete 2-Form

w auf M durch w = E£:1 dpi A dgg. Dann ist das Paar (M,w) eine symplektische

Mannigfaltigkeit. Weiter sei Xy = (g—fl, RV g—g, —g—g, ... ’_gTP;) das Hamilton-
sche Vektorfeld zur Hamilton—Funktion H. Dieses Vektorfeld setzen wir nun in w
ein:
3
0H O0H
w(e,Xyg) = —dpr + —d )ZdH.
() = 3 Gyyon +

Offenbar 148t sich die Beziehung zwischen H und X koordinatenfrei durch

|w(e, Xpr) = dH | (4.8)

formulieren. Sind w und H gegeben, und ist w geschlossen und nichtentartet, so
definieren wir Xy fortan durch Gleichung (4.8).

Eine Losung vy der Bewegungsgleichungen eines Hamiltonschen Systems ist nach
Definition 1.16 eine Integralkurve v : t — z(t) = (g(t),p(t)) von Xpg, d.h. es gilt
& = Xp(z) langs v.

Diese Vorbetrachtungen motivieren die folgende Verallgemeinerung der Definition

Hamiltonscher Systeme.

DEFINITION 4.7 Ein Hamiltonsches System ist ein Tripel (M,w,H). Hierbei
ist (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit — namlich der mit einer geschlosse-
nen nichtentarteten 2-Form w versehene Phasenraum M — und H : M — R eine
differenzierbare Funktion, die Hamilton—Funktion. Die Bewegungsgleichungen eines

solchen Systems sind die Hamiltonschen Gleichungen
&= Xp(z)|, (4.9)
wobei das Hamiltonsche Vektorfeld Xy durch Gleichung (4.8) bestimmit ist.

Bemerkung: Definition 4.7 148t sich auf nichtautonome Systeme ausdehnen. Die
Hamilton—Funktion ist dann eine Funktion H : M xR — R und Xz : M x R — R?f
wird wieder durch Gleichung (4.8) bestimmt, wobei allerdings jetzt dH nicht das
totale Differential ist, sondern dH := Z?il(BH/aa:i)dxi. Es fehlt also der Term
(0H/0t)dt. Die Bewegungsgleichungen sind: & = Xg(z,t).

4.4.1 Der klassische Spin

In der Quantenmechanik lernt man, dafl Elementarteilchen wie z.B. das Elektron

eine intrinsische Eigenschaft besitzen, den sogenannten “Spin”, die sich unter der
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Galilei-Gruppe wie ein Drehimpuls transformiert. Im Rahmen der klassischen Me-
chanik haben wir uns den Spin als einen Einheitsvektor & € R® vorzustellen. Die

Bewegungsgleichungen fiir einen Spin ¢ im Magnetfeld B lauten
6 = po x B (Vektorprodukt) . (4.10)

Die Konstante p heifit das “gyromagnetische Verhaltnis”.

Aus (4.10) folgt wegen (0,0 x B) = (B,0 x o) = 0, daf |¢|?> = (0, o) erhalten und
somit die Bedingung |o|? = 1 mit der Dynamik vertréiglich ist.

Wir betrachten nun die spezielle Situation, wo B nicht von der Zeit abhéingt und
in Richtung des Basisvektors e3 von R? zeigt: B = |Bles. In diesem Fall lauten die

Bewegungsgleichungen (4.10) in Komponenten:
d’l = wroaz, (3'2 = —Wwroy, (3'3 =0

mit wr, = p|B|. Dieses Gleichungssystems kennen wir bereits vom kriiftefreien sym-
metrischen Kreisel, Abschnitt 3.5. Seine allgemeine Losung ist eine reguléire Prizes-
sion um eg mit Winkelgeschwindigkeit wy,. Im Falle des Spins heif3t diese Prézession

Larmor—Prézession und wy, heifit Larmor—Frequenz.

A B=const

Wir konnen die lineare Differentialgleichung 6 = po x B als dynamisches System in
R3 auffassen. Allerdings entzieht sich der klassische Spin bei dieser Sichtweise einer
Hamiltonschen Formulierung (wegen der ungeraden Dimension von R?).
Behauptung: Der klassische Spin im Magnetfeld 148t sich als Hamiltonsches Sy-
stem (M, w, H) beschreiben mit

(i) M=8%:= {o € ]R3‘ (o,0) = 1};
(ii) —w = Raumwinkelform auf S%;

(iii) H:S> xR = R; (0,t) = —u{o, B(t)).
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Koordinatisieren wir S* durch Polarwinkel # und Azimuthwinkel ¢, so ist w =

—sinfdf A d¢ und
H = —p(By sinf cos ¢ + By sinf sin ¢ + Bs cosf) .

Beweis: Der Tangentialraum 7,52 im Punkt o € S? besteht aus den Vektoren v,

die auf o senkrecht stehen:
T,S* = {v € B*|(v,0) = 0},
und das Differential der Hamilton-Funktion ist durch
(dH), (v) = —p(v, B)

gegeben. Die Raumwinkelform im Punkt o 148t sich durch das Spatprodukt aus-

driicken:
we(v,w) = —(o,v x w) fiir v,w € T,S%.

Setzen wir das Vektorfeld Xy (o) = po X B in w ein, so entsteht

wo (¢, X (7)) —(0,0 X X ()

= —pf{o,e x (0 x B)) = —u(o,0) (e, B) = (dH), -

Also ist das Hamiltonsche System (M,w,H) zu dem dynamischen System ¢ =

Xp(o) = po x B dquivalent.

4.4.2 Satz von Darboux

Der klassische Spin ist das Parade—Beispiel eines Systems, das sich nicht global in
g und p zerlegen 1d88t. In Abwesenheit einer solchen Zerlegung existiert auch keine
globale Zerlegung in Ortskoordinate ¢ und Geschwindigkeit . Es gibt daher keine
Lagrange—Funktion fiir den klassischen Spin, jedenfalls nicht im Sinne von Kapitel
2. Die oben angegebene Verallgemeinerung der Definition Hamiltonscher Systeme
ist also nicht nur eine schone Verzierung der theoretischen Physik, sondern in diesem
Fall wirklich notwendig. Andererseits ist die lokale Existenz einer Zerlegung in ¢

und p durch den folgenden Satz gesichert.

SaTz 4.8 (DARBOUX) Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion 2f. Dann ezistieren zu jedem Punkt © € M eine offene Umgebung N, C M
und Funktionen qi,...,qf,p1,...,0f : No = R, so daf8 die symplektische Struktur w

auf N, die kanonische Form w = Z£:1 dpr A dgr annimmit.
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Beweis: Siehe Arnold.
Beispiel: Klassischer Spin. Auf der am Nordpol N gelochten Sphire S? \ {N}

konnen wir kanonische Koordinaten ¢, p z.B. durch die Koordinatentransformation

1
tan ¢ = g, cosf = -1+ §(q2 +p?)
p

einfiihren. Unter diesem Koordinatenwechsel geht w = — sin § dfAd¢ in dpAdgq iiber,
wie man leicht nachrechnet. Die Koordinatenfunktionen g, p sind jedoch singulér fiir
q®>+p? = 2(1+cos@) = 4, was dem Nordpol § = 0 entspricht, und somit nicht global
definiert.

4.4.3 Elektronen im starken Magnetfeld

In zweidimensionalen Elektronensystemen unter dem Einfluf} eines sehr starken Ma-
gnetfeldes wird bei Temperaturen im Kelvin-Bereich der sogenannte Quanten-Hall-
Effekt beobachtet. Eine detaillierte Beschreibung und Erkldrung dieses faszinieren-
den quantenmechanischen Phinomens ist Thema von Vorlesungen iiber Festkorper-
physik und kann an dieser Stelle leider nicht prisentiert werden. Einige wichtige
Aspekte lassen sich jedoch schon im Rahmen der klassischen Mechanik verstehen.
Hier wollen wir skizzieren, wie das zugehorige Hamiltonsche System aussieht.
Teilchen mit Masse m, Geschwindigkeit v und elektrischer Ladung e bewegen sich in
einem homogenen und zu v senkrechten Magnetfeld der Stéirke By bekanntlich auf
Kreisbahnen (oder Zyklotronbahnen) mit Radius R = m|v|/eBy. Der Zyklotronra-
dius R ist also zu 1/Bg proportional und geht im Limes eines unendlich starken
Magnetfeldes gegen Null. Wird dem starken Magnetfeld noch ein elektrisches Feld
E = —gradyp iiberlagert, sind die Zyklotronbahnen nicht mehr geschlossen. Die Zen-
tren der Zyklotronbahnen wandern dann langsam (genauer: mit Geschwindigkeit
|E|/By), wobei die Wanderbewegung folgendem Prinzip geniigt:

Aufgabe: Ein Elektron bewege sich in der zy-Ebene unter dem Einfluf} eines elek-
trostatischen Potentials ¢ und eines homogenen Magnetfeldes mit symmetrisch ge-
eichtem Vektorpotential A = £ By(—y, z,0). Zeigen Sie, ausgehend von der Hamil-

tonfunktion

1
H= o ((pz + 2eBoy)® + (py — 2eBoz)?) + ep(z,y) ,

dafl die Wander-Dynamik der Zyklotronbahnzentren durch das Hamiltonsche Sy-
stem (M, w,H) mit M = R?, w = eBydz A dy und H = ep(z,y) bestimmt wird.

Die Bewegungsgleichungen fiir die Zyklotronbahnzentren lauten demnach

& =Ey/By, y=—-E,/Bo,
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woraus eine elektrische Stromdichte senkrecht (!) zum angelegten elektrischen Feld

resultiert.

4.5 Kanonische Transformationen

In der Einleitung zu diesem Kapitel wurde schon vorweggenommen, da der Uber-
gang zur Hamiltonschen Mechanik u.a. den wichtigen Vorteil hat, eine grofie Freiheit
in der Wahl von Koordinatenfunktionen zu lassen, beziiglich derer die Bewegungs-
gleichungen kanonische Gestalt haben. Die Untersuchung dieser Freiheit fiihrt auf
den Begriff der kanonischen Transformation.

Wie man aus einer Rechnung vom Beginn des Abschnitts 4.4 erkennt, nehmen die
Bewegungsgleichungen eines Hamiltonschen Systems genau dann die Form der kano-
nischen Gleichungen an, wenn die Phasenraum-Koordinaten (g1,... ,gf;p1,... ,pf)

so gewdhlt sind, daf} die symplektische Struktur w Normalgestalt hat:

!

w = dek Adgg .
k=1

Dann ist ndmlich w(e, Xpg) = Z£:1(XH,qk dpr — X m p,dgr), und durch Gleichsetzen
mit dH folgt: Xp 4, = O0H/Opr, Xu,p, = —0H/0qy.
Ist nun ein Diffeomorphismus ¢ : M — M gegeben, so kénnen wir neue Koordina-

tenfunktionen Q1,...,Q¢, P1, ..., Py durch Verketten,
Qk:qko¢a Pk:pko¢ (k:]-aaf)a

definieren. Wir fragen dann, unter welchen Bedingungen die Bewegungsgleichungen
des Hamiltonschen Systems in den neuen Koordinatenfunktionen immer noch die

kanonische Form

. 0H . OH
Qk—— Pk__m (k_]-aa.f)

haben. Nach dem eben Gesagten lautet die Antwort, daf3 dies genau dann der Fall
sein wird, wenn die symplektische Struktur unter der Koordinatentransformation
ihre Normalgestalt behilt, d.h. es muf} gelten w = E£=1 dP; A dQy. Hieraus resul-
tiert folgende Bedingung an die Abbildung :

f f f
w=YY AP AdQx =) d(px o) Ad(ge o %) =" (demqu> =¢'w,

k=1 k=1 k=1
also w = ¥*w, wobei ¥*w die mit der Abbildung ¢ zuriickgeholte Differentialform

bezeichnet.
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DEFINITION 4.8 Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Eine differenzier-
bare Abbildung ¥ : M — M heifit eine kanonische Transformation, wenn sie w

imwariant lift: v*w = w.
Bemerkungen:

(i) Das Fazit der obigen Diskussion lautet hiermit: die kanonischen Gleichungen

sind forminvariant unter kanonischen Transformationen.
(ii) Die kanonischen Transformationen bilden eine Gruppe.

Beispiel: Betrachte nochmals den klassischen Spin: M = S? = Einheitssphire im
R?, —w = Raumwinkelform auf S%. Die Drehgruppe SO(3) operiert auf dem Eu-
klidischen Vektorraum R?, und da S? ein invarianter Unterraum jeder Drehung ist,
operiert SO(3) natiirlich auch auf S%. Es ist anschaulich klar und 148t sich rechne-
risch problemlos nachweisen, dafl w unter Drehungen invariant ist. Folglich ist fiir
dieses Beispiel jedes Gruppenelement R : S* — S*, R € SO(3), eine kanonische
Transformation.

Fiir den trivialen Fall M = R2/, wo sich w global in der Form w = Z£=1 dpr A
dgr darstellen 148t, werden die kanonischen Transformationen durch das folgende

Kriterium charakterisiert.

SATZ 4.9 Sei (M,w) = (]sz,2£:1 dpr A dqi). Dann ist eine differenzierbare Ab-
bildung v : R?) — R*f genau dann eine kanonische Transformation, wenn Dy :

R2f — R2F fiir alle = € R2S symplektisch ist.

Beweis: Wir holen w vorschriftsmé8ig mit ¢* zuriick:

(¢*w)m(ua U) = Wy(z) (Dzw(u)a Dz¢(v)) .

Unter der angegebenen Voraussetzung an (M,w) kénnen die Tangentialriume in

allen Punkten = € M mit M = R?/ identifiziert werden, und es gilt

f
Wy(z) = We = Z dpi. A dgr =: wo ,
k=1

unabhéngig von z und . Daher ist die Bedingung ¢*w = w dquivalent zu

wo(u,v) = wo (Dzw(u),Dz%b(U)) (4.11)

fiir alle z € R2/. Bedingung (4.11) ist aber nach Definition 4.5 gleichbedeutend mit
D, € Sp(2f) fiir alle z € R?7.
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Bemerkung: Satz 4.9 macht klar, warum die symplektische Gruppe Sp(2f) fiir die
Hamiltonsche Mechanik so wichtig ist und in einem gesonderten Abschnitt 4.3 vorab
eingefiihrt wurde.

Beispiele: Betrachte (M, w) = (R?,dpAdg) und hier den Spezialfall einer linearen
Transformation S : R? — R?,D,S = S. Wir wissen aus Abschnitt 4.3, daf$ Sp(2) aus
den linearen Abbildungen S : R2 — R? mit det S = 1 besteht. Die nachstehenden

linearen Transformationen haben Determinante Eins und sind folglich kanonisch:

(a) (¢,p) oS = (gcosa + psina, —gsina + pcos a);
(“elliptische Rotation” in der gp—Ebene).

(b) (¢,p) oS = (gosh B+ psinh B, gsinh 3 + p cosh B);
(“hyperbolische Rotation”).

(c) (g,p) oS = (ge”,pe 7).

(Dieses letzte Beispiel ist eine erweiterte Punkttransformation.)

4.6 Hamiltonsche Fliisse

Wir priizisieren unsere Sprechweise.

DEFINITION 4.9 Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und X ein diffe-
renzierbares Vektorfeld, dessen Fluf$ auf ganz M x R definiert ist. Dann heifit X
lokal Hamiltonsch (global Hamiltonsch), falls die 1-Form w(e, X) geschlossen
(exakt) ist. Der Fluf eines lokal (global) Hamiltonschen Vektorfeldes heifSt entspre-
chend lokal (global) Hamiltonsch.

KOROLLAR 4.9.1 Nach dem Poincaréschen Lemma existiert zu einem lokal Hamil-

tonschen Vektorfeld X lokal eine Funktion H, so daf$ gilt: w(e,X) =dH.

Nach Definition 4.9 bestimmt die symplektische Struktur w einen Isomorphismus
zwischen lokal Hamiltonschen Vektorfeldern und geschlossenen 1-Formen. Da dieser
Isomorphismus im folgenden hiufig benutzt wird, ist es zweckmiBig, hierfiir ein

eigenes Symbol einzufithren. Wir schreiben
X =Ia|, falls w(e,X)=a.

Ein analoger Isomorphismus, Z, existiert in Euklidischen Vektorrdumen: X = Za <
(e, X) = «, womit man den Gradienten einer Funktion f durch gradf := Zdf
erklidrt. In Anlehnung an diese Nomenklatur nennen wir X = Idf manchmal den

symplektischen Gradienten von f.
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Beispiel: Wir berechnen fiir (M, w) = (R?,dpAdq) den symplektischen Gradienten
der Koordinatenfunktion des Impulses, f = p. Dazu setzen wir den Ansatz Idp =:
X0, + Xp0p in w ein und erhalten dp = w(e, Idp) = X,dp — X,dq, woraus folgt,
daf} Idp die Komponenten X, = 1 und X, = 0 hat, also Idp = 9,. Eine analoge
Rechnung liefert Idg = —0,.

p p
q q
das Hamiltonsche Vektorfeld |dp das Hamiltonsche Vektorfeld Idq

DEFINITION 4.10 Sei (g°)scr eine Schar von Diffeomorphismen: M — M. Wir
nennen diese Schar eine Einparametergruppe von kanonischen Transforma-

tionen von (M,w), wenn gilt:
(i) g° =1d;
(ii) g°t' =g°0g' =g'0g° (s,t €R);

(iii) g° ist kanonisch fiir alle s € R.

Wir stellen nun die besondere Rolle Hamiltonscher Fliisse in der kanonischen Me-

chanik heraus: sie lassen die symplektische Struktur des Phasenraums invariant.

SATZ 4.10 Es besteht eine Fins—zu—Eins—Zuordnung zwischen den lokal Hamilton-
schen Flissen und den Einparametergruppen von kanonischen Transformationen

einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w).

Bemerkung: Das Adjektiv “lokal” ist hier wesentlich, wie ein elementares Beispiel
unten zeigen wird.

Beweis: Wir beniitzen die in Anhang A.6 bewiesene Aussage: Ist ¢ : M x R —
M, (z,s) — ¢s(z), der durch ein Vektorfeld X auf M bestimmte Fluf}, so gilt:

0= disqs;w & 0=d(w(X,e)). (4.12)

s=0

1. (=) Sei also ¢ der Fluf eines lokal Hamiltonschen Vektorfelds X. Dann gilt
nach Definition 4.9
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und mit Gleichung (4.12) erhalten wir: d%qﬁzw‘ = 0. Die Abbildungen
s=0
(¢s)ser sind global definiert und bilden daher eine Einparametergruppe: ¢g =

Id, ¢sit = ¢s 0 ¢t = ¢+ o ps. Deshalb gilt:
> p— 0
s=0
——

d * d * * d *
E(ﬁtw = £¢s+tw = ¢; (Eqﬁsw
=0

‘SO

fiir alle ¢t € R. Folglich ist ¢; eine kanonische Transformation:
pw=djw=Id"w=w.

2. («=) Wir kehren die SchluBweise von 1. einfach um und beniitzen nochmals

die Definition 4.9.

Beispiel 1: Betrachte fiir (M,w) = (R?,dp A dq) die Einparametergruppe von

kanonischen Transformationen

(gog°,pog®) = (ge°,pe ).
(9%)ser wird erzeugt durch das Vektorfeld

s =q0; — pOp .

X =—
dsg <=0

Mit w(e, X) = ¢gdp + pdg finden wir
d(w(e, X)) = d(qdp+ pdg) =dgAdp+dpAdg =0,

in I"Jbereinstimmung mit Satz 4.10. Die Hamilton—Funktion ist hier H = pq, denn
w(e, X) = gdp + pdg = d(pq).

Bemerkung: Das Vektorfeld X von Beispiel 1 ist global Hamiltonsch, d.h. die
Hamilton-Funktion H = pq ist auf der ganzen Phasenebene R? definiert. Dies muf}
in sternférmigen Phasenriumen wie dem R? immer so sein, weil in diesem Fall
jede geschlossene 1-Form nach dem Poincaréschen Lemma exakt ist, d.h. ein global
definiertes Potential besitzt. Die Unterscheidung zwischen “lokal” und “global” ist
nur fiir Systeme mit nicht einfach zusammenhéngendem Phasenraum notwendig;:
Beispiel 2: Wir betrachten den Phasenraum des ebenen mathematischen Pendels,
niimlich den Zylinder M = S' xR. Zur Konstruktion einer geeigneten symplektischen
Struktur w gehen wir #hnlich vor wie fiir die Sphire S? und betten M auf die
natiirliche Weise in den Euklidischen R® ein (siehe Figur).

Sind v und v zwei zu M tangentiale Vektoren im Punkt a € M, und ist n, der nach

auflen gerichtete Normalenvektor (|n,| = 1), so definieren wir:

wa(v,u) 1= (g, u X v) (Spatprodukt) .
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'R

-»na

Diese symplektische Struktur bleibt offensichtlich ungeéndert, wenn wir den Zylin-
der lings seiner Symmetrieachse verschieben oder um seine Symmetrieachse drehen.
Wir koordinatisieren M durch einen Winkel ¢, 0 < ¢ < 27, némlich der Auslenkung
des Pendels relativ zu einer festen Achse, und durch den kanonischen Impuls des

Pendels: p = 0L/d¢, L = 2ml*§* — U(qg). In solchen lokalen Koordinaten gilt:
w=dpAdgq.

Mit diesen Vorbereitungen sei nun g° : M — M eine Translation des Zylinders um
die Strecke s lings seiner Symmetrieachse. In Formeln: go ¢° = g und pog® = p+s.
Da eine solche Translation w invariant l&8t, ist (¢°)scr eine Einparametergruppe

von kanonischen Transformationen. (¢%)scr wird durch das Vektorfeld X,

d

X:—s =
ds? %

s=0

erzeugt. Dieses Vektorfeld ist zwar lokal Hamiltonsch:
w(e,0,) = —dgq ist geschlossen,

nicht aber global Hamiltonsch, denn die Koordinatenfunktion ¢ : M — [0, 27) ist
als stetige Funktion nicht global auf M definiert, sondern hat eine Unstetigkeit bei

q7(0).

4.7 Symmetrien und Erhaltungsséitze

Die Niitzlichkeit von Erhaltungssétzen bei der Losung mechanischer Probleme ist in
den Kapiteln 1 bis 3 hinreichend deutlich geworden: die L6sung der Bewegungsglei-
chungen fiir autonome Hamiltonsche Systeme mit einem Freiheitsgrad wird durch

den Energiesatz auf eine Quadratur zuriickgefiihrt; die Berechnung der Bewegung



108 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIK

des schweren symmetrischen Kreisels (mit Fixpunkt auf der Symmetrieachse) wird
durch die Erhaltungssétze fiir H, Ls, L; auf drei Quadraturen zuriickgefiihrt, usw.
Im n#chsten Kapitel (Stabilitit und Chaos) wird gezeigt werden, da8 dies ein all-
gemeiner Sachverhalt ist: Hamiltonsche Systeme mit f Freiheitsgraden sind durch
Quadratur losbar, wenn f (unabhingige) Erhaltungssiitze existieren.

Das Aufspiiren von Erhaltungssiitzen ist daher ein vorrangiges Ziel des Mechanikers.
Hierbei hilft uns das Noether—Theorem, Satz 2.7, das wir nun in die Hamiltonsche
Mechanik autonomer Systeme iibertragen.

Gegeben sei das Hamiltonsche System (M, w, H). Der Phasenfluf} sei hier mit ¢ :
M xR — M, (z,t) = ¢ (z) bezeichnet, und wir wollen (der Bequemlichkeit hal-
ber) annehmen, dafl er auf dem ganzen erweiterten Phasenraum erklirt sei. Geméis
Definition 1.22 nennen wir eine Funktion F': M — R ein erstes Integral des Hamil-
tonschen Systems, wenn fiir alle ¢t € R gilt: F o ¢ = F. Da es sich bei (¢ )ier
um eine Einparametergruppe von Diffeomorphismen handelt, ist diese Bedingung

dquivalent zu

d

—Foqﬁt =0.

t=0

Sind Xy := IdH und X := IdF die symplektischen Gradienten von H bzw. F,

so gilt:

iF o¢f|  =dF(Xg)=w(Xg,Xr). (4.13)

t=0

KOROLLAR 4.10.1 Die Energie eines autonomen Hamiltonschen Systems ist erhal-

ten:

d
_H°¢t —w(XH,XH):O.

t=0

Bemerkung: Dies ist die koordinatenfreie Version des Arguments vom Ende des

Abschnitts 1.6.

SATZ 4.11 FEs seien (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit; f,g zwei Funktio-
nen: M — R; und ¢f,¢9 die Fliisse der Hamiltonschen Vektorfelder X := Idf,
Xy :=Idg. Dann gilt:

d

—go¢!

_ d g
ds =—zlo%

s=0 t=0
Beweis: Nach Gleichung (4.13) ist %f o qﬁf‘ = w(Xy, Xy) und %g o ¢f =
t=0 s=0

w(Xys, Xy). Mit w(X,Y) = —w(Y, X) folgt die Behauptung des Satzes.
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DEFINITION 4.11 Sei ¢ : M X R — M, (z,s) — ¢s(z), der Fluf eines global Ha-
miltonschen Vektorfeldes auf (M,w). Dann heifit (¢s)scr eine Einparametergruppe
von Symmetrie—Transformationen des Hamiltonschen Systems mit Hamilton—

Funktion H : M — R, wenn H unter (¢s)scr invariant ist, d.h.

Ho¢s=H fir alle s € R.

KOROLLAR 4.11.1 (“NOETHER—THEOREM”) :

Zu jeder Einparametergruppe von Symmetrie—Transformationen ei-
nes autonomen Hamiltonschen Systems gehdrt ein Erhaltungssatz,
und umgekehrt.

Bemerkung: Diese Formulierung des Noetherschen Satzes ist insofern spezieller
als Satz 2.7, als wir uns hier auf den autonomen Fall beschrinken. Andererseits
ist sie allgemeiner, denn es wird auch die Umkehrung behauptet: zu jedem Er-
haltungssatz existiert eine Einparametergruppe von Symmetrie-Transformationen.
Diese Umkehrung 148t sich in der Lagrange—Mechanik nicht zeigen, da die Gruppe
der Punkttransformationen zu “klein” ist.

Beweis des Korollars: Sei f : M — R eine Funktion und ¢ der Fluf von X; =
Idf. Ist (¢f)ser eine Einparametergruppe von Symmetrie-Transformationen, so

gilt: %H o ¢f = 0. Nach Satz 4.11 folgt dann: %f o pH = 0, d.h. f ist
s= t

ein erstes Integral und es gilt der Erhaltungssatz f = const. Die Umkehrung folgt
analog durch Vertauschen der Rollen von H und f.

Beispiel 1: Auf der symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w) = (R?,dp A dq) hat
das Hamiltonsche Vektorfeld Idp = 9, den FluB} ¢°: (¢,p) o ¢° = (¢ + s,p). Die von
Idp erzeugten kanonischen Transformationen bilden also die Gruppe der Trans-
lationen in g. Daher bedeutet die Aussage des Noether—Theorems hier folgendes:
sind die Raumtranslationen ¢ — ¢ + s eine Einparametergruppe von Symmetrie—

Transformationen des Hamiltonschen Systems mit Hamilton—Funktion H, d.h. gilt:
d OH
—H s =— =0 y
as 9 s=0 Oq
so ist der Impuls erhalten: p = const. Umgekehrt bedingt Impulserhaltung die
Translationsinvarianz der Hamilton-Funktion.
Beispiel 2: Fiir das Teilchen im R? ist (M,w) = (R, Y2, dps Adgy). Wir betrach-
ten die 3-Komponente des Drehimpulses, L3, und bestimmen wieder das zugehorige

Hamiltonsche Vektorfeld. Sei IdLg =: Y, (Xg, 0q, + Xp,Op, ). Dann folgen aus

dL; = d(gip2 — @2p1) = p2dgr + q1dp2 — p1dge — g2dps

w(e, IdLg) = > (Xg,dpi — Xp,dgi)
k



110 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIK

die Komponenten X, = —g2,Xq, = q1,Xg, = 0, Xp, = —p2, X}, = p1, X, =0,

also
IdL3 = QIaqz - Q28q1 +p18q2 - p2aq1 .

Offensichtlich erzeugt IdLs die durch

(91,42,93;P1,P2,p3) © 9% = (g1 cosd — go sin b, g1 sin d + g2 cos ¢, g3;

P1 €OS P — P2 sin @, p sin ¢ + pa cos P, p3)

definierte Einparametergruppe von Drehungen um die 3—Achse. Deshalb lautet das
Noether-Theorem in diesem Fall folgendermaflen: sind die Drehungen um die 3-
Achse eine Einparametergruppe von Symmetrie-Transformationen, so ist die 3—
Komponente des Drehimpulses erhalten: Ls = const, und umgekehrt.

Nachtrag zur Sprechweise: Ist ¢ : M x R — M, (z,s) — ¢s(z) der Fluf eines
Vektorfeldes X, so sagen wir auch, dafl X die Einparametergruppe (¢s)scr erzeugt.

4.8 Die Poisson—Klammer

DEFINITION 4.12 Die Poisson—Klammer {F, H} zweier differenzierbarer Funktio-
nen F und H auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w) ist die Ableitung
von F in Richtung des Flusses ¢™ des Hamiltonschen Vektorfeldes IdH :

— d H
{F,H}:= 2 F o¢] t

=0
Die Poisson—Klammer zweier differenzierbarer Funktionen auf M ist also wieder

eine Funktion auf M.

KOROLLAR 1 Eine differenzierbare Funktion F : M — R ist genau dann ein erstes
Integral des Hamiltonschen Systems (M,w, H), wenn ihre Poisson—Klammer mit H

verschwindet: {F,H} = 0.

KOROLLAR 2 Nach Satz 4.11 ist die Poisson-Klammer schiefsymmetrisch:
{fag} = _{gaf}'

KOROLLAR 3 Nach Gleichung (4.13) konnen wir schreiben:

{f, 9} = w(ldg, Idf).
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4.8.1 Koordinatendarstellung der Poisson—Klammer

Sei w in lokalen Koordinaten z?, ... , 22 dargestellt durch w = % Zi,j wijda;i Adzd,
und sei X, := Idg =: Efil X70;. Dann folgt aus w(e, Xy) = dg = ¥,(dg/0z")dz"*
die Beziehung 3, . dz*w;; X = 3, dz’ 9g/dx*, also ) w;; X] = 8g/dz*. Inversion
dieser linearen Gleichung liefert X g =3, w'" 9g/zt, wobei die Koeffizienten w’’
durch die Gleichung . wiwy, = 6{; bestimmt werden oder, anders ausgedriickt,

(w?) ist die zu (w;;) inverse Matrix. Damit erhalten wir:

{g,h} w(Idh, Idg)

.. Oh . 0g dg ;. Oh
§ : § : ik l _ i
i ( = 33”“) (Z, < axl> =2 5 g 1Y)
1,] 2,7

SATZ 4.12 Ist die symplektische Struktur w beziiglich eines Satzes von Koordina-

tenfunktionen qi,... ,qf;p1,-.. ,pf in Normalform, w =Y, dpy A dgy, so gilt:

=3 (Zoon_ oo on)

= \Oq, Opr  Opi Oqr

und speziell

H{aep} =0us {aa} =0={pem}| (kI=1,....).

0 | 1

Beweis: Beniitze Gleichung (4.14) und (w%) = 1 0
T

KOROLLAR 4.12.1 Die kanonischen Bewegungsgleichungen lassen sich jetzt folgen-

dermajfSen aufschreiben:
qk:{qkaH}a pk:{pkaH} (k:]-aaf)

Beispiel: Fiir ein System mit zwei Freiheitsgraden, (M,w) = (R? x R?,dp; Adg; +
dps A dga), sei L := qips — gap1 der Drehimpuls bzgl. des Ursprungs und ¢ :=
arctan (q1/q2) ein (lokal definierter) Winkel in der Ortsebene. Dann liefert eine
leichte Rechnung:

2
06 0L  0¢ 8L>
L) = 99 0x 90 9H) 4
(oL} ;(3% Opr  Opr, Ogy

Das ist das erwartete Ergebnis, denn der symplektische Gradient IdL einer Kom-
ponente L des Drehimpulses erzeugt bekanntlich Drehungen um die entsprechende

Achse.
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4.8.2 'Woher kommt die symplektische Struktur?

In der in Abschnitt 4.4 gegebenen allgemeinen Definition Hamiltonscher Systeme
ist die symplektische Struktur w Teil der Axiomatik. Dieser Umstand provoziert
die Frage, ob sich w aus irgendeinem konstruktiven Prinzip ergibt oder schlechter-
dings “vom Himmel” fillt. Fiir Lagrange-Systeme ist die Antwort klar. In diesem
Fall haben wir einen Ortsraum mit Koordinatenfunktionen ¢y, ..., gf, eine Lagrange-
Funktion L(g,q) und kanonische Impulse py = 0L/d¢s. Die symplektische Struktur
ist hier immer w = Z£:1 dpr A dgi, und man zeigt leicht, dafl sie nicht von der
Koordinatenwahl abhéngt.

Anders verhiilt es sich fiir Hamiltonsche Systeme wie den klassischen Spin, die keine
Lagrange-Funktion besitzen. In diesem Fall existiert auf die Frage nach der Herkunft
der symplektischen Struktur im Rahmen der klassischen Mechanik keine Antwort
(jedenfalls ist dem Autor keine bekannt). Ahnlich wie beim Hamiltonschen Prinzip
der kleinsten Wirkung erschlieflen sich Ursprung und tiefere Bedeutung der sym-
plektischen Struktur erst im Rahmen der Quantenmechanik, wie folgt.
Grundlegend fiir die Hamiltonsche Mechanik ist der Phasenraum M. Physikalische
Observable wie Ort, Impuls, Drehimpuls, Energie usw. sind Funktionen auf dem
Phasenraum, f : M — R. Solche Funktionen bilden eine Algebra, d.h. sie kénnen
linear kombiniert und multipliziert werden, (af + 8g)(z) := af(z) + Bg(z) und
(f - 9)(z) := f(z)g(z). Das Produkt ist kommutativ, f - g = g - f. Die Observablen
der klassischen Mechanik bilden also eine kommutative Algebra.

In diesem algebraischen Zugang gelangt man zur Quantenmechanik, indem man
die Algebra der Observablen nichtkommutativ macht: das kommutative Produkt
f-g9=g- f wird durch ein nichtkommutatives Produkt f * g # g x f ersetzt. Das
Korrespondenzprinzip verlangt, dal die Quantenmechanik fiir # — 0 (Plancksche
Konstante gegen Null) in die klassische Mechanik iibergeht. Dementsprechend be-
sitzt das quantenmechanische *-Produkt eine Entwicklung nach Potenzen von A,
deren nullter Term das kommutative Produkt ist: fxg = f-g+ O(h). Die fiihrende

nichtkommutative Korrektur wird durch die Poisson-Klammer bestimmt:
ik 9
frg=f-g9+5{f 03 +0[),

wobei i = 4/—1 die imaginére Einheit ist. Hiermit 148t sich die Poisson-Klammer

durch einen Grenziibergang formal isolieren:
{f,9} = lim (ir) " (Fxg—gxf) .
—0

Wie wir wissen, hiingt die Poisson-Klammer mit der symplektischen Struktur durch
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w(Idf,Idg) = {g, f} zusammen. Wird die klassische Mechanik also als Grenzfall
der Quantenmechanik gesehen, dann fillt die symplektische Struktur eines Hamil-
tonschen Systems nicht vom Himmel, sondern ist in der nichtkommutativen Algebra
der quantenmechanischen Observablen kodiert. Fiir den Fall des klassischen Spins

folgt die symplektische Struktur letztlich aus der Quanten-Algebra des Spins.

4.9 Liouvillescher Satz

Wir betrachten eine symplektische Mannigfaltigkeit (M, w) der Dimension 2f und

definieren die Volumenform € durch

1
Q= —wAWA...\Nw.

f Faktoren
Ist w in lokalen Koordinaten durch w = Z£:1 dpr A dgr gegeben, so zeigt man
leicht, daB gilt:

Q =dpi Adgy Adpa Adga A ... Adpy Adgy.

Eine direkte Konsequenz von Definition 4.8 und Satz 4.10 ist

SATZ 4.13 (L1O0UVILLE) Ein Hamiltonscher Fluf ¢ ist volumenerhaltend, d.h. mit
vol (¢ (4)) := f¢t(A) Q gilt vol (¢:(A)) = vol(A) = const fiir jedes (meffbare) Gebiet
ACM.

Beweis: Wir beniitzen den Transformationssatz f(bt(A) Q = [, ¢;Q. Da das Zuriick-

ziehen von Formen mit dem &ufleren Produkt vertauscht, gilt mit Satz 4.10:

1 (4.10) l

QSZQ:F(]S:w/\.../\qS;‘w = f'w/\.../\w:Q,

woraus folgt:

vol (¢:(4)) = /QS:Q = /Q = vol (A) = const.
A A

Bemerkungen:
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(i) Der Transformationssatz [, ()= [ 4 ¥*Qist die multidimensionale Verallge-
meinerung der Substitutionsregel fiir Integrale von Funktionen einer Verénder-
lichen:

¥(b) b
fwdy = [ £(0(@)¥ (@) da. (415)

¥(a) a
Setzen wir A := [a,b], ¥(A) = [¢¥(a),¥(b)], und erkliren die 1-Form « :
¥(A) - L(R,R) durch ap := f(p)(dy), , so nimmt (4.15) folgende Gestalt

/a:A/dJ*a.

¥(4)

an:

(ii) Wir werden spéter sehen, daf§ der Liouvillesche Satz auch fiir nichtautonome

Hamiltonsche Systeme gilt.

(iii) Man nennt  eine Integralinvariante. Neben () existiert eine ganze Serie wei-
terer Integralinvarianten (Poincaré), nimlich: w, wAw, ... ,w"* = WAWA. .. Aw
(k Faktoren), ... ,Q = w"f. Die Aussage lautet: Ist A ein 2k—dimensionales

Flichenstiick auf M und ¢:(A) sein Bild unter ¢, so gilt fdu(A) w*F = const.

In den n#chsten Unterabschnitten diskutieren wir zwei Anwendungen des Liouvil-

leschen Satzes.

4.9.1 Poincaréscher Wiederkehrsatz

SATZ 4.14 (“POINCARESCHER WIEDERKEHRSATZ”) Sei M ein Gebiet endlichen
Volumens in einem metrischen Raum, und sei g : M — M eine volumenerhal-
tende, kontinuierliche und bijektive Abbildung. Dann gibt es in jeder Umgebung N
eines beliebigen Punktes von M einen Punkt © € N, der nach N zurickkehrt, d.h.

dneN: g"(z) € N.

Beweis: Betrachte die Bilder von N unter wiederholter Anwendung der Abbildung;:
N, g(N), g*(N),... ,g"(N), usw. Da g volumenerhaltend ist, haben alle Bilder das-

selbe Volumen. Es muf} daher gelten:
g"(N)Ng'(N) #0

fiir ein Paar von positiven ganzen Zahlen k # [. Wére némlich das Gegenteil der
Fall, wire also der Durchschnitt aller Bildgebiete leer, dann miiite M unendliches

Volumen haben, was im Widerspruch zur Voraussetzung stiinde. O.B.d.A. sei k > [.
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Es folgt dann ¢g*~!(N) NN # (). Wir wihlen irgendeinen Punkt = dieses nichtleeren
Durchschnitts und setzen y = g*~!(z). Dann ist £ € N und ¢"(z) € N (mit n =
k—1). m

Anwendung: Sei (M C R",w, H) ein autonomes Hamiltonsches System, und seien

Ey, E; zwei Energien, so daf die Energieschale
PEO,E1 = {x S M|E0 < H(a:) < El}

beschrankt ist. Den Phasenflufl des Systems fiir eine Zeitdauer ¢t = T bezeichnen
wir mit g := ¢7. Da g nach dem Liouvilleschen Satz das Phasenvolumen erhilt, ist
der Poincarésche Wiederkehrsatz anwendbar. Er fiihrt zu der Schlufifolgerung, dafl
jeder Punkt von I'g, g, unter dem Flufl des Hamiltonschen Systems in eine beliebig
kleine Umgebung seiner selbst zuriickkehrt.

Diese Aussage scheint folgende paradoxe Konsequenz zu haben: 6ffnet man eine
Trennwand, die eine Kammer mit Gasteilchen von einer Vakuumkammer separiert,
dann werden die Gasteilchen sich nach einer Weile alle wieder in der ersten Kammer

versammeln.

Die Gasmolekiile kehren in die erste Kammer zuriick.

Die Auflésung des Paradoxons liegt in der Tatsache, dafl “eine Weile” linger als das

Alter des Universums sein kann.

4.9.2 Beschleunigerphysik

In einem Zirkularbeschleuniger (Synchotron) werden geladene Teilchen durch ma-
gnetische Kréfte auf einer Kreisbahn gehalten und durch elektrische Kréfte beschleu-
nigt. Wir beschreiben einen solchen Beschleuniger in verniinftiger Ndherung als
nichtautonomes Hamiltonschen System mit Phasenraum (M,w) = (S* xR, dpy Adg)
und Hamilton—-Funktion H (¢, py,t) = H(¢+2m, pg,t). Ein “Injektor” speist den Be-
schleuniger mit Teilchen in einem gewissen Orts—und Impulsbereich. Die Unschérfen
seien mit A¢ und Apy bezeichnet. In schwierigen Hochenergie-Experimenten mit
geringen Ereignisraten (z.B. Produktion der W— und Z-Eichbosonen im Proton—
Antiproton—Collider am CERN) ist es fiir den Erfolg des Experiments wesentlich,
diese Unschirfen wihrend (oder nach) dem Beschleunigungsvorgang zu reduzieren,
um die Teilchendichte im Phasenraum zu erh6hen. Dies kann aber nicht so ohne

weiteres gelingen, denn nach Liouville ist das von den Anfangsbedingungen der
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zu beschleunigenden Teilchen ausgefiillte Phasenraumvolumen unabhéngig von der

Zeit durch A¢ - Ap, gegeben.

R

Der Liouvillesche Satz ist
ein Argernis fur die
Beschleunigerphysik.

In modernen Beschleunigern “iiberlistet” man den Liouvilleschen Satz durch soge-
nannte “Elektronen-Kiihlung” oder “stochastische” Kiihlung (Physiknobelpreis fiir

S. van der Meer, 1984).

4.10 Die Integralinvariante von Poincaré—Cartan

In den Abschnitten 4.4 bis 4.9 wurde die Hamiltonsche Mechanik autonomer Syste-
me in koordinatenfreier Weise entwickelt, wobei die Hauptrolle von der symplekti-
schen Struktur des Phasenraums gespielt wurde. Im nun folgenden Abschnitt halten
wir uns an das Buch von Arnold (Seiten 233ff) und ziehen die kanonische Mechanik
noch einmal von einem anderen Standpunkt auf. Dieser neue Zugang eignet sich be-
sonders gut fiir die Behandlung nichtautonomer Systeme. Dabei wird an die Stelle
der symplektischen Struktur des Phasenraums eine gewisse nichtsingulire 2—-Form
im erweiterten Phasenraum treten. Das Material in diesem Abschnitt ist von dem
Vorhergehenden vollig unabhéngig.

Eine geschlossene 2-Form 148t sich nach Poincaré lokal immer als die Cartansche Ab-
leitung einer 1-Form schreiben. Wir wollen uns ab jetzt auf Systeme beschrinken,
wo die symplektische Struktur w nicht nur geschlossen, sondern auch exakt ist,
d.h. w = da und « sei global definiert. Desweiteren seien ab jetzt immer Phasen-
raumkoordinaten (g1,...,q¢;p1,... ,py) vorausgesetzt, so daff w in Normalform ist:
w = Y, dpi A dgg. Ist p; der kanonische Impuls zur verallgemeinerten Ortskoordi-
nate gy, so heiflt (gg, pr) auch ein kanonisches Paar.

Wegen dod = 0 wird die 1-Form o« durch w = da nur bis auf die Addition des totalen
Differentials einer Funktion festgelegt. Wir wihlen a = )~ prdgy. Im iibernéchsten



4.10. DIE INTEGRALINVARIANTE VON POINCARE-CARTAN 117

Teilabschnitt 4.10.2 werden wir zum erweiterten Phasenraum M x R iibergehen
und dort die 1-Form n := a — Hdt (mit H der Hamilton—Funktion) untersuchen.
Teilabschnitt 4.10.1 hat eine vorbereitende Funktion.

4.10.1 Das Stokessche Lemma

DEFINITION 4.13 Sei A € Alt>(R*/*'). Ein Vektor v # 0 mit der Eigenschaft
A(u,v) = 0 fiir alle u € R*+1 heifit ein Nullvektor von A.

Hilfsatz: Sei O : M x R — Alt>(R?/*!), a — Q, eine 2-Form. Dann existiert fiir
jeden Punkt a € M x R ein Nullvektor von €2,.

Beweis: Sei a € M x R; e1,... ,exp41 eine Basis von R*/*! und A = (4y) die
Matrix von Q,: A = Qu(ex,er) (k, 1 = 1,...,2f +1). A ist schiefsymmetrisch:
AT = — A. Hiermit folgt

det A = det AT = det (—A4) = (—1)>/T1det A = —det 4,

und somit det A = 0. Also hat A einen Eigenvektor zum Eigenwert Null. Dieser
entspricht dem Nullvektor von (Q,, dessen Existenz zu zeigen war.
Es ist klar, daf3 die Nullvektoren einer alternierenden 2-linearen Form einen linearen

Raum bilden.

DEFINITION 4.14 Sei Q wie im Hilfsatz. Dann heifft Q nichtsinguldr, wenn der

Raum der Nullvektoren von Q, fir alle a € M X R eindimensional ist.

Bemerkung: Allgemeiner spricht man von einer nichtsinguléren 2—Form, wenn der
Raum ihrer Nullvektoren die kleinstmogliche Dimension hat. Fiir eine 2—Form im
erweiterten Phasenraum ist die Dimension des Nullraums mindestens gleich Eins;
siehe Hilfsatz.

Sei nun 7 eine 1-Form: M x R — L(R2/+1 R), deren Cartansche Ableitung Q = dn
nichtsingulér ist. Dann wird durch 7 jedem Punkt a € M X R in eindeutiger Weise
eine “Nullrichtung” zugeordnet, ndmlich der eindimensionale Raum von Nullvek-
toren von Q, = (dn),. Die Integralkurven dieses Feldes von Nullrichtungen heiflen
Wirbellinien von 7. (Zur Bestimmung der Integralkurven wiihlt man irgendein
nichtsingulires differenzierbares Vektorfeld, das dem Feld von Nullrichtungen iiber-
all parallel ist, und 16st das zugehorige dynamische System. Es ist nicht schwer
zu sehen, dafl die resultierenden Integralkurven von der Wahl des Vektorfelds un-
abhéngig sind.)

Beispiel: Zur besseren Erlduterung des Begriffs der Wirbellinien betrachten wir

den Spezialfall M x R = R® und fiihren auf R® eine Euklidische Struktur ein: ein
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Skalarprodukt (e, e) und ein Vektorprodukt x. Uber die Forderung 7, = (e, A(a))
fiir alle @ € R® wird dann der 1-Form 7 ein Vektorfeld A : a ~ A(a) zugewiesen.
Analog wird der 2-Form Q durch die Forderung Q,(u,v) = (B(a),u x v) fiir alle
a € R? ein Vektorfeld B zugeordnet. Der Zusammenhang w = dn geht unter dieser
Zuordnung in B = rot A iiber; B ist also das Wirbelfeld von A. Die Wirbellinien von
A (oder 1) sind in diesem Fall nichts anderes als die “Flufilinien” von B. Beachte al-
lerdings, dafl das Vektorfeld B nicht invariant definiert ist: bei seiner Konstruktion
beniitzt man das Skalarprodukt (e, e), und die Léinge seiner Vektoren éndert sich,
wenn das Skalarprodukt gedindert wird. Andererseits hat die Richtung von B(a)
sehr wohl eine invariante Bedeutung: sie ist durch den eindimensionalen Nullraum
von , = (dn), gegeben. (Das Skalarprodukt ist ab sofort wieder abgeschafft.)

Sei v eine geschlossene Kurve in M x R. Die Wirbellinien von 7 durch die Punkte

von « bilden einen Wirbelschlauch.

Wirbelschlauch

SATZ 4.15 (“LEMMA VON STOKES”) Sein: M x R — L(R*/*1,R) eine 1-Form
mit nichtsinguldrer Cartanscher Ableitung dn. Seien weiter v1 und 2 zwei geschlos-

sene Kurven, die denselben Wirbelschlauch von n umlaufen. Dann gilt

[n=[n]
Y1 Y2

Yo

Y1

Beweis: Sei o das von 7y, und ; berandete Flichenstiick auf dem Wirbelschlauch
durch 71,72. In Formeln: 45 — y; = do = Rand (o). Dann folgt mit dem Allgemei-
nen Stokesschen Satz: fw n — fw n = [, dn. Die rechte Seite verschwindet, denn
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per Definition der Wirbellinien ist jeder Tangentenvektor zu einer Wirbellinie ein

Nullvektor von d7.

4.10.2 Kanonische Gleichungen

Alle grundlegenden Sitze der Hamiltonschen Mechanik lassen sich aus dem Lemma
von Stokes direkt herleiten. Seien dazu H die Hamilton-Funktion und g, ... ,qf,p1,

., Df,t ein Satz von Koordinaten auf dem erweiterten Phasenraum M x RR.

SATZ 4.16 Die Wirbellinien der 1-Form n = E£:1 prdgr — Hdt auf dem erweiter-
ten Phasenraum haben eine Eins—zu—FEins—Projektion auf die Zeitachse t; d.h. sie
sind durch eindeutige Funktionen t — (qi(t),...,qr(t),p1(t),...,ps(t)) gegeben.

Diese Funktionen geniigen den kanonischen Gleichungen

0H 0H
qk O Pk £y ( f) ( )

AP

q //:%
Wirbellinien von

pdg-Hdt

t

Beweis: Sei Xy = IdH = Z£:1 ((0H/Opy)0q, — (0H/0q1)0p, ) der symplektische
Gradient von H bzgl. w = Z£:1 dpi A dgy. Das um den Basisvektor in Zeitrichtung
erginzte Vektorfeld X = Xy + 0; ist ein Nullvektorfeld von dn:

dn(e,X) = (w—dH Adt)(e,0; + Xg)

— (dH A dt) (e,8;) + w(e, X&) + dH(Xg) dt = w(Xpr, Xzr)dt =0 .

Das dynamische System zu X = 9; + Xy lautet explizit:

dt_1 %_BH %_ O0H

E_ ) ds_a—pk’ ds__a_qk (k:]-af)

Die erste Gleichung (dt/ds = 1 > 0) bedeutet, daf} die Zeit ¢ lings einer Integral-
kurve mit dem Kurvenparameter s monoton zunimmt und somit die Projektion auf
die Zeitachse eins-zu-eins ist. Offensichtlich ergibt Elimination von s zugunsten von

t die kanonischen Gleichungen.
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KOROLLAR 4.16.1 Es seien zwei geschlossene Kurven y1 und 72 gegeben, die den-

selben Schlauch von Integralkurven von (4.16) umschlieffen. Dann gilt mit pdq =
Z£:1 prdgy:

/(pdq—Hdt) = /(pdq—Hdt).

Y1 72

Beweis: Nach Satz 4.16 fallen die Integralkurven von (4.16) mit den Wirbellinien
von pdq — Hdt zusammen. Die Behauptung folgt dann sofort aus dem Lemma von
Stokes.

Die 1-Form pdq — Hdt heifit die Integralinvariante von Poincaré—Cartan.

KOROLLAR 4.16.2 Sei¢p: M x Rx R — M, (z,t1,t2) > Prt, (x), der Phasenfluf
eines nichtautonomen Hamiltonschen Systems mit f Freiheitsgraden. Dann gilt fir

jede geschlossene Kurve vy, die ganz in der Fliche t = t; = const liegt:

/ pdq:/pdq-

¢l2l1 (7) Y

Beweis: Die Behauptung folgt aus dem Lemma von Stokes in Kombination mit der

Tatsache, dafl ¢y,s, (7) ganz in der Ebene ¢ = t5 = const liegt.

KOROLLAR 4.16.3 Sei 0 C M ein zweidimensionales Flichenstiick. Dann gilt fiir

w = dpr A dgy:
[ o)

Btaty (o) g

Beweis: Beniitze Korollar 4.16.2 und den Allgemeinen Stokesschen Satz.

KOROLLAR 4.16.4
¢)tk2t1w =w, ¢:2t1 (w A UJ) =wAw ) usw. ¢:2t1 (w/\f) = w/\f .

Beweis: Die erste Gleichung folgt aus Korollar 4.16.3 zusammen mit dem Transfor-
mationssatz und der Beliebigkeit von o. Die zweite und alle weiteren Gleichungen
(fiir f > 2) folgen dann aus der Vertauschbarkeit des dufieren Produkts mit dem

Zuriickholen von Formen.

KOROLLAR 4.16.5 Der Liouvillesche Satz gilt auch fiir nichtautonome Hamilton-

sche Systeme.

Beweis: fd’tzu(A) wh = fA Ptaty (wAf) = fA wh.
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4.10.3 Koordinatenwechsel in den kanonischen Gleichungen

Der einfacheren Notation halber setzen wir in diesem Teilabschnitt f = 1. Die unten
hergeleiteten Aussagen iibertragen sich aber in trivialer Manier auf den Fall beliebig
vieler Freiheitsgrade.

Der Zusammenhang zwischen einer vorgegebenen 1-Form 7 = pdg — Hdt und ihren
Wirbellinien hat eine invariante Bedeutung: sowohl die Cartansche Ableitung d wie
auch der Nullraum von (dn), ist koordinatenfrei definiert. Dies gestattet uns, die
kanonischen Gleichungen (4.16) in ein neues System von Koordinaten (Q, P,T') zu

iibertragen.

SaTz 4.17 Sei(q,p) ein kanonisches Paar und (q,p,t) ein Satz von Koordinaten auf
dem erweiterten Phasenraum R3. Seien auflerdem ein zweiter Satz von Koordinaten
(Q,P,T) und zwei Funktionen K,S : R® — R gegeben, so daf gilt pdq — Hdt =
PdQ — KdT +dS. Dann werden die Integralkurven von (4.16) in den Koordinaten
(Q, P,T) durch die Integralkurven der kanonischen Gleichungen

dQ 0K dP 0K

ar ~ 9P’ dT ~ 9Q (4.17)

dargestellt.

Beweis: Wegen ddS = 0 sind die Wirbellinien von PdQ — KdT mit jenen von
pdq — Hdt identisch. Nach Satz 4.16 sind diesen Wirbellinien eindeutige Funktionen
T — (Q(T), P(T)) zugeordnet, die den kanonischen Gleichungen (4.17) geniigen.

SATZ 4.18 Gegeben seien fiir M C R? eine kanonische Transformation v : M — M
und zwei Sdtze von Koordinatenfunktionen q,p und Q, P, die durch Q = qo, P =
p o ¢ miteinander verkniipft sind. Dann ezistiert eine Funktion S : M — R, so daf§

gilt:
pdg = PdQ@ +dS.

Beweis: Sei 0 C M ein Flichenstiick mit Rand v = do. Dann gilt:

/pdq (Stges) /dp/\dq (¥ kargnisch) /1/1*(dp/\dq) _ /dP/\dQ (Stges) /PdQ
¥ o o o Y

Das Integral fv(pdq — PdQ) verschwindet also fiir alle geschlossenen Kurven 7.
Daher ist das Kurvenintegral von pdg — Pd@ wegunabhingig, und durch

a

S(a) = / (pdq — PAQ)

ao
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a

a y=0 o
wird eine Funktion S : M — R definiert. Diese Funktion erfiillt die Gleichung
dS = pdg — PdQ.

KOROLLAR 4.18.1 In den neuen Koordinaten @, P haben die kanonischen Glei-
chungen (4.16) die kanonische Form Q= 0K /0P, P= —0K/0Q mit ungeinderter
Hamilton-Funktion K = H.

Beweis: Nach Satz 4.18 existiert eine Funktion $ : M x R — R, (a,t) — S(a), so

daf im erweiterten Phasenraum gilt
pdg — Hdt = PdQ — Hdt +dS.

Nach Satz 4.17 folgt dann, daf sich die kanonischen Gleichungen (4.16) in

dQ 0H dP _ 0H

dt — 0P’ dt ~  9Q

umrechnen.

4.10.4 Reduktion der Ordnung fiir autonome Systeme

Hier sei nun ein System mit f Freiheitsgraden gegeben, dessen Hamilton-Funktion
H=H (q, p) nicht explizit von der Zeit abhiingt. Dann ist die Energie des Systems
erhalten: H (y(t)) = const fiir jede Integralkurve v : ¢ — (t). Es wird sich heraus-
stellen, da} man mit Hilfe des Energiesatzes die Dimension 2f + 1 des erweiterten
Phasenraumes um zwei Einheiten erniedrigen kann. Dadurch wird das Problem auf
die Losung von kanonischen Gleichungen in einem (2f — 1)-dimensionalen Raum
zuriickgefiihrt.

Wir nehmen an, daf§ die Gleichung

h:g(QIa ydfsP1y-- - apf)
in einem geeigneten Teilgebiet des Phasenraumes nach p; aufgelost werden kann:

b1 :k(QaPaT’h)a
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wobei Q = (g2, .- ,qs), P = (p2,... ,ps) und T = —g;. Mit pdq = 31_, prdgy, PdQ =
Z£:2 prdgr und K = K(Q,P,T; h) gilt

pdq = PdQ — KdT'.

Sei nun v eine Integralkurve der kanonischen Gleichungen

0H oH
=y pr=—a, d=1 (k=1,...,f), 4.18
o Opr b Oqr, ( f ( )

welche in der 2f-dimensionalen Fliche H = h im R*/*! liegt. Dann ist v eine
Wirbellinie der 1-Form pdq — Hdt. Wir projezieren den erweiterten Phasenraum
R2/*! mit Koordinatenfunktionen (q, p,t) auf den Phasenraum mit Koordinaten-
funktionen (q,p). Die Fliche H = h wird hierbei auf die (2f — 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit

M2/ — {a e R¥ ‘H(a) - h}

projeziert, und v wird auf eine Kurve 4 abgebildet.

Py
MZf-l

vy = o/yjH

q

=h

Die Funktionen (Q,P,T) sind ein Satz (lokaler) Koordinaten auf M2/,
Hilfsatz: 7 ist eine Wirbellinie der 1-Form PdQ — KdT auf M2/~!,

Beweis: Sei a € M?/~1. Wegen der Zeittranslationsinvarianz autonomer Systeme
diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, da8 v den reduzierten Phasenraum M2/~ im Punkt
a schneidet. Sei v () ein Tangentenvektor von 7 (5) im Punkt a. Dann gilt v =

7 + se; (s € R), und aus
0= (w—dHAdt), (e,v)

folgt mit wey(e,er) = (dH)y(e:) = 0, (dt)a(er) = 1, (dH)o(7) = (dt),(7) = 0 die
Gleichung

0 =ws(e,v) —s(dH), -

Sei nun @ irgendein zweiter Tangentenvektor von M2/~! im Punkt a. Dann gilt

(dH), (@) = 0, und wir erhalten

0 = wy(a@, ).
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Folglich ist ¥ ist eine Wirbellinie der 1-Form pdq = PdQ — KdT', wie behauptet.

SaTz 4.19 Die Phasenbahnen der kanonischen Gleichungen (4.18) auf der Ener-

giefliche H = h geniigen den kanonischen Gleichungen

dqi o _6K dpi o +6K
dpg  Opi’ da Og

(i=2,....f), (4.19)

wobei die Funktion K = K(q1,qz, - - - 2 4fsD2, .- ,pf;h) durch die Gleichung

H(qi,...,q5, K,p2,... ,ps) = h bestimmt ist.

Beweis: Da nach obigem Hilfsatz jede Phasenbahn 4 eine Wirbellinie von PdQ —
KdT ist, gelten ldangs 7 die kanonischen Gleichungen

dQ;, 8K dPi 0K

dT ~— 8P,° dT ~ 08Q;’

siche Satz 4.16. Mit den Identifikationen Q; = ¢;, P; = p; (1 = 2,...,f) und
—T = q folgt die Behauptung des Satzes.
Bemerkung: Das System (4.19) ist im allgemeinen nichtautonom, da K = K (q1,...)

explizit von ¢; abhingt.

4.10.5 Erzeugende Funktionen

Wir kehren zum einfachen Fall f = 1, M = R? zuriick und betrachten eine kanoni-
sche Transformation 9 : R2 — R2. Wie in den Voraussetzungen zu Satz 4.18 setzen
wir Q = go und P = pot. Aus Satz 4.18 folgt dann die Existenz einer Funktion
S : R? — R mit der Eigenschaft

dS =pdqg — PdQ. (4.20)

DEFINITION 4.15 Wir nennen eine kanonische Transformation 1 : R? — R? vom

Typ 1 (vom Typ 2), wenn q und gotp (pot)) einen Satz unabhingiger Koordinaten
bilden.

Sei nun ¢ vom Typ 1. Dann 148t sich eine Funktion S; (g, Q) : R?* — R finden, so daf
S = S1(q, Q). Aus der linearen Unabhiingigkeit von dg und d@ folgt nach Einsetzen
von dS = %—Slll(q, Q)dg + %—SQl(q, Q@)dQ in (4.20), daB8 S1(g, Q) den Gleichungen

p= aa—?(q,Q) , (4.21a)
p= —Z—%(q,m (4.21b)

geniigt. Diese Schritte lassen sich umkehren und zur Konstruktion von kanonischen

Transformationen beniitzen. Dazu geben wir uns eine zweimal stetig differenzierbare
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Funktion S;(g, Q) vor. Unter der Voraussetzung 8%S;/98g0Q # 0 koénnen wir dann
Gleichung (4.21a) lokal nach Q auflésen und erhalten Q = Q(g, p). Diese Beziehung
setzen wir in Gleichung (4.21b) ein und erhalten P = P(q, p). Per Konstruktion gilt
dann dp A dg = dP A dQ. Die Funktion Si(g, @) heifit eine erzeugende Funktion
vom Typ 1.

Bei weitem nicht alle kanonischen Transformationen sind vom Typ 1. Zum Beispiel
fallen fiir die identische Transformation die Funktionen ¢ und @ zusammen und
sind nicht unabhéngig. Es ist also nicht moglich, die identische Transformation aus
einer erzeugenden Funktion Si(g, @) zu gewinnen. Dies 148t sich jedoch mit Typ 2

bewerkstelligen. Sei jetzt 1 vom Typ 2. Dann setzen wir
S+PQ = 52(an)a

wobei die Funktion S wie zuvor durch dS = pdg — PdQ definiert ist. Wir bilden
das Differential

08,

oS
a—q(q,P)dQ+—

pdg—PdQ =dS = a]j(q,P)dP—PdQ—QdP

und folgern aus der linearen Unabh#ngigkeit von dg und dP die Relationen:

08,

p= 6—q(q, P), (4.22a)
0Ss
Q=5p@P). (4.22b)

Offensichtlich hat die identische Transformation Q = ¢, P = p die erzeugende
Funktion S3(g, P) = ¢P. Auch hier kann man wieder umgekehrt vorgehen. Fiir eine
vorgegebene erzeugende Funktion Ss(g, P) 16st man (4.22a) nach P auf und setzt
das Resultat in (4.22b) ein. Dieses Verfahren werden wir spéiter noch verwenden.

Wir formulieren die Aussage daher als Satz.

SATZ 4.20 1. Sei v : R2 — R? eine kanonische Transformation vom Typ 2, und
sei @ = goy, P = pop. Dann geniigt die durch S>(q(a), P(a)) = Q(a)P(a) +
f:o (pdg — PdQ) (a € R?) definierte Funktion Ss(q, P) den Gleichungen (4.22a,b).
2. Sei umgekehrt eine C?2-Funktion So(q, P) gegeben, und sei ag € R? ein Punkt, in
dem gilt

252 (alao), Plao) #0. (4.23)
Dann bestimmen die Gleichungen (4.22a,b) eine kanonische Transformation vom

Typ 2 in einer Umgebung von ag.

Bemerkungen:
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(i) Da (4.23) die Auflosbarkeit von (4.22a) nur lokal garantiert, konnen wir unter
2. nicht ohne weiteres auf einen globalen Diffeomorphismus ¢ : R2 — R2

(d-h. eine kanonische Transformation im Sinne von Definition 4.8) schlielen.

(ii) Der praktische Gebrauch der erzeugenden Funktion S2(g, P) ist auch des-
halb bequem, weil Gleichungen (4.22a,b) keine Minuszeichen enthalten und
sich leicht merken lassen, indem man sich einprigt, da3 die Identitdt durch

Sa(g, P) = qP erzeugt wird.



Kapitel 5

Stabilitit und Chaos

Als Finale zum Thema der Hamiltonschen Systeme wollen wir nun einige qualitative
Aussagen iiber das Langzeitverhalten von Phasenfliissen erarbeiten. Ausgangspunkt
der Diskussion werden autonome Systeme mit der speziellen Eigenschaft sein, daf}
genauso viele “unabhéngige” Integrale der Bewegung vorliegen wie Freiheitsgrade.
Solche Systeme heiflen integrabel, weil sich die Losung ihrer Bewegungsgleichungen
auf Quadraturen, also auf Berechnung unbestimmter Integrale, zuriickfithren 148t.
Der Verlauf der Phasenbahnen eines integrablen Hamiltonschen Systems ist durch
die Existenz der Bewegungsintegrale stark eingeschrénkt: fiir Systeme mit einem
2 f-dimensionalen Phasenraum erkundet die Bewegung nur Unterrdume der hal-
ben Dimension f. Ist die Bewegung gebunden, so sind die unter dem Phasenfluf}
invarianten Untermannigfaltigkeiten i.a. diffeomorph zu einem Torus T/.

Endziel unserer Betrachtungen ist ein qualitatives Verstdndnis des Schicksals, das
die invarianten Tori unter schwachen Stérungen des integrablen Systems erfahren.
Zwei Fille werden hierbei zu unterscheiden sein. Falls die Frequenzen der quasipe-
riodischen Bewegung auf dem Torus eine gewisse Inkommensurabilitdtsbedingung
erfiillen, greift ein Theorem von Kolmogorov, Arnold und Moser. Es behauptet grob
gesprochen, daf} eine kleine Stérung den Torus lediglich deformiert, seine Invarianz
unter dem gestérten Phasenflufl aber bestehen bleibt. In diesem Fall bleibt die Be-
wegung also quasiperiodisch und somit geordnet.

Stehen die Frequenzen hingegen in einem rationalen Verhéltnis zueinander, wird der
invariante Torus i.a. schon durch eine beliebig kleine Stérung vernichtet. Es treten
hyperbolische Fixpunkte auf, deren stabile und instabile Mannigfaltigkeiten sich
generisch in unendlich vielen Punkten schneiden. In der Nahe der Fixpunkte fiihrt
die Kombination von expandierender und faltender Dynamik zu fortschreitender
Filigranisierung von anfinglich glatten Phasenraumdichten. Tatséchlich erkundet

in diesem Fall eine einzige Phasenbahn die gesamte Energieschale, d.h. den nach

127
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Beriicksichtigung des Energiesatzes verfiigbaren Phasenraum. Eine solche Bewegung
heifit chaotisch. Charakteristisch fiir sie ist, dafl das Langzeitverhalten, obwohl es
im Prinzip vollstindig determiniert ist, in der Praxis nicht im Detail vorhergesagt
werden kann, weil Unsicherheiten oder Unschérfen in den Anfangsbedingungen ex-
ponentiell anwachsen.

Soweit das ehrgeizige Programm dieses Kapitels. Einen bequemen Ausgangspunkt
fiir die storungstheoretische Behandlung schwach nichtintegrabler Systeme bilden
die sogenannten Wirkungs- und Winkelvariablen. Wir beginnen mit ihrer Einfiihrung

im n#chsten Abschnitt.

5.1 Wirkungs— und Winkelvariable

Wir betrachten ein autonomes Hamiltonsches System mit einem Freiheitsgrad (f =
1) und Hamilton-Funktion H. Aus dem Phasenraum eines solchen Systems grei-
fen wir eine (nichtleere) offene Teilmenge M? C R? heraus, welche die folgenden

Eigenschaften besitzt:

(1) Es existieren zwei Energien Epi, und Emax, so daB fiir alle a € M? gilt Epin <
H(a) < Epax-

(2) Fiir jede Energie E €]Emin, Emax| sei der Durchschnitt von M? mit der Ni-

veaukurve zu dieser Energie eine zusammenh#ngende geschlossene Kurve.
(3) dH verschwinde nirgendwo auf M°.

Beispiel: Sei H = % + U(q) mit U wie in der Zeichnung. Dann existieren drei
getrennte Gebiete im Phasenraum, wo sich die Voraussetzungen (1)—(3) erfiillen
lassen: Gebiet 1 (die Separatrix H = Uy und den kritischen Punkt (g;,0) aus-
genommen), Gebiet 2 (die Separatrix H = Up und den kritischen Punkt (g, 0)
ausgenommen), und Gebiet 3 (die Separatrix H = Uy ausgenommen). g

Unter den angegebenen Voraussetzungen an M? suchen wir nun nach einem Paar

von Koordinatenfunktionen (6, I) auf M¢, so daf gilt:
(1) dp A dg = dI A df auf M*.

(2) I ist ein erstes Integral: I = f(H) mit f : |Emin, Pmax| — [Imin, Imax| einer

monotonen Funktion.

(3) #ys, 48 = 2r fiir alle Energie-Niveaukurven Mg in M, d.h. 6 ist ein Winkel.
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()

Wir bezeichnen die Umkehrfunktion von f mit A (f o h = Id). Um die gesuchte
kanonische Transformation ¢, p — 6, I zu finden, lassen wir uns von Satz 4.20 inspi-
rieren und konstruieren eine erzeugende Funktion S (¢,I) vom Typ 2 (den Index 2

lassen wir der Kiirze halber weg):

oS
p= 8_q(q’ I), (5.1a)
dS

Zu Referenzzwecken legen wir irgendein Kurvenstiick p fest (z.B. einen geeigne-
ten Abschnitt der g—Achse), das jede Energie-Niveaukurve in M? in genau einem
Punkt schneidet. Fiir einen vorgegebenen Punkt a € M sei nun Mg die Energie—
Niveaukurve durch a und 7v,,, ein Weg, der von ay = Mg N p langs Mg nach a

fiihrt. Dann wird durch

S(a) = / pdg
Yaga

lokal eine differenzierbare Funktion S : M’ — R definiert. Unter der Annahme, daf
g und die noch zu bestimmende Funktion I als lokale Koordinaten beniitzt werden
kénnen, wird dann durch die Forderung S = S(g, I) lokal eine Funktion S definiert.
Diese Funktion erfiillt Gleichung (5.1a).

Beachte nun, daf§ die Wahl von +,,, nicht eindeutig ist: der Weg 7,,, kann von ag
nach a im Uhrzeigersinn oder im Gegenuhrzeigersinn laufen, und er kann Mg auch
mehrmals umrunden, bevor er am Punkt e haltmacht. Mit v,,, ist auch S(a) als
das Kurvenintegral von pdq lings 7,,, nicht eindeutig definiert. Tatséchlich existiert

neben S eine ganze Schar von erzeugenden Funktionen, die alle dasselbe leisten wie
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S, namlich
S®(q,1) =S(¢, ) +k-T(W(I) (k€Z),

wobei II(E) = fME pdq die von Mg umschlossene Phasenfliche ist. Diese Nichtein-

deutigkeit von S war zu erwarten, denn

&(k) _
0 — oS oS d

7(%1):W(q,f)*‘k'ﬁ(ﬂoh)(f) (5.2)

soll ja ein Winkel sein und Winkel sind nur modulo 27 definiert. Die letzte Feststel-

lung liefert zusammen mit Gleichung (5.2) eine Bedingung, die I festlegt:

%(HOh)(I)f =2r = (IIoh)(I)=2nI+ const.

Wir wahlen 0.B.d.A. const = 0 und haben

I=f(H) = %H(H).

DEFINITION 5.1 Die Wirkungsvariable eines Hamiltonschen Systems mit einem Frei-

heitsgrad ist die Funktion

1
I=_—TI(H)
2

also die Phasenfliche in Einheiten von 2.

Bemerkung: Wir erkennen jetzt den Sinn der Voraussetzungen (2) und (3) an M*:
die Phasenfliche II ist nur fiir geschlossene Energie—Niveaukurven definiert, und
dH # 0 ist fiir dI # 0 notwendig. m

In den Koordinaten 6, I lauten die kanonischen Gleichungen

. OH

; OH

_W—:w(I) und I:W_O'

Thre Integralkurven v(t) sind durch

0(y(t)) = bo +w(lo)t, I(y(t)) =1Io (5.3)
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gegeben.! (5.3) ist eine periodische Bewegung mit Periodendauer T'.

d

Behauptung: |T'(E) = 15

(E) |

Beweis: Aus I = f(H) = ;-II(H) folgt

2

2 ‘ —27ri d
w(f(E)) O0H/dIli=p(m) = dE

f(B) = = 1(B).

T(E) = dE

Interpretation der Winkelvariablen 6:

Der Phasenflul ¢ 148t Mg invariant, und es gilt

¢t+T(E) (a) = ¢:(a)

fiir a € Mpg. Daher wird durch die Forderung

DT (H(a))-0(a)/2n (ME(@@) N p) =a

eine Winkelkoordinate 6 definiert. Diese ist mit dem durch § = g—}é(q, I) erklirten
Winkel identisch, was man anhand der Losung (5.3) der Bewegungsgleichungen
leicht erkennt. In anderen Worten: die Winkelkoordinate @ teilt die Phasenbahn
ME so ein, dafl die Bewegung in gleichen Zeiten gleiche Winkel {iberstreicht.

Beachte: # ist von der Wahl von p abhiingig. Eine Anderung von p entspricht
dem Hinzufiigen einer Funktion der Winkelvariablen: § — 6 + g(I), was dI A df

ungeéndert 1a8t.

5.2 Kanonische Stérungsrechnung

Wir betrachten ein nichtautonomes Hamiltonsches System mit einem Freiheitsgrad.

In Winkel- und Wirkungsvariablen 6, I sei die Hamilton—Funktion H durch
H = Ho(I)+eHy(0,1,t) (5.4)

gegeben, wobei ¢ ein dimensionsloser Parameter ist.

Beispiele:

(i) harmonischer Oszillator mit variabler Frequenz (das in Abschnitt 2.6 disku-
tierte System):

H= P TR0, w0 = (1+ £ 1),

LHier ist eine gute Gelegenheit, eine WARNUNG unterzubringen: meistens fassen wir Koordi-
naten wie 0, I oder ¢, p als Abbildungen des Phasenraumes in die reellen Zahlen auf. Wir verfolgen
diesen Standpunkt aber nicht konsequent, sondern schreiben haufig kurz g(t) fiir g(v(t)), 6(t) fiir

6(y(t)) usw.!
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Wir definieren 0,1 als die Winkel- und Wirkungsvariablen des autonomen
Systems fiir ¢ = 0, also des harmonischen Oszillators mit konstanter Frequenz
wp. Wéhlen wir # = 0 auf der negativen g—Achse, so liefert vorschriftsmifige

Konstruktion die Transformationsgleichungen

of \1/2
qg=— (—) cosf, p= (2Imw0)1/2 sinf.
mwo

In den Koordinaten #, I wird die Hamilton—Funktion dann durch (5.4) ausge-
driickt mit

Ho(I) =wol, H(0,1,t) = f(t)wolcos’h.

(ii) Kernspinresonanz. Die Hamilton—Funktion des klassischen Spins im Magnet-
feld ist H = —u (o, B). Im Unterschied zu Abschnitt 4.4.1 fassen wir o hier
nicht als Einheitsvektor auf, sondern als Drehimpulsvektor der Lénge |o]| = S.
p hat dann die physikalische Dimension von Ladung/Masse, und die sym-
plektische Struktur des Spin-Systems ist w = —S !4, wobei A die Flichen-
form auf der Sphére |o| = S bezeichnet. Durch oy = Ssinacosf, oy =
Ssinasinf, o3 = S cosa werden auf dieser Sphére ein Polarwinkel o und ein
Azimuthwinkel 8 eingefiihrt. In solchen Koordinaten hat die symplektische
Struktur die Gestalt w = —Ssinada A d3. Wir betrachten jetzt den Fall ei-
nes zeitabhéingigen Magnetfeldes B(t) = By (es+¢ cos (Qt) e1). Wie in Beispiel
(i) definieren wir €, I anhand des autonomen Systems & = 0, und zwar durch
I := S(1—cosa) (Wirkungsvariable) und 6 := —3 (Winkelvariable). Der Aus-
druck w = —Ssinada A dB = dI A df zeigt, daBl (6, I) ein kanonisches Paar
bilden. Auch hier hat die Hamilton-Funktion wieder die Form (5.4), wobei

mit der Larmor-Frequenz wy, = uBy jetzt gilt:
Ho(I) =wr(I=S) und Hy(8,1,t) = —wr\/I(2S — I)cos(Qt) cosb.

Die Bewegungsgleichungen eines Hamiltonschen Systems mit der Hamilton-Funktion

(5.4),

_ 0H, OH,

0= W(I) +8W(0a1at) ,
. OH,
I = —8w(0,1,t),

sind im allgemeinen, d.h. wenn sich kein Bewegungsintegral finden l48t, nicht ex-
akt losbar. Die Situation ist jedoch etwas besser fiir ¢ < 1. In diesem Fall kann

man nimlich das 16sbare Problem fiir ¢ = 0 zum Ausgangspunkt nehmen und den
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Versuch machen, das “gestorte” Problem fiir € # 0 durch Entwickeln nach Poten-
zen von € zu behandeln. Eine Strategie dieser Art wird in der Physik sehr hiufig
benutzt und heifit Storungsrechnung. Im folgenden beschreiben wir die Idee der
Stoérungsrechnung in der kanonischen Mechanik.

Offensichtlich ist es ein erstrebenswertes Ziel, die Hamilton—Funktion H durch ei-
ne kanonische Transformation von #,I zu neuen Koordinaten ¢,J in die Form
K = Ko(J) zu bringen. Gelingt dies némlich, so ist J = —9K/8p = 0, und die
Bewegungsgleichungen lassen sich mit Hilfe des Bewegungsintegrals J(t) = const
l6sen. Zur Konstruktion von ¢, J bedienen wir uns einer erzeugenden Funktion S

vom Typ 2, die wir als Potenzreihe in ¢ ansetzen:
S =0J+¢eS1(0,J,t) +e>Ss(6, J,t) +--- . (5.5)

Es gelten dann die Relationen

05 0S1 2
I—%—J‘Ffao (0aJat)+0(5)a (563.)
05 0S1 2
p=27=0+e52(0,7,t) + 0(). (5.6b)

Fiir den Zweck spéterer Verwendung halten wir fest
I-J~0(E), ¢—0~0(). (5.7)
Die transformierte Hamilton—Funktion K bestimmen wir iiber die Forderung
n=1d0 — Hdt = Jdy — Kdt + d(S — ¢J),

woraus mit den Gleichungen I = 85/06, ¢ = 0S/0J und

oS oS oS
dS = %dﬂ + ﬁdJ + Edt

die Beziehung

8S
K=H+ o

folgt. Nach Satz 4.17 haben dann die Bewegungsgleichungen beziiglich ¢, J wieder

die kanonische Form

,_ 0K  ;_ 0K
LY R P

K wird in den neuen Koordinaten ¢, J, t folgendermaflen ausgedriickt:

K=H+ % = Ho(I) +eHy(0,1,t) +e%(0, Jt) + O(e?).
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Unter Verwendung der Gleichungen (5.6a,b) und (5.7) erhalten wir hieraus
K = Hy(J) + eK1(p, J, t) + O(e%),

wobei mit wy(J) = dHo(J)/dJ gilt

oS aS
Kip, 1) = wol) 52 (0 18) + Ha(p L8) + (0, 0, 1).

Es liegt nun nahe zu fragen, ob sich die Funktion K; durch geeignete Wahl von
S1 zum Verschwinden bringen 148t, also ob die partielle Differentialgleichung erster
Ordnung

0, , 05,

wo 890 + W = —H1 (58)

fiir Sy l6sbar ist. Diese Frage konnen wir hier nicht allgemein beantworten, da wir
iiber die notigen Kenntnisse in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen
nicht verfiigen. Wir spezialisieren deshalb die Problemstellung, indem wir verlangen,

daf H, periodisch von der Zeit (mit Periode 27r/2) abhéngt:

2
H, <<pa Jyt + g) = Hl(‘Pa Jat) .
Dann 148t sich sofort sagen, dal Gleichung (5.8) nicht in der Klasse der eindeutigen

Funktionen S; l6sbar sein kann, denn fiir die linke Seite gilt

2/ / 2n

8S, 85 B
0]

0
wiahrend das entsprechende Integral der rechten Seite im allgemeinen von Null ver-
schieden ist:

2w/ /2

hi(J) i= 7o / /H1(<p,J,t)d<p dt £0. (5.9)
0 0

Diese Schwierigkeit beheben wir durch Abspalten des Mittelwerts, d.h. wir schreiben
K = Ky(J) + eKq(p, J,t) + O(e?)
mit Ko(J) = Ho(J) + eh1(J) und Ky (p, J,t) = K1(p, J,t) — hi(J) und versuchen

sodann, K 1 durch Losen des modifizierten Problems

oS oS
woa—@l + B—tl =—Hi+Mh (5.8")

fiir S; zu Null zu machen.
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Zum Zweck der Losung von (5.8') setzen wir fiir Hy — hy und S; jeweils doppelte

Fourier—Reihen an:

Hi(p, J,t) —hi(J) = Z B (J)El(mE 790
(m,n)ez?\{0,0}
Si(p, Jt) = > S (J) el (MeH) (5.10)

(m,n)ez?\{0,0}
Die partielle Differentialgleichung (5.8') geht dann in ein System von algebraischen

Gleichungen iiber:
(imwo (J) + inQ) $m.n(J) = —hmn(J) , (m,n) € Z*\ {0,0}. (5.11)
Es ist nun eine Fallunterscheidung notwendig.

(A) Fiir festes J seien wo(J) und 2 inkommensurabel, d.h. wo(J)/ liege nicht in

den rationalen Zahlen. Dann existiert der Ausdruck

B, (J)

)= () + 1n®

(5.12)

fiir alle (m,n) € Z2\{0,0}. Unter der Voraussetzung, daf§ die durch Gleichun-
gen (5.10) und (5.12) erklirte Fourier-Reihe fiir S; konvergiert, wird durch
die Gleichungen (5.5), (5.6a,b), (5.10), (5.12) eine zeitabhingige kanonische
Transformation 0,1 — ¢, J definiert, welche die Hamilton—Funktion in die

Form
K = Hy(J) + ehi(J) + O(?)

bringt, wobei hy(J) die iiber den Winkel und die Zeit gemittelte Stérung ist;
siehe Gleichung (5.9).

(B) Sind wo(J) und 2 kommensurabel, d.h. existieren zwei ganze Zahlen (m,n) €

72\ {0,0}, so daB gilt:
mwo(J) +nt =0,

so hat das Gleichungssystem (5.11) keine Losung fiir die Fourier-Koeffizienten
von Sp. Stérungsrechnung ist dann nicht anwendbar, jedenfalls nicht in der

obigen Form!

Beispiel: Harmonischer Oszillator mit periodisch verinderlicher Frequenz. Es han-
delt sich um Beispiel (i) von oben, wobei wir jetzt f(¢t + 27/Q) = f(t) verlangen
und den Mittelwert mit (f) = fol f(r-2m/Q)dr bezeichnen. Wir haben dann

Hi(p, J,t) = ha(J) = 5 (f(t) = (f) + f(t) cos 2) wo J .
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Die Differentialgleichung (5.8") zu 16sen ist im vorliegenden Fall vergleichsweise
einfach und erfordert keine Verwendung von Fourier—Reihen. Die Losung 148t sich
mit Hilfe eines Standard—Verfahrens, ndmlich der Charakteristiken—-Methode fiir

lineare partielle Differentialgleichungen, direkt angeben:

Si(p, It) =% (/Ot f@hat — (f)t + /Ot cos(2¢ — 2w (t — t’))f(t’)dt’) wod .

Wie man durch Einsetzen der Fourier-Reihe f(t) =3 ., fnel™? sieht, bleibt die-
se Losung beschriankt, falls die Frequenzsumme 42wy + n{) fiir alle n € Z von
Null verschieden ist. Andererseits wichst die Losung iiber alle Grenzen, und die

Storungsrechnung bricht zusammen, wenn gilt +2wg + n = 0, oder dquivalent

2(4)0
Q=— eN).
2 men)
Diese Kommensurabilitdts-Bedingung ist uns schon aus Abschnitt 2.6 als die Be-

dingung fiir das Auftreten parametrischer Resonanz bekannt.
Erginzende Bemerkungen:

1. Kommensurabilitdt ist die “Ausnahme”: die rationalen Zahlen haben ver-

schwindendes (Lebesgue—) Maf$ in den reellen Zahlen.

2. Eine Diskussion des kommensurablen Falles mit anderen Methoden ist moglich
(siehe weiter unten) und zeigt, daf es hier im allgemeinen zu Instabilitéit und

chaotischer Bewegung kommt.

3. Wir haben nicht diskutiert, ob die Stérungsrechnung zu héheren Ordnungen
in € fortsetzbar ist und eine konvergente Stérungsreihe S = 6J +¢S51 (6, J,t) +
€285(0, J,t) + - - - liefert. Die Voraussetzungen, unter denen sich Konvergenz
zeigen 148t, werden im beriihmten (aber beweistechnisch schwierigen) KAM-

Theorem von Kolmogorov—Arnold—Moser formuliert (siehe weiter unten).

5.3 Adiabatische Invarianz der Wirkungsvariable

Auch hier betrachten wir wieder nichtautonome Hamiltonsche Systeme mit 1 Frei-
heitsgrad. Gegeben sei eine Schar von Hamilton-Funktionen, die von einem reellen
Parameter \ abhéingen: Hy = H (g, p; \). Wir interessieren uns fiir einen ProzeB, wo
A von einem Anfangswert Ag zu einem Endwert A\; gedndert wird. Genau gesprochen
sei A = f(0), Ao = f(0), Az = f(1) mit f einer zweimal stetig differenzierbaren

Funktion. Die Variable o spielt die Rolle einer dimensionslosen Zeit. Wir setzen

oc=t/T, te[0,T],
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wobei ¢ die reale Zeit ist und T' die Gesamtdauer des Prozesses. Unter dem adiabati-
schen Limes versteht man in diesem Zusammenhang den Grenziibergang T' — oo.
Beispiel: Anderung der Linge A eines Pendels (siche Figur). Im adiabatischen

Limes wird die Pendellinge “unendlich langsam” geéndert.

Die Energie eines nichtautonomen Systems ist im allgemeinen nicht erhalten, selbst
im adiabatischen Limes nicht. Im angesprochenen Beispiel wird beim Verkiirzen
der Pendelléinge Arbeit am System verrichtet, ganz egal wie langsam das Verkiirzen
erfolgt. Wir werden jetzt zeigen, dafl im adiabatischen Limes dafiir eine andere
Grofe erhalten ist, ndmlich die Wirkungsvariable I.

Fiir jeden festen Wert von A fiihren wir auf einer geeigneten Teilmenge M des
Phasenraumes Winkel- und Wirkungsvariable 65, I, ein. Dabei gehen wir genauso

vor wie in Abschnitt 5.1. Die Wirkungsvariable I, : M — R wird durch

1

Iy(a) = o -TI (Ef (a(a), p(a); )\))

erklirt, die erzeugende Funktion a + Sy(a) ist das Kurvenintegral der 1-Form
pdg von ag nach a lings der Niveaukurve von I;[(q(O),p(O);)\) durch a, und die
Winkelvariable ergibt sich aus ) = 85 /0I,.

Im néchsten Schritt erweitern wir die Funktionen Iy, 60y, Sy, Hy : M — R zu Funk-

tionen auf dem erweiterten Phasenraum M x [0, 1] durch:
I: Mx[0,1]=R, (a,0)= Ifs(a),

und analog fiir 0, S, H. Zur technischen Implementierung des adiabatischen Limes
T — oo ist es zweckmiBig, die Koordinaten 6, und o = ¢/T zu verwenden.

Die Koordinaten 6, I hingen iiber den Parameter A = f(o) explizit von der Zeit
ab. Deshalb, und weil wir o = t/T als Zeitkoordinate verwenden wollen, sind die
Bewegungsgleichungen fiir § und I zwar von der kanonischen Form, aber mit einer
von H verschiedenen Hamilton-Funktion, K7. Zu deren Berechnung betrachten wir

wieder die Integralinvariante von Poincaré—Cartan. Mit p = 85/dq, # = 0S/0I und
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dt = T'do folgt aus

pdg — Hdt Id6 — Krdo + d(S — 6I)

oS oS 0S

= —6dI — K7d —d —dI + —d
Ta-l-aqq-i-aI +aa_a

nach Koeffizientenvergleich die Beziehung

KT:T-H+§.
oo

Nach Satz 4.17 stimmen die Integralkurven des Hamiltonschen Systems mit den

Integralkurven der kanonischen Gleichungen

. 0Kr .
b= 1=

OKr

iiberein. Wir setzen w(I,o) = 0H/0I.

SaTz 5.1 Gilt w(Ip,0) > ¢ > 0 fiir alle o € [0,1], so ist I fir jeden Anfangszustand

mit Wirkung Iy eine adiabatische Invariante, d.h.
lim I(yr(o)) =1Io fir jedes o € [0,1]
T—o0
und jede Integralkurve yr : [0,1] — M x [0,1] von (5.18) mit I(yr(0)) = Io.

Beweis: Fiir grofles T ist in der transformierten Hamilton-Funktion K7+ = TH +
0S/00 der zweite Term klein gegeniiber dem ersten und wir kénnen Stérungsrech-
nung in 1/7T versuchen. Dazu setzen wir H =: Hyo(I,0) und 05/00 =: H1(0,1,0).
Eine erzeugende Funktion R vom Typ 2,

1 1
R= 0J+ TRl(O, J,O') + O(E)’

liefert eine kanonische Transformation 6,1 — ¢, J iiber die Gleichungen

_OR 1 0R; 1 __OR
I_BG_J+T30 (0,],0)+0(T2) und =57
Die neue Hamilton—Funktion ist
_ 1 0R; 1
K = THO(I,O-)+H1(0’I’a)+T37(0,J,J)+O<ﬁ>

OR 1
THO(‘L 0-) + w(‘]a 0')6—@1((’0, Ja 0-) + Hl(‘)oa Ja 0') +0 (T) .

Wie in Abschnitt 5.2 spalten wir den Mittelwert

2T

1
hl(JaG) = g/Hl(Qoa J,O')d(p
0
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der Storung ab. Durch die Wahl

Ri(p,J,0) = —w(J,0) 2 / (Hy (@, J,0) — ha(J,0))d¢

¥o

wird K dann in die Form

K =THy(J,0) + hy(J,0) + O G)

gebracht. Es folgt J = 8K/ = O(1/T) und somit J(yr(a)) =T (yr(0)) ~ O(1/T).
Wegen I — J ~ O(1/T) ist der Satz damit bewiesen. g

Die Aussage des Satzes wird am besten folgendermaflen verdeutlicht. Wir betrachten
ein Hamiltonsches System mit 1 Freiheitsgrad und Hamilton—Funktion H (g, p; A).
Fiir die Zeiten ¢ < 0 und ¢ > T sei das System autonom mit den Parametern
A = Ao = const bzw. A = A; = const. Im Zeitintervall 0 < ¢t < T (mit groBem 7')
werde der Parameter A\ adiabatisch von A¢ nach A; gedndert. Fiir t <Qund ¢t > T
ist die Energie erhalten und die Phasenbahnen fallen mit den Niveaukurven der
Energie zusammen. Wir fragen dann, auf welcher Energie-Niveaukurve M) das
System fiir ¢ > T zu liegen kommt, wenn es sich fiir ¢ < 0 auf M befand? Nach
Satz 5.1 lautet die Antwort, da M () diejenige Energie-Niveaukurve ist, welche die
gleiche Phasenfliche einschlieft wie M (®),

M ©) M@

—_—

adiabatischer
Prozess

t<0: ﬁ(q,p;)\o)zconst t>T: I:|(q,p;)\1)=const

Mitteilung: Satz 5.1 hat bei der Entwicklung der “alten Quantentheorie” (Bohr—

Sommerfeld—Quantisierungsregel) eine wichtige Rolle gespielt.

Beispiel: Der harmonische Oszillator H = p?/2m + mw?q?/2 hat bekanntlich die
Wirkungsvariable I = H/w. Wird die Frequenz w adiabatisch geéndert, so bleibt
nach Satz 5.1 das Verhiltnis von Energie zu Frequenz konstant. Bei einer Halbierung
der Frequenz halbiert sich also auch die Energie. Fiir ein Pendel der Léinge | im
Gravitationsfeld g gilt bei kleiner Schwingungsamplitude pmax die Relation I =

H/w = tmg'/213/2p2 . 1In diesem Fall gilt im adiabatischen Limes I3, = const.
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5.4 Integrable Systeme

Integrable Systeme zeichnen sich dadurch aus, dafl genauso viele “unabhingige”
Bewegungsintegrale wie Freiheitsgrade existieren. Die Bewegung solcher Systeme
ist stabil, und das Langzeitverhalten der Dynamik prézise vorhersagbar. Obwohl
Integrabilitit eine Ausnahmeerscheinung ist, hat das Studium integrabler Syste-
me einen praktischen Nutzen. Viele nichtintegrable Systeme unterscheiden sich von
einem integrable System nur durch eine “kleine” Stérung und kénnen daher aus-
gehend von diesem mit der Methode der kanonischen Stérungsrechnung behandelt
werden. Hierin besteht die Motivation fiir den nun folgenden lingeren Abschnitt, in
dem vor der genauen Definition und der Quadratur integrabler Systeme auch noch
eine relevante mathematische Struktur symplektischer Mannigfaltigkeiten (némlich
die Lie—Algebra der Hamilton—Funktionen und der Hamiltonschen Vektorfelder)
aufgedeckt werden soll.

Gegenstand unserer Betrachtungen sind ab jetzt autonome Hamiltonsche Systeme
mit f > 2 Freiheitsgraden. Solche Systeme haben bekanntlich mindestens ein er-
stes Integral, ndmlich die Hamilton-Funktion H. Es sei nun der Fall, da} neben
H noch (f — 1) weitere erste Integrale as,... , oy existieren, die voneinander und
von H funktional unabhéngig sind. Wir fragen, ob es mdoglich ist, H = «; und
as,...,0f als einen Satz von kanonischen Impulsen zu interpretieren und zugehori-
ge verallgemeinerte Ortskoordinaten 31,... ,3s zu finden. Die Motivation fiir eine

solche Fragestellung liegt auf der Hand: ist die Antwort positiv, so nehmen die

Bewegungsgleichungen die maximal einfache Gestalt &; =0 (i =1,2,...,f) und
. OH . OH
=—=1 =—=0 k=2,... 5.14
Bl aal ) Bk aak ( ) ’ f) ( )

an. Thre Lésung kann sofort angegeben werden.

Zur partiellen Beantwortung der gestellten Frage tun wir so, als wiren die Funk-
tionen oy, ... ,ay tatsichlich die kanonischen Impulse zu gewissen Ortskoordinaten
Bi,..., B¢ und sehen nach, welche Bedingungen sich hieraus ergeben. Aus Abschnitt
4.6 wissen wir, dafl das Hamiltonsche Vektorfeld Ida; Translationen in der zugehori-
gen (Orts—)Koordinatenfunktion 3; erzeugt. Wenn ¢* der Fluf von Ida; und zo € M
ein fest gewihlter Punkt ist, dann bedeutet dies, da die Integralkurve s — ¢ (z0)
eine Koordinatenlinie von [; ist.

Aus der obigen Diskussion ergeben sich zwei Bedingungen:

1. Per Definition dessen, was man unter Koordinaten versteht, sind die Tangenten-
vektoren in jedem Punkt z eines Netzes von Koordinatenlinien linear unabhéngig.

Daher miissen die Vektorfelder Idai, ... ,Iday in jedem Punkt « linear unabhéngig



5.4. INTEGRABLE SYSTEME 141

sein. Da I ein Isomorphismus ist, folgt die lineare Unabhéngigkeit der Differential-
formen day, ... ,doy.

2. Per Definition des Begriffs lokaler Koordinaten wird durch das Netz der Koordi-
natenlinien jedem Punkt z in der Ndhe eines Koordinatenursprungs z, ein Satz von
reellen Zahlen (s1, s2,... , sf) eindeutig zugeordnet. Diese Zahlen geben an, wieviele
Schritte in jeder Koordinatenrichtung zuriickzulegen sind, um vom Koordinatenur-
sprung xo nach z zu gelangen. Da es auf die Reihenfolge der Ausfiihrung der Schritte
nicht ankommen darf, folgt ¢}, o @7 (zy) = ¢, 0 @, (zo) (4,5 =1,..., f), die Fliisse

¢" miissen also paarweise vertauschen.

1
@5, (Xo) x=02,0 @ (Xo)

—nl 2
—(I)Slo (psz(XO)
Um die zweite Bedingung in eine handliche Form zu bringen, holen wir etwas aus.

5.4.1 Die Lie—Algebra der Hamiltonschen Funktionen und
der Hamiltonschen Vektorfelder

DEFINITION 5.2 Fine Lie—Algebra L ist ein Vektorraum, auf dem ein bilineares

Produkt L x L — L; A, B — [A, B] erkldrt ist, mit den FEigenschaften:
(i) [A,B] = —[B, A] (Schiefsymmetrie),
(ii) [A,[B,C]] = [[4,B],C] + [B,[A,C]] (Jacobi-Identitit).

Ein solches Produkt heifst Lie—Klammer.

Beispiele:
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(1) Der orientierte Euklidische Vektorraum R® mit dem Vektorprodukt x als Lie—
Klammer. Schiefsymmetrie folgt sofort aus der Definition des Vektorprodukts,

und die Jacobi-Identitit verifiziert man mit a x (b x ¢) = b(a - ¢) — c¢(a - b).

(2) Der lineare Raum aller reellen schiefsymmetrischen n x n-Matrizen mit dem
Kommutatorprodukt [4, B] = AB — BA als Lie-Klammer. Dieser Raum wird
mit so(n) bezeichnet. Die Lie-Algebra so(3) ist isomorph zu (R?, x) mittels

A= 22:1 arpJr — a = (a1, a2,a3).

SATZ 5.2 Der lineare Roum der C*—Funktionen auf einer symplektischen Mannig-

faltigkeit ist eine Lie—Algebra mit der Poisson—-Klammer als Lie-Klammer.

Beweis: Daf} die Poisson—Klammer schiefsymmetrisch ist, wissen wir aus Abschnitt
4.8. Die Jacobi-Identitdt beweist man durch explizite Rechnung in kanonischen
Koordinaten mit Hilfe der Formel

{f,.}:zk: (ﬂi_ﬁi> -

Oqr Opr  Opi Oqi

KOROLLAR 5.2.1 (POISSONSCHES THEOREM) Die Poisson-Klammer zweier erster

Integrale f,q eines Hamiltonschen Flusses ¢F ist wieder ein erstes Integral.

Beweis:

SUharoll| = ({01} "2 ({1, 0}, 0} + {1, {0, H}} =0.

Beispiel: Sind zwei Komponenten L, L, des Drehimpulses eines mechanischen
Systems erhalten, so ist wegen {L;, Ly} = L3 nach dem Poissonschen Theorem
auch die dritte Komponente erhalten. m

Auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit existiert neben der Lie—Algebra der Funk-
tionen noch eine weitere Lie—Algebra von Bedeutung fiir die klassische Mechanik,
nédmlich die Lie-Algebra der Hamiltonschen Vektorfelder. Wir werden sehen, daf
die Definition der Lie-Klammer im zweiten Fall von der symplektischen Struktur
keinen Gebrauch macht. Die Lie—Algebra der Vektorfelder existiert unter allgemei-
neren Voraussetzungen, ndmlich auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit.
Seien ¢, ¢ die Fliisse zweier Vektorfelder X,Y auf einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit M der Dimension n:

d d
x=24]  v=2
o dt%bt

ds "*ls=o t=0

Solche Fliisse vertauschen im allgemeinen nicht:

¢s 0Py F Pi o ¢s.
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Ein Maf} fiir die Nicht—Vertauschbarkeit an der Stelle z € M ist
A(s t;z) == (fopr 0 ¢s — f o s 0 ) (),

mit f irgendeiner differenzierbaren Funktion. Wir erinnern an die Definition der

Lie—Ableitung von Funktionen:

Lyf = df(X) = 5 fod,

5=0

Bei der Anwendung des Differentialoperators Lx auf die Funktion f entsteht also
wieder eine Funktion, ndmlich das innere Produkt des Differentials df mit dem
Vektorfeld X.

Hilfsatz 1:

% o Lx(Lyf)— Ly (Lxf).
Beweis:
3 fosln@)| = Lxh)ia),
Sovn(@@)|_ =Ly (6.@).
Es folgt
02A d d
st = SIvPese)| - Z(Exfot)|
= (Lx(Lyf)—Ly(Lxf))(z). m

Nun betrachte das Kommutatorprodukt Lx Ly — Ly Lx. Auf den ersten Blick ist
es ein Differentialoperator zweiten Grades.

Hilfsatz 2: Lx Ly — Ly Lx ist ein Differentialoperator ersten Grades.

Beweis: Es ist nicht ungeschickt und auflerdem instruktiv, den Beweis in Koordi-
natendarstellung zu fithren. Seien also dz!,... ,dz™ und 84, ... ,8, zwei Basen von
Koordinatenformen bzw. Vektorfeldern auf M, die zueinander dual sind; d.h. es gilt

dz*(9;) = 6;. Dann gehoren zu den Vektorfeldern
n n )
X=> X9; und Y=Y Y9,
i—1 =1

die Differentialoperatoren

.0 9
% J

Betrachte

(LxLy — LyLx)f Z (Xi aaxi (Yj%) B Yj% (ngg’)>

2y

= S (5 aw 7 (5 aws) T

Z?]
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Die zweiten Ableitungen heben sich also weg, und wir haben

bty trke = 5 £0(55) - S (55) ) e m

J

Da LxLy — Ly Lx ein Differentialoperator ersten Grades ist, wird ihm durch
(LxLy — LyLx)f =:df(2)

eindeutig ein Vektorfeld Z zugeordnet, das wir mit Z =: [Y, X] = —[X, Y] bezeich-

nen und das Kommutatorprodukt nennen. In Koordinatendarstellung gilt

(X,Y] = ZX@Z,ZYJB Z (Xf%—yf%(ji)ai.

3,j=1

Durch Nachrechnen der Jacobi-Identitdt sieht man:

SATZ 5.3 Die Einfihrung des Produkts X,Y +— [X,Y]| macht den linearen Raum
der C*® —Vektorfelder zu einer Lie—Algebra.

Bestandsaufnahme: Der Phasenraum M eines Hamiltonschen Systems hat eine
symplektische Struktur. Auf M existieren zwei Lie-Algebren, die der Funktionen
(mit der Poisson-Klammer als Lie-Klammer) und die der Vektorfelder (mit dem
Kommutatorprodukt als Lie-Klammer). Nun wird durch den symplektischen Gra-
dienten f +— Idf der Funktion f das Hamiltonsche Vektorfeld Id f zugeordnet, und
es entsteht die Frage, wie sich diese Zuordnung mit den Lie-Klammern der zwei

Lie—Algebren vertrigt.

SATZ 5.4 Seien X = Idf und Y = Idg zwei Hamiltonsche Vektorfelder auf einer
symplektischen Mannigfaltigkeit. Dann ist die Lie-Klammer [X,Y] dieser Vektor-
felder wieder Hamiltonsch und hat die Hamilton—Funktion {f, g}:

|11, 1dg] = Id{, g} .

Der symplektische Gradient I od ist also ein Homomorphismus von Lie—Algebren.

Beweis: Sei h eine differenzierbare Funktion. Mit Hilfe von Lxh = dh(X) =
w(Idf,Idh) = {h, f} und analog Ly h = {h, g} berechnen wir:

Lixyih = LyLxh—LxLyh={Lxh,g}—{Lyh, f}
{{h. 3.9} = {{ho g}, £} =" {0 {f, 03} = Liagsarhs

woraus mit dem Isomorphismus X <> Lx die Behauptung folgt.
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KOROLLAR 5.4.1 Die Hamiltonschen Vektorfelder auf einer symplektischen Man-

nigfaltigkeit bilden eine Unteralgebra der Lie—Algebra aller Vektorfelder.

Beweis: Satz 5.4 besagt, daf} die Lie-Klammer zweier Hamiltonscher Vektorfelder
wieder ein Hamiltonsches Vektorfeld ist. In der Lie-Algebra aller Vektorfelder bilden
die Hamiltonschen Vektorfelder also einen linearen Unterraum, der unter dem durch
die Lie-Klammer erklirten Produkt abgeschlossen ist. Einen solchen Unterraum
nennt man auch eine Lie-Unteralgebra.

Beispiel: Klassischer Spin; M = S%, und die symplektische Struktur w ist das
Negative der Raumwinkelform. In sphéarischen Polarkoordinaten 8, ¢ haben wir w =

—sinfdf A d¢, und die Spinkomponenten werden durch die Funktionen
o1 =sinfcos¢, o9 =sinfsing, o3 = cosf
ausgedriickt. Wie man mit

{.fag}: <

sin 6

1 <8fag 398}‘)
06 8¢ 06 0¢

leicht nachpriift, sind die Poisson—-Klammern dieselben wie fiir einen Drehimpuls:
{oi,0;} = >, €ijuox. Fiir die den Hamiltonschen Vektorfeldern Idoy (k = 1,2,3)
zugeordneten Differentialoperatoren schreiben wir kurz £, := Ljq,, . Die expliziten
Ausdriicke sind:

0

o . .0 B .0 9 _9
El_—cotﬂcosqﬁ——sm(b%, £2——cot051n¢—+cos¢%, £3_a¢.

o o
Hiermit findet man nach kurzer Rechnung: £;L; — L;L; = Y, €ijx Lk, in Uberein-

stimmung mit dem Ergebnis fiir die Poisson—-Klammern der o} und Satz 5.4.

SATz 5.5 Die Fliisse zweier Hamiltonscher Vektorfelder Idf und Idg vertauschen

genau dann, wenn die Poisson-Klammer {f, g} lokal konstant ist.

Bemerkung: Dies ist nun endlich das handliche Kriterium, das abzuleiten war.

Beweis des Satzes: Sei ¢ der Flufl von X = Idf und ¢ der Flufl von Y = Idg.

1. (=) Wir gehen aus von ¢4 0 ¢y = 9 0 Ps:

2

d
Ozw(ho%o(ﬁs—hofﬁsolﬁt) o

Hilfsatz1 LxLyh—LyLxh= L[Y,X]h‘

Es folgt [X,Y] = 0 und deshalb d{f, g} = [X,Y] = 0 nach Satz 5.4.

2. (<) Fiir den Umkehrschlufl verweisen wir auf das Buch von Arnold.



146 KAPITEL 5. STABILITAT UND CHAOS

Beispiel: Seien qi,...,qf;p1,...,pr ein Satz kanonischer Koordinaten auf dem

Phasenraum M. Alle fundamentalen Poisson—Klammern sind lokal konstant:
{g9;} =0={pi,p;}, {ai,pj} =10 (,j=1,...,f).
Nach Satz 5.5 vertauschen daher die Fliisse der Vektorfelder
X;=+Idp;, Y;=-Idg; (i,5=1,...,f)

paarweise, was notwendige Voraussetzung fiir den Umstand ist, dafl die Integralkur-
ven dieser Vektorfelder mit den Koordinatenlinien von gi,...,qf;p1,... ,ps iber-

einstimmen.

5.4.2 Definition integrabler Systeme

Wir greifen die zu Beginn des Abschnitts formulierte Problemstellung wieder auf:
unter welchen Umsténden kénnen wir einen Satz ay = H, as, ... ,ay von ersten In-
tegralen eines autonomen Hamiltonschen Systems als kanonische Impulse auffassen
und zugehérige (lokale) Ortskoordinaten 81, .. , 8y finden? Wir hatten hierfiir zwei
notwendige Bedingungen hergeleitet.

Die erste Bedingung, ndmlich die lineare Unabhéngigkeit der Differentialformen
day,...,day ist nun leider zu stark, als daf} sie sich auf dem gesamten Phasen-
raum realisieren liefle. Zum Beispiel verschwindet fiir jede Gleichgewichtslage z die
Linearform (dH), = (da1)s, weshalb (dai)g,. .., (days), linear abhéngig sind. Wir
schwichen die Bedingung deshalb ab und verlangen die lineare Unabhéngigkeit von
day,...,day lediglich auf einem 2f-dimensionalen Teilgebiet U C M. Dieses Ge-
biet U wihlen wir so, dafl es unter den von den Hamiltonschen Vektorfeldern I'da; er-
zeugten Einparametergruppen (¢%)scr abgeschlossen ist: ¢¢ (U) =U (i = 1,..., f).
Diese Forderung garantiert, dal die Koordinatenlinien der (erst noch zu konstruie-
renden) Orts—Koordinatenfunktionen 81, ... , 3y ganz in U enthalten sind.

Die zweite Bedingung, néimlich die Vertauschbarkeit der Fliisse (¢% o ¢/ = ¢ o ),
wird durch Satz 5.5 in die paarweise Konstanz der Poisson—-Klammern umformuliert:
{a;,;} = const fiir ¢,5 = 1,...,f. Da fiir einen Satz kanonischer Impulse die
Poisson—-Klammern paarweise verschwinden (siehe Satz 4.12), verschérfen wir diese
Bedingung zu {a;,o;} = 0.

Insgesamt ist nun die folgende Definition integrabler Systeme bestens motiviert:

DEFINITION 5.3 FEine Gesamtheit (M,w;aq,... ,ay5;U), bestehend aus einem au-

tonomen Hamiltonschen System (M,w,a1 = H) mit f Freiheitsgraden, einem 2f-
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dimensionalen offenen Gebiet U C M und f ersten Integralen ai,... ,of heifit ein

integrables System, wenn gilt:

(i) U ist unter den Fliissen der Vektorfelder Ida; (i = 1,..., f) invariant.

(it) Die Linearformen (dai)g,... ,(days), sind fir alle x € U linear unabhdngig.

(iii) {a;,a;} =0 fir allei,j=1,...,f.

Beispiele:

(1)

Das Teilchen im R® im Zentralpotential: H = |p|?/2m + V (|q|). Wir setzen
a; = H, ap = L? = L? + L2 + L% und a3 = L3. Nach dem Gesetz der
Drehimpulserhaltung in Verbindung mit dem Noether—Theorem verschwinden
die Poisson-Klammern {L3, H} und {L?, H}. Da L? unter Drehungen um die
3-Achse invariant ist, verschwindet zudem {L?, L3}. Damit ist die Bedingung
(iii) von Definition 5.3 erfiillt. Zur Untersuchung der linearen Unabh#ngigkeit
der Differentiale dH,dL?,dLs verwenden wir die iiblichen Kugelkoordinaten
7,8, ¢ mit kanonischen Impulsen p,, pg, py. Wir definieren U; und U, als die
Losungsmengen (im Phasenraum R°) der Gleichungen p, = 0 = V'(r) —
L2/m7'3 bzw. Ly = Ly = 0. Unter Verwendung von L3 = ¢1p2 — ¢2p1 =
Py, L? = pi + pi,/sin2 6 und H = p2/2m + L?/2mr? + V(r) 1aBt sich dann
zeigen, daf} die Bedingung (ii) von Definition 5.3 auf dem Gebiet U := RS \
(Uy U Us) erfiillt ist. Die Gesamtheit (]Re,zdpk A dqy, H, L%, Ls; U) ist also

ein integrables System.

Das Zweikorperproblem im R® mit Zentralkriften:
2 2
H— Ip1 + P2

- V(g — asl)-
omy | omg 1V U Tzl

Der Phasenraum ist hier 12—dimensional, und fiir Integrabilitit sind 6 erste
Integrale notwendig. Wir fithren Separation in Schwerpunkt— und Relativko-

ordinaten durch:

1
Q=——"—(maq1 +maq2), ¢=d1 —q2,
mi + mo
1 (5.15)
P=p;+p2, p=———(mop1 —mip2).
mi1 + mo

Diese Transformation ist kanonisch, wie man leicht nachpriift. Nach Einfithrung
der Gesamtmasse M = mj +m» und der reduzierten Masse y = mymsa/(mq +

ms) zerlegen wir Drehimpuls und Energie in ihre Schwerpunkt— und Rela-
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tivanteile:

L=L+L,, H=H:+H,,

t_2Ma r 2/1«

+V(la]) -

Die kartesischen Komponenten des Gesamtimpulses Py, Py, P, bilden zusam-
men mit den Funktionen H,, L2, L, , einen Satz von 6 ersten Integralen, deren
Poisson-Klammern paarweise verschwinden. Die Diskussion der linearen Un-
abhéngigkeit ihrer Differentiale fiihrt man &hnlich wie in Beispiel (1), mit dem
Ergebnis, dafl das Zweikdrper—Problem auf einer geeignet gewiihlten offenen

Teilmenge U C R!? integrabel ist im Sinne von Definition 5.3.

(3) Der schwere symmetrische Kreisel mit Fixpunkt auf der Symmetrieachse. Die
Dimension des Phasenraumes M = SO(3) x R? ist in diesem Fall gleich 6. Einen
Satz von ersten Integralen, fiir den auf einem geeignet gewéhlten Teilgebiet
U C M die Bedingungen von Definition 5.3 erfiillt sind, bilden hier H, L3, M3,
wobei L3 und Mj die Projektionen des Drehimpulses auf die Symmetrieachse

des Schwerefeldes bzw. auf die Symmetrieachse des Kreisels sind.

Mitteilung: Das N-Korper—Problem mit Zentralkréften ist fiir N > 3 im allge-
meinen — wenn nicht zusétzlich zur Galilei-Invarianz weitere Symmetrien vorliegen,
was z.B. fiir das Oszillatorpotential V (z) = z* der Fall ist — nicht integrabel, denn
i.a. existieren nur die fiir N = 2 angegebenen ersten Integrale, wihrend fiir die

Integrabilitit 3N > 6 erforderlich wéren.

5.4.3 Quadratur integrabler Systeme

Wir werden die zu Anfang dieses Abschnitts gestellte Frage nach der Existenz geeig-
neter Ortskoordinaten (31,..., 0B fiir ein integrables System mit f Freiheitsgraden

jetzt konstruktiv beantworten. Als Vorbereitung bendtigen wir:

DEFINITION 5.4 Sei Q € Alt>(R*f) eine symplektische Form. Ein linearer Unter-
raum N C R?/ heifit ein Nullraum von Q, wenn gilt: Q(u,v) = 0 fiir alle u,v € N.

Ein Nullraum N der mazimalen Dimension f heifit ein Lagrange—Raum von ().

Wir betrachten nun ein integrables System (M,w;ai,...,ar;U) und assoziieren
mit einem Punkt a = (a1, ... ,a;) € Rf die Niveaumenge
M, := {er‘al(x):al,...,af(x):af}. (5.16)

a sei so gewihlt, dal M, nichtleer ist. Per Voraussetzung sind die Differentialformen

dai,... ,day in jedem Punkt von M, linear unabhéngig. Deshalb ist M, nach dem
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Hauptsatz iiber implizit definierte Funktionen eine f-dimensionale Untermannig-
faltigkeit des 2 f—-dimensionalen Phasenraumes.

Den Tangentialraum von M, im Punkt z € M, bezeichnen wir mit 7,M,. Sei
w: T — w, die symplektische Struktur.

Hilfsatz 1: T, M, ist ein Lagrange—-Raum von w, fiir alle z € M,.

Beweis: Betrachte die Ableitung der Funktion «; in Richtung des Hamiltonschen
Vektorfeldes Ide; (4,5 = 1,...1):

leajai = dai(Idaj) = w(Idaj,Idai) = {ai,a]-} =0.

Fiir den von den Vektoren (Iday)(z),... ,(Idas)(z) im Punkt z € M, aufgespann-
ten linearen Raum V folgt hieraus erstens, dafl V ein Nullraum von w, ist, und
zweitens, dal die Elemente von V Tangentialvektoren von M, im Punkt z sind,
also V. C T,M,. Da die Vektoren (Idai)(z),...,(Idays)(z) als linear unabhiingig
vorausgesetzt werden, hat V die maximale Dimension: dimV = f, und V ist ein
Lagrange-Raum von w,. Wegen dim T, M, = f ist V mit T, M, identisch. g
Seien nun qi,...,q¢;p1,-.. ,ps ein Satz kanonischer Koordinaten auf U, also w =
Z£:1 dpi A dgi. Wir schreiben kurz pdq = Y, prdgs.

Hilfsatz 2: Das Kurvenintegral von pdq ist auf M, wegunabhéngig, d.h. sind ~
und 4’ zwei Kurven auf M,, die gleiche Anfangs- und Endpunkte haben und stetig
ineinander iiberfiihrt werden kénnen, so gilt fy pdq = fy, pdq.

Beweis: Sei o ein orientiertes Flichenstiick auf M, mit Rand do = y—+'. Dann folgt
mit dem Allgemeinen Satz von Stokes fy pdq — fy, pdq = [ d(pdq) = [ w =0,

wobei das letzte Gleichheitszeichen eine Konsequenz von Hilfsatz 1 ist.

SATZ 5.6 Fiir ein integrables System (M,w;as,...,ayp; U) ezistiert auf U ein Satz
lokaler Koordinaten B1,...,Bf mit w = E£:1 dai A dBy.

Beweis: Wir gehen dhnlich vor wie bei der Konstruktion von Winkel- und Wir-

kungsvariablen im eindimensionalen Fall f = 1. Durch Variieren der Parameter
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a = (a1,...,ay) erhalten wir mittels Gleichung (5.16) eine f-dimensionale Schar
von Untermannigfaltigkeiten M, C U. Sei p irgendeine f—dimensionale Fliche, die
jedes M, dieser Schar in genau einem Punkt schneidet. Fiir einen vorgegebenen
Punkt z € U sei M, diejenige Untermannigfaltigkeit, die = enthilt, und v, ein
Weg von zog = p N M, nach z, der ganz in M, verlduft. Nach Hilfsatz 2 bleibt
das Kurvenintegral von pdq unter stetigen Deformationen des Integrationsweges

ungedndert. Deshalb wird durch

S(z) == / pdq,
Yag,e
lokal eine Funktion S definiert. Wir beniitzen S = S2(g1,...,q5;04,...,0y) als
erzeugende Funktion vom Typ 2:

S 08

und Sy : (5.17)

Pk " day ‘q:const

- a—qk a=const
fir k =1,..., f. Durch geeignete Wahl von g¢i,...,q¢;p1,... ,ps — wobei gegebe-
nenfalls kanonische Transformationen g, pr — —pk, qr auszufiihren sind — 148t sich
immer erreichen, daf die Hessesche Matrix (02S/8gr0c;) nichtsingulér ist. Nach
Satz 4.20 (oder vielmehr dessen multidimensionaler Verallgemeinerung) wird dann

durch die Gleichungen (5.17) lokal eine kanonische Transformation bestimmt, die

Qi Pr in ag, B, (k=1,...,f) iiberfiihrt.

KOROLLAR 5.6.1 Die Bewegungsgleichungen eines integrablen Systems sind exakt

lgsbar durch Quadratur.

Beweis: Wir fassen die zur Konstruktion von 31, ... , 3y notwendigen Schritte noch
einmal zusammen. Dazu nehmen wir an, dafl uns die Funktionen ay,...,oy als

Funktionen Pl(qap)a" . an(qap) von g = (qla" . aqf) U.Ildp = (pla" . apf) gegeben

sind.

1. Im ersten Schritt werden die Gleichungen a; = P;(g, p) nach p; aufgeldst:
pj:Fj(qaa) (]:laaf)
2. Mit dem Ergebnis von 1. berechnet man dann das unbestimmte Integral

Szfpdq

3. Schliefllich gewinnt man 3; := Q;(q,p) := (0S2/0c;) (q,P(q,p)) durch Diffe-

a=const - / Z F] (qa a) dq] = 52 (qa a) .
J

renzieren und Einsetzen von «; = P;(g, p).
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Wie man sieht, ist nur Auflésen von Gleichungen, Berechnung von Integralen und
Differenzieren gefordert. Die Bewegungsgleichungen in den Koordinaten f3,... , B¢,

aq,...,a¢ sind von der kanonischen Form und haben trivialerweise die Losung

Bi(v(t)) =t +B1(v(0)) , B2(v(t)) =B2(v(0) ..., ay(¥(t)) = as(v(0)) .
5.4.4 Einfithrung von Winkel- und Wirkungsvariablen

Das in Teilabschnitt 5.4.3 beschriebene Verfahren zur Quadratur integrabler Sy-
steme erfordert die Berechnung eines unbestimmten mehrdimensionalen Integrals.
Unter den Voraussetzungen des nachfolgenden Satzes 148t sich das Verfahren durch

ein noch einfacheres ersetzen.

SATZ 5.7 Gegeben sei ein integrables System (M,w;ou,...,oy;U). Betrachte fiir

a=(ai,...,ar) die Niveaumenge
M, := {x € U‘al(x) =a1,...,0p(x) :af} .

Wenn M, nichtleer, kompakt und zusammenhdngend ist, dann ist M, diffeomorph

zum f-dimensionalen Torus Tf = 8! x S' x ... x 8! (f Faktoren).

Beweis: Siehe Arnold.

/

Zweidimensionaler Torus S! x S'.

Da die Mannigfaltigkeit M, ~ T/ unter dem Phasenflu des integrablen Systems
invariant ist, heif}t sie auch ein invarianter Torus.

Satz 5.7 gestattet unter den angegebenen Voraussetzungen die Einfiihrung von
Winkel- und Wirkungsvariablen 61, ... ,8¢;I1,...,I; auf U analog zum Fall f = 1.
Dazu wihlt man — siehe die Zeichnung — eine Basis von Zyklen 71, ... ,vs auf dem

f—dimensionalen Torus M, und definiert

1
I, .= — dq.
k 271_qu
Yk

Wie im Beweis von Hilfsatz 2 zeigt man, daf} I unter stetigen Deformationen von
v+ ungeéndert bleibt. Die zugehérigen Winkel 64,... ,0; werden wieder iiber eine

erzeugende Funktion S = [ pdq definiert.
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Beispiel: Teilchen im R® im Zentralpotential, H = |p|?/2m+U(|q|). Die Ausdriicke
fiir H, L?, L3 in Kugelkoordinaten r, 8, ¢ sind bekanntlich:

1 2 5
H ——<ﬁ+gﬁ+ ¢ >+UOL

2m r2 " r2gin9

2
p
L2 e pg - —Sin(ge , L3 = p¢ .

Wir wihlen Energie und Drehimpuls so, daf} die fiir das vorgegebene Potential U ()
durch H = const, L? = const, L3 = const bestimmte dreidimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des Phasenraums R® x R® kompakt und zusammenhéngend ist.
Dazu muf} gegebenfalls aus mehreren Zusammenhangskomponenten eine einzelne
ausgewihlt werden. Nach Satz 5.7 ist eine solche Untermannigfaltigkeit diffeomorph
zum Torus S x S! x S!. Der im allgemeinen nichtleere Durchschnitt dieses invarian-
ten Torus mit jeder der Ebenen (r,p.), (8,p9), (¢, pe) ist eine geschlossene Kurve,

die wir mit vy, bzw. 7y bzw. 74 bezeichnen.

A Py
Yr

rmin/——\ I'max _

Durchschnitt des invarianten Torus S x S! x S! mit der (r, p,)—Ebene.

Die Wirkungsvariablen I, Iy, I sind dann:

1 1 2\'?
Ir—%fprdr—%?{<2m(H—U(r))—r—2> dr,

Yr
1 1 L2 \/?
Iy = — do = — ) P — dd=L-1L
0 27T7{p0 2#%( sin20> 3
Yo

1 L
Iy = o %wzﬁfw:m.

Ye
Fiir das Kepler-Problem U(r) = —k/r, mit k¥ > 0 und E < 0, 14t sich das be-
stimmte Integral fiir I, mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes in geschlossener
Form berechnen:

mk
I, =—————1L.
(—2mH)1/2

Im diesem Fall sind die Frequenzen wy = 0H /01 entartet,

mk?

S S S I L T LR
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was die bekannte Konsequenz hat, dafl alle Phasenbahnen periodisch sind.

5.5 KAM-Theorem

Das in der Uberschrift angekiindigte Theorem von Kolmogorov, Arnold und Mo-
ser ist ein zentraler Stiitzpfeiler der Theorie Hamiltonscher Systeme in der Nihe
von Integrabilitdt. Wir werden das KAM-Theorem im folgenden motivieren und
eine Version davon prizise formulieren, aber den recht umfangreichen Beweis un-
terdriicken.

Das KAM-Theorem macht eine Aussage iiber die Stabilitit der Dynamik jener
Hamiltonscher Systeme, die von einem integrablen System nur wenig verschieden
sind. Fiir die Behandlung solcher Systeme bietet sich eine Variante der kanonischen
Storungsrechnung an, die wir in Abschnitt 5.2 kennengelernt haben. Wir beschrei-
ben das Verfahren kurz in niedrigster Ordnung.

Gegeben sei ein integrables System, dessen Bewegung wir als gebunden vorausset-
zen, mit Wirkungsvariablen I = (I1,...,Iy), Winkelvariablen # = (64,...,0¢) und
Hamilton-Funktion Hy(I). Die Hamilton-Funktion des gestérten Systems sei

H = Hy(I)+eH.(6,I) .
Im ungestorten System (e = 0) verlaufen die Phasenbahnen auf invarianten Tori T,
T, ={zeM|L(z) =t1,...,I5(z) =5},

wobei die Werte (t1,... ,tr) der Wirkungsvariablen durch die Anfangsbedingungen
festgelegt sind. Die Werte der Winkelvariablen 5, wachsen linear in der Zeit mit
Frequenzen wy(I) = 0Ho(I)/0I}.

Ziel der Storungsrechnung ist die Konstruktion einer kanonischen Koordinatentrans-
formation von 6, I zu ¢ = (¢1,... ,¢¢) und J = (J1,...,Js), welche die Abhiingig-
keit der Hamilton—Funktion von den Winkelvariablen beseitigt. Das entspricht dem
Versuch, die invarianten Tori des integrablen Systems mit Hamilton—Funktion Hy zu
invarianten Tori des gestorten Systems mit Hamilton—Funktion Hy +eH; fortzuset-
zen. Um die Koordinatentransformation zu konstruieren, setzt man eine erzeugende

Funktion vom Typ 2 an:
S =(J,0) +eSM(0,J) + O(?)

mit (J,0) := Z£:1 Ji0r. Der Zusammenhang zwischen alten und neuen Koordina-

ten ist wie immer durch I, = 0S/00), und ¢, = 8S/0Jy, (k = 1,...,f) gegeben.
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Wie man durch Einsetzen leicht nachrechnet, wird das Ziel durch die Wahl

S 0,J) = — Z %ei(mﬂ) ,

i
mezf\{0}

wobei hp,(I) die Fourier—Koeffizienten der Stérung H;(6,I) sind, bis zur ersten

Ordnung im Storparameter ¢ formal erreicht. Tatséchlich héngt die in den neuen

Koordinaten ausgedriickte Hamilton-Funktion bis zur 1. Ordnung in e nicht von

den Winkeln ab:
H = Ho(J) +eho(J) + O(e%) .

Wie in Abschnitt 5.2 geht auch hier in fiilhrender Ordnung von e nur die iiber den
invarianten Torus gemittelte Storung ho(I) = (H;(0,1)) ein.

Allerdings versagt das Verfahren fiir Tori mit der Eigenschaft, dal der Nenner
(m,w(I)) fiir irgendein m € Z/ \ {0} verschwindet, denn dann tritt ja Division
durch Null auf und der Ausdruck fiir S() ist gar nicht definiert. Solche Tori heifen
“resonant”. Wir werden spiter sehen, dafl die Bewegung in der Nihe eines reso-
nanten Torus nach Anschalten der Stérung “chaotisch” sein kann. Demnach ist das
Divergieren von S%) fiir resonante Tori ein fundamentales Hindernis und nicht etwa
nur ein mathematisches Artefakt, das durch intelligentes Vorgehen beseitigt werden
kénnte. Es wird sich herausstellen, dafl die Struktur des Phasenflusses in der Néahe
eines resonanten Torus schon durch beliebig kleine Stérungen qualitativ geéindert
wird und die Storungsrechnung deshalb zum Scheitern verurteilt ist.

Es bleibt die Moglichkeit offen, daf3 die Situation besser sein kénnte fiir nichtre-
sonante Tori, wo die Frequenzen inkommensurabel sind, d.h. (m,w(I)) fiir kein
m € Z7\ {0} verschwindet. In der Tat kann man zeigen, daf die Fourier-Reihe
fiir S konvergiert, falls w in einem gewissen (in den Voraussetzungen des KAM-
Theorems niher beschriebenen) Sinn “geniigend irrational” ist. Mit der Konvergenz
der Fourier-Reihen fiir $™") und alle hoheren Koeffizienten S(*) ist es jedoch noch
nicht getan, denn es verbleibt die nicht unbegriindete Gefahr, daf} die Storungsrech-
nung bis zu unendlicher Ordnung, also die Gesamtsumme » > eS| divergiert.
Poincaré (1889) bewies eine allgemeine Aussage, die diese Gefahr signalisierte und
eine pessimistische Erwartung fiir das Gelingen der Stérungsrechnung nach sich zog.
Aus heutiger Sicht hatte die Schwierigkeit ihren tieferen Grund in der Tatsache,
dafl man fiir festgehaltene Anfangsbedingungen die Frequenzen der gestorten Be-
wegung als Potenzreihe in € zu berechnen versuchte. Da die resonanten Tori dicht
im Phasenraum liegen, gibt es in jeder beliebig kleinen Umgebung eines irrationa-

len Torus immer resonante Tori, und dieser Umstand wirkt sich ungiinstig auf das
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Konvergenzverhalten der Stérungsentwicklung aus.

Der entscheidende Durchbruch wurde schlielich in den 1960er Jahren mit den
Arbeiten von Kolmogorov, Arnold und Moser erzielt: es gelang, die Storungsent-
wicklung fiir geniigend irrationale Tori dergestalt umzuformulieren, dafl eine Reihe
mit endlichem (wenn auch unbekanntem) Konvergenzradius entstand. Kolmogorovs

Strategie unterschied sich von fritheren in zwei wesentlichen Punkten:

e Durch Variieren der Anfangsbedingungen suchte er nach einem gestorten in-

varianten Torus mit denselben Frequenzen wie der ungestorte Torus.

e Er benutzte ein Verfahren mit beschleunigtem (némlich quadratischem) Kon-

vergenzverhalten.

Harte Beweisarbeit seines Schiilers Arnold ergab im Jahre 1963 folgendes Resultat:

SaTz 5.8 (KAM-THEOREM) Fliir ein integrables System mit f Freiheitsgraden,
Hamilton—Funktion Ho und Frequenzen wy = 0Hy/0I, sei My(0) ein invarianter

Torus, auf dem die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
1. Die Hesse—-Matriz von Hy ist nichtsinguldr: det (BZHO/BIICBI[) #0.

2. Es existieren positive Konstanten k > f — 1 und v, so daf fir alle m =

(mla s amf) € Zf \ {0} ngt |Z]]::1 mkwk| 2 "y“n’LHi’i

Ferner sei Hy eine C®—Funktion. Fiir geniigend kleines € > 0 lifSt sich dann My(0)
in eine zu TF diffeomorphe Mannigfaltigkeit My (e) fortsetzen, die unter dem Pha-
senfluf des Systems mit Hamilton—Funktion H = Ho + e Hy invariant ist.

Populir ausgedriickt besagt das KAM-Theorem folgendes: “Falls ein ungestortes
System nichtentartet ist, dann werden fiir geniigend kleine autonome Hamiltonsche
Stoérungen die meisten nichtresonanten Tori lediglich leicht deformiert, so da3 auch
im Phasenraum des gestorten Systems invariante Tori existieren, welche von den
Phasenbahnen dicht und quasiperiodisch umsponnen werden, wobei die Frequenzen
rational unabhéngig sind. Diese invarianten Tori bilden die Mehrheit in dem Sinne,
daf} das Maf} des Komplements ihrer Vereinigung klein ist, wenn die Stérung schwach
ist” (Zitat aus Arnold, Mathematical Methods..., Appendix 8B).

Wir beschlieffen die Diskussion mit ein paar Mitteilungen. Obschon das KAM-
Theorem im Prinzip als grofler Triumph der analytischen Mechanik zu werten ist,
wird seine Anwendbarkeit auf konkrete Problemstellungen durch die indirekte Be-
weisfithrung kompromittiert. Der Beweis besteht im wesentlichen aus einem Al-

gorithmus, der zu einer qualitativen Aussage fiihrt. Er liefert keine Methode, die
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den Giiltigkeitsbereich des Theorems in € zu berechnen gestattet. Auflerdem ist
in der Regel nicht entscheidbar, ob eine fest vorgegebene Anfangsbedingung fiir
endliches € auf einem KAM-Torus liegt oder nicht, denn die Beweisstrategie erfor-
dert ja gerade, dal man mit wachsendem ¢ die Anfangsbedingung abindert, um
die Frequenzen nichtresonant zu halten. Aus diesen Griinden bleibt z.B. die Frage
nach der Langzeit—Stabilitit des Sonnensystems, eine der Hauptmotivationen fiir

die Entwicklung der KAM—-Theorie, unbeantwortet.

5.6 Poincaré—Abbildung

Im n#chsten Abschnitt werden wir uns der Frage zuwenden, was bei der Stérung
eines integrablen Systems mit den resonanten Tori geschieht. Fiir diesen Zweck
benodtigen wir als diagnostisches Hilfsmittel die sogenannte Poincaré—Abbildung,
die wir im folgenden einfiihren.

Die Stabilitdt einer Phasenbahn kann ermittelt werden, ohne ihre Zeitentwick-
lung kontinuierlich zu verfolgen. Es reicht, den Zustand der Phasenbahn zu einer
diskreten Abfolge von (ins Unendliche reichenden) Zeitpunkten festzustellen, was
S6konomisch und auflerdem darstellungstechnisch bequem ist. Bei einer Poincaré—
Abbildung besteht die Idee darin, nur die Kreuzungspunkte der Phasenbahnen mit
einer geeignet gewéhlten Untermannigfaltigkeit des Phasenraums zu registrieren.
Gegeben sei ein autonomes Hamiltonsches System (M, Q, H) mit f Freiheitsgraden

und Energieschale
'r={zeM|H(z)=E}.

Unten werden wir zum Fall f = 2 spezialisieren, aber fiirs erste halten wir die
Diskussion allgemein. Die Energieschale sei eine kompakte und zusammenhangende
Mannigfaltigkeit ohne kritische Punkte von H. Weiter sei F': M — R eine differen-
zierbare Funktion, und D # () der Durchschnitt von I'g mit der Niveau-Menge von

F zum Wert Null:
D:={ze€Tg|F(z)=0}.

Wir verlangen von F, daf die Poisson-Klammer { ¥, H } nirgendwo auf D verschwin-
det. Aquivalent hierzu ist die Bedingung (dF), (Xz(a)) # 0 fiir alle a € D, wobei
Xy = IdH wie iiblich das Hamiltonsche Vektorfeld zur Hamilton—Funktion H
bezeichnet. Wir nennen D in diesem Fall transversal zum Phasenflufl. Die Trans-

versalitéit garantiert, dafl die Schnittmenge von D mit einer Phasenbahn des Hamil-
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tonschen Systems aus isolierten Punkten besteht. D heifit ein Poincaré—Querschnitt
(engl. Poincaré surface of section) des Phasenflusses.

Jede von D ausgehende Phasenbahn kehrt immer wieder nach D zuriick. Diese
Tatsache folgt aufgrund der Kompaktheit der Energieschale I' p mit einem dhnlichen
Argument wie es im Beweis des Poincaréschen Wiederkehrsatzes verwendet wurde.
Damit kénnen wir iiber den Phasenfluf} ¢ jedem Punkt a € D in eindeutiger Weise

eine Zeit T'(a) durch die Forderung
F(¢r@) =0, und F(¢(a)) #0 fiir 0<t<T(a)

zuordnen. T'(a) ist also die Zeit, zu der die zur Zeit Null von a ausgehende Phasen-
bahn erstmals nach D zuriickkehrt. Wegen der Differenzierbarkeit von F' und der

Transversalitit von D zum Phasenflufl ist T : D — R eine differenzierbare Funktion.

DEFINITION 5.5 Unter dem zum Phasenfluf§ ¢ und der transversalen Unterman-

nigfaltigkeit D assoziierten Poincaré—Abbildung verstehen wir die Abbildung
d}:D_)Da a’_>¢T(a)(a)’
wobei T : D — R die Zeitfunktion der ersten Riickkehr ist.

Da der Phasenfluf} eine differenzierbare Abbildung ist und auch T'(a) in differen-
zierbarer Weise von a abhéngt, gilt dasselbe fiir die Poincaré-Abbildung 1.
Beispiel: Sei (M, Q, H) ein harmonischer Oszillator mit zwei Freiheitsgraden: M =

R4, Q = E?Zl dp; A dg; und

p? N kiq?

H=H, +H H; =
1+ 2, 2ml 9

Jede Energieschale 'y = {z|H(z) = E > 0} ist in diesem Fall diffeomorph zu
einer 3—Sphiire. Als Poincaré—Querschnitt wiihlen wir den Durchschnitt D von T'g
(fiir irgendein E > 0) mit der Niveaumenge F' = py = 0. Da dps und dH auf D
iiberall linear unabhéngig sind, ist D nach dem Hauptsatz iiber implizit definierte

Funktionen eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von M. Es handelt sich um

eine 2-Sphire, mit Nordpol ¢; = \/2E/ks, Siidpol go = —+/2E/k, und Aquator
A ={a|p:(a) = g2(a) = 0} .

Die Poisson-Klammer {F, H} = —kag» verschwindet auf A, weshalb D dort nicht
transversal zum Phasenflufl sein kann. (Tatsiichlich bedeutet p» = g = 0, daf der
zweite Oszillator permanent in Ruhe und die gesamte Energie im ersten Oszillator

konzentriert ist. Eine Phasenbahn durch a € A verweilt deshalb fiir immer auf A4.)
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Um diesen Mangel zu beheben, entfernen wir A und konstruieren die Poincaré-
Abbildung ¢ auf D' = D \ A statt D. Da die Oszillatorfrequenzen unabhiingig von
der Energie durch k; = m;w? gegeben sind, hat die Riickkehrzeit den konstanten
Wert T = Qw\/rr/kz. Die Poincaré—Abbildung 1 springt zwischen der oberen
(g2 > 0) und unteren (go < 0) Hemisphire hin und her. Verwenden wir fiir beide

Hemisphiren der Bequemlichkeit halber dieselben Koordinaten ¢y, p1, so ist ¥ mit

a = 2m4/kimsy/mqks durch
<q1> ( cos sin a) (q1>
P1 —sina cosa /) \p1

Wir fragen nun, ob der Poincaré—Querschnitt D als “reduzierter Phasenraum” taugt.

gegeben. m

Sei ¢ die Inklusion ¢ : D — M, a + a, und w := ¢*Q die nach D zuriickgezogene

symplektische Struktur.

SATZ 5.9 (D,w) ist eine (2f —2)—dimensionale symplektische Untermannigfaltigkeit
des Phasenraumes (M, Q).

Beweis: Nach Voraussetzung haben die differenzierbaren Funktionen F' und H
auf D keine kritischen Punkte. Auch sind die Differentiale dF' und dH wegen des
Nichtverschwindens der Poisson-Klammer {F, H} tiberall auf D linear unabhéngig.
Hieraus folgt nach dem Hauptsatz iiber implizit definierte Funktionen, dal D C M
eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit der Dimension 2f — 2 ist.

Aus der Geschlossenheit von 2 resultiert wegen der Vertauschbarkeit der Cartan—

Ableitung mit dem Zuriickziehen von Differentialformen
dw=d("Q) =."(dQ) =0,

also die Geschlossenheit von w. Damit (D,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit
bildet, mufl w zudem noch nichtentartet sein. Zum Beweis dieser Eigenschaft stellen
wir zunéchst fest, daf} fiir jeden Punkt a € D aus der Voraussetzung {F, H}(a) # 0
zwei Dinge folgen: (i) die Vektoren X (a) = (IdH)(a) und Xp(a) = (IdF)(a) sind
voneinander linear unabhéngig, und keiner dieser Vektoren liegt im Tangentialraum

T,D:
(dF)a (Xm(a)) = —(dH)q (Xp(a)) = {F,H}(a) #0 .

Die Vektoren Xp(a) und Xg(a) zusammen mit einer Basis des Tangentialraumes
T,D bilden also ein linear unabhéngiges System und spannen somit den Tangenti-

alraum T,M auf.
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F=0

Z Xe (@

Sei nun u € T,D ein Nullvektor von wg:
we(u,v) =0 fiir alle veT,D.
Mit w = ¢*Q und D,e(u) = v und D,ye(v) = v gilt dann auch
Q(u,v) =0 fiiralle veT,D.
Auflerdem gilt

Qo (v, Xp(a))

(dF),(u) =0,

0 (v, Xp(a))

(dH)4(uw) =0,

denn wu liegt als Element von 7,D tangential zu den Niveauflichen von F und
H. Da die Vektoren Xp(a), Xp(a) zusammen mit T,D den Tangentialraum T, M
aufspannen, gilt insgesamt Q,(u,v) = 0 fiir alle v € T,M. Jeder Nullvektor « von
w, ist also auch Nullvektor von ,. Da Q nichtentartet ist, folgt v = 0 und somit
die Nichtentartetheit von w.

Beispiel: Im obigen Beispiel des zweidimensionalen harmonischen Oszillators be-
steht der Poincaré-Querschnitt aus zwei Hemisphéren: D’ = S, U S_. Die zuriick-
gezogene symplektische Struktur auf beiden Hemisphéren ist die geschlossene und
nichtentartete 2-Form w =dp; Adq;. m

Da die Poincaré—Abbildung ¢ nur auf einer Untermannigfaltigkeit D C M erklért
ist, macht es keinen Sinn zu fragen, ob ¢ kanonisch im iiblichen Sinn ist. Sinnvoll

hingegen ist die Frage nach der Kanonizitét von 9 bzgl. (D, w).

SATZ 5.10 Die Poincaré-Abbildung 1 : D — D erhilt die reduzierte symplektische
Struktur w auf D:

V'w=w.

Bemerkung: Man beachte die Analogie zu Korollar 4.16.4 und dem Liouvilleschen

Satz. Letztere sind hier allerdings nicht anwendbar, weil in der Poincaré—Abbildung
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der Phasenflul auf verschiedene Anfangsbedingungen mit verschieden langer Zeit-
dauer wirkt.

Beweis des Satzes: Wir beweisen die dquivalente Aussage

L= L
A Juw

fiir jedes bzgl. w meBbare Flichenstiick A C D. Dazu besorgen wir uns zunéchst eine
niitzliche Préisentation der Poincaré—Abbildung ). Wir betten D in den erweiterten
Phasenraum M x R auf dreierlei Weise ¢; : D — M x R (i = 0, 1, 2) ein; erstens in

trivialer Manier durch
¥1(a) = (a,0),
zweitens mit Hilfe der Riickkehrzeit 7' durch
¥a2(a) = (a,T(a))
und drittens iiber den Phasenflufl ¢ durch
¥3(a) = (¢1(a)(a), T(a)) -

Die Poincaré-Abbildung ist dann die Verkettung ¢ = 15 1o Pg.

Wa(A)

Zeit t

Sei jetzt A C D ein orientiertes Flichenstiick mit Rand 0A. Die Kurven ¢ (0A)
und 93(0A) umlaufen denselben Schlauch von Integralkurven des Hamiltonschen
Vektorfeldes IdH. Deshalb folgt aus der Kombination des Stokes’schen Lemmas

(Satz 4.15) mit dem Allgemeinen Satz von Stokes

/(Q—dH/\dt): / (Q— dH Adt) .

Y1(A) Y3(4)
Diese Gleichung ist so zu verstehen, dafl die symplektische Struktur 2 in der natiirli-

chen Weise zu einer 2—Form im erweiterten Phasenraum ausgedehnt wurde. Den
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Term dH A dt diirfen wir auf beiden Seiten weglassen, weil 13(A) und 1 (A)
in Fldachen konstanter Energie H = E liegen. Da Q keine Zeitkomponente be-
sitzt, ist die mittels ¢; oder > nach D zuriickgezogene Form in beiden Féllen

P =w =1P50. Mit 3(A4) = 92 0 (A) und dem Transformationssatz folgt

o [ o= [sn- [~
)

A ¥3(A) P(A ¥(4)

also die zu zeigende Aussage f¢(A) w=[,w.

Beispiel: Wir betrachten ein integrables System mit Winkel- und Wirkungsvaria-
blen 60, ¢; I, J. Die symplektische Struktur habe die kanonische Form = dI A df +
dJ Adyp, und die Hamilton-Funktion sei H = Ho(I, J). Wir fixieren eine Energie E.
Die zugehorige Energieschale I'; besteht aus den invarianten Tori, deren Wirkungen
die Gleichung Hy(I,J) = E erfiillen. Als Poincaré-Querschnitt D wiihlen wir den
Durchschnitt von 'y mit ¢ = 0. (Daf8 ¢ nicht global definiert ist, macht hier kei-
ne Probleme. Der Poincaré—Querschnitt bildet eine glatte Mannigfaltigkeit, solange
nur die Funktion F' in einer offenen Umgebung von D definiert werden kann, was
fiir ' = ¢ der Fall ist.) Wir setzen wy = 0H/0I, wy = 0H/0J und nehmen an, daf}
wy strikt positiv sei. Dann kénnen wir 6, I als lokale Koordinaten fiir D verwenden.
Die Wirkungsvariable J betrachten wir als abhingige Grée, deren Wert bei fest
gewihlter Energie E durch die Gleichung E = Hy(I, J) bestimmt wird. Die nach D
zuriickgezogene symplektische Struktur ist w = dI A df. Aus der konstanten Win-
kelgeschwindigkeit ¢ = ws errechnen wir die Riickkehrzeit 7' = 27 /w,. Integration

der Bewegungsgleichung § = w; gibt dann die Poincaré-Abbildung

() (r)

mit p(I) = 27wy /ws. Fiir strikt monotones p nennen wir ¢ eine Twist—Abbildung.
Sie erhilt die reduzierte symplektische Struktur, denn dIAd(8+p(I)) = w = dIAdE.
Alle Kreise I = Iy des Poincaré—Querschnitts D sind invariante Mannigfaltigkei-
ten von . Fiir jede Anfangsbedingung a mit irrationalem po/27 = p(I(a))/27
ist die Bewegung ergodisch, d.h. die normierte Dirac—Distribution der Punkte
a,¥(a),¥?(a),... 1" (a) konvergiert fiir n — co im schwachen Sinn gegen das dreh-
invariante Mafl df/2m auf dem Kreis. Im Falle von rationalem po /27 = m/n ist die

Bewegung periodisch mit Periode n.
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$=0 =21
Zur Definition der Twist—Abbildung ).

5.7 Poincaré—Birkhoff—-Theorem

Ausgehend von einem integrablen System mit zwei Freiheitsgraden untersuchen
wir jetzt das Schicksal resonanter Tori bei Anschalten einer kleinen Stérung. Dazu
greifen wir das eben besprochene Beispiel wieder auf und ersetzen die Hamilton—

Funktion durch
H = Ho(I, J) +5H1(0a90a1a J) )

wobei die Stérung H; eine analytische Funktion ihrer Argumente sei. Die zugehorige
Poincaré-Abbildung . kénnen wir nicht ohne gréfieren Rechenaufwand bestimmen.

Es ist aber klar, daf} sie von der allgemeinen Form
. 0 0"\ _ (0+p(I)+ f(0,1)
Ye <I> ~ <1'> = <I +9-(0,1) (5.18)

sein muf}, wobei die Funktionen f. und g. analytisch von &, 8 und I abhingen
und fiir ¢ = 0 verschwinden. Da die Hamilton-Funktion global definiert ist, sind
fe, ge periodisch in # mit Periode 27. Eine weitere Einschrinkung folgt aus Satz
5.10. Demnach ist 1. flichenerhaltend bzgl. der zuriickgezogenen symplektischen
Struktur w auf dem reduzierten Phasenraum D. Aus w = dI A df = dI' A df’

resultiert nach kurzer Rechnung die Bedingung

of: O0g.
f+g

9ge
—_ —

00

wobei die Poisson—Klammer {e, e} bzgl. w gebildet wird. Wir nennen (5.18) eine
gestorte Twist-Abbildung, falls p strikt monoton ist.

Beispiel: Das einfachste Beispiel einer gestorten Twist-Abbildung wird durch die
Standard—Abbildung von Chirikov und Taylor geliefert:

p(I)=kI, f(0,I)=0, g:(0,I)=elosin(0+kI) .

Sie und ihr quantentheoretisches Analogon treten in einer Reihe von physikali-
schen Problemstellungen auf, u.a. in der Modellierung des Ionisierungsvorganges

in Rydberg-Atomen. g
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Wir betrachten jetzt die Schnittmenge I' von D mit einem resonanten Torus des
integrablen Systems (¢ = 0), also einen Kreis {a € D|I(a) = Iy}, fiir den das
Verhiltnis der ungestorten Frequenzen rational ist: p(Ip) = 2am/n mit m,n € Z.

Alle Punkte a von T sind Fixpunkte der n-mal iterierten Twist—Abbildung,

¥g(a) =a,

denn deren Winkeldnderung auf T' betrigt n x p(Ip) = 2rm = 0 (modulo 2m).
Der Konkretheit halber nehmen wir an, daf§ die Ableitung von p auf I’ positiv sei:
p'(In) > 0. Unter der Abbildung ¢ nimmt der Winkel # dann fiir Punkte auf
invarianten Kreisen mit leicht vergrofierter Wirkung I > Iy zu und auf solchen mit
leicht verkleinerter Wirkung I < I ab.

Was passiert nun mit der Fixpunktkurve I" von 9, wenn wir zur gestorten Twist—
Abbildung v? tibergehen? Da das KAM-Theorem iiber resonante Tori keine Aussage
macht, erwarten wir nicht, daf} sich I' zu einer invarianten Kurve von 97 fortsetzt.

Tatséchlich verbleiben von ihr nur isolierte Fixpunkte:

SATZ 5.11 (POINCARE-BIRKHOFF-THEOREM) Die gestirte Twist-Abbildung ¢
besitzt fiir geniigend kleines € > 0 eine endliche Zahl von Fizpunkten in der Nihe
der Kurve I'. Werden die Fizpunkte mit Multiplizitdt gezdhlt, ist ihre Zahl immer

ein gerades Vielfaches von n.

Beweis: Nach dem KAM-Theorem wird I fiir geniigend kleines € > 0 durch invari-
ante Kurven I't und I'~ von ¢ eingeschlossen. O.B.d.A. nehmen wir p'(Iy) > 0 an.
Die Abbildung %" dreht dann die Kurven I'™ und 't im Uhrzeiger- bzw. Gegenuhr-
zeigersinn. Hieraus folgt mit der Stetigkeit von ¢, daff auf jedem Strahl § = const
ein Punkt z existiert, dessen Winkelkoordinate unter der Abbildung invariant ist:
0(z) = 6 (Y2 (z)). Die Gesamtheit dieser Punkte bildet, wieder fiir geniigend kleines
e > 0, eine geschlossene analytische Kurve r., die in der Ndhe von I' liegt. Nun
wissen wir, daf8 ¢? flichenerhaltend ist. Deshalb kann das Bild ¢?(r.) der Kurve
r. weder innerhalb noch auflerhalb von r. liegen, und die zwei Kurven miissen ein-
ander schneiden. Da 97 auf der Kurve r. radial wirkt, ist jeder Schnittpunkt von
re mit ¥?(r.) ein Fixpunkt von ¢”. Damit ist die Existenz von Fixpunkten in der
N#he von T' gezeigt.

Nun betrachten wir die radiale Verschiebung A : r. — R,
Az) = I (¢ (z)) - I(z) .

Die Fixpunkte von 9" sind offenbar Nullstellen von A. Wir erinnern an die Tatsa-

che, daf} eine analytische Funktion auf jedem Kompaktum héchstens endlich viele
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Nullstellen hat. Da die geschlossene Kurve r. analytisch ist, folgt hiermit die End-
lichkeit der Zahl von Fixpunkten in der Nihe von T'.

Sind alle Nullstellen von A einfach — das ist der “generische” Fall — , dann muf ihre
Gesamtzahl gerade sein, denn auf jede Nullstelle mit positiver Ableitung folgt eine
Nullstelle mit negativer Ableitung. Im Fall von Entartung zéhlen wir die Nullstellen
entsprechend ihrer Vielfachheit, d.h. eine zweifache Nullstelle doppelt, eine dreifache
Nullstelle dreimal usw. Mit dieser Zéhlweise (“mit Multiplizitét”) ist die Zahl der

Nullstellen und somit die Zahl der Fixpunkte immer gerade.

Im generischen Fall einfacher Nullstellen zeigt ein Blick auf das obige Diagramm,
dal der Charakter der Fixpunkte zwischen elliptisch und hyperbolisch alterniert.
Sei nun z ein elliptischer Fixpunkt: z = ¢ (z). Das Orbit von z besteht aus den

Punkten z, . (z),¥2(z),..., " (z). Es gilt
0 (v(z)) = 0(z) + 2l % +0(e) .

Das Orbit besteht also aus n verschiedenen Punkten. Wegen %™ o 9l (z) = 9L o
Y™ (z) = ¢! (z) sind mit z auch alle anderen Punkte des Orbits von z Fixpunkte

von ¢”. Anwendung der Kettenregel gibt (¢ wird der Kiirze halber unterdriickt)
Dyi()¥" 0 Dot = Dy (" 0 ¢)') =Dy (¢ 0 ¢") = Dotp' 0 Doy .

Hieraus folgt, daf die Spur des Differentials von 7 fiir alle Punkte auf dem Orbit
von = denselben Wert hat: Tr D9 = Tr Dy (,)97. Alle n Punkte auf dem Orbit von
z sind demnach elliptische Fixpunkte. Die Gesamtheit aller elliptischen Fixpunkte
teilt sich daher in Orbiten von n Punkten ein. Sei k die Zahl solcher Orbiten. Dann
gibt es insgesamt kn elliptische Fixpunkte, und die Gesamtzahl aller Fixpunkte ist

2kn, also ein geradzahliges Vielfaches von n. m
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5.8 Heteroklinische Oszillation

Fazit des letzten Abschnitts ist, dafl die Fixpunktkurve I" der n—mal iterierten un-
gestorten Twist-Abbildung ¢ im generischen Fall in eine alternierende Anordnung
von elliptischen und hyperbolischen Fixpunkten der gestérten Abbildung %2 aufge-
brochen wird. Wir untersuchen nun die Verhé#ltnisse in der N&he der hyperbolischen
Fixpunkte genauer. Die folgenden Uberlegungen hiingen nicht von der speziellen
Form einer gestorten Twist—Abbildung ab, sondern gelten fiir jede flichenerhalten-
de Abbildung, weshalb wir die Notation in ¢ := ¢ abéndern.

An jedem Fixpunkt z von ¢ ist das Differential L := D, ¢ eine symplektische lineare
Abbildung des Tangentialraumes T, D auf sich. Fiir einen elliptischen Fixpunkt gilt
TrL < 2, fiir einen hyperbolischen hingegen TrL > 2; siehe Abschnitt 2.6. Im
letzteren Fall hat L zwei reelle Eigenwerte, A_ > 1 und Ay = 1/A_ < 1. Die
zugehorigen Eigenvektoren geben die Richtungen an, entlang derer die Abbildung
in der N#he des Fixpunkts expandierend (A_) bzw. kontrahierend (A ) wirkt.

Die Eigenrichtungen von ¢ an einem hyperbolischen Fixpunkt, nennen wir ihn h,

werden durch die Definition
W*:={zecD| lim ¢"(z)=h} (5.19)
k—+oco

zu expandierenden (W) bzw. kontrahierenden (W) Mannigfaltigkeiten von h
fortgesetzt. W1 besteht also aus allen Punkten des Poincaré—Querschnitts D, die
in der fernen Zukunft in h enden werden, und W~ aus jenen, die in der fernen
Vergangenheit ihren Ursprung in A nahmen. Wir nennen W und W~ auch die
stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit des Fixpunkts h. In der Nidhe von h haben
diese Mannigfaltigkeiten die Form glatter Kurven, und aus der Definition von W+
folgt sofort, dafl die Tangentenvektoren im Punkt h Eigenvektoren der linearisierten

Abbildung L = D¢ zu den Eigenwerten A* sind.

W~ W+
SN h 0()
W+
w-

Thema des laufenden Abschnitts ist die Form der stabilen und instabilen Mannig-
faltigkeiten W+ fern vom ihrem Fixpunkt h. Wir werden zeigen, dafl die Kurven

W dort im allgemeinen zu oszillieren beginnen und letztendlich die Eigenschaft
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der Differenzierbarkeit verlieren und nichtglatt werden. Dieses Phinomen der he-
teroklinischen Oszillation wurde von Poincaré (1889) entdeckt. Es impliziert die
Abwesenheit eines vollstindigen Satzes von Bewegungsintegralen in der Nihe hy-
perbolischer Fixpunkte, also die Abwesenheit von Integrabilitit, und ist somit ein
Keim fiir Chaos in Hamiltonschen Systemen.

Wir beginnen mit einigen simplen Feststellungen. Zuvorderst sei bemerkt, daf} die
stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten W* nicht mit Phasenbahnen zu verwech-
seln sind. Die durch die Poincaré—Abbildung ¢ vermittelte Dynamik ist ja diskret.
Dafl W die Gestalt kontinuierlicher Kurven haben, liegt daran, daB wir alle Punkte,
die unter der Dynamik von ¢ dieselbe Destination bzw. denselben Ursprung haben,
gleichzeitig auftragen. Es steht dann auch nicht im Widerspruch zum Existenz— und
Eindeutigkeitssatz fiir Losungen gewo6hnlicher Differentialgleichungen, wenn solche
Kurven sich kreuzen.

Was 148t sich nun iiber die Schnittmengen der stabilen und instabilen Mannigfal-
tigkeiten hyperbolischer Fixpunkte aussagen? Wir betrachten den allgemeinen Fall,
wo mehrere hyperbolische Fixpunkte hq, ho,... vorliegen, und bezeichnen die zu-
gehorigen (in)stabilen Mannigfaltigkeiten mit W,ﬁ , W}i , usw. Es ist klar, daf} zwei
Mannigfaltigkeiten vom gleichen Typ (d.h. zwei stabile, oder zwei instabile) sich
niemals kreuzen, denn die Existenz eines Schnittpunkts wire mit Definition (5.19)
unvertriglich: kreuzten sich z.B. zwei stabile Mannigfaltigkeiten Wht und Wht in
einem Punkt z, so miifite ¢*(z) fiir k — oo sowohl gegen h; wie hy konvergieren,
was im Widerspruch zu h; # hy stehen wiirde. Das gleiche Argument greift fiir zwei
instabile Mannigfaltigkeiten.

Auch im Fall hy = hy kénnen sich die stabilen oder instabilen Mannigfaltigkeiten
nicht selbst schneiden. Zum Beweis nehmen wir an, es gibe einen Schnittpunkt z
von W,j' mit sich selbst. Dann wére z der Anfangs— und Endpunkt einer Schleife ¢
auf W,". Das Urbild ¢ *(£) von £ lige auf W,", und da ¢ stetig ist, miifite ¢ 1(£) ein
zusammenhéngender Abschnitt der Kurve W, sein. Dieser Abschnitt hitte einen
Anfangs— und einen Endpunkt, die voneinander verschieden wiren. Beide Punkte
wiirden aber durch ¢ auf z abgebildet, was im Widerspruch zur Injektivitit von ¢
stiinde.

Es gibt also keine Kreuzungen zwischen zwei stabilen oder instabilen Mannigfal-
tigkeiten vom gleichen Typ. Kreuzungen zwischen Mannigfaltigkeiten unterschied-
lichen Typs sind jedoch erlaubt, und mit ihrem Auftreten ist im allgemeinen auch
zu rechnen: Im generischen Fall liegen die Mannigfaltigkeiten Wh+ und W,:] zweier

benachbarter hyperbolischer Fixpunkte h; und h; nicht aufeinander, sondern schnei-
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den sich gegenseitig. Ein solcher Schnittpunkt heifit ein heteroklinischer Punkt.
Die Existenz eines einzigen heteroklinischen Punktes z impliziert sofort die Existenz
einer unendlichen Zahl solcher Punkte: mit z liegt auch ¢*(z) (k € Z) sowohl auf
W, wie auch auf W, , und ist somit heteroklinischer Punkt.

Betrachten wir nun die Folge von heteroklinischen Punkten z,¢(z),... ,¢*(z),...
in W,jr N Wh_] . Diese Folge konvergiert gegen h;, und sie liegt auf der bei Annihe-
rung an h; linear werdenden Kurve W,j' . Das Flichenstiick, das von den Abschnitten
der Kurven W," und W, zwischen den Punkten ¢*~'(z) und ¢*(z) eingeschlos-
sen wird, geht unter Abbildung mit ¢ in das entsprechende Flichenstiick zwischen
#*(z) und @¢**+1(z) iiber. Dabei bleibt die eingeschlossene Fliche konstant, denn
die Poincaré-Abbildung ¢ ist ja flichenerhaltend. Die Kombination von Flichener-
haltung und Konvergenz der Folge erzwingt, daf} die Kurve Wh: seitlich ausweicht
und mit wachsendem k immer stirker ausschldgt: es kommt zu einer sogenannten

heteroklinischen Oszillation von Wh_J um W,j' .

w

Wer sich die geometrischen Verhiltnisse auf zeichnerische Weise vor Augen zu fiihren
versucht, wird schnell einsehen, daf§ die Kurve W, (W,") bei h; (bzw. h;) nicht
differenzierbar ist. Als Konsequenz hiervon kann in der Nihe eines hyperbolischen

Fixpunkts kein zweites glattes Bewegungsintegral neben der Energie existieren.
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Als Poincaré (1889) das Phénomen der heteroklinischen Oszillation entdeckte, schrieb
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er: “Versucht man die von diesen beiden Kurven [gemeint sind die sich kreuzenden
stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten] gebildete Figur darzustellen, so ist man
von ihrer Komplexitit derart frappiert, daf ich nicht einmal den Versuch einer Zeich-
nung unternehmen werde. Nichts ist besser geeignet [als diese Komplexitiit], um uns
eine Ahnung von der Kompliziertheit des 3—-Korperproblems und allgemeiner von
allen dynamischen Systemen, die nicht global integrabel sind, zu vermitteln.”

Mitteilung: Wihrend im Fall einer schwach gestorten Twist—Abbildung die he-
teroklinische Oszillation das natiirliche Szenario darstellt, treten im Fall starker
Stoérungen auch sogenannte homoklinische Oszillationen auf. Hierbei schneidet die
instabile Mannigfaltigkeit eines hyperbolischen Fixpunkts h die stabile Mannigfal-

tigkeit desselben Fixpunkts in unendlich vielen homoklinischen Fixpunkten.

Wir fassen die Kernaussagen und einige Konsequenzen des laufenden Kapitels kurz
zusammen:

Zunichst einmal sei erwihnt, daf es fiir die in der Natur vorkommenden Krifte ge-
schehen kann, dafl Teilchen, die genug Energie besitzen, aus der Wechselwirkungs-
zone entweichen. In einem solchen Fall wird die Bewegung fiir den entsprechenden
Freiheitsgrad asymptotisch trivial, ndmlich gleichfé6rmig geradlinig. Wenn dagegen
die Bewegung aller Freiheitsgrade auf ein Gebiet endlichen Phasenraumvolumens

beschriankt ist, dann kann sich ein reichhaltige Vielfalt von Phinomenen abspielen:

1. Die Verhiltnisse sind sehr geordnet fiir integrable Systeme. In diesem Fall fin-
det die Bewegung auf f-dimensionalen Tori statt. Die Bewegungsgleichungen
sind durch Quadratur l6sbar, und das Langzeitverhalten des Systems ist somit

vollstdndig bekannt und vorhersagbar.

2. Das Schicksal eines integrablen Systems bei Anschalten einer generischen
schwachen Stérung ist in der beriihmten Arnold—Skizze dargestellt (siehe un-
ten). Nach dem KAM-Theorem bleiben die irrationalen Tori unter kleinen
Stoérungen erhalten; sie werden lediglich etwas deformiert. Die resonanten Tori
hingegen l6sen sich in alternierende Folgen von hyperbolischen und elliptischen
Fixpunkten auf, wobei letztere selbst wieder von KAM-Tori umgeben sind.
Wenn die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten hyperbolischer Fixpunk-
te sich schneiden, was im allgemeinen der Fall ist, mufl notgedrungen eine
homo- oder heteroklinische Oszillation vorliegen. Dies erdffnet in der Nihe
hyperbolischer Fixpunkte die Mo6glichkeit zu chaotischer Bewegung, und das

Langzeitverhalten kann dann numerisch unvorhersagbar sein.
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Arnold-Skizze

3. Bei wachsender Stéirke einer generischen Storung werden mehr und mehr
KAM-Tori vernichtet. In vielen Fillen kommt es schliefflich zu globalem Cha-
os. Das heif}t insbesondere, daf} eine einzige Phasenbahn den gesamten verfiig-

baren Phasenraum (bei fester Energie) ausfiillt.

4. Schliefllich ist noch zu bemerken, dafl ein qualitativer Unterschied zwischen
f =2und f = 3 besteht. Im Fall zweier Freiheitsgrade sind die Gebiete chao-
tischer Bewegung durch dazwischenliegende KAM-Tori separiert. Fiir mehr
als zwei Freiheitsgrade kénnen die chaotischen Phasenbahnen von einem chao-
tischen Gebiet zu einem anderen durch Ausnutzen der zuséiitzlichen Freiheiten

wandern. Man nennt dieses Phinomen Arnold—Diffusion.
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Anhang A

A.1 Symplektische Vektorrdume

Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n. Unter dem Dualraum, V*, zu V
versteht man bekanntlich den linearen Raum V* = L(V,R). Die Elemente von V*

sind lineare Abbildungen V — R und heiflen Linearformen.

DEFINITION A.1 Ist{e1,...,e,} eine Basis von V, so ist die Dualbasis {6',... ,0"}

von V* erklirt durch 6° (e;) = 0;

Anwendung von 6 auf einen Vektor v = Zj vJe; gibt die i-te Komponente von v:
0% (v) = 0i(Zvjej) = Zvjej(e]-) = Zvj(s; =t
J J J

Analog erh#lt man durch Einsetzen von e; in ein Element o = Y- | ;0" € V* die

j—te Komponente von a:
ale;) =Y aibi(e;) = a;.
i

Wir betrachten nun den Raum der 2-linearen Formen L?(V, R). Ein Element w von

L*(V,R), w:V xV = R, (u,v) — w(u,v) ist linear in beiden Argumenten.
DEFINITION A.2 Seiw € L?(V,R).

(i) w heifit schief, wenn gilt: w(u,v) = —w(v,u) fir alle u,v € V.

(i) w heifit entartet, falls ein v € V ezistiert, v # 0, so daf8 gilt: w(u,v) =0 fir

alle u € V. Andernfalls heifit w nichtentartet.

Der Vektorraum V habe nun gerade Dimension: n = 2f.

DEFINITION A.3 FEine nichtentartete schiefe 2-lineare Form w : V x V — R heifst

eine symplektische Form auf V. Das Paar (V,w) heifit ein symplektischer

171
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Vektorraum. w hat Normalgestalt beziglich einer Basis {e1,... ,e2s}, wenn die

durch J;; = w(e;,e;) definierte 2f x 2f-Matriz J die Gestalt hat

_ (0 -1y
7= (lf 0 ) '
SATZ A.1 Zujedem symplektischen Vektorraum (V,w) ezistiert eine Basis {e1,... ,e25}

von V, beziiglich welcher w Normalgestalt hat.

Um eine symplektische Form w bzgl. einer Basis darzustellen, ben6tigen wir den

Begriff des dufleren Produkts.

DEFINITION A.4 Das duflere Produkt zweier Linearformen a und 3 ist die 2-lineare

FormaApB:VxV >R, (u,v) = (aAB)(u,v) := a(u)b(v) — a(v)B(u).
Bemerkungen:

(i) Offensichtlich gilt: a AB = -8 A a.

(ii) Die Definition ist auch fiir ungerade Dimension dim V = n sinnvoll.

Ist {6%,...,0%7} die Dualbasis zu {ei, ... ,eas}, so lautet die Basisdarstellung einer

symplektischen Form w:

1
w=w(e;e;) = §Zsz(9k/\9l)(6i,6j)
X

1 1
= 3 > wi (0% ()0 (e5) — 6% (e;)0" (e:)) = 5 Wij —wji) = wij -
kol
Fiir beliebige Vektoren u = )_; u‘e; und v = Y-, ve; gilt:

w(u,v) = Zuiwijvj .
i,J

Ist die symplektische Form w in Normalform beziiglich {e1,... ,ear}, so gilt
f
w(u,v) = 2:(ukvf+’c — vk TRy,
k=1

A.2 Alternierende k—lineare Formen

DEFINITION A.5 Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n. Eine alternie-

rende k—lineare Form auf V ist eine k-lineare Abbildung w: V XV x...xV —

R, (v1,v2,...,0) = w(v1,va,...,vr) mit der Eigenschaft
w(vn(l)a s avw(k)) = (—1)'”‘&)(’[}1, s avk)
fiir jede Permutation m der Indexmenge 1,2,... k. Den linearen Raum der alter-

nierenden k-linearen Formen auf V bezeichnen wir mit Alt® (V).
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. . . n n:
Mitteilung: dim (Altk(V)) = (k) = k'(nilk)'
DEFINITION A.6 Das duflere Produkt A,

A AIR(V) x AY(V) = ALFTH(V)
(,8) = aAp

ist erkldrt durch

(@AB)(v1y-- - s Vky Vkt1y ey Vktl)

1 ™
= W Z(_l)l ‘a(vﬂ'(l)’ s ’vﬂ(k)) ﬂ(vﬂ(k+1)a s av7r(k+l)) )
wobei die Summe iber alle Permutationen m der Indexrmenge 1,2,... k + 1 lduft.

SATZ A.2 Bezeichne mit o ein Element von AIt*(V), und mit \, p zwei reelle

Zahlen. Dann hat das dufSere Produkt die folgenden FEigenschaften:
(i) a* Aol = (—1)*al A a® (Schiefsymmetrie);
(i) (Aa® + pal) Aa™ = Aa* A a™) + u(al A a™) (Distributivitit);
(i) (o Aal) Aa™ = a* A (el Aa™) (Assoziativitit).

Bemerkung: Aus (i) folgt insbesondere o* A o* = 0 fiir k ungerade. AuBerdem

gilt: o Aol =0 fiir k +1 >n = dim V.

SATZ A.3 Seien ny,ne,...,nr Linearformen: V.— R. Dann gilt

m(vi) oo m(vg)
(m A A (1, ... vr) = det :
M (v1) - me(ve)
SaTz A.4 Seien {e1,... ,en} und {01,... 0™} zueinander duale Basen von V und

V*. Dann ist jedes Element w € Alt*(V) darstellbar in der Form

1 ' ‘
W= E Z wi1...ik021 AN BQ% ,

11 . 0p

wobei wiy .. iy, = W(€iyy--- €5 ).

A.3 Operationen auf Differentialformen

DEFINITION A.7 Eine Differentialform k—ten Grades w (kurz: eine k—Form)

ist eine differenzierbare Abbildung w : U C R — Alt*(R?), p s w,.
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“Differenzierbar” bedeutet hier der Einfachheit halber immer von der Klasse C.

Beispiel: Das Differential einer differenzierbaren Funktion f: U C R* — R,
df: U — L(R*,R) = Alt'(R"),
p = (df)p,
ist eine Differentialform ersten Grades.
Koordinatendarstellung von Differentialformen:

Wir bezeichnen die kanonischen Koordinatenfunktionen des R* mit z¢ = 6° (i =

1,...,n). Dann gilt

df :Zaxidx ,
i=1

wobei die Koordinaten—1-Form dz‘ : R* — L(R*,R) erklért ist durch dz® : p —
(dz*), = 6" (unabhiingig von p). Die Koordinatendarstellungen einer 1-Form « und
einer 2-Form w sind
n 1 n
a= Z o;dz’, w= 3 Z wi;dz' Ade? = Zwijdx’ ANdz?,
i=1 i,j=1 1<J
mit w;; = —wj;. Das duflere Produkt zweier Differentialformen o und g ist punkt-

weise definiert durch
(@AB)p=apAByp.

So wie Vektoren in k-lineare Formen eingesetzt werden konnen, 148t sich auch das
Einsetzen von Vektorfeldern in Differentialformen definieren. Diese Operation heifit
das innere Produkt. Beim Einsetzen eines Vektorfeldes in eine k—Form entsteht
eine (k—1)-Form. 0—Formen werden mit Funktionen U C R” — R identifiziert. Die
Operation des Einsetzens ist punktweise definiert.

Beispiel: Sei w : U C R* — Alt>(R*) eine 2-Form, und sei v : U — R” ein
Vektorfeld. Dann ist

w(e,v) : U— L(R",R)

die durch p — wy(e, vp) erklirte 1-Form. Sind die Koordinatendarstellungen von w
und v durch
w = Zwijda:i Adz? und v= Zviai
i<j i
gegeben, so ist

w(e,v) = Zwij(dxivj —vida’) = Zaidxi

1<j
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n .
mit o; = w;;v?. Hier ist 0; wie immer das konstante Vektorfeld 9;(p) = e;.
i=1

Jj=

DEFINITION A.8 Die Cartansche (oder duflere) Ableitung dw einer k—Form

w:UCR* - Alt¥(R™) ist erklirt durch

dw: U — AWMY(RM),

k
p o= (dw)p(vo,... k) i= 3 (=1)7 (Dpw) (v5)) (W0, - -+ ,0j1,Vj15-- - , V) -

7=0
Hierbei ist (Dpw)(u) das Differential der Abbildung w : U — Alt*(R) ausgewertet
auf u im Punkt p, also:

d
(Dpw) (u) = E"-’p+su

s=!
Beispiel k = 1: Sei @ = Y., a;dz" eine 1-Form. Mit
", da; S
(Dpa)(u) = Y 57 P (dz')y

4,j=1

folgt aus Definition A.8:

(da)p(u,v) = ((Dpw)(u))(v) = ((Dpw)(v)) (u)

Hieraus liest man ab:

da = Z %dxj Adzt = Z (gtzz — gz;> dzt Adz? .

i,j=1 i<j

Ahnlich zeigt man fiir w = 1 ZZ]':1 wi;dzt A da:

1 < Ow;j

_ ij 4.1 i i

dw_E..El 1 92l dz" Adz* Adz? .
i,5,l=

SATZ A.5 Bezeichne mit o eine Differentialform k-ten Grades. Dann gilt
d(e® Aal) = (da®) A dd + (—1)FaF A (da).

DEFINITION A.9 Eine k-Form w : U C R* — Alt® (R™) heifit geschlossen, wenn
gilt dw = 0 auf U.

DEFINITION A.10 Eine 2-Form w : U C R* — Alt*(R?), p — wp, heifst nichtent-

artet, falls w, nichtentartet ist fir alle p € U.
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A.4 Zuriickziehen von Formen

Wir beschreiben zunéichst das Zuriickziehen von Null-Formen g : N C R® — R
mittels einer Abbildung ¢ : M C R™ — N. Betrachte die nachfolgende Skizze. Man
sieht: g(y) = g(¢(x)) = f(z); insgesamt f = go ¢ : M — R. Hierfiir schreibt man

auch

|f=goy =:¢y7g]

und nennt f die “zuriickgezogene” Funktion.

i

<) \/

f g

Verallgemeinerung auf k-Formen w : N — Alt*(R?).

Wir gehen vom Transformationsgesetz fiir Vektorfelder unter Abbildungen aus. Ge-
geben sei das Vektorfeld X : M — R™ und wie zuvor die Abbildung ¢ : M — N,
die wir jetzt als differenzierbar voraussetzen. Dann ist das transformierte Vektorfeld

. X : N — R” erklirt durch

() (6(0) = (D) (X(p)) = (o + sX ()

5=0

Auflerdem wissen wir, dafl beim Einsetzen eines Vektorfeldes in eine 1-Form ei-
ne Funktion entsteht. Damit kénnen wir das Transformationsgesetz fiir 1-Formen
deduzieren. Gegeben sei die 1-Form 3 : N — L(R",R). Wir definieren die zuriick-
gezogene 1-Form ¢*3 : M — L(R™,R) durch die Forderung

| (¥*B)(X) := B(.X) 0¥ |

fiir alle Vektorfelder X : M — R™. Hieraus ergibt sich
¥ B)p(u) = By(p) (Dp¥h(w)) -

In Koordinatendarstellung findet man mit ¢/ ot =: 1)7:

B=Y iy’ S wB=3 Y (6 0v) gerde’,
j=1

j=1i=1

also ¢*3 = 31" | a;dz’ mit

0= (00 o |
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Fiir eine 2-Form w findet man durch die Forderung, dal w(e, X) = 3 sich wie eine

1-Form transformiert, das Transformationsgesetz

(¥*w),, (u,v) = wy(p) (Dpy(u), Dp(v)) -

In Koordinatendarstellung gilt

R i T R - k !
w—Eijzlwijdy ANdy! — o w—ikzl;lﬂkldx Adz

mit

n i 9o i 9o
nk,zéz(wﬁw)(aw oy By aw).

ozt ozt Ozl dzk

ij=1

SATZ A.6 Das Zuriickziehen von Formen vertauscht mit dem duferen Produkt und

und der dufleren Ableitung:
P (aAB) =@ a) A([¥"B) und ¢*(da) =d(¢"a).
A.5 Raumwinkelform auf S?

Wir besprechen einige Details zur Definition der in Abschnitt 4.4.1 verwendeten

Raumwinkelform w auf der 2-Sphére
S*?={oceR|(s,0) =1}.

Die Raumwinkelform w ist eine Differentialform zweiten Grades: S — Alt*(R?),
0 — wy. Die schiefe 2-lineare Form w, weist jedem Paar von Tangentenvektoren
u,v in einem Punkt o € S? die reelle Zahl w,(u,v) = —w,(v,u) zu. Der Wert
wo (u,v) 1Bt sich ohne Verwendung differentialgeometrischer Hilfsmittel erkléren,
wenn man die Tangentenvektoren u,v in der natiirlichen Weise als Elemente von
R? auffaBt. Sei Q(u,v,w) = (u x v,w) das iibliche Spatprodukt im Euklidischen
Vektorraum R® und n, der radial nach aufien gerichtete Einheitsvektor im Punkt

o € S%2. Dann haben wir
Wo (u,v) := Qu,v,n,) = (N, u X V) . (A.1)

Anschaulich gesprochen ist w,(gu, ev) die orientierte Fliche des durch die Tangen-
tenvektoren eu,cv € T,S? am Punkt o aufgespannten Parallelogramms. Im Limes
€ — 0 paBt sich das Parallelogramm an S? immer besser an, und da es sich um die
Einheitssphéire handelt, geht die Fliche in den Raumwinkel i{iber, unter dem das

Parallelogramm vom Mittelpunkt der Sphire aus gesehen wird.
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Bei einer Drehung R € SO(3) : S? — S? werden der Punkt o und die Vektoren
uw und v alle gleichzeitig gedreht — per Definition von R* gilt ja: (R*w),(u,v) =
wr(s) (Do R(x), Dg R(v)). Deshalb ist klar, da$f w sich unter Drehungen nicht &ndert:

R'w=w.

Zur Berechnung der Koordinatendarstellung von w gehen wir am besten wie folgt
vor. Die natiirliche Volumenform des R? ist jene 3—Form, die jedem Punkt des R® das
Spatprodukt 2 zuweist. Wir verzichten auf die Einfiihrung eines neuen Symbols und
bezeichnen diese Volumenform ebenfalls mit (2. In kartesischen Koordinaten z,y, z
hat sie den Ausdruck Q@ = dz A dy A dz. Dann bilden wir das innere Produkt von 2
mit dem in Radialrichtung zeigenden Einheitsvektorfeld 0,, d.h. wir setzen 0, in

ein:
Q. :=Q(0,0,0) =xzdy A dz+ydzAdz+2zdz Ady.

Sei nun ¢ die Inklusion ¢ : S — R?, 0 ~ o. Hiermit erhalten wir die Raumwinkel-

form auf S?, indem wir €2, mittels ¢ von R® nach S? zuriickziehen:
w=1Q, .

Wir koordinatisieren die 2—Sphére durch Polarwinkel # und Azimutwinkel ¢. Die

nach S? zuriickgezogenen kartesischen Koordinatenfunktionen sind dann
'z =sinf cos¢, (*y=-sinfhsing, 1"z =cosh .
Mit Hilfe der Formeln von Anhang A.4 errechnet man dann leicht
w=sinfdd Ade.

Abschlieflend sei darauf hingewiesen, dafl die symplektische Struktur w des klas-
sischen Spins (Abschnitt 4.4.1) sich von der Raumwinkelform w auf S? durch den

Faktor —S unterscheidet.

A.6 Lie—Ableitung

Gegeben sei auf einem Gebiet M C R” ein Vektorfeld
X:M->R', a— X(a).

Der (lokale) Flul des Vektorfeldes, ¢ : M x I — M, (a,s) — ¢s(a) wird bestimmt
durch die Differentialgleichung 1. Ordnung

d

2-0() = X (84(0))
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mit der Anfangsbedingung ¢s—o = id. Insbesondere gilt

Z6.(a)  =X(a).

ds s=0

DEFINITION A.11 Ist w eine k-Form und ¢s der Fluff des Vektorfeldes X, dann
wird die Lie-Ableitung Lxw von w definiert durch
d

Lxw:= E(,ﬁ:w o
Interpretation: Arnold nennt die Lie—Ableitung auch die “Fischer—Ableitung”
(engl. “fisherman’s derivative”). Er schreibt: “The flow carries all possible differential-
geometric objects past the fisherman and the fisherman sits there and differentiates
them...”. Die Lie-Ableitung einer Funktion f fllt mit der Richtungsableitung zu-

sammen:

Lxf=Sgif| = 2foa| =@ m

s=0 N =
Wir bezeichnen das innere Produkt des Vektorfeldes X mit der Differentialform w
mit ¢(X)w := w(X,...). Fiir den Fall einer 0-Form oder Funktion f vereinbaren
wir ¢(X)f = 0. Das innere Produkt geniigt wie die Cartan—Ableitung d der Anti—

Derivationsregel
LX) (@A B) = ((X)a)A B+ (1) A (X)B .

SATZ A.7 (HAUPTSATZ DER CARTANSCHEN DIFFERENTIALRECHNUNG)

|Lx =uX)od+doyX).|

Beweisskizze:

1. Man zeigt zunichst, dal Lx eine Derivation der dufleren Algebra von Diffe-

rentialformen ist, d.h. der Leibnizregel geniigt:

Lx(@hf) = Soianp)

s=0

= d% (#1a A ¢38)| = (Ixa)AB+an (Lxf).

2. Dann beweist man durch explizites Rechnen und Anwenden der Produktregeln
fiir die Cartan—Ableitung und das innere Produkt, dafl ¢(X) od + d o ¢(X)

ebenfalls eine Derivation ist.

3. Wegen 1. und 2. geniigt der Nachweis des Hauptsatzes fiir Funktionen f und
1-Formen dg. Aus «(X)f = 0 folgt Lx f = «(X)df = («(X)d + de(X)) f, und
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fiir w = dg berechnet man mit Hilfe von Satz A.6

d d
Lx(dg) = —-¢(dg)| = --d(¢:9)

s=0

= d((X)dg) = (d(X) + ¢(X)d) (dg) -

SATZ A.8 Sei X := Lg*

das Vektorfeld zu einer Einparametergruppe (9°)scr
s=0

von Abbildungen g° : M — M. Dann gilt:

d ..
- - X
dsg s=0 d(W( ,.))
fiir jede geschlossene 2—Form w auf M.
Beweis:
d .
—g%w = Lxw = (X) (dw) +d(¢(X)w) = d(w(X, )
ds s=0 —~—

A.7 Nachhilfeunterricht

Ein dynamisches System wird durch die Angabe eines Vektorfeldes X auf einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit M festgelegt: X bestimmt an jedem Punkt a € M
die Geschwindigkeit der Bewegung durch a. Im Falle Hamiltonscher Systeme ist M
gerade-dimensional, und das Vektorfeld X hat spezielle Eigenschaften. Es 148t sich
ndmlich aus einer vorgegebenen symplektischen Struktur w und einer Funktion H,
der Hamilton—Funktion, konstruieren. Wir schreiben X = IdH und nennen X ein
Hamiltonsches Vektorfeld.

In diesem Anhang geben wir eine geometrische Veranschaulichung der Konstruktion
von X = IdH fiir den einfachen Fall autonomer Hamiltonscher Systeme mit nur
einem Freiheitsgrad. Dazu ist es bequem, obwohl véllig unnétig, den Phasenraum
M = R? mit einer Euklidischen Struktur, nimlich Skalarprodukt (e, ) und Vektor-
produkt X, zu versehen. Begriffe wie “Abstand”, “Linge eines Vektors”, “Fliche”

usw. sind dann definiert und haben ihre natiirliche Bedeutung.

A.7.1 Linearformen

Jeder kann sich einen Vektor anschaulich vorstellen, nimlich als geraden Pfeil, der
zwei Punkte verbindet. Der Begriff der Linearform ist hiervon abgeleitet: es han-
delt sich um eine lineare Abbildung, die jedem Vektor v eine reelle Zahl zuweist. Ist
0 eine Linearform, so bezeichnen wir das Resultat der Anwendung von 3 auf v mit
B(v). Eine Linearform ist also wie ein Automat, der einen Eingabeschlitz fiir Vek-

toren hat und auf die Eingabe eines Vektors mit des Ausgabe einer Zahl antwortet.
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Im Euklidischen R? 18t sich eine Linearform [ als eine Schar von parallelen und

numerierten Geraden mit konstantem Abstand veranschaulichen:

Um B(v) zu bestimmen, schieben wir den Schaft des Vektors v auf die Nullgerade

und zihlen ab, wieviele Geraden der Vektor durchstéft. Im Beispiel: B(v) = 2.7.

A.7.2 Das Differential einer Funktion

Eine Differentialform ersten Grades (= 1-Form) ist eine Abbildung, die jedem Punkt
eine Linearform zuweist. Fiir unsere Zwecke stelle man sich also vor, dal an jedem
Punkt des R? ein Automat aufgestellt sei, der nach Eingabe eines Vektors eine Zahl
anzeigt.

Ein wichtiges Beispiel fiir eine 1-Form ist das Differential dH einer Funktion H.
dH weist jedem Punkt a eine Linearform zu, die mit (dH), bezeichnet wird. Die
Linearform (dH), ist als diejenige lineare Abbildung definiert, die einem Vektor v
die Ableitung von H in Richtung von v im Punkt a zuordnet. Fiir M = R” gilt in

Formeln:

(AH) () = S H(a+ )| .

Wie kann man nun dH graphisch veranschaulichen? Dazu charakterisieren wir die
Funktion H durch ihre Niveaukurven, d.h. die Losungen der Gleichung H = const.

2
1
0

H=2

Das Differential (dH), im Punkt a 148t sich durch eine zur Niveaukurve durch a

tangentiale Geradenschar (siehe A.7.1) darstellen. Der Abstand der Geraden von
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einander ist gleich dem lokalen Abstand der Niveaukurven in diesem Punkt. Ist n
ein Einheitsvektor (|n| = 1) in Richtung des stérksten Anstieges von H, so verste-
hen wir unter dem lokalen Abstand der Niveaukurven im Punkt a den Grenzwert

1
4 H(a+ tn) . Der Abstand zwischen den Geraden ist also klein (grof}), wenn

t=0 ‘
die Niveaukurven dicht (weit voneinander entfernt) liegen. Die Numerierung ist so

vorzunehmen, daf§ die Geraden in Richtung des Anwachsens von H positiv gezdhlt

werden.

A.7.3 Symplektische Struktur

Wir erkldren zunéchst den Begriff einer symplektischen Form. Darunter versteht
man eine nichtentartete schiefe 2-lineare Abbildung A, die einem Paar von Vek-
toren u und v die reelle Zahl A(u,v) zuweist. Im Euklidischen R? existiert eine
ausgezeichnete symplektische Form, ndmlich A(u,v) := die (orientierte) Fliche des
von v und v aufgespannten Parallelogramms. Das Vorzeichen von A(u, v) entnehmen

wir dem Vektorprodukt:

A(u,v) >0, falls v x u aus der Ebene herauszeigt ;

A(u,v) <0, fallsv x u in die Ebene hineinzeigt .

A(uv)>0 u A(u,v)<0

Die so definierte Abbildung A ist offensichtlich 2-linear (d.h. linear in beiden Ar-
gumenten), schief und nichtentartet.

Als n#chstes besprechen wir die Operation des Einsetzens eines festen Vektors v
in die symplektische Form A. Hierbei entsteht ein linearer Automat mit nur noch
einem Eingabeschlitz fiir Vektoren, d.h. eine Linearform, sagen wir 8 := A(e,v).
Behauptung: In dem hier betrachteten Fall (A = + Fliche) ist 8 die Schar der zu
v parallelen Geraden mit Abstand |v|~'. Die Numerierung wiichst in Blickrichtung
von v nach links an.

Verifikation der Behauptung;:
1. Sei w || v. Dann ist B(u) = 0 = A(u,v).

2. Sei w L v, |u] = |v|7!, und u A v zeige in die Ebene hinein. Dann gilt:

B(u) =1 = A(u,v).
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dieLinearform

B=A(s V)
210 -1-2

Eine symplektische Struktur w ist eine Abbildung, die jedem Punkt a des Pha-
senraums eine symplektische Form w, zuordnet, und zwar so, daf} die Cartansche
Ableitung von w verschwindet. Wir wihlen hier w, = A = Flichenform, d.h. durch
w werde an jedem Punkt des R? eine identische Kopie desselben Automaten aufge-

stellt.

A.7.4 Konstruktion von X = IdH

Wir kommen nun zum Zweck des Ganzen: durch die Angabe eines Paares (w, H)
wird ein Vektorfeld X festgelegt. Sei a ein Punkt des Phasenraumes. An diesem
Punkt befinden sich per Vorgabe von (w, H) zwei Automaten, ndmlich eine sym-
plektische Form, w,, und eine Linearform, (dH),. Da w, nichtentartet ist, existiert

ein eindeutiger Vektor v, so dafl
we(e,v) = (dH), .

In der Praxis berechnet man v, indem man w,, (dH), und v in einer geeigneten
Basis darstellt und das resultierende lineare Gleichungssystem lost. Das Ergebnis
fiir v ist aber von der Wahl der Basis unabhéngig.

Fiir den hier betrachteten Fall, nimlich w, = A = Flichenform im Euklidischen R?,
wird v geometrisch dadurch bestimmt, dafl man die Geradenschar der Linearform
B = A(e,v) mit der Geradenschar von (dH), zur Deckung bringt. Mit Hilfe der
Erlduterungen unter A.7.2 und A.7.3 sieht man, dal v tangential zur Niveaukur-
ve von H durch a ist. Blickt man in Richtung des stérksten Anstiegs von H, so
zeigt v nach rechts. Die inverse Linge von v ist gleich dem lokalen Abstand der
Niveaukurven im Punkt a.

Durch das beschriebene Vorgehen erhilt man fiir jeden Punkt a des Phasenraumes
einen Vektor v =: X (a). Die Gesamtheit dieser Vektoren ist das Hamiltonsche
Vektorfeld X = IdH. m

Aus unserer geometrischen Konstruktion folgt sofort und ohne jede Rechnung die
bekannte Tatsache, dafl die Bewegung von autonomen Hamiltonschen Systemen
mit 1 Freiheitsgrad lings der Niveaukurven der Energie verlduft. Die Bewegungs-

gleichungen sind némlich ¥(¢) = X (v(t)), und wir haben ja gezeigt, dal X (v(0))
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tangential zur Energie-Niveaukurve durch v(0) = a ist. Die Bewegung lduft umso
schneller, je dichter die Niveaukurven liegen. g

Frage: Warum macht man den Umweg iiber den Kalkiil mit Differentialformen,
anstatt das Vektorfeld X auf “direktem” Weg aus H zu konstruieren?

Antwort: Ein solcher Weg wiirde immer von der Koordinatenwahl im Phasenraum
abhiingen. In der modernen theoretischen Physik vertritt man aber den Standpunkt,
daB nur invariante, d.h. koordinatenfrei definierbare Gréfien auch sinnvolle Gréfien
sind.

Resiimée: Wir haben (fiir den einfachsten Fall) gezeigt, wie man ein Hamiltonsches
Vektorfeld X in anschaulicher und koordinatenfreier Weise konstruiert. Was man
hierzu bendtigt, ist eine symplektische Struktur w und eine Funktion H. Die Kon-
struktion trigt den “Namen” X = IdH oder X = Xy und heifit der symplektische
Gradient von H. g

Aufgabe: Formuliere die obige geometrische Konstruktion so um, dafl von der

Euklidischen Struktur des R? kein Gebrauch gemacht wird!

A.8 Reduktion des Phasenraumes

[nicht Stoff der Vordiplompriifung!]

Thema dieses Anhangs ist die Frage: Wie macht man sich die Existenz von ersten
Integralen im Falle nichtintegrabler Systeme zunutze, um die Zahl der zu 16senden
Bewegungsgleichungen zu reduzieren? Durch geschicktes Rechnen in Koordinaten
148t sich diese Aufgabenstellung oft auf die Elimination entsprechender “zyklischer
Koordinaten” zuriickfiihren, aber wir wollen sehen, wie man die Reduktion in all-
gemeiner und koordinatenfreier Weise macht.

Wir beginnen mit einem ausfiihrlichen Beispiel, dem kriftefreien unsymmetrischen

Kreisel (mit Fixpunkt) und geben zuniichst eine adaptierte Formulierung dieses
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Systems. Wir definieren durch

0 0 O
Ji=10 0 -1}, J=
01 0 -1
eine Basis der Lie—Algebra so(3). Sei 2 := 22:1 QrJr € 50(3) (2% € R). Dann ist
(9°)ser, g° = exp (sQ) eine Einparametergruppe in SO(3): ¢° = Id und g° o g =
gt o g°, siehe Satz 3.8. Der Bewegungszustand des starren Koérpers mit Fixpunkt
wird durch die Angabe einer Drehmatrix g (die vormals mit R bezeichnet wurde
und die Basisvektoren des raumfesten Koordinatensystems K in die Basisvektoren
des korperfesten Koordinatensystems K' iiberfiihrt) und ihrer zeitlichen Anderung

g charakterisiert. In Formeln:
Phasenraum = 7*SO(3) ~ SO(3) x R?.

Das T steht fiir “Tangentialbiindel”, und #* signalisiert, dafl wir per Legendre—
Transformation von der Winkelgeschwindigkeit zum Drehimpuls als unabhéngige
Variable iibergehen miissen.

Die Winkelgeschwindigkeit bzgl. K lautet w := g~ ! = 22:1 wi Jy; bzgl. K' ist
sien:=g 'g=3, wiJ.

Drehimpuls bzgl. K: L =%, LyJy; bzgl. K': M =3, Li.J,.

Offenbar gilt: n = ¢ 'wg, und folglich auch M = g~ !Lg. Wir halten fest, daf w, 7,
L und M allesamt Elemente von so(3) sind.

Triagheitstensor I : s0(3) — so(3), n— M = In.

3
1
Skalarprodukt (L,w) := Z Lywy, = —Etr(Lw). (Beniitze trJJ; = —2d5;.)
k=1
— . 1 1 1 1 4
Kinetische Energie T = 3 (Lyw) = 3 (M,n) = 3 (In,m) = 3 (M, I7"M).

Mitteilung: In einer optimalen Formulierung wiirde man L, M als Elemente des
Dualraums so*(3) einfiihren. Mit Hilfe des Skalarprodukts (e, e) konnen wir aber

s0*(3) mit so(3) identifizieren.

A.8.1 Ableitung der Eulerschen Gleichungen

Wie wir wissen, erzeugen die Komponenten L; (k = 1,2,3) des Drehimpulses L
Drehungen. Da die Hamilton-Funktion H = %<M I TM > des kriftefreien Krei-
sels drehinvariant ist, folgt nach dem Noether-Theorem der Hamilton—Mechanik
dL/dt = 0. Hiermit erhilt man:

d d I
M= 'Lg)=g 'Lj—g ‘g9 'Lg=Mn—nM,
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die Euler—Gleichungen des kréftefreien Kreisels in koordinatenfreier Schreibweise

lauten also

M = [M,n]] (A.2)

Frage: Lassen sich diese Gleichungen als kanonische Gleichungen auffassen, d.h. hat
die rechte Seite eine Interpretation als Hamiltonsches Vektorfeld auf einer geeignet
gewihlten symplektischen Mannigfaltigkeit?
Die Antwort ist positiv, wie die folgenden Betrachtungen zeigen werden. Zunéchst
zeigen wir, daf} die Gleichungen (A.2) die Erhaltung der Linge des Drehimpulses
M implizieren:

d, o d .

ZIM|? = 2 (M, M) =2 (M, NL) = 2 (M, [M, ) = 2 (1, [M, M]) = 0.
Die Gleichung |M|> = |M(t = 0)|> = const definiert eine zweidimensionale Un-
termannigfaltigkeit von SO(3), die wir mit M bezeichnen. M heifit reduzierter
Phasenraum. Uber den Isomorphismus so(3) <+ R® sieht man sofort, daB M zur
2-Sphiire S? diffeomorph ist.
Sei T, M der Tangentialraum von M im Punkt a € M.
Hilfsatz: T, M besteht genau aus den Elementen [u, a] mit beliebigem u € so(3).
Beweis:
1. £ = [u,a] = £ € T,M: Sei £ = [u,a] mit u € so(3) beliebig. Betrachte die Kurve
5|12 =

s+ g°ag ® mit g° = exp (su). Dies ist eine Kurve auf M, denn |g°ag *|* = |a|?

fiir alle s € R. Sie passiert durch a fiir s = 0. Deshalb ist

El —8 su —Ssu
—g°ag = —e%ae =[u,a
ds s=0 ds s=0 [v, ]

ein Tangentenvektor von M im Punkt a, also £ € T, M.
2. £ € T,M = existiert u € so(3) mit & = [u, a]: Der lineare Raum von Elementen
[u,a] mit u € so(3) ist zweidimensional. Folglich wird T, M durch Elemente dieser

Form aufgespannt. g

A.8.2 Einfiihrung einer symplektischen Struktur

Seien & = [u1,a] und & = [us, a] zwei Tangentenvektoren von M im Punkt a € M.
Dann definieren wir eine symplektische Struktur w (nicht mit der Winkelgeschwin-

digkeit zu verwechseln!) auf M durch

|wal&1,62) = (@ [u, us]) |- (A.3)
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist wohldefiniert: zwar bestimmt die Relation
& = [u, a] das Element u nur bis auf Addition eines Vielfachen von a, doch hat die
Addition eines solchen Terms keinen Einflufl auf den Wert von (a, [u1, u2]).

Wir erinnern an den Ausdruck fiir die kinetische Energie:

T(M)= - (M, I"'M)

N | =

und betrachten
(o, (gradT)(M)) = (dT)nm(e) = (o, "' M) ,

Wir sehen, daB gilt 7 = grad7'. Somit ist die Einschrinkung der rechten Seite der
Euler-Gleichungen M = [M, n] auf M das Vektorfeld a — [a, X (a)] mit X = gradH
und H: M = R, H(a) = 1 (a, I 'a).

SATZ A.9 Das Vektorfeld a — [a,X (a)], X = gradH, ist das Hamiltonsche Vek-
torfeld zur Hamilton—Funktion H.

Beweis: Sei { = [u,a] € T, M. Dann gilt:

wa(§;[a, X(a)]) = —(a,[u, X(a)])
= (X(a),[u,a]) = (§, X(a)) = (dH)a(E) -

Bemerkungen:

(i) Es laBt sich zeigen, dafl (A.3) die Einschrankung der natiirlichen symplekti-
schen Struktur °, dp* A dgi des starren Korpers von T*SO(3) auf M ist.

(ii) Beachte die Ahnlichkeit von (A.3) mit der symplektischen Struktur des klas-
sischen Spins! Tatsichlich existiert ein Isomorphismus M « S?, der die zwei
symplektischen Strukturen bis auf eine multiplikative Konstante ineinander

iiberfiihrt.

Resiimée: Wir haben Erhaltungsséitze (Drehimpuls L = const) ausgenutzt, um
den Phasenraum des kréftefreien unsymmetrischen Kreisels von 7SO (3) nach M zu
reduzieren. Die symplektische Struktur und die Hamilton—Funktion des reduzierten
Systems erhilt man einfach durch Einschrinkung. m

Da es sich bei dem gewéhlten Beispiel um ein integrables System handelt, ist das
obige Vorgehen nicht zwingend. Man kénnte Abschnitte 5.4.3, 5.4.4 beniitzen und
das Problem direkt 16sen mit den ersten Integralen H, L2, Ls. Fiir nichtintegrable

Systeme ist ein solches Vorgehen aber enorm niitzlich, weil hierdurch der “exakt
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l6sbare” Teil der Bewegungsgleichung eliminiert wird. Wir wollen das oben be-
schriebene Verfahren jetzt in einer allgemeinen Sprache, aber fiir den Spezialfall
eines einzigen Erhaltungssatzes, formulieren:

Sei (M, w, H) ein autonomes Hamiltonschen System mit f Freiheitsgraden und er-
stem Integral der Bewegung F'. Nach dem Noether—Theorem der Hamilton—Mechanik
(Abschnitt 4.7) ist der Erhaltungssatz F' = const mit der Existenz einer Einparameter—
Gruppe von (durch das Hamiltonsche Vektorfeld IdF erzeugten) Symmetrie-Trans-
formationen G := (g°)ser verbunden. Die Elemente von G sind kanonische Trans-

formationen g° : M — M, und es gilt: H o g¢° = H. Nun betrachte die durch
M, = {a: eM ‘ F(z) = p} (p reell und fest)

definierte Niveaumenge. Wir machen die Annahme, dal F' auf M,, keine kritischen
Punkte hat. Nach dem Hauptsatz iiber implizit definierte Funktionen ist M, dann
eine glatte Untermannigfaltigkeit des Phasenraums. Wegen Fo¢!T = F ist M,, unter
dem Phasenfluf} invariant: ¢ (M,) = M,. Die Einparametergruppe G operiert auf
M, und wegen %F ogs|s:0 = {F, F} = 0 148t auch sie M,, invariant. Wir schreiben
G =G,.

Da F auf M,, per Voraussetzung keine kritischen Punkte hat, operiert G, auf M,
frei, d.h. ohne Fixpunkte. Durch die Aktion von G, auf M, wird M, in Orbiten
eingeteilt, d.h. in Aquivalenzklassen von Punkten, die durch die Gruppenaktion
ineinander iiberfiihrt werden (z ~ y <= Js € R : y = ¢°(z)). Der Raum solcher
Orbiten heifit reduzierter Phasenraum und sei mit F,, = M, /G, bezeichnet. Er hat
die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit der Dimension 2f — 2. (Jedes Orbit ist

eine Koordinatenlinie der zum “Impuls” F' gehtrenden *

‘zyklischen Koordinate”.)
Fiir die Projektion von M, auf F, schreiben wir m : M, — F,.

Auf dem reduzierten Phasenraum F), 148t sich in natiirlicher Weise eine symplekti-
sche Struktur einfiihren. Dazu betrachten wir zwei Tangentialvektoren £ und n von
F, im Punkt a € F,. Der Punkt a ist einer der Orbiten der Gruppe G, auf der
Mannigfaltigkeit M),. Sei = einer der Punkte auf dem Orbit a. Die Tangentialvek-

toren £ und 7 entstehen durch die Projektion 7 : M, — F, aus zwei Vektoren £’

und 7', die im Punkt z tangential zu M, sind.

DEFINITION A.12 Das schiefsymmetrische Skalarprodukt zweier Vektoren & und n,
die in einem Punkt a tangential zum reduzierten Phasenraum liegen, ist definiert
als das schiefsymmetrische Skalarprodukt der entsprechenden Tangentialvektoren £’

und 0’ im Punkt x der urspringlichen symplektischen Mannigfaltigkeit M:

@a(é,m) = wa (&', 7') -
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SATZ A.10 Das schiefsymmetrische Skalarprodukt der Vektoren & und n hingt nicht
von der Wahl des Punktes x und der Reprisentanten £ undn' ab, und es macht den
reduzierten Phasenraum zu einer symplektischen Mannigfaltigkeit. Integralkurven
des Hamiltonschen Systems (M, w, H) gehen unter der Projektion M =p M, i F,
in Integralkurven des reduzierten Hamiltonschen Systems (F), @, H ) diber, wobei die

Hamilton—Funktion H durch Einschrinkung gewonnen wird: H om = H |M .
P

Beweisidee: Man beniitze die Kanonizitiit (¢°)*w = w, um zu zeigen, dafl w, (¢', ')
von der Wahl des Punkts z und der Vektoren &', n' unabhiingig ist. Die eingeschrénk-
te Hamilton—Funktion ist wohldefiniert wegen H o g° = H. Details und Verallge-
meinerungen findet man in Appendix 5 des Buches von Arnold.

Anwendung: Schwerer unsymmetrischer Kreisel mit Fixpunkt. Die Symmetrie-
achse des homogenen Schwerefeldes sei die raumfeste 3—Achse. Der Erhaltungssatz
L3 = const “schenkt” uns eine zyklische Koordinate (ndmlich ¢), wenn wir Euler—

Winkel ¢, 0, mit kanonischen Impulsen py, pg, py beniitzen:

M2 MZ M2

3
H 2I1+2—Iz+2—13+mglcos0,

M, sint/sinf cosy —cotfsiney D

M, = cost/sinf —siny —cotfcosy Do

M 0 0 1 Py

Wir haben ¢ = zyklische Koordinate, p, = L3z = const und die Hamiltonsche
Funktion des reduzierten Problems H = H (0, 1); py, Dip)-

Frage: Haben die Singularititen bei § = 0, 7 irgendeine physikalische Bedeutung,
oder sind sie ein Artefakt der Koordinatenwahl?

Antwort: Der reduzierte Phasenraum ist eine glatte vierdimensionale Mannigfal-
tigkeit M, die sich nach obigem Verfahren koordinatenfrei konstruieren 148t. Die
symplektische Struktur und die Hamilton—Funktion des reduzierten Systems sind
nach Aussage des Satzes wohldefiniert und glatt. Die Singularititen sind eine Pa-

thologie der Koordinaten 6, ; pg, py-



